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Resumo

Ao longo deste trabalho tivemos trés objetivos:

(i) primeiramente determinamos as equagdes de Burnett em segunda ordem para um gés tinico
relativistico com base na teoria cinética e no método dos momentos de Grad. Fizemos uma
analise detalhada para todos os coeficientes da pressdo dindmica, fluxo de calor e do deviante
do tensor pressao, expandindo estes coeficientes para os casos de temperaturas altas e baixas
respectivamente. A seguir verificamos que os resultados obtidos para todos os coeficientes, no
limite nao-relativistico, concordam com os resultados obtidos por Wang Chang e Uhlenbeck;

(ii) em seguida determinamos novamente as equacdes de Burnett relativisticas empregando
agora o modelo cinético de Anderson e Witting e comparamos os resultados obtidos para os
coeficientes de transporte com o método dos momentos de Grad. O modelo cinético de Anderson
e Witting é uma boa aproximagao para os resultados encontrados pelo método de Grad no caso

ultra-relativistico;

(iii) e finalmente, como uma aplicacdo dos resultados encontrados, fizemos uma andlise para
a propagacdo de ondas sonoras para os casos de cinco campos e quatorze campos. A seguir
fizemos uma andlise gréfica para a velocidade de fase e para a absorcao das ondas sonoras
analisando os limites ndo-relativistico e ultra-relativistico.
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Abstract

In the course of this work we have three objectives:

(i) firstly we obtained the relativistic second order Burnett equations for a single-component
gas on the basis of kinetic theory and Grad’s moment method. We did a detailed analysis of
the coefficients of dynamic pressure, heat flux and pressure deviator, making their expansions
for the non-relativistic and ultra-relativistic cases. Then we verified that our results agree with
Wang Chang and Uhlenbeck’s results, on the non-relativistic limit;

(ii) next, we obtained the relativistic second order Burnett equations for a single-component
gas on the basis of the kinetic model of Anderson and Witting and we compared the transport
coefficients with results obtained by the Grad’s moment method. The kinetic model of Anderson
and Witting is a good approximation for the Grad’s moment method in the ultra-relativistic
limit.

(iii) finally, as an application of our results, we analysed the propagation of sound in the case of

five and fourteen fields. Plots of the phase velocity and absorption of sound are given together

with their non-relativistic and ultra-relativistic limits.
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Introducao

A teoria cinética dos gases deve a sua origem aos trabalhos pioneiros de Daniel Bernoulli,
Clausius, Maxwell e Boltzmann, e hoje é conhecida como a teoria cinética cléssica. Com o es-
tabelecimento da teoria da relatividade de Einstein (1905), um passo seguinte foi, portanto,
construir uma versao relativistica para a teoria cinética. Assim, por volta de 1911, Jiittner
determinou uma expressao relativistica para a fun¢io de distribui¢do em equilibrio [1]. Esse
mesmo autor, no ano de 1928, também determinou a forma relativistica da funcdo de dis-
tribuicdo em equilibrio vélida para sistemas de bosons e fermions [2]. A formulagio da equagio
de Boltzmann, sem considerar o termo de colisdo, apareceu em um trabalho publicado no ano de
1940 por Lichnerowicz e Marrot [3]. Mas uma generalizagdo relativistica da equagio de Boltz-
mann completa, isto é, inserindo o efeito das colisoes, somente se concretizaria no ano de 1946
pelo préprio Marrot [5]. Em 1961, Tauber e Weinberg [6] estabeleceram uma teoria cinética
coerente, baseada na equagao de Boltzmann, onde eles discutem entre outras coisas, o teorema
H e o equilibrio térmico em um campo gravitacional. Portanto, ja era possivel aplicar a equagao
de Boltzmann a problemas fora do equilibrio, como na teoria dos plasmas, na astrofisica e na
cosmologia; em particular podemos citar as contribuicdes de Weinberg [7].

Para resolver a equacao de Boltzmann relativistica fora do equilibrio, foram desenvolvidos
métodos de aproximacgao, assim como foi feito para o caso nio-relativistico. E o método empre-
gado por nds, ao longo desta tese, é a versdo relativistica do método dos momentos de Grad,
desenvolvida por Israel [8], Kelly [9] e Chernikov [10] que, apesar de ser um método exaustivo,
fornece-nos resultados concretos para os coeficientes de transporte.

Portanto, iniciamos o nosso trabalho, expondo, no capitulo 1, os conceitos fundamentais da
teoria cinética relativistica, que nos fornecem a base para o desenvolvimento de nosso trabalho.
Para a elaboracgdo deste primeiro capitulo, utilizamos, como referéncias bésicas, os trabalhos de
de Groot, van Leeuwen e van Weert [11], Stewart [12] e Kremer [13], onde fazemos, inicialmente,
uma andlise da dindmica de uma éoliséo binéria a qual nos proporcionara obter os elementos
necessarios para a deducdo da equagdo de Boltzmann. A seguir, determinamos a equagdo
de transporte e introduzimos a quédrivelocidade. Concluimos este primeiro capitulo com a
obtencao da funcdo de distribui¢do de Maxwell-Jiittner.

No segundo capitulo, deduzimos a funcao de distribuigdo fora do equilibrio ou funcdo de
Grad. Obtemos, a seguir, as expressoes para o terceiro momento 74”7 e para o termo de
producdo P*¥. Utilizamos, em seguida, uma variacdo do método da iteragdo maxwelliana
[15], cuja primeira iteracdo nos fornece as equacdes de Navier-Stokes e Fourier e a segunda



as equagOes de Burnett relativisticas. A partir destas equacdes procedemos a uma anslise
detalhada de todos os coeficientes, fazendo as expansbes para o caso de temperaturas baixas
(caso néo-relativistico) e para o caso de temperaturas mais elevadas (caso ultra-relativistico).

Para resolvermos as integrais, necessirias para a obtencdo de todos os coeficientes que
possuem contribuicdes devido ao termo de colisdo da equagio de Boltzmann, devemos conhecer
a segao de choque o, a qual é uma fungio da velocidade relativa e do Angulo de espalhamento.
Essa secdo de choque foi escolhida de modo a ser independente da energia e do angulo de
espalhamento. Evidéncias experimentais mostram que as segbes de choque para o espalhamento
de hadrons pesados sdo mais ou menos constantes para a escala de energia que sio de interesse
na teoria cinética relativistica. Por exemplo, a se¢do de choque total para o espalhamento entre
nicleon-nicleon é aproximadamente constante quando se consideram energias da ordem de 2
GeV. E esta é uma energia tipica da era hadronica, isto é, o intervalo de tempo que durou até
uns 10~%s apés o Big-Bang, quando o universo era dominado pela matéria contendo muitos
hédrons em equilibrio com o campo de radiacao. A temperatura tipica dessa fase era da ordem
de 1012K. Desta forma, utilizaremos em nossos calculos ¢ como uma constante. Observa-se
ainda que, em uma teoria nao relativistica, uma se¢cdo de choque constante estd associada ao
modelo de esfera rigida. Por essa razao, o modelo relativistico que empregamos neste trabalho
é algumas vezes referido como o modelo de esfera rigida.

Finalmente, para concluir o capitulo 2, mostramos que o limite nao-relativistico das
equacoes de Burnett relativisticas encontradas por nés para a pressdo dindmica, o fluxo de
calor e o deviante do tensor pressdo, correspondem perfeitamente as expressoes dadas por
Wang Chang e Uhlenbeck [22].

No capitulo 3, novamente, determinamos as equagdes de Burnett para um géas relativistico,
empregando, agora, o modelo cinético devido a Anderson e Witting [24], pois esse modelo
simplifica significativamente o termo de colisdo da equagdo de Boltzmann. Esse modelo também
é conhecido por modelo de tempo de relaxagdo, que é uma variacado para o caso relativistico
do modelo BGK (Bhatnagar, Gross e Krook) [25], desenvolvido por Marle em 1965 [27]. A
seguir, comparamos os resultados obtidos para os coeficientes de transporte obtidos através
desse modelo aos resultados encontrados no capitulo 2, onde foi empregado o método de Grad.
Verificamos, assim, que os resultados encontrados por esse modelo sao boas aproximagdes dos
mesmos resultados encontrados por nds, para o caso ultra-relativistico, utilizando o método de
Grad.

No quarto e tltimo capitulo, fazemos uma anélise da propagacao das ondas sonoras empre-
gando cinco campos (densidade do nimero de particulas, temperatura e quadrivelocidade) e
quatorze campos (densidade do nimero de particulas, temperatura, quadrivelocidade, pressao
dindmica, fluxo de calor e deviante do tensor pressdo). Para o caso de cinco campos uti-



lizamos, inicialmente, as equagdes de Navier-Stokes e Fourier e a seguir as equacoes de Burnett
linearizadas. Verificamos que as solugbes encontradas diferem ligeiramente uma da outra, isto
¢, as equagdes de Burnett correspondem a uma pequena correcio dos resultados encontrados
quando empregamos as equagdes de Navier-Stokes e Fourier. Analisamos, em particular, os
limites néo-relativistico e ultra-relativistico para a velocidade de fase e para a absor¢do destas
ondas. Para o caso de quatorze campos, verificamos que os limites nao-relativistico e ultra-
relativistico concordam perfeitamente com os resultados encontrados por Boillat [37] e por
Seccia e Strumia [38], que foram obtidos através das teorias fenomenolégicas.

Para concluir essa introdugdo, vamos enumerar os objetivos principais que norteardo este
nosso trabalho:

e Determinar as equagoes de Burnett relativisticas segundo a teoria cinética e utilizando o
método de Grad;

e Determinar as expressoes algébricas para todos os coeficientes de transporte presentes nas
equagoes de Burnett relativisticas;

e Encontrar as expressoes algébricas para os limites ndo-relativistico e ultra-relativistico de
todos os coeficientes encontrados;

e Mostrar que as equagOes de Burnett relativisticas, no limite nao-relativistico, recaem nas
equagOes de Burnett, assim como dadas por Wang Chang e Uhlenbeck;

e Determinar as equagoes de Burnett relativisticas segundo o modelo de Anderson e Witting;

e Encontrar as expressbes algébricas para todos os coeficientes presentes nas equacoes de
Burnett relativisticas segundo o modelo de Anderson e Witting;

e Comparar, numericamente, os coeficientes de transporte encontrados através da resolugao
da equacdo de Boltzmann exata e aqueles obtidos através do modelo de Anderson e Witting;

e Estudar a propagacao de ondas sonoras empregando cinco campos, inicialmente utilizando
as equagdes de Navier-Stokes e Fourier e depois as equagbes de Burnett linearizadas determi-
nando os limites nao-relativistico e ultra-relativistico para essas solugdes ;

e Estudar a propagacio de ondas sonoras empregando quatorze campos e analisar os limites

nao-relativistico e ultra-relativistico para esse caso.



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais da Teoria Cinética
Relativistica

1.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar uma exposi¢ao resumida dos conceitos fundamen-
tais da teoria cinética de gases relativisticos. Para desenvolvé-lo, baseamo-nos nas referéncias
[11] e [13].

Iniciamos com uma andlise da dindmica de uma colisdo bindria a qual nos forneceré os
elementos necessarios para a obtencdo da equagado de Boltzmann relativistica. Apds obtermos
essa equacao, analisamos o caso de gases relativisticos na auséncia de forcas externas e determi-
namos a equacao de transporte. A seguir, fazemos uma descricdo macroscépica do gas através
dos momentos da fun¢do de distribuigdo e introduzimos uma quadrivelocidade hidrodindmica
e um projetor, assim como algumas de suas propriedades. Este projetor nos proporcionard
decompor o quadrifluxo de particulas e o tensor energia momento, que definem os campos:
densidade do nimero de particulas, deviante do tensor pressdo, pressdo hidrostdtica, pressao
dindmica, fluxo de calor e energia interna por particula. Obtemos, desta forma, a equacao de
balanco da densidade do niimero de particulas, da energia e do momento linear. E para finalizar
este capitulo, que aborda os conceitos fundamentais da teoria cinética necesséaria para o desen-
volvimento desta tese, determinamos a expressdo para a fungao de distribuicdo no equilibrio,
conhecida na literatura como a fungdo de Maxwell-Jiittner [1].

1.2 Dinamica de uma Colisao Binaria

Vamos fazer, nesta primeira se¢do, a analise do problema da colisdo entre dois feixes de
particulas de um gés relativistico, que nos permitira, a seguir, obter a equacao de Boltzmann
relativistica. A forma desta equagao estd baseada em quatro hipéteses. A primeira delas
estabelece que somente colisdes bindrias devem ser levadas em conta. A outra nos diz que a



fun¢do de distribuicdo pode ser considerada invaridvel ao longo de distancias compardveis ao
tamanho das particulas, porém nao ao longo de distancias compargveis ao livre caminho médio.
Uma terceira estabelece que as forgas externas sobre as particulas ao longo de uma colisdo sio
muito pequenas em comparacdo com as forcas de interagdo entre estas particulas, enquanto a
iltima diz que os momentos de duas particulas néo estdo correlacionados para qualquer posicio
e instante. Esta dltima hipdtese é conhecida como a hipétese do caos molecular, ou seja, é uma
suposicao estatistica a respeito do nimero de colisdes bingrias.

Na teoria cinética as quantidades macroscépicas sdo todas definidas com a ajuda de uma
fungdo de distribuigao escalar, que depende das coordenadas espago-temporais z# = (ct, ) e
do quadrivetor energia-momento p* = (p°,p), onde a parte temporal estd relacionada com a
energia de uma particula, isto é, cp® = c¢/|p]2 + m2c2, sendo m a sua massa de repouso e ¢
a velocidade da luz no vdcuo. Se p* e pi sdo os quadrivetores energia-momento para duas
particulas que colidem, entdo, pela lei de conservagao da energia-momento linear, temos:

p* +pf =p* +pf, (1.1)

onde as quantidades com plicas denotam os valores do quadrivetor quantidade de movimento
das respectivas particulas apés a colisao.

Para duas particulas quaisquer que se movem com velocidades ¢ e v; é conveniente uti-
lizarmos a velocidade relativa entre elas. A deducao da relacdo entre estas velocidades encontra-
se na se¢do (A.1) do apéndice A e o resultado encontrado é:

1 1

Uma anélise mais acurada desta expressao nos mostra que, para valores das velocidades
muito menores que a da luz, chega-se a definicdo classica de velocidade relativa, isto é, que
a velocidade relativa entre duas particulas quaisquer é dada pelo médulo da diferenca entre
elas, que é um resultado bem conhecido da mecénica cldssica. Outro resultado que pode ser
constatado dessa expressao é o fato dela ser simétrica em relagdo a ¥ e 7. Assim, se tomarmos
o seu médulo, podemos utilizar qualquer uma das particulas para defini-la.

Sabemos através da teoria cinética que todos os processos de colisao sdo caracterizados por
suas segoes de choque, as quais determinam o nimero de choques ou colisdes que ocorrem entre
particulas ou feixes de particulas. Consideremos, portanto, dois destes feixes e representemos
por n' e nj as densidades de particulas nestes feixes (isto é, o nimero de particulas na unidade
de volume), e por ¥ e v; as suas respectivas velocidades. Empregando a definicdo ordinaria
de se¢do transversal de choque, que representaremos por ¢*, podemos determinar o nimero
de colisbes que ocorrem no volume dV', no intervalo de tempo dt, no referencial em que as

particulas n’ estdo em repouso. Este nimero é

5



dN = o*vqn'nidV dt, (1.3)
onde vr¢; € 0 médulo da velocidade relativa entre os dois feixes de particulas, dada pela equagao
(1.2). O resultado expresso por (1.3) tem a seguinte interpretagdo: o* é uma 4rea perpendicular

a dire¢do do movimento das particulas de densidade n}, as quais percorrem uma distancia
dL = vrqdt, no intervalo de tempo dt, conforme mostra a figura (1.1).

Figura 1.1: Elemento de volume descrito por um feixe de particulas.

Desta maneira, as n] particulas por unidade de volume descrevem um cilindro de volume
dV = o*vqdt. Conseqlientemente, o nimero de colisdes dINV, entre esse feixe e outro, cuja
densidade por unidade de volume é n', serd n'dV.

O nimero de colisées por unidade de volume e de tempo dN é, por esséncia, uma grandeza
invariante de Lorentz. Nosso objetivo é expressi-la em forma adequada, de modo a torni-la

véalida para qualquer referencial, para tanto escrevemos:

dN = T*n'nidVdt, (1.4)

onde ¥* é uma grandeza a ser determinada. No sistema de repouso de um dos feixes de
particulas ¥* é igual a 0*v.. Desta maneira, vamos sempre considerar ¢* como uma se¢ao
de choque relativa ao sistema de repouso de um dos feixes de particulas, isto é, por definicao,
como uma grandeza invariante.

Na expressao (1.4) o produto dVdt é uma grandeza invariante [13]. Desta forma, o produto
Y*n'n] deve ser também um invariante.

A lei de transformagdo da densidade do nimero de particulas n' pode ser encontrada
observando-se que o nimero de particulas num elemento de volume dV’, isto é n'dV’, é um
invariante escalar, logo n'dV’ = ndV, onde n é a densidade do nimero de particulas num
referencial em repouso e dV é o elemento de volume préprio. A relagdo entre os dois volumes

! v2
dv' = dVy/1 - . (1.5)

6

¢ dada por:



Desta forma, encontramos para a lei de transformacio para as densidades do nimero de
particulas a seguinte expressao:
n p
!/
N = —=—=— = —n, (1.6)

—¥  mc
c2

onde utilizamos a defini¢do para p® dada por (A.2) do apéndice A.

Portanto, a afirmagdo acerca da invaridncia de £*n'n} é equivalente & invariincia da ex-
pressio Z*p°p). E mais conveniente representar esta condi¢ao na forma:

0,,0 0,,0
E*gﬂﬂ = E*ﬂﬂ)l_,—: = invariante, (1.7)
P1DPu p’pr—pP-M

onde no denominador aparece uma grandeza também invariante - o produto dos quadrimomen-
tos de ambas as particulas.

Deste modo, em qualquer referencial temos:

Substituindo-se este resultado na equagao (1.4), obtemos

pip
dN = 0*v,q——odVdt, (1.9)
pip
que nesta forma nao perde o carater de invariante escalar.
Considerando-se a equagdo (A.5) do apéndice A, isto é,

DI Dy 7
E)o—p‘l)=<1— . ) (1.10)

e utilizando-se o resultado (1.2) para a velocidade relativa, obtemos finalmente a expressao para

o nimero de colisGes para os dois feixes de particulas

dN = o*[(V — v7)% — L 7 x 11)2n'n{dVdt = o*gn'n\dV dt, 1.11
CQ 1 1

onde g é conhecido na literatura como o médulo da velocidade relativa de Mgller [17].

1.3 A Equacao de Boltzmann Relativistica

Consideremos agora um espago hexa-dimensional p, caracterizado por trés coordenadas de
posicdo T e trés coordenadas de quantidade de movimento p, chamado de espago de fase. O
estado do gés neste espaco é caracterizado pela fungdo de distribuicdo f(Z,7,t), tal que:



f(Z,p,t) d®zd®p = f(Z, 5, t)dz'dz?dz>dp' dp®dp?, (1.12)

fornece-nos o nimero de particulas no elemento de volume d3z em torno do ponto T e com
quantidade de movimento no intervalo entre p’ e p* + dp* (i = 1,2,3). O niimero de particulas
no elemento de volume d®zd3p é um invariante escalar.

Denotando o elemento de volume no espago de fase no instante de tempo ¢, através de

du(t) = d*zd®p, entdo o niimero de particulas que est4 neste elemento de volume no instante
de tempo ¢ serd dado por:

N(2) = (2,9, t)du(t). (1.13)

Para um instante de tempo posterior ¢ + At teremos:

N(t+ At) = f(Z + AZ, P+ Ap, t + At) du(t + At). (1.14)

Assim, as colisOes entre as particulas fornecem uma mudanga no nimero de particulas dada
por:

AN = f(Z+ AZ, F+ AP, t + At)du(t + At) — f(Z, 5, t)du(t), (1.15)

onde AZ = 7At é a mudanca na posicdo, sendo 7' = cp/p® a velocidade de uma particula rela-
tivistica com quantidade de movimento g'e Ap' = FAt corresponde & mudanca na quantidade
de movimento, sendo F (Z,p,t) a forca externa exercida sobre as particulas. A relacdo entre
du(t + At) e du(t) é dada por intermédio de

du(t + At) = |J]du(), (1.16)

onde J é o Jacobiano da transformacdo e que é dado por:

ozl (t+At)  dzl(t+At) dz! (t+At)
00 At) Oy doeiAn
t+At t+At +
;2 Ot + A, Pt + A, P+ AY) el s | s 1.17)
olz(t), z2(t), ..., P(t)] : : : :
op3(t+At)  9p3(t+At) ap3(t+At)
ozl (t) 9z2(t) e ap3(t)
Considerando somente termos lineares em At, segue da (1.17) que
oF!
J=1+ 'b'p—zAt =+ 0[(At)2] (118)

A seguir fazemos a expansdo em séries de Taylor da fungdo f(Z + AZ,p'+ Ap,t + At) em
torno do ponto (Z,p,t) a qual resulta em



f(Z+AZ,p+ Ap, t+ At)~ f(Z,p,t) + O{At-}- gfz afA + O[(At)3, (1.19)

onde foram novamente considerados somente termos lineares em A¢. Assim, com a ajuda dos
resultados acima, podemos obter a taxa de variagdo temporal do niimero de particulas, a saber:

AA]Z [E +o a{ ag: | auo) (1.20)

Vale ressaltar que AN é um invariante escalar, o que néo ocorre com o intervalo de tempo
At. Assim devemos considerar o intervalo de tempo préprio At = /1 — v2/c2At = At/~, pois
ele ¢ o mesmo para todos os observadores que estdo em sistemas inerciais. Portanto, para que
a expressdo (1.20) seja um invariante escalar ela deve ser escrita da seguinte forma:

AN AN of f o(fF?)
At = Ar —’)’[at +v 3 ; +a—pz] du(t). (1.21)
Este resultado pode ser ainda expresso da seguinte maneira:
AN ¢ of = OfKHl 5
A [p“axu +m o ] d’zd’p. (1.22)

onde K* é a forca de Minkowski. Na se¢do (A.2) do apéndice A, fazemos a dedugdo completa
desta equacdo e ainda provamos que o lado direito da (1.21) é um invariante escalar.
A taxa de variagdo temporal do nimero de particulas apresenta duas contribuigdes, ou seja,
AN (AN )+

AN\ -
At At _<_A_t) ’ (1.23)

onde (AN/At)" esté relacionado ao nimero de particulas espalhadas que entram no elemento
de volume d3zd®p e (AN/At)~ ao ndimero de particulas que deixam este mesmo volume.

Para a determinagdo da taxa de variagdo temporal do nimero de particulas, devemos
considerar as seguintes hipdteses:

e para um gés relativistico rarefeito somente as interacoes entre os pares de particulas séo
levadas em conta;

e o efeito das forcas externas pode ser desprezado durante a colisao;

e as velocidades de duas particulas, em qualquer posi¢do e tempo, nao estao correlacionadas
(hiptese do caos molecular);

e a funcdo de distribuicdo pode ser considerada constante ao longo de distincias com-
paraveis ao tamanho das particulas, porém nao ao longo de distdncias comparaveis ao
livre caminho médio.



Vamos, inicialmente, proceder ao cdlculo de (AN/At)~. Para tanto, consideremos o pro-
cesso de colisdo entre um feixe de particulas com velocidade ¥} = cp; /P} com outro feixe de
particulas com velocidade ¥ = ¢p/p°. O nidmero de particulas espalhadas que deixam o ele-

mento de volume d*zd’p, do espago de fase y, através de um elemento de angulo sélido df2,
pode ser obtido através da equagdo (1.11):

AN = o*gn'n{dV At (1.24)

ao identificarmos dV = dz, 0* = 0df) (onde o é a secdo transversal diferencial de choque),
dn' = f(Z,P,t)dp e dn)| = f(Z,p1,t)d®p;. O ntimero total de particulas espalhadas é obtido
através da integragdo sobre todos os momentos d°p; e sobre todo angulo sélido dQ:

_ 1 o o I
= 5/9/][7 f(Z,p,t) f(Z,p1,t) g o dQ d*p, dz d°p At. (1.25)

Portanto, temos que a taxa de variagdo temporal do nimero de particulas que deixam o
volume d3z d®p é dada por:

( At) 2/ / f(&5.1) f(Z,51,t) g 0 dQ &’p1 &’z dp. (1.26)

Nas expressoes acima inserimos o fator 1/2 e podemos justificar tal procedimento da seguinte
maneira: desde o inicio estamos considerando as particulas como sendo idénticas e para que
nao contemos duas vezes uma mesma particula, deve ser necessiria a introducao deste fator
numérico.

Consideremos agora o clculo de (AN/At)*. Neste caso devemos repetir o raciocinio acima,
porém agora consideraremos uma colisdo de restitui¢cdo, onde um feixe de particulas com ve-
locidade o7’ = cpy’/p? colide com outro feixe de particulas com velocidade o' = ¢p’/p". Assim
o nimero de particulas espalhadas, que deixam o elemento de volume d*z'd®p' e entram no
elemento de volume d3zd®p do espaco de fase u, é dado por:

2// zZ,p',t) f(,9,t) ¢ o d d°p} dz’ d°p’ At (1.27)

Para o caso de particulas relativisticas g ndo é um invariante de Lorentz, logo, vai depender do
referencial. Assim, g # ¢/, resultado este que difere do caso ndo-relativistico, onde os médulos
das velocidades relativas assintéticas pré e pds-colisionais sdo iguais. Para obtermos uma relacao
entre os volumes pré e pés-colisionais, vamos utilizar o teorema de Liouville, o qual nos assegura
que, se seguirmos o movimento de um volume ocupado por um conjunto de pontos, este volume
permanece inalterado com o passar do tempo, embora mude continuamente de forma. No caso

em estudo escrevemos:
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g At o dQ d®p; dPz d°p = ¢’ At o' dV d®p, d32' d3p), (1.28)
onde (g At o dQ d®p;) representa o volume ocupado no espaco de fase u pelas particulas com
velocidade 7, = cpi/p® e d*zd3p o volume ocupado pelas particulas com velocidade 7 = cp/p°.

E, além disso, g At ¢ a altura e o d) a 4rea da base do cilindro de colisio . Como d3z At =
d*z’ At', obtemos de (1.28):

/g o dQ d3p, d°p —/ g o' d d*p) d®p. (1.29)

Substituindo este resultado na expressdo para (AN)* (1.27) e dividindo o resultado por At,
obtemos a seguinte expressao :

ANNT 1 - o o
(A_t) - 5/9/51 f(&,9',1) £(2,9',t) g 0 dQ d°py d’x d°p, (1.30)

que nos dd a taxa de variacdo temporal do niimero de particulas que entram no elemento de
volume d3zd3p.

Substituindo as expressdes obtidas para (AN/At)~ dada por (1.26) e (AN/At)* dada por
(1.30) na expressdo (1.23) e ainda considerando a (1.22), obtemos, finalmente, para a taxa de
variacao temporal do nimero de particulas, o seguinte resultado:

3f (fIC")] 3,3, _ (AN)+ (éﬁ)'
P e T e | TP A At
1 ' 3 3,. 13
=[§/(flf—flf)gadepl]dxdp, (1.31)
nesse caso empregamos a seguinte notagdo fi=f(Z,p,t), f'=f(Z,p",t), H=f(T,p1,t) e
f=f(Z,p,).

De acordo com a quarta hipétese, a qual estabelece que a funcao de distribui¢do pode ser
considerada constante ao longo de distancias compardaveis ao tamanho das particulas, mas nao
ao longo de distincias compardveis ao livre caminho médio, as fungbes de distribuigdo sao
calculadas no mesmo ponto z.

Se denotarmos por F' o fluxo invariante

F = ——c— g = T— ('U - ’1)1)2 - c—z(’UX’Ul)z, (132)
podemos escrever a equagao (1.31) da seguinte forma:
of o(fK*) d
Poztm o 2/ fif' = fif) (1.33)
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Essa é a equagdo de Boltzmann completa na forma relativistica, ou seja, é uma equacdo do tipo
integro-diferencial, cuja forma foi originalmente proposta por Lichnerowicz e Marrot em 1940
[3]. Analogamente ao caso ndo-relativistico, em geral, referimo-nos ao primeiro membro dessa
equagao como o termo de corrente (streaming term), e ao lado direito como o termo de colisio
(collision term).

Ao longo deste trabalho, analisaremos somente o caso de gases relativisticos na auséncia
da forga externa K¥. Assim a equagdo de Boltzmann (1.33) sem este termo fica:

d® Pl
Pl L (i - 1) Foda B (1.3)
A semelhanga com a expressao cléssica fica mais evidente quando a escrevemos na forma carte-
siana:
of
ot +v _Ti 2/ fif' = fif) g 0 dQ d&py, (1.35)

onde utilizamos a defini¢do (1.32) para o fluxo invariante F.

Multiplicando agora a equagdo (1.34) por uma fungdo arbitraria 1 (p*), integrando em
d®p/p°, e utilizando as propriedades de simetria do termo de colisdo, conforme pode ser conferido
na secdo (A.3) do apéndice A, chegamos a seguinte expressao:

dp1 d3

o [0 £ SF =5 [G+i—v —W)Uif - £f) Foda (1.36)

isto é, uma equacdo que surgiu da integracao da equacdo de Boltzmann em relacao aos mo-
mentos, cuja denominagio é equacdo de transporte para a fun¢do 1. Dependendo da escolha
para a funcdo 9, podemos, a partir dela, obter as equagdes de balanco para as propriedades
macroscépicas do gas. Observamos que o lado direito desta equagdo recebe a denominagéo de
termo de producédo. Este se anula para qualquer fungio de distribui¢do quando ¥+, = ¥'+;.
Uma funcdo que satisfaga essa expressdo é denominada invariante de soma. Salientamos ainda
que um invariante de soma % (p*) é uma combinagio linear de uma constante e do quadrivetor

energia-momento p*, a saber:

¥ = a* + bp*, (1.37)

onde a* é uma constante e b, é um quadrivetor constante. Em um trabalho recente, Cercignani
e Kremer [4], apresentam duas provas de que (1.37) vale para o caso relativistico.

12



1.4 A Descricao Macroscépica

Nesta secdo, apresentaremos a descrigdo macroscépica de um gés relativistico a partir dos
conceitos microscopicos da teoria cinética. Do ponto de vista da termodindmica, um fluido
relativistico pode ser descrito através dos campos bésicos, denominados de campos da ter-
modindmica, que sdo os momentos da funcio de distribuigdo. A obtengdo destes campos é
realizada através de equacdes de balango, que iremos determinar a seguir.

O estado macroscépico de um gés relativistico pode ser caracterizado pelos campos n, N¥,
T* e T*?, os quais sao definidos em relacdo aos momentos da fungio de distribuicio f(Z,p,t)
como:

Lo dp
n= c/f(xapa t) '50—7 (138)
L oL dp
NH = c/p# f(xapa t) p_oa (139)
v v oppm o= P
T =C/p“p f(Z,p,t) e (1.40)

d3
T =cf o 0 B f@E5) o

e sao chamados, respectivamente, de momento de ordem zero, quadrifluxo de particulas, tensor

: (1.41)

energia momento e terceiro momento.

As equacdes de balango para os campos N#, T e T+’ sao determinadas com o auxilio
da equacdo de transporte dada por (1.36), onde devemos fazer o seguinte procedimento: ini-
cialmente igualamos a funcéo escalar ¥(p#) & grandeza c, que é a velocidade da luz no vécuo,
obtendo desta maneira a lei de conservacao do quadrifluxo de particulas,

8,N* = 0. (1.42)

A seguir, igualamos a funcao ¥ (p*) as grandezas cp* e cp”p”, as quais nos fornecem, respectiva-
mente, as leis de conservacao para o tensor energia-momento linear e para o terceiro momento,

a saber:

8,T" =0, (1.43)

8, T = PH, (1.44)

onde P* é uma producdo definida como:
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c d®p, a3
PﬂlJ = Z /(plﬂplu +p1#p;l/ _ pllpll _ pi‘pl)flf F o dQ pl pop (145)
24
Em relacdo & equacdo (1.41), para o terceiro momento, podemos fazer o seguinte comentario:
ao contrairmos essa expressdo, obteremos como resultado o quadrifluxo de particulas, isto &,

vo 14 d3
9T =Tt = [ (mefp < = (me)N*, (1.46)

onde g,, é o tensor métrico do espago-tempo de Minkowski e a convencdo de sinais adotada é
(1,-1,-1,-1). Da mesma forma, ao contrairmos a equagio (1.44), a saber,

9uw0, T’ = 0,T,° =0, (1.47)

obtém-se a lei de conservacdo do quadrifluxo de particulas (1.42), pois Pf =0, como podemos
observar da defini¢ao do termo de produgdo (1.45).

Vamos escrever agora a equacao de balanco para o quadrifluxo de entropia S*. Para tal
objetivo, deveremos considerar ¢y = —k c Inf, onde k é a constante de Boltzmann e f, em
particular, ndo depende do vetor posicdo Z. Analogamente & determinacdo das equacoOes de
balango para o quadrifluxo de particulas, energia-momento e terceiro momento, temos que
substituir essa escolha para 1 na equagdo de transporte (1.36). Desta forma encontramos:

& &py &p
8#[—kc/p“flnfp—f]= = [ Ih oy _s5) Fodo 220 (1.48)

f'i N
onde no segundo membro empregamos as propriedades de soma e subtracdo do logaritmo de
uma funcdo. Verificamos ainda que o produto envolvendo as funcoes de distribuicao pode ser

escrito como:

I g fAY,. fh
= . . .49
f,fl(ffl ffl) ffl(]' flfl) f,fl (14 )
Como f, fi, f' e f] sdo grandezas positivas, concluimos que
fhN,. ff
(1 f,fl)l £ <0 (1.50)

sendo que teremos a igualdade se e somente se ;,t,% = 1. Desta forma, chegamos a conclusao de
que o lado direito da equagdo (1.48) é positivo semi-definido.
Com esta consideragio, podemos escrever a equacdo (1.48) da seguinte maneira:

8,5* = >0, (1.51)

onde fizemos a seguinte identificacao:
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d3
Sk = —kc/pﬂflnf}f (1.52)

que define o quadrifluxo de entropia, e

s= % [ml iy - hn) P oan 222 (159
a produgdo da entropia. Portanto, a desigualdade (1.51) que relaciona essas duas grandezas
termodindmicas é a equagdo de balango para o quadrifiuxo de particulas e concorda com a
segunda lei da termodindmica, a qual estabelece que a producio da entropia é nula (sistema
em equilibrio) ou é positiva semi-definida (sistema fora do equilibrio). Esse importante resultado
é conhecido em teoria cinética como o teorema H de Boltzmann.
A fim de prosseguirmos na descri¢do macroscépica de fluidos relativisticos, vamos intro-
duzir a quadrivelocidade hidrodindmica U*(z¥). Para tanto, consideraremos a decomposicio
de Eckart {16]. Segundo essa decomposicdo, a velocidade hidrodindmica U* est4 diretamente

relacionada ao quadrifluxo de particulas N*, de acordo com a relagdo:

Ut = c—r—. (1.54)

Essa velocidade é tal que o produto escalar dela por ela mesma é igual ao quadrado da
velocidade da luz no vécuo, isto é, U*U, = c?; assim, apesar de U possuir quatro componentes,
somente trés deles sdo independentes. Com o auxilio dessa velocidade, podemos definir um
tensor simétrico que tem a seguinte forma:

1 14
AP = gl — E,ZU“U . (1.55)
Se o tensor simétrico (1.55) for aplicado em um quadrivetor arbitrario, ele age como um

projetor, visto que ele anula aquela parte do quadrivetor que é paralela a quadrivelocidade U¥,
isto é:

A*U, = 0. (1.56)
Podemos ainda citar outras propriedades desse tensor simétrico, as quais serdo utilizadas ao
longo deste trabalho, a saber:

AWA,, =AF,  AEAY =AM, AR =3, (1.57)

Adotaremos, por conveniéncia, um sistema de referéncia que se desloca junto com o fluido.
Esse sistema é conhecido como o referencial de Lorentz e serd por nés representado pelo sub-
indice R (sistema em repouso no fluido). Nesse referencial, a quadrivelocidade hidrodindmica

U* tem as seguintes componentes:
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(Ug) = (c,0,0,0), (1.58)

e o tensor A* fica:

00 0O 0 00O
v 0-1 0 0 0100
AR — — By —

( R ) (ARHV) 0 0-1 0 | (ARu) - 0010 (1'59)

0 0 0-1 0 001

Além disso, se v* for um quadrivetor qualquer e t* um tensor, entdo, definimos:
v = ARy, (1.60)
1

t) = 5 (ALA7 + ATAL) 7. (1.61)

Observamos que v e t(*) representam respectivamente um quadrivetor e um tensor simétrico
que possuem somente a parte espacial das componentes no referencial de Lorentz. Além disso,

1
<> = ) FA Bt (1.62)

¢ um tensor de traco nulo, pois:

Ayt =0, (1.63)
Com a introducao da quadrivelocidade U¥, podemos expressar a derivada contravariante
O* como:
1
o = zU*D + V¥, (1.64)
c

onde D é um operador denominado de derivada temporal convectiva, definido como:

D =U*9,, (1.65)

e V¥ um quadri-gradiente, que em termos do projetor A*” fica:

VE = A#Q,. (1.66)
No referencial de Lorentz estes operadores ficam:

%’ Vi = (O"aii) ©  Ver= (0’ 5%)’ (167

os quais correspondem, respectivamente, & derivada temporal ordindria e ao gradiente usual.

Dpg =
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O quadrifluxo de particulas N* e o tensor energia-momento 7%, na decomposicio de
Eckart, ficam escritos da seguinte maneira:

Nt =n U*, (1.68)

vV vV vV 1 v 14
T = p™> — (p+ @) A% + 5(Ukg” + U"g") + %;U“U", (1.69)

aqui foram introduzidas as seguintes grandezas termodinamicas: n, p<**>, p, @, ¢* e e, as quais
sao definidas como:

e densidade do miimero de particulas

1
n=25N“U, (1.70)

e deviante do tensor pressdo (tensor pressdo sem o traco)

P> = (AEAY — %AMVAG_T)T‘"’ (1.71)

e pressao hidrostatica 4+ pressao dinamica

1
(p + w) = —gA,uule, (1.72)

e fluxo de calor:

¢* = AU, T, (1.73)
e energia interna por particula

e= i—zUuT‘“’U,,. (1.74)

Com a ajuda das equacdes (1.64) e (1.68), a equacao de balango do quadrifluxo de particulas
(1.42) fica:

1
EU"D(nUu) + VH#(nU,) =0, (1.75)

que ao ser simplificada assume a seguinte forma:
Dn +nV*U, =0, (1.76)
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visto que U*DU, = 0 e U,V* = 0, de acordo com as defini¢des apresentadas acima. Essa
equagao expressa simplesmente a conservacio da densidade do niimero de particulas ou a
equac¢ao da continuidade.

Por outro lado, com a ajuda das equagdes (1.64) e (1.69), a equacdo de balanco para o
tensor energia-momento (1.43), é representada por:

v 1 v 1
BT = (c—zUuD +V,) [P<” > = 0+ A 45U+ V) + ZUAUY| =0, (177)

que, em termos da derivada material e do gradiente das grandezas temodinamicas U*, ¢g*, n, e,
p’ w) p“y, ﬁca:

1 en 1 | . 1
EEDq“ + c—2DU“ 4+ E—Z-U“(nDe +eDn) — c—2p<" >DU, + c—2(p + w)DU*

1 14 vV vV 1 174
——C—4U”q DU, + V,p<*> — A®V,(p+ @) + g(p +w)U*V,U

1 , 1 v, 1y en v
+5¢ VU + SUVLE + 5¢ VU + ZURVUY = 0. (1.78)

Se multiplicarmos agora a equacdo (1.78) escalarmente pela quadrivelocidade U, essa se reduz
a seguinte expressao:

2
nDe = —(p + w)V,U” + p<*>V,U, — V,¢" + =4 DU, (1.79)

que é a equacdo de balanco da densidade de energia, ou seja, é uma generalizagdo da primeira
lei da termodinidmica. Para chegarmos nessa expressdo, utilizamos o resultado (1.76) e as
propriedades U,g* = 0 e U,p<*> = 0. E interessante notar que, como estamos numa teo-
ria relativistica, o dltimo termo ndo aparece no caso ndo-relativistico. Da mesma forma, a
multiplicacdo da equagdo (1.78) pelo tensor simétrico A}, nos conduz ao seguinte resultado:

2
pU+ =< [V“(p + @) — APV, p<> + ip<“">vup - —1-—wV“p

nh nh nh

1

nh

que é a equacio de balanco do momento linear. Nessa equagdo surge uma nova grandeza

(A‘;Dq" + VU + q"V,,U“), (1.80)

termodinamica, denominada de entalpia por particula, a qual representamos pela letra h e que
¢ definida em termos da densidade de energia e e da pressdo hidrostatica p = nkT da seguinte
maneira:
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h=e+ 2.
e+~ (1.81)

Para completar esta anilise relativistica das grandezas termodindmicas, podemos escrever

a equacéo de balango da entropia (1.51) em termos da derivada temporal convectiva D e do
gradiente V. Desta forma temos, entdo, a seguinte expressio:

1
nDs + V,¢" + c_zUuD¢“ =¢>0. (1.82)

Onde, analogamente aos casos das equagdes (1.79) e (1.80), o iltimo termo somente existe no
caso relativistico. Observamos ainda que, ao se determinar a equagdo (1.82), o quadrivetor
fluxo de entropia S* foi decomposto como S* = nsU* + ¢#, sendo s a entropia por particula e
¢* o fluxo de entropia, os quais podem ser definidos da seguinte maneira:

1
55", ¢ = ALS (1.83)

1.5 A Funcao de Distribuicao de Maxwell-Jiittner e as
Equacoes Constitutivas em Equilibrio

Como o titulo desta secdo indica, vamos agora determinar a forma relativistica da fungao
de distribuicido em equilibrio, conhecida na literatura como a funcao de distribuicao de Maxwell-
Jittner. Como j4 comentamos na introdugao, a forma relativistica dessa funcao foi estabelecida
por Jiittner por volta de 1911.

De acordo com o que demonstramos na se¢do anterior, a producao de entropia em termos

das funcdes de distribuicdo dos feixes de particulas incidentes f e f; é dada pela expressao :

ffl dP1d3
5 [mih iy - pp) Foda SRL

Sabemos que no equilibrio a producdo de entropia é minima, isto é, no equilibrio a taxa de

(1.84)

producio de entropia é nula. Portanto, se aplicarmos essa condigao na equagdo (1.84), chegamos
ao seguinte resultado:

FO O = fO ) (1.85)

Podemos observar que esse resultado anula o termo devido as colis6es na equagao de Boltzmann.
O indice (0) indica que a funcdo estd sendo considerada no equilibrio. Podemos tomar o
logaritmo de ambos os membros dessa igualdade e ficar com a seguinte expressao:

n A +1n f@ = 1n f{” +1n £O. (1.86)
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Verifica-se que o termo In f(®) ¢ um invariante de soma e que de acordo com (1.37) temos:

In f@ = g* — b.p" (1.87)

ou ainda:

f® = aexp(—bup*). (1.88)

As expressoes para a e b* estdo deduzidas na secio (A.4) do apéndice A, e sio dadas
respectivamente por (A.36) e (A.37), isto &,

_ ng . [ C\U*
¢= 4m(mc)3K,(¢)’ o= <_—>——’ (1.89)

mc/ ¢
onde K, () é fungdo modificada de Bessel de ordem 2, e cuja definicdo geral é dada no apéndice
B. Desta forma, a fung¢éo de distribuicdo em equilibrio (1.88) fica escrita da seguinte maneira:

© = g _ <
o= 4m(mc)3 K> (¢) &P ( me? U“p,‘). (1.90)

Como foi demonstrado na segio (A.5) do apéndice A, o pardmetro ¢ tem a seguinte forma:

mc?

C=27 (1.91)
isto é, ela é uma razao entre a energia de repouso e a energia térmica de uma particula, onde
T é a temperatura absoluta. Podemos observar que na deducgdo desse pardmetro fizemos uso
da equagdo de Gibbs (A.49), logo a nossa definicdo de temperatura baseia-se nessa equagao.

Portanto, de acordo com a identificacao de ¢ dada acima, teremos para a forma final da
funcdo de distribuigdo (1.90) a seguinte expressio:

© — n ( _1
I = Trmecky 0 P\ " AT

que é a funcdo de distribuicdo de Maxwell-Jiittner [1] que desejdévamos determinar.

U“pu), (1.92)

Vale a pena salientar que no referencial préprio, que se move com a mesma velocidade do

fluido, a funcdo de distribuicdo de Maxwell-Jiittner passa a ser escrita como:

2 2\ —1/2
©) _ n <__c_ 0>= n [_33(1—”—> ] 1.93
R = kTmicko©) P\ T kTP ) T mkTmzck,(0) P LT kT 2 , (1.93)

onde usamos a expressio (A.2) para p°. Se considerarmos o caso de velocidades muito menores

do que a velocidade da luz, teremos:
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v2\ ~1/2 2 kT mc?
(1—-6—2> Rltoz e K~ Wem(—ﬁ), (1.94)

onde, para a obtengdo da expressdo para K»((), utilizamos a relacio (B.11) do apéndice B.
Assim, e a equagdo (1.93) se reduz & funcéo de distribuicdo dos momentos lineares de Maxwell:

0, " (_m_vz)
2"~ Grrrmy P\ ~ 2T ) (1.95)

Vejamos agora como ficam as equagdes constitutivas para a pressao dinimica =, para o
fluxo de calor g e para o deviante do tensor pressao p<F’> em equilibrio.

Partindo-se da expressao para o tensor energia momento em equilibrio (A.44) e expressando-
a em termos da densidade de energia e dada pela equacao (A.45), considerando-se as expressdes
para ( e para a pressdo hidrostitica p dadas em (A.50), e ainda fazendo uso da defini¢do do
tensor simétrico A*, o tensor energia momento fica na seguinte forma:

uyTV

TH|g = —p|g A" + ne|g (1.96)

2
Substituindo essa expressdo para o tensor energia momento nas defini¢des (1.71), (1.72) e
(1.73), chegamos ao seguinte resultado:

p* g =0, wl|g =0, € ¢“|ge =0, (1.97)

isto é, obtemos o resultado esperado, ou seja, no equilibrio o deviante do tensor pressao, a
pressao dindmica e o fluxo de calor se anulam.

Outro resultado que seréd de muita utilidade para os préximos capitulos é o da expressao
em equilibrio para a entalpia por particula k. Ela pode ser obtida a partir da definigao (1.81)
e com o auxilio da expressdo para a densidade de energia (A.45), ou seja:

h|lg = mcG(C), (1.98)

onde G(¢) = K3(¢)/K2(¢), conforme o apéndice B.
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Capitulo 2

As Equacgoes de Burnett Relativisticas

2.1 Introducao

Iniciaremos este segundo capitulo com a constru¢do da fungdo de distribuicdo fora do
equilibrio, a qual serd dada em fungdo dos quatorze campos bésicos, a saber: a densidade do
nimero de particulas n, a temperatura T, a quadrivelocidade hidrodindmica U*, a pressio
dindmica w, o fluxo de calor ¢* e o deviante do tensor pressio p<+*>, isto é, o tensor pressio
menos o seu traco. A func¢do de distribuicdo fora do equilibrio também é conhecida como a
funcao de distribuicdo de Grad. A partir desta funcio, obtemos as expressdes para o terceiro
momento T#"? e para o termo de producdo P*, os quais, quando substituidos na equacao
de balango para o terceiro momento, fornecem-nos as equagbes de evolugdo para a pressido
dindmica, fluxo de calor e para o deviante do tensor pressdo. A fim de encontrarmos as equagoes
constitutivas empregaremos uma variacdo do método de iteracdo maxwelliana. Do resultado da
primeira iteragdo, chegamos as equagoes de Navier-Stokes e Fourier e, com a segunda iteracao,
a0 nosso objetivo, que sdao as equacoes de Burnett relativisticas. A partir dessas equagdes, pro-
cedemos a uma analise detalhada de cada um dos coeficientes encontrados, fazendo as expansoes
para o caso de baixas temperaturas e para o caso de altas temperaturas. E, para finalizar este
capitulo, comparamos as expressoes relativisticas encontradas, com os resultados cléssicos de
Wang Chang e Uhlenbeck. Para tal fim, utilizamos as expansoes obtidas para o caso de baixas

temperaturas.

2.2 A Funcao de Distribuicao de Grad

Como ja mencionamos na introdugdo acima, aplicaremos neste capitulo o método dos
momentos de Grad. Nesse método, a funcdo de distribuicdo pode ser expandida em termos
de todos os momentos necessarios. Em geral, a idéia basica do método dos momentos é obter
uma solu¢ado aproximada para a equagao de Boltzmann, expandindo-se a fungao de distribuigao
f(Z,P,t) no espaco dos momentos em torno de uma fungdo de distribuicdo de ordem zero
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fO(Z,5,t). A escolha desta funcdo é muito importante e deve ser tal que a expansio seja
truncada com sucesso apds alguns termos. Utilizaremos a fungio de Maxwell-Jiittner, que foi
deduzida no final do capitulo 1, como a funcéo de distribuicdo de ordem zero.

Para determinarmos a fun¢do de distribuigdo de Grad para um gés relativistico fora do
equilibrio, vamos adotar o processo da maximizacio da entropia S*.

Vimos, no capitulo anterior, que o quadrivetor fluxo de entropia S* é definido pela seguinte
expressao integral:

3
Sk = —kc/p“flnf%og. (2.1)

Esse quadrivetor pode ser decomposto em duas partes, a saber,

St = nsU* 4 @#, (2.2)

onde s é a entropia por particula e * é o fluxo de entropia. Como foi visto, essas duas grandezas
sao definidas como:

1
nc?
Desta maneira, combinando a expressdo (2.1) para o fluxo de entropia, com a primeira das

s=-——U,S* & =ALS. (2.3)

equagdes (2.3), obtemos, para a entropia por particula, a seguinte expressao:

k d®p
= —— . — 24
s= U [Pflnf (2.4)

Agora que jd encontramos a expressao para a entropia por particula s, para que possamos
encontrar a fun¢io de distribuicao fora do equilibrio, devemos maximizar s sujeita a 14 vinculos
que sdo obtidos dos campos: quadrifluxo de particulas N, tensor energia-momento 7" e o
terceiro momento 7#*° dados por (1.39), (1.40) e (1.41). Os quatorze vinculos sdo definidos

como:
d®p
NV, = Uy [ 915, (2.5)
v v 4D
U, = U, / P (2.6)
<vo>p <o, v> dap
T U,,=cU“/p p P"fF- (2.7)

De acordo com essas definicdes, temos que N*U,, fornece um vinculo, T**U, quatro e T<"">*U,

os demais nove vinculos.
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Conforme o célculo das variagdes [19], esse problema é equivalente ao da maximizacao, sem
restri¢oes, da seguinte funcao:

ok d*p d’p &
F = _%U”/pﬂflan — /\CU‘,/])#fp—(7 - /\ucUu/PVP“f pf

Wop @
— Aoy Uy / PP pt f ;;,E, (2.8)

onde A, A\, € A(s,) s@0 conhecidos por multiplicadores de Lagrange e devem ser determinados.
Desta maneira, partimos da equagdo de Euler-Lagrange, a qual é dada por:

oF _doF
57 " dioF =" (2.9)

Em particular, o segundo termo desta equagdo é nulo, pois F' néo é funcdo da derivada temporal
da fungdo de distribuicdo f. Portanto, deveremos resolver o seguinte problema:

0

k d d &
:97{ _ EUu/puflnfp_f—-)\cU#/p“f;oB—)\,,CUM/p"iD”f ,,p

p

d3
~XewyUs / pp"p* f p—f} =0. (2.10)
Considerando-se que &(f In f)/8f = In f + 1, obtemos a seguinte integral em d*p/p°,

k ne? y o v dp
/ [— E(lnf +1+ '—k—)\) - Acp’ — /\<au>p< p >] U#pp';()— =0. (2'11)

Como U,p* # 0, entdo a expressdo entre colchetes deve, evidentemente, se anular. Portanto,
apés fazermos essa consideragdo e as devidas simplificacées algébricas, chegamos ao seguinte
resultado para a fun¢do de distribuicao:

2

nc v o,V
f=exp[—1——k—()\+)\up +/\(au)pp)]7 (212)

a qual estd expressa em termos dos multiplicadores de Lagrange.

Como estamos interessados em processos perto do equilibrio, desejamos obter uma funcao
de distribui¢do da forma f = f(O(1 + ¢), onde f® ¢é a funcdo de distribui¢do em equilibrio de
Maxwell-Jiittner e ¢ o seu desvio.

Vamos, por conveniéncia, escrever os multiplicadores de Lagrange da seguinte maneira:

A=AP 4 AFE A, =XE 4 0B A =MEE (2.13)

onde utilizamos a seguinte notacdo: (AF, A\E) representam aquela parte dos multiplicadores de

Lagrange em equilibrio, enquanto que (A*Z, \F'E, A\EE ) a parte fora do equilibrio. Procedendo
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desta maneira, a equagéo (2.12) pode ser escrita como uma parte em equilibrio e outra fora do
equilibrio,

nc?
- TENTEp /\Efu>p”p")]. (2.14)

— ne® ' g \E.y

f—exp[—l— T(A +A)p )] exp[
No equilibrio, essa funcéo se reduz & prépria fungio de distribuicio de Maxwell-Jiittner o,
resultado que pode ser obtido a partir da primeira exponencial e pelo processo desenvolvido na
secdo (1.5). Como vamos nos ater somente a processos préximos ao equilibrio, consideraremos
que as partes fora do equilibrio dos multiplicadores de Lagrange sdo quantidades pequenas.
Desta forma, podemos utilizar a aproximacdo exp(—z) = 1 — z, que é vélida para |z|<1 e
deixar a equacdo (2.14) na seguinte forma:

£ fO [1 — B (A AT 4 AR )] (2.15)

A forma final para a funcgio de distribuigdo (2.15) serd obtida apés a determinacdo dos multi-
plicadores de Lagrange fora do equilibrio. O desenvolvimento para a obten¢@o desses multipli-
cadores encontra-se detalhado na se¢do (C.1) do apéndice C. Deste modo, fazendo uso desses
resultados, a forma final da funcio de distribuigao fora do equilibrio é:

f= f(o)(l +a+ aep® + aaﬂp"‘pﬁ), (2.16)

onde

_ w(15G +2( — 6G*( + 5G(* + (* — G*¢%)

= 2.17
» Cs (2.17)

3 w((6G +( — GX) 1g (G
*" mep Cs Ua me? p (¢ +5G — G*¢)’ (2.18)

1
E(QaUB + Q6Ua) +

Gop = m2cip Cs ° 57 macip (¢ +5G - G¥%) 2m2c2G p

Nota-se que essa funcdo estd expressa em termos dos quatorze campos bésicos, como era a
nossa intencdo. Os coeficientes Cs e Cs estdo definidos na se¢do (C.7) do apéndice C. Assim,
serd essa expressdo que utilizaremos ao longo deste capitulo a fim de encontrarmos as equagoes

de Burnett relativisticas.
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2.3 Calculo do Terceiro Momento TH*°

Na secdo anterior, determinamos a forma relativistica para a fun¢do de distribuicdo de
Grad fora do equilibrio, para tanto utilizamos as referéncias [11] e [13]. Vamos, agora, utilizar
esse resultado com o objetivo de encontrarmos a expressio para o terceiro momento. Assim,
substituindo-se (2.16) na defini¢do para o terceiro momento (1.41), encontramos:

n

= 4nkTm2K,(Q)
onde utilizamos a funcdo de Maxwell-Jiittner (1.92). Os resultados para as integrais Z#/°, Z#voo
e Z#7* encontram-se na segdo (A.4) do apéndice A e sdo dados por (A.41) a (A.43). Portanto,
substituindo-se o resultado para essas integrais na (2.20) e, apés simplificarmos, encontraremos

uvo

|1+ @27 + 6, 2577 + g 270, (2.20)

a seguinte forma final para o terceiro momento:

2
T#7 = (nCy + Com)UHU*U" + & (nm” — nCy = Caw) (U + g*U" + g*"U¥)

6
+Cs(9"¢° + 974" + ¢7°¢*) = ZCs(UU"¢" + UFU°¢" + U"U¢¥)

+C4 (KU + pHo>UY + p<ro>UH), (2.21)

que estd expresso em termos dos quatorze campos. Os coeficientes C;, Cy, C3 e Cy estdo
definidos na se¢do (C.7) do apéndice C.

Mais adiante, iremos necessitar da derivada do terceiro momento em relagio as coordenadas
z*. Esse resultado encontra-se explicitado na se¢do C.2 do apéndice C.

2.4 Caiélculo do Termo de Producgao P*

Vamos, agora, aplicar novamente o resultado obtido para a fungéo de distribuigdo de Grad
(2.16). Desta feita, queremos determinar a expressio para o termo de produgdo P*”, em termos
dos 14 campos, o qual, como ja vimos, é definido da seguinte maneira:

w _ € 1, v p, v u, v v d’p; &p
P¥ = Z/(p P’ +p1p —p'p —plpl)flfFade—?};- (2.22)
Como podemos observar, para que possamos obter a forma completa dessa expresséo, pre-
cisaremos realizar o produto das fungbes de distribuicdo para os dois feixes de particulas que
colidem denotadas por f(Z,7,t) = FO(1 + ) e fi(Z,51,t) = (1 + ¢,), onde ¢ e ¢, sdo as
partes fora do equilibrio da fun¢do de distribuicdo de Grad (2.16) para cada um desses feixes
de particulas. Assim obtemos para este produto a seguinte expressdo:
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0
Fri=fO8P0 4+ ¢+ ¢+ ¢¢y) = fOFO [1 +2a + a® + ao(p® + p%) + aaq(p® + p2)
+0as (0°0° + PSPY) + 6as (0°D + D31E) + Gatsp?PP + aaag, (D20 p°

+p°pip%) + GapaerpiD? p"p’] , (2.23)

que é dada em termos das quantidades a, a, € aqs definidas por (2.17) a (2.19) e das combinagdes
dos quadrimomentos para os dois feixes de particulas. Substituindo-se o produto (2.23) na
defini¢do (2.22), chegamos & seguinte expressdo simplificada para o termo de producio :

P¥ = (1+2a+ a2)I'“’ + ao " + aa  J*® + aaﬁl‘“’“ﬁ + aaaﬂI“”"‘ﬁ

+00a5J"% + 4005, 1" + agpa, IFP7T, (2.24)

Para que tenhamos a forma final deste tensor, deveremos conhecer o resultado das integrais
Iw, Juve JuvaB - JuvaB - [uvoaBe o [uveBoT - ag quais caracterizam um novo tipo de integral, de
forma mais complexa que as integrais Z*'*2* que vinhamos utilizando até aqui. A definigéo
para cada uma das integrais acima, o seu resultado e o processo utilizado para solucioné-las
encontram-se na se¢ido (C.3) do apéndice C. Se recorrermos a este apéndice e verificarmos
a forma dessas integrais, notaremos que, para resolvé-las, fizemos a seguinte consideragdo a
respeito da secdo transversal de choque o: segundo de Groot, van Leeuwen e van Weert [11],
as secdes transversais de choque para um gis constituido de hadrons pesados, com energias
acima de 2GeV, sdo praticamente constantes como no espalhamento de nicleons-nicleons na
era hadrénica da teoria do Big-Bang, isto é, ao redor de 10~%s do inicio do Universo, cuja
temperatura era da ordem de 10'?2K. Portanto, em nossos calculos, consideraremos o, que é
uma sec¢ao de choque caracteristica. Sabemos que uma se¢do de choque constante na teoria nao-
relativistica estd associada ao modelo de esfera rigida. Por isso, o presente modelo é, algumas
vezes, referido como o modelo de esferas rigidas.

Apés todas essas consideragdes e conhecendo-se o resultado de cada integral, encontramos
a seguinte expressao final para o termo de produgao :

1 1
P*¥ = B,Q"w + EBQ(U“q" + U¥q*) + B3p<*> — ByQ"'w?* + -c—2-Bs(U“q" +U'¢")w

1 1 1
+Bep™*” @ + 3B1(g"¢” — 3A*¢°6a) + 3B:sQM ¢ 45 + 5 Bo(U Kp<re> + U'p<H)g,
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1 . 1
+§BloQ’wP<a >p<a"r> + 3311( <W>p§ S - gAWP<”>P<aT>), (2-25)

onde o5 coeficientes denotados por B, com (n = 1,2, ..., 11) estdo todos definidos na secdo C.5
do apéndice C e Q* é um tensor simétrico definido por:

4
QY =g" — SUU". (2.26)
C

Notamos, também, que na expressio para o termo de produc¢do temos termos lineares, isto é,
termos envolvendo somente os fluxos termodinimicos =, g# e p<#*>, os quais sdo multiplicados
pelos coeficientes By, B, e Bs, que nos fornecerdao as equagdes de Navier-Stokes e Fourier,
como veremos na préxima secdo. H4, ainda, termos nao lineares, isto é, termos onde aparecem
produtos destes fluxos, ou seja, @w?, g¥q., P77 Dcors, WG, WDH> e g,p<°*>, e que estdo
multiplicados pelos coeficientes By a By;.

2.5 Primeira Iteracao Maxwelliana

Visto que j4 possuimos as expressoes para o terceiro momento 7% dada por (2.21) e para
o termo de produgdo P*” dada por (2.25), podemos fazer agora as seguintes operagoes:

UU v.U,

S o, = L, (2.27)
U,AT8,TH = U,ALP™, (2.28)
(ACAS — %AWA%)@UTW = (A%AS — %AWM’)PW, (2.29)

as quais sdo as projecoes da equacao do terceiro momento.

Considerando-se a derivada do terceiro momento, que se encontra explicitada na segao
(C.2) do apéndice C e da expressdo para o termo de producdo (2.25), obtemos, da primeira
projecdo (2.27), a seguinte equacdo de campo para a pressao dindmica w:

1
;(m +Cy)Dn — i(ncl +C,w)DT + -cgpw + 2 [ +5(nC1 + Cym)] VU
5
+—503 QYT = 2 Cp V.U, — S0V, ~ 3¢DU,)

3 3 1 s 1 .
= ——2B1w + —5B4w2 — —Bsgsq" — ‘_2B1op<'7 ZPeor>s (2.30)
c c c c
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onde Cj, C; e Cj sdo as derivadas, em relagdo a ¢, dos coeficientes C;, C, e Cs definidos na
secdo (C.7) do apéndice C.

Analogamente, a projecdo (2.28) fornece:

2

c 4 , '
5 [nm2 +5(nC; + ng)] DU™ + % [(m2 -C1)V'n+ %(nC’1 +Cow)V'T - CoV'w

—5C3A;Dq° — C3q,V'U* — 6C3(¢°V,U"™ + q"V,U°)

+Cy [PA[V,p<™ — 2p¥™> DU, | + C(J3 DT - Cc P>V, T

= Baq" + Bswq” + Beg,p~"7, (2.31)
que é a equacdo de campo para o fluxo de calor, onde C; é a derivada em relagio a ¢ do
coeficiente C;. E, finalmente, da projecao (2.29), obtemos:

c?
Co(AZPAL> D> +p<>V,U7 + 3p<<PV,U?) + —(nm’® — nCy — Cow) VU

2 ,
+2C5V<0¢#> — TCC}q“V‘”T — %C4p<¢a>DT - i—303q<9DU¢>

=B p<9¢> + B ,wp<9¢> + 3B7q<0 > + 3Bu(p<0a>p§;i> §A6¢p<a-r>p<m_>), (232)

a qual é a equagao de campo para o deviante do tensor pressao.
Vamos, agora, eliminar as derivadas temporais convectivas Dn, DT e DU* das equagoes

(2.30), (2.31) e (2.32). Para tanto, utilizaremos as equagdes (1.76), (1.80) e a seguinte equagao
que surge da (1.79),

— ___1_ v _ v <pv> _2_ n }
DT =-—F — P+ @)VU” = Vug" +p7 VU, + —¢*Viup), (2.33)

onde foi utilizada a definicio e = mc?(G — 1/() para a energia interna por particula. Portanto,
a equagado (2.30) pode ser escrita como:

—Cng - %n(m - C)V,U* + 2C’sz Ut + — d §,03 quV*T — EC;:,V“(]

C5 Y C]
v p—g—c—wv U’ + -2—15-7-;-6—,;

h - (p+w)V,U*
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v 2 3 3
-V q +p<” >V U + -—hq“V,,p] = —EEBlw-F c—2B4w2

1 1
—;:-538%40 - C—f;BmP<“>P<af>, (2.34)

que é a equagdo de evolugdo temporal para a pressdo dindmica, isto é, uma equagéo para Drw.
Para a equacdo de campo (2.31), com a substituicio das derivadas temporais convectivas

para a densidade do nimero de particulas, temperatura e quadrivelocidade hidrodinimica,
temos:

—5CsA7 Dg° +— (m?> - C))V'n+ C(nC’l-}-C’zw)V’T C, V™ ] — C3q,V'U*

2
~6C3(¢° VU™ +4¢7V,U%) — 02%C£p<">VUT +Cy|PATV,p<> — ?n%p@”vﬂp]

5ct 2¢ | . C}
- Ty __ 22 pr> 23,7 v
+6nh02wV P nhC4p Vup+ 5CCGq v, U

+c—(m2+501){V’(p+w) ATV <“”>+i

. [ _ATDg" — ¢V, U* — ,V°U"

1
+— [p<‘">Vup - wV’p]} = Byq" + Bswq" + Byg,p<7"", (2.35)

a qual é a equagdo de evolugdo temporal para o fluxo de calor, isto é, a equacdo para Dg*.

Observa-se que, no lado direito, aparecem, além do termo linear no fluxo de calor, termos com

produtos do fluxo de calor com a pressdo dindmica e com o deviante do tensor pressao.
Considerando-se na equagao de campo (2.32) a seguinte transformacao :

2

p<0<o>V0U¢$ = —p<9<”>V¢>Ua + 2p<Q”>V<0U9> + §p<e¢>V)‘U,\, (2.36)

onde no termo 2p<¢°>V _,U?%> a barra sob as letras 6 e ¢ significa que estamos considerando
a parte simétrica sem traco em relagdo a esses indices. Eliminando-se as derivadas temporais
convectivas, obtemos:

7 2

Cu( AP AL Dy — 3p<I VY, + 4y VUL 4+ 5PV, ) + S - nC

_C2w)v<0U¢>+203V<0q¢> 240 <gv¢>T CC4 <¢0>V U
6
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12
_;}_chq<av¢>p — Bsp<0¢> +Bawp<0"’> + 3B7q<aq¢>

1
+3B11 (p<¥>pS¢ - §A""’p<‘”>p<m>), (2.37)

que corresponde & equagdo de evolugdo temporal para o deviante do tensor pressdo. Notamos
que, no segundo membro desta equacdo, aparece um termo proporcional ao deviante do tensor
pressio e mais outros trés proporcionais aos produtos wp<%%>, ¢<%*> e P<T">p ...

A fim de encontrarmos as equagdes constitutivas para a pressao dindmica w, fluxo de calor
¢" e o deviante do tensor pressao p<H*>, utilizaremos as equagdes de evolucdo obtidas acima.
Para alcangarmos tal objetivo, aplicaremos uma variag@o do método de iteragdo de Maxwell
[14]. Essa variagdo, segundo Reinecke e Kremer [15], consiste em passarmos todos os termos
ndo lineares das equagdes de evolugdo (2.34), (2.35) e (2.37) para o lado esquerdo e inserirmos
nesse mesmo lado os valores em equilibrio p<#>©) = 0, @@ = 0 e ¢#® = 0. Procedendo-
se dessa maneira, obtemos os valores da primeira iteracdo para a pressao dinadmica, fluxo de
calor e deviante do tensor pressdo, que correspondem as equagOes constitutivas de um fluido
relativistico viscoso e condutor de calor:

o = —nv,U*, (2.38)

0 = \(VAT — Lgrp), (2.39)
nh

p<;w>(1) — 2/.LV<"LUV>, (240)

as quais representam as leis de Navier-Stokes e Fourier. As quantidades a esquerda w, ¢* e
p<F> como ja mencionamos anteriormente, sao os fluxos termodindmicos, os quais, numa teoria
termodinamica de processos irreversiveis linear, sdo proporcionais as forgas termodinamicas, que
estdo representadas pelos gradientes e divergentes da quadrivelocidade, temperatura e pressao
hidrostética, que aparecem no lado direito. As constantes de proporcionalidade 7, e A que
aparecem sao usualmente conhecidas como coeficientes de transporte e sdo dadas por:

1 kT (20G + 3¢ — 13G*¢ — 2G(¢% + 2G3(?)%¢* K, (¢)?

"7 Bim e (1-5GC - 2+ GO (2K(20) + CKs(X)) (241)

15 T Ks(Q)*¢*
K= 327 co [(2 + 15¢2) K(20) + (3C3 + 490) K3(2C))’

(2.42)
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_ 3 ck ((+5G - G*()*K5(¢)*¢*

327 0 [((®+ 2)K1(20) + 5¢K3(20)]
que em particular recebem, respectivamente, as denominagdes de viscosidade volumétrica, vis-
cosidade de cisalhamento e condutividade térmica, conforme [11] e [13].

(2.43)

2.6 Segunda Iteracao Maxwelliana

Procederemos, agora, a uma segunda iteragdo maxwelliana, que nos fornecer4 as equagdes
de Burnett relativisticas. Para tanto, repetiremos o mesmo raciocinio desenvolvido para a
obtencao das equagdes de Navier-Stokes e Fourier, ou seja, passaremos, inicialmente, todos
os termos nao lineares, isto é, termos quadréticos para os fluxos termodinamicos ou ainda o
produto de dois fluxos entre si, para o lado esquerdo nas equagdes para a evolu¢do da pressao
dindmica (2.34), fluxo de calor (2.35) e deviante do tensor pressido (2.37). Porém, desta feita,
deveremos inserir, nesse lado, as expressoes para os fluxos termodinamicos obtidas da primeira
iteracdo, isto é, w(¥), g1 e p<#>1) que sdo dadas pelas equacdes (2.38), (2.39) e (2.40). A
expressao que se obtém a partir da equacgdo (2.34) é:

5 5¢ ., 5
@’ = ———{—Cng(l) — —n(m? - C)V,U* + 6czwmv,‘m + c—zg,-csqg)w:r - 0—203v"qf}>

2 (1) L 15 1) x7u ¢Cy (1) v ¢ Ci [ (1)
—_—— v —_— _ 2% v —_—— | — v 122
6204p<,“,>V U* + c2nhc3q” VHp 2C’6w v, U” + 55T Cs (p+ =@V, U

2 3 2 1 1 or
—VrgM) 4 pO) s VIUH + — gD VHp| — SBiw®” + S Bsgeq” + S5 B1op< " Peors - (2.44)
2 nh I c2 c2 cz

Nessa equacio, a derivada material convectiva da pressdo dindmica Dw(?) e o gradiente do fluxo
de calor V“q,(}) devem ser expressos como fungdes da temperatura, da pressdo hidrostatica e
da quadrivelocidade. As expressdes para Dw(®), V¥q() e ainda para V*U” estdo na segao
(C.4) do apéndice C e sdo dadas por (C.118), (C.149) e (C.114) respectivamente. O resultado
é que teremos para a (2.44) termos proporcionais a V,V*T, V,V¥¢p, V ,U*V,U", V,TV*T,
V.pV¥¢p, V, TV¢p, VEU>V Uy € ViU ”]V[uU,,], os quais, quando agrupados, resultam na
seguinte equagao:

w? = —nV”U“ + T)IVVVUT - ngV“V”p + nsquuVyUV + 774VuTV“T

+nsV ., pV¥p — 9V, TV#p — 3 VEUY>V WUys
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+ns VUV LU, (2.45)

que é a equagao de Burnett relativistica para a pressdo dindmica. O primeiro termo é o resultado
da primeira iteracdo e é proporcional ao divergente da velocidade. O segundo e o terceiro, que
também sdo termos lineares, sdo proporcionais ao Laplaceano da temperatura e da pressdo
respectivamente. Esses dois termos j& tinham sido estudados por Kremer e Miiller[18], que
mostraram que o coeficiente do termo proporcional ao Laplaceano na temperatura (heating
term) é maior que o coeficiente do primeiro termo, isto é, do termo proporcional ao divergente
da quadrivelocidade. A seguir, temos dois termos que sao proporcionais ao produto de dois
gradientes da temperatura e da pressdo respectivamente. H& também um termo que é uma
combinacao do produto de um gradiente da temperatura e pressdo. Os tltimos dois termos
sao proporcionais ao produto dos gradientes da quadrivelocidade sem trago simétrico e anti-
simétrico, respectivamente, e estdo indicados pelos simbolos <> e [] que aparecem junto aos
indices. Vale ressaltar que a parte simétrica sem o trago de um tensor t** estd definida por
(1.62) e a parte anti-simétrica desse tensor é definida por:
1

vl = 5 (ALAY — AGARET. (2.46)

Deixaremos para analisar na préxima secdo, as expressoes de cada um dos coeficientes que
aparecem na equacao de Burnett para a pressdo dindmica (2.45), assim como as suas expansoes
para altas e baixas temperaturas.

Aplicando a segunda iteracio maxwelliana na equagéio (2.35), obtemos a seguinte expressao:
ct

5 (m? — C)V'n + %(nC; + CoV'T — C,V

7P = -1—{ — 5A7C3Dg"™ +
By

—CagIVTU* = 6C3(¢" OV, U + ¢"MV,U") - c2%Cip<”T>(1)Vc,T + CuP ALY p<o> )

+§_c4_c wMVvTp — ic UTgIvip — ﬁc4p<uf>(l)v D+ SCgéqT(l)V,,U"
6nh > nh 37 W nh # Cs

64 2 T 1) Y NA v/ <ov>(1) i —A™D v(l) _ T(l)v U+
+6—ﬂ(m +5C1){ V" (p+ =) AV +3 7Dq q u

_q£1)VaU¢] + Elﬁ [p<’”>(1)V”p _ w(l)vrp” — Byw®Wgr® _ ngt(rl)p<m>(1)}_ (2.47)
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Assim como fizemos na equagdo (2.44) para a pressdo dindmica, aqui também deveremos ex-
pressar a derivada material convectiva Dg™®), e os gradientes V7w® e V,p<#>(1) ¢ V7n em
termos da temperatura, da pressdo hidrostética e da quadrivelocidade. Faremos isso, substi-
tuindo os resultados para essas quantidades deduzidas no apéndice C e dadas por (C.131),
(C.142), (C.150) e (C.146) respectivamente. A expressio final serd dada em funcdo das forgas
termodindmicas V'V ,U*, V,V<°U™ 6 VTV, U*, V'pV,U*, V,pV<eU™ K V,TV<CU™,
VepVIeU™ e V,TVEU™, isto é, |

T
@ = A\(V'T — VD) + MWV V,U* = XV, V<oU™ = VTV, U

+A VPV U + AsVpV U™ — A\V,TV<U™

+ A VepVIrU™ — AV, VU™, (2.48)

que é a equacgao de Burnett relativistica para o fluxo de calor. Observamos que o primeiro
termo é o resultado da primeira iteracdo. A seguir, temos dois termos lineares, proporcionais
ao gradiente de um divergente da quadrivelocidade, sendo o terceiro termo o divergente de
um gradiente da quadrivelocidade. Temos também dois termos, os quais sdo proporcionais ao
produto do gradiente da temperatura e da pressao por um divergente da quadrivelocidade. E,
finalmente, mais quatro termos que sdo proporcionais ao gradiente da pressao e da temperatura
pelo gradiente da quadrivelocidade, sendo dois simétricos e dois anti-simétricos, como podemos
verificar.

Considerando agora a equagao (2.37), e aplicando a segunda iteragdo maxwelliana, ficamos
com a seguinte equacdo para p<¢¢>(®):
<02 = B% {04 ( ASOAS> D> ) _gp<i<> (> 1 4p<to>y_ 1ye> +-37-p<9¢>(1)V’\U,\)

2
+%(nm2 — nC Cyw M) VU + 205V <¢#> M) — %C;qd’(l)v@:r

C; 12
_ %p<¢a>(1)quV — 2 0,V p — BeMp<I) — 3Brg U
6

1 T
+3Bu(p<”">(1)pff(1) - §A0¢P<a >(1)P(<1c)rr> } (2.49)

Deveremos, agora, expressar a derivada material convectiva para o deviante do tensor pressao
p<%>() ¢ os gradientes V<¢q?>(!) em termos da temperatura, da pressido hidrostitica e da
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quadrivelocidade, assim como fizemos nos casos anteriores. No apéndice C encontramos essas

expressoes que sdo dadas por (C.141) e (C.148) respectivamente. A equacdo obtida dessa
maneira é:

p<e‘r>(2) — 2MV<€UT> + /.L1V<EVT>T _ 'u2V<ev-r>p+ u3V<5TV">T +'u4v<epv'r>p

—M5V<EPVT>T + ﬂ5v<§UU>VI‘Ug _ /J,7V<EUT>VUUU _ Msv(ﬂU§>v<zU#>

eV, UV U7, (2.50)

que é a equacdo de Burnett relativistica para o deviante do tensor pressio. E, da mesma
forma que para as equagbes de Burnett anteriores, o primeiro termo aparece devido & primeira
iteragdo. Observamos que o segundo e o terceiro termo sio lineares e proporcionais ao gradiente
do gradiente da temperatura e da pressao respectivamente. A seguir, temos trés termos que sio
proporcionais ao produto de gradientes na temperatura e pressio. Finalmente, os tiltimos ter-
mos sdo proporcionais ao produto de um gradiente na quadrivelocidade por um divergente nesta
mesma grandeza. Nas forcas termodindmicas proporcionais aos coeficientes ug e ug adotamos
a seguinte convengao :

1
VUV, = 5 (V“U”VTU(, + v<TU°>VEUa) - %A"V“‘U”VQU,, (2.51)

V<”U§>V<IU#> =v%(v<uUe>V<TUﬂ> + v<uUT>V<eUu>) _ %AGTV<”UQ>V<QU#>. (2.52)

Observamos que, nas equagdes de Burnett relativisticas (2.45), (2.48) e (2.50) acima, alguns
termos sido negativos.

2.7 Coeficientes de Burnett

Vamos, agora, explicitar as expressdes para todos os coeficientes que surgiram devido &
primeira e & segunda iteracio maxwelliana. Em primeiro lugar, escreveremos a expressio para
o coeficiente propriamente dito e a seguir a sua expansdo para o caso de baixas temperaturas
(¢ > 1), representada com o indice BT e a expansdo para o caso de altas temperaturas ({ < 1),
representada pelo indice AT. Para tanto, iremos utilizar as expansdes das fun¢des modificadas
de Bessel K, (¢), as quais sdo dadas pelas expressoes (B.11) e (B.12) do apéndice B.

Antes de apresentarmos os coeficientes e as suas expansdes, faremos a seguinte observagao

com relagdo ao pardmetro (: para o calculo das nossas integrais tivemos de considerar uma
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secdo de choque caracteristica o, a qual, como afirmamos na secio (2.4), ests associada ao

modelo de esferas rigidas. Portanto, antes de fazermos as expansdes dos coeficientes, vejamos

qual a relagao entre { e a temperatura 7. Assim, considerando um gas de elétrons, cuja massa

de cada elétron é da ordem de m = 1073'kg, a constante de Boltzmann k = 1,38 x 1023 /Ke

a velocidade da luz no vicuo como 3,0 x 108m/s, obtemos a seguinte relacio:
me® _ 10°K

C=RT T

Portanto, para uma temperatura da ordem de 10'2K, que corresponde & temperatura na

(2.53)

era hadrénica, ¢ ~ 0,001. Nesse caso, dizemos que o gas é ultra-relativistico ou ( < 1. Por
outro lado, para a temperatura ambiente T = 300K temos que ¢ ~ 105, para T = 1K, que
é a temperatura atual do universo, ( ~ 10°. Nesses casos podemos considerar ( > 1, ou o
caso nao-relativistico. Para valores da temperatura da ordem de 10°K, dizemos que estamos
no regime relativistico.

Ap6s essas consideragoes, temos, para os coeficientes da pressao dindmica e suas respectivas
expansoes, as seguintes expressoes:

e Coeficiente 7

1 m_c(3K§((:)(3< + 20G — 13G*¢ - 2G(? + 2G3<2)2

_ , 2.54
1= 32m o (1-5GC — 2+ G3COR(2K,(20) + CKa(20)) (2:54)
95 /mkT\ /2 1831 410011 3635165 1 ]
BT = — 21— —= = - =+, 2.55
128( - ) [1 6¢ Bz 2 8192 & (2.:59)
1 kT 49 ¢ ) \ }
AT = —_ —¢¢ — 2 . 2.56
" = e [H (12 +61n(3) +67)C+ (2.56)
e Coeficiente m;
1 (¢ + 6G — G2()(5 — 10G¢ — 2¢2 + 2G*(?)
m=—= 5 5 3 A (2.57)
7 (C+5GC — G2C?)(3¢ + 20G — 13G2C — 2G(2 + 2G°(?)
375 k 451 30691 100525 1 ]
BT — —_— -l - =2 — - — 4+ ..., 2.58
™ = 1096 nmo?" [ 8¢ T8¢ 1024 3 (2.:58)
ar _ 1K 2[ (E In(% 3) 2 ] 2.59
771 _24n7‘_20,2< 1+ 8 +3 n(2)+ ’}/ C +"‘ . ( )
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e Coeficiente 7,

T (1-5G¢—¢*+G*¢?)
2

" = 12 (3¢ + 20G — 13G2¢ — 2GC? + 2G3C%)

k 5(2¢3 — 5+ 19G¢2 — 30G — 2G2¢® + 45G%¢ — 9G3¢?)

m CG(3C + 20G — 13G%C — 2G(2 + 2G3C?)
_ 1 (¢ +6G — G2¢)(5 — 10G¢ — 2¢2 + 2G2¢?)
n’\CZ’G(C +5G - G%) (1-5G¢ - (% +G%?) ] (2.60)
sr_ 375 1 551 54131 315491 1
T P [ TR e T’ ] (2.61)
ar_1_1 o 3 ¢ 2
M7= oL+ (543 +37) ¢+ (2.62)
e Coeficiente 73
1 { [4(1 —5G¢ — (% + G?¢?)(2¢3 — 5¢ + 19G(? — 30G — 2G?(3 + 45G?¢ — 9G3(?)
=0 C(3C + 20G — 13G2¢ — 2G(2 + 2G3(2)2

((2(3 5¢ + 19G(? - 30G — 2G?¢3 + 45G?( — 9G3C2))

dC C(3¢ + 20G — 13G2%¢ — 2G¢2 + 2G3¢?)
X( 3¢ )- 3(¢ +6G — G%) ,
3¢ + 20G — 13G2¢ — 2G(? + 2G3¢? (34 120G - 13G2¢ —2G(2 + 2G3(2) n

3(2¢% — 5¢ + 19G¢2 — 30G — 2G°¢* + 45G% — 9G°¢%) o
T3¢+ 20G — 13G2¢ — 2GC* + 2G3C2) (1 — 5GC — C2 + G2C?) 1 O¢

1670 (1-5G¢ — %+ G?¢?) ¢t 3p } (2.63)
¢ (3 + 20G — 13G2( — 2G(2 + 2G°C®) K2(C) | '
sr_ 125 m _2[ 1351 89231 3048157 1 ]
s = 3192 mmor’ 6¢ 6242 2048 B3 (2:64)
1 kT 23 15
AT _ -~ 4 - A Ve 2.
s 727’40271""02C [1+ ( 4 + l ( )+ )C ] (2:65)
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e Coeficiente 74

1 { _5(1 = 5G¢ — ¢+ G*C*)(7G3¢ + 2G%(% — 30G? - 17G(¢ — 2¢?)

T T ¢(3¢ +20G — 13G2( — 2GC? + 2G3C%)(C + 5G + G2()?

An

(¢ +6G — G2¢)(5 — 10G¢ — 2¢2 + 2G2(?) OX

(C+5G — G2C)(3C + 20G — 13G2( — 2G(2 + 2G°C?) 1 8¢

167 o (1-5G¢ - ¢+ G2(?) ¢3P; )\277}

T3 ok (30 + 20G — 13G2C — 2GC° + 26°C2) K2(C) (2.66)

11625 & 9311 197491 200595 1
BT _ C'l[ _ 59 ] (2.67)

T = 39768 nmo?T 62 ¢ 3068 2 15872 (3

Tk 641 ¢
AT __ © 2 it S 2
" =z m202T§ [1 + <336 +3ln(2) +37)C + ] (2.68)

e Coeficiente 75

An

ns = T [(C +6G — G%¢)(15 — 40G¢ — 9¢% — G2¢% — 2G¢% + 2G3¢3)
5 =

"~ p? L G2C3(3¢ + 20G — 13G2( — 2GC2 + 2G3¢2) (¢ + 5G — G2()

2 (1 —5G¢ — 2+ G22)(2¢% — 5¢ + 19G¢2 — 30G — 2G2(¢3 + 45G%¢ — 9G3(?)
T (3¢ + 20G — 13G2( — 2G(2? + 2G3(2)?

31+G¢) , 16w o (1 -5G¢ — 2+ G*C®)P; /\277] (2.69)
) .

s Tt T3k GPRE(0)(3¢ + 20G — 13G2C — 2GC2 + 2G3C°

sr_ 1125 1

- 2.70
5" = 8102 mdno?kT (2.70)

1391 83031 931931 ]

-2
¢ [1_ 24C 3sdc 0243

11 1259 ¢
ar _ 11 1299 5 24| 92.71
" = 36 mintokTC [H ( 768 +3h‘(2)+37)§ + ] (27)
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e Coeficiente 7

_1 (1-5G¢ -2+ G*¢?) {{[ 3(¢+6G — G*)
™= P (3¢ +20G — 13G2%C — 2G(2 + 2G°¢8) \\ (T = 5G¢ = @ + G202)

5(<+6G—G2c)} [LQ+ ((+G—G2<)] __5(¢+6G -G%)
C(C+5G -GG 8¢ (G? C2G(¢ + 5G - G%()

5(7G3¢ + 2G2¢% — 30G? — 17G¢ — 2¢?) } \
C2G(C +5G — G 7

2 3(2¢3 — 5¢ + 19G¢2 — 30G — 2G2(3 + 45G2¢ — 9G3¢?)(¢ + 4G — G?g)

T G2C2(3C + 20G — 13G?C — 2G(2 + 2G°C?)2
327 o <2 P5 2 }
_32mo ¢” 2.72
3 kGEIQ ) (272)
375 1 [ 251 53231 205869 1 ]
&7 = N1+ =5 - = — 2.73
6 = 1006 n2ro?T° [ 8¢ 128¢2 1024 ¢ (273)
37 1 206 ¢ ) ]
ar _ 20 ° 2 ks 2.74
6 = 288 nZn2o?T [1 + (111 +3lng +37)¢0 4 (2.74)
e Coeficiente 77
4(C +6G) (1 = 5GC — ¢% + G2(2) + 6GC(C + 6G — ng)]w
= _5{ [ GC(3C + 20G — 13G2C — 2G(2 + 2G3C2)
3(1 = 5G¢ — ¢? + G%¢?)(2¢% — 5¢ + 19G(¢? — 30G — 2G?¢® + 45G*¢ — 9G3c2)
+ (3¢ + 20G — 13G2( — 2G(2 + 2G3(2)?
1287 o (1-5G¢ - ¢+ G%¢?) ¢t }
o P 2.75
15 me (3¢ + 20G — 13G%C — 2GC2 + 2G3C?) K2(C) e (275)
pr_ 125 m C‘l[ 411195611 128099 1 ] 2.76)
T = 3072 nro? 20¢ T 1920 2 1536 (3
AT _ 2 2 2.77
T 100nc27r2 el [ (1080+31 +37)¢ (2.77)
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e Coeficiente 73

8

1 [3(1 = 5G¢ —~ (®+ G2¢*)(2¢% — 5¢ + 19G(2 - 30G — 2G?¢3 + 45G%¢ — 9G3(?) ]

P C(3¢ + 20G — 13G°¢ — 2GC + 2G3¢2)2
(2.78)
375 m 551 26851 21301 1
BT __ -2 - — -
8 = 3192 nmo?® [1 ¢ e T Toae T ] (2.79)
1 kT ¢
ar _ 1 KLy S 2
e [1+ <4+61n(2)+6'y)c +] (2.80)

Verificando-se todas as expansdes para baixas temperaturas, vemos que todas elas sio in-

versamente proporcionais a ¢ ou a (2, e que, portanto, no limite para (¢ > 1) ou de baixas
temperaturas (o que corresponde ao caso nao-relativistico) obtemos o resultado de que a pressao

dindmica se anula. Da mesma maneira, observando as expansoes para altas temperaturas (caso

também conhecido por ultra-relativistico), constatamos que elas sdo diretamente proporcionais

a ¢? ou a ¢*, e quando fazemos o limite para (( < 1), todos estes coeficientes se anulam.

Concluimos, entdo, que a pressao dinamica tende a zero nesses dois limites.

Para os coeficientes do fluxo de calor, assim como para as suas expansoes, obtivemos os

seguintes resultados:

e Coeficiente )\

3 ck_ C*K3((C+5G = G%()?

= — 2.81
321 o [(2+ ¢?)K2(2¢) + 5¢K3(2¢)] (281)

75 k [ kT \1/2 131 19511 57335 1
VT = o (em) 1 16¢ 5122 81920 g (282)
M= R 2 (B ging- 32+ )¢+, (2.83)

40



e Coeficiente );

M = I{ [ (2¢% = 5¢ + 19G(% — 30G — 2G¢3 + 45G2¢ — 9G3(?) (¢ +5G)
((C+35G ~ GRO)(3¢ + 206 — 13G%C + 263 — 2G(?) * ({G(C +5G - GQC)} &

_my, (C+5G¢ — G2 - 5G?)({ + 4G — G¥X) } 2.84
C2G?((+5G — GX)2(1 = 5G¢ — 2+ G2(?) )’ (2.84)
375 kT 51 17231 517771
A\BT — [ o1 1 1 ]
' 4096 o2 ! 8¢ 128 (2 + 1024 (3 R (2.85)
ar _ kT 2[ (§§ 11 (C) 11 2,
A= et T T "’Y)C ] (2.86)
e Coeficiente ),
=2 1 (2.87)

T icrsa—ag™

o TG TL B s 289

T024nmo2 | T 8C  384¢Z T 307203

3 kT 289 151 5 151
AT _ S e O o 2t ) i ] 2.89
A2 =10 n7r202[ C (1600 oo R e P2 o0?)¢ (2:89)

e Coeficiente )3

e = 1(m([(5G¢ —5G?+ (% - G2<2)] [(Gg —1)(1 +15G¢ + 2¢? — 12G?¢? — 2G¢® + 2G3¢3)
8T 5{?{ [ CG(C+5G — G¥X)? (G(1 - 5G¢ + 2G? - (2)?
_(3+¢G) 1dx ¢ 5(7G3¢ + 2G*(? - 30G? — 17G¢ — 2¢?)

3(G AdC (1-5GC + (2G2 — (2)] (€ +5G — G2(2)3(1 — 5GC + (3G — ()

(50G? — 15G(¢ — 5G3¢ — 4% + 4G*¢?) } 32 (3¢2 + 30G¢ — 4G?C? + T0G? — 20G3¢ + G*¢?)
B 3¢2G(( + 5G — G¥X)? G(20G + 3¢ — 13G?¢ — 2G(? + 2G3(?)

A dn 167 o ¢ P

X —-— - — nA?
(C+5G—-G2)d¢ 3 ck(¢+5G —G*) K3(C)
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¢ d [(2g3 - 5¢ 4+ 19G¢? — 30G — 2G?¢3 + 45G*¢ — 9G3(2)]17 /\}

—C +5G — G¥() d_C C(20G + 3¢ — 13G2(¢ — 2GC2 + 2G3(2) (2.90)

ABT _ 375 k [ 291 46851 414883 1 ]

1096 nmo? | 32¢ ' 256 ¢2 4006 ¢° (2.91)

AT B k[ 49 , 1183 , ]

3 T gnmzoz |l T 180° 86a0° T (2.92)

e Coeficiente )\

) __z{_nz{(5G§—5G2+§2—G2g2)[ ¢ 1dX
T G2(3(C+5G — G)?  L(1-5G¢ -2+ G2(?) AdC

(25G — 11G*¢ — G¢* + G3¢% + 6()] (4¢? + 15G¢ — 4G?¢? — 50G? + 5G3()
3G(1 — 5G¢ — (2 + G2¢?) G2(3(¢ + 5G — G2()?

5(7G3¢ + 2G?¢? — 30G? — 17G( — 2¢?) } 32
G (¢ +5G — G2()3(1 — 5G¢ — (2 + G2(?)

(10G¢ + 3¢% + T2G*(? + 8G(® — 8G3(3 — 50G? + 160G3¢ — 35G*(?)

G2C3(¢ 7 5G — G20)(3C + 20C — 13G7C — G2 + 2G°¢%) ™

_167r_a_ ¢? P,
3 keG(C +5G — G¥) K3(C)

77,\2}, (2.93)

(2.94)

pr_ 6375 1 _2[ 5031 603727 1 ]
¢ 7 131072 n2ro? 8 g 2176 (2 77

2T = > —1—[ - —<2 (2.95)

7043 ., ]
16 n27202 A

8640 8e10° T

e Coeficiente )
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Do = 2[_"1 +6G-G%) , _ 2¢+7G) |
Lk (3G((+5G-GX)2" " PG (¢ +5G - G2)
e & Py
15 ck G(C+5G — G K2(¢) " “P
sr_ 75 1 [ 4 9411 10583 1
5 7 1024 n?no? ¢34 153603 J
27 1 1 8963 1177 101
AATz_—[__2_(___ 1177 _ 101 )4]
5 = 0meor [P T 5¢ ~ 13200 T 520026 T T arg 220
e Coeficiente Ag
- 3[2(G2<2—5G<~42+6G2) N 9 R
*TolT (GA(¥5G-G¥) T ((+5G-G) o
Lm 2(¢ +6G — G*¢) 2 _ 32r o (° Ps 32 ]
k C2(C + 5G — G2()? 15 ck K2(C) (C+5G —G20) " M’
sr 3075 k 5351 162811 34953 1
=—-———[ 220 —-————+...]
8 7 8192 nro? 164¢ 5248 (2 5248 (3 ’

7 k 97 8951 71 175
ar _ =0 _ e (S22 _ 109, 2)4 ]
A =10 n7r202[ 120° (43200 t g+ - ppn2)C +

e Coeficiente A7

1mT [2(5(}'2 ~ (2 -5G( + Gzcz)]/\z

M=% T PO 56 - G

171 13631 104451

1125 1
BT _ -l 422 — — —+...],
M = 1006 nZro° [ tsc T Im e T E T ]

5 1 3 17 7 5
ar_ 0 1 13, (17T T 5 s
A7 = 3 n2nlo? [1 0% (64+24(ln§+7) 8ln2>§ }
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(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)



e Coeficiente )\g

A\ [ 2(5G* — (2 - 5G¢ + G2§2)] 22
*T kLl GRC+5G -G ’
(2.105)
1125 k& 371 4431 14655 1
)\BT — 1= [ of 1 i 1 ]
8 7 4096 nmo? 8§C 128¢ 102405 (2.106)
5 k 7 97 11
AT __ Y N _ o _ 9
g zmrzaz[ 10° (320 +t Wi+ - ln2>C + . } (2.107)

Uma andlise mais detalhada desses coeficientes nos mostra que, com excecéo dos coeficientes
Aq € A7, 0s quais se anulam no limite ndo-relativistico, isto é, quando ¢ > 1, todos os demais
sao diferentes de zero. Para altas temperaturas somente o coeficiente A; se anula. Todos os
demais coeficientes sao diferentes de zero, no limite de { < 1.

Finalmente, consideremos, agora, todos os coeficientes e as respectivas expansdes para o
deviante do tensor pressao:

e Coeficiente p

K= 327 o [(2+ 15C0) Ko(2€) + C(49 + 3CD) K3 (20)] '
1/2
sr_ 5 (ka) [ L1 231 205191 ] (2100
= 39\ 702 16¢  1536(2 2457623
3 kT 1 29 1
AT _ 9 RL — 2 - = 4. 2.110
# s>7rca[1+2oC +( 1600+50(1nC+7))C + ] (2.110)
e Coeficiente y,
2 ((+6G - G%)
A, 2.111
H = P CG(C+5G — GX() (2.111)
T 75k [ 271 8091 7893 1 ] (2.112)
1024 nro? 8C 384¢2 1024(°
3 k 1 299 301 7 ]
AT _ 2 _ 22 - — 44+ 2.113
M = 5 oz [1 56~ (1600 T200 ¢+ ) 1n2)g (2.113)
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e Coeficiente pu,

(In¢+7) — —2iln2

2 [(C+6G) , m. (C+6G—G)
= + 2 ]
Ha nmp[ G3¢ K HGR(C+5G — G2O) )’
25 1 951 2151 40321 1
BT _ Y - bt s - FYIer 4
b = 512n27r02[ T e s ]
21 1 13 753 1399
AT 2
= 1= (22 oY
B2 = 50 nen2o? [ 70° (11200 * 3400

e Coeficiente u;

M3 = —=—
p

112

)c“ + ]

AT 4

Hs™ = 5nn2o2T

e Coeficiente y4

k 17 ,
[1“1—66“

(741 + 623
1600 = 2400

1 [ 2 ((+6G=G%) OA . 2(2GC2+7G3¢ - 2¢% — 30G2 — 17G()
TGC+5G-G O ac ™ T GC(C +5G — G2()?
16rno¢® Py, ]
— RS e,
15 ¢p G K3(¢)
er 2175k 33471 281451 8016541 1
o = 1, STL, 01 sl )
65536 nmo?T | | 232 ¢ | 11136(2 89088 (°

_ 2 [£(6+Gc)(<+6G— G%)M+ (1 +GO(C+6G),R
Ha n?m2c?plcz  G3((¢ + 5G — G*() G4¢
8rmo (* Np p]
15 k2c BB K2(¢) " *)
pr_ 20 1 [1+§l+§_2._7__1___13841_1_+ ]
P = Blomdno?kT | T 8¢ 96 ¢2 512 ¢ )
29 1 657 65 1679 423
AT _ 27 _ 2 _ =4+ 2201 — ——1n2
He' = Q0 msm2okT [1 2320° (928 * 5960 ¢ V) ~ 5o I
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(In¢ +7) - %ln2>§4+ ]

)C4+---].

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)



e Coeficiente us

b= — 2 { (TG3¢ + 2G%(% - 30G? — 17G¢ — 2¢?) A+ (¢ +6G — G%) G o\
p? C2G2(¢ + 5G — G2¢)? T G +5G = G%() [ Ca_g“
k(C+4G - G2)(C+6G) , 1610 (2 P
+(¢-3G-G* A] = 2_DOTTS 4 2}
e 25 1 [ 7511, 207711 _ 2003485 1 } > 194
W5 = S12n2ro?T | T 64 ¢ ' 1536 2 24576 (3 ) (2.124)
13 1 127 1239 103 79

AT __ =% _ et 2 i _ v 4
Bs* = 10m2n2o?T [1 520° (20800 50 B¢+~ g 2)< + ] (2.125)

e Coeficiente ug

_4(C+6G) ,
2% m 331 19911 4691 1
BT == — - — .. 2.127
He 256n7r02[ 8¢ 384 10240 T ] (2.127)
54 kT 1 59 9 1

AT _ 92 %1 e (X2 2 — =1 2) 4 ] 2.128

6 = 25 ncinio? [H 60° (1600+ 200R¢+Y) — gln2)¢ (2.128)

e Coeficiente u;

_1{[§((+6G) N 2(G2(2—5Gc—<2+6G2)] 2 2(¢ + 6G) ou
M=2U3 T G¢ T B-s6i+ G- )Y T GR1—-5GC + G2z - o) aC
_2(2¢% - 5¢ +19G¢? — 30G — 2G?(® + 45G2( — 9G3(?) 2rncoe (3 nu? P } (2.129)

GC(3C + 20G — 2GC2 — 13G%C + 2G3¢2) BT 95 K2(0) G °) ™
% m 5511 186191 88279 1

BT _ - — - —_ ... 2.130

K1 = 56 nmo? [H 192¢ " 4608 &2 245765 T ] (2.130)
9 kT 37 30337 1139 59

ar _ 9 _ 3T - 2) 4 ] 2.131

R oy g [1 500° (216000 + 5000 (¢ T T apin2)¢ F (2.131)
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e Coeficiente ug

He = —5 [(C:GiG) - ??)g n;U@Kgg) “] & (2132)
W = st [ B ¢t 5ie0 B~ i T (2153
u' = ?(2): nc’iz;a? [ 520C2 B (218 4192010 (n¢+9) - -ln 2) ¢+ ] (2.134)

e Coeficiente pg
w= 220, (2.35)
BT = 52132”;’;2[ +§%+%2_2_%2_3 } (2.136)
E e o= N

Observando-se cada uma das expansdes acima, tanto no limite para baixas temperaturas
como para altas temperaturas, vemos que todas partem de um valor finito diferente de zero e
tendem para outro valor finito diferente de zero, e que, portanto, nenhuma delas se anula nesses
limites.

2.8 As Equacoes de Burnett Nao-Relativisticas

Nesta se¢do, vamos mostrar que as equagbes de Burnett relativisticas, dadas por (2.45),
(2.48) e (2.50), recaem nas expressoes nao-relativisticas quando se considera ¢ > 1. Veremos
que as equagdes para o fluxo de calor ¢” e para o deviante do tensor pressio p<%¢> correspondem
exatamente aquelas expressoes obtidas inicialmente por Chapman e por Burnett, na notagéo
apresentada por Wang Chang e Uhlenbeck [22].
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Vamos iniciar com a pressido dindmica. Observamos que todas as expansoes para baixas
temperaturas, para essa equagido de Burnett, sdo inversamente proporcionais a ¢ ou a (2.
Portanto, no limite quando T' — 0, ou que { — 0o, temos para a equacdo (2.45):

lim w® =0, (2.138)

¢—o0
isto €, todos os termos se anulam, como era de se esperar, pois estamos tratando de gases
monatdmicos rarefeitos.

A expressao nio-relativistica para o fluxo de calor é dada por:

@) oT 0T v, p [2T 0%v, 2 0T Ov, oT ava]

@ _ 2L g 2l _OWa 204
4 0z; 161; 6z, 0z, 23 0z;0z, + 3 0z; Oz, + 0z, 0x;

0
+03 — P (Dai - lD,\,\(Son') + 94£(Dai - lD}\)\(saz)

0zq 3 3
or 1
+o5— (Dm- - gD,\,\éai), (2.139)
onde D;; é dado por
1/0v; Ov;
Di‘ =z : J) .

e os coeficientes 0,, sdo dados em primeira aproximagcdo por:

15/7 T dp\ p? 45# 32 3,2
T4 \27 wdr/ T = by = ——— == 2.
g 4 (2 ,udT) T’ 02 8 T’ ° oo’ 04 o’ (2.141)
3u? /35 Tdu 4kT/ .
TT\4 T, \/ dg -5 2.
& pT( +udT 5ka2 e (¢’ 29 )@ (9, T). (2.142)

A equacdo de Burnett para o fluxo de calor (2.139), assim como as expressdes para os
coeficientes 6, foram extraidas do trabalho de Wang Chang e Uhlenbeck [22]. Essas expressoes
para 0, valem, em geral, para todos os modelos moleculares.

Vamos analisar, inicialmente, o coeficiente 05, o qual é um pouco mais complicado que
os demais, pois apresenta uma integral que deve ser determinada. Essa integral, segundo a
notacdo de Wang Chang e Uhlenbeck, é funcdo da velocidade relativa g medida em unidades
de /4kT/m e da se¢do de choque Q,(g,T). Para o nosso caso, onde o modelo é o das esferas
rigidas, a secdo de choque é Q,(9) = 470. Desta forma, procedendo-se & integracdo, este

3
coeficiente pode ser escrito como:
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05 = 3u (35 po,) B g_,u_ 213 u (2.143)
pT 4  updT 8 pT 8 pT
onde utilizamos o resultado de que para esferas rigidas p o< T/2.
Assim, todos os coeficientes 6, estdo expressos em funcdo do coeficiente de viscosidade
cisalhante 4, da temperatura T e da densidade p = nm.
A fim de facilitar a nossa comparagéo, vamos escrever o quinto termo da equacio (2.139)

da seguinte maneira:

B_T_%_Q[D._lavr(s]+13T(3va_6v,- 15‘T6vr
5z, 0z, 9z, " 30z, 55z, \ oz, axa) t 352, 8z,

Desta maneira, podemos reescrever a equagdo de Burnett para o fluxo de calor (2.139),

(2.144)

como segue, ja deixando-a numa forma que possibilite uma facil comparagdo com a expressio
que surgird da nossa equacdo relativistica (2.48),

@ _ _ 3’1' 2T, 0%, i} ( ) oT dv,
q; = A 8.’1,’1; 02 6:6, 8 04 aiL‘.,. D D,\)‘(Sm + (01 + 02) a 3
op 1 oT 1 oT (Ov, Ov;
+8s 22 (Dri - 5Dwbr) + (65 +200) 5 (D= 3Duadn) + oz (52 - 225). (2:149)

Vamos, agora, passar ao limite ndo-relativistico cada um dos termos da equagao de Bur-
nett relativistica (2.48) obtida por nds, e deixé-la na forma da equagdo (2.145). Para tanto,
consideremos um referencial geral, onde a quadrivelocidade em componentes contravariantes e
covariantes é definida por:

7
- ) (2.146)

(=) (=
R 7% V-8
essas componentes, no limite quando v < ¢ ficam aproximadas por:

U* = (c,7), U, =~ (c, —7). (2.147)

Desta maneira, considerando-se a equacao (2.48), a definicdo para a derivada covariante
(1.64), as defini¢des (2.146), e ainda as expansdes para baixas temperaturas para cada um dos
termos do fluxo de calor, obtemos:

@ _ 0T 154 O #_21( — 1Dub) + 2 w_OT by,
% 63:,- 4 nm 0z,;0z, 3nm oz, D 3D’\'\(STZ + 4 nmT Oz; Ox,
2 2
_gH _?E( _1 5.) 123 u E(D._lp 5.)
37’me ax, Drz 3DAA ri | + 8 nmT ax,. Ti 3 A\Urg
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2 .
45 pu BT(ava 61),) (2.148)

" 8 nmT 0z, \8z; 0z,)’
a qual é a propria equacdo de Burnett ndo relativistica (2.145). Na se¢do (C.8) do apéndice
C, mostramos com detalhes o célculo do limite nao-relativistico a partir da forma relativistica
para alguns dos termos dessa equagao .
Para o deviante do tensor pressdo, cuja expressdo completa foi primeiramente derivada por
Burnett [29], é, segundo Wang Chang and Uhlenbeck [22], dada por:

OVa

p(<2,)]> pdi]' - 2/.L (Di:, - —DQQCSZ]) + wla
Zo

1 1
3 <Dij - gDaaéij) + wo (Lij - —Laadij)

3

0*T 1 0°T >

1, o 1o o
o (M = 5 Mot ) = 200 (N = 5s) + 5 (5 = 53

(O 1B 10 Oy | (OO 1OT T,
‘\20z; 8z, ' 201;08; 30z,0z, 7/ \8z;0z; 387,01z, ?
1
+we (Qij - gQaadi])a (2.149)
onde as quantidades tensoriais L;;, M;;, N;; e Q;; sdo definidas por:
10 10p\ 108 1 ap)
Li=3 oz; (XJ pax) T3 Oz <X, pOz;/)’ (2.150)
Ov; Ovg | Ovj Ou,
My = 5(8% dr; Oz, 6a:i>’ (2.151)
1 a'va 1 6’00, 1 ‘
Ni; = 5 [3_ (Daj - §D/\A5aj) =+ ‘a—:)':'; (Dai - §D,\,\5ai)], (2.152)
1 1
Qij = (Dia - §D,\,\5z'a) (Daj - §Duu6aj)- (2.153)

A seguir, reescreveremos essa equacdo de modo a facilitar a comparacdo com os nossos
resultados. Em primeiro lugar, devemos levar em conta o fato de nao estarmos considerando
as forcas externas, logo X; = 0 na equacdo (2.150), que fica:

(2.154)

L = _ﬁ[l(éia_P ﬂf&) _Topop T & ]
wo 2p\0z; 0z; Oz; Ox; p?0z; 0z;  p O0z;0z;)’
onde utilizamos p = mn.
Assim, temos que o deviante do tensor pressdo (2.149) pode ser reescrito da seguinte
maneira, ji deixando-o numa forma acessivel para a comparacao,
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2
p(<'t).7> 2#(D

1 (®T 1 &T KT &p 1 &
— =Doufi; ( —= i')_ _< T3 z)
3 1)+ ws 8z:0z; 307,0%, %) — e mp \0z;0z; 30za0zq %

_HU(QGT_laTaT ) kT(a_pap 1 0p 3p6)_( k )(18paT
20z; 0z;

8i - » A
*\0z;0z; 30z, 0zg 7 8z;0z; 30700z 1) \mp

18p 8T 10p 0T 1 1

20z; 0z; 30z, 0z ‘511) — 202(Nij = 3Naabij) + wi1(Dij = 3Daabis)

1 1
—wy (M5 — gMaa‘Sij) + we(Qij — §Qaa5ij)a (2.155)
onde os coeficientes w, sdo dados por:
“ = 3 (2 u dT) p ? w2 = T’ w3 = Tp) Wy = 01 (2156)
_Budu | 9 p 4T /°° 3 _-g%(8 6 63 4,
Ws = T aT T 20 kTe\ Tm Jo 999 € (9° = 99" + —-9")@n, (2.157)
8u? 16 u /4kT g 7

“e= D 35ka ™m / dgg’e™ (¢° 59 D@y (2.158)

Analogamente, como fizemos para os coeficientes do fluxo de calor, as integrais em ws e wg
podem ser resolvidas. Assim, o resultado para esses coeficientes é:

3udu 9 p? 87 u? 8u? 10 u? _ 54 p?
— =—_ W= —— — = — (2.159)
pT dIl  64pT2 64 pT? D 35 p 7 p
Portanto, partindo da equacao de Burnett relativistica para o deviante do tensor pressao
(2.50), e considerando-se (2.146) e (1.64) e ainda as expansdes para baixas temperaturas que
encontramos para todos os coeficientes, obtemos:
®_ o, Ovg; ur 0T u: 0% 87 u® 6T OT

= Lol S | < -
p” 8xj> + 3pT 8:c<z-8xj> pp3x<i8xj> + 64 pT2 3$<i a$j>

u* Op Op _2u2 op OT 4_u_28v<i>8vj>

+2 -
pp? 0x<; 0T ppT Oz <; 0% ;> p Oz Oz,

v 54 pu? Qv c; Ove; 2 Qv, Ov;
+4_“_ <ip, 4+ o T TV o I > (2.160)

p Oz Lj> 7 p 0z,> Ozr> p 0z<; Oz,
a qual é a forma nao-relativistica para a equagao de Burnett para o deviante do tensor pressao.
Vemos, desta forma, que a equagdo de Burnett relativistica, para o deviante do tensor pressao,

corresponde ao mesmo resultado obtido por Wang Chang e Uhlenbeck.
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2.9 Conclusao

Um dos objetivos desta tese, que se encontra desenvolvido ao longo deste capitulo que ora
estamos concluindo, é a determinagao das equagdes de Burnett para um gés relativistico. Para
atingirmos tal objetivo, baseamo-nos na teoria cinética e no método dos momentos de Grad.
Os conceitos bésicos necessarios para se chegar a estes resultados foram descritos no capitulo
que precede a este.

As equacgOes de Burnett relativisticas foram obtidas considerando-se, nas integrais que
surgem no termo de produgdo, uma secao transversal de choque o constante.

Analisando-se o resultado obtido para a pressdo dindmica, equagdo (2.45), verificamos que
essa é composta por nove termos. O primeiro surge da primeira iteragdo maxwelliana, cujo
coeficiente é denominado de viscosidade volumétrica. A seguir, deparamo-nos com dois termos
lineares cujos coeficientes sdo proporcionais aos laplacianos da temperatura e da pressao. Obser-
vamos, também, o interessante resultado, ji constatado anteriormente por Kremer e Miiller [21],
de que o coeficiente, que é proporcional ao laplaciano da temperatura, contribui de uma maneira
mais efetiva para a pressao dinamica do que a viscosidade volumétrica. Essa constatacgao ficara
mais 6bvia quando compararmos os graficos desses coeficientes, que serd um dos objetivos do
préximo capitulo. A seguir, temos ainda mais seis termos nao lineares, os quais s&o: o quadrado
do divergente da quadrivelocidade, a sua parte sem traco e a sua parte anti-simétrica, um termo
proporcional ao produto de dois gradientes da temperatura, outro proporcional ao produto de
dois gradientes da pressdo e um que é proporcional ao produto do gradiente da pressdo pelo
gradiente da temperatura. Vale ressaltar, aqui, que o coeficiente desse ltimo termo contribui
significativamente para a pressdo dindmica, muito mais que o coeficiente do laplaciano da tem-
peratura, como poderemos verificar no proximo capitulo, onde voltaremos a comentar esses
resultados.

Outro fato que merece ser mencionado com relagao a pressdo dindmica, e que pode ser
facilmente constatado, é que tanto para baixas temperaturas como para altas temperaturas os
coeficientes se anulam, o que é verdadeiro quando se trata de gases monatdmicos rarefeitos.

A seguir, analisaremos os resultados obtidos para o fluxo de calor, equacdo (2.48). Como
podemos observar, essa expressao é composta por nove termos, sendo o primeiro deles a forma
relativistica da lei de Fourier, que surge como resultado da primeira iteracdo maxwelliana. O
termo seguinte, linear e proporcional ao gradiente do divergente da quadrivelocidade, é um
termo cujo coeficiente se anula para o caso de altas temperaturas e tende a um valor finito
no caso de baixas temperaturas, diferentemente de todos os demais termos. O coeficiente do
termo proporcional ao gradiente da pressdo vezes o divergente da quadrivelocidade, isto &,
A4, anula-se no caso de baixas temperaturas, enquanto que os demais coeficientes tendem a
um valor limite. A seguir, verificamos que, para o caso de baixas temperaturas, a equagao de
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Burnett relativistica para o fluxo de calor apresenta o mesmo resultado obtido por Wang Chang
e Uhlenbeck [22].

No que se refere a equacdo de Burnett relativistica. (2.50), observamos que ela é composta
por dez termos, sendo o primeiro oriundo da primeira iteracdo e os nove restantes da segunda
iteracdo. O segundo termo apresenta uma forca que é dada pelo laplaciano sem o traco da
temperatura, o terceiro uma forca dada pelo laplaciano sem o trago da pressao. O quarto, o
quinto e sexto termo apresentam combinagoes dos gradientes sem o trago da temperatura e
da pressdo, enquanto que os demais sao combinagoes do gradiente da quadrivelocidade sem o
traco. E, analogamente ao caso do fluxo de calor, a expressao relativistica apresenta o mesmo
resultado obtido por Wang Chang e Uhlenbeck quando passamos cada termo para o caso nao-
relativistico.

No capitulo 4, aplicaremos os resultados encontrados ao longo desse capitulo, no estudo da
propagacao de ondas sonoras.
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Capitulo 3

Modelo Cinético de Anderson e Witting

3.1 Introducao

Ao longo deste capitulo nos defrontaremos com dois objetivos principais. O primeiro deles
serd a determinacao das equacdes de Burnett relativisticas segundo o modelo desenvolvido por
Anderson e Witting [24], que simplifica, significativamente, o termo de colisdo da equacdo de
Boltzmann. Esse modelo também é conhecido por modelo de tempo de relaxagéo, que é uma
variagao, para o caso relativistico, do modelo BGK desenvolvido por Marle [27] em 1965.

No modelo de Marle, a equacdo de Boltzmann, para um gis relativistico e sem forgas
externas, é dada por:

ol = Tp - o), (31)

onde m é a massa de repouso de uma particula do gds, 7 é um tempo caracteristico que esta
relacionado com o intervalo de tempo entre duas colisoes sucessivas entre as particulas e f e
f© s3o as fungdes de distribui¢io fora do equilibrio e no equilibrio local respectivamente.

Por outro lado, a equagdo de Boltzmann, segundo o modelo BGK relativistico, proposta
por Anderson e Witting, tem a seguinte forma:

wOF _ _Uibu,r _ (0
p 2 o Uil g0 52)

Comparando-se as duas equagoes, vemos que elas sao ligeiramente diferentes, isto é, na
equacao de Marle o termo de colisao é escrito, explicitamente, em funcdo da massa m das
particulas, e na equacao de Anderson e Witting ele é expresso em termos da quadrivelocidade,

do quadrimomento e do quadrado da velocidade da luz, isto ¢, Ufp,c~2

, onde o indice L, na
quadrivelocidade, significa que estamos considerando a decomposicao de Landau e Lifshitz, que
serd discutida com mais detalhes na préxima secao.

A pergunta que se poderia fazer agora é: por que Anderson e Witting escolheram essa

forma para a equacdo de Boltzmann? Para responder a essa pergunta consideraremos que

54



a fungdo de distribui¢do nas equages (3.1) e (3.2) ndo dependa das coordenadas espaciais
e ainda utilizaremos o referencial de Lorentz em repouso no fluido, isto é, U¥ = (c,0,0,0).
Desta maneira, o termo de corrente para ambas as equacdes se reduz a %O%Jt: e obtemos assim
duas equagdes diferenciais lineares de primeira ordem nao homogéneas. A solucio para essas
equagdes pode ser encontrada em qualquer livro de célculo superior, como, por exemplo, [20],
podendo ser escrita da seguinte maneira:

/ e fOr)at + £(0)|, (3:3)

= ¢ T

fm,aw(t) =e “(maw) [T(m,aw) 0
onde adotamos a seguinte convencgdo : f(t) é a solugdo para a equagdo de Marle, enquanto que
faw(t), a solucdo para o modelo de Anderson e Witting. Assim T,, = E7/mc? é o tempo de
relaxacao da funcdo de distribuicdo, correspondente & equagdo de Marle. Observamos que esse
tempo é uma fun¢io da energia da particula E = ¢p®. E T,, = 7 é o tempo de relaxacgio da
equagdo de Anderson e Witting. Desta forma, para o caso nio relativistico, temos que E = mc?
e, portanto, T{ma) = 7, para ambas as equagdes. Por outro lado, quando consideramos
particulas de massa de repouso muito pequena, como é o caso dos neutrinos, £ = c|p| e o
tempo de relaxagdo da funcao de distribuicdo 77, tende para o infinito, enquanto no modelo de
Anderson e Witting isso ndo acontece. Desta maneira, observamos que o modelo de Anderson e
Witting é mais geral do que o modelo de Marle, pois, além de satisfazer o caso nao-relativistico,
ainda pode ser aplicado a particulas de massa muito pequenas.

O segundo objetivo deste capitulo serd fazer uma anélise através de graficos para todos
os coeficientes que aparecem nas equagdes de Burnett relativisticas, obtidos pelo modelo de
Anderson e Witting, e aqueles obtidos na segdo (2.7), do capitulo 2, através da solucgdo da
equacao de Boltzmann exata, aplicando-se o método de Grad.

3.2 Decomposicao de Landau e Lifshitz

Da mesma maneira que no capitulo 2, a fim de podermos obter as equagoes de Burnett
relativisticas, precisaremos determinar a fungado de distribuigao fora do equilibrio f, ou a func¢ao
de distribuicdo de Grad. Como podemos observar na equagao (3.2), o termo de colisdo é funcédo
apenas da diferenca entre as fungoes de distribuicao fora do equilibrio e no equilibrio local.
Bem mais simples no entanto, do que na equagao de Boltzmann exata, onde temos uma integral
envolvendo o produto de duas fungoes de distribuicao, uma para cada feixe de particulas.

Para encontrarmos as equagdes de Burnett relativisticas, no capitulo 2, empregamos o
método de Grad e a decomposicdo devida a Eckart [16]. Segundo essa decomposicdo, a ve-
locidade hidrodindmica U* estd diretamente relacionada ao quadrifluxo de particulas N#, de

acordo com a relagao:
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N#
Ut = e (3.4)

Essa defini¢do estd normalizada segundo a relagdo U*U, = ¢?, como vimos no capitulo 1.
E, assim, a (3.4) pode ser escrita como:

2 N# Nu

NU, n’
onde n = N*U,c™? é a densidade do niimero de particulas. Vimos, também, que o tensor
energia momento nessa decomposigio era dado segundo a equagédo (1.69) por:

U# =

(3.5)

1
T = p*> - (p+ @) + S (Ug" +U"g¥) + UV, (36)

Vejamos, agora, como fica definida a quadrivelocidade hidrodindmica U} e o tensor energia
momento T* na decomposic¢do de Landau e Lifshitz [28]. Neste capitulo, empregaremos o indice
L para salientar que estamos considerando a decomposi¢ao de Landau e Lifshitz. Portanto,
nessa decomposi¢do, a quadrivelocidade é definida por [11]:

cU,TW
U ToeT5UP

De acordo com essa definicdo, a quadrivelocidade esta relacionada ao fluxo de energia, ou,

Ut = (3.7)

o que é equivalente, & densidade do momento. Analogamente & decomposi¢do de Eckart, essa
velocidade também tem a normalizagéo UfUL, = c*.

O quadrifluxo de particulas e o tensor energia momento tém, nesse caso, a seguinte decom-
posicao:

N* =n Ut + I*, (3.8)

nLeL

T = ps> — (py + wr) AL + PEEUEUY. (3.9)

Observamos que na equagao (3.8), para o quadrifluxo de particulas, aparece o termo I¥#, o
qual, como veremos a seguir, est4 relacionado com o fluxo de calor e com a pressdo dindmica.

Dadas as definigbes acima, vamos estabelecer agora as relacOes que existem entre as
grandezas termodindmicas nas duas decomposigdes. Iniciemos comparando a equagdo (3.5)
e a (3.8) para N¥, isto é,

nU* = n U + I*. (3.10)
L
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Multiplicando-se agora, escalarmente o lado esquerdo dessa igualdade por nU, e o lado
direito por nyUr, + I,,, aplicando-se a normalizacdo para a quadrivelocidade e ainda levando-se
em conta o fato de que I* é perpendicular & quadrivelocidade Uy, isto é, Ur,I* = 0, obtemos:

2 2

que ¢é a relacdo entre as densidades de particulas nas duas decomposi¢es. Observamos que

1/2 1
n—nL(1+ 11) an(1+ II) (3.11)

em uma teoria linear o segundo termo, proporcional ao produto /#I, é desprezado, e temos
entdo que n = ny. Salientamos, ainda, que ndo iremos considerar termos de ordem superior
aos termos quadrdaticos, por isso o resultado (3.11) é aproximado.
Da igualdade (3.10), podemos obter ainda uma rela¢do entre as quadrivelocidades nas duas
decomposicoes, a saber:
" n 1
Uy = —U* - —I¥, (3.12)
nL nL

ou, considerando-se a relacdo aproximada para as densidades do nimero de particulas (3.11),

Ut~ U“( 2 ) Z (3.13)

Com o auxilio das transformacGes para a dens1dade do numero de particulas n e da
quadrivelocidade U#, podemos, analogamente, obter a seguinte relacado entre os projetores nas
duas decomposicoes:

1 1 1
MY = g — SULUY = A% = U I+ = (UM 4+ 071 ) = T, (3.14)

n2ct

onde, segundo a nossa aproximacao, consideraremos somente duplos produtos envolvendo [¥.
De posse da transformacao para o projetor A7”, da quadrivelocidade e da densidade do

nimero de particulas, podemos, agora, relacionar as expressées para o tensor energia momento

nas duas decomposi¢des . Portanto, das equagdes (3.6) e (3.9), obtemos:

1 v
P = (p+ @A + 5 U<"q"> + ZUrY” = ps> - [pL +wL+ o hLI"‘Ia] AY

—i(wL + nLhL)U<“I"> +

: nrhe I + [ (14 1] )
nc

c2 n2c?

+LpLI I ]U“U", (3.15)

onde utilizamos as seguintes relagoes:
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UKIY + UYI* = 2U<HI"> + gU"‘IaA‘“’ = 2U<HI"> + 5—721—I°‘IQA“”, (3.16)
L

Ukq” + U'gt = 2U<tq”>, LU*= 1—;;1"10. (3.17)

Comparando-se ambos os membros da igualdade (3.15) e, ainda, considerando-se a defini¢io
da entalpia por particula by = ey + pr/nr, obtemos as seguintes relagdes para as grandezas e
fluxos termodinidmicos:

e Temperatura

+ 1 (1+&GL)
2n2¢2 (1 — 5G L€ — €2 + G2¢£2)

T, = T[l I“Ia], (3.18)

e Pressao Hidrostatica

1 £(£+6GL — Gi§)
2n2¢? (1 — 5G L& — €2 + G4¢&2)

pL = p[l + I"‘Ia], (3.19)

e Entalpia por Particula

+ 1 (1+£GL)
2n2¢? (1 — 5G L€ — &2 + G2¢€?)

hy = h[l I"‘Ia], (3.20)

e Pressao Dinamica

m (3€ + 20GL — 13G%¢ — 2GLE2 + 2G5 €?)
wL=w— —

n (1-5G1€ - & +Gi&?)

I°1,, (3.21)

e Quadrifluxo de Particulas

' = —2q" + —wg*, (3.22)

e Deviante do Tensor Pressao

pf;w> — p<uu> _ %I<#IV>. (323)

Nas relacdes acima, Gy = Gr(§) e £ = mc?/kTy. Podemos, também, escrever as seguintes
relagOes para os operadores:

1
Di=D+—=¢V,, Vi=V-

— ¢“D + U"¢"V,|, (3.24)
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as quais correspondem as relacbes de transformacdo para a derivada temporal convectiva e
para o gradiente. Na se¢do (D.1) do apéndice D, mostramos, em detalhes, como determinamos
algumas das relages de transformacao referidas acima.

3.3 A Funcao de Distribuicao de Grad e a Expressao
para o Terceiro Momento na Decomposicao de Lan-
dau e Lifshitz

Devemos recordar que um dos nossos objetivos neste capitulo é a obten¢ao das equacdes de
Burnett relativisticas no modelo descrito por Anderson e Witting. Para tanto, analogamente
ao desenvolvimento descrito no capitulo 2, para a equagdo de Boltzmann exata, vamos precisar
das expressoes para a funcao de distribuigdo de Grad e do terceiro momento, porém agora na
decomposicao de Landau e Lifshitz. Para a determinacado da funcdo de distribuigdo de Grad,
nesta nova decomposicdo, faremos a sua expansao num polinémio no quadrivetor quantidade
de movimento p* em torno da funcao local de Maxwell-Jiittner,

f= ,(JO)(I + r,p* + L ptp”), (3.25)

onde os coeficientes r, e r,,, sdo calculados a partir das defini¢des do quadrifluxo de particulas
N* e do tensor energia-momento 7#¥, dados respectivamente por

d3 . ) d3
Nt = c/p”fp—op, T = c/p“p fp—(f), (326)
e a funcdo de Maxwell-Jiittner nessa decomposicao é:
o = L R P U, (3.27)

L = InkTym2cK,(€)°

Os coeficientes 7, e r,, podem ser decompostos da seguinte maneira:

r;l. = /\LULu + /\EALW‘, (328)

1

A 1 oT
Tw = ALg;w'*'ALULuULu"'_AE (ALauULu+ALopULu)+A§ >(AL0'[LALTU_ 3

- ArorAru). (3.29)

Assim, para determinarmos a forma completa da fun¢do de distribuigdo (3.25), devemos
calcular as quantidades Ar, A7, AL, Ay, ¢ e A7°7>. Para tanto, devemos substituir as decom-
posigdes para 7, e para 7, € a fungdo de Maxwell-Jiittner (3.27) na funcio de distribuicao (3.25).
A seguir, substituimos essa expressdo resultante para f nas definices para N* e T*” dadas
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em (3.26) que, depois de resolvidas, devem ser comparadas com (3.8) e (3.9). Esse processo
nos fornecerd um sistema de equagdes envolvendo essas quantidades e os fluxos termodinamicos
que, ao ser resolvido, nos fornece:

v 1 GL (E+5GL) I
A I, M= ‘
L= (5 + 5GL — fG )kaTL L (é‘ + 5GL _ fG )pL (3 30)
<oT> 1 3(5-{..60 _G C) -
ASOT> — Pr '3 A\ L L
£ pr 2Grm? Tt (3¢ +20GL — 2G €2 — 136G% + 262G3) prkTL (3.31)
_ (£ +5G18 - 66G] — GIE° +15GL +26)  wy (3.32
b7 (36 +20GL, — 2G €% — 136GE + 262G3) pLkTmé’ 32)
A, = (1 -5GL§ - & +Gi&) oy 533

(36 +20G — 2G €2 — 13EG2 + 282G3) Ek2TpL,’
Assim, de posse desses resultados, encontramos a func¢ao de distribuicdo de Grad na de-
composi¢ao de Landau e Lifshitz,

f f(o){ ’DUL (1 — 5GL€ - §2 + G2 62)
PrL (3§ + 20GL — 2GL§2 — 13§G + 2§2G )

y [(15GL + 26 — 6G3€ +5GLE2 +&° — G3E°) N 3¢ (£ +6GL — Gi§) Utp
(1-5GLE — €+ G3&?) me® (1 - 5GLE — 2+ G3€2) *
v s 1 Gy
VUt + e |~ €+ 560+ Uipnapis

<prv>
193 § 1
+ pL 2GL mzcgpr.pLu}-

cuja forma difere da expressdo (2.16) vista no capitulo 2, que emprega a decomposicdo de

(3.34)

Eckart, somente nos termos envolvendo o quadrifluxo de particulas I#.
Encontrada a funcgdo de distribuicdo fora do equilibrio (3.34), podemos determinar a ex-
pressao para o terceiro momento, dada por:

uvo oV, O dap
THY = c/p p’p fp—0 (3.35)
Portanto, substituindo-se a fungdo de distribuigdo (3.34) nessa equacdo para o terceiro
momento e fazendo-se as integragdes necessarias, com a utilizagdo dos resultados para as inte-

grais Z*1%2-on descritas na secdo A.4 do apéndice A, simplificando-se, chegamos ao seguinte
resultado:
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vo ¢
THO = (nLC'L1 + CszL)UgUZUE + -é—(anz -nCr1 — CszL)(g’“’UZ + g"”U‘L’ + g”"Uf)

—hCra(9™I° + g* 1" + g I*) + (m? + 6mGCrLs) (ULULI® + ULUZIY + UXUZI¥)

+Cy(p* UL + pr" > Ut + p*7>UL), (3.36)

que, assim como a sua expressao equivalente na decomposigio de Eckart (2.21), é dada em ter-
mos dos quatorze campos, e difere daquela nos termos dependentes do quadrifluxo de particulas
I*. Os coeficientes Cp;, Cr2, € Cr4 assumem a mesma forma, assim como estdo definidos em
(C.171), porém salientamos que G(() deve ser substituido por G (£) e ¢ por £, enquanto para
o coeficiente C3 temos uma forma diferente que é dada por:

m G L

CL3=—?(§+5GL—G%§)' (3.37)

3.4 As Equacoes de Burnett Relativisticas no Modelo
Cinético de Anderson e Witting

Com o que vimos nas se¢des anteriores, ja estamos aptos para a determinagao das equagoes
de Burnett relativisticas no modelo cinético de Anderson e Witting.

Multiplicando-se ambos os membros da equagdo (3.2) por cp”p?, integrando, e aplicando-se
a definicdo (3.35) para o terceiro momento, a equagido de Anderson e Witting fica escrita como:

U
0,TH" = — 2 (T —T§"), (3.38)
onde TE” é a expressdo para o terceiro momento na decomposicdo de Landau e Lifshitz para
o equilibrio, isto é, quando fazemos na expressdo (3.36) wy = 0, I* = 0 e p;**” = 0, que sdo

os valores em equilibrio para os fluxos termodinémicos.
Multiplicando-se ambos os membros da equagdo (3.38) por Up,Ur, obtemos o seguinte
resultado:

1 ' / 1 1
5(7’712 + CLl)DLTI,L - %(HLCLI + CszL)DLTL + '2-CL2DL‘CUL + 6 an2 + 5(7’LLCL1

5§

3 - 9 ,
+Crowr)| Vi UE — ?TZ( 1CLs + hLC},;;)IaVLaTL - gcmpfﬂ Vi UL
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5« 3 5 - 1
+(m2 + 'c—2hLCL3) Vit - = (m2 + C_zhLCL3> I*Dp U, = 5, O, (3.39)

que € a equagdo de campo para a pressdo dindmica no modelo de Anderson e Witting. Para
determinarmos esse resultado, consideramos a expressdo para a derivada do terceiro momento
0,T#"?, que se encontra explicitada na segdo (D.3) do apéndice D.

Multiplicando-se agora a (3.38) por Ur, A7, chegamos ao seguinte resultado:

2

C 4 ' ’
E [anz =+ 5(nLCL1 + CszL)] DLUZ + %[(mz - CLl)Van + %(TLLCI -+ CzwL)VzTL
L
€
—CszzwL] - TECL4PEUT>VLGTL +ClLs [CzAZ,LVLaPEU'D - 2pf”T>DLULu]

- 5 - -
+(m2c2 + 6hLCL3)(IaVLgUZ + ITVLUUZ) - i,—i;(hLCZ;; + hILCL;;)ITDLTL

~ ~ 1 ~
+(m2c2 + 5hLCL3)DLIT + hLCL3IaV2Ug = —;(’)’I’LZC2 + 5hLCL3)IT, (340)

que é a equagdo de campo para o quadrifluxo de particulas I”.
E, finalmente, multiplicando a (3.38) por (A(LT,,AEL)‘, — 301, A7) e ainda fazendo uso da
relacdo (2.36) obtemos:

2

v 7 <er o T € T ¢
CLs (AEZA;;DLPEM >+ gpfe >V Uf = 2p3<° V7 ULy + 4pf'a>VL<aUE>) +3 (an2

2 1 A 1 !
—nzCri — C’ngL> vSUs 4+ T—i( ' Cra + thL3> 1OV T, - :,%Cmpf"’bDLTL

—2h,Cr3V$0I%> + 2(m? 4+ 6mGLC} )< DL UT> = -%pgm. (3.41)

que é a equagdo de campo para o deviante do tensor pressao.

Agora que temos as equagdes de campo para os fluxos termodindmicos, escritas no modelo
de Anderson e Witting e na decomposicao de Landau e Lifshitz, podemos escolher dois caminhos
alternativos: um deles, seria eliminar as derivadas temporais convectivas dessas equagdes, isto
é, no caso da equacdo de campo para a pressiao dindmica, eliminar Dyny, DTy e D UL, as
quais seriam obtidas através das equagdes de balanco para o quadrifluxo de particulas N* e para
o tensor energia momento T, definidas por (3.8) e (3.9) e assim obter a equagdo de evolugéo
para wy. Procedimento andlogo realizamos no capitulo 2, aplicando o método de Grad. E,
desta forma, obter todos os coeficientes que aparecem nas equagdes de Burnett relativisticas.
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O outro procedimento a ser seguido, e que serd adotado por nés, é o seguinte: como queremos
comparar os resultados obtidos para os coeficientes das equacdes de Burnett, através deste
modelo, com aqueles obtidos pela equagdo de Boltzmann exata, vamos, a partir das equacdes
de campo para os fluxos termodindmicos, fazer as transformagdes da decomposicio de Landau
e Lifshitz para a decomposi¢ido de Eckart.

Desta maneira, considerando-se, na equagdo de campo para a pressao dindmica (3.39), as
relagoes de transformacdo que se encontram na segdo (3.2) e que sdo dadas por (3.11), (3.13),
e (3.18) até (3.23), assim como, utilizando-se as expressdes para os operadores V; e D dadas
por (3.24), obtemos a seguinte equacao:

w=- 27{ = (m? +Cl)[—’nV,LU"+—1—

C phq”Vup— —1— "V T] + = C’ng
2

Th?

1
c2h

1<
2T

<n01 + C’gw> (DT + hq“V T) 1 [nm2 +5(nC; + ng)] [V“U“ -

5 ¢"DU,

¢G

(G’
n2h2q

“V up + ilzT(1+_) VT —

1 o4
+—vrg, o Uk, VU ]

h

3

2 <pv>
—;C‘;p # V.U, + 2h

5 . 1 5
(m2 + c—zhcs) DU, -+ (m2 + -c-ghcs) V,.¢"

! ~ 5 1C
—%%(mu%h@) YL T+ 2 ;(h03+c3) °V,T} + -"1;;555 ’ (3.42)

que é a expressao para a pressdo dindmica. Observemos que o ultimo termo surgiu do fato de
termos considerado a relacdo de transformacgdo (3.21) para wy. Notemos, também, que essa
equacao estd expressa em funcdo de ¢ e G(().

Da equagéo de campo para o quadrifluxo de particulas I” (3.40), considerando-se as mesmas
relagbes de transformagdo empregadas para o caso da pressdo dindmica, obtemos:

T _ TCGC9 ][ T T )b _g_ih_lr
=i {6[ nm? + 5(nC, + Cow)| | DU + hAﬂDq +2—g DT
¢ L v, o
T (3 173 T — T _T
thU + thU] 6[(m Cl)(kTVT+ =0V,

_WVTT) C (nC;_ + Céw)VTT - szTW] _ c2%02p<u'r> vuT
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¢ N\ m2c2
52 (h’C’3 + hc;)q DT - (

+ 56’3) (A’Dq + ;ZfDT) — C~’3q,£V’U“

m2c2 3
—( 4 66’3) <qTVuU” + qﬂv“UT) +Cy [C2V,,p<‘"> - 2p<ﬂf>DU“]

h
c? o ,  ct 1
*oh <m +5 I)WDU t onh (m - Cl) (kTv P= szv T)
¢t ¢Cl .,
+€T7wv T}, (3.43)

que € a equacdo para o fluxo de calor. Analogamente, considerando-se a equacdo (3.41)
chegamos ao seguinte resultado:

TE T A€ v 7 TE <o T €0 T
p< > - C4 {C4[A< A >Dp<p. > + 3p< >V Uu < < >v >Ua+4p<- >V<0U—>]

ﬁf_ _ <errr> 1 oee > _ (G o> 1 ( Eﬁ') <Ty7e>

1

__nCQTq<eDUT>} _ %Csz“U” C Cl <-re>DT

2 % R - <
_E (m2 + Gchs)q<eDUT> . 2_% (_}_{03 + Cé) q<€vT>T + 203v<€q‘r>

_C___ <exIT> }
+2Tth v™°T

(V<€TVT>T— 2T G<erymp 4 L _g<epyr ) (3.44)

h nh n2h2
que é a equacgao para o deviante do tensor pressao.

Desta maneira, agora que temos as expressoes para os fluxos termodinamicos, @, ¢" e
p<¢">, vamos, analogamente ao que fizemos no capitulo 2, aplicar sucessivamente o método da
iteracdo maxwelliana, a fim de obtermos, inicialmente, as equagdes de Navier-Stokes e Fourier,
e em seguida, as equagoes de Burnett relativisticas.

Assim, facamos a primeira iteracdo maxwelliana nas equagdes de evolucdo dadas por
(3.42), (3.43) e (3.44). Para tanto, substituiremos os valores em equilibrio para os fluxos
termodinamicos, isto é, @w = 0, ¢" = 0 e p<> = 0 no lado direito dessas equagdes. Desse

modo, obtemos:
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o) = —pAory,, O = AW (VTT - ',?—hVTP) pST> = AMVUT, (3.45)

AW AW -~ . . . 7, .
onde 7%, MW e uAW 530 os coeficientes de transporte para a viscosidade volumétrica, condu-

tividade térmica e viscosidade de cisalhamento no modelo de Anderson e Witting, representado
pelo indice (AW) e que séo, respectivamente, dados por:

T]AW _1- (ka)1/2 CCsz

“6r o CsC12’ (3.46)
M = 271ra (k:;zT) " CCC'CiOg’ (3.41)
yAV = % (mkg’)l/2 (CiG;G), (3.48)
onde o coeficiente C é definido por:
C= (— Cgf“)l/z, (3.49)

e os demais C,, encontram-se definidos na seg¢do (C.7) do apéndice C.

Para obtermos as expressoes (3.46) até (3.48), tivemos de fazer a seguinte consideracio a
respeito do tempo caracteristico 7: o tempo caracteristico adotado, geralmente, nos modelos
cinéticos é proporcional ao tempo entre as colisoes das particulas e, no caso do modelo de esferas
rigidas, que é o modelo empregado por nds, é dado por:

1

T = n,7ra,2'us, (350)

onde a é o didmetro das particulas e esta relacionado com a se¢ao de choque diferencial o por
a®? = 20. E v, é a velocidade adiabdtica do som, cuja expressao é definida por:

3 (kTocgc2) B [ (€% +5G¢ — G*(?) k_fl_’] 1/2
S\ Thet ) TG+ 5GC -G -1) m]

onde utilizamos o fato de que hy = mc?G e ¢ e ¢ estdo dados por (E.31). Assim, com as

(3.51)

consideragdes acima, obtemos, finalmente, para o tempo caracteristico 7, a seguinte expressao:

= .52
2mno (3.52)

1 [G((2 +5G¢ — G?(?-1) ﬂ] 1/2

(¢ +5G — G%X) kT)

Vamos, agora, proceder a segunda iteragdo maxwelliana. Para tanto, devemos substituir as

expressoes obtidas para w®, ¢q1)™ e p(N<7¢> dadas, respectivamente, por (3.45) nas equagdes
(3.42), (3.43) e (3.44). Nestas condicdes obtemos os seguintes resultados:
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o = _nAWVuU” + ni‘lwvuvuT - anVuV”P + n?WV#U”V,,U” + anVuTV“T
+n8"V oV — WV TV#p — mWV<rUTV LU,

+ng " VUV LU, (3.53)

T
@ = MV(VT ~ =Vp) + MW VTV, U~ MYV, VU - VYTV, U

=MV, U + MYV pV U™ — AW Y, TV

MY, pVeUT - ANV, VU, (3.54)

p<e7'>(2) — 2ﬂAWV<€UT> + ,Ll,'quV<GVT>T _ ungv<eVT>p + /J?WV<€TVT>T
+u:14WV<epVT>p _ M?WV<GPVT>T+ Mngv<gUa>sza

— VU™V, U — gV VEUL VI, + ug VUV U, (3.55)

que sao, respectivamente, as equacdes de Burnett relativisticas para a pressao dindmica, fluxo de
calor e deviante do tensor pressdo, para o modelo de Anderson e Witting. Analogamente ao que
fizemos no capitulo 2, para o caso da equacdo de Boltzmann exata e aplicando-se o método de
Grad, escrevemos todos os gradientes e derivadas materiais que aparecem nas equagdes (3.42),
(3.43) e (3.44) em termos dos gradientes da temperatura, da pressao e da quadrivelocidade. Para
tanto, fizemos, mais uma vez, uso das expressoes que se encontram deduzidas na se¢io (C.4) do
apéndice C. Como ficou dito acima, todo o processo é andlogo ao desenvolvido no capitulo 2,
de modo que ndo vemos razao para repeti-lo em detalhes, aqui, novamente. Se observarmos as
equacoes de Burnett encontradas no capitulo 2, veremos que mantivemos os mesmos termos e
na mesma ordem. Apenas, como era de se esperar, os coeficientes de transporte sdao diferentes.
Para o caso da pressdo dindmica eles sdo dados por:

e Coeficiente n{t"
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AW _ 1 _
1 1272 no? Cgclz

k G3C2CGC52 [3010 5C10} Cg
+ —_— 3.56
Ce <G lCn (3.56)

e Coeficiente nstW

nAW — 1
2 1272 n202 CgClz

1 G(CsCs [(3010 _ 5010> s _ G ] (3.57)
Cs (Cy/C11  (GCsl’ .

e Coeficiente ng"

(- %) oogul(-a) gl G
8 1272 n02 Cg C12 C5CG dc Cg Csclz Cﬁ dC CC{,
3C1o 4012] ( G06> 12 C? }
- — — , 3.58
Cs (:Cs Cg 306012 ( )

e Coeficiente nf!"

= prwrl (- %) o -G @)xl(-F) e
s - 127r2n02T Og 012 10 Cﬁ Cg dC Cg Cu

[-5(+58) + G+ 5059 (1+F) - F (- )

G ¢ G¢
G z@ - g e

e Coeficiente n2"

aw_ 11 _ GCs\2(Cs (Cs (1+GC) [ GCs\¥* _ [3(2+(G) Cy
s ‘"I'?Fnsa%:r{( Co ) 012{05 G? ( Co ) +[ 2G% Cs
(¢€+3G) + ((+5G)Q1+2¢G) 3 (1 B §_G_2>
- 2G? C3G? C2G3 CCs
1 /1 5G GCs\V2(GC2\ Cs5C3
"ZE(E'Z&Z)](— Cs ) Cut }+4GC§1}’ (3:60)

e Coeficiente 7"
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+
GCs (¢  (Cy

d¢

W = _ 1 1 {(_ GCG)1/2CC'5{[3C'10 5G  51d GCs\/2(¢GC?
6 1272 n202T Cg 012 ] [(— Cg ) Cu ]

+{_2(1+§G) 3C1o (4+§G’) 3Cho 1 ( 5G) (2+§_G_’>

G>  CGCe ¢) e e\t G

@+ D) 6 28) (6 - 22) e+ D)

5 G- 2)- G2 EN(-%2) "

Cia ( CG’>( GCG)W C? } 6C5C3
- 14+ 223)( = _

GG\ TG Co ) Colnl ™ TR } (3:61)
e Coeficiente n&V

AW _ 1 m CGC5CG{3C5 _ [4(C+ 6G) + 6010] G } (3 62)

T T 12r2no? CoCrp \(Cs G Co 1(C+6G) ) '
o Coeficiente 7§V
aw_ 1 m GCZ
s - 1272 no? CgClg ’ (363)

Vejamos, agora, as expressoes completas para os coeficientes de transporte que aparecem
na equacgao de Burnett relativistica para o fluxo de calor:

e Coeficiente \{"

AW 1 kTCGzce{[Cu_S(l_}_E)] C? _(1 5G>[1

T 4rZno? Cy LG5 G ¢ /13CsCra \G ~ (Cy/ | Cs
1 /1 ¢GC?
LY LI 1)] } 3.64
(o Crn (3.64)

o Coeficiente AV

aw _ L KT (GG
2

" 2n2no2 Ch(¢ + 6G)’ (3.65)
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e Coeficiente AW

= (- 92 (€ 04%9) - o] 4 92" ]
8 472 no? Cg 011 G C d( Cg 306012

5 [ 1 dG i(_(i)}(_ G(Js)l/?ngng

1 de Ca) _ Cu
" Cs (Cq Co

¢Cy d( - d¢ Cn [ +¢ d—C<CC'5 G

X(_GCG)W C? _(1 5G)[_ 1 <_ Cy )1/2 Cn d{(_GCG)l/%Gcg]

Cy 3C6C12 G (Cs Cs\ GCg GC§ d¢ Cy Ci
1 1 Cs 1 1 ¢ dG] CGC'Z}
1- —)(1+¢2) -2 - = . .
06( (G) ( + <cs) 37 ¢G T GGy dc) Cny (3.66)
e Coeficiente A}V
yoo_ L L (_G06>1/2§G09{[1_ 5Clz]<_GCG)1/2 c: 1 _(_1_
£ 471'2 TL20'2 Cg Cn CGC5 Cg 306012 GCG G

‘f—gg)%[( B Gccge)l/zggfg] * [Gcés (@ B @5Z B cgg) + Gi:j&(gi)

A(mom, s sy 12 1
2c\" 3 G TG wa)T@e\eag TeTe
] 1 GCs\/2CGC?
G Gzccﬁ)K cg) o } (3.67)

e Coeficiente A"

aw_ 1 1 G*Cs [(C+ 7G) GCQ]
)\5 - 271"2 n202 011 (C + 6G) 011 ’ (368)
e Coeficiente N3V
jaw _ _ L k (_ G06>1/2§G09{ —-Ci[(— GCs)l/Z’ G? ]
6 7'('2 no? Cg Cu dC Cg (C + GG)
_C_Qi(c+6G><_GCG)1/2 G? +<_GCS)1/2G209} (5.69)
2d¢\ (G Co (+6G Cy 4Ch J’ ’
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e Coeficiente A4V

1 1 (GCeC? ( 5G?
AW _ o (1 _
A7 - 272 n2o2 C%l 1 CCQ) ’ (370)
e Coeficiente AV
: 1 k (®G?%CeC? 5G?
AW _ _ 6Co (1 _
AT = 2m2no? CY <1 CCg) ' (3.71)

Finalmente, vamos escrever as expressdes para os coeficientes da equacdo de Burnett rela-
tivistica para o deviante do tensor presséo:

e Coeficiente uf'"

AW __ 1 k €G3 CeCm

= - 3.72
= 212 no? (C+6G) Cll ’ ( )
e Coeficiente us"
AW _ 1 1 .g§. G? (1 Cng) 373
K2 = g2 G (C+6G)\ | Cn /)’ (373)
e Coeficiente uf"
aw_ 1k {(—G05>1/2 (G {@j_[(—GCs)I/ZCGCg]
37T T 2r2na?T\\ G ((+6G) L Cy dC L\ Cq Ci
d/ G C2 (—GCs\ 2] . (G2 C3Cs
62 (20) ~ G- G| 2 (Z52) P+ ) 3.74
+c Ca (gcg> “lenl > % (3.74)
e Coeficiente pi"
2
oL L (@ Gy 2046) 2, L
4m2 n302kT (¢ +6G) Cy G ¢ (G
1 6G2 Cg} CsC3
——(1-=)1= 3.75
G2(1 ccg)}cu +gcl21} (3.75)
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e Coeficiente pf"

(82 1 e ) (228

o [(-GCG)I/%G(J&} " [Z (4 +(G+ 2<%)

C_G CS dC 09 Cu C
2 ( 6G? dr G G'"\ G?11/—-GCs\ /2 C?
2 ) o c2(2)+ D)L
G (Co ‘% \zc, Yl XN e Cu
CsC3
-2G C%,l" } (3.76)
e Coeficiente pg"
aw_ 1 mGCs G
He = "h2ng? Co (¢ +6G)’ (3:77)
e Coeficiente pu#"
aw _ 1 m (G? ﬁ{ B 2((+6G)(—Cg)l/Qi[(—GCG>1/2 G? ]
B = 2 no? (C + 6G) Co ¢ \Gc3) dacl\ ¢, (¢ +6G)
+[Z(C+6G)__C_i(C+6G)] 2G? _ng} (3.78)
3 (G Ced(\ (G (C+6G) 3¢Cs)’ ’
e Coeficiente pg"
aw _ 2 m Ce G®
Hg - 72 no? Cg (C + 6G)7 (379)
e Coeficiente us"
aw__1 mGC G
Bo o = T oo Cy (¢ +6G) (3:80)

Com a determinacdo desses coeficientes, concluimos a primeira etapa deste capitulo. O
segundo objetivo serd comparar esses resultados com aqueles obtidos através da solugdo da
equacio de Boltzmann exata e que se encontram explicitados na segdo (2.7) do capitulo 2.
Portanto, na préxima secdo, iremos comparar esses dois resultados, analisando-se os graficos
para cada coeficiente nos dois métodos em func¢do do parametro (.
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3.5 Comparando os Coeficientes de Transporte

Como j& comentamos acima, nesta secdo, compararemos os resultados obtidos para os
coeficientes de transporte que aparecem nas equacdes de Burnett relativisticas e que resultaram
da solugdo da equagdo de Boltzmann exata, com aqueles obtidos através do modelo cinético
de Anderson e Witting. Para alcancarmos tal objetivo, faremos os graficos para cada um dos
coeficientes e estudaremos o seu comportamento para uma faixa de valores para a quantidade
adimensional (.

Assim, nas figuras 3.1 até 3.8 temos os grificos comparativos correspondentes aos coefi-
cientes das equagbes de Burnett para a pressdo dinidmica (2.45) e (3.53). Nas figuras 3.9 até
3.16, temos os gréaficos comparativos correspondentes aos coeficientes das equacdes de Bur-
nett para o fluxo de calor (2.48) e (3.54) e, finalmente, nas figuras 3.17 até 3.25 os gréficos
correspondentes aos coeficientes das equagdes de Burnett para o deviante do tensor pressio
(2.50) e (3.55). Nas figuras 3.26, 3.27 e 3.28 apresentamos os graficos correspondentes aos co-
eficientes de transporte das equacoes de Navier-Stokes e Fourier nos dois métodos. Em todos
os gréaficos temos duas curvas: uma com linha cheia, que representa o resultado do coeficiente
encontrado para a equagdo de Boltzmann exata, e outra com linha tracejada, que corresponde
ao resultado encontrado para o mesmo coeficiente no modelo cinético de Anderson e Witting.
Todos os graficos sao dados em func¢do do pardmetro ¢ = mc?/kT, eixo horizontal. No eixo
vertical indicamos os coeficientes, sem a sua dimensido, que estdo sendo comparados. Temos,
ainda, em cada gréafico, uma legenda, para que nio haja qualquer divida com relagao ao método
ou modelo a que uma determinada curva corresponde.

As curvas representadas em cada gréfico foram ajustadas no limite ultra-relativistico, isto
é, para ( < 1. Esse procedimento é permitido em decorréncia da flexibilidade no célculo do
tempo entre duas colisdes 7. Vimos na equagio (3.50) que esse tempo foi calculado em fungéo
da velocidade adiabética do som v,, dada por (3.51). Mas, esse mesmo tempo, poderia ter sido
calculado utilizando-se por exemplo a velocidade média das particulas ou ainda pela velocidade
relativa de Mgller g. Assim, como temos esta arbitrariedade na escolha da velocidade, podemos
multiplicar esse tempo caracteristico por um fator que nos permita ajustar as curvas em um
determinado limite, no caso ajustamos no limite ultra-relativistico. Em particular, para o caso
dos gréaficos correspondentes aos coeficientes da pressdo dindmica, figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4
obtivemos os seguintes valores para o ajuste:

EBE EBE

EBE EBE
M S 2 5 UE Y
=35 W = —= = 3,000, = 3,431, (3.81)
" 2 " 2 " 7
EBE EBE EBE EBE
5 e _9 7 _ T8 _
5 6 Ui UL



onde os indices EBE e AW correspondem, respectivamente, ao coeficiente obtido pela equagao
de Boltzmann exata e pelo modelo de Anderson e Witting. Como nés ndo encontramos as
expressoes algébricas para os limites ndo-relativistico e ultra-relativistico para os coeficientes
de transporte obtidos pelo modelo de Anderson e Witting, os valores para os ajustes foram
encontrados a partir do célculo nimerico, quando da obtengdo dos dados necessarios para a
otencao das curvas indicadas nos grificos. As expressdes para os coeficientes obtidos pela
equacdo de Boltzmann exata, no caso da pressdo dindmica, sdo dadas pelas equacdes (2.57),
(2.60), (2.63), (2.66), (2.69), (2.72), (2.75) e (2.78).
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Figura 3.1: Grafico comparativo para o coeficiente 7.

Vamos, agora, analisar cada uma das curvas que aparecem nos graficos correspondentes
aos coeficientes de transporte da equacido de Burnett para a pressdo dindmica, isto é, figuras
3.1 até 3.8. Para o primeiro gréfico, coeficiente 7;, observa-se que as curvas coincidem até
aproximadamente o valor { = 1, o que corresponde a um regime relativistico. A partir desse
valor, as curvas tomam rumos diferentes e nas regides para ( > 20, seguem paralelamente,
tendendo para zero no regime classico. Se compararmos este grafico com o grafico representado
na figura 3.26, para o coeficiente de viscosidade volumétrica, concluiremos que o coeficiente
nEBE apresenta uma contribuigdo maior para a pressio dindmica que o coeficiente de viscosidade
volumétrica . Esse resultado j4 havia sido constatado por Miiller e Kremer [21].

Para os demais coeficientes observamos o mesmo comportamento. Desta forma, constata-
mos que, para 7, 13, N4, Ms, M6, 77 € Ts, as curvas coincidem até aproximadamente ¢ = 0, 8;
(=06¢=08 ¢ =10 ¢=0,1; ¢ = 0,4 e (= 0,9 respectivamente. Constatamos
novamente que os coeficientes nZBE, nFBE e nFBE sio de ordem superior ao apresentado pela

viscosidade volumétrica 7.
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Figura 3.2: Gréfico comparativo para o coeficiente 7,.
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Figura 3.3: Gréfico comparativo para o coeficiente 7.
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Figura 3.4: Gréfico comparativo para o coeficiente 7y.

107 : ; .

Figura 3.5: Gréfico comparativo para o coeficiente 7s.
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Figura 3.6: Grafico comparativo para o coeficiente 7.
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Figura 3.7: Gréfico comparativo para o coeficiente 7;.
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Figura 3.8: Grafico comparativo para o coeficiente 7.

Consideremos, agora, as figuras 3.9 até 3.16, que mostram os gréficos correspondentes aos
coeficientes de transporte para as equagdes de Burnett relativisticas para o fluxo de calor (2.48)
e (3.54). Neste caso, as curvas possuem um comportamento diferente do apresentado pelos
coeficientes da pressdo dindmica analisados anteriormente. Da mesma forma, aqui, ajustamos
as curvas para o caso ultra-relativistico e os valores obtidos para cada par de coeficientes sao

dados por:
/\f«‘BE 35 )\2EBE 3 /\??BE )\4EBE
AT S5 aw Ty e =342 S =183 (3.83)
)\EBE 135 /\EBE /\7EBE 25 /\EBE

Para o coeficiente )\;, vemos que as curvas coincidem até aproximadamente { = 2 e depois
para ¢ grande as curvas seguem paralelamente. Para o coeficiente Ay, as curvas coincidem até
aproximadamente { = 0, 5 e depois elas divergem, isto é, enquanto para a equagao de Boltzmann
exata os valores diminuem, para o modelo de Anderson e Witting os valores aumentam. Este
é 0 mesmo caso para o coeficiente de condugao térmica que serd analisado a seguir. No caso
do coeficiente )3, as curvas coincidem até { = 1 e, em seguida, para grandes valores de (, elas
divergem. O coeficiente A4 possui duas particularidades: ele se anula no caso nao-relativistico
e em ambos os modelos hd uma regido em que esse coeficiente assume valores negativos, a qual
¢ um pouco mais pronunciada para o coeficiente relativo a equagido de Boltzmann exata. Neste
caso, as curvas coincidem até { = 0, 1, aproximadamente.
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Figura 3.9: Grafico comparativo para o coeficiente J;.
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Figura 3.10: Gréfico comparativo para o coeficiente ..
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Figura 3.11: Grafico comparativo para o coeficiente 3.

0.04 T T T

0.03

0.02

2

on

0.01

0.00

-0.01 = p- -5 3 2

10

Figura 3.12: Gréfico comparativo para o coeficiente 4.
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Figura 3.13: Gréfico comparativo para o coeficiente \s.
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Figura 3.14: Gréfico comparativo para o coeficiente Ag.

Os coeficientes A5, A¢ € Ag, como podemos observar, apresentam um comportamento
semelhante a partir do ponto .em que as curvas deixam de coincidir. As curvas nao seguem
paralelamente para grandes valores de (. Para os coeficiente A5 e Ag, elas coincidem até ¢ =
0,4, aproximadamente, e para Ag até ( = 2. O comportamento do coeficiente A; é diferente
desses ltimos trés, pois as curvas coincidem até ¢ = 2; para grandes valores elas seguem

paralelamente.
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Figura 3.15: Gréafico comparativo para o coeficiente A;.
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Figura 3.16: Grafico comparativo para o coeficiente Ag.
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Figura 3.17: Grafico comparativo para o coeficiente y;.
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Figura 3.18: Gréafico comparativo para o coeficiente 5.
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Figura 3.19: Grafico comparativo para o coeficiente 3.
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Figura 3.20: Gréfico comparativo para o coeficiente py.
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Figura 3.21: Gréfico comparativo para o coeficiente us.
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Figura 3.22: Gréfico comparativo para o coeficiente pg.
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Figura 3.23: Gréfico comparativo para o coeficiente p.
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Figura 3.24: Gréfico comparativo para o coeficiente ys.
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Figura 3.25: Gréfico comparativo para o coeficiente pqg.

Consideremos agora os conjuntos de graficos 3.17 até 3.25, que correspondem aos coefi-
cientes das equacdes de Burnett para o deviante do tensor pressdo (2.50) e (3.55). Inicialmente,
consideremos os valores obtidos para o ajuste das curvas:

[ S P e S Gl (3.85)
ptWoo2 v oY 2 pvoo
weWo T W W e g

No caso desses coeficientes, observamos que i, p2, lg € M5 apresentam um comportamento
aproximadamente semelhante: as curvas coincidem até um determinado valor e apds ocorre
uma, grande separacao entre elas. Para esses coeficientes as curvas. coincidem até ( = 0,4;
(=0,3;(=0,2e ¢ = 0,3 respectivamente. Para o coeficiente u3, observamos que as curvas
coincidem até { = 0,4 e para grandes valores de ( elas seguem paralelamente. O restante dos
coeficientes do deviante do tensor pressdo, isto é, ug, i7, 4s € K9 apresentam, como podemos
observar, um comportamento diferente dos coeficientes analisados acima. Todos eles coincidem
para um valor de ( = 0, 6 e para grandes valores de { as curvas seguem paralelamente. Notamos,
também, que os valores para o ajuste dessas curvas é o mesmo.

Devemos observar que os coeficientes para o fluxo de calor relativos a equacido de Boltzmann
exata, que analisamos acima, correspondem as equagdes (2.84), (2.88), (2.90), (2.93), (2.96),
(2.99), (2.102) e (2.105). Os coeficientes para o deviante do tensor pressdo nesse mesmo método,
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comparados com o modelo de Anderson e Witting, correspondem 3s equagdes: (2.111), (2.114),
(2.117), (2.120), (2.123), (2.126), (2.129), (2.132) e (2.135).

107 . . r

no/(mkT)"”

1 0‘10 1 ol 1
1 1 02

Figura 3.26: Grafico comparativo para o coeficiente 7.

Para concluir este capitulo, vamos aproveitar o fato de possuirmos os graficos que mostram
o comportamento de todos os coeficientes de Burnett obtidos através da equagio de Boltzmann
exata, e comparar com os resultados encontrados para os coeficientes de transporte que apare-
cem nas equagoes de Navier-Stokes e Fourier, isto é, o coeficiente de viscosidade volumétrica,
condutividade térmica e viscosidade cisalhante, que sdo dados respectivamente por (2.54), (2.81)
e (2.108). O comportamento de cada um desses coeficientes encontra-se exposto nas figuras
3.26, 3.27 e 3.28 e é representado pelas linhas cheias. As linhas tracejadas mostram o compor-
tamento dos mesmos coeficientes, porém, agora, no modelo cinético de Anderson e Witting, isto
é, os coeficientes (3.46), (3.47) e (3.48). No gréfico relativo & condugdo de calor, a expressdo
para MW teve que ser multiplicada pelo fator 3/2, pois o0 nimero de Prandtl, para gases
monatdmicos, é 2/3. A defini¢do do nimero de Prandtl é P, = c,u/A, onde ¢, é a capacidade
calorifica a pressao constante.

Ja discutimos acima que, para os coeficientes da pressao dindmica, figuras 3.1 até 3.8,
ao serem comparados com o resultado obtido para a viscosidade volumétrica 7, figura 3.26,
observamos que os coeficientes 7;:, 74, M5 € 77, apresentam uma maior contribuicdo para a
pressao dindmica que a viscosidade volumétrica 7.

J4 para os coeficientes do fluxo de calor, como podemos comparar entre as figuras 3.9 até
3.16 e a figura 3.27, nenhum coeficiente supera o valor maximo obtido para a condutividade
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Figura 3.28: Grafico comparativo para o coeficiente p.
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térmica )\, enquanto que, se compararmos as figuras 3.17 até 3.25 para os coeficientes do
deviante do tensor pressdo, observamos que ug, i7, s € po apresentam valores superiores ao
coeficiente de cisalhamento p na regido ultra-relativistica e ligeiramente inferiores na regiao
nao-relativistica.

Seria interessante saber até que ponto esses coeficientes de Burnett, que fornecem uma
contribui¢do maior do que aqueles que aparecem nas equagdes de Navier-Stokes e Fourier,
influem na explicagdo de algum problema real, como no estudo da teoria dos plasmas, na
astrofisica ou ainda na cosmologia.

3.6 Conclusao

Comegamos este capitulo apresentando e, ao mesmo tempo, justificando o modelo cinético
proposto por Anderson e Witting. A seguir, vimos que a obten¢ido das equacgdes de Burnett
relativisticas, nesse modelo, estava associada & decomposi¢do de Landau e Lifshitz e que, nessa
decomposi¢do, o tensor quadrifluxo de particulas N* possui uma parte fora do equilibrio, a
qual é dada em termos do produto da pressdo dindmica e do fluxo de calor, como podemos
ver na expressio (3.22). Portanto, o quadrifluxo de particulas somente é definido no equilibrio
na decomposicao de Eckart. Apds, determinamos as relagdes para a quadrivelocidade, tem-
peratura, pressao hidrostatica, entalpia por particula, pressdo dindmica e para o deviante do
tensor pressao, nessa decomposi¢ao.

Determinamos, também, a funcdo de distribuicdo de Grad, fazendo a sua expansdo num
polinémio no quadrivetor quantidade de movimento p* em torno da funcdo local de Maxwell-
Jittner. Conhecendo-se essa funcdo, determinamos a expressao para o terceiro momento 747,
Em seguida encontramos a sua derivada 0,7#*?. Desta maneira, obtivemos todos os elementos
da equacgdo (3.38). Procedemos, entdo, a determinadas proje¢des, as quais nos forneceram as
equagdes de campo para a pressdo dindmica wy, para o quadrifluxo de particulas I” e para o
deviante do tensor pressdo py">. Nas equagdes de campo, utilizamos as relagbes encontradas
para a decomposi¢do de Landau e Lifshitz. A seguir, eliminamos as derivadas materiais con-
vectivas e deixamos todos os gradientes em fungao de temperatura, da pressdo hidrostatica e
da quadrivelocidade. Pelo método da iteragdo maxwelliana, obtivemos as equagdes de Navier-
Stokes e Fourier, e numa segunda iteragao, as equagdes de Burnett relativisticas, as quais foram
dadas por (3.53), (3.54) e (3.55). A seguir, explicitamos todos os coeficientes de transporte para
essas equagOes. Para podermos estudar com mais detalhes o comportamento de cada coeficiente,
representamos graficamente cada um deles, em funcdo do parametro (. A mesma coisa fizemos
para os coeficientes de transporte obtidos da equacado de Boltzmann exata, o que nos permitiu
comparar o resultado, para esses coeficientes, nos dois métodos estudados.
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Vimos que o modelo cinético proposto por Anderson e Witting é bem mais simples do que o
da equacdo de Boltzmann exata. Mas essa simplicidade, como podemos observar pelos gréaficos
estudados, fornece resultados que sido aproximados aqueles encontrados quando se aplica a
equacao de Boltzmann exata. Portanto, acreditamos que o esfor¢o desenvolvido por nés para
obter os coeficientes de Burnett, através da equagdo de Boltzmann exata, estd plenamente
justificado.

Podemos citar, aqui, a titulo de informacao, que Anderson e Payne Jr. [26], encontraram
as equagoes de Burnett relativisticas, através do modelo de tempo de relaxacgao, utilizando
uma versdo relativistica do método de Chapman-Enskog. Os resultados encontrados por esses
autores, como pode ser constatado na referéncia citada acima, sdo, a despeito da simplicidade,
aproximados. Analogamente, as expressoes relativisticas, para os coeficientes encontrados por
eles, recaem nas expressoes classicas, conforme Wang Chang e Uhlenbeck.
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Capitulo 4

Propagacao de Ondas Sonoras

4.1 Introducao

Podemos definir uma onda sonora como sendo o resultado de pequenas variacdes na pressio
e na densidade, em relagdo aos valores de equilibrio dessas grandezas, ou seja, a onda sonora
constitui uma perturbacao no gés.

A variacdo da pressdo Ap é da forma [23):

Ap = Aexp{i(R.7 — wt)}, (4.1)

onde A é uma amplitude complexa, w é a freqiiéncia circular da onda, K é o vetor propagagéo
da onda. Se tomarmos a dire¢cdo de K como sendo o eixo x, entdo K.7 = kz.

No estudo da propagacao de ondas sonoras, devemos antes de mais nada, decidir em qual
problema estamos interessados: (1) “O problema de fonte” (2) “O problema de valor inicial”.
Para o caso (1) a perturbacdo é mantida pela agao continua de uma fonte de freqiiéncia constante
w. Nesse caso, a magnitude do vetor propagacgao deve ser complexa, de modo que em um ponto
muito afastado da fonte ndo haja perturbagées , isto é,

27

K= T + 10, (42)

onde )\ é o comprimento de onda e a é o reciproco do comprimento de absorgdo (distdncia na
qual a amplitude decresce de e~!). A velocidade de fase da onda é:

-1
v = %w = [Re(g)] : (4.3)
Em geral, a velocidade de fase e o comprimento de absor¢do sdo fungdes da freqiiéncia w.

No caso (2) a perturbacdo do géds ndo é mantida constante, mas evolui a partir de algum
valor inicial, entdo k = 27/, onde A é o comprimento de onda da perturbagao inicial, e neste
caso k é real. A freqiiéncia w deve agora ser complexa de modo que nao haja mais perturbagao
ap6s um tempo suficientemente longo. Assim,
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, 1
w=w ——
¢’
' A e e , . .
onde w' é uma freqiiéncia inicial e ¢’ é o tempo de relaxagso (tempo no qual a amplitude decresce

de e7!). A velocidade de fase da onda é agora dada por:

(4.4)

A, w
v =ow' = Re(;). (4.5)

Assim, a escolha de k ou w real em Ap vai depender do tipo de problema em que estamos
interessados; um problema de fonte ou de um problema de valor inicial. Qualquer que seja a
escolha, o resultado da andlise serd sempre uma relagio de dispersio:

F(w,k) =0, (4.6)

que nos fornece a relaco entre w e k. Para o problema de fonte resolvemos xk como uma funcéo
de w real, enquanto que para o problema de valor inicial, resolvemos w como uma fungio de &
real. A relacao de dispersdo, contudo, é sempre a mesma.

A primeira teoria de propagacao do som em gases é devida a Newton, publicada em 1687
nos seus “Principia”. Ele usou um modelo andlogo ao das oscilagbes numa série de molas
acopladas e cometeu o erro em assumir que as compressoes e rarefagoes seriam isotérmicas.
O valor experimental constatado na época era de aproximadamente 1,186 vezes maior do que
o valor previsto pela sua teoria. Newton justificou a discrepancia entre esses valores dizendo
que 1/9 do espago seria ocupado por “particulas sélidas” de ar, através das quais o som se
transmitiria instantaneamente.

A explicagdo correta s6 foi obtida por Laplace em 1816. Segundo ele, as expansoes e
compressoes de uma onda sonora sao tao répidas que nao hd tempo para que a temperatura
se uniformize: ndo chega a haver trocas de calor, ou seja, o processo é adiabético. Mais tarde,
Stokes e Kirchhoff fundamentaram de maneira mais rigorosa os resultados de Laplace.

Ao longo deste capitulo analisaremos o problema de uma onda que se propaga através de
um fluido relativistico viscoso e condutor de calor que, na frente da onda, estd em repouso.
Estaremos interessados somente no problema de fonte, para o qual, como discutimos acima, a
magnitude do vetor de propagacdo deve ser complexa, isto é,

K= -2-;1 +ia. (4.7)

Neste caso, a velocidade de fase e a atenuacdo sdo dadas respectivamente por:

w

vf = m e a = Im{x}. (4.8)
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Inicialmente, estudaremos a propagacio de ondas sonoras para o caso de cinco campos;
primeiro, considerando as equagoes de Navier-Stokes e Fourier e, depois, as equacoes de Burnett

linearizadas. A seguir, consideraremos o caso da propagacio de ondas para um sistema. que
consiste de quatorze campos.

4.2 Ondas Harmonicas Planas - Cinco Campos

Estudaremos, ao longo desta se¢do, a propagacio de ondas sonoras para o caso de cinco
campos, a saber, a densidade do nimero de particulas n, a temperatura T e a quadrivelocidade
U*. Inicialmente, consideraremos as equagbes de Navier-Stokes e Fourier e, logo a seguir,
desenvolveremos o mesmo raciocinio, aplicando as equacdes de Burnett que foram estudadas
no capitulo 2. Aqui, no entanto, consideraremos somente os termos lineares dessas equagdes.

Segundo [7] e [34], temos para esses campos as seguintes solucdes de ondas harmonicas

planas:
n = ng + fexpli(kz — wt)), (4.9)
T =Ty + T expli(kz — wt)], (4.10)
UP = (c, v expli(kz — wt))), (4.11)

onde as amplitudes #, T e ¥ sdo consideradas pequenas de tal forma que o produto entre
elas sera desprezado por nés. Ressaltamos também que nestas solugdes ng e Tp s@o os valores
em equilibrio para a densidade do nimero de particulas e para a temperatura e os termos
envolvendo as exponenciais sdo as perturbagdes. Vemos assim que, no equilibrio, n = ng e
T ="1T,.

Comecemos analisando a propagac¢ao de ondas sonoras, levando-se em conta, primeiramente,
as equacoes de Navier-Stokes e Fourier. Vimos no capitulo 2 que, para um fluido relativistico
viscoso e condutor de calor, valem a equagdes (2.38), (2.39) e (2.40), isto é,

T
w = -V, U¥, p(;w) = 2M0V<“U”), =N (V“T - EV"P) , (4.12)

que correspondem as equagdes de Navier-Stokes e Fourier.

As equagcdes de campo que deveremos utilizar ja foram deduzidas no capitulo 1 e sdo dadas
por (1.76), (1.79) e (1.80), que sdo as equagdes de balanco correspondentes para a densidade do
nimero de particulas, para a energia e também para o momento linear. Assim, considerando

somente os termos lineares dessas equagdes, temos:
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Dn+nV*U, =0, (4.13)

nDe + pV*U, + V¢ =0, (4.14)

Z—fDUﬂ - V¥ +w)+ V,p" + El,quﬂ =0. (4.15)
Substituindo-se agora as solugdes para as ondas harménicas planas (4.9), (4.10) e (4.11)
e as equagbes de Navier-Stokes e Fourier (4.12) nas equagdes de balanco linearizadas (4.13) a
(4.15) e ainda levando-se em conta que o operador derivada temporal convectiva e o gradiente
correspondem, respectivamente, as derivadas temporal e espacial ordinarias,
D= %, VH = (g‘“’ - %U“U”)a,, - (0”3%) e V,= (o, %), (4.16)
de acordo com as definigdes (1.65) e (1.66), obtemos o seguinte conjunto de equacdes para as
amplitudes 7, 3y, o, e T :

wh — okt = 0, (4.17)
kT? _
—ido—2 k27 — nokTok) + [nocgw + i)\on2ﬁ]T = 0. (4.18)
’I’Loho ho
,)\0 kT02 _ noho . 4 2| _ _)\0 €9 -
[ — kTyk + ngnw]n + [?—w + z(no + gﬂo)ﬂ ]v” — [nokn + zC—Qh—owm}T =0. (4.19)
h
(-"ET% + iuonz) 7, =0, (4.20)

onde introduzimos as seguintes notagdes: 7 = ¥ -, ¥, = (@ x ¥), que se referem, respecti-
vamente, & parte longitudinal e & parte transversal da amplitude da velocidade e 7 é o vetor
unitério na direcdo de propagacdo. Na se¢do (E.1) do apéndice E, mostramos, passo a passo,
como obtivemos esse sistema de equacoes.

Uma solugo néo trivial da equacgdo (4.20) é dada por:

Moo ) — gk, (4.21)

2
que representa a relacio de dispersdo de uma onda transversal de cisalhamento. Como para
um valor real do vetor de propagacio K a freqiiéncia circular w é puramente imagindria, essa
equacdo nos indica que a onda transversal de cisalhamento nio se propaga.
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Para o caso das ondas longitudinais, que correspondem as equagdes (4.17), (4.18) e (4.19),
teremos solugdo somente se o determinante dos coeficientes for igual a zero, isto é:

[ 1 —& 0
Ao _To . 2 .
—-5ETy (1 - z;&ﬁ;w) b+ z(no + guo),;—w -5 z%&#(%ﬂ - 1) =0, (422
.y kTZ k2 0 .\ k2 1
L —Z/\oﬁ% —kTof 'cic"' +Z/\0%,£l%m

e tal solugdo nos fornecerd a relacdo de dispersdo para as ondas longitudinais. Como j3
possuimos as expressoes para os coeficientes de transporte 7g, Ao € uo, tanto no limite nio-
relativistico como no ultra-relativistico, conforme expressées que podem ser encontradas na
secdo (2.7) do capitulo 2, vamos analisar as solucdes para esse determinante nestes dois limites
em particular.

Mas, vejamos, primeiramente, o caso nao-relativistico, onde por caso nao-relativistico
queremos dizer que somente consideraremos, para os coeficientes de transporte, as seguintes
expressoes:

15 k 5 /mkT,
no—0,. A= ——pg e MOZ—( 0),
327

4.2
e (4.23)
que correspondem, respectivamente, ao primeiro termo das expansdes (2.54), (2.82) e (2.109),

™

isto é, sem as correcoes relativisticas. Com essas consideragdes, podemos expressar o determi-
nante (4.22) da seguinte forma:

1 -T 0
-ir 1+42 I | =0, (4.24)
3 3 -15 I'2
0 —gr‘ 3 +'L"4——R-

onde introduzimos as seguintes quantidades adimensionais:

2
=2y e R=I2% (4.25)
w How

sendo R o nimero de Reynolds. O vy, que aparece em I' e R, corresponde a velocidade adiabatica
do som, que, no caso nao-relativistico, é definida por:

5 kTo\ /2
(2 ) 4.26
vo (3 m ) ( )

A deducao desta expressdo encontra-se na se¢ao (E.1) do apéndice E.
Resolvendo o determinante (4.24) algebricamente, encontraremos uma relagao de dispersao
para as ondas longitudinais em termos de I' e R que é de quarta ordem em I'. Portanto, ela
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nos fornece quatro solugdes, a saber, duas positivas e duas negativas, que representam ondas
que se propagam segundo valores positivos de z e segundo valores negativos de z. Nestas
solugbes tem-se uma parte real, que vai estar relacionada com a velocidade de fase da onda e
outra imagindria, relacionada com a atenuagio dessa onda. Assim, para o caso nio-relativistico
obtemos a seguinte equacio de dispersdo a partir do determinante (4.24):

I —g%—l—?f)—%]+l“2[—l+-26—3—}%]+1=0, (4.27)
que corresponde a expressao dada por Greenspan [32]. Portanto, verificamos que no caso nao-
relativistico, o determinante (4.22) chega na relagio de dispersao conhecida na literatura.

Como ja dissemos acima, essa equagao nos fornece duas solugdes positivas. Destas, vamos
somente considerar uma delas que é a que apresenta a menor atenuagdo, a outra, nio é de
interesse pratico. No gréfico correspondente a figura 4.1, mostramos o comportamento dessa
solucdo, no caso analisamos a evolucdo das grandezas vo/vs e o/B. Para compreender melhor
essa notacao, lembremos que a relagdo de dispersao nos fornece I' que é do tipoI' = a + bi e
que, utilizando a definicdo de que Re{x} = w/vy, vista na introdugdo, temos:

Re{l'} = Re{?:u—ofs} = ZJ—ORe{n} = Z—:, (4.28)

para a parte real desta solugdo, onde vy é a velocidade de fase da onda; para a parte imaginéria
temos:

(4] Vo Vo [0}

Im{T}=Im{—k} = —Im{k} = —a=—,

(T} = Im{2} = Lrm{x} = o= 2

onde consideramos a notagdo 8 = w/v,. Assim, analisando o gréfico correspondente a figura 4.1,

(4.29)

verificamos que, no limite, quando o niimero de Reynolds tende a valores grandes, a velocidade
de fase tende para a velocidade adiabatica do som, e que, para valores de R tendendo para zero,
a velocidade tende para o infinito. Esse resultado é conhecido na literatura como o paradoxo da
condugéao do calor, pois prevé que as perturbacoes na temperatura se propagam com velocidade
infinita. Essa contradicdo pode ser resolvida quando se aumenta o nimero de campos, assim

como faremos na préxima secao.
Vejamos, agora, o caso ultra-relativistico. Para tanto, devemos adimensionalizar o deter-
minante (4.22), considerando as seguintes expressoes limites para os coeficientes de transporte:
5 c? 3 kT

no — 0, Ao = 3 T Ho; Ho =z,

que sdo os primeiros termos das expansdes (2.56), (2.83) e (2.110) respectivamente, isto é, sem

(4.30)

as correcdes relativisticas, quando se considera ( < 1. Verificamos também que ey = 3kT,
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Figura 4.1: Gréfico da velocidade de fase e da atenuagdo para o caso nao-relativistico - solu¢ao
de menor atenuagcao.

ho = 4kT e & = 3k, conforme (E.33). Assim, o determinante (4.22), para o caso ultra-

v

relativistico e adimensionalizado, fica da seguinte forma:

1 —V/3T 0
—\/51“(1 - i%%) 4+i4Z —/Br-i3v3L| =0, (4.31)
~i3L —/3T 3+ 8L

onde " = kvo/w e r = p/(uow) é uma quantidade adimensional. No caso ultra-relativistico a ve-
locidade adiabética do som corresponde a vy = ¢/+/3, onde c é a velocidade da luz. Verificamos,
neste caso, que a relacdo de dispersdo encontrada é:

F4[§:—2+§ﬂ +r2[1— %%] —1=0, (4.32)
e na figura 4.2 mostramos o grafico correspondente a solugdo de menor atenuagdo. Constatamos
dessa maneira que as ondas sonoras, para o caso ultra-relativistico e considerando as equagoes
de Navier-Stokes e Fourier possuem dispersao e sao atenuadas.

A seguir vamos adimensionalisar o determinante (4.22) da seguinte maneira:
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Figura 4.2: Gréfico da velocidade de fase e da atenuagdo para o caso ultra-relativistico - solugao
de menor atenuagao.

1 IV 0 ]
i /2 . Y4 / TV
—%F’(l—%%wh) G+Z(£%+§)¥%,%’r§«42 —F'+z%G<7/2A1(-<lc- —1) =0, (4.33)
. 2 ¢7/2 0 .3 TV 9/2
| RREA -tr 2+ RS (1- &)

onde agora consideramos:

5kT\/? nmu? 5 (mkT\Y?
w=(3m) > B=Tt me=go(T) (4.34)

as quais s3o as expressoes nao-relativisticas para a velocidade adiabatica do som e para a

viscosidade cisalhante. Neste caso utilizaremos as expressoes relativisticas completas para os
coeficientes de transporte, isto é, para 7y, Ao € o, dadas respectivamente por (2.41), (2.42)
e (2.43). O mesmo consideraremos para as demais grandezas termodindmicas, como ep, ho €
2, conforme (E.31). Procedemos dessa maneira a fim de podermos verificar o comportamento
para a solucdo de menor atenuagdo, a qual surge quando resolvemos o determinante (4.33),
para vérios valores do pardmetro ¢. Neste caso, definimos ainda:

K g (5G )1/ 2K

M= —v,—=(—) —uvs, (4.35)
w g 3y w
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onde utilizamos a expressio relativistica para a velocidade adiab4tica do som, a saber:

v, = (Mc—z) 7 (4.36)

h,ocg
No apéndice E.1 mostramos que v é um caso particular de v; quando consideramos ¢> 1.
Notemos que o nimero de Reynolds estd expresso somente em termos das grandezas nao-

relativisticas. Para simplificar o nosso determinante consideramos ainda as quantidades A; e
A, definidas por:

4 = F(QC+56 - 6% 4 - Ks(()?
G +2K20) +5CKs2Q)] 777 [+ 15¢) Kal(2() + (3¢ + BRSO
4.37)

No gréfico mostrado na figura 4.3, analisamos o comportamento para a velocidade de fase

Figura 4.3: Gréfico da velocidade de fase e da atenuacdo para alguns valores do pardmetro ¢ -
caso nao-relativistico.

e atenuacdo dessa solucdo, considerando trés valores para o pardmetro ¢. Verificamos que, a
medida que o valor do parametro ¢ aumenta, a solugio tende para a solucdo encontrada no caso
nao-relativistico, de acordo com a figura 4.1, e que corresponde & linha cheia ou ¢ = 100. Esse
comportamento ja era esperado, pois sabemos que, 4 medida que ¢ diminui, tendemos para o
regime relativistico e, desta forma, a velocidade de fase tende mais rapidamente ao limite vy,
ou seja, a solugdo torna-se mais atenuada.

Adimensionalizando agora, o determinante (4.22) como segue:
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[ 1 —+/3I" 0 ]
3 (1 =82 CG +i5m(nt + Lur )| 2 V3D 4 308y« (1
3 1(G 1T My + 3o )7 — 3 + ZT7)\0 (ZE - 1) =0, (438)

o T2 A 0 ; 2\,
-5 -7 —/3I" S 4 5w (1 - -(15)

onde fizemos agora as seguintes consideracdes:

c Kk ((G\/2 P 3 kT
v = —=, 1"'=__ s(__) , -_— = =
T3 e 3y " prw’ HR= 51 oc (439)

Para vy utilizamos a forma ultra-relativistica que vem da expressdo de v; dada em (4.34) e
no nimero de Reynolds consideramos o primeiro termo da expansao da viscosidade cisalhante
(2.56) para o caso ¢ < 1. E ainda, n§ = co/(kT)no, Ay = 0/(ck) Ao € uy = co/(kT) uo.

Figura 4.4: Gréafico da velocidade de fase e atenuacdo para alguns valores do paradmetro ¢ - caso
ultra-relativistico.

Novamente somente consideramos a solu¢ao que apresenta a menor atenuagao, como pode-
mos verificar na figura 4.4, onde analisamos a velocidade de fase e a atenuacéo para trés valores
distintos do parametro (. Verificamos que & medida que diminuimos os valor de { nos aproxi-
mamos rapidamente da solugdo ultra-relativistica, a qual esta representada pela linha cheia.

Em um trabalho recente, Boillat e Ruggeri [33] mostraram que quando se aumenta infini-
tamente o nimero de momentos, a velocidade de propagacao maxima no equilibrio, das ondas
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sonoras, tende para valores cada vez mais préximos da velocidade da luz. No caso, eles utilizam
um sistema de momentos associados com a equacio relativistica de Boltzmann.

Vejamos, agora, o estudo das ondas sonoras, considerando as equagdes de Burnett rela-
tivisticas linearizadas; isto é, das equagdes de Burnett completas (2.45), (2.48) e (2.50) levare-
mos em conta apenas os seguintes termos:

@@ = —nV,U* + mV,V'T — p,V,V*p (4.40)

T
q®# = Xo(VAT — —Vip) + MWVHV,UT = WV, V<IU, (4.41)
pAHE> = 2 VHEU™> + iy VHEV>T — 1 VHV*p, (4.42)

que sdo chamados termos lineares das equagdes de Burnett relativisticas, pois ndo aparecem
produtos de dois gradientes das grandezas termodinamicas; isto é, nao incluimos, por exemplo,
produtos do tipo V,pV*T.

Substituindo as equacdes de Burnett acima e as relagoes para n, T e U* definidas por
(4.9), (4.10) e (4.11) nas equagdes de campo (4.13), (4.14) e (4.15), assim como fizemos para as
equagoes de Navier-Stokes e Fourier, obteremos um sistema de equacées, para as amplitudes 7,
7 e T, que podem ser escritas da seguinte forma:

wh — nokd = 0, (4.43)

2 YL noh 4
- 2 L2y, — 20 0 7 00 ; =
[ kTOrz(l + KM + 3I€ Lo ZCZ n0h0w>]n+ [ 2 w+z(no+ 3ﬂo>fi

wk? 2 2 2
+C_2 (/\1 - —)\2)]5 + [ - noh‘,k + /937]1 - Ksnoknz + —Klaﬂl - —u2n0k1~c3

3 3 3
Ao (KT )] =
+1 2 wn( P 1)|[T =0, (4.44)
T? 2 _
—z')\oﬁ—ofczﬁ + [-— nokTok — </\1 — —A2> n3]2’) + [nowcg + z'/\of-:Q—c1 T=0, (4.45)
noho 3 ho

onde somente estamos considerando a componente longitudinal para essas ondas. Na secdo
(E.1), do apéndice E, mostramos, em detalhes, como obtivemos esse sistema de equagdes e,
também, definimos todos os coeficientes que nela aparecem. Novamente, inicialmente vamos
nos ater aos casos nao-relativistico e ao ultra-relativistico desse sistema. Observamos que, a
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solucdo desse sistema vai nos fornecer uma equacio de dispersdo longitudinal de sexta ordem.
Isso significa que temos seis solugbes para esse caso. Destas solucdes, trés sdo positivas e trés
negativas. Consideraremos somente as solugdes positivas, sendo que, destas, duas nio sio de
interesse pratico, pois apresentam uma forte atenuagdo. Vamos analisar, separadamente, os
casos nao-relativistico e ultra-relativistico para a tinica solu¢do de interesse.

O sistema acima, compreendido pelas equagdes (4.43),(4.44) e (4.45) somente tera solugdo
se o determinante dos coeficientes para as amplitudes for igual a zero. Assim, para o caso
nao-relativistico ou ¢ > 1, obtemos o seguinte resultado:

r 1 T 0 ]
~r(1+25) 14k r+2E | =0, (4.46)
713 3 152
! 0 —sI -4 3+HiTE

Novamente, temos que I' e R sdo definidos por (4.25) e vp por (4.26), onde utilizamos as
seguintes expressoes para os coeficientes de transporte que aparecem nas equagdes de Burnett:

50 \ 15 k _ 5 (mlcT)l/2
To ) 0= 4 muo, Ho = —320 pn )
15 pf py
A =3
U — 01 1= 4 nm H1 an7
lio Hg
=90 4.47
n2 — 0, Ag = vt B 2 kT (4.47)

que sdo os primeiros termos dos limites nao-relativisticos para estes coeficientes e que estdo
todos definidos na segdo (2.7). Desta forma, resolvendo esse determinante, obtemos a seguinte
solucao:
R S F I

que estsd de acordo com o resultado obtido por Greenspan [32]. No grafico da figura 4.5
mostramos o comportamento da solugdo de menor atenuagdo desta relagdo de dispersdo, para
a velocidade de fase e para a sua atenuagdo. Vemos que, se compararmos com o grafico da
figura 4.1, que corresponde ao caso nao-relativistico para Navier-Stokes e Fourier, elas diferem
ligeiramente.

Observando o gréfico representado na figura 4.5, chegamos as seguintes conclusoes a respeito
da velocidade de fase para a solugdo de menor atenuagdo: quando R — 0 ou w — oo, temos
que:
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Figura 4.5: Gréfico da velocidade de fase e atenuacgdo para a solugido de menor atenuagio - caso

nio-relativistico

(@) —0
Vy/1

e quando R — oo ou w — 0 temos

(E) —1 =
’Uf 1

(4.49)

(4.50)

conclusoes, essas, andlogas para o caso em que consideramos somente as equacoes de Navier-

Stokes e Fourier.

Para o caso ultra-relativistico teremos um determinante para os coeficientes para as ampli-

tudes da seguinte forma:

[ 1 —V3r 0
~var(1+35 - 51) 444 -35 —VAr+ Va5 - 3VEE
| i ~Var+ 325 3+i%%

=0. (4.51)

Para chegarmos nesse determinante consideramos para os coeficientes de transporte que nele

aparecem como sendo dados por:

_ 5 poc®

Hoc” _ 3T
T3 T,

A =
no — 0, 0 0= g
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5 p2c?
=0, A\—0 =0
m 1T S LR
_ 5 pe? T picd
6nokTy’ 1?7 6n2keTR
que sdo os primeiros termos dos limites ultra-relativisticos para esses coeficientes e que estdo
todos definidos na secao (2.7).

n2 — 0, A2 (4.52)

O determinante (4.51) nos fornece a seguinte relacio de dispersdo de sexta ordem:

5i 5 28 i i 5
FS 1'\4 1'\2 —
[7?3 + ;z] + [ﬁ + 15;J ] [27; -z 12| -12=0 (4.53)

Verificamos assim, que as ondas sonoras, quando sio consideradas as equagdes relativisticas
de Burnett linearizadas, possuem dispersao e sao atenuadas. Na figura 4.6 mostramos o grafico
para a solucdo de menor atenuacao para essa relacao dispersao.

-

-~
~e—
S —
. . -~ -
-
. ——
——— - —

Figura 4.6: Grafico da velocidade de fase e atenuagdo para a solucdo de menor atenuagao - caso
ultra-relativistico.

4.3 Ondas Harmonicas Planas - Quatorze Campos

Na secio anterior, estudamos as ondas sonoras, para o caso de cinco campos, onde
consideramos, inicialmente, as equagdes de Navier-Stokes e Fourier e, depois, as equacoes
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de Burnett linearizadas. Vamos, agora, estudar a propagacio das ondas sonoras quando au-
mentamos o nimero desses campos para quatorze. Para tanto, vamos acrescentar mais onze
campos, que sao dados por @, ¢g* e p<¥*>. Analogamente & secdo anterior, vamos analisar o
comportamento da velocidade de fase e a atenuagio para a propagacdo de ondas sonoras con-
siderando quatorze campos. Neste caso, para simplificar o problema, vamos considerar somente
a propagacao das ondas em uma diregdo particular, a saber, a dire¢io do eixo z.

As ondas harménicas planas longitudinais, de pequena amplitude, sao definidas, para o
caso de quatorze campos, de tal modo que, fora do equilibrio, sdo dadas por:

n=ng+nexpli(kz —wt)], T =T+ T expli(kr — wt)), (4.54)
U* = (c, vexpli(kz — wt)],0,0), @ = Pexpli(kz — wt)], (4.55)
¢* = Qexpli(kzx — wt)],  p<*> = Rexpli(kx — wt)], (4.56)

onde @, T, 7, P, @ e R sdo as respectivas amplitudes.

As equagbes de campo para o conjunto das grandezas termodindmicas, descritas acima, sao
obtidas a partir das equacdes (1.76), (1.79), (1.80) do capitulo 1 e das equagdes (2.30), (2.31)
e (2.32) do capitulo 2, isto é,

Dn+nV'U, =0, (4.57)
nh <pv> 1 B
— DU* — V¥p — VFw + V,p + —chq =0, (4.58)
c
nDe + pV,U" + V,¢" =0, (4.59)

C 1 ¢ 5 vy L L vy, = 3
—2—2Dw + §(m2 + Cl)Dn - ETHC{DT - EiC;;V q + -6'71(171 + 501)V U, = _62 B,w, (460)

4 2
5C3Dg — 96- (m? — C1)V¥n + SnCIVAT — czvuw] - %n(m2 +5C,)DU*

T
—2C4 VoM = —Bygt, (4.61)
2
CaDp<™> +2C;,V<#¢"> + %n(mz — C)VSHU"> = Byp™#~. (4.62)
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onde consideramos apenas os termos lineares dessas equacdes de campo.

Agora vamos expressar este conjunto de seis equacdes em termos das amplitudes, obser-
vando que estamos considerando somente a propagagio dessas ondas ao longo da diregdo do
eixo z e, ainda, somente a componente z do fluxo de calor e a componente zz do deviante
do tensor pressdo. Inicialmente, substituimos nesse sistema as equagdes (4.54), (4.55) e (4.56)
e, a seguir, efetuamos todas as derivadas. O resultado serd um sistema de equacdes para as
amplitudes 7, 7, T, P, Q e R:

— Wi + Nk = 0, (4.63)
+kkTon — ngmGwT + knokT + kP — El-z-wQ +KkR=0, (4.64)
—nokTok + nocwT — kQ = 0, (4.65)
3 m+ CJon = 2 4 5C1)k0 — 5 na AT + 5CxoP + SCumQ +iBrP =0, (466)
ct ¢ ¢ , c? ct
_En(m — ) — _GS—KFonOC T — "o o(m? + 5C))wt + EnC’g
+(5C3w + iB3)Q + kCyR = 0. (4.67)
gcznofs(m2 -C)o+ %an() + (Cqw — iB3)R = 0. (4.68)

Essas expressdes encontram-se deduzidas detalhadamente na secdo (E.2) do apéndice E.
Vamos agora considerar o caso ndo-relativistico. Portanto, adimensionalizando o sistema

acima obtemos o seguinte resultado:

AT =0, (4.69)
- 5 — 1% ! D* 5 1 A% ! D*
I'a" ~ 360" + T'T" + I'P* = 22Q" + 'R =, (4.70)
. -
s - 2T +I'Q" =0, (4.71)

1 1 ! * Cdcl * C; 9 R Bl)"*___5_ I v AV
— 5 (14 CI) + gD (145G + 5 T (_2f+ 53 ams) P - TG =0, (472)
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1 CdC 1 25C .5 R B:
_I'\ll__c* +—(1 50*—* 1 1P * ( ~3 2)
gl ( e 18C( +5C}) : dCI‘T 6C02P 3 +1i V3 i o Q*
I‘\/
2. w405~ (Ci .3 _
Zra—ony - 3FQ-—(4 R'%)Rn=m (4.74)

9 ¢ 32 C3/2 1/2
onde R e I estdo definidos em (4.34) e (4.35), e para as amplitudes com asterisco, temos:

Q= 2, R == (4.75)
VoP

Observamos que novamente tivemos que utilizar a definicdo relativistica para a veloci-

_ n T* T _x v

n =— = — 7= — P*._
no’ T’ vo’

'UI"Ul
= |

dade de fase v;, assim como nos casos referentes a cinco campos. Os demais coeficientes com
asteriscos, sao definidos por:

Cc Cc 4

Bi =781, Bi=_—-By, By =B, (4.76)
onde By, B; e B; estdo definidos na secdo (C.5) do apéndice C. Temos também que:
* Cl * C2 * C3 B
Ci=—, Ci=—0C Ci=—, C;= 5 (4.77)

cujas expressoes completas podem ser encontradas na segdo (C.7) do apéndice C.

Na figura 4.7 mostramos o grafico correspondente & solucao de menor atenuacao, para o
determinante formado pelos coeficientes das amplitudes 7*, 7*, T*, P* ¢ Q*, R*. Analoga-
mente ao caso de cinco campos para Navier-Stokes e Fourier, a equagao de dispersao para esse
determinante serd de quarta ordem, e que para o caso nao-relativistico é dada por:

10r+ 1072 r

(K,’Uo) [1891 159 1 3] _ (fsvo) [147 1 288 1 21 10
5 13" 5 r2 T 3

w w

151 35: 401 10
TrRtaE 3 3 e

Essa relagdo de dispersdo foi obtida da mesma maneira como no caso correspondente a cinco
campos, e analogamente 7 = p/(wuo), salientado que neste caso a expressao utilizada para pg
estd dada por (4.23). Na figura 4.7 a solugdo de menor atenuagao estd representada pela linha
cheia.

Observemos nessa figura que a solugao parte de um valor finito, para R = 0, comportamento
que ndo existia no caso de cinco campos. Ressaltamos, também, que hé outra solugdo, a qual
designaremos por (vs/vf)so.2, cujo limite para Reynolds, tendendo para zero, é finito e que nao
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(Vs/Vl) sol.1

04 |

(GJB) sol.1

Figura 4.7: Gréfico da velocidade de fase e da atenuagdo para a solugdo 1 - caso cléssico

se encontra representada na figura 4.7, por ter uma forte atenuacdo. Os valores limites para a
(vs/vg) encontrados por nds, para essas duas solugdes , quando Reynolds tende para zero, s3o:

(”—) 0,57 — (”—f) 51,73 (4.79)

V5 / sol.1 Vo / sol.1

(”—) 51,11 — (”—f) 0,90 (4.80)
Vg / sol.2 Vo / sol.2

Esses valores, que correspondem ao caso nao-relativistico, estao em concordincia com os
resultados encontrados por Boillat [37] e por Seccia e Strumia [38], que foram obtidos através
das teorias fenomenolégicas. Observamos, também, que quando R — oo, obtemos vy — v;
para a solugdo 1 e vy — oo para a solugao 2.

No gréfico correspondente & figura 4.7, mostramos o comportamento para a (vs/vp)sor.1 €
para a sua atenuacgdo, considerando, além do valor correspondente a ¢ > 1, mais dois valores
para o parametro (. Notamos que, & medida que ( tende para valores muito elevados, as curvas
se aproximam da solucao nao-relativistica, que corresponde a linha cheia.

Vejamos agora o caso ultra-relativistico. Neste caso apds adimensionalizarmos o sistema

(4.63) & (4.68), chegamos ao seguinte resultado:

-a*+TI'5* =0, (4.81)
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— G—* Tk D A .
I'a* — %v +D'T* + TP — %Q* +T'R* =0, (4.82)

0
/ —* Co x / AY*
._1 *\ 5% 1 / *) =% Cdcl * 02 15R * 5 1w A
5 (14 CLA"+ 2T (1L + 5000 + AT - (24 —ab )P - TG =0, (484
1 L1 |, (dCy 1I' 5. (5C;  5RBj r_. -
__I\I-l_ *\=* | * * 1piqps _ =2 e 3 hlht’} o D*
311 CDA + (145070 + ¢ AP T - 2 03P (3 2+izs Cs)Q FCilr =0,
(4.85)
2 4C3 _, ~ C; R B3\ =
__Ivl_c*—*_____Sl*__(_i_-__S_) *
e e L (4.86)

onde, novamente consideramos (4.39) para I' e R. A relagdo de dispersao correspondente ao
caso ultra-relativistico para esse sistema é dada por:

()L L, AL (sl 161 81, 16
w ) 573 T2 Ty w/) 53 T2 T 157 125

1 44 ¢ 921 16 .
+—- + = 5y -+ '?75; + T2_5 =0, (4.87)

com r definido em (4.39). A solugao de menor atenuacdo para essa relagao de dispersao estd
representada pela linha cheia no grafico dado pela figura 4.8. Nesse grafico mostramos o com-
portamento para a velocidade de fase e para a sua atenuacdo, para mais dois valores para o
pardmetro (. Notamos também que & medida que diminuimos o valor para o parametro (, a
solugao se aproxima cada vez mais do valor ultra-relativistico, dado pela curva cheia.

Para o caso ultra-relativistico, obtivemos os seguintes resultados limites para a velocidade

de fase para as solucdes 1 e 2:

v C
=]  —0,999 = V5)sol.1—> 7= 4.88
(W)MI (v)sor— 7 (4.88)
(1’9) 0,746 — (1) sot2—4] =¢. (4.89)

Vs / sol.2 5

Esses resultados foram obtidos quando consideramos o valor 0, 01 para o pardmetro . Portanto,
esse é um forte indicativo que, para esse valor de ¢, estamos no limite ultra-relativistico. Esses
valores encontrados também estdo em concordancia com os resultados obtidos por Boillat [37]
e Seccia e Strumia [38].
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Figura 4.8: Grafico da velocidade de fase e da atenuagdo para a solucdo 1 - caso ul-
tra-relativistico.

4.4 Conclusao

O objetivo desse capitulo foi fazer uma aplicacao ao estudo da propagacio de ondas sonoras,
utilizando para tal fim alguns dos resultados obtidos nos capitulos que antecedem a esse.

Inicialmente consideramos a propagacao de ondas sonoras para o caso de cinco campos,
a saber, a densidade do numero de particulas n, a temperatura T e a quadrivelocidade U*.
Comegamos considerando as equacbes de Navier-Stokes e Fourier e, a seguir, desenvolvemos
o mesmo raciocinio, aplicando as equagoes relativisticas de Burnett linearizadas que foram
obtidas no capitulo 2. E, por iultimo, consideramos a propagacdo de ondas sonoras para o caso
de quatorze campos, isto é, além da densidade do nimero de particulas, da temperatura e da
quadrivelocidade, incluimos a pressdo dindmica w, o fluxo de calor ¢* e o deviante do tensor
pressdo p<t'>.

Para o estudo da propagacdo de ondas sonoras considerando cinco campos e utilizando
as equagdes de Navier-Stokes e Fourier, encontramos um sistema de equagdes em termos das
amplitudes e que para as ondas longitudinais deixamos na forma do determinante (4.22). A
solucdo desse determinante nos fornece uma relagao de dispersao de quarta ordem. Inicialmente
mostramos que as solucdes desse determinante no caso nao-relativistico e ultra-relativistico
concordam perfeitamente com resultados encontrados na literatura. Vimos que o caso nao-
relativistico desse determinante nos forneceu a relagido de dispersdo (4.27) que concorda com
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Greenspan. No gréfico da figura 4.1 mostramos a solu¢io de menor atenuacdo para esse caso.
Verificamos assim que quando o niimero de Reynolds tende para zero a velocidade de fase tende
ao infinito e quando o nimero de Reynolds tende ao infinito a velocidade de fase tende para a
velocidade adiabética do som. Esse resultado corresponde ao paradoxo da conducéo do calor, e
que pode ser resolvido quando se aumenta o nimero de campos do modelo. A seguir aplicamos
ao determinante (4.22) o caso ultra-relativistico no que resultou no determinante (4.31) e cujo
resultado foi a relacdo de dispersdo (4.32). Vimos assim que para o caso ultra-relativistico ha
dispersao e atenuacdo para as ondas sonoras. Na figura 4.2 mostramos a velocidade de fase e
a atenuacao para a solugdo de menor atenuacgio para esse caso.

Analisados esses dois casos extremos, aplicamos a seguir ao determinante (4.22) as ex-
pressOes completas para os coeficientes que aparecem nas equagdes de Navier-Stokes e Fourier,
assim como para as demais grandezas termodindmicas que nele aparecem. Consideramos no-
vamente dois casos, um considerando a forma nao relativistica para a velocidade adiabética do
som e para o nimero de Reynolds, e no outro caso considerando a forma ultra-relativistica para
essas duas quantidades. Os resultados estdo expressos pelos determinantes (4.33) e (4.38), e
pelos gréficos 4.3 e 4.4, como podemos verificar. No grafico da figura 4.3 constatamos que & me-
dida que aumentamos o pardmetro ¢ a solugdo tende para o caso nao-relativistico, representado
pela curva cheia. Analogamente verificamos na figura 4.4, somente que agora, & medida que
diminuimos o paramento (, a solu¢ao tende ao resultado limite, resultados esses que satisfazem
as nossas equagoes .

O préximo passo foi repetir o mesmo raciocinio acima, somente que agora considerando
as equagOes de Burnett linearizadas. Desta forma obtivemos o sistema de equagdes de campo
(4.43) até (4.45). Considerando o caso nao-relativistico desse sistema chegamos & equagao de
dispersdo (4.48) e que concorda com Greenspan [32]. Na figura 4.5 mostramos o grafico para
a solugdo de menor atenuacdo. Para o caso ultra-relativistico obtivemos a relacao de dispersao
(4.53). Portanto, novamente mostramos que nesse caso as ondas sonoras tém dispersdo e sao
atenuadas. Na figura 4.6 mostramos o comportamento da velocidade de fase e da atenuagéao
para a solugdo com a menor atenuagao.

Finalmente consideramos um sistema de equagdes correspondente a quatorze campos. O
sistema de equagdes geral encontrado para esse caso é dado por (4.63) até (4.68), como podemos
verificar. O sistema adimensional para o caso onde consideramos a expressao nao-relativistica
para a velocidade adiabética do som e para o nimero de Reynolds, mas levando em conta as
expressoes completas para as demais grandezas envolvidas, estd dada por (4.69) até (4.74) e
cujo resultado para a onda de menor atenuagio encontra-se exposto no grafico dado pela figura
4.7. Observamos agora que no limite quando o nimero de Reynolds tende a zero, as solugdes sao
finitas. No caso da solucdo mostrada no grafico 4.7 o valor limite corresponde a (vs/vy) = 0,57,
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que concorda com valores encontrados por Boillat, Strumia e Seccia, os quais utilizaram uma
teoria fenomenolégica. Adimensionalizando agora o sistema (4.63) até (4.68) para o caso ultra-
relativistico, obtemos o sistema (4.81) até (4.86), cuja solugdo de menor atenuacao para alguns
valores do pardmetro ¢ encontra-se no grafico dado pela figura 4.8. Novamente constatamos
que a solugdo ¢ limitada quando o nimero de Reynolds tende a zero e o valor encontrado por
nds, foi (vs/vy) = 0,999, que também concorda com Boillat, Strumia e Seccia.

Assim, verificamos que as expresses encontradas para os coeficientes de transporte no
capitulo 2, onde foi utilizado o modelo de Grad e a teoria cinética, quando aplicadas ao estudo
de ondas sonoras, fornecem resultados idénticos aos resultados encontrados por outros autores

e utilizando modelos diferentes.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Na introdugéo desta tese enumeramos uma série de nove objetivos, o quais deveriamos
cumprir. Portanto, neste capitulo final, denominado de consideracdes finais, vamos comentar
cada um daqueles objetivos e ainda ressaltar quais foram os resultados originais dessa tese.

O primeiro objetivo era determinar as equagdes de Burnett relativisticas segundo a teoria
cinética e utilizando o método de Grad. Como podemos verificar no capitulo 2, secio 2.6, estas
equagoes foram determinadas com sucesso e sdo dadas por (2.45), (2.48) e (2.50) e correspondem
respectivamente a equacao de Burnett relativistica para a pressdo dindmica, para o fluxo de
calor e para o deviante do tensor pressdo. Observamos que essas equagoes, expressas dessa
maneira e utilizando a teoria cinética e o método de Grad, ainda nio foram encontradas na
literatura, portanto consideramos a obtengao dessas equagoes como um resultado original dessa
tese. Salientamos, porém, que as equagoes de Burnett relativisticas ji haviam sido obtidas
por Anderson e Payne Jr. [26], através do método BGK, que como sabemos é um método
aproximado de resolver a equagao de Boltzmann.

O segundo objetivo era determinar as expressoes algébricas para todos os coeficientes de
transporte presentes nas equagOes de Burnett relativisticas. Na se¢do 2.7 explicitamos todos
esses coeficientes, em numero de 25, que aparecem nessas equagdes. Observamos que esse
resultado também é um resultado inédito desta tese. A seguir encontramos as expressoes
algébricas para os limites ndo-relativistico e ultra-relativistico de todos esses coeficientes e
constatamos que, a partir das expressoes obtidas para o limite nao-relativistico, obtivemos, na
secao 2.8, as equagdes de Burnett, assim como dadas por Wang Chang e Uhlenbeck [22].

A seguir, no capitulo 3, determinamos novamente as equagoes de Burnett relativisticas, so-
mente que agora utilizando o modelo proposto por Anderson e Witting. Esse era o nosso quinto
objetivo e julgamos atingido, como podemos verificar pelas equagées (3.53), (3.54) e (3.55). A
seguir, da mesma maneira como fizemos no capitulo 2, explicitamos todos os coeficientes de
transporte que aparecem nessas equagoes.

O nosso sexto objetivo era comparar, numericamente, os coeficientes de transporte en-
contrados através da resolucdo da equagado de Boltzmann exata, empregando a teoria cinética
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e o método de Grad, com aqueles obtidos através do modelo de Anderson e Witting. Dessa
comparagdo obtivemos 25 graficos que se encontram expostos na se¢do 3.5. A partir dessa com-
paragéo, verificamos que as solugdes se ajustam perfeitamente no caso ultra-relativistico, mas
diferem em menor ou maior grau nas regides correspondentes ao caso nio-relativistico. Desta
maneira, concluimos que, empregando o método de Grad para resolver a equacéo de Boltzmann
completa, os resultados sdo melhores que os obtidos por Anderson e Witting. Outro resultado
importante que pudemos constatar é o fato dos coeficientes 7;, 74, 76 € 77 serem de ordem supe-
rior ao coeficiente de viscosidade volumétrica 7. Esse ndo é um resultado inédito, pois Kremer
e Miiller [21] j& haviam previsto esse resultado empregando as teorias fenomenolégicas. Para os
coeficientes do fluxo de calor verificamos que os coeficientes de transporte sdo da mesma ordem
que a condutividade térmica. Para os coeficientes do deviante do tensor pressdo, observamos
que os coeficientes ug, u7, g € pg apresentam valores superiores ao coeficiente de viscosidade
cisalhante na regido ultra-relativistica e sdo ligeiramente inferiores na regido nao-relativistica.
A comparagao desses 1ltimos resultados também é um resultado inédito obtido por nés.

Os dois dltimos objetivos dessa tese eram estudar a propagacdo de ondas sonoras empre-
gando cinco campos, inicialmente utilizando as equagdes de Navier-Stokes e Fourier e depois
as equacgoes de Burnett linearizadas e também estudar a propagacao de ondas sonoras em-
pregando quatorze campos e analisar os limites ndo-relativistico e ultra-relativistico para cada
caso. Esses resultados encontram-se expostos ao longo do capitulo 4. Como um dos resultados
inéditos destes dois ultimos objetivos foi o fato de mostrarmos que as ondas sonoras, quando
se consideram, quer sejam as equagoes de Navier-Stokes e Fourier, ou as equagdes de Burnett
linearizadas, no caso ultra-relativistico, possuem dispersdo e sao ondas atenuadas, conforme
as relagdes de dispersao (4.32) e (4.53) e cujas solugdes encontram-se representadas, repectiva-
mente, nas figuras 4.2 e 4.6. Os resultados encontrados para o caso néo-relativistico tinham
sido obtidos anteriormente por Greenspan [32]. Além desses resultados, mostramos grafica-
mente os comportamentos para as solucbes que possuem a menor atenuacdo para 0s casos
nao-relativistico e ultra-relativistico, para as equagtes de Navier-Stokes e Fourier e Burnett
linearizadas, conforme figuras 4.3 e 4.4. Esses graficos foram obtidos considerando-se as ex-
pressoes relativisticas completas para os coeficientes de transporte, e mostram o comportamento
da solugdo que possue a menor atenuagio para alguns valores do pardmetro ¢ = mc?/kT.

Finalmente, estudamos a propagacdo de ondas sonoras, considerando quatorze campos.
Analogamente ao caso de cinco campos, encontramos as relacoes de dispersido para o caso nao-
relativistico (4.78) e para o caso ultra-relativistico (4.87). A relagdo de dispersao para o caso
ultra-relativistico também é um resultado inédito. Nas figuras 4.7 e 4.8, mostramos as solugdes
de menor atenuacio para essas relagdes de dispersdo assim como as solucdes para outros valores
para o parametro (. Verificamos, através desses graficos, tanto no caso nao-relativistico, como
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no caso ultra-relativistico, que, no limite para o nimero de Reynolds tendendo a zero, as
solugdes limites coincidem com os valores encontrados por Boillat [37] e Seccia e Strumia [38],
os quais utilizam teorias fenomenolégicas.

Desta forma concluimos esse capitulo, onde mostramos que os objetivos iniciais, enumerados
na introducao, foram atingidos com sucesso, e ainda quais foram os resultados inéditos obtidos
por nds. Muitos dos resultados intermedidrios, assim como os expostos no primeiro capitulo e
nos apéndices, sao resultados j4 amplamente conhecidos e cujas fontes de referéncia utilizadas
por noés encontram-se devidamente assinaladas nas varias partes do texto e enumeradas na
bibliografia que se encontra nas paginas finais.
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Apéndice A

Deducoes Relativas ao Capitulo 1

A.1 Expressao para a Velocidade Relativa v

A expressao para a velocidade relativa entre duas particulas de mesma massa m e veloci-
dades ¥ e 77 pode ser obtida da seguinte maneira: substituindo-se no produto dos quadrimo-
menta

Pp1, = p°pl — 7 - p1, (A1)

as expressoes de p® e P para as duas particulas dadas por:

ST R B N SV
V1-3 1-% 1-3
e considerando-se um sistema de referéncia em que uma das particulas estd em repouso, isto é,
v = 0, temos:
m2c?

oy = —, (A.3)

2
v,
1- %

onde v, € 0 médulo da velocidade relativa, isto é, a velocidade da particula denotada pelo
indice 1 no sistema de referéncia em que a particula sem indice estd em repouso. De acordo
com (A.3), a expressao para a velocidade relativa é:

l mict
VUrel = C 1- W (A4)

Se considerarmos agora um referencial qualquer, podemos expressar p*p;, como:

2 2_ 2 —0.—0 — —
— m?c® — m2(U vlr) _ (1 _v ﬂ)pop?, (A.5)
_% 1_'_’_JL cC C
C C

onde empregamos as relagdes (A.2).
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Como o produto pp;, é um invariante escalar, isto é, ele é independente do referencial
adotado, podemos substituir (A.5) na expressdo (A.4), de onde obtemos, apés um pouco de
lgebra,

Vra = T _L\/ 7— )2 z';’x )2, (A.6)

que € a expressao para a velocidade relativa em termos das velocidades ¥ e ;. Para chegarmos
a expressdo (A.6) fizemos uso da seguinte identidade vetorial:

(Tx ) (Txt)=(7-9)(th-11) — (7T- %) (A.7)

A.2 A Taxa de Variacao Temporal AN/At

Vamos mostrar que o lado direito da equagdo (1.21) é um invariante escalar. Consideremos
inicialmente o termo:

of | ;0f
[Bt +v axi]' (A.8)
Como v* = cp*/p® e p° = ymec, este termo pode ser escrito da seguinte forma:
of  cpof] _cy ,0f
7[& + p° 8le - oz+’ (4-9)

Como f é um invariante escalar e 0f/0z* é um quadrivetor, o produto escalar entre dois
quadrivetores é um invariante escalar.

Verifiquemos agora que y0(fF*)/0p' é da mesma forma um invariante escalar. Para tanto,
devemos utilizar a for¢a de Minkowski K¥#, definida da seguinte forma:

K*p, = K’y — K- 5= 0. (A.10)
Fazendo a substituigao:
F= ?ﬁ, (A.11)

onde p° é uma varidvel independente e m é a massa de repouso de uma particula do gés,

chegamos ao seguinte resultado:

, (A.12)

afKt mc[BfICO (fIC)] mcafIC”_afIC“
opt ap° T opr T opr

que é um invariante escalar. Desta forma a equagdo (1.20) fica:
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AN _cr,0f | ofKe
At p° e Op*
que também é um invariante escalar.

d*zd*p. (A.13)

A.3 A Equacao de Transporte

Multiplicando a equagao (1.34) por uma fungéo arbitraria ¥ (p”) e integrando-a em d®p/p°,
obtemos: of dop Py dp
w2 = Fo i -
[6r 5 =5 vhr -hnFoa SR 22 (A14)
Como somente f é uma funcdo das coordenadas espago-temporais, podemos trocar as
operagoes da derivada e da integral no primeiro membro desta equagdo, a qual toma a seguinte

forma:

of d3p d3p
[o7 g m =0 [ i 2. (A.15)
Para o primeiro termo do segundo membro, observamos que podemos trocar a posi¢ao das
plicas, isto é,

d d d3 3/
[firFoaa=Rl ~ [yhFoar R ‘;0 (A.16)

Podemos justificar este procedimento observando que todas as grandezas envolvidas sao fungoes

do quadrimomento p* e que é possivel obter uma relacio entre os momentos das particulas antes
e apdés uma colisdo. De acordo com a igualdade (1.29) este termo pode ainda ser escrito da

seguinte maneira:

d®p ddp

[wsifFoda=g —f [vhfFeda=g =2, (A.17)

Com estas consideragoes, o lado d1re1to da equacgdo (A.14) fica:

dpldp

[wAis = 1) F o do =2 ”1 d3” = [W ~w)hiFoda=F (A.18)

Se agora mudarmos o papel das partlculas que cohdem, isto é, trocando-se (p", ') por (o4, p¥)

obtemos:

[ ~05sFeaSB L2 < [~ ) psFoanlh i (A19)

Desta forma temos para a equagao (A.18) o seguinte resultado:

118



d3

[uisir =nn Foan TR IS [ vt -y - winsrosn R l?

(A.20)

Fazendo agora a mudanga (p*, pf) por (p™*, p}) a equagdo (A.20) pode também ser escrita como:

[vsir =59y Poda B CE =2 [ = (i~ ) PoatB 2 (s

Substituindo-se os resultados encontrados para o primeiro termo e para o segundo termo na
equacdo (A.14), ficamos com a seguinte equagio:

d3 3
oufwrr 1 =g [wrn—v -l - i) Foa TRIE ()

que € a equacdo de transporte (1.36).

A.4 Determinacao das Constantes a e b,

Vamos nesta secdo determinar as constantes a e b,. Para tal fim utilizaremos a definigéo
do quadrifluxo de particulas (1.39), isto é,

& &
Nt =¢ / P fp—f =c / 7 f<°>—po—p. (A.23)

Consideremos a seguinte defini¢io:

d®p
2= [ep(-ba =7 [ 105, (A.24)
que é um invariante escalar, pois d°p/p° e b,‘p“ sdo invariantes escalares. Podemos ainda
escrever:
0Z
Nt = —cqg—r A.25
oz (A.25)
pois
07 d3p
= [ p* —b,p")—. A.26
o, /p exp( p)po (A.26)

A grande vantagem de ser Z um invariante escalar é que ele pode ser calculado em qualquer
referencial. Escolheremos, entao, um referencial onde a tinica componente diferente de zero é a
componente temporal de b, a qual serd denotada por by = {/mc, isto é,
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08 = (=,0,0,0). (A.27)

Mais adiante mostraremos que essa escolha corresponde ao referencial préprio que se move
com a mesma velocidade do fluido. De (A.27) temos que:

mc
Para determinarmos a integral Z, vamos considerar coordenadas esféricas. Desta forma
temos que:

bRBRM = (-C—)z = b,b". (A.28)

d®p = p*senfd|pldds. (A.29)
Como
Rop _C_ 0
byp' =1, (A.30)
a equagdo (A.24) se reduz a:
ot [ exn(— S0y 22021
Z=r [~ exp(— ")l (A.31)

onde foi efetuada a integragado nos limites 0 < § < me 0 < ¢ < 27. Utilizando-se a relagao
p° = 1/|p] + m2c? para o momento linear da particula e que vem da mecénica relativistica, e

ainda introduzindo-se a varidvel y = p°/mc, obtemos:
ydy
Iﬂ2 = m202(y2 - ]_), dlﬂ = mcw. (A32)

A equagdo (A.31) se reduz assim a:

Z = 4n(mc)? /loo exp(—Cy)(y? — 1)2dy = 4r(mc)2—1—{#, (A.33)

onde usamos a defini¢cdo da funcdo modificada de Bessel dada pela equagdo (B.1) do apéndice
B.
Desta forma temos para a derivada de (A.33):

oz _
b,

onde utilizamos a relagdo (B.3) do apéndice B para a derivada da fungdo modificada de Bessel.

—47r(mc)4%§—)bﬂ, (A.34)

Fazendo agora a substituicdo do resultado encontrado em (A.34) na equacdo (A.25), e
considerando que N# = nU¥, obtemos o seguinte resultado:
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N¥ = nlU¥ = 47rca(mc)4K—Z§,Qb". (A.35)

Mas no referencial préprio, U# = (c,0,0,0) e as componentes espaciais de b* sdo nulas. Desta
forma, no referencial préprio, as componentes de b* sio dadas pela equacéo (A.27), e, assim,
neste referencial, obtemos de (A.35) que:

_ n¢
" T(m Q) (439
Se agora substituirmos este resultado para a em (A.35), encontraremos
)
= () (4.37)
me/ ¢

as quais sao as expressoes que queriamos determinar.
Pelo processo descrito acima podemos obter as expressoes para todas as integrais Z1%2--»
que serdo necessarias ao longo desta tese. O resultado para cada uma delas é dado a seguir:

d3
Z = /exp(—b,\p )_pT = 4mmkT K,({), (A.38)
d3p
Z¢ = / P e><p(—1mp*)—pT = 4rm2kT K, (C)U*, (A.39)
uv 1,V A dap 2 ny 3 1% 84% A .40
Zm = / P’ exp(-biw')of = (AT Kx(Q)g" + 4rmkTK(QOUAD”,  (A40)
uvo TPR TN, A d3p 3 2 % ada Ko T TV oVUTTL
27 = [ 00 exp(~bip) = ~ 4 (KT Ka(lgU° + 9" U” + 9"V
+4rm* kT K4(¢)U*UYU?, (A.41)
d3 vV OT g VT oV
ZmeT = / P*p"p°p" exp( bxp*);f = 4m(mkT)*K3(C)lg" 9" + ¢*9"" + "]
_47rm4(kT)2K4(C)[guuUaUT +guaUUU‘r +ga'uUuUT +gp‘rUarUu

+g TUYU* + ¢ URU°] + 4nmPkT K5 () UFU U U™, (A.42)
d3 4 3 € o VT v ot oV, UT
2o = [ oo E e exp(~bap) oy = 4 (KT K (V{679 + 99" +6™9")

121



+U‘r(guague + g;wgcre + ga'ug;w) + Ucr(g/.wgfe + gm'gue + gﬂ/gue) + Uu(g/wgfe + gu-rgae + ga‘rgue)
+Uu(gra'gue + gu-rgo'e + gaug-re)] _ 47Tm5(kT)2K5(C)[guuUdUTUe + ganuUTUe +gauUuUTUe
+gu7'UaUuUe +garUuUuUe +gu-rUuUa'Ue +gyeUuUcrU‘r +gueUuUaUT +ge-rU;4UVUcr]

+ArmSkT Ko(Q)UFU U UTUE. (A.43)

A.5 Determinacao do Parametro (

Para a determinac@o do pardmetro ¢ devemos proceder da seguinte maneira: inicialmente,
calculamos o tensor energia-momento em equilibrio (neste caso usamos o indice E), onde deve-
mos fazer uso da defini¢do (1.40) e da fungdo Z definida na secdo (A.4) desse apéndice e dada
por (A.24), assim:

P2 L, 1., . K(QUeU
ab#ab,‘mc"[_zg M AGE ]

A seguir, deveremos determinar a expressao para a energia interna por particula e. A partir da

vV 4 d3
T"|g = c/p"p f(o)p—f = ac (A.44)

equacdo (1.74) e com o resultado obtido acima para T*”|g, temos:

elg = mcz[—— -

Ky(¢) ¢l

O préximo passo é calcular o quadrivetor fluxo de entropia definido em (1.52) e de onde obtemos

s I

A partir da entropia por particula definida da seguinte forma:
1
nc?
e tomando a sua derivada temporal convectiva, obtém-se:

s = —SHU, (A.47)

k¢ mc? ]

DSIE =— De|E — —Dn (A48)
mc n¢

Se compararmos este resultado com a equacado de Gibbs:
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1 ple
DSlE = T—[DGIE - ?Dn , (A49)
encontramos:

2
mc
C = _]CT € pIE = nkT, (A50)

onde T ¢ a temperatura absoluta e p é a pressido hidrostatica..
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Apéndice B

A Funcao Modificada de Bessel

A maioria dos resultados obtidos por nés ao longo deste trabalho estdo expressos em fungéo
de G(¢), a qual é, por definicdo, a razao entre as funcdes modificadas de Bessel de terceira e
de segunda ordem. Portanto, este apéndice serd dedicado & apresentacio da funcio de Bessel,
assim como de algumas de suas propriedades.

A funcao modificada de Bessel de ordem 7, que é usualmente representada por K,(¢) [30]
é definida como:

¢\" _T@/2) /°° (2 1\"®
() =[2 z -1 dz, B.1

Ka(¢) (2 Tn+1/2)h © (= -1)" Tde (B-1)
onde e é a base natural de logaritmos e I'(n) é a funcdo gama, para a qual valem as seguintes
relagoes :

I['(n+ 1) = nl(n), r)=1 e T(/2)=+/n. (B.2)

Fazendo agora a seguinte mudanca de varidvel z = cosh?, encontramos a seguinte ex-
pressdo alternativa para a funcao modificada de Bessel, em termos das fungdes trigonométricas

hiperbdlicas:
- £ " F(l/z) o —(cosht 2n
Ko (¢) = ( 2) Fon 1/ /0 eSOt gon p 2t (B.3)
Relacionamos a seguir duas férmulas envolvendo K, (¢):
i (Kn(C)) — _Kn+1(C), (B4)
¢\ ¢ ¢
d n _ _/mn
ac (("Kn(Q)) = —¢"Kn-1(0), (B.5)

as quais podem ser combinadas de modo a obtermos as seguintes férmulas de recorréncia:
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Kni1(€) = Kn-1(() = '—-'K n(C), (B.6)

n dKn(C).

Kna(0) = 2Kal0) - 2

Considerando G(¢) = K3(¢)/K2(¢) e fazendo uso das férmulas de recorréncia (B.6) e (B.7),
encontramos as seguintes relages tteis envolvendo K,(¢):

(B.7)

Ku(Q) ¢
Q) T (B8
Ks(C) G ,
50 - =G(¢) +48 2 C’ (B.9)
Ke(() . 80 G . G()
Tag) =Lt T 4805 (B.10)

No capitulo 2 precisamos expandir os coeficientes obtidos nas equagbes de Burnett para
os casos (¢ > 1) e para (¢ < 1). Portanto, as expansdes para K,({), nestes dois limites, so
dadas respectivamente por:

7 1 4n? -1 (4n%?-1)(4n?>-9)
Ka(€) = \/:? cl+—5—+ 21(80)?

4n? — 1)(4n% — 9)(4n2 — 25
( )( 3!(84)3)( ) -] (B.11)
_in ko e (97 ¢
Ka(¢) = 5};}(—1)'“"];!—(‘2{)7:%‘?(—1) ’gm[lni
—%w(k+ 1) - %w(n+k+ 1)], (B.12)
onde
Y(n+1)=—y+ Z - Y(1) = —. (B.13)

Na equagao acima v = 0,577215... é a constante de Euler.

Na verdade, quando realizamos estas expansdes, utilizamos o programa algébrico Maple;
e as expansdes acima podem ser obtidas de acordo com os comandos asympt e series respec-
tivamente.
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Apéndice C

Deducoes Relativas ao Capitulo 2

C.1 Os Multiplicadores de Lagrange

Vamos determinar, nesta secdo, as expressdes para os multiplicadores de Lagrange fora do
equilibrio A%, AT e A%, O conhecimento desses multiplicadores nos possibilitaré obtermos
a funcao de d1str1bu1§ao de Grad.

Iniciemos considerando as seguintes decomposigdes:

APE = AU, + A,AZ, (C.1)
NE = AUU, + = A (ARU, + AT, + A, (AgA; - %A’"A,,,) . (C.2)
Desta forma podemos escrever a equagdo (2.15) como:
f= f("){l - "’Tcz‘,\FE - "—kci (AU, +3,47) p# — "—I‘? [AUuUu + %A,, (A;U,, + A‘JU,,)
+A,, (A;A; - %A‘"Aw)] p”p"}. (C.3)

Substituindo a expressio (C.3) na defini¢do do quadrifluxo de particulas (1.39) e integrando,

obtemos o seguinte resultado:

NEEUE 4 XEB \mG(Q)UMU” — Ccz g’“’] +AEE [ GEC) (¢*U° + g*U” + g™ U¥)

s 6@(4)) v o, (C4)

onde usamos as integrais que se encontram na secdo (A.4) do apéndice A e que sido dadas por
(A.38) a (A.41). Multiplicando agora este resultado pela quadrivelocidade U, e pelo tensor

simétrico A}, encontramos respectivamente as seguintes relacoes:
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AFE 4 dme? (G - %) + Am?ct (1 + 3%) =0, (C.5)

A A% + mEGA,A = 0. (C.6)

Fazendo agora a substitui¢do da expressdo (C.3) na definigdo do tensor energia-momento
(1.40) e novamente utilizando os resultados das integrais que se encontram na se¢do (A.4) do
apéndice A, determinamos para este tensor o resultado:

2
T = —-?mczg“" + nmGUAU” + n?PTAFEgw — L TE ;”Cz AEEGUAT

+PmAETG[EAg™ + 23UFU” + Aa(A%UY + A UH)] — iPmc®T (g + 6G(<)) SUHUY

—nzc2TAg-£_—Q(c29‘“’ + 2UHUY) + n®TA (1 + 6#) (c*g™ + 52U*UY) — n®T¢ (G(g)

G
+48—G<(§) + g) AAUFUY — n2c2TAa—G§C) (A®FU” + A UH) 4+ n*c*TA, (1 + 6—20)
aprry av 2.2 G(C) ap A Bv av ABu _ _2_ aff A uv C
(A%UY + A U“)—ncAaBTT(A APY + A"A 3A AP, (C.7)
Substituindo agora, esse resultado para 7% nas equagtes (1.71) a (1.74):
(AZAZ - %A"’Auv) T =pl, AT = -3(p+m), (C8)
ATUT =¢°, U U,T* = nce, (C.9)
obtemos as seguintes expressoes:
P = —2n2m2c4T—?~A<‘”), (C.10)
~ G 1
w = —n?c*T [AFE + Gmc*) + (1 + 52) mictA|, (C.11)
3 G 2 2ATO ]
¢° =n2c'T [GmA“’)\f + (1 + 5—(—) mc AT A, |, (C.12)
- 2
AFE (G - %) + dmc? (3% + 1) + Am?c? (15% + ¢ + G) =0. (C.13)
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Resolvendo agora o sistema composto pelas equacdes (C.5), (C.11) e (C.13) ficamos com:

\FE _ _ (15G +2¢ — 6G*C + 5G(2 + (* - G*¢®) w

= G T (C.14)
< 3(6G+(-G)w
A=— G T (C.15)
_ (Cs w
A= C Cen?m2S T’ (C.16)
onde os coeficientes C5 e Cg sao dados por (C.172).
Do sistema de equagdes (C.6) e (C.12) resulta que:
¢ q°
A, =
¢ +5G — G*¢ n®m2c5T”’ (C17)
7 __ —G¢ q°
Ao = ¢+ 5G — G2¢ mn2cAT’ (C.18)
E, finalmente, temos da equagdo (C.10) o seguinte resultado:
(o7)
Ao = _ S P (C.19)

2G n?2m2c* T’
As expressdes (C.14) a (C.16) e (C.17) a (C.19) sdo os multiplicadores de Lagrange que
precisdvamos encontrar. Observamos que eles sdo dados em func¢éo dos quatorze campos.

C.2 Expressao para 0,T*°

Com a ajuda da relagdo (1.64) podemos obter a seguinte expressdo para a derivada do

terceiro momento 1#¥7:

8,7 = (LU, D+ A, )T = (C1Dn - SnCDT — £C4wDT + C,Dw \ UHU”
c2 T T

¢

+(nCy + Cow)(U*DU” + U*DU*) + %(m2Dn - C1Dn+ TnC{DT

—CyDw + %CQWDT) (g™ + 2U*U") + %(nm2 —-nC) — C’gw)
v v C 1 ' v v C3 v o
«(U*DU” + U*DU¥) — & ~C,DT(Uq” + U*g*) + c—z(g“ U, Dg

T c?
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+U*Dg” + U” Dg* ) + —£c3DT(U~q U — gcs(%U”U”Uaan

+U*Dgq” + ¢"DU* + U” Dg* + q“DU") - %CQDTp<‘“’> + Cy(Dp<wv>

1., 1
+5U U Dp™> + UMY, Dp<*™) + (nCi + Crm)UHU* VU

c
+5(m m2U*V¥¢n — CLU"V¥n + %C’{nU”V”T — CU"VHw + %C{,wU”V“T)

96-( 2UHVn — CUPV*n + %C{nU“V"T _ GUVw + %C’éwU“V”T)

2
+% (nm2 —nCy — Czw) (¢*'V,U° + VFUY + V*U*) — %C’é(g‘wqavaT

+q" VT +¢*V'T) + Ca(¢*Vog” + V*¢" + V') + C FOUHU VT
S, (U“U"Vaq” +UFE VLU + UV U* + UrqV,U° + U"q“v,U”)

gC,’;V,T(pW”U” +p<ua>Uu) + 04(quo_p<ua'> +p<p.U>VGU0'

+pEVUY + p<rV,UE + URV,p<). (C.20)

C.3 Resolucao das Integrais [%1%2%
Para que possamos encontrar a solugdo completa para o termo de produgdo (2.24) serd

necessario resolvermos as seguintes integrais:

c ] 14 114 vV d d
™ =2 [ ("% +p*p” — pipt — ") fO 00 FdQ f))l f , (C.21)
4 pp D

v o d3 d3
- p'p")FO % (p +p‘f)0Fde—0p1;§, (C.22)

C
e — Z / plitpnl/ + prﬂp/ pétpx{ 1
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vap _ € v v v v o d3 ’
=1 / W97 + 0" — vt — ) FO SO (o + pipf)oF AL LE (C.23)

p} p°’
, c v ” . , d3p, d®
Jeveb = - / @'y + 00" - pipt — pp*) FO FOpepfo P PLE R (C.24)
4 p p°
$7 c v t V] d3 3
[robe = 2 / @py + 0P — pipy — p*p*) FO 1O (p2pPp” + popPp? Yo F dﬂ—pgl —C;én . (C.25)
1
JrveBor ¢ ( BtV P BV b v\ £(0) £(0) o B o T d3p1 d3p
=7/ PP+ PP — pipl —ptp ) ot p’p oFdQ——po r (C.26)
1

As duas primeiras integrais deste conjunto, a saber (C.21) e (C.22), sdo identicamente
nulas. A explicagdo para este resultado pode ser apresentada da seguinte maneira: Se ¥ e ¢
forem funcdes arbitrarias e I(¢) representar a integral

3
16) = [ 1061+ - 61 - )F o™, (c27

1
entdo vale a seguinte propriedade:

3 3

[e10)58 = [o10)°F (C28)
A demonstracao é semelhante aquela utilizada na deducao do lado direito da equagdo de trans-
porte, conforme secdo (A.3) do apéndice A. Em particular se ¢ for um invariante de soma, isto
é, ¢) + ¢ = ¢1 + ¢ a integral (C.27) é igual a zero. Portanto, como na integral /* a fungéo
¥ € igual a ¢, entdo ela é nula. J4 na integral 7#*® a funcdo v é igual a cp?, logo, pela lei de
conservagao do momento linear e energia, ela também é nula.

Deveremos entdo, resolver somente as integrais (C.23) a (C.26). Apresentaremos aqui
somente o roteiro do célculo de uma delas, conforme [13], a saber (C.23), pois, para as demais,
apesar de serem mais complexas, o processo é andlogo e daremos somente a resposta final.

Consideremos a integral:

v C . 14 v v d3 d3
1ot = 2 [ @9 + 00" ~ plnt — p") 0%’ + i) fO O Fa—g—E. (C29)
1

Para o seu calculo, vamos introduzir o quadrivetor quantidade de movimento total P* e o
quadrivetor quantidade de movimento relativo @Q* definidos como:

P =p* +pf, P = p* + pf, (C.30)

Q* =p* — ok, Q" =p* —pt. (C.31)
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Das equagdes acima e considerando as leis de conservacao da energia e momento linear,
seguem as propriedades:

P# = P, P*Q, = P*Q, =0, (C.32)
P? = 4m?? + @Q?, (C.33)

onde
P“P, = P?, Q“Q. = —-Q% (C.34)

As transformacgdes inversas de (C.30) e (C.31) sdo:

PSP, =S (P-Q), (:39)
P (PREQY), = (P-QH). (.36)
Desta forma, temos:
Py +p¥p” — pipl + oY = %(Q’“Q’” - Q*Q"), (C.37)
b + o0k = 5 (PRPP +Q°QP), (39)
dpdp, =| J | #PEQ = él—gdsPdsQ. (C.39)

Por outro lado, da expressio que define o fluxo invariante (1.32), a qual pode ser escrita

como:

c
- -\ 2 - -\ 2 0.0
o0 (P P l(p pl) P°ni
IJ (p" p‘f) 2 \p® " c (C40)
ficamos com a seguinte relacao:
FEPEP 19 5pg (C.41)
P R 2c ' '

Escolhendo o referencial centro de massa, onde as componentes espaciais do momento linear
se anulam, temos:

131



(P =(R0), (@)=(0,Q) (C.42)

O mddulo da velocidade relativa de Mgller, com o auxilio da (C.40) fica:

Q
g= o \/ (Pipu)? — (me)t = 20};0, (C.43)
onde consideramos que:
1 PO 2
pip. = 7(P*+Q%), P’p} = Lz)—- (C.44)

Das consideragdes acima, podemos escrever a integral (C.29) em funcio do quadrivetor
quantidade de movimento total P* e do quadrivetor quantidade de movimento relativo Q*

s = £ [(@QY - Q") (PP? + Q°@°) 1 0 Q@ LF an. (C45)

Escrevendo o elemento de angulo sélido df2 = sen©dOd®, onde © e ® sdo dngulos polares
de Q™ em relagdo a Q* e tal que © é o dngulo de espalhamento, temos:

JHves — = / (@Q*Q"” — Q*Q")(P*P? + Q°Q?)dafO ¥ ¢ Qd*Q d;f sen©dO©.  (C.46)

Se agora orientarmos Q* segundo o eixo z3, obteremos a seguinte representagao:

0 0
0 sen® cos @
By — my _
(Q ) - Q O ) (Q ) - senesen® ) (047)
1 cos ©
e o resultado para a integral em d® é:
0 00 O
2m 010 O
Al _ NeOY — 2 2
[ @@ -q@uende =@ | o o 1 g
0 0 0 -2
v 17794
= 1Q’sen’® (PPIS — g - 3QQ? ) : (C.48)
Por outro lado, se Q, 8 e ¢ denotarem as coordenadas polares de Q* entdo podemos escrever:
0
Q") =Q S;’:fgggzg | d%Q = Q%sen0d0 dg dQ = QPd*dQ. (C.49)
cosf

Substituindo estes resultados na expressio para a integral (C.46), ficamos com:
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P

va pepv v 3
ed = 26 ( —g 322 )(P"Pﬁ+Q°‘Q5) FO@ f(O)Qsasen3@d6dQ*de (C.50)

P2

As integrais em dQ* podem ser calculadas e apresentam os seguintes resultados:

/QmQaz - QOO =, (k=0,1,2,3, ) (C.51)
(o3 Q Q. * 4 2k
/Q IQ 2.,.. Q 2de — (Qkﬂ-fl)!!KaL..agk. (0.52)

Observa-se que as integrais com nimero impar de Q* sdo nulas; aqui utilizamos a seguinte
notagao:

PepY
P2
Podemos também fazer uso da seguinte propriedade:

PepY LQ
/( _gy, QQ)PQI"'PdeQ*=

K" =

—g" e KW =KWK + KWK + KK, (C.53)

P2 Q2
PEPY v . 3 o v 0
=( P2 —9”)P°“---P°"°/dﬂ—@P°‘1 P"/Q“QdQ
PrpY ” 3 4 @Q? ( P*PY Y
=47r( P - g* )P"“-nP""‘—ZﬁP s PO 3 ( P2 —g“>=0, (C.54)
isto é, as integrais em d2* que apresentam o produto dos quadrivetores quantidade de movi-

mento total P pelo fator (P—;E— g* — 39%?1) se anular3o.

Assim a integral (C.50) assume a seguinte forma:

et = 2 (P;f"—g“ QQ? )Q“Qﬁf“”f(")Q%sen"’@d@dﬂ*de3P (C:55)

Considerando a fungdo de Maxwell-Jiittner e o resultado para a integral em d©

2

(0) £(0) _ n LU, P T e300 —
FOR = R T | sen*0de = 2, (C.56)

e integrando em d€2*, chegamos ao resultado:

P

3
quaﬂ — )e kTUl‘P“Q7de . (057)

n%o / (K’“’K“ﬁ G
192(kT)2mAcK({)? 3 5
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Substituindo as expressdes para K* e K***8 dadas por (C.53) encontramos que:

2 7 7 7
JrveB — no / [ 32Q waf _ 16Q_ af zuv _ EQ_ v zof
192(kT)2mtcK,(()? P Bp? 2T ppd 2

7
14 14 1 7
Q7gaﬂgu Z+ 5?329 o zub 5g2g“‘32"°‘ - §Q7gvaguﬁz + §Q_ vB Zua

8Q7 u,a vB __ 7 po v
43 502 — 2QTg g 2] dQ, (C.59)

onde Z%1%2-+% representam as seguintes integrais:

3P

zoer-on = [ puiper pore P (C.59)
Podemos simplificar ainda mais a integral (C.58) se considerarmos
Q(2n+1
Ro102-0 / o EReedQ. (n,m=0,1,2,3.) (C.60)
Portanto, em termos de R&1%2%k 3 integral (C.58) fica:*
2 4 2 2 2
JrveB — n-o [__ wepB _ 4 afpuv _ 2 _uvpaeB | 2 v _af
960(kT)2m4cK2(() 3R43 39 R23 3g R23 + 39 g 73'03

+9" R + ¢ ORG + 9" REE + 9P R5S — 9**9" Ras — 69" Ros (C.61)

Para chegarmos ao resultado final desta integral, deveremos encontrar a solugao para Rs,
REY e RE¥*P . Vejamos, portanto, como chegar a estas solugdes.
Segundo a equagao (C.33) temos:

—

P? = (P%?%— | P |?= (Q* + 4m?c?). (C.62)

Considerando

PO
Y=+ am2e) e

temos para |P|? e d|P| as seguintes expressdes:

(C.63)

|B? = (Q* + 4m?c?) (4% — 1), (C.64)

1Representaremos estas integrais pelo simbolo R como uma forma de reconhecimento ao trabalho desen-
volvido pela nossa ex-colega Suzana Reinecke, falecida prematuramente quando realizivamos este trabalho. Ela
efetuou este desenvolvimento a fim de facilitar o seu emprego na computacdo algébrica, da qual era profunda
conhecedora.
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5 2 +4m2)1/?
d|B| = (Q(y2 _”1‘)1/2) ydy. (C.65)

Precisaremos ainda do seguinte elemento de volume:

&|B| = senddddp|P| d|P), (C.66)
ou ainda considerando (C.64) e (C.65):
&|P|
Po
Assim, podemos resolver as integrais Z21%2--% (C.59). Em particular vamos resolver

= senddddp(Q? + 4m2c?)(y? — 1)/2dy. (C.67)

zZ= / e P U i z (C.68)

Efetuando as integrais em 6 e em ¢ e utilizando o referencial de Lorentz de repouso no fluido,
chegamos & seguinte expressdo para (C.68):

Z = 47(Q* + 4m?c?) / e~ wT(QH4m* ) 2y (92 4 4m2e2)(y2 — 1)24y, (C.69)
1

Com o objetivo de simplificarmos esta integral, consideremos a seguinte definigao:

. QZ 1/2
Q= (m2c2 + 4) . (C.70)
Assim a (C.69) fica:
Z = 4rm>c*Q*? /loo e~SQY(y? — 1)2dy. (C.71)

A integral em (C.71) é uma funcido modificada de Bessel e segundo a equagdo (B.1) do
apéndice B, temos:

Ki1(¢Q")
QY (y? — 1)V 2y = — : C.72
[ e -y = = (€72)
Desta forma chegamos ao resultado final para a integral Z:
Z= 47rm2c2Q*2£{—IL€-?—). (C.73)
Q

A derivada da equagdo (C.73) em relagdo a b, pode ser escrita como:

0Z 2 0 KI(C)) 2 0 (Kl(C)) ¢
9% _ — (2N = —_ . C.74
o, ~ )5 ( ¢ ) =Mz ¢ ), (C74)
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onde b, é dada por (1.89) e conforme dedugdo que se encontra na sego (A.4) do apéndice A.
Assim,

B _ (m)
o, ¢

e utilizando a relacao (B.4) do apéndice B, obtemos desta forma os seguintes resultados para
as integrais:

v, (C.75)

Z¢ = 4rm?kTQ** Ko (¢Q*)U¥, (C.76)
2 = 41 (mkT)2Q*% [~ g" K2 (CQ*) + ]%Q*Ks(CQ*)U“U"], (C.77)

v * * 14 a VUV va m * * vVrra
28 = 4n(mkT)*Q 3[K3(CQ )(9"9% + g*°g"? + "¢") — T Q Ka((Q) (¢ U°U?
+g*UrU” + g**U"UP + g*°U" U + ¢*°U*U* + g”U*U?)

+(zz) 2Q*2K5(gQ*)UﬂU"UO‘UB]. (C.78)

Agora estamos aptos para resolver as integrais Ros, Ray e R4y

Descreveremos agora, detalhadamente, a solucdo para Rz e para as demais somente dare-

mos a solugdo. Assim:

Rz = / Q"2dQ. (C.79)
Da definigdo (C.70) temos

Q=mc(Q?-4)Y?,  QdQ =miE(Q** - 4)3Q"dQ". (C.80)
Substituindo o resultado para Z dado por (C.73) e ainda usando a (C.80), obtemos:

Ros = drm10ci0 / Q*2(Q™ — 4)°K1(CQ")dQ". (C.81)

Fazendo agora a seguinte mudanga de varidveis:

r =(Q", com 2( <z < o0, (C.82)

ficamos com a seguinte expressdo para Rosz:
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mlOCIO 1'2
Ras = 43 /2 C 2(F - 4) Ki(z)dz. (C.83)

A integral acima deve ser resolvida utilizando-se as férmulas de recorréncia (B.6) e (B.7) para
as fungoes de Bessel. O resultado final é:

mlOCIO

Rosz = 61441 ———[4¢ K(2¢) + (12 + 22)K;3(20)], (C.84)

m10c10

Ry = 3072m ™ 5~ { ~gCKa(2)+ 4K (20))+ S UMDY 6CK(20) +(20-4C) K (20)] }, (C.85)

10,10

Ri* = 15367 7 {(g“”g“‘* +gg"” +g“‘39”°‘)[ K>(2¢) + K3(2C)] : ( wyeyP

gaﬂUﬂUV + guﬁUuUa + guaUﬂUV + g#ﬂUaUu + guaUuUﬂ> [(C + _g_) K5(2¢) + 7K3(2<)}

+ 5[ (3 +10¢) at20) + (88 + a0 vrvrvee ) (C86)

Substituindo os resultados de todas estas integrais na (C.61) e procedendo as devidas
simplificacOes, obtemos finalmente a solugao:

2 6
et = 2O o1y 20) + CHG(2010%0% + 32 + )
HSCKOIRH — 2 [(2+ 15¢) Kx(20) + (49 + 3¢7) Ko 26)| D=8 . (C87)

No resultado acima, utilizamos as seguintes quantidades tensoriais:

3

o = A — SUHD, (C.88)

Rt = LI Avegpys o aByrpe 4 AU 4 AVBURUR, (C.89)
c4

Db — %(AuaAVﬂ + AuﬂAm) - %A#"Aaﬁ, (C.90)

onde A" estd definido em (1.55).
Analogamente a este processo, podemos determinar as demais integrais, que portanto

apresentam o seguinte resultado:
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Jrvab _._;.pwaﬂ’ (C.91)

vase _ 320270 (T) (KT’ o
[wes =E”7:3”C§K)2(( 4)2) {—[((235+10§2)K3(2C)+(30+65§2)K2(2()] [R“"ﬂf'—U——X“mof’"

c2

+6 [g(—173 — 24¢%) K3(2¢) + (6 — 59¢2 — 344)1(2(24)] Dwﬂ”g;

+ [3541{3(24) +(30+ 5(2)1\:2(2()] ye8e om

4 B
+6 [4(247 +27¢2) K5(2¢) + (6 + 79¢ + 3(4)1{2(2()] [D“""'ﬂZ—2 + D#WU—Q]

c

o U | aseU* 5 5upsU”
+6[— C(13+ ¢ K3(20) + (6 — 5(2)K2(2C)] [D“"‘" Dt _ S ?] b (co2)

onde temos para os tensores X**? e Y#¥ as seguintes definigdes:
Xwo %(A“"U” + A""U“), (C.93)
Yy#e = iU“U”U" _ L AU + AV U* + AU ). (C.94)
fod 3c?

Juvaber _ inz’/TO'(T)(kT)S{_l_

2 2 v pafiocr
= 15 i IGOT \ T [210(6 + 19¢2) K»(2¢) + 210¢ (77 + 2¢ )K3(2§)] O* P

—[70(6 + 48¢> + ¢4)K,(2¢) + 35¢(314 + 25(2)1{3(2()] [—C-IZR"”"‘BU"U’ + 01—4R”""U"UB]
+% [210(2 +3¢2) K, (2¢) + T0C(37 + 42)1(3(24)] oM Robo
—% [210(2 + 7C?) K(2¢) + T0C(77 + 3(2)K3(2()] [Oﬂ"oaﬂoaf ¥ O””P"‘ﬁ“]

+ [21(4 + 274¢% + 21¢Y) K, (2€) + 14C(1237 + 196¢2 + 3(]4)K3(2C)] [%DWMU/?UT
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2 ‘ -
+_DyuarUB Ue + _2_D;w/30'Ua U™ + zDuuﬂ‘r Ueye
ct ct ct ]

— |21(—4 + 170¢2 + 17¢4) K,(2€) + 14¢(763 + 141¢% + 3¢*) K3(20)] [62—4D“"°3UTU”

+634D1W e Uﬂ}
+ [28(3 +51¢% + 2¢*) K5 (2¢) + 7¢(634 + 71(2)1(3(2()] [R“"”Aaﬂ + RHves A”]
- [14(—6 +28¢% + C4)K(2¢) + 7¢ (166 + 19(2)1(3(2()] [RWWMT N
e 4 e ]
+§ [14(1342 — 6)K>(2¢) + 14¢(43 + 242)K3(2g)] O Do
+ [(—12 +038¢2 + 45C4) K, (2¢) + 46¢(61 + 8{2)K3(2C)] [wmﬂA” + 2DmoT poB

+ [(—12 +182¢% + 3¢*) K»(2¢) + 2¢(283 + 2342)K3(2g)] [2 Do TS

+2DHABT A 4 g DRI ACT 2D‘“""A"ﬂ] } (C.95)

Onde fizemos uso dos seguintes resultados para as integrais Z+*o7¢ e ZHoTer:
d3 * * oT JV vT € ov €
Zmore = / p“zo”;o"zo’;rfe"’”’A—I;dz2 = 4rm*(kT)°Q 4{K4(<Q )[U“(g g +9"7g% +97g")
+Uu(ga"rgue + gy.fgae + gaugre) + Ua'(gu-rgve + gu‘rgue + gyug’re)

+U7 (gaugue + gy,ogue + guu,go'e) + Ue(guugaf + gp-rgau + guag‘ru)]
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m . * T v TITVTTOTTE
T K5(¢Q )[g” URU U + g*"UYU’U* + ¢*"U*U°U* + g”’UrUT U + ¢°*U U U*
+g[lUUTUUU€+g/J,EUVUUUT +gV€UﬂUOUT +gU€UﬂUVUT +gT€Uﬂ.UVUO'

+(%)2Q*2K5(CQ*)U“U"U"UTU‘}, (C.96)

e
ZHvoTer _ /pupupaprep/\e—bAp'\% _ 47r(ka)4Q*4{ — Ka(CQY) [g;u/(go'rg/\e + g% + g7 )
10 (g7 + ¥ + gGT) + gP (779 + 970 + %) + gH (%7 + g g7 + g*g™)
+gﬂ/\(gﬂgV€ +9g" + g“gw)] + %Q*KS(CQ*) [U”Uu(gwg)‘e + 9/\79“ + gaAgTe)
HFURU® (67 0 + 97 g% + ¢ ™) + UFUT (67 ™ + ¢ 6" + g"¢%)
U078 + 9 g" + g™ °7) + UPU (¢"¢° + 94 + 9" ¢°)
+U U (g9 + g9k + gg7) + UUT (977 + g* 9" + 9"9")
FUPUS(g" @ + g g™ + ¢¢7) + U U (0" g% + g g"" + g"g°")
FUPU™ (6% 0 + g g™ + g"¢%) + UU (g™ g™ + g™ v + g ")
FUPUM 7 g + g7 9" + ¢ g") + UTUS(g"g™ + gh g + g"* ™)
FUTUP (g7 g7 + gP7 " + g0 g") + UNUS(g™ g% + g*g"" + g*" go'u)]

2
- (En%) Q" Ks(¢Q) [U*‘U"U"U*g*A + UFUYU°Ug™ + U*U U U g*"
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+UpUuUeUTgm\ + UuUuUAUTgea + UpUeUaUTgw\ + U/J,U/\Uangeu
+UeUuUaUTguA + Uqu'U/\Urgep + U/\UeUanguu + UVU/\UGU'rg;w

+UVU0' U¢ U/\guf + U* UeUA Uv'gua + UH*Ue UaU/\gu'r + U+ UuUe U)\ga'r]

+(%)3Q*3K7(<Q*)UﬂU"U"U€UTU*}. (C.97)
Concluimos, aqui, este exaustivo apéndice, apresentando parte do cilculo necessério para a
obtenc¢do das integrais J*12- que fazem parte do termo de produ¢io P*” e que representam
uma parte muito importante desta tese, pois precisamos delas para a obten¢io das equagdes de
Burnett relativisticas.
O célculo destas integrais é muito exaustivo e cheio de detalhes de modo que para a sua
determinacdo utilizamos em certas passagens a computacao algébrica, onde em particular se

usou o programa algébrico Maple.

C.4 As Derivadas Materiais Convectivas e Gradientes
para w(l)’ qT(l) e p<uv>(1)

Nesta secdo iremos determinar as derivadas materiais convectivas para a pressao dindmica
Dw®, para o fluxo de calor Dg"(!) e para o deviante do tensor pressio Dp<#*>() | que aparecem
no calculo das equacoes de Burnett relativisticas.

Vejamos inicialmente o cilculo para Dw(!). Para tanto consideremos a expressio para w*
definida por (2.38), que resultou da primeira iteragdo maxwelliana, logo,

Dw = D[-nV,U*| = =DV, U* — nD(V ,U"). (C.98)

A derivada material convectiva para 7 pode ser escrita da seguinte maneira:

on _0ono¢. , or ¢
=U*n=U0!— = —==—=U¢—=—-=nDT .99
Dnp=U*0n=U Ey 6C8TU Eym 71 DT, (C.99)
onde empregamos a definicdo para a derivada material convectiva (1.65), a definigdo para ¢
(1.91) e n’ representa a derivada de 7 em relagdo a ¢. Finalmente, considerando o primeiro

termo que aparece na expressao para DT (2.33), isto é,

_ 1Py
DT = — o v,.U*, (C.100)
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chegamos ao seguinte resultado para o primeiro termo de (C.98):

DV, U+ = "c%"'(v”w)z‘ (C.101)

Observa-se que os demais termos em DT foram desprezados, no célculo da (C.101), pois segundo

a nossa aproximagao, desprezaremos termos de ordem superior aos quadraticos nos gradientes
e divergentes.

Vejamos agora o segundo termo da (C.98), isto é, a derivada material do divergente da
quadrivelocidade. Através da definicdo do gradiente V* (1.66), este termo pode ser escrito da
seguinte maneira:

1
D(V,U*)=U°0,(V,U*) =U’0,(0*U,) — gU"BaU“U"a,,U,,. (C.102)

Como

8,(U*U,) = 0 = U*3,U, + U,8,U* = 2U,8,U*, (C.103)

verificamos que U,3,U* = 0 e que portanto o segundo termo da (C.102) é nulo. Desta forma
a (C.102) se reduz & seguinte expressdo:

D(V,U¥) = U°8,0"U,,. (C.104)

Trocando a ordem das derivadas covariante e contravariante e utilizando a seguinte relacao:

U°8,(8,U,) = 8*(U°8,U,) — (8*U°)(8,U,.), (C.105)

a (C.104) pode ser escrita como:

D(V,U*) = 8*(U°8,U,) — (8"U°)(8,U,,).- (C.106)

Novamente empregando as defini¢des para 9, e 0 (1.64) e simplificando, obtemos:

D(V,U*) = cle“DDUu + VH(DU,) - V,U,V*U°. (C.107)
Pode-se verificar facilmente que U¥DDU, = —DU*DU,, quando se utiliza a propriedade
U*DU, = 0, logo,

D(V,U*) = V¥(DU,) - C%DU“DU“ - V.U, VG*U°. (C.108)

Para os dois primeiros termos devemos utilizar a expressdo (1.80) para DU¥, onde também

consideraremos somente o primeiro termo, isto é,
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2
C
DU = Z-vip, (C.109)

Assim, o primeiro termo da (C.108) pode ser escrito como:

_ c? c? o
V4(DU,) = vu(avﬂp) - v“(ﬁ) Vip+ VIV, (C.110)
Para encontrar a expressdo do gradiente V*(c?/nh), devemos considerar que n = p/kT e
h = mc®G, definidos, respectivamente, pela segunda equacdo da (A.50) e por (1.98). Desta

forma encontramos para este gradiente o seguinte resultado:

c? c? k kT ? c? ’
V() = T VT G V= O (1405 ) VT (e

Desta forma a (C.110) fica:

VH(DU,) = -5 GV ,p + o — (1 +c¢ )v”:rvup + —hv V,p, (C.112)

n2 h2
que esta expressa em termos dos gradientes da pressao hidrostatica p e da temperatura 7T'.

Para o segundo termo da (C.108) temos:

2

——DU“DU Ch V,.0V*p. (C.113)

onde consideramos a (C.109). E, ﬁnalmente, para o ltimo termo da (C.108) devemos considerar
o fato de que um tensor pode ser expresso em termos da sua parte simétrica sem o traco e da sua
parte anti-simétrica, portanto aplicando esta propriedade para o gradiente da quadrivelocidade,

temos:

VOU* = V<OUR> 4+ VU 4 %N"AWV”U’, (C.114)

e desta forma encontramos o seguinte resultado:

VU, VEU® = V o U,s VHU> + Vi, Uy VEU + %(vuvﬂ)z. (C.115)

Na deducgao acima utilizamos também as seguintes propriedades:

ALVEUT =0, ALVEUY =0 e VUVLU, =0, (C.116)
Desta maneira, considerando os resultados (C.112), (C.113), (C.115), a (C.108) fica:
DIV,U) = SV 0 — S (1 4+ (G)V#pV,p + i(1 + C€>\7“TV
#7707 nh WP e PYuP ™ hT G up
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g g 1
—VoUps VHU> — V1, U, VU - g(V“UM)2. (C.117)

Substituindo agora os resultados (C.101) e (C.117) em (C.98), obtemos a expressdo final
para a derivada material convectiva da pressdao dinidmica, a saber:

2 C.2 2 G'
D(1)=_C_r my2 _ [_c_u - ( _C_( __C)
w 0677 (V,U")* —n nhv V.p n2h2(1 +(G)V*pV p + T 1+ e VHTV ,p
—V<HUV WUss + VUV ,U, — %(V“Uﬂ)z]. (C.118)

Vamos agora proceder & determinagio da derivada material do fluxo de calor Dg™®), para
tanto devemos utilizar a expressao para ") dada por (2.39), assim:

T T T
T(l) P T —_—— T = T — — T T _— B — T
Dg™® = DINV'T = =V'p)] = DA(V'T = —V"p) +A[D(v T) D(nhv p)}. (C.119)

Para a determinagao de D), devemos proceder da mesma forma como fizemos para D7, assim:

—_— C ! — __C_ 1 ()
D) = TA DT = Cs/\ v,.U*, (C.120)
onde consideramos a expressdo (C.100) para DT. Desta maneira o primeiro termo da (C.119)
fica:
DX(V'T — I—pr) = —i/\’(VTTV Uu* - EVTpV U”) (C.121)
nh CG K nh K ) '

Para a determinacgio da expressao do segundo termo da (C.119), vamos precisar da derivada
material D(V™T). Desta forma, aplicando as definicbes para a derivada material, para a
derivada covariante e do gradiente V", obtemos:

D(V'T) = U*3,(¢"" — cl—zU”U’)a,,T - —c—lzDUTDT - 01—2UTDU”VVT +U98,T. (C.122)

Considerando que

U*o79,T = 0" (U*9,T) — o"U*3,T, (C.123)

a (C.122) fica expressa da seguinte forma:

D(V'T) = —C%DU’DT - C%UTDU"VVT +V™DT — V'U*V,T, (C.124)

ou ainda, considerando as expressdes para DU™ e DT temos:
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T 1 1 Cs
D VTT — T K _ _TIT v —_ —_ T 173
(V'T) =~ =VpV,U hvaVT+Cs(1+cCS)VTv,,U
T
+5 V'V U - V,TVSUR ~ vV, TVIrUH — %v*z*v,pw (C.125)
6
Seja agora a seguinte derivada,
T T T T T T
para a qual temos:
T T 1 G’
—_— —_ I3
D(nh> — [1+ z (1+§G)]V U,. (C.127)

Na dedugédo para essa derivada utilizamos (1.76) para Dn. Para o segundo termo da (C.126),
vamos precisar da derivada material do gradiente da pressao, isto é,

1
D(V'p) = —C%DU’Dp - ZU"DUV,p+ V' Dp - V'U*V,p, (C.128)

que é andloga & (C.124) para T. Mas como p = nkT, temos:

Dp = kTDn + nkDT = — (1 _ E)V U*, (C.129)
6

E o gradiente de Dp é,

¢Cs

rFezV TV (C.130)

V™ Dp = (1 - 5) VTPV, UH — p(l - -(-J-)va U* +p

Substituindo agora os resultados (C.121), (C.125) e (C.126) na (C.119), obtemos a seguinte
expressao para a derivada material do fluxo de calor:

ro AL T Y] o [_i'i i(_l ( C_CS>_1
Dq “A[cs nh(Cs 1>.V(VU)“ WA cG) 1+°6 )3

T 11 1 XN ( cG'>] .
—— |y R Wl L R PRI AN hall \vRIL
CG]VTV Ui =213 (1 cs)gc NEY A G N AL

T
nh

)\U T
nh

[v pVAT — —TI—ZV”pV“p] A(V T— V”p) (V<’U“> + vlfuul), (C.131)
onde como j4 vimos os coeficientes Cs e Cs estdo definidos na segio (C.7) do apéndice C.
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Queremos determinar agora a derivada material convectiva para o deviante do tensor
pressdo. Considerando a expressdo para p<¢">() resultante da primeira iteracao (2.40), temos:

Dp<e—r>(1) = 2D[uV<U™] = 2DpV<U™ + 2uD(V<U™). (C.132)

Onde temos para Dy a seguinte expressao:

= _Supr=_S o pm
Dy = T,uDT-— CeuV#U. (C.133)

O célculo do segundo termo da expressdo (C.132) é mais sutil. Comecemos escrevendo-o
da seguinte forma:

D(V<U™) = D[VEU™ — %A"V”Ua], (C.134)

onde aplicamos a defini¢do do tragco de um tensor. Efetuando a derivada material no primeiro
termo ficamos com:

D(VSU™) = D(VEUD) — %A"D(V"Ua) - %V%DM. (C.135)

Portanto, deveremos determinar agora as seguintes derivadas materiais: D(V(U™)) e DA®".
Considerando a definicdo para o projetor A" (1.55) e a (C.109), obtemos:

DA = —n—lh (Uﬁpr + UTV6p>. (C.136)

Vejamos agora o célculo de D(V€U™)). Para evitar futuras confusdes, ao invés dos
parénteses indicando a simetria dos dois indices, vamos utilizar um trago. Assim ficamos com
D(VeUZ). Considerando as definigdes para a derivada material e para o gradiente temos que:

D(VEUT) = U8, [(g% — Zl,zUsU#)a#Uz] — U,840°UT) — cizUﬂaa(UsDUZ). (C.137)

Se utilizarmos a defini¢ao para a derivada covariante, como fizemos anteriormente, chegaremos
na seguinte expressao:

1 1
D(V<U*) = VDU — EDUQDUl - VU, VIUE - EUEDUUV”UL. (C.138)
A qual escrita em termos dos gradientes da temperatura, da pressao e da quadrivelocidade, e
ainda utilizando a notagao original com os parenteses, fica:

c?

—m(l+ ¢G)VpVp — VU, v UT

2
D(VU) = —VevTp -
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c2
nhT

Substituindo agora o resultado para DA™ dado por (C.136), o resultado para D(V(U™)
dado por (C.139) e considerando ainda a (C.117) para D(V#U,) em (C.135), e simplificando
determinamos a derivada material para o gradiente da quadrivelocidade sem o trago, a saber:

(1 +¢< )V(eTV")p - hU(‘VapV"U’). (C.139)

b

2 c? U
<>y — & g<epm™> <e > G v<eTyT>
D(V<U™) = Sv<eymp - 2h2(1+§G)V VD + hT(1+< ) TV™>p
1
-V<U, VU™ — -7EU<‘V¢,pV"UT> +3 hU<‘V">pV U°. (C.140)

Se substituirmos esse resultado para D(V<<U">) na (C.132) e ainda levando em conta (C.133),
obtemos:

2¢ c?
D <er>(1) — _ 5> IV<eyT> o 4ol —_y<eyT> (
D o V.U’ + “nhv v p+———nhT 1+ e

)V<5va>p
6

02
n2h2

—-V<U,VoU™> — (1+¢G)V<pV'p — V<U,V+U™

1
——USVIpY, U + 32hU<6V7>pV U"] (C.141)

que é a expressao final para a derivada material do deviante do tensor pressao.
Vamos escrever a seguir as expressoes para os gradientes da pressdo dindmica, do fluxo de
calor e do deviante do tensor pressio. Portanto considerando (2.38) temos,

Vol = -V (nV,U*) = g,-n’VTTVMU“ — V"V, U, (C.142)
onde, considerando a defini¢cao para ( utilizamos o seguinte resultado para o gradiente de 7,
V= —%n’VTT. (C.143)

Observamos que a notagdo 7' corresponde & derivada de n em relacéo a ¢.
Considerando a (2.39) temos

VEg ) = yr [/\ (V"T - —T-va)] = V“/\(V"T _ I—V"p) +A [V”V"T _ (%V"p)]

nh nh
(C-144)
Considerando o gradiente de T'/nh,
T\ T [(G*-3G—-() 1 ]
2)=1 S 14
V() =ml e VT PP (C145)
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onde h = mc®G e

Vin = V'*(:Lk) = gV“p - -;‘—,V#T, (C.146)

obtemos a seguinte expressdo para o gradiente do fluxo de calor:

T (GT

VHEe*() = )\ uu__ur/_ﬁlu v Koy TV
q (VEV'T nhVVp) T)\V v T+n2h2/\V pV¥p
S a o
+[nh,\ = (2+¢Z)|veTvp. (C.147)
Analogamente temos para o gradiente sem o traco
T ¢ (GT
<pr>(1) — <ugv>m _ — o<por>) S o<y v> <p V>
V<tq A(VHVP2T nhv V¥?p) T)\V TV T+n2h2/\V pV*7p
e rere
+[nh/\ = (2+¢G)|verTvn, (C.148)
e para o divergente
T ¢\, ¢GT-
Vg = A\(V*V,T — —VEVup) = FXVITV,T + 2 AVEpV,up
-]
=\ - = — TV ,p. .
+[nh,\ = (2+¢E) | VTV, (C.149)
Para o célculo do gradiente do deviante do tensor pressdo temos:
2
Vap<a-r>(1) — Va[zuv<aUT>] — ——%u'V,TV“UD + 2/£VUV<JUT>, (0150)

onde u' é a derivada de p em relagdo a (.

C.5 Coeficientes B,

32mpo (1 —5G¢ — ¢ + G2C)[2K,(2¢) + ¢ K3(2()]

By 3 ¢ (3KZ(C)(3¢ + 20G — 13G%¢ — 2G(? + 2G3¢2)’ (C.151)
_ 32mpo (24 (?)Ka(2¢) + 5¢K3(2()]

b= T AROC+56-6%) (152
_ 32mpo[(2+15¢%) K»(2¢) + ¢(3¢* + 49) K3(2()]

Bs = —5 (*GK3() ’ (©159)

B, = X2 ¢ (C.154)

3 cKAO) "V
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16ro (*

b= S3emo
4
4

B = %%%Py
4

By = mT“gK—;(C—)PS,
4
4

By = %%EE(—OH,

B = gdr o ¢

315 CK2(0) ©

As expresses para os coeficientes P, com (n = 1,2...,8) estdo explicitados na

seguir.

C.6 Coeficientes P,

1
C8(3¢ + 20G — 13G?¢ — 2G(2 + 2G3(?)? X

1:

{K2(2<) [ —40¢* + 12G*¢* + 6

+164G¢% 4+ 17¢8 + 96G¢ — 60G3C3 + 423G*¢* + 18G?(¢% — 164G3(5 + 17G4¢8

—194G¢® + 35¢2 - 34G2c6] + K3(2¢)¢ [42(4 + 56G4(¢* + 40GC® + 4¢5 — 548G¢

—506G3¢® + 2G?C* + 1263G%(C% — 40G3¢® + 4G*(® + 77 + 436G(¢® — 114¢% — 8G? Ce] }
_ 1 )
P2 = (305 20G — 1367 — 3G + 2G°CH) (~C — 5G + G20) {4Kz(2< ) [244

+3G2%(¢% + ¢® — G*¢5 + 5G3¢% — 21G(¢ + 130G¢® — 3 — 28¢2% — 50G2§4]

+K(20)¢ [35(4 + 64G3C3 + 267C2 — 4GS — 55G2Ct + 4G3C5 + 1562G¢
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+115G¢3 — 314 — 622G2<2] }

1

Fs= (8G(3¢ + 20G — 13G2¢ — 2G(2 + 2G3(?)

{K2(2<) [494(2 + 3G — 3¢

—28G?¢* + 3G*¢® — 96G(¢ + 44G(¢® — 41¢4 - 12] + 2K;3(2¢)¢ [ —~ 50G2¢?

P4=

+34GC — 5C2 + 17G¢® — 11¢4 + 2G2¢* + 763] }

1

C(—C— 5G + G

{K2(2C) [ — 12G(5 — 24G( + 822¢2 + 63¢* + 12

_316G¢® + 30G°C* + 4G2c2] + 2K4(20)C [49G2g2 — BAGCS — 494G(

P=

Ps

+3¢* +196¢7 + 1237 + 3G2§4] }

1

(¢ = 5G + GX()?

{Kz(zg) [ — 2G(3 +2G2(2 — 12G¢ + 92 + 6]

+K4(20)¢ [ 4G+ P+ G+ 37] }

L {21{2(2() [5(;(3 — 6GC +6— 28¢2 — c‘*]

~ (8G(—C - 5G + G2()

Py

+K3(20)C [2G(3 —19¢2 + 26G¢ — 166] }

_ K5(2¢)(=6+13¢) + K3(2¢)¢(43 + 262)’

P 4G2(?

K5(2¢)(3¢* +182¢% — 12) + 2K3(2¢)¢(23¢% + 283).
= 4G2(8
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C.7 Coeficientes C,

amri(ieef). ems(B I T om
Cs = —(%)gg—:g—z Cy = m(é + g) (C.171)

Cs = 3¢ + 20G — 13G*¢ — 2G(? + 2G3¢?, Ce =1—5G( — % + G2, (C.172)
C:=(+3G—-G*, Csg=(+4G-G%, Co=(+5G-G%. (C.173)
Coo=(+6G-G*, Cu=G*?*-5G*-5G¢- > (C.174)

Cr2 = 30G + 5¢ — 45G%¢ — 19G(? + 9G3¢? — 2¢3 + 2G?¢3. (C.175)

C.8 Determinacao das Equacoes de Burnett para o Caso
Nao-Relativistico
Mostraremos, nesta secao, como encontramos as equagoes de Burnett nao-relativisticas a
partir das expressdes relativisticas (2.148) e (2.160).

Vimos que a quadrivelocidade U¥ na forma contravariante e covariante pode ser decomposta
segundo uma parte temporal e outra espacial, em um referencial qualquer, como:

Cc

U = ( ) U, = ( - ) (C.176)
v b e
as quais, quando v < ¢ podem ser aproximadas por:
U* = (c, ), U, = (¢, 7). (C.177)

Consideremos o primeiro termo da equagdo de Burnett relativistica (2.48) para o fluxo de
calor, isto é, A(V*T — ZV¥p). Aplicando as defini¢des (1.55) e (1.66), temos:

VAT = (g“" - C%U“U") 8,T. (C.178)

Fazendo p = 0 em (C.178) encontramos que:
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T 2
VT SV = G s =0 (1M
onde consideramos que para o tensor métrico g% =1, g% =0 e g% = —1 com ¢ = 1,2, 3, isto &,
somente os termos da diagonal principal sdo diferentes de zero, a (C.177) para as velocidades,
e ainda o fato que que v < ¢ no caso cléssico.

Considerando agora u = i, temos:

or 1_. 0T i OT vi 0T v9 9T 0T (v Ov;
VZT w — v =—_ — _ 27
7 Bz czU v oz 83:] cdzy ij 31:] (6:1:, Bx,-)’ (C.180)

nesse caso e nos demais que serao analisados a seguir consideramos a seguintes relacoes para as
componentes do gradiente contravariante e covariante:

0 0 = 0 0 =
VQE-—z(—,V)’ E——:(—,— ), .
dze ~ \3:0 Ve=tz a7V (C181)
onde V é o gradiente usual.
Vamos determinar agora a expressdo nao-relativistica para o coeficiente T /nh:

T T 1
nh~ nmc2G  nkG(

pois no caso nio-relativistico, como ja vimos ¢ > 1. Desta forma, o primeiro termo da equagao

— 0, (C.182)

de Burnett relativistica fica:

T oT
VAT — —_kp) = — ,
AVAT nh P) /\Bxi

Para o segundo termo da (2.48), isto é, A\, V"V ,U¥, temos que calcular a expressao nao-

(C.183)

relativistica para o gradiente do divergente da quadrivelocidade. Assim, aplicando as mesmas
regras utilizadas para o célculo de V*T, temos para o divergente da quadrivelocidade:

oU*
VU = (gm, - U, ) o (C.184)
Observa-se que para p = 0, temos VoU® = 0, pois dc/dz, = 0. E para p = j ficamos com:
- U’ (v7)? ( v ) oV’
U =g — =(gii——— || —5— ) =5 C.185
ViU (gw R ) oz, (g]] c2 ) oz;/  0Oz; ( )
onde utilizamos (C.181).
Se tomarmos agora, o gradiente desse divergente, obtemos:
o [0V 0%v
T = e = ——. C.186
ViviU ozt (axﬂ') 0xi0xI ( )
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A expressdo ndo-relativistica do coeficiente \; é obtido, ao considerarmos somente o
primeiro termo da expansdo (2.85). Assim

375 kT 1542

' T 4096nme 4 p (C.187)
onde o expressamos em termos da viscosidade de cisalhamento p dada por:
_ 5 [mkT C.188

isto é, o primeiro termo da expansdo (2.109). Reunindo entéo os resultados (C.186) e (C.187),
obtemos a expressao nao-relativistica para o segundo termo da equacdo de Burnett relativistica
para o fluxo de calor, a saber:

15 2 8%
T b _ Y )
)‘lv V”U 4 P 6xi6xj

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido para a obtencao das expressoes nao-relativisticas

(C.189)

para os dois termos acima, podemos encontrar os demais termos da equagao de Burnett rela-
tivistica para o fluxo de calor. Para nao nos tornarmos repetitivos apresentaremos somente os
resultados finais para cada um deles, assim:

2 ..
e 32 Termo = —\,V,V<eU™ — 3%%D<’3>,

o _ T po_y 15 4% 8T 0v7
42 Termo = )‘3V TV#U — 4 pT 0z; 0z;°

1

52 Termo = —\¢V'pV , U* — 0,

) 62 Termo —_ )\Svapv<aUT> - _3%;7%D<2]>,

0 - _ <opym> _y 128 42 OT p<ij>
e 72 Termo = )\SVUTV U - 8 ppTaziD ’

82 Termo = A\, V,pVLIeU™ — 0,

92 Termo = —\sV,TVIU" — _4_45.’5;% Dlig),

onde nos termos acima temos que

i ;.  Ov; 1
D<Y> = —(-— - —’) — =Dj»6;; C.190

2 axj Bxi 3 AT ( )
e ainda p = nm. Para todos os coeficientes, consideramos os primeiros termos para as suas
expansdes quando ¢ > 1, de acordo com os resultados encontrados na segdo (2.7).
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Vamos agora obter as expressdes nao-relativisticas para os termos da equacdo de Burnett
para o deviante do tensor pressio (2.50). Para obtermos o primeiro termo, isto é, 2uV<¢U™,
precisamos calcular o deviante do gradiente da velocidade V<¢U™>. Inicialmente temos:

1 2
Ve =2 (VEUT VU - gA"VaU“), (C.191)
onde aplicamos a definicdo da parte sem o tragco de um tensor, isto é, a sua parte simétrica

menos o trago. Para o projetor A*” podemos verificar facilmente que, A% ~ 0 e A¥ ~ g, E,
para o gradiente da quadrivelocidade temos:

our
Ozt

Verifica-se que parae =0 e 7 =0 tem-se VU’ =0; e =0e7 =3, VU’ =0eparaec=ie

1
VU = (g“‘ _ c—2U5U“) (C.192)

=0, V2U° = 0. E que, para ¢ =i e T = j obtemos:

Ui 00
ozt ~ 7 Ozk’

Desta maneira, considerando esses resultados e ainda (C.184) encontramos para (C.191) a

o 1
ViU = (g“‘ _ Ez—U’U“) (C.193)

seguinte expressao:

L . 1/ ., 007 . Ovt 1 ..0vF
<Irri> — <ij> _ k=" jk=Z" \ _ = 1.3_.
viUT =D 2(-" 5z 9 aﬁ) 39 57k

E assim, o primeiro termo da equagido de Burnett relativistica para o deviante do tensor

(C.194)

pressao é fica:

. 1 ..0vF
<errT> _ () _ —gd ). C.195
2uV<U 2,u(D 39 w) ( )

Analogamente, podemos obter os demais termos. A seguir, listamos os resultados obtidos

para cada um deles:

2 2
_ <exTT> g 9T
e 22 Termo = u V<V™>T — 3pT rci05;5

2 32
32 Termo = —2p,V<V™>p — -[;_paz<.-az,->’

o _ <e > QJ& oT _oT
42 Termo = u3V Tv™>T — 64 pT? 3z <; 9z;>’

2
< > p: 8p _op
52 Termo = ,U4V EPVT p— 2pp2 9z« 8zj5

2
> pt 8p 8T
62 Termo = —usV<pV™>T — _2ppT Oz<; Ozj>?

2 Ju<i gvl
72 Termo = peV<EUV, U — —45 2= 52,
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3 — <€errT> 4 [f_@v_“%
e 82 Termo /1,7V U VUU _)4]) 8:1:j> 0zo?

o _ <eTTE> > _ 54pu? ov<i 9v2>
o 92 Termo = —pg VUMV, UT> — BL Lo Srr,

_ < > 2 v Ovi>
e 10% Termo = pg VUV, U™ — —2&- 2. 2,

onde expressamos todos os termos em fungdo de u. Observamos mais uma vez que utilizamos
os primeiros termos das expansdes obtidas para cada um dos coeficientes acima, no caso ¢ > 1,

obtidos na segdo (2.7).
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Apéndice D

Deducoes Relativas ao Capitulo 3

D.1 Relacoes para 17, pr, e wy e I”

Mostraremos nesta se¢ao, como obtivemos as relagdes de transformacao para a temperatura
Ty, pressao hidrostéatica py, pressdo dindmica wy, e I7.

Vamos, inicialmente, obter a relacdo de transformagio para a temperatura. Para tanto
comparemos os coeficientes do produto U*U"” que aparecem em ambos os membros da expressao
(3.15) e dados por:

en erng ( 1
c? c?

1
— = 1+ WIGIQ) + ;Lz_cankTLIaIa' (D.1)
Substituindo a relagdo de transformagao para np, dada por (3.11) e simplificando obtemos a

seguinte expressido de transformacao para a energia interna por particula:

1 kTy,
2n2c? 2n2¢?’

Mas de acordo com a defini¢do para a entalpia por particula (1.81) podemos escrever para

e=eL (1 + I“Ia> + (D.2)

e e er, a seguintes expressoes:

e =mc? (G’ - %), er = mc® (GL - %), (D.3)

onde £ = mc?/kT.
Com esta consideracdo temos para (D.2):

1 _ 1 1 o LE.Ti @
G0 - ¢ (GL - E) <1 + onza! I") t RdEmal (D4)

Vamos agora expandir a fungdo G({) em torno de £ em séries de Taylor, isto é,

G(Q) ~ G() + GLEC ~ ) + ZGLENC — € + . (D5)
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Desprezando o termo proporcional a (¢ —£)?2 e os termos de ordem superiores a esse, ficamos
com a seguinte expressio:

GO~ GO +GLOC - =Cu@) + [6E - g6 -1]c-9, (D)

onde utilizamos G, = G2 — 5G/¢ — 1. Considerando a expansio (D.6) e as definigdes ¢ =
mc?[kT e § = mc?/kTy, a (D.4) pode ser escrita da seguinte maneira:

5 mc? A kTp, A 1 1
G -2a, — ] T LATT _ ( _ _) a
i fGL 1 AT, T + &, Srao Gt 3 I¢1,, (D.7)

onde utilizamos a seguinte nota¢do Arr = T, — T. Resolvendo (D.7) para Arr, ficamos com

_ T (GLf + 1) o
"~ 2n2¢? (1 — 5G L& — 5G2£2 — 52)1 Lo (D)

Finalmente, escrevendo para 7} chegamos no resultado:

Arr

1 (G &+ 1)
2n2¢? (1 — 5GL& — 5G2£2 — £€2)
que é a relacdo de transformagio para a temperatura. Notemos que em uma teoria linear o

T, = T(l + I"Ia), (D.9)

ultimo termo nao existe.

Apds encontrarmos a expressao para a temperatura 77, podemos determinar a relagdo
para a pressdao hidrostatica pr, a qual é definida na decomposicdo de Landau e Lifshitz como
pr = npkTy, portanto basta substituir as relagdes para ny dada por (3.11) e 7, e ficamos com
o seguinte resultado:

1 £(€+6GL — Gif)
on2c? (1 — 5GLE — € + G282)

Para encontrarmos a relacido para a pressio dindmica nas duas decomposicoes, devemos

or=p|1+ I"'Ia]. (D.10)

comparar os termos em A“ na expressdo (3.15). Desta maneira temos a identidade:

1 (e3
p+w=pr+wL+gmnihi e, (D.11)

Portanto, substituindo as expressdes para ny, pr e hy, dadas respectivamente por (3.11),
(D.10) e a (3.20), obtemos:
m (36 + 20GL — 13G2¢ — 2G €% + 2G3¢?)
W =w — — > I°I,.
n (1-5GLE— &2+ G1€?)
A relagdo para I” pode ser obtida comparando-se os termos em U<#¢”> na expressio (3.15),

(D.12)

isto é,
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2 y 2
EEUq‘q > = —-n—Lc—z(wL + TLLhL> U<”Iu>, (D13)

de onde obtemos que:

1
q" = ———(wL + nLhL)I” = —hg (1 +
nr

Ou, escrevendo para I”, ficamos com:

— wL>I . (D.14)

v_ 1, wr \7' ¢ w
= (1+ nL;L) o —5(1- nL;L). (D.15)
D.2 A Velocidade Adiabatica do Som

A velocidade adiabética do som, como estd definida na se¢do (4.2) do capitulo 4, o qual
trata da propagacao de ondas, é dada por

kTcyc®\1/2

U = , D.
= () (D.16)
onde ¢, é c, sao as capacidades calorificas a volume constante e a pressdo constante respecti-

vamente e sdo definidas por:
Oe oh
= (=), = (=) . D.17
=), = (), (o7
Os valores em equilibrio para a energia interna ey, e para a entalpia Az sao:
2 2 1

hL =mc GL, €, = mc [GL(f) - Z], (D18)

onde G (&) = K3(§)/K2(€). Desta forma, fazendo as respectivas derivadas encontramos que:

G 1 G
cv=k§2(1+5—§—-Gi—§), cP=k§2(1+5-—§——Gi). (D.19)
Substituindo as expressdes encontradas para a entalpia por particula h; e para as ca-
pacidades calorificas ¢, e ¢,, chegamos na seguinte expressdo para a velocidade adiabdtica do

soml:

0. = £2 +5GLE — G312 kT 11/2
s .

T GLE@+5GE—GiEE—1) m (D.20)
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D.3 Expressao para 9,7+

Considerando a derivada covariante

8, = CI—ZUL.,DL + VL, (D.21)

obtemos o seguinte resultado para a derivada §,T+"°:

0,T*° = (CriDing +npD1Cry + wr D Cra + CLQDLWL)UgUZ + (n,Cr1 + CLQWL)(UfDLUZ

+UZDLU£‘) + %(mZDLnL - Cl.DLTLL - nLDLC’L1 - CLQDL‘WL - wLDLCLz) (ng‘w + 2U£UE)

1/ A v v
+'(]; (an2 — TLLCLl - CngL) (UgDLUZ +UZDLU£) - -(,'_2 (CgLDLhL +hLDLC3L) (Uf] +ULI”)

——}EhLC’Lg(U}jDLI" +U¢DLI* + ¢"'Ua DL I%) + 6m(CrsDGr + GLDCrs)(ULIY + UYIH)
C
~ v 1 v o
+(m? +6mG,Cus)UEDLI” + IDyU + UL DyI* + I“DyUf + —ULUzUraDy 1 )

1 v
+pf”u>DLCL4 + EECIA (C2DLPEMU> + ULaU}J/DLprﬂa> + UEULQDLPE a>)

2
+(nrCry + Crow)UU;V . UF + %(mvaanL —nVieCri — CriVienp + CraViawr

c? v a av
"wLVLaCLZ) (g’“"UZ + g”an) + g (an2 —nCr — CL2wL) (g“ VLo:UL +9 VLan

+g**V,UY) = (CLsViahr + hViaCra(g*I” + g*°I* + " I%)
—hLéLa(VIiIV + ViI¥ + g“”VLaI"‘)
+(m? + 6mGLCLs)(UtUYN 1o I° + ULIV 1,Uy + U I°V Ut + UYI*V 1, Uf

+U£I"VL0UZ) +6m(CrLsViraGr + GLVi1aCra)ULULI® + V1oCra(pp"*” Ur + p£"*>U*)

+CLa(VLaDF* UL + D5V 1oU¥ + ULV 1ops®™> + p3®> V0oUL + p1* 7 Vi UR). (D.22)
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Apéndice E

Deducoes Relativas ao Capitulo 4

E.1 Sistemas de Equagoes para Cinco Campos

Nesta secdo vamos mostrar com detalhes como obtivemos o sistema de equacdes (4.17) a
(4.20), referente as equagdes de Navier-Stokes e Fourier e o sistema de equagdes composto por
(4.43), (4.44) e (4.45) referente as equagdes de Burnett linearizadas.

Substituindo as equagdes de Navier-Stokes e Fourier, dadas por (4.12) nas equagdes de
balancgo (4.13), (4.14) e (4.15), resulta:

Dn +nV*HU, =0, (E.1)
T
nDe + pV*U, + V [A(VFT — EV"p)] =0, (E.2)
-nh v <prrs 1 u T u
—Z DU* - V¥p+ VH(VPU,) + 2V, (uV<FU) + E5D[’\(V T-—=V p)] =0 (E3)

As ondas harmonicas planas longitudinais de pequena amplitude sdo definidas por:

n = ng + nexpli(k - £ — wt)] = ng + Rexpli(kn'z’ — wt)), (E.4)
T =Ty + Texpli(R - £ — wt)] = Ty + T exp[i(knz’ — wt)], (E.5)
U* = (c, Texpli(R - £ — wt)]) = (c, Texp[i(kn‘z’ — wt))), (E.6)

com R = ki, onde 7 é um vetor unitdrio na direcio de propagacdo da onda (devemos ter o
cuidado para ndo confundir com a densidade do nimero de particulas, também representado
por n) e ainda as amplitudes 7, T e ¥ sdo consideradas pequenas de tal forma que os seus
produtos podem ser desprezados.
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Como os operadores derivada materia] e gradiente, em componentes, sdo dados respectiva-
mente por:

0 1 0 0
D=— B =g — U+ = _ = —
5 V= (o - U )a. (o ax,-) e V=0, =) (D)
entdo, considerando (E.4) e (E.6), obtemos
on . S,
Dn = o = Twn expli(kn'z® — wt)], (E.8)
V.U = ?9[;; = ikd;;n’ 0" expli(kn'z® — wt)], (E.9)

pois V,U* = (0,V,;U?), onde i = 1,2, 3.
Levando-se em conta os resultados (E.8) e (E.9), a equacdo de balanco (E.1) pode ser
escrita como:

wh — ngkY) = 0, (E.10)

onde 7 = 6;jn’7" é a componente longitudinal da amplitude da velocidade, e termos em que
aparecem produtos de duas ou mais amplitudes foram desprezados.

Seja agora a equacao de balango (E.2). Vamos precisar escrever em termos das amplitudes
n, U e T e em componentes, as quantidades De, V,.VH¢T e V,V¥#p. Assim, considerando (E.4)
e a (E.5) mais as expressoes (E.7) para as derivadas, obtemos:

be _oeoT _ oT
ot oT ot "ot
onde utilizamos a defini¢do (0e/0T) = ¢, para a capacidade calorifica por particula a volume

constante. O indice zero que aparece em c) e que vai aparecer em todas as grandezas ter-

De = = —icoTw exp[i(kn;z* — wt)), (E.11)

modindmicas daqui para a frente, vai indicar que estamos considerando o estado de referéncia
em que T =Ty e n = ng. E ainda temos que:

0T
ortort

V:V'T = — = k2T expli(kn'z’ — wt)], (E.12)
&%p
Orioxt

onde consideramos que p = nkT'.
Portanto, levando em conta os resultados (E.11), (E.12), (E.13) e ainda (E.9), a equagéo
de balango (E.2) se reduz & seguinte expressao em termos das amplitudes:

VVip=— = k2(AkTy + Tnok) exp[i(kniz’ — wt)], (E.13)

kT2
o ho

K27 — nokTQKJ’l_l" + [nocgw + ?:)\0162% T =0. (E14)
0

—1Ao
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Para chegarmos a esse resultado consideramos a definicdo h = e + p/n para a entalpia por
particula.

Finalmente, para a equagao de campo (E.3), vamos precisar encontrar as expresses para
DU¥, VK(V*U,), V,(V<tU*>), D(V*T) e D(V*#p) em termos das amplitudes e em compo-
nentes. Assim, da (E.6) e (E.7), temos que:

DU* = 5 —iw?’ expli(kn'z’ — wt)], (E.15)

VI(V'U;) = k26pn*n't® expli(kn'z® — wt)), (E.16)

Vi(V9IU?) =V, [5 (V’Uz + V‘U’) - gg”VkUk} = §n2nin’27’ expli(kn'z’ — wt)], (E.17)

onde g = —1se i = j e zero se i # j e ainda levamos em conta o resultado:
i BU’ . P4 . i
ViU = 5 = —ikn’ 0* expli(kniz® — wt)). (E.18)

As derivadas temporais para os gradientes da temperatura e pressao sao dadas por:

: 0 (0T I i

D(V’T) = —§<£J—) = —kwT'n’ expli(kn'z’ — wt)], (E.19)
(0 . _ .

D(V’p) = ~5 (653) = —kwn? (kTy7i + nokT) expli(kn;z; — wt)], (E.20)

onde novamente utilizamos que p = nkT.
Desta forma, considerando os resultados (E.15) a (E.20), que multiplicados escalarmente

por n’ chegamos ao seguinte resultado:

/\ kT2 _ 'noho . 4 21 -
[ kTok + z——mnw]n-f- [ = w+ 2(770 + 3uo>n ]v”
Ao €0 =
[nolm + zj-ﬁ—wn]T 0. (E.21)
0

Reunindo, agora, os resultados (E.10), (E.14) e (E.21), ficamos com o seguinte sistema:
wh — nok?) = 0, (E.22)

2 —
—i)o %n i — nokTokT) + [nocdw + iXgk? ]T =0, (E.23)
oho
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Ao KT§ 1. [noho . 4 _
[ - kToK', + Z-gnoho KX/J]TL + [—cz—w + Z(T]() =+ g/jo) K)2J Y

. Ao €9 =
- [nokn + zth—own] T =0. (E.24)

que sdo as equagdes (4.17), (4.19) e (4.20) que queriamos determinar.

Se agora multiplicarmos a equagdo (E.21) vetorialmente por n/, encontramos a seguinte
equagcao:

(9‘;—?2&; -+ i/.con2) 7, =0, (E.25)
que é a equagdo (4.20) para a componente transversal da amplitude da velocidade e onde
utilizamos a notacao v, =7 X ¥

Para a determinac@o do sistema (E.22), (E.23) e (E.24), e de todos os sistemas referentes
a propagacao de ondas relativos ao capitulo 4, devemos adimensionalizar cada equagéio , para
tanto precisaremos conhecer a velocidade adiabatica do som no gés. Ela é definida da seguinte

maneira:
1
kTocgc2 z
= , E.26
Vo ( Foc (E.26)
que ao ser expandida no caso ¢ > 1, isto é, no limite nao relativistico, toma a seguinte forma:
1
5k 2 7 kTy
= | -—T 1—-—+.... E.27
o= (5D) [1-ime ] ®27

Para chegarmos nessa expressio, tivemos que expandir a entalpia e as capacidades calorificas
a volume e pressao constantes, para o caso de baixas temperaturas. O resultado para estas

expansoes é:

15 (kT)?
5,7 O

= mc® + > = E.28
h=me + kT + =5+ oy (E-28)
€
3 15 kT 5 5 k2T
=4+ 22 L =—k———— 4 ... E.29
@ 2k+ 4mcz+ ¢ @ 2k 3mc2+ ( )

onde utilizamos a expans3o (B.11) do apéndice B, para a func@o de Bessel e ainda as expressoes
para h e e dadas por (1.98) e (A.45), com ¢, e ¢, definidas respectivamente por:

() o (@) =
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onde

e _,_1 &_ 2, 22
ho—l GC, E—_(l—‘SGC_C +G<)a

0
%
k

A expansdo da (4.24) para o caso onde { < 1, ou o caso ultra-relativistico, é:

¢(¢+5G — G2¢), (E.31)

Vg = —\/-g (E.32)

sendo que a energia e a entalpia por particula, sio dadas por:

e=3kT,  h|g=4kT, (E.33)

nesse caso fizemos uso da expansio (B.12) para a funcdo de Bessel. Ressaltamos que utilizare-
mos esses resultados ao longo de todo este capitulo.

Vamos agora mostrar como chegamos ao sistema de equagdes composta por (4.43), (4.44)
e (4.45), que se referem & propagacdo de ondas harmoénicas planas, para cinco campos e con-
siderando as equacoes de Burnett linearizadas.

Muitos dos resultados encontrados acima vao ser novamente utilizados aqui. Assim, vamos
em primeiro lugar substituir as equagdes de Burnett linearizadas e dadas por (4.87), (4.41) e
(4.42) nas equagdes de campo (4.13), (4.14) e (4.15) para encontrarmos o seguinte conjunto de
equacoes:

Dn +nV*U, =0, (E.34)

-%hDU“ = Vip 4 o VAV UY) — VA (Y, V*T) = 1:VH(V, V¥D) + 200V, (V<HU)
< v> <puTIV> 1 12 T 13
+/J'1VV(V v T) + ,UQVV(V \4 p) + 0_2 /\0 D(V T) - %D(V p)
+MD(VHV,U°) + A2D(v,v<”Uﬂ>)} =0, (E.35)

nDe + pV,U* + M|V, (V*T) — %V”(V“p)] + NV, (VAU

+AaV,(V,V<U*>) = 0. (E.36)

A equagdo (E.34), em termos das amplitudes, j4 foi obtida nessa secdo e é dada por (E.10).
As expressdes para DU, Vkp, V¥(V,U"), V,(V<,UY>), D(V#T) e D(V*#p) em termos das
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amplitudes e componentes, que aparecem na equacéo (E.35), também j4 foram encontradas na
se¢do (E.1). Em termos das solugdes (E.4) e (E.5), e considerando (E.7) encontramos que:

V/(V;V'T) = —ix*nd Ty T expli(sniz’ — wi)]}, (E.37)

VI(V:iV'p) = —ik*ningkTo(7 + T) expli(snizt — wt)]}, (E.38)
onde levamos em conta os resultados para V;V'T e V;Vip dados respectivamente por (E.12) e
(E.13).
Vamos agora determinar as expressoes para V,(V<#V*>T) e V,(V<¢V“>p) em termos
das amplitudes e que estdo relacionadas aos coeficientes y; e u,. Para tanto vamos precisar
conhecer a expressdo para V<*V7>T, que pode ser escrita como:

V<V T = VIVIT — %éif'vkva. (E.39)
Cconsiderando a seguinte expressao:
V'VIT = 6T = —k*TyTn'n? expli(kn‘zs’ — wt)] (E.40)
3x,~6zj 0 ’ ’
e a (E.12), temos que:
V<EVIST = —/szTOT(ninj - %5’7) expli(kn’z’ — wt)]. (E.41)
Desta forma, considerando esse resultado, encontramos:
L 2 - o
Vi(VVIPT) = —-gi/csToTn’ expli(kn'z’ — wt)], (E.42)
Vi(V<ViZp) = —%ms(ﬁ + T)nokTon? expli(kn‘z’ — wt)]. (E.43)

Vejamos agora as expressoes para D(V#V,U?%) e D(V,V<?U°>). Para tanto, deveremos
aqui simplesmente calcular a derivada temporal das expressdes (E.16) e (E.17), obtendo o
seguinte resultado:

D(VIV,U%) = —ik*wuen? 6;n 0" expli(kn’z® — wt)], (E.44)

D(V, V<kUI>) = —igfszwvodiknkniﬁi expli(kniz® — wt)]. (E.45)

Reunindo agora todos esses resultados e multiplicando a expressao resultante escalarmente
por n;, encontramos a seguinte forma para a equagéo de balango (E.35), em termos das ampli-

tudes:
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/\0 kT wK

2 ~ noUoh 4
[ nokT()KZ -+ Z h,o - nokToK,s(’l'h - §u2)]n + [ ocg Ow + Z('I]o + 3[to)’U0K22

2

2
+%2"Uow ()\1 -+ —/\2)]1_)” + [ TlokTgl‘G - Zi\—

3 Z —Towk — Tok*(m + nokny)

2 -
+§K}3T0(/11 + kngﬂz)]T =0. (E46)

Vamos agora escrever a equacao (E.36) em termos das amplitudes. Novamente obser-
vamos que quase todos os gradientes encontram-se calculados na secido (E.1) e que devemos
simplesmente calcular V,(V¥V,U%) e V,(V,V<°U*>). Assim obtemos:

Vu(VEV,U?) = iuokd6;n't? expli(kn’z® — wt)), (E.47)

V(T VUR) = iz

onde mais uma vez utilizamos os resultados dados por (E.16) e (E.17). Desta forma, reunindo

K3096;n' v’ expli(kn’z’ — wt)], (E.48)

esses resultados e substituindo na equagio (E.36) obtemos:

2 —_—
—iXg Ifgo—nzﬁ — |nokTovok + K ()\1 + zAz) vo] o)+ [c nolow + 1Ak Toh—]T 0. (E.49)
0

Reunindo os resultados (E.10), (E.46), e (E.49), encontramos o seguinte sistema:

nowf — Nk = 0, (E.50)

[ o kT¢wk

2 h
nokTok + Z— ho — nokTok? (772 - 5#2)]77 [novo 0

2 2 Xo e
+%Uow ()\1 -+ —)\2)]1—)” + [ TLokToKJ ’L——Towlﬂi TQKZ ( T + nok‘nz)

3 c® hgy
2 4 _
+§K} To(,ul + knoﬂz):IT =0, (E51)
kKT¢ 0 _
—zAOTn n— [nokTovon + K ()\1 + 3)\2> 'uo] T+ |c On0Tow + Xk Toh T=0  (E52)
0 0
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Vamos agora escrever o sistema acima na forma adimensional. Para tanto, deveremos
dividir a equagdo (E.50) por now, a equagdo (E.51) por nokTow/v, € a terceira (E.52) por
nokTow, e encontramos o seguinte resultado:

n—I'y =0, (E.53)
me2 T2 c?

CO T]* 4
i+ [—”+z‘(—°+—>—————”
9 py 3/ hy Rec?

2 1 T2 m2c* /c8\2 Aseo T mc? o I? ¢ mdq
+(A*+—>\*>———————(—’-’) ]' + [—F =0 9 2 _ (nt
1 2 7 Y\ —(mM+m)—7 12 Re2 h co

2 3 me? ¢ _
Tyl 2)Re2 ho u*%ﬂ]T‘O’ (5:34)

25 T me? r ( mdc @ Aeo ¢
[ B D) e Sl
[LO Re ho n+ [ IJ’ + 3/\2 Re? hO CO Y| + k +1 /.LO ho RCF T 0 (E 55)

que sdo as equacgdes que queriamos determinar. E onde consideramos a seguinte notagao:

A W S S A 0
Mo = kTonfb Ay = ck)‘o’ Mo = kTO#D’ M=y = (E.56)
* n00'2 « noa' . n00-2 .
M=t T ppte BT TR = ok, (E.57)

sendo que as expressdes para todos esses coeficientes estdo definidos na se¢do (2.7) do capitulo
2.

E.2 O Sistema de Equacoes para Quatorze Campos

Para encontrarmos o sistema de equacoes referente & propagacao de ondas, considerando
quatorze campos, devemos inicialmente substituir as solugGes (4.54), (4.55) e (4.56) nas equagdes
de campo linearizadas (4.57) até (4.62). A seguir deveremos efetuar todas as derivadas, lem-
brando que o movimento estd sendo considerado somente ao longo da direcdo do eixo z. Assim,
para a equagao (4.57), que ja foi obtida na segdo anterior e dada por (E.10), temos:

wh — nokT = 0. (E.58)

onde
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; o, . _ _
ViU; = g = 0 exp[i(kz — wt)]. (E.59)

Neste caso somente vamos considerar a componente longitudinal para a propagacdo destas
ondas.

Para a equagao (4.58), podemos utilizar a expressdo para DU* dada por (E.15) com i = .
Para o gradiente da pressao V* = (0, Vip) temos:

: onkT =
Vip=— ga: = —ik(kTon + nokT) exp[i(kz — wt)). (E.60)

E para os gradientes V¥w = (0, Viw) e V,p<¥> = (0, V;p<9>), temos:

) o _
Viw = —53— = —ikP exp[i(kz — wt)], (E.61)
> _ ap<zz> = . B
Vip<2 = = ikRexp[i(kz — wt)]. (E.62)

Para a derivada material do fluxo de calor temos:

Dq' = %— = —iwQ expli(kz — wt)]. (E.63)

Reunindo os resultados acima obtemos a seguinte expressdo para a equagdo de campo
(4.58):
_ . noho _ = =1 -
—kkTon + —z Wi knokT — kP + Ez'wQ —kR=0. (E.64)

Para a equagdo (4.59) obtemos a seguinte expressao:

—nokTokT + nocowT — kQ = 0, (E.65)

onde utilizamos (E.11) e (E.15) e ainda o seguinte gradiente:

Vig' = %qx— = ikQ exp[i(kz — wt)]. (E.66)

Analogamente, obtemos para as equagdes (4.60) e (4.61) as seguintes expressoes:

1 _n _ ¢ RS =
'2'( 2 + Cl)wn - 'EO(WL2 + 5C1)K)1) - ﬁnowC’lT + §C2WP
5 = .3 _ 5
+-—203K3Q + 2—2-B1P =0, (E67)
c C
4 C4 _ CZ _ ct _
_%n(mz - 01)7_1 - EH&%T&QC{T - Eno(m2 + 501)60’0 + EK)CQP
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+(5C'3w + ZBQ)Q + 62HC4R =0.

Na equagédo (4.62) vamos precisar dos resultados abaixo:

Dp<> = —jwR expli(kz — wt)],

V<igh> = -—(% - %%%) = —%inQ expli(kz — wt)],
V<iy> = —(aa(i - %agc ) = —g—inﬁ exp[i(kz — wt)].

Desta forma, considerando as expressdes acima, a (4.62) fica:

2 4 = _
§c2non(m2 - Cl)’l_) + §C3I€Q + (C4w - ZB3)R =0.
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