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R E SU M O

Consideramos aqui um a corda cósmica descrita por um a lagrangeana de 

interação , envolvendo um campo vetorial de calibre do grupo U (l), minimalmente acoplado 

a um campo escalar. Também foi adicionado um termo de interação gravitacional, consi­

derado na forma escalar. Obtivemos as equações de campo decorrentes desta lagrangeana 

e efetuamos um  acoplamento destas com as equações de Einstein. A seguir resolvemos 

numericamente o sistema de equações e obtivemos expansões polinomiais para os campos. 

Tais expansões perm itiram  determinar o term o de segunda ordem, para  o déficit angular 

causado pela corda.



A B S T R A C T

Here we consider a cosmic string described by an interaction Lagrangian 

and including a U (l) gauge vector field, minimally coupled to a scalar field. This La­

grangian includes also a gravitation interacting scalar term. The field equations have been 

obtained from the above Lagrangian, and we coupled these equations to Einstein’s equa­

tions. Such a system of equations has been solved numerically and we derived polynomial 

expantions for the fields which describe the string. W ith the above solutions we have 

determined the second order corrections to the angulat deficit, produced by the string.
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Introdução

O modelo que originou as cordas cósmicas evoluiu a partir da forma su­

gerida por Dirac1 na década de 1.940, para o caso de monopolos magnéticos em teorias 

abelianas. A idéia consistia em remover o monopolo puntual e em seu lugar considerar 

uma linha infinita de cargas, onde ao final da mesma haveriam tais monopolos. Ao longo 

dessa linha o potencial seria singular e ’’fluiriam linhas de campo” . Essas cordas de Dirac 

ainda não tinham  realidade física, eram apenas abstrações que tornavam possível a criação 

de um modelo. Apenas na década de 1.970 é que Nambu2 considerou tais cordas como 

um possível modelo aplicável à realidade. M odernamente cordas cósmicas também são 

consideradas como um tipo de ’’defeito topológico”3, o que seria devido ao arrefecimento 

do universo em seus primeiros minutos de existência, gerado por um complexo mecanismo 

de quebra de simetria.

Surgiu tam bém  a teoria das super cordas, ela encara partículas como cor­

das. Desde que cordas tem um a extenção , elas podem vibrar como a corda de um violino. 

Os modos de vibração são determinados pela tensão na corda, cada modo correspondendo 

a um a partícula. A frequência do modo determ ina a energia da partícula e consequente­

mente sua massa. As partículas elementares conhecidas seriam encaradas, como diferentes 

modos de vibração de um a corda. A teoria de supercordas combina a teoria de cordas com

um a estru tura m atem ática cham ada supersimetria.

\
A medida que o universo se expandia e esfriava, após o big-bang, o vácuo 

primordial passaria por um a rápida sucessão de mudanças conhecidas como ’’transições de 

fase” . Este é um fenômeno análogo à m udança de estado físico da água, ou a cristalização de 

substâncias com diferentes orientações nos eixos cristalográficos (Fig. 1) . Similar também



aos vórtices quantizados do hélio líquido, ou às linhas de vórtices do campo magnético em 

supercondutores. Esses defeitos podem ser de várias formas: cordas cósmicas, monopolos 

e paredes de domínio de vácuo, além de defeitos híbridos como paredes contornadas por 

cordas, monopolos conectados por cordas e outros3. Cordas tam bém  são usadas nos mo­

delos a quarks para hádrons. Os hádrons seriam assim compostos de quarks ligados por 

cordas duais, ou abertas, tendo quarks em suas pontas2. Pela visão de Nielsen e Olesen4 

os quarks agem como um a fonte de carga magnética, e neste caso um a corda seria uma 

linha de vórtice ôco no campo de Higgs2.
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Fig. 1

Cordas cósmicas seriam então finos ”tubos de vácuo” , (ou falso vàcuo)5, 

simétricos, com alta energia, deslocando-se a uma velocidade próxima à da luz. Podem ser 

retas (daí infinitas) ou em forma de anéis. Suas características físicas são determinadas 

pela energia do vácuo aprisionado. Estas cordas podem ter aprisionado o vácuo inicial em 

diferentes fases6’7’8’9. (Vide Tabela a seguir)



A tensão na corda seria numericamente igual à sua densidade linear de 

m assa //, multiplicada pelo quadrado da velocidade da luz. P ara  cordas em forma de 

anéis esta enorme tensão as faria colapsar rapidam ente, e este colapso seria amortecido por 

mecanismos de dissipação, tais como: fricção devida à interação das cordas com partículas, 

desvio cosmológico para o vermelho das oscilações, resultado da expansão do universo 

(efeito análogo ao desvio para o vermelho da radiação cósmica de fundo), m udança de con­

figuração por interseção de cordas, formando anéis fechados e diminuindo seu comprimento 

e, finalmente, emitindo radiação gravitacional9.
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Cordas eletrofracas Cordas da grande unificação

Origem (s) ~  IO' 10 ~  1 0 -36

Energia aprisionada (Gev) ~  102 ~  1015

Tensão (g /c m 2) ~  1012 ~  1051

Densidade linear de massa (g/cm) ~  10~4 ~  1022

Diâmetro (cm) ~  1 0 -15 ~  IO" 28

Anéis de formato irregular oscilam e perdem sua energia por radiação 

gravitacional. De tem pos em tempos eles podem auto-interagir quebrando-se em pedaços 

menores. Se tais auto-interações são frequentes, estes anéis decaem rapidam ente em 

partículas relativísticas. A dinâmica dos anéis ainda não foi bem estudada e a frequência 

das auto-interações é difícil de ser estim ada9.

Cordas cósmicas podem fornecer um a descrição para a estru tura  do uni­

verso em larga escala. A observação de quasares duplos , por exemplo, poderia ser resultado 

da existência de um a corda (C) entre a Terra (T) e um quasar (Q) (Fig. 2), conhecido 

como efeito lente gravitacional, o que proporciona duas imagens I\  e / 2, vistas da Terra.
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Fig. 2

Do ponto de vista geométrico a corda age como se cortasse parte do espaço- 

tempo, produzindo um a superfície localmente cônica. Assim um observador não poderia 

diferenciar localmente um universo cônico de um espaço-tempo plano, pois ambos têm 

curvatura gaussiana nula. Na geometria euclideana a razão entre o comprimento da cir­

cunferência e seu diâm etro é igual a ir. Para circunferências em torno de um a corda cósmica 

esta razão é um pouco menor (a diferença aparece na 4° casa decimal). O espaço-tempo 

em torno da corda curva-se, e a forma final deste pode ser visualizada como sendo a su­

perfície de um cone. Tudo se com porta como se o espaço euclideano perdesse uma cunha e 

fosse dobrado até que suas bordas resultantes se unissem (Fig. 3). O ângulo desta cunha é 

chamado de ’’déficit angular” (a própria separação angular entre as imagens), e vale aprox­

im adam ente 1 segundo de arco para cordas do período da grande unificação , e 2 • 10-25 

segundos de arco para cordas eletrofracasT. Este modelo se aplica apenas a cordas retas, 

pois anéis obedecem a modelos mais complexos.

Uma corda cósmica reta e estacionária produz somente efeitos globais,



então fótons emitidos por um corpo atfãs da corda podem seguir dois caminhos possíveis 

até nossos telescópios. Tal corpo parece então ter sua imagem duplicada. Este fenômeno 

tem semelhança ao efeito Aharonov-Bohm, da mecânica quântica, e alguns trabalhos já  

analisaram essa possibilidade10.

Introdução ________________________ „-------------------------------------------------    5

corda

F ig . 3

O modelo com cordas cósmicas pode dar um a boa descrição para a forma-



ção de galáxias. Em 1985 Albrecht. e Turok11 desenvolveram um program a para simular 

a evolução destas cordas. Mais tarde Turok usou a simulação para calcular o número 

e a distribui ção dos aglomerados de galáxias, previstos pela teoria de cordas. Seus re­

sultados concordaram com os coletados de observações. Como galáxias tendem  a formar 

aglomerados, grandes anéis podem ser a causa da nucleação de galáxias, o que explicaria 

a distribuição destas no espaço. Os anéis menores podem colapsar e produzir buracos ne­

gros. Apesar dessa concordância, a teoria não explica ainda satisfatoriamente a formação 

de galáxias.

Richard G ott12 afirma que cordas em movimento produzem perturbações 

na radiação de fundo do universo. A radiação no rastro das cordas seria desviada para o 

vermelho, e no caminho das cordas para o azul. Isto criaria um aspecto único na radiação 

infravermelha observada. A falha em detectar qualquer perturbação indica que a densidade 

linear de m assa // de tais cordas deve ser menor que 10-5 . Medidas melhores e redução nas 

incertezas teóricas podem alcançar esse limite e trazer mais uma evidência da existência 

de cordas cósmicas13.

Há modelos teóricos que propõem que cordas cósmicas podem se compor­

ta r  como supercondutores e conduzir grandes correntes elétricas. Porém, o acréscimo do 

campo eletromagnético aum entaria a interação destas com suas vizinhanças. Elas seriam 

mais fácilmente observadas do que cordas não condutoras, pois a oscilação emitiria radiação 

gravitacional, e também intensa radiação eletromagnética.

Com sua alta densidade de energia armazenada, cordas cósmicas e outros 

defeitos topológicos podem ainda ser um a solução para a questão da ’’m atéria escura”5.

Vilenkin7 considerou um a corda cósmica infinitamente longa e estática. 

Baseando-se em argumentos dimensionais, ele ignorou sua espessura e usou a aproximação 

de campo gravitacional fraco, negligenciando a auto-interação. Ele mostrou tam bém  que 

o espaço-tempo em torno da corda é semelhante ao de Minkowski, a menos de um a cunha
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(Fig. 3). Neste caso o déficit angular Ay> e a massa por unidade de comprimento /< estão 

relacionadas por

A tp =  87r/y

no sistenia natural de Unidades.

O modelo de aproximação com campo fraco que negligencia a espessura 

da corda é plenamente justificado, pois cordas de interesse astrofísico têm /x ~  10- s .

A aproximação feita por Vilenkin não é única. Podemos tra ta r cordas 

longas e retas sem negligenciar suas espessuras e sem a aproximação de campo fraco. Para 

um tratam ento mais completo é necessário usar as equações de Einstein, acopladas aos 

campos que definem a corda. Um modelo com um a lagrangerana padrão é feito em [14] 

e [15] e com um a lagrangeana não padrão em [16]. Em [14] Garfinkle mostrou que um 

tratam ento usando os campos escalares, invariantes por calibre e acoplados às equações 

de Einstein, resulta num a métrica que, a grandes distâncias da corda, é a mesma de 

Minkowski, a menos de um a cunha. Porém, aí não se verifica mais a igualdade A <p = 87174, 

e a quantidade — Sn/j, não será mais nula, tendo um valor da ordem de fi2. Isto é obtido 

apenas num a aproximação de segunda ordem.

Neste trabalho consideramos os resultados de Garfinkle e Laguna [17]. De­

terminamos as equações de campo para um a corda cósmica descrita por um a lagrangeana 

com um campo vetorial de calibre do grupo U (l), minimaimente acoplado a um campo es­

calar, onde foi adicionado um  termo de interação gravitacional. A P artir desta lagrangeana 

obtivemos as equações de campo e fizemos um acoplamento com as equações de Einstein. 

Isto resultou num sistema de equações não lineares de segunda ordem acopladas, que re­

solvemos numericamente. A partir dos dados numéricos obtivemos as formas polinomiais 

dos campos que determ inam  completamentes as características da corda. Assim feito cal­

culamos tam bém  o term o de segunda ordem para o déficit angular, produzido pela corda.

Introdução  ____________________________________________________________________  7
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C a p ítu lo  1 . E q u açõ es  de c a m p o  com  m é tr ic a  c ilín d rica .

Cordas cósmicas são distribuições unidimensionais de energia, caracteri­

zadas por um a grande densidade linear e um comprimento supostamente infinito. Tais 

cordas podem ser representadas por um a configuração ciUndrica e simétrica, atravéz de 

um a auto-interação de um campo escalar com acoplamento minimal a um campo vetorial 

de calibre.

A distribuição de energia na corda ocasiona um acoplamento ao campo 

gravitacional, cujos efeitos ficam evidenciados atravéz das equações de Einstein.

Neste modelo usamos um a densidade de lagrangeana que envolve um

campo escalar complexo $  =  R e ( R  e tp reais) acoplado minimalmente a um campo

vetorial de calibre A a, do grupo U (l), na forma

C = V .f iV “«  -  y  (V„y> +  ? 4 .) ( V “V> +  l A ‘ ) -  j ( í ?2 -  y 2) 2 -  (1.1)

onde

Fab =  V aAj, — VbA0 (1-2)

sendo q  a carga do campo vetorial, A um a constante de acoplamento, 772 a intensidade do 

campo gravitacional e t] a escala de energia de um a quebra de simetria.

As massas associadas aos campos vetorial e escalar são m 2A — ç2t/2 e m \  = 

A»;2, respectivamente. O termo F ( |$ |)  =  A( $ 2 — T72) é um potencial efetivo com simetria 

axial. A quebra de simetria é introduzida neste potencial atravéz de um deslocamento 

$ 2 _» $ 2 _  7J2 (Fig. 1.1)

Consideramos que existe um a barreira no potencial, entre o falso vácuo 

|$ | =  0 e o vácuo global |$ | =  r). A relação a =  dá a medida entre o raio do
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0 V l$l

F ig. 1.1

núcleo de falso vácuo e o raio do tubo de campo magnético da corda. Segundo o modelo 

de Ginsburg-Landau para supercondutores, cordas com a > 1 têm  vórtice atrativo e com 

a < 1 têm  vórtice repulsivo.

Adimitimos que para ij suficientemente pequeno (valor que minimiza o 

potencial efetivo) existem soluções para as equações de campo de um a corda isolada, decor­

rentes da lagrangeana (1.1).

As equações de movimento são obtidas a partir das equações de Euler-

Lagrange

V c-
d c

- ^ = 0
d ( V eip) d<p

onde <p representa cada um  dos três campos R y Vs e AK 

Para <p =  R o primeiro term o de (1.3) é (Vide apêndice A l)

ÔC

(1.3)

Õ(VCR )
- V c R (1.4)



e o segundo term o

I !  = + ç / U K W  + i A‘ ) -  -  v ’ )R  (1.5)

Assim sendo, com (1.4) e (1.5) a equação (1.3) fica

V CV CR  -  R { ( V al> +  çA0)(V°V» + qAa) -  ^ ( R 2 -  rj2)} = 0 (1.6)

Para ip = ij), o primeiro term o de (1.3) fica (Vide apêndice A2)

- - * ( * • * +  * • « )  < » - T >

e o segundo termo
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S -  c»
Desta forma, com (1.7) e (1.8) a equação (1.3) torna-se

Vc[i?2(V cy> + çAc)] =  0 (1.9)

Para <p =  o segundo term o de (1.3) é (Vide apêndice A3)

H  =  - q R ^ V j i ’ +  qAj)  (1.10)

e o primeiro term o (Vide apêndice A4)

ê$ÃT) “ <M1>

Então , com (1.10) e (1.11), a equação (1.3) passa a ser

V cFcj -  qR2( V + qAj) = 0 (1.12)

P ara obtermos as equações dos campos em um a aproximação cilíndrica 

usaremos a m étrica

ds2 =  — dt2 -f dz2 +  dp2 +  p2d<f)2



e a simetria cilíndrica ficará assegurada se considerarmos

R  = R{p) (1.13)

%l> =  <f> (1*14)

A a = - [ P ( p ) - \ ) V a<j> (1.15)
9

sendo (1.15) um a transformação de calibre do potencial Aa , que elimina A a e A°  de (1.1),

permitindo escrever as equações de movimento com termos em P.

Fazendo a substituição de (1.13), (1.14) e (1.15) nas equações (1.6), (1.9) 

e (1.12) temos, respectivamente:

para (1.6), com <p = R

V °V afl -  R{Va<f>Va<t>P2 +  ^ ( R 2 -  T?2)} =  0 (1.16)

para (1.9), com p =

V c(R 2P V c<t>) =  0 (1.17)

e para (1.12), com <p =

V “Fo6 -  qR 2PVb<f> = 0 (1.18)

As equações de movimento são calculadas a partir de (1.16) e (1.18), pois 

a (1.17) é redundante, não fornecendo informação adicional (Vide apêndice A5). Teremos 

assim:

de (1.16), para <p =  R,  (Vide apêndice A6a)

d 2R  1 Õ R  R P 2 RX2 _ 2 2\ ^  „„v
+  — T ( , t W ) “ 0 (1-1#)

e de (1.18), para <p = A?, (Vide apêndice A6b)

Equações de campo com métrica, cilíndrica .....................................................................   11



As equações (1.19) e (1.20) podem ser reparam etrizadas se usarmos

a  =  r  =  prj\ f \  X  = — (1*21)
y/X f]

o que permite escrever (1.19) e (1.20) nas formas

d2 X  1 d X  X P 2 X / v 2  ̂  n .
~ 2 ( X  = (L22>

d2P  l d P  ,  ,
■ d ^ - ~ r ^ - X P a = °  ^

respectivamente.

As equações (1.22) e (1.23) são as equações para os campos X e P com 

um a m étrica cilíndrica, válidas para  o caso plano. Trata-se das equações de Nielsen-Olesen

[4]-

Equações de campo com métrica cilíndrica ______________________________________  12



C apítu lo  2. E quações de cam po com  m étrica  de K illing.

No espaço-tempo curvo consideramos que os campos escalares e de calibre 

são estáticos, e que o tensor energia-momento da corda tem simetria cilíndrica. A métrica 

considerada é estática e também tem simetria cilíndrica. Para obter as equações dos 

campos X e P com um a aproximação de espaço curvo, usaremos a m étrica de Killing.

Como foi feito nç capítulo 1, usaremos a Lagrangeana (1.1) considerando 

a forma (1.2). Partindo das equações de Euler-Lagrange (1.3) as equações (1.16) para 

<f = R  e (1.18) para <p = A 3 tornan-se

V °V 0i2 -  R ^ V a4>Va4>P2 +  ^ ( R 2 -  t/2) | =  0

V aFah -  qR 2P V a<f> =  0 

respectivamente. Estas equações serão agora resolvidas considerando a métrica

ds2 =  —eAdt2 +  eBdz2 +  ec  d<j>2 +  dp2 (2-1)

onde A,B,C são funções apenas de p. As coordenadas t e z  são escolhidas tais que as funções 

A e B satisfaçam às condições de contorno A(0)= B (0)=0 e tam bém  lim̂ >_»o ec  =  p2, para 

obtermos a m étrica de Minkowski ao longo do eixo z.

Tomemos a base ortogonal, definida pelos quatro versores



' ' ( í ) .'onde ( J j)  é o campo de Killing tipo-tempo, ( ^ )  é o  campo de Killing tipo-espaço com

órbita fechada e ( ^ )  é o campo de Killing tipo-espaço ortogonal aos outros. O campo de

Killing com órbita fechada é tal que <p varia de 0 a 2ít ao longo de um a integral de linha, 

com <p = 0 e <p = 2tt sendo pontos coincidentes. Os outros dois campos têm  normas +1 ou 

-1 sobre os eixos.

Para explicitar a dependência em t,z,<£,e p em (2.2) é necessário saber 

como operam as quantidades: V a, V a, V& e V aV a. (Vide apêndice B l e B2), são estas

V a<f> = ^4>a = e~^4>a (2.3a)

1 A c .
^ a4> ~  c 2 <f>a (2.36)

/i2

Equações de campo com métrica de Killing ______________________________________  14

f í f í
V aR  =  —  pa (2.4a)

ôp

V aR  =  ^ pa (2.46)
dp

™  = { l ^ A + B + c ^  + 7̂ }  <2-5>

Substituindo (2.3), (2.4) e (2.5) em (1.16) para <p =  R  temos (Vide apêndice B3) 

d2R  1 d
+ \ T ^ B+ v f r R{ \ (R' - ri'‘ )+e-Cp7} (2.6)dp2 2 dp

e de (1.18) para <p =  AJ obtemos (Vide apêndice B4)

^ ^ (A + B  + C ) f r e f f P  (2.7,

As equações (2.6) e (2.7) são as equações de movimento para a corda com a m étrica (2.1), 

para os campos R e P respectivamente.



A seguir vamos determinar o tensor energia-momento, com componentes 

escritas na base (2.2). Em termos da lagrangeana (1.1) podemos escrever

=  +  ( 2 - 8 )  

e considerando (1.1), onde substituímos (1.14) para A a, teremos

£  = •- ± V aR V ° R  -  l- R 2P 2V a4>Va4> -  ^ ( R 2 -  rj2) 2 -  l- F aiF ab (2.9)

Usando a forma (1.2) para Fab, o term o FabF ab de (2.9) será 

FabF ah = V aA bV aA b -  V 0A6V bA0 -  V bA aV aA b + V bA aV bA a

o que perm ite escrever para (2.9)

C = - \ v aR V aR  -  \ R 2P 2V a<f>Va<f>- 
z z

^ ( R 2 -  V2) 2 -  ] { V aA bV aAb -  V aA bV bA a -  V bA aV aA b +  V*A0V 6Aa) (2.10)
o 4

Procederemos agora ao cálculo das derivadas parciais requeridas por (2.8), 

usando a forma expandida de £ , dada por (2.10). Temos assim

dC =  —\ r 2 P 2V b<f> (2.11)

Equações de campo com métrica de Killing ______________________________________ 15

d{Vb<f>) 2 '

dC 1
=  - x V 6F  (2.12)

d ( V bR)  2 

e ainda (Vide apêndice B5)

ãõ^F) = 4 F-  <2'13>

Substituindo (2.11), (2.12) e (2.13) em (2.8) obtemos

Tab = ^ V aR V bR  + i R 2P 2V a<f>Vh<f> +  i 'V aA cFbc +  Cgab (2.14)



Considerando que (Vide apêndice B6)

V aA cFbc =  \ F caFhc

e substituindo a expressão (2.10) para C e (2.15) em (2.14) teremos

Tab = V aR V bR  + R 2P 2V a<t>Vb<j> +  \ F ^ F bc+
2

9a b { - \ v áR V dR  - \ v d4>Vd4> -  l- F dmFdm -  ^ ( i ?2 -  v 2 

As componentes não nulas de Tab são

Equações de campo com métrica de Killing ________________________
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Definindo

2 B- c  „ - c  /  J D \  2

M K f )  -  = ? " ■ * £ ©

podemos escrever (2.17) como

Too = cr eA 

T\i = -<reB

T22 = P+eC (2.19)

T33 =  P„

e assim Taf> pode ser expresso na forma diagonalizada

Ta b = criaib +  PzZah + P<j>4>a<Í>b +  PpPaPb (2.20)

na base dos versores de Killing.
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C apítu lo  3. E quações de cam pos acopladas às equações de E in stein .

Para determinarmos os efeitos gravitacionais de um a corda não é suficiente 

considerarmos o correspondente tensor energia-momento e obtermos a métrica. Teríamos 

assim apenas a solução geométrica do problema. Para uma solução mais completa, deve­

mos encontrar a métrica pela resolução simultânea das equações de campos acopladas às 

equações de Einstein.

Consideramos as equações de Einstein dadas na forma

Rab =  87T(ra5 -  l- T g ah) (3.1)

onde Tab é dado em (2.21) e T seu traço

T  =  gabTab (3.2)

As componentes do tensor de Ricci são dadas como

R . t =  f t r j ,  -  +  T U T id -  i i r f ,  (3.3)

onde, para um a base holônoma

^ab =  2 dCd^ aSdb ^ da _  ^dÇab) (3.4)

P ara resolver a equação (3.1) precisamos calcular inicialmente todos os

símbolos de Christofíel não nulos. Considerando (3.4) e (2.1) temos

A 3  C    i5oo =  — e 9 ii =  e g22 = e 933 — i (3.5)



Equações de campo acopladas às equações de Einstein 

e romo se tra ta  de tim sistema ortogonal,

< r =  -
9u

As componentes não nulas de T são

rj, = r$„ = h n d,g„

r 'n  =  r ; ,  =  i s ” a3S„

r »  =  r | j  =  \g™dl9n

rS„ = -  2?33̂ 3500 

r?, =

= ~ 2 ? 33a3P22 

i »  =  ^ , 3Ô3933

ou, considerando (3.5),
1 dA



Como Tab c gab são representados por matrizes diagonais, as componentes 

não nulas do tensor de Ricci são

p    a  p 3  . p 3  r i  i p 3  p 2  p 3  pO
ix o o  — <^3A o o + l  00 31 ' 0 0 A 32 1 0 0 A 03

  Q p 3  . p 3  p 0  i p 3  p 2  p 3  -pl11 — O3L n  + 1 j j l  30 +  1 u i  32 I j j l  13

R 22 =  ^ 3^22 d- r^ ^ ü o  d- r ^ r j j  — (3.9)

R,3 = -<Ml0 -  a,r;, -  a,v\2 -  r;or;0 -  rj.rj, -  r3,r|,

Substituindo os valores de (3.8) em (3.9) temos(Vide apêndice Cl)*

# 00=  Y ^ dl A ) + \ df>Adp(A + R  + C )} (3.10 a)

# n  =  - y  {(<£#) +  \ d PB d p{A + B  + C )} (3.106)

#22 =  - Ç i ( d 2pC) +  \ d pCdp(A + B  + C )} (3.10c)

#33 =  ~ \ { d 2p(A + B  + C ) +  \[{dpA f  +  (dpB ) 2 + (dpC )2]} (3.10d)

P ara  determ inar o segundo membro de (3.1) consideramos (Vide apêndice
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C2)

ou

T  =  gah{<ziaib d- P z Z a h  d- P ^ 4>a<i>b +  Pppafib) ( 3 -11 )

T  =  - 2<r +  P* +  Pp (3.12)

Usando as equações (2.19) e (3.10) temos para cada componente de (3.1)

* --- onde fizemos da =  T" t (P„ — -y—*P d p P d p 1
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2Rooc A =  8 7 r ( 7 o o  —  -Tgoo)

- 2P „ e ~ B =  87r ( r n  -  ^ T g n )

—2R22e C = 8n(T22 — - Tg22) (3.13)

—2R 33 = 87t(T33 — -T g zs )

Substituindo as formas de Ta\, e T já  encontradas chegamos a (Vide apêndice C3)

2Rooe~A = 8 tt{P* + Pp} (3.14a)

- 2  Rue~B = 8tt{P* + Pp} (3.146)

- 2 R22e~c =  87x{Pp -  2(7 -  P+} (3.14c)

-2Ä33 = 87r{P* -  Pp -  2<t} (3.14d)

e igualando as equações (3.14) às (3.10) temos

2Rooe A — d2pA  -4- -dpAdp(A  +  B  C) =  Stt-JP^ -(- Pp} (3.15a)

- 2R u e~B =  dpB + ^dpBdp(A  +  B  + C)  =  8tt{P* + Pp} (3.156)

—2R 22e~c  =  d2pC  +  ^ d 2pCdp(A + B  + C) = 81r{Pp -  2a  -  P*} (3.15c)

- 2P 33 =  d2p(A + B  + C ) +  \ { { d p A f  +  (dpB f  +  (dpC )2} =  8tt{P* -  Pp -  2a} (3.15<f)

As equações (3.15) devem ser resolvidas para os campos considerando a 

métrica de Killing. Mostramos no apêndice C4 que as equações (3.15a) e (3.15d) são redun­

dantes, por isso, vamos resolver apenas (3.15b) e (3.15c). Antes, porém, introduziremos a 

quantidade H  — e'A+T nas equações (3.15b) e (3.15c) (Vide apêndice C5) o que resulta

d2pH  = 4Hir(—2<r +  3Pp -f P<f>) (3.16)



dp(HdpA) = S*H{Pp +  P*) (3.17)

As equações (2.6), (2.7), (3.16) e (3.17) formam o sistem a de equações dos 

campos para a corda. P ara tentarm os um a solução deste sistema usaremos a reparametri- 

zação dada em (1.21), considerando ainda

K  =  (3.18)

Obteremos assim um sistema de 4 equações diferencias não lineares de 

segunda ordem, que são as equações dos campos acopladas às equações de Einstein, para 

as funções A, K, X e P. (Vide apêndice C6)

Substituindo (3.18) em (2.6), (2.7), (3.16) e (3.17) temos, respectiva­

mente,*

dr(K drA) -  4nV21 ^ - { d rP ) 2 -  y  (X 2 -  l )2 j =  0 (3.19)

-  £ ( * »  -  l )2 +  =  0 (3.20)

K d r( K d rX )  -  X  j i x 2(X 2 -  1) +  e2AP 2}  = 0 (3.21)

í  e2A
e - 2AK d r ^ ~

O sistema de equações composto por (1.22), (1.23), (3.19) e (3.20) con­

siste nas equações para os campos X, P, A e K acopladas às equações de Einstein com 

aproximação cilíndrica. P ara  resolvê-lo, vamos impor as seguintes condições de contorno:

i) no núcleo da corda ( r= 0), os campos escalar e vetorial devem ser nulos, 

o que fornece X(0)= 0, P(0)=1 e V ($) =  At;4;

ii) com limp_*o ec  = p2, r  =  pqy/X, (1.15), e tam bém  com A(0)= 0, chega­

mos a K(0)= 0;

* Onde,dr =  £  e d2 = jçj

Equações de campo acopladas às equações de Einstein ___________________________ 22

drp u . X 2P (3.22)



iii) o potencial efetivo e o campo magnético devem ser nulos em r =  oo, 

então .Y (o o ) =  1 e P (o o )  =  0;

iv) na superfície da corda devemos ter F ($ )  =  onde

$  =  $o (0 < < q), sendo /? > 1 um parâm etro;

v) para garantir que perto do eixo a m étrica seja suave e que a norm a­

lização do campo de Killing ( ^ ) °  seja preservada devemos ter

.AVO) =  0 e lim —-e T =  1
p—o dp

o que conduz a A"'(0) =  1;

vi) admitindo um calibre semelhante ao de Coulomb, V • Ã a =  0 (em r=0), 

obtemos como consequência, P f(0) =  0;

vii) perto do eixo (r =  c > 0) e em primeira ordem, supomos

X(e)  =  X'(e)  =  A'{e) ~  0 e K  ~  e 

com isto a (3.19) conduz à equação de Bessel
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(eA)” + ~{eA)' + 2nq*
€

1 _ 4 ( P £ -
a 2 r 2

eA =  0 (3.23)

onde, para termos soluções regulares no eixo, impuzemos A’(0) =  0 .

Com tais condições , nas equações (3.19) e (3.20), obtivemos as formas de

A e K.

Perto do eixo da corda (r =  e) a equação (3.23) conduz a

(e* )" +  l ( t A )' _  * L ( Pp +  p . y *  =  0 (3.24)

sendo que, para a < 1 Pp e são negativos, (3.24) torna-se um a equação de Bessel com

solução regular

e^ =  J„(£) ~ X - ^  +  ^ - . . . < l  (3.25)



e com a  > 1, Pp e P# são positivos, (3.24) torna-se um a equação de Bessel modificada, 

com solução

= =  l  +  ^  +  +  (3.26)

Para a = 1 (caso de transição ) Pp e P^ são nulos, obtemos a solução

eA =  ln(eaã) (a, b =  ctes) (3.27)

o que m ostra que A é um a função constante, neste caso.

Na aproximação de campo fraco (q2 -4 0), as equações (3.19) e (3.20) 

conduzem a K a — r , A 0 =  0 e A '(0) =  0. Com estes valores as equações (3.21) e (3.22) se 

reduzem a

r ( r X ' M '  -  2 f„ [Ír2( X | -  1) +  i>„2] =  0 (3.28)

-  <SXlP<,=0  (3.29)

que são as equações de Nielsen-Olesen4, válidas para o caso de se negligenciar os efeitos 

gravitacionais.
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C apítu lo  4. D eterm in ações num éricas.

4.1 — C onsiderações iniciais

Determinamos numericamente as soluções das equações 

d2X  1 d X  X P 2 X , „ 2
— -T  = 0 (1'22)

^ - ~ - X 2P a 2 = 0  (1.23)
ar2 r ar

dr( K d rA)  -  4 tt,2| ^ - ( d r P ) 2 -  j ( X 2 -  1)2|  =  0 (3.19)

i l K  _  -  * £ (X 2 -  1)’ +  ^ P ? } =  0 (3.20)

Obtivemos as formas polinomiais de X, P, A e K, para a  =  0,5; a  =  1 e 

o =  l ,5 ,  em (1.23).

Usando o método das diferenças finitas, primeiramente consideramos uma 

expansão em torno de r  =  0 dos campos X e P, como segue

X  = ar + X 2r 2 + X 3r 3 + . . .  (4.1.1)

P  =  l - ^ r 2 + P 3r 3 + P 4r 4 +  . . .  (4.1.2)
4

Substituindo estas expansões nas equações diferenciais originais (1.22) e 

(1.23) observamos que os Xi  e os Pi dependem apenas de a e 6, nas formas

a =  X '(0) e b = —2P"(0)  (4.1.3)

Com diversas tentativas de X '(0 ) e P "(0), além de -X(0) =  0, P (0) =  1 

e P ' (0) =  0, procuramos satisfazer às condições15 X  = 1 — ce~r e P  =  de~yf t r quando



r —► oo com as expansões feitas até r =  9. As condições de contorno (i) a (vii) do capitulo 

3, tam bém  são satisfeitas.

A partir das condições (4.1.3) determinamos os outros coeficientes das e-

quações (4.1.1) e (4.1.2). Obtivemos então os polinómios de X e P. Com estes resultados

calculamos as aproximações de A e K como

A  =  cr +  A 2t 2 +  -Aar3 +  ...

K  =  dr +  K 2r 2 + K 3r 3 +  ...

e transform ando as equações diferenciais originais (3.19) e (3.20) em equações de diferenças 

finitas, como fizemos para X e P. Para tal usamos A '(0) =  0 e A"(0) =  1 . 0  valor de 77 

considerado para as equações (3.19) e (3.20) foi de 10- 2 , que é válido para cordas da GUT.

4.2 — E xp ressões po lin om iais

Fazendo o =  0,5; 1,0 e 1,5 nas equações (1.22), (1.23), (3.19) e (3.20), 

obtivemos três conjuntos de soluções para os campos X, P, A e K, que são :

Para a =  0,5

X  =  2,05 • 10~ V  -  6,36 • 10- 4r 4 +  0.0157r3 -  0 ,15r2 +  0,637r -  0.0275 

P  =  1,1 • 10~ V  -  3,05 • 10" V  +  0.031r3 -  0.124r2 +  4,62• 10_3r  +  1 

A = ( - 1 , 9 8 -1 0 " V + 6 ,0 4 -1 0 " V  - 0 , 0708r4+ 0 ,387r3 -0 ,8 7 8 r 2 - 4 , 21-10"3r+0.0277)10~8

K  = r

Para a  =  1,0

X  = - 8 ,8 4  • 10~4r 4 +  0 ,0213r3 -  0 ,188r2 +  0 ,716r -  0,0133 

P  =  2 ,57 • 10_4r 5 -  6,18 • 10" 3r 4 +  0 ,0504r3 -  0 ,132r2 -  0 ,196r +  1,05 

A = (3,51 • 10" V  -  1,59 • 10~ V  +  0 ,0272r4 -  0 ,224r3 +  0 ,867r2 -  0 ,703r +  0 ,129)10~15

K  = r
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P a r a  o  =  1*5

X  =  - 1,3  • 10" V +  1,39 • 10"  V -  4,2 • 10" 3r 4 +  0 ,0501r3 -  0 ,296r2 +  0, 868r  -  0,0292 

P  = 2,62 • 10" 5r 7 -  9,35 • 10~4r 6 +  0 ,0135r5 -  0 ,0996r4 +  0 ,386r3 -  0,672r 2 +  0 ,0305r + 1  

A — ( -1 ,0 1  • 10" V  -  7,62 • 10~ V  +  0 ,217r3 -  1, 94r2 +  7 ,13r -  1, 21)10" 9 

K  = r
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Os gráficos das soluções de X e P estão representados na Fig. 4.1. As 

soluções de A estão nas Figs. 4.2* 4.3 e 4.4, e as de K na Fig. 4.5.

r
Fig. 4.1
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r

Fig. 4.2

r
Fig. 4.3
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r
Fig. 4.4

Fig. 4.5



4.3 — V erificações

Os polinómios obtidos fornecem valores bastante consistentes com as con­

dições de contorno im postas analiticamente, como mostram os na tabela a seguir.
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Valor analítico Valor numérico

a  =  0,5 Q =  1,0 a  =  1,5

X (0) =  0 X(0) =  -0.0275 JV(0) =  -0 ,0 1 3 3 JV(O) =  -0 ,0292

* £ II X (9) =  0,9490 X (9)  =  0,9304 X (9 )  =  0,9122

? ii o X '(9 ) =  -0.0352 X '(9 ) =  -0 ,0 6 9 8 ^ '( 9 )  =  -0 ,0190

P(  0) =  1 P(0) =  1 P (0) =  1,05 P(0) =  1

P'(0) =  0 P '( 0) =  0,0046 P '( 0) =  -0 ,1 9 6 0 P '( 0) =  0,0305

P(oo) =  0 P(9) =  0,0809 P(9) =  -0 ,0 3 5 7 P(9) =  0,3388

o11o
' A(0) =  2,77 • 10~10 A(0) =  1,29 • IO" 16 A(0) =  - 1,21 - 10- ’

A '(0) =  0 A'(0) =  -4 ,2 1  - IO" 11 A'(0) =  —7,03 • 10~16 A'(0) =  7 ,1 3 -10"9

oII A(9) =  -2 ,0 9  • 10~8 A( 9) =  3 ,9 5 -IO " 15 A(9) =  8 ,0 5 -10"9

K{  0) =  0 K ( 0) = 0 a:(o) =  0 A (0) =  0

A''(0) =  1 A”'(0) =  1 A"'(0) =  1 K ' (  0) =  1

V(0) =  Aq4 V(0) =  0,9984At74 V (0 )=  0,9996Aq4 F (0) =  0, 9982At;4

? II o V(9) =  0,0098At74 V(9) =  0,0180Aq4 V(9) =  0,0281 At/4

Aqui V é o potencial efetivo na lagrangeana (1.1), dado como 

V  =  £q4(A"2 -  l ) 2* com R  =  X V.



4.4 — C álculo do d éfic it angular

O déficit angular causado pela corda é dado em [14] na forma
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Ay? = 8717* + (4-4.1)

com

6<p = ^  í ° °  e~AK ( A ' ) 2dr (4.4.2)
2 J  0

onde (4.4.2) é a correção de segunda ordem de (4.4.1). P ara determ iná-la integramos (4.4.2) 

entre 0 e 9, expandimos e~A até quarta ordem e consideramos as formas polinomiais de A 

e K para a  =  0,5; 1,0 e 1,5. Assim obtivemos os seguintes resultados.

a  =  0,5 — ► 8<p =  1, 028tt • IO-16

a  =  1,0 — ► é f  =  3.856tt ■ IO-30

a  =  1,5 — >8<p = 1 ,339 tt-10 ' 17

As correções para a  =  0,5 e a  =  1,5 são da ordem de ij4, como previsto

por Garfinkle e Laguna em [17]. No entanto, para o caso a  =  1,0, sendo A um a função

constante, conforme m ostrado em (3.27), a contribuição 8<p deve ser nula. Seu valor, aqui 

obtido, é da ordem de IO-30, o que é aceitável em face da aproximação numérica.



C onclusões

As formas polinomiais calculadas para os campos X e P foram obtidas 

para um intervalo de r  entre 0 e 9 e para três valores diferentes de a ,  (a  =  0,5; 1,0 e 1,5). 

Calculamos tam bém  as formas dos campos A e K para o mesmo intervalo de r e os cor­

respondentes valores de a . O intervalo de r  deste trabalho é maior que o considerado 

por Garfinkle em [14], onde usou r  entre 0 e 3 e também considerou apenas a — 1,0, na 

obtenção dos campos X e P. Os polinómios obtidos para X, P, A e K fornecem valores 

bastante consistentes com as condições de contorno obtidas analiticamente.

As soluções para os campos X e P com diferentes valores de a ,  m ostraram  

um comportamento semelhante, ao obtido por Garfinkle em [14]. O campo K apresen­

tou solução idêntica para cada um dos a  considerados. Já  o campo A apresentou um 

comportamento variado em relação aos valores de a.  Para a  = 0,5, A é negativo em 

relação a r. Com a  =  1 o campo A deve ser um a função constante em relação a r e a 

função que obtivemos m ostra um a variação entre o ponto inicial [A(0) ~  10-17] e o fi­

nal [A(9) ~  4 • 10 1S] da ordem de 10-1S, que é bastante suave, parecendo estabilizar em 

4 -IO-15. Podemos então considerar a solução numérica obtida como um a boa aproximação 

neste invervalo. Com a  =  1,5 o campo A tam bém  m ostra um a variação entre seus pontos 

inicial [A(0) ~  — 1 • 10-9 ] e final [A(9) ü  8 • IO-9 ] em torno de 10-9 , apresentando uma 

posível estabilização após r =  2,5.

Os resultados para o potencial efetivo, no intervalo entre 0 e 9, mostraram- 

se bastante razoáveis, o que confirma as soluções para o campo X como boas aproximações 

neste intervalo.

Os termos de correção de segunda ordem do déficit angular, para os va­

lores de a  7̂  1, confirmam que as soluções para os campos A e K são consistentes. Tais 

correções são da ordem de /z2, no caso do período da GUT. No caso cc =  1,0 a correção é 

aproximadamente nula.

32
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A P Ê N D IC E  A. O btenção das equações de cam po com  m étrica  cilíndrica.

APÊNDICE A l

Dedução do primeiro termo da equação (1.3) para <p =  R

ã ^ R ) = - \ 9 ( ^ R ) { V ‘ R ^ R>

= - ± { V aR 6ac + V aRgab8hc}

=  - i { V c R  + V cRgac}

= - \ { V cR  + V cR}

o que resulta em

d ( V cR)

APÊNDICE A2

dC = - V CR  (1.5)

Dedução do primeiro term o da equação (1.3) para <p =  ip

—  [ -----  V albtV°ll> +  <7.4°) +  ( V alb +  qAa)—r —— r W ’1
a(V'V’) 2 I ô i v v )  “ 'a (V 'V ) J

= +  qA") +  (V .*  +  í-4,,)«?}

=  -

e finalmente,

9C - R 2( V c^  + qAc) (1.8)
0 (V cV>)
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APENDICE A3

Dedução do segundo term o de (1.3) para <p = A*. 

dC R 2 ( d A a , ^ a i  Àtt.
ã Ü  =  _ T \ 4 ã Ü (V ,/' +  9X ) +  ( v ^  + 9 ^ ) í 0 Í 7 }

mas como A a =  giaA

dC qR 2 í ÔAi
9 A Í  =  +  +  ^  +

= - ? { í . f ( V V  + «X*) +  (V ,*  +  9-4,')}

finalmente temos a expressão

dC
+ qAj)

d A i

APENDICE A4

Dedução do primeiro term o da equação (1.3) para <p = AK

dC d
d ( V cAi)  ~  d ( V cA i)

Usando (2.2) temos:

9C Õ =  ã d h i )  { V “A tV M ’' -  -  V tX .V M 1' +  V t A ' V8 (V M i)

34

(1.10)

=  -  V M U í  -  v k -4“ ( v ^ j j v " '4‘

- V „ A j t f  -  v a ^ ^ A — v ^a .  +  v u ^ s ;  +  ^ “ ã ( W ] V ^ * }



= - \ { V ' A j  +  -  V ^ c -  V bA a9ahgbi-õ ^ j r ) V kA i

- V j A c -  V “4 iS, ~ p ) V M ‘ +  V CA, +  V bA‘ ^ afc^ ^ V ^ }  

=  - \ ^ 2 V cAj -  2V j A c +  V aA bgakgbi6k8) -  V bA agakgbiSkJ ‘ 

- V M l pM<7a t í ; í ;  +

=  — 2Vjí4c +  V o A b gacgbj — V bA agacgbj  — V aV bgbcgaj  +  V bA agbcgaj^

=  - ^ 2 V CA, -  2VjA c +  V cAj -  V j A c -  V j A c +  V CA ,}  

= - \ { w cA j - 4 V j A c }
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resultando
dC

FT =  - F c j  (1.11)d ( V cA i)

APÊNDICE A5

Mostraremos que a equação (1.17) é redundante.

V c{R 2P V c<f>} =  (V cR 2 ) P V c 4> + R 2V cP V c<f> +  V cV c<f> 

e como V cV c<j> — 0, resulta

2 R P V cR V e<Í> +  R 2V cP V c4> (A.5.1)



Como a métrica é
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da* = —dtl + dz2 +  dp2 +  p2d<f>2

sabemos que

e também que

Vo = v° = dt v1 = Vi = dz v3v3 = -^7
pó<t>

d  2 r 1 d  /
v '  = Tf, v / = ê F Pw )

_ 2rT - 1 d (  d f \  1 d 2v V,/ = — (Pã- ) V V3 =d p ) p 2

Para o term o 2R P V CR V c4> da equação (A5.1) temos que

y c j j  i 0 , para c=0,l,3 ;
' n para c=2

r = °,
1 / 0 ,

í = ° ,
1 * 0,

Ü ( 1 I -V ) para c= 0 ,1,2;
^  » para c=3

e assim a quantidade V cR V c<f> será sempre nula. P ara o term o R 2V cP V c<f> de (A5.1) 

temos:
para c=0,l,3 ;r=°,

1 * 0 ,V CP  . .para c=2

logo a quantidade V cP V c<f> também será sempre nula, resultando que toda a expressão 

(A5.1) é identicam ente nula.

APÊNDICE A6

Resolução das equações (1.16) e (1.18).

a) A equação (1.16) para tp = R  fica

V CV CR  -  R{(V 0V> +  qAa) ( V a4> + qAa) +  ^ ( R 2 -  v 2)} = 0

V CV CR -  R { V a<t>Va<f>P2 +  ^ ( R 2 -  rj2)} = 0 (A6.1)
Zi



e a quantidade V cV ci? de (A6.1), quando desenvolvida, fica

V CV CR  =  V ° V o R  + V 1 V iií  +  V 2V 2R  +  V 3V 3i2

como V*V iR  =  0 com i= 0 ,l,3  resta então

vív2*=SH f ( a c ‘ 2 )

A quantidade V a<f>Va4> do segundo termo é

V a<j>Va<t> = V 0<£VV +  Vi<£VV + V 2<f>v2<f> + V 3<j>V34> =  \  (A6.3)
P

pois, é nulo para  i= 0 ,l,3  e é igual a para i= 2.

Substituindo (A6.1) e (A6.2) em (A6.3) temos, finalmente,

Õ2R  l d R  R \ 2 R P 2 . _ 2 2, ,
W  + v) = 0 (1'19)

b)A equação (1.18), para <p =  AJ , fica

V cFc j = q R 2( V j <f> + qAj )

V cFcj =  qR2 +  q2R 2A j  

V 'F 'J  =  j4> + 92R’ ( i [ P ( , . )  -  1 ] V ^ |

V eFcj =  +  qR2PVj<t> -  qR2Vj<t>

V cFcj = qR2 P V  j(f>

V cFcj = V c[VeAj  -  V j A c) 

como Fcj não depende de z nem de i, a equação de campo fica sendo

V 2F2j + V 3F3j = qR 2PVj<t>
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como Vj<f> /  0 apenas para j  =  3 teremos:

38

j  = 3 V 2F 23 +  V 3F33 =  qR 2P V 3<t>

j  — 2 V 2F 22 +  V 3F32 =  0

sendo que =  —FUfl, temos que F 22 =  F33 =  0.

A equação de campo é então

V2F23 =  qR 2P V 3<t>

1,V2[V2A3 -  V3A2] = -V2{V2[(P -  l)v30 -  V3[(P -  1)V20]}
9

= - V2[V2(P -  l)V3<f> + (P -  1)V2V3<£]
9

= iv 2[V2(P -  1)—] + V [(P  -  1)V2 (-)]
9 P  9 V P /

como V 2/  =  lp j-p{pf),  então

1 , 1 d 1 , l d 2P
v [V2(P  -  1 )-]  =  - - [ p V 2(P  -  1 )-]  =  i

P p d p P P d p 2

V’ [ (P -  1)V2 ( i ) ]  = ( F -  1)V2V2( i )  = I A  [ , (P  _ 1}] | ( i )  + ( P _  1}J_ =

de modo que

v 2p 23 =
1 d2p  _  J l_dp
p dp2 p2 dp

= qR P  —

ou

onde usamos

v 2v 2

£ £  _  1  = s v p
dp2 p dp

/ i \ _  i_d r _ £ / í y
V p /  p d p  [Pdp \ p ) ' P 3

1_<LP 

P 2 d P

( 1.20)



APÊNDICE BI

Cálculo das quantidades V a, V a, V&.

Consideramos que:

A P Ê N D IC E  B . O b te n ç ã o  d as  equaçõ es  de c a m p o  co m  m é tr ic a  de K illing .

9  h° dt. h} d z Z h 2 d<p^ h* d p P
(B l . l a )

onde

ho =  — e * h\ =  e* =  e * e /1.3 =  1 (B I.2)

são fatores de escala então, se em (B l.la )  e em (B l.lb )  fizermos <p = <f> estas se transformam

em

h*i

Da mesma forma, para p  =  B, (B l.la )  e (B l.lb )  ficam

V a<j > = ^ r  = e - ^ r  (2.3a)

1 * c A
Vo^ =  — 4>a — e 1 <t>a (2.3 b)



Obtenção das equações de campo com métrica de Killing 

APÊNDICE B2

40

Cálculo de V o V a .

Tomamos a expressão geral do operador V 2, em termos dos fatores de

escala

V ° V aR  = i r d  [ /m M 3 d R '
hQh3h 2h 3 1 dt /i0 dt

d
+ d~z

2h*3 ^
h\ dz

d_ 
+ d<j>

h o h ^ Ô R ^  d  
h2 d<t>y dp

h0h ih 2 dR  
h3 dp }

Substituindo (B1.2) em (B2.1) vem

V aV aR  =

1 f AiBiç d \ A  + B  +  C1 d R  A+B+c d 2R \  
■4±f l £ \ e ’ M  2 , d p +e

e finalmente

vav O í l d , A O ^ dR d2R \
■‘R = U ã - P( A + B + C ) - + - ^ [dp dp2 J

(52.1)

(2.5)

APENDICE B3

Determinação da equação (2.6).

Substituindo as equações (2.3), (2.4) e (2.5) na equação (1.16) para <p = R  temos

V aV 05  -  R { V a<f>Va<f>P2 +  - { R 2 -  v 2)} =  0
A

1 d , t „  ^ d R  d2R  
- — (A + B  + C ) - -  +
2 dp dp dp2

5 { e ^ ae - T ^ P 2 +  ± ( R 2 -  ^ ) | =  0

1 & , * t, <PR „ í  „2 c2p A + B + C^  + l S - R{ Pe
e~v  +  - { R 2 v 2) } =

e finalmente obtemos

d2R  1 d
dp2 + \ + B + = R{ 5<*2 -  ”2) + c' Cp2} <26>
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APÊNDICE B4

Determinação da equação (2.7).

Substituindo as equações (2.3), (2.4) e (2.5) na equação (1.8) para =  A*

temos

V “F0{, — eR 2P V a<f> =  0 

V °(V 0A6 -  V 6A0) -  eR 2P V b<f> =  0 

Substituindo as expressões de A a e A b de (1.15) e expandindo temos

- { V a(V aPV(,</>) -  V °(V 0V 6<£) -  V °(V 6PV„<£) -  V a( V bV a<f>)} -  eR 2P V b<f> = 0
e

V aV aP V b<j> -  e2R 2P V b<f> =  0 

colocando Vj,<f> em evidência resulta

V + 2 r t A  + B  + C ) Í  = e R P  (2-7>

APÊNDICE B5

O termo (c) de (2.8) vem da equação (2.10) e assim temos 

fíC = V aA b6^Sb -  V * A b6° -  V bA„SbSb +  V bAaéca
5 ( V M C) 

=  V bA c — V eA b — V cA b +  Vj,Ac 

=  Fbc +  Fbc =  2 Fbc

e resulta
1 1 ,

4 0(V 6AC) ~  ~  2 bc ^2'13^
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APÊNDICE B6 

Provaremos agora que

V aA cFbc =  \ F caFhc (2.15)

Seja

F caFhc =  ( V aA c -  V cA a)Fbc 

F caFbc =  V aA cFbc -  V cA„Fbc

mas, sabemos que

V cA aFbc = V igicA j gjaFbc 

e redefinindo i= a  e j= c  obtemos

V cA aFbc = V aA cgacgcaFbc = - V aA aFbc

o que perm ite verificar (2.15).
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A
A P E N D IC E  C. O btenção das equações de cam p o acopladas às equções de E instein

APÊNDICE C l

Obtenção das componentes do tensor de Ricci 

As componentes não nulas são

  Q p 3  . p 3  p l  | p 3  p 2  p 3  pO
00 — U 3 L 00 i 1 0 0 a 31 ' 1 0 0 a 32 1 0 0 a 03

Rn = ftr;, + rf,rS„ + rj.rl, -  rf.rl,

Rn =  ôsr|; +  ri,rj„ +  r|,r|, -  r>2r|, (3 .9)

Roo = -e=rl„ -  ô,r‘, -  a>r’2 -  r;0r;0 -  r>,r|, -  r];r^

Substituindo os valores de T dados pelas equações (4.8) teremos:

Roo = dp( \ e AdpÁ ) ^ ( \ e AdpA ) ( \ d pB ) ^ o AdpA ) ( \ d pC ) - { \ e AdpA ) ( \ d pA) 

R n = d p( - \ e B dpB ) + ( - ± e BdpB ) ( l d pÁ) + ( - l e BdpB ) ( l d pC ) - ( - \ ' B dpB ) ( \ d pB)  

R 2 , = d p( - l e c dpC ) ^ - l e c dpC ) á d pÁ ) + ( - 1- e c dpC ) ( \ d pB ) - ( - l e c dpC ) ( 1- d pC)
2 F 7 v 2 * / v 2 ¥ ’  v 2 F / v 2 v 7 v 2 * / v 2 

R n  =  ~ d p ( \d „ A  -  \ d pB  -  ^ d pC ) - ^ ( d pA ) 2 -  i (dpB f  -  \ ( d „ C )2

Fazendo as derivadas e expandindo os produtos temos:

«oo =  \ e A{dpA )2 +  \ t Ad2pA  +  \ t AdpAdpB  +  \ e AdpAdpC -  \ e A{dpA ) 2
Z  Z  4  T  TC

« i i  =  - \ e B{dpB f  -  \ e Bd \B  -  \ t BdpAdpB  -  \ e B dpB d pC  +  ] e B {dpB)
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\ e c ( d , C f  -  -  ^ec d ,A d f C  -  ^ ° d eB d t C  +

R »  = + dl B + d\ c ) -  \ { { dpA? + (drB ?  + (d „ c f}

e finalmente temos:

Roo ~  ^ e A { d 2pA + ^ d pAdp(A +  B  + C ) }

R n  =  - \ e B \ d 2pB  + \ d pB d p{A +  B  +  <7)J

R22 = - \ eA{  dlC + \ d pCdp(A + B  + C ) |  (3.10)

*33 =  ~ \ ( d 2pA  +  d \B  +  d\C)  -  i | (dpA ) 2 +  (dpB  f  +  {dpC f  |

APÊNDICE C2 

Obtenção de Tab e T.

Substituindo (2.21) e (3.5) em (3.2) teremos

T  =  gah{<riaib 4 -  Pzzazb +  P<j>j>a4>b +  PpPaPb}  ( 3 - 1 1 )

mas de (2.2) temos

t aia =  e ~ A ; i ata =  eA e t aia = 1 

z az a =  e_B ; zaza — eB e z aza = 1 

4>a<$>a — e~c  ; <j>aj>a — ec  e <j>a<i>a =  1 

P a p °  ~  1 i Papa  =  1 e p a p a =  1

o que perm ite obter
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~—►= 9 22<Í>2<j>2 = e~c ec  =  1

d b * * 33 a * i
9  Pa Pb  ►= 9 P3P3 = 1

Substituindo estes resultados em (3.2) e considerando a forma (2.21) para

Tab, temos

T  =  g^v to to  +  g ^ P z ^ z i  +  g22 P<j><Í>2<i>2 +  g33 Pppsps

ou, finalmente

T  =  —2<r + Pj, +  Pp (3.12)

APÊNDICE C3

Determinação das equações (3.15).

Das equações (2.20) podemos escrever

Tooe A — cr

Tu e~B =  P , =  -cr 

T22e~c  =  P*

T33 — Pp

o que juntam ente com (3.12) permite escrever para cada componente de (3.1)

Roo — 87t(Xoo — -Tgoo)

eA
{P+ +  Pp)

2R 0oe~A =  87r(P* +  Pp) (3.14a)
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R u  — 87r(7ii — - T ^ i j )

=  8 7 r { - < r e B  -  i ( - 2 < r  +  P+ + Pp)eB J

= s * Ç ( - p * - p p)

- 2 R n e~B = 8tt(P^ +  Pp) (3.146)

P 22 =  87r(r22 — 2 ^ 22)

=  87r j p ^ e 0 -  +  P<t> +  /p )e C j

=  8ireC(P<f, Ar a — y  -  y )

=  87Ty(P^ + 2<r -  Pp)

2 P 22e~C =  8ir(Pp - 2a -  P+) (3.14c)

P 33 =  87r(T33 — -Tg3z)

= 8»( i>p - Í ( - 2<r +  P* +  P(,)ec l  

=  8» (F , +  <T -  ^  -  £ )

=  87r^ ( P P +  2<r -  P*)

—2P 33 =  8ít(P^ — 2<r — Pp) (3.14c/)
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Cada um a das expressões (3.14) compoem o primeiro membro das equa­

ções de Einstein (3.1).

APÊNDICE C4

Demonstração de que A=B:

Igualando (3.15a) com (3.15b) teremos:

„ d2B  d2 A  1 d , A „ ^ d B
° - ~ i ^ ~ ~ d ^  + 2 T p iÀ  + B  + C ) 'd ^

1 d . . „  _  dA
- 2 T / A + B  + C ^

” = £ < a - v + I t / a - b4 (a+B)+c
Seja

d
(A  — B)  = a

dp

(.A + B  + C) = (3

e então

com solução

da  1 d/3 
7i> +  2 °  dp

ae

Porém de (C3.1) temos

Assim

/? a
— = l n - = l n a  — l n a  =  a i —l n a  
2 2

l n  a  =  a i  —

a  =  a 2 e

dp
(A — B)  = a2e -S (A+B+c>



^ - Í ) = - 7 T 1ap e t  e T e a

Impondo as condições de contorno no eixo

A(0) =  B ( 0) =  0 (G'3.2a)

e
ec

lim —  —» 1 (CZ.2b)
p^O p1

onde consideramos 02 =  0. Com isto concluímos

— (A — B) = 0 A — B  = cte 
dp

e portanto, por (C3.2), obtemos que A =B em qualquer ponto do espaço-tempo. Assim as

equações (3.15c) e (3.15b) fornecem informações idênticas. Isto m ostra que a corda tem

uma invariância de Lorentz ao longo de seu eixo.

APÊNDICE C5

a) Dedução de (3.16).

Consideremos a quantidade H  =  eA+ f . Suas derivadas são

dpH = H (dpA  +  \ d pC)  (C5.1)

d \H  =  dpH(dpA  +  \ d pC)  +  H (d 2pA  +  \ d 2pC)  (C 5.2)
z z

Substituindo (C5.1) em (C5.2) temos

d \H  = {(d„A )2 +  i(d p C )2 +  dpAdpC + d2pA  +  \ d 2pC ^ H

O U
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i d l H  +  +  i \ A  } +  j { j K > C )2 +  d„Adr C  +  ê f i \  (05.3)



Com A=B nas equações (3.15), temos para (3.14b)

d \A  +  l- d pA{2A + C) = 8 ir{Pp +  P*)

OU

d \A  +  {dpA f  + \ d pCdpA  =  8tt (Pp +  P*)

e para (3.14c)

d \C  +  \ d pC{2A  +  C)  =  8tt(—2<r +  P p -  P*)

OU

d2pC + i ( dpC )2 +  l- d pCdpA = 8t t ( - 2(t +  Pp -  P+) 

Comparando estes resultados com (C5.3) temos

j ; d 2pH  =  8* (P„ +  P+) +  \ i„ A i ,C  +  i  ( d „ C f  + C

^d?„H  =  16ir(P„ + P*) + ápAápC +  h d „ C f  +  d\C  

=  16ír(Pp +  P^) +  8tt(—2<r +  Pp -  P4,)

^ d pH  = 81r(Pp +  P^, -  2<r +  Pp -  P^)

^rdJJT = 4tt(3Pp + P* -  2cr)

b) Dedução de (3.17)

Da equação (C5.2) temos

d?pH  = dpAdpH  +  H d \ A  +  H d \ C  +  dpCdpH  

4 d l H  =  {dpA + dpC)dpH ± -  +  dp(dpA + dpC)£1 Jtl

e usando a relação H  =  em (C5.1) obtemos

dpH  = eÁ+? (d pA  +  ^ d pC)

Obtenção das equações de campo acopladas às equações de Einstein __

(C5.4o))

(C5.4Ò)

(3.16)

(C5.5)
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dpC  =  -ffdpH — 2dpA  
H

Substituindo (C5.6) em (C5.5) ficamos com: 

H
\ - d l H  = í -d p H (d p A  +  \ d pH -  2dpA)  +  dp(dpA + % d pH  -  2dpA)
ti l i  l i  l i

= ^ d pH ( ^ d pH -  dpA) + dp( j d p -  dpA)

=  ^ ( d pH ) 2 -  ± d pH d pA + i { d p( ± )  } d pB  +  \ d 2pH  -  d l A 

= ~ d pH 2 -  ~ d pH d pA -  dpH f  + | d \H  -  d \A  

=  ~ -  d2pA

e finalmente

~ d 2„H =  j j d p{ f ídpA)

Substituindo (C5.7) em (C5.4a) e considerando que

d2pA =  ~ ( d 2pH  -  dpAdpH )

chegamos a

^ ( d r 2H  -  dpAdpH )  +  { d p A f  + l- d pA ( ^ d p H  -  2dpA ^ =  8tt(Pp +  P+) 

1 # H  =  Sir(Pp + P+)
H

o que devido à (C5.7) perm ite escrever

dp(HdpA) = 8irH(Pp + P+)
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Obtenção das equações de campo acopladas as equações de Einsteín ___________

APÊNDICE C6

Obtenção das equações (3.19) a (3.22).

a) A equação (3.17) é

dp{HdpA)  =  8tt H{Pp +  P+)

mas, com Pp e P$ dados em (2.19) e usando as reparametrizações (1.21) teremos 

i  f K  dA \  S * K 1 (  R , 2 _ l P p , - c . C l u  P l2-
vx,2\ {ieR) ~ R F e  + ? (ipP) ~

-  V2f  -  (i , R )2 + R 2P 2e~c  +  e-^ -(d p P ?  -  \ ( R 2 -  <J2)2}

dP

d(J\vh

2

- 2 ^ ( j r y - > ! 2)2)

e finalmente

8 n K l ( 2 e  c  2* 2 ^„4( Y 2 1 ^
W n 1 r i  ] v ~ 2 1 /

= ^ K Í ^ - ( d rP ) 2 -  ^ { X 2 -  1)2|

- A  tt f  2e2A^ 2 t j  j->\2 , ^ \
n {  K 2a 2\   ̂ r ) 2  ̂ J

dr{KdrA) = A irK V2{ ^ - ( d rP ) 2 -  j { X 2 -  1)2|

b) A equação (3.16) é:
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(3.19)

i \ H  =  4 ir fí(—2cr + 3 P„ + P+)



e com <r, Pp e P# dados pelas equações (2.19) se usarmos as reparam etm ações (1.21) 

teremos

Obtenção das equações de campo acopladas às equações de Einstein ______________  52

d2pH  =  4 n H l - \ ( d pR ) 2 + R 2P 2e - c  + í - ^ (d .pP )2 + ^ ( R 2 - r j 2)2
3 

+ 2 (dpR ) 2- R 2P 2e~c +

C ( i p P f  -  -  v 2f
1

+  2

, - c
~ (dPR ) 2 + R 2P 2e~c  +  e- j r ( d PP ) 2 ~  £ ( R 2 -  r?2)2] }

=  4 ttP  j - 2P 2P 2e~c  +  ^ ( dpP ) 2 -  3 ^ ( P 2 -  r/2)2|

d lKy/X  77 =  4 7 r p |- 2 X 2r/2P 2 e2AXrf2 e2Ay 2 , . „,2 _  3 . -«-2 2 _  2\s
K 2a 2 4 }

4ttA  r 2X 2q4P 2e2AX e2AV
y/Xq 1

+A' 2 A 2a 2

í 2X ! P ! e!j> e™ ,  3 2
-  " V i R  f f  +  K r f {ÍrP)  ~  4 - 1)S}

e finalmente

i„ 2 1 2e2AX 2P 2 3 ^  v2 , X2 ed2rK  = 4*V2{ ---------- - ---------- K { X 2 - 1) +
2 A

a 2K («í. í ’)2} (3.20)

c) A equação (2.6) é

d2pR  + ~dp(A + B  + C) — r Í ^ —(R 2 — q2) + e  CP 2^



e com as reparametrizações de (1.21) teremos

d2rXXfj2rj + \ d rV \ q { A  + B  + C)drXr,y/\T) =  X Ví \ { X 2rj2 -  r?) +  — ^  
2 y h

d2XXr )3 +  \ d r{2A + C)drX At?3 =  Ar;3*  j i ( X 2 -  1) +

{ X 2 -  1 ) K 2 + e2AP 2^  

K 2d2rX  + K d r K d r X  -  *  j ^ ( X 2 -  l ) # 2 +  e2AP 2)  =  0

e finalmente

K d r{K drX )  -  X Í ^ K 2{ X 2 -  1) +  e2AP 2) =  0 

d) A equação (2.7) é:

d \P  +  ^ d p{A + B  + C)dpP  = e2 R 2 P  

porém, se usarmos novamente as reparametrizações (1.21), teremos

d2rPXV2 +  \ x V2dr (2A + C)drP  = ot2 Xrj2 X 2 P

d2rP  +  \ d r{2A  +  C)drP  =  ot2X 2P  
z

e como
C ) 1

Obtenção das equações de campo acopladas as equações de Einstein ________

K 2d2rX  +  \ d r{2A +  C)drX K 2 =  X \  l  
z  ̂z



dP{A + y J= e~2AH d p(e2AH ~ l )
de modo que

dr{ Á + e~2AHdÁ ^ AH ~ i )

Substituindo a equação anterior em (C6.1) teremos

d2rP  +  e - 2AK d r{e2AK - ' ) d rP  = <x2X 2P

Obtenção c/as equações de campo acopladas às equações de Einstein

(  2 A  2 A  \  i

e2AK h d rA —  -  - j ^ d rK \ =  2drA -  - d rK

d \P  +  2drAdrP  -  ^ d rP d rK  =  a 2X 2P

e finalmente

K

e~2AK d r ^ ~ - d rP ^ =  cc2X 2P  

Neste apêndice consideramos as tranformações

eT =  H e ~ A 

ec  = H 2e~2A 

H =  K

e~c  =

y/Xrj

e2A\rj2 
K 2

54

(3.22)
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