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RESUMO

Consideramos aqui uma corda césmica descrita por uma lagrangeana de
interagao , envolvendo um campo vetorial de calibre do grupo U(1), minimalmente acoplado
a um campo escalar. Também foi adicionado um termo de interagao gravitacional, consi-
derado na forma escalar. Obtivemos as equagdes de campo decorrentes desta lagrangeana
e efetuamos um acoplamento destas com as equagoes de Einstein. A seguir resolvemos
numericamente o sistema de equagoes e obtivemos expansoes polinomiais para os campos.
Tais expansoes permitiram determinar o termo de segunda ordem, para o déficit angular

causado pela corda.
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ABSTRACT

Here we consider a cosmic string described by an interaction Lagrangian
and including a U(1) gauge vector field, minimally coupled to a scalar field. This La-
grangian includes also a gravitation interacting scalar term. The field equations have been
obtained from the above Lagrangian, and we coupled these equations to Einstein’s equa-
tions. Such a system of equations has been solved numerically and we derived polynomial
expantions for the fields which describe the string. With the above solutions we have

determined the second order corrections to the angulat deficit, produced by the string.
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Introdugéao

O modelo que originou as cordas cosmicas evoluiu a partir da forma su-
gerida por Dirac! na década de 1.940, para o caso de monopolos magnéticos em teorias
abelianas. A idéia consistia em remover o monopolo puntual e em seu lugar considerar
uma linha infinita de cargas, onde ao final da mesma haveriam tais monopolos. Ao longo
dessa linha o potencial seria singular e "fluiriam linhas de campo”. Essas cordas de Dirac
ainda nao tinham realidade fisica, eram apenas abstragoes que tornavam possivel a criagao
de um modelo. Apenas na década de 1.970 é que Nambu? considerou tais cordas como
um possivel modelo aplicivel a realidade. Modernamente cordas césmicas também sao

consideradas como um tipo de ”defeito topolégico”?

, 0 que seria devido ao arrefecimento
do universo em seus primeiros minutos de existéncia, gerado por um complexo mecanismo

de quebra de simetria.

Surgiu também a teoria das supercordas, ela encara particulas como cor-
das. Desde que cordas tem uma extengao , elas podem vibrar como a corda de um violino.
Os modos de vibragao sao determinados pela tensao na corda, cada modo correspondendo
a uma particula. A frequéncia do modo determina a energia da particula e consequente-
mente sua massa. As particulas elementares conhecidas seriam encaradas, como diferentes
modos de vibragao de uma corda. A teoria de supercordas combina a teoria de cordas com

uma estrutura matematica chamada supersimetria.

\

A medida que o universo se expandia e esfriava, apos o big-bang, o vacuo
primordial passaria por uma rapida sucessao de mudangas conhecidas como "transigoes de
fase”. Este é um fenomeno andlogo & mudanga de estado fisico da agua, ou a cristalizagao de

substancias com diferentes orientagdes nos eixos cristalograficos (Fig. 1) . Similar também
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aos vortices quantizados do hélio liquido, ou &s linhas de vértices do campo magnético em
supercondutores. Esses defeitos podem ser de varias formas: cordas césmicas, monopolos
e paredes de dominio de vacuo, além de defeitos hibridos como paredes contornadas por
cordas, monopolos conectados por cordas e outros®. Cordas também sao usadas nos mo-
delos a quarks para hadrons. Os hadrons seriam assim compostos de quarks ligados por
cordas duais, ou abertas, tendo quarks em suas pontas?. Pela visao de Nielsen e Olesen*
os quarks agem como uma fonte de carga magnética, e neste caso uma corda seria uma

linha de voértice 6co no campo de Higgs?.

Fig. 1

Cordas césmicas seriam entao finos "tubos de vacuo”, (ou falso vacuo)®,
simétricos, com alta energia, deslocando-se a uma velocidade préxima & da luz. Podem ser
retas (dai infinitas) ou em forma de anéis. Suas caracteristicas fisicas sao determinadas
pela energia do vécuo aprisionado. Estas cordas podem ter aprisionado o vacuo inicial em

diferentes fases®"'®:%. (Vide Tabela a seguir)
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A tensao na corda seria numericamente igual a sua densidade linear de
massa pu, multiplicada pelo quadrado da velocidade da luz. Para cordas em forma de
anéis esta enorme tensao as faria colapsar rapidamente, e este colapso seria amortecido por
mecanismos de dissipagao, tais como: fricgao devida & interagao das cordas com particulas,
desvio cosmologico para o vermelho das oscilagoes, resultado da expansao do universo
(efeito andlogo ao desvio para o vermelho da radiagao césmica de fundo), mudanga de con-
figuragao por intersegao de cordas, formando anéis fechados e diminuindo seu comprimento

e, finalmente, emitindo radiagao gravitacional®.

Cordas eletrofracas Cordas da grande unificagao
Origem (s) ~ 1071° ~ 10736
Energia aprisionada (Gev) ~ 10? ~ 10"
Tensao (g/cm?) ~ 1012 ~ 10%1
Densidade linear de massa (g/cm) ~ 1074 ~ 10%2
Diametro (cm) ~ 10715 ~ 10728

Anéis de formato irregular oscilam e perdem sua energia por radiagao
gravitacional. De tempos em tempos eles podem auto-interagir quebrando-se em pedagos
menores. Se tais auto-interacoes sao frequentes, estes anéis decaem rapidamente em
particulas relativisticas. A dinamica dos anéis ainda nao foi bem estudada e a frequéncia

das auto-interagoes ¢é dificil de ser estimada®.

Cordas cosmicas podem fornecer uma descrigao para a estrutura do uni-
verso em larga escala. A observagao de quasares duplos , por exemplo, poderia ser resultado
da existéncia de uma corda (C) entre a Terra (T) e um quasar (Q) (Fig. 2), conhecido

como efeito lente gravitacional, o que proporciona duas imagens I; e I, vistas da Terra.
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Fig. 2

Do ponto de vista geométrico a corda age como se cortasse parte do espago-
tempo, produzindo uma superficie localmente cénica. Assim um observador nao poderia
diferenciar localmente um universo conico de um espago-tempo plano, pois ambos tém
curvatura gaussiana nula. Na geometria euclideana a razao entre o comprimento da cir-
cunferéncia e seu diametro é igual a 7. Para circunferéncias em torno de uma corda césmica
esta razao é um pouco menor (a diferenca aparece na 4* casa decimal). O espago-tempo
em torno da corda curva-se, e a forma final deste pode ser visualizada como sendo a su-
perficie de um cone. Tudo se comporta como se o espaco euclideano perdesse uma cunha e
fosse dobrado até que suas bordas resultantes se unissem (Fig. 3). O angulo desta cunha é
chamado de "déficit angular” (a prépria separagao angular entre as imagens), e vale aprox-
imadamente 1 segundo de arco para cordas do periodo da grande unificagéo , e 2 -1072%
segundos de arco para cordas eletrofracas’. Este modelo se aplica apenas a cordas retas,

pois anéis obedecem a modelos mais complexos.

Uma corda cosmica reta e estaciondria produz somente efeitos globais,
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entao fotons emitidos por um corpo atrés da corda podem seguir dois caminhos possiveis
até nossos telescopios. Tal corpo parece entao ter sua imagem duplicada. Este fenomeno
tem semelhanga ao efeito Aharonov-Bohm, da mecénica quéntica, e alguns trabalhos ja

analisaram essa possibilidade!?.

Fig. 3

O modelo com cordas césmicas pode dar uma boa descrigao para a forma-



Introdugao 6

cao de galaxias. Em 1985 Albrecht e Turok!! desenvolveram um programa para simular
a evolugao destas cordas. Mais tarde Turok usou a simulagao para calcular o ntmero
e a distribui ¢ao dos aglomerados de galaxias, previstos pela teoria de cordas. Seus re-
sultados concordaram com os coletados de observagoes. Como galéxias tendem a formar
aglomerados, grandes anéis podem ser a causa da nucleagao de galaxias, o que explicaria
a distribuicao destas no espago. Os anéis menores podem colapsar e produzir buracos ne-
gros. Apesar dessa concordancia, a teoria néao explica ainda satisfatoriamente a formagao

de galaxias.

Richard Gott!? afirma que cordas em movimento produzem perturbagoes
na radiacéo de fundo do universo. A radiag@o no rastro das cordas seria desviada para o
vermelho, e no caminho das cordas para o azul. Isto criaria um aspecto \inico na radiagao
infravermelha observada. A falha em detectar qualquer perturbagao indica que a densidade
linear de massa p de tais cordas deve ser menor que 10~5. Medidas melhores e redugao nas
incertezas tedricas podem alcangar esse limite e trazer mais uma evidéncia da existéncia

de cordas cosmicas!3,

Ha modelos tedricos que propéem que cordas cosmicas podem se compor-
tar como supercondutores e conduzir grandes correntes elétricas. Porém, o acréscimo do
campo eletromagnético aumentaria a interagao destas com suas vizinhangas. Elas seriam
mais facilmente observadas do que cordas néo condutoras, pois a oscilagao emitiria radiagao

gravitacional, e também intensa radiagao eletromagnética.

Com sua alta densidade de energia armazenada, cordas cédsmicas e outros

defeitos topolégicos podem ainda ser uma solugao para a questao da "matéria escura”®.

Vilenkin’ considerou uma corda césmica infinitamente longa e estatica.
Baseando-se em argumentos dimensionais, ele ignorou sua espessura e usou a aproximagao
de campo gravitacional fraco, negligenciando a auto-interagao. Ele mostrou também que

o espaco-tempo em torno da corda é semelhante ao de Minkowski, a menos de uma cunha
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(Fig. 3). Neste caso o déficit angular Ay e a massa por unidade de comprimento . estao
relacionadas por

Ap = 8mp
no sistenia natural de iinidades.

O modelo de aproximagao com campo fraco que negligencia a espessura

da corda é plenamente justificado, pois cordas de interesse astrofisico tém p ~ 1078,

A aproximagao feita por Vilenkin nao é unica. Podemos tratar cordas
longas € retas sem negligenciar siias espessuras e sem a aproximagao de campo fraco. Para
um tratamento mais completo é necessario usar as equagoes de Einstein, acopladas aos
campos que definem a corda. Um modelo com uma lagrangerana padrao é feito em [14]
e [15] e com uma lagrangeana nao padrao em [16]. Em [14] Garfinkle mostrou que um
tratamento usando os campos escalares, invariantes por calibre e acoplados as equagoes
de Einstein, resulta numa métrica que, a grandes distancias da corda, é a mesma de
Minkowski, a menos de uma cunha. Porém, ai nao se verifica mais a igualdade Ay = 8wy,
e a quantidade Ay — 87y nao serd mais nula, tendo um valor da ordem de p2. Isto é obtido

apenas numa aproximagao de segunda ordem.

Neste trabalho consideramos os resultados de Garfinkle e Laguna [17]. De-
terminamos as equagoes de campo para uma corda cosmica descrita por uma lagrangeana
com um campo vetorial de calibre do grupo U(1), minimalmente acoplado a um campo es-
calar, onde foi adicionado um termo de interagao gravitacional. A Partir desta lagrangeana
obtivemos as equagoes de campo e fizemos um acoplamento com as equagoes de Einstein.
Isto resultou num sistema de equagdes nao lineares de segunda ordem acopladas, que re-
solvemos numericamente. A partir dos dados numéricos obtivemos as formas polinomiais
dos campos que determinam completamentes as caracteristicas da corda. Assim feito cal-

culamos também o termo de segunda ordem para o déficit angular, produzido pela corda.



Capitulo 1. Equagdes de campo com métrica cilindrica.

Cordas césmicas sao distribuigoes unidimensionais de energia, caracteri-
zadas por uma grande densidade linear e um comprimento supostamente infinito. Tais
cordas podem ser representadas por uma configuragao cilindrica e simétrica, atravéz de
uma auto-interagao de um campo escalar com acoplamento minimal a um campo vetorial

de calibre.

A distribuigao de energia na corda ocasiona um acoplamento ao campo

gravitacional, cujos efeitos ficam evidenciados atravéz das equagoes de Einstein.

Neste modelo usamos uma densidade de lagrangeana que envolve um
campo escalar complexo ® = Re'¥ (R e 9 reais) acoplado minimalmente a um campo

vetorial de calibre A,, do grupo U(1), na forma

1

£=-3

2 A 1
V.RV°R — %(Vﬂ/) + qA.) (V%% + qA®) — §(R2 —n?)? - ZF,,,,F“" (1.1)

onde

Fab = VaAb — VbAa (1.2)

sendo q a carga do campo vetorial, A\ uma constante de acoplamento, 72 a intensidade do

campo gravitacional e n a escala de energia de uma quebra de simetria.

As massas associadas aos campos vetorial e escalar sao m?% = ¢*’n? e mi =

An?, respectivamente. O termo V(|®|) = A\(®? — n? )2 é um potencial efetivo com simetria

axial. A quebra de simetria é introduzida neste potencial atravéz de um deslocamento
$% — 9% — %, (Fig. 1.1)
Consideramos que existe uma barreira no potencial, entre o falso vacuo

|®| = 0 e o vécuo global |®| = . A relagio a = T4 = —\% d4 a medida entre o raio do
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v

0 Y [of

Fig. 1.1

nucleo de falso vécuo e o raio do tubo de campo magnético da corda. Segundo o modelo
de Ginsburg-Landau para supercondutores, cordas com a > 1 tém vértice atrativo e com

a < 1 tém vértice repulsivo.

Adimitimos que para 7 suficientemente pequeno (valor que minimiza o
potencial efetivo) existem solugoes para as equagoes de campo de uma corda isolada, decor-

rentes da lagrangeana (1.1).

As equagoes de movimento sao obtidas a partir das equagoes de Euler-

Lagrange
ocC oL
c A 1.3
8(Vep) By (19)
onde ¢ representa cada um dos trés campos R, ¥, e A7.
Para ¢ = R o primeiro termo de (1.3) é (Vide apéndice A1)
O __ _v.r (1.4)

(VR) _
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e o segundo termo

oc

A
'é_ﬁ = _R(Vtﬂb + qAa)(Va‘d’ + qAa) - E(Rz - ﬂz)R (15)

Assim sendo, com (1.4) e (1.5) a equagao (1.3) fica
A
VVeR — R{(Va?¥ + qAa)(V®% + qA%) — E(Rz -7°)}=0 (1.6)

Para ¢ = 1, o primeiro termo de (1.3) fica (Vide apéndice A2)

oc
= —R¥(V.¢ + qA. 1.7
Sgeg) = (Ve +ado) (17)
e o segundo termo
ocC

Desta forma, com (1.7) e (1.8) a equagao (1.3) torna-se
VE[R* (Ve + gAc)] =0 (1.9)

Para ¢ = AJ o segundo termo de (1.3) é (Vide apéndice A3)

oc

oA ~qR* (V¢ + q4;) (1.10)
e o primeiro termo (Vide apéndice A4)
oc
) _F,; (1.11)

Entéo , com (1.10) e (1.11), a equagao (1.3) passa a ser
VF.j — qR*(Vj3 + gA4;) =0 (1.12)

Para obtermos as equagdes dos campos em uma aproximagao cilindrica

usaremos a métrica

ds? = —dt® + dz2* + dp® + p?de®
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e a simetria cilindrica ficara assegurada se considerarmos

R = R(p) (1.13)
v=¢ (1.14)
4, = %{P(p) _1)Vaé (1.15)

sendo (1.15) uma transformagéo de calibre do potencial A,, que elimina A, e A® de (1.1),

permitindo escrever as equagoes de movimento com termos em P.

Fazendo a substituigao de (1.13), (1.14) e (1.15) nas equagoes (1.6), (1.9)

e (1.12) temos, respectivamente:

para (1.6), com ¢ = R

V°VaeR — R{V.¢$V°¢P* + %(R2 —-75)} =0 (1.16)

para (1.9), com ¢ = ¢
V¢(R*PV.$) =0 (1.17)

e para (1.12), com ¢ = AJ
VeF, — qR*PVp¢ =0 (1.18)

As equagdes de movimento sao calculadas a partir de (1.16) e (1.18), pois
a (1.17) é redundante, nao fornecendo informagao adicional (Vide apéndice A5). Teremos:
assim:
de (1.16), para ¢ = R, (Vide apéndice A6a)

d°R 10R RP* RN

2 _ 2
g - - B R - =0 (119)
e de (1.18), para ¢ = AJ, (Vide apéndice A6b)
2
P _10P ¢*R*P (1.20)
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As equagdes (1.19) e (1.20) podem ser reparametrizadas se usarmos

R
a=— r=pmV/A X== 1.21
A PN . (1.21)

o que permite escrever (1.19) e (1.20) nas formas

dX 1dX XpP? X 2
T T e (XD =0 (1.22)

—— - >— —X?Pa?’=0 (1.23)

respectivamente.

As equacgdes (1.22) e (1.23) sao as equagoes para os campos X e P com

uma métrica cilindrica, validas para o caso plano. Trata-se das equacgoes de Nielsen-Olesen

(4]-
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Capitulo 2. Equagées de campo com métrica de Killing.

No espago-tempo curvo consideramos que os campos escalares e de calibre
s&o estaticos, e que o tensor energia-momento da corda tem simetria cilindrica. A métrica
considerada é estatica e também tem simetria cilindrica. Para obter as equagoes dos

campos X e P com uma aproximagao de espago curvo, usaremos a métrica de Killing.

Como foi feito ne capitulo 1, usaremos a Lagrangeana (1.1) considerando
a forma (1.2). Partindo das equag¢des de Euler-Lagrange (1.3) as equagdes (1.16) para

¢ = R e (1.18) para ¢ = A7 tornan-se
a a 2 A 2 2
VeV,.R - R{Va¢V ¢P" + ~2—(R -1 )}= 0
VeF, — qR*PV,.6 =0
respectivamente. Estas equagoes serao agora resolvidas considerando a métrica
ds? = —e?dt’ + ePdz? + eCd¢® + dp? (2.1)

onde A ,B,C sao fungdes apenas de p. As coordenadas t e z sao escolhidas tais que as fungoes
A e B satisfagam as condigdes de contorno A(0)=B(0)=0 e também lim,_,q e€ = p?, para

obtermos a métrica de Minkowski ao longo do eixo z.

Tomemos a base ortogonal, definida pelos quatro versores

T EA
=€ (5?)
zZ =€ az

o o (8\°
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(%)

onde (g;)a ¢ o campo de Killing tipo-tempo, (-ag;‘;)tl ¢ o campo de Killing tipo-espago com

~a

orbita fechada e (%)a é o campo de Killing tipo-espago ortogonal aos outros. O campo de
Killing com 6rbita fechada é tal que ¢ varia de 0 a 27 ao longo de uma integral de linha,
com ¢ = 0 e ¢ = 27 sendo pontos coincidentes. Os outros dois campos tém normas +1 ou

-1 sobre os eixos.

Para explicitar a dependéncia em t,z,¢,e p em (2.2) é necesséario saber

como operam as quantidades: V*, V,, V; e V*V,. (Vide apéndice Bl e B2), sao estas

1

Vep= —¢°% = e 7¢° (2.3a)
1 _C -
Vap = —da =€ 7¢, (23b)
b2
VeR = 6—1—{-p"l (2.4a)
Op
OR
VeR = —pa 2.4b
R 9" (2.40)
a 10 dR d*R
\Y% VaR-—{——az(A%—B-{-C’)—d—--i-dp } (2.5)
Substituindo (2.3), (2.4) e (2.5) em (1.16) para ¢ = R temos (Vide apéndice B3)
dzR 1d 2 —C 2
e de (1.18) para ¢ = A7 obtemos (Vide apéndice B4)
dzP 1d 2 12

As equagoes (2.6) e (2.7) sao as equagdes de movimento para a corda com a métrica (2.1),

para os campos R e P respectivamente.
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A seguir vamos determinar o tensot energia-tnometto, ¢com componentes

escritas na base (2.2). Em termos da lagrangeana (1.1) podemos escrever

ocr oL oc
Tab = —“VaR < Vo=~ — VoA " ———— + Lga 2.
b R avie) (Vo As) T F9eb (28)
e considerando (1.1), onde substituimos (1.14) para A,, teremos
c _—.--%V;RV"R ~ %Rzpzvaww ~ —’81(1!22 —7?)’ - iFa,,F“" (2.9)

Usando a forma (1.2) para F,s, o termo F,3 F* de (2.9) serd

FapFo® =V, 4, V%A% - V,4, V%A% — V,4,V%A4A% + V,4,V04°

o que permite escrever para (2.9)

L= _%V.,RV“R - ‘12‘R2P2Va¢‘7°¢—

%(R’ —?)’ - %(VGA,,V“A" — VoA VEA® — V3 4,V°Ab + V,4,VPA%) (2.10)

Procederemos agora ao calculo das derivadas parciais requeridas por (2.8),

usando a forma expandida de £, dada por (2.10). Temos assim

oc 1

a(vig) =~ R Ved (211)
oc 1,
e ainda (Vide apéndice B5)
ocr 1
5o = 2 (2.13)

Substituindo (2.11), (2.12) e (2.13) em (2.8) obtemos

1
Tay = 3VaRVsR + %R’P’V,,qus + %V..ACF:,C + Lgab (2.14)
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Considerando que (Vide apéndice B6)

1
VoA Fo = 5 FFyc (2.15)

e substituindo a expressao (2.10) para £ e (2.15) em (2.14) teremos

Tap = VaRVyR + R*P*V Vo + %F;F,,c+

1 1 1 A
gab{—ivdedR = 5VapVih = JF T Fam — (R - n’)’} (2.16)

As componentes nao nulas de T, sao
() 53 )
Ty, = ec{—(%)z + 5—2—0-32132 + %(%)2 - %(R2 - nz)’} (2.17)

ldRze"sze‘Cszz\z 272
Tas“a(—‘) - P +T(dp) —g® =)
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Equagées de campo com métrica de Killing

Definindo
1/dR\* e C , . e C(dP\* X _, .2
o= {3(G) v TR () i
dR\? e C , , e C/dP\* 2 2 .
_ ) _ (&t c — (==} —Z(R? - »? 2.18
Pe {(dp)+ 2RP+2q2(dp> 8 n)} (2:18)

ldRze_sze_Csz)‘z 272
P={3(%) - Trr (%) -sw -

podemos escrever (2.17) como

Too = ce

Ty = —oe

Ty, = Pye® (2.19)
Ts; = P,

e assim T, pode ser expresso na forma diagonalizada
Tab = 0laly + Pi2a2y + Pydads + Pobafs (2.20)

na base dos versores de Killing.
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Capitulo 3. Equacdes de campos acopladas as equacgoes de Einstein.

Para determinarmos os efeitos gravitacionais de uma corda nao € suficiente

considerarmos o correspondente tensor energia-momento e obtermos a métrica. Teriamos
. - fes - .

assim apenas a solugao geométrica do problema. Para uma solugao mais completa, deve-

mos encontrar a métrica pela resolugao simultanea das equagoes de campos acopladas as

equagoes de Einstein.

Consideramos as equagdes de Einstein dadas na forma

1
Rab = Sﬂ(Tab - ETgab) (31)
onde T, é dado em (2.21) e T $eu trago
T = ¢°*Tys (3.2)
As componentes do tensor de Ricci sao dadas como
Rap = 8.Tgy — 3T, + TgpTeq — o Ty (3.3)
onde, para uma base holonoma
c 1 cd
ab = 59 (Oagdb + Obgda — Bagas) (3.4)

Para resolver a equagao (3.1) precisamos calcular inicialmente todos os

simbolos de Christoffel nao nulos. Considerando (3.4) e (2.1) temos

goo = —6‘4 g1 = eB 922 = ec g33 = 1 (3-5)
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e como se trata de um sistema ortogonal,

L1
g" = (3.6)
Gis
As componentes nao nulas de I' séao
1
F83 = Fgo = 590033900
1 _pm _1ln
Iy =I5 = 29 d3911
1
ng = ng = 592233922
3 1 33
Too = 59 33900 (3.7)
I\3 _ __1_ 336
1 = 29 3911
I-\3 _ __]_‘ 336
22 = 29 3922
F3 _ 1 336
33 = 29 3933
ou, considerando (3.5),
1dA
Ios = T30 = 2dp
1dB
I‘ia = I‘.}il = EIP‘
1dC
F§3 = sz = 5’&;
1 ,dA
Fgo = EeA_(E. (3.8)
1 zdB
Fi] = ~§eB—d—p_
1 odC
ng = —Eeczp-
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Como T,p € gqp 580 representados por matrizes diagonais, as componentes

nao nulas do tensor de Ricci sao
Ryo = 631"30 + Fgorzlu + Fgorgz - Pgorga

Ry = 65T%, + T3 T3 + 5, T3, - T§,T];
Rz; = 331—‘;2 + ngrgo + FgZI‘;l - rgzrg.z (3'9)

Rys = —85T, — 8T}, — 8512, — 1, T%, — T3, T), —T2,12,

Substituindo os valores de (3.8) em (3.9) temos(Vide apéndice C1)*

A 1
Roo = %—{(df,A) + 3dpAdy(A + B + C)} (3.10a)
8 . 1
Ry = ~—{(d;B) + ;d,Bd,(A + B + C)} (3.100)
e€ 2 1
Ry = —5{(d;C) + 3d,Cdy(A + B + C)} (3.10¢)
1 1
Rss = —{d;(A+ B + C) + 5((d,4)" + (d,B)" + (4,C)’]} (3.10d)

Para determinar o segundo membro de (3.1) consideramos (Vide apéndice
C2)
T = g°*(otaly + Priazy + Podads + Popaps) (3.11)

ou

T=-20+Py+ P, (3.12)

Usando as equagoes (2.19) e (3.10) temos para cada componente de (3.1)

2

— onde fizemos dp = zd: e di = 'dd_pf

*
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1
2R006—A = 87I'(Too - ETgoo)

1

—2R11€—‘B = STI'(TU - §Tgn)
1
-—2R22€—C = 87|’(T22 - §Tg22) (313)

1 .
—2R3; = 8m(Ts3 — iTysa)

Substituindo as formas de Ty e T ja encontradas chegamos a (Vide apéndice C3)

2Rgoe™# = 8n{Py + P,} (3.14a)
~2Ry 7B = 8n{Py + P,} (3.14b)
—2R2;¢7C = 87{P, — 20 — Py} (3.14c¢)
—2R;3 = 87{P, — P, — 20} (3.14d)

e igualando as equacdes (3.14) as (3.10) temos

1
2Rgoe 4 =d2A + 58pAdo(A + B + C) = 8n{Py + P,} (3.15a)
1
—2Rpe B =d2B + 58Bdy(A+ B +C) =8r{Py + P,} (3.15b)
1
—2Rze7¢ = d2C + Edf,Cdp(A + B 4 C) = 8m{P, — 20 — P4} (3.15¢)

—2Rys = dj(A+B+C)+ %{(dpA)2 +(d,B)" +(d,C)’} = 8n{Py — P, — 20} (3.15d)

As equagoes (3.15) devem ser resolvidas para os campos considerando a
métrica de Killing. Mostramos no apéndice C4 que as equagoes (3.15a) e (3.15d) sao redun-
dantes, por isso, vamos resolver apenas (3.15b) e (3.15¢c). Antes, porém, introduziremos a

quantidade H = eA* ¥ nas equagdes (3.15b) e (3.15¢) (Vide apéndice C5) o que resulta

d’H = 4Hn(—20 + 3P, + P¢) (3.16)
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dy(Hd,A) = 8 H(P, + P) (3.17)

As equagoes (2.6), (2:7), (3:16) e (3.17) formam o sistema de equagoes dos
campos para a corda. Para tentarmos uma solugao deste sistema usaremos a reparametri-

zagao dada em (1.21), considerando ainda
K =V)netts (3.18)

Obteremos assim um sistema de 4 equagoes diferencias nao lineares de

segunda ordem, que sao as equagdes dos campos acopladas as equagoes de Einstein, para

as fungoes A, K, X e P. (Vide apéndice C6)

Substituindo (3.18) em (2.6), (2.7), (3.16) e (3.17) temos, respectiva-

mente,*
2A
d-(Kd.A) - 47r772{%(d,P)2 - 52{—()(2 - 1)’}: 0 (3.19)
2AX2P2 2A
d’K — 4mn? —2—e~—,—— - %(Xz -1’ + —‘%—(al,P)2 =0 (3.20)
K 4 a’K
Kd. (Kd.X) - X{ -;-KZ(X2 -1)+ e“Pz}: 0 (3.21)
e ?4Kd {fid P}— *X?P (3.22)
i K r - .

O sistema de equagdes composto por (1.22), (1.23), (3.19) e (3.20) con-
siste nas equagoes para os campos X, P, A e K acopladas as equagoes de Einstein com

aproximagao cilindrica. Para resolvé-lo, vamos impor as seguintes condi¢oes de contorno:

i) no nicleo da corda (r=0), os campos escalar e vetorial devem ser nulos,

o que fornece X(0)=0, P(0)=1 e V(&) = Ap*;

ii) com lim,—o €€ = p?, r = ppV/}, (1.15), e também com A(0)=0, chega-
mos a K(0)=0;

2
* —Onde,dr=di'ed3.=§d;y

r
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iii) o potencial efetivo e o campo magnético devem ser nulos em r = oo,

entao X(oo) =1 e P(o0) = 0;

iv) na superficie da corda devemos ter V(®) = [An?, onde
® =&, (0 < ®y <7),sendo > 1 um parametro;
v) para garantir que perto do eixo a métrica seja suave e que a norma-

lizagao do campo de Killing (5%)“ seja preservada devemos ter

d ¢
! = 1 —e7 —
A(0)=0 e ’l’lglodpe 1

o que conduz a K'(0) = 1;

vi) admitindo um calibre semelhante ao de Coulomb, V - A, = 0 (em r=0),

obtemos como consequéncia, P'(0) = 0;

vii) perto do eixo (r = € > 0) e em primeira ordem, supomos
X(e)=X'(e)=A'(e)~0 e K ~e

com isto a (3.19) conduz a equagao de Bessel

"2
(e*)" + %(6‘4)' + 27n? [1 _ 4P ]eA =0 (3.23)

ar?
onde, para termos solugoes regulares no eixo, impuzemos A'(0) = 0.

Com tais condigoes , nas equagoes (3.19) e (3.20), obtivemos as formas de

A e K.

Perto do eixo da corda (r = €) a equagao (3.23) conduz a
AV 4 LAY — 2T (P, 4 Py)et =0 3.24
(€)+;(e)—;]7(p+ p)e” = (3.24)

sendo que, para a < 1 P, e Py sao negativos, (3.24) torna-se uma equagao de Bessel com

€ o(f) —_— 1 - ‘ TT e e < 1 ( . 5)
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e com a > 1, P, e Py sao positivos, (3.24) torna-se uma equagao de Bessel modificada,

com solugao

2 e4

A_ ~14 S &
e -—Io(e)_l+4+64+...>1 (3.26)

Para a = 1 (caso de transigao ) P, e Py séo nulos, obtemos a solugao
e? =1In(e®) (a,b = ctes) (3.27)

o que mostra que A é uma fungao constante, neste caso.

Na aproximagao de campo fraco (n? — 0), as equagdes (3.19) e (3.20)
conduzem a K, =7, A, =0 e A'(0) = 0. Com estes valores as equagdes (3.21) e (3.22) se
reduzem a

r(rX.P!) - Xo[~12-r2(XZ -1)+P)=0 (3.28)
r(r'P) - o®X2P, =0 (3.29)

que sao as equagoes de Nielsen-Olesen?, vilidas para o caso de se negligenciar os efeitos

gravitacionais.
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Capitulo 4. Determinag6es numeéricas.

4.1 — Consideragdes iniciais

Determinamos numericamente as solugoes das equagoes

d’X 1dX XP* X

2
—— - — - -1)= .22
dr? +'rdr r? 2(X 1)=0 (1.22)
&P 1dP ., ,
dr? —;—E;—X Pa® =0 (1.23)
2A
d(Kd,.A) - 41r172{ 262 (d.P)* - %(X2 - 1)2}= 0 (3.19)
o
2¢24X2P? 3K 2 e
2 2 2 2
_ - - - = 2
d.K — 4my { % 1 (X*=-1) + QZK(d”P) } 0 (3.20)

Obtivemos as formas polinomiais de X, P, A e K, paraa = 0,55 a=1c¢e

a=1,5 em (1.23).

Usando o método das diferengas finitas, primeiramente consideramos uma

expansao em torno de »r = 0 dos campos X e P, como segue
X=ar+Xorl 4+ Xsr* +... (4.1.1)
b 2 3 4
P=1—ZT’ +P37’ +P47‘ + ... (412)

Substituindo estas expansoes nas equagoes diferenciais originais (1.22) e

(1.23) observamos que os X; e os P; dependem apenas de a e b, nas formas

a=X'(0) e b=-2P"(0) (4.1.3)

Com diversas tentativas de X'(0) e P"(0), além de X(0) = 0, P(0) =1

e P'(0) = 0, procuramos satisfazer as condigoes!® X =1 —ce " e P = de—V7r quando
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T — 0o com as expansoes feitas até r = 9. As condigoes de contorno (i) a (vii) do capitulo

3, também sao satisfeitas.

A partir das condigoes (4.1.3) determinamos os outros coeficientes das e-
quagoes (4.1.1) e (4.1.2). Obtivemos entéo os polinémios de X e P. Com estes resultados

calculamos as aproximagoes de A e K como
A=cr+ Ar® + 437 + ...

K =dr + K,r? + K373 + ...

e transformando as equagoes diferenciais originais (3.19) e (3.20) em equagoes de diferengas
finitas, como fizemos para X e P. Para tal usamos A'(0) = 0 e K'(0) = 1. O valor de 5

considerado para as equagoes (3.19) e (3.20) foi de 10~2, que é valido para cordas da GUT.
4.2 — Expressoes polinomiais

Fazendo o = 0,5;1,0 e 1,5 nas equagoes (1.22), (1.23), (3.19) e (3.20),

obtivemos trés conjuntos de solugoes para os campos X, P, A e K, que sao :
Para o = 0,5

X =2,05-10"%"° — 6,36 -10"*r* + 0.0157> — 0,157% + 0,637r — 0.0275

P=1,1-10"*°-3,05-107%r* 4+ 0.0317® — 0.124r%> + 4,62-10"3r + 1
A=(-1,9810"%r°16,04-10"%r°-0,07087* 40, 387r* —0,878r% —4,21.10 37 +0.0277)10 8

K=r
Para o =1,0
X = -8,84-107%* 4+ 0,0213r* — 0,1887% + 0, 716r — 0,0133

P=257-10"*° —-6,18-107%r* 4+ 0,0504r° — 0,1327% — 0,1967 + 1,05

A=(3,51-10"°7% —1,59-1073+° + 0,0272r* — 0,2247° + 0,867r% — 0,703~ + 0,129)10~°

K=r
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Para a = 1,5
X=-1,3-10""7°+1,39-10"*° — 4,2-10"3#* + 0,0501r* — 0,206r> + 0,868 — 0, 0292
P=262-10"%"-9,35-10"%° + 0,0135-® — 0,0006+* + 0, 386> — 0,672 + 0,0305r + 1

A=(-1,01-10"*% - 7,62.107%r* 4+ 0,2177° — 1,04r% ¥ 7,13r — 1,21)10°

K=r

Os gréficos das solugdes de X e P estao representados na Fig. 4.1. As

solugoes de A estao nas Figs. 4.2; 4.3 e 4.4, e as de K na Fig. 4.5.

1.0 1 "
] = 0,9
0.5 ] - 1,0
- = 1,5
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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4.3 — Verificagoes

30

Os polinémios obtidos fornecem valores bastante consistentes com as con-

digoes de contorno impostas analiticamente, como mostramos na tabela a seguir.

Valor analitico

Valor numeérico

a=0,5 a=1,0 a=15
X(0)=0 X(0) = —-0.0275 X(0) = -0,0133 X(0) = -0,0292
X(o0)=1 X (9) = 0,9490 X(9) =0,9304 X(9) =0,9122
X'(00) =0 X'(9) = —-0.0352 X'(9) = —0,0698 X'(9) = -0,0190
P(0)=1 P(0)=1 P(0) =1,05 P(0)=1
P'(0)=0 P'(0) = 0,0046 P'(0) = —0,1960 P'(0) = 0,0305
P(o0) =0 P(9) =0,0809 P(9) = —0,0357 P(9) = 0,3388
A(0)=0 A(0) =2,77-1071%  A(0) =1,29-10716 A(0) =-1,21-10"°
A'(0)=0 A'(0) = —4,21-107* 4’'(0) = -7,03-10"1%  A'(0) =7,13-107°
A(o0) =0 A(9) = —2,09-10"% A(9) =3,95-1071® A(9) =8,05-10"°
K(0)=0 K(0)=0 K(0)=0 K(0)=0
K'(0)=1 K'(0) =1 K'(0)=1 K'(0)=1
V(0) = \p? V(0) = 0,9984\n* V(0) = 0,9996\n* V(0) = 0,9982\n*
V(o) =0 V(9) = 0,0098)\n* V(9) = 0,0180\n* V(9) = 0,0281\np*

Aqui V é o potencial efetivo na lagrangeana

V= %174(X2 - 1)2, com R = X1.

(1.1), dado como
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4.4 — Calculo do déficit angular

O déficit angular causado pela corda é dado em [14] na forma

Ap =8mp + bp (4.4.1)
com
n * —A 12
bp = —2—/ e “K(A") dr (4.4.2)
0

onde (4.4.2) é a correcao de segunda ordem de (4.4.1). Para determina-la integramos (4.4.2)
entre 0 e 9, expandimos e~ até quarta ordem e consideramos as formas polinomiais de A

e K para a = 0,5; 1,0 e 1,5. Assim obtivemos os seguintes resultados.

a=0,5 — bp=1,0287-10"1°
a=1,0 — ép = 3.856m-107°°

a=1,5 — bp=1,339r-10"""

As corregoes para a = 0,5 e @ = 1,5 sao da ordem de n*, como previsto
por Garfinkle e Laguna em [17]. No entanto, para o caso @ = 1,0, sendo A uma fungao
constante, conforme mostrado em (3.27), a contribuigao é¢ deve ser nula. Seu valor, aqui

obtido, é da ordem de 1073, o que ¢ aceitavel em face da aproximagao numérica.
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Conclusoes

As formas polinomiais calculadas para os campos X e P foram obtidas
para um intervalo de r entre 0 e 9 e para trés valores diferentes de a, (a = 0,5;1,0 e 1,5).
Calculamos também as formas dos campos A e K para o mesmo intervalo de r e os cor-
respondentes valores de a. O intervalo de r deste trabalho é maior que o considerado
por Garfinkle em [14], onde usou r entre 0 ¢ 3 e também considerou apenas a = 1,0, na
obtengao dos campos X e P. Os polinomios obtidos para X, P, A e K fornecem valores

bastante consistentes com as condigoes de contorno obtidas analiticamente.

As solugbes para os campos X e P com diferentes valores de o, mostraram
um comportamento semelhante, ao obtido por Garfinkle em [14]. O campo K apresen-
tou solugéo idéntica para cada um dos o considerados. Jd o campo A apresentou um
comportamento variado em relagao aos valores de a. Para a = 0,5, A é negativo em
relagao a 7. Com a = 1 o campo A deve ser uma fungao constante em relacao a r e a
fungdo que obtivemos mostra uma variagao entre o ponto inicial [A(0) ~ 107!"] e o fi-
nal [A(9) ~ 4 -10775] da ordem de 10!%, que é bastante suave, parecendo estabilizar em
4-107'5. Podemos entéo considerar a solugao numérica obtida como uma boa aproximacéao
neste invervalo. Com a = 1,5 o campo A também mostra uma variagao entre seus pontos
inicial [A(0) ~ —1-107%] e final [A(9) ~ 8 - 107°] em torno de 10~°, apresentando uma

posivel estabilizagdo apds r = 2,5.

Os resultados para o potencial efetivo, no intervalo entre 0 e 9, mostraram-
se bastante razoaveis, o que confirma as solugdes para o campo X como boas aproximagoes

neste intervalo.

Os termos de correcéao de segunda ordem do déficit angular, para os va-
lores de a # 1, confirmam que as solugoes para os campos A e K s&o consistentes. Tais
corregdes sao da ordem de p?, no caso do periodo da GUT. No caso a = 1,0 a corregao é

aproximadamente nula.
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APENDICE A. Obtencgéao das equagbes de campo com métrica cilindrica.

APENDICE Al

Dedugao do primeiro termo da equagao (1.3) para ¢ = R

oL 1 9
8(V°R) _ 28(V°R)
) 8

SR )V R+V REZVC—R)V.,R}

——(V.RV°R)

———{v R

9as VP R}

a a 6
- —E{VGRéc +V R 55w

= —%{VQR&: + V°®Rga6°}
1
= —E{VCR + VcRgac}
1
= —E{VCR + V.R}

o que resulta em

oL
8(V<R)

= -V.R (1.5)

APENDICE A2

Dedugao do primeiro termo da equagao (1.3) para ¢ = 3

I { i
o(Veyp) (V<)

a a 9
Vd;(V‘(/-{-qA)"l‘( a¢+qA) (Vd) 1/}
RZ
= — 5 {982V + ¢A%) + (Vat + ¢4a)67}

2
— _%_{(ch) +qAc) + (Ve + gAc)}

e finalmente,

oc

D) = —R* (VY + qAc) (1.8)
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APENDICE A3

Dedugéao do segundo termo de (1.3) para ¢ = A7.

o  R( 8Aa,_, . dA°
5A7 =*‘2-{Q0AJ~(V ¥ +4q4 )+(Va“/)+¢1-4a)<r6‘;17}

mas como A, = g;, A*

317 = 2 ——(Val/)+q.4a,)+(Va¢+qAa)_

3L  qR'[ A dA°
9 547 9Ai

qR?
2

{92(V2Y + qA®) + (V9 + ¢4;)}

finalmente temos a expressao

oL

A7 —qR* (V9 + g4)) (1.10)

APENDICE A4

Dedugéao do primeiro termo da equagio (1.3) para ¢ = A7.

8(V<A7) ~ B(V<A7)

FYe ) {—iFabF""}

Usando (2.2) temos:

o 1 9 . . o .
(VeAi) _4a(chj){V°AbV A =V, AV AT — VA VEA® + VAV A

_ 1 ach a 4b 0 bgca b 4a 0
= 4{V.,A,,.sc.s,. +V%A —6(V°AJ')V“A" VaAp6265 — V°A —(VcAJ.)V.,Ab
—VpA,8%8% — V"A”——a———V,,A + Vi A,8%6% + V"A°———§——v,,,4
a7’ A(V< Ad) ¢ a7 A(V<Ad) ¢
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_ 1 , azb 0 k i , b ga ey
= —4{VCAJ + V%4 gakgbla(VcAJ.)V a V_-,Ac VA gabgb,a(VcAj)V A

0 : 0 ,
N v N vA L _ k v . Vb a_ | - k
iAe A’bigak 9(V< Ad) A"+ Vedj + V'A% ghigar 9(V<47) 4 }

1 . .
= —Z{ZVCAj - 2VjAc + V“A"gakg,,,-ﬁ‘&; - VbAagakgb.'éfts;

~V°A%ghigarbi6¥ + VbA“gb.'gakéitS;}
1 a
=-1 {ZVCA,' —2V;A. + V“Abgacgbj - VbA“ganbj — V"ngbcgaj +VbA gbcg.,j}

1

1
= —Z{4VCA,~ —-4V,-Ac}

resultando

oc

APENDICE A5

Mostraremos que a equagao (1.17) é redundante.
V [R*PV. 4| = (V°R?)PV.¢p+ R*V PV .¢$ + V°V. ¢
e como V°V ¢ = 0, resulta

2RPV°RV.¢ + R®V PV . ¢ (A.5.1)
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Como a métrica é
ds® = —dt* + dz* + dp* + p*d¢’

sabemos que

V0=V0=6t V1=Vl=az V3V3=1._6_
pO¢
(]
_ 90 2,_10

e também que

2 _19( a_f) sy, L 9
ViVai=0o\Ps,) VYT e

Para o termo 2RPV°RV .¢ da equagao (A5.1) temos que

=0, parac=0,1,3;

v R{# 0, parac=2

=0, parac=0,1,2;
Ved { #0, parac=3

e assim a quantidade V°RV_ ¢ serd sempre nula. Para o termo R*V°PV. ¢ de (A5.1)

temos:
=0, parac=0,1,3;

v P{# 0, parac=2

logo a quantidade VPV ¢ também serd sempre nula, resultando que toda a expressao

(A5.1) é identicamente nula.

APENDICE A6

Resolugao das equagoes (1.16) e (1.18).

a) A equagao (1.16) para ¢ = R fica
VR — R{(Va¥ +94a)(V* +94%) + Z(R* — %)} = 0

V°V.R - R{V.$V$P? + 52\—(32 -7} =0 (A6.1)
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e a quantidade V°V_.R de (A6.1), quando desenvolvida, fica
VV.R=V°VoR+ V'V R + V2V,R + V}V3R

como V'V;R = 0 com i=0,1,3 resta entéao

A quantidade V,¢V?¢ do segundo termo é

VapVod = VodV'6 + V1gVie + V29V2¢ + VygVo6 = p1_2

pois, V;¢V'¢ é nulo para i=0,1,3 e é igual a ;1; para i=2.
Substituindo (A6.1) e (A6.2) em (A6.3) temos, finalmente,

_6_2_R 18R R) RP?

2 _ 2y
3p2+p3p P’ g (R =) =0

b)A equagédo (1.18), para ¢ = A7, fica
VFe; = qR* (V¢ + g4;)
V'-'ch = qRZde> + quzAj
c 2 2 p2 1 .
VeF.; = qR*Vji¢+¢'R {E[P(p) = 1]V,-¢}
V°F.; = qR*Vj¢ + qR’PV ;¢ — qR*V j¢
V°F,; = qR*PV ;4
VF,.; = V[V A, — V,A

como F_; nao depende de z nem de ¢, a equagao de campo fica sendo

V2F2j + V3F3J‘ = qR2PVj¢

(A6.2)

(46.3)

(1.19)
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como V ;¢ # 0 apenas para j = 3 teremos:
i=3  VF; + V3F3 =qR?PV;¢

J=2 V3F + V¥ F5, =0
sendo que F,, = —F,,, temos que F22 = F33 = 0.

A equacao de campo é entao
V2F23 = qRZPV3¢

V3[V,4; — V34,] = évz{vz[(P —1)V3d] — V3[(P - 1)V2¢]}

_ %Vz[vz(P —1)V3é+ (P — 1)V, V54

1oz L Yoon 1
= -(;V [Vz(P — l)p] + qV [(P l)Vg(p>]

como V3f = 1;f—(pf), entao

VIV (P - 1)L 1—%—5"—[,»\72( _t 1—%%—}

€

V’[(P—I)Vz(%)]=(P—1)V2V2(%)—ldi[(P 1)]di( >+(P 1)—=_

de modo que

1d%P 1 dP 1
V2 — _ 2p-
Fas = [p dp?  p? dp] ok Pp
ou
&P 1dP
— - = P
d* pdp 1! R

onde usamos

1dP

p? dp

(1.20)
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APENDICE B. Obtengéo das equagbes de campo com métrica de Killing.

APENDICE B1

Célculo das quantidades V°,V,, V.

Consideramos que:

e 10p,, 10p., 10p,, 10p,
V= mar Thia.” Thog’ TR o,
1 9p. 1 0p . 1 9y 1 ¢ .
Va = ——1, 7 Ao %a 7 Ay Pa 7 a Pa
Y ot T h 967 T Ry 80
onde
ho = —6% h] = e% h.g = e% € h‘3 =1

(B1l.1a)

(B1.1b)

(B1.2)

sao fatores de escala entéo, se em (Bl.1a) e em (B1.1b) fizermos ¢ = ¢ estas se transformam

em
a 1., _C
V¢=7§¢ —e 7
Vad = I‘Z’a—e—%‘»{’a
h

(2.3a)

(2.3b)

(2.4q)

(2.4b)
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APENDICE B2

Calculo de V°V,.

Tomamos a expressao geral do operador V?, em termos dos fatores de

escala
o o1 8 [hihshs BR] 8 [hohshs OR
VV“R‘hoh,hzhs{E[ ho 6t]+62[ P 62]
8 [hohihs OR a[hoh,h;c’)R]}
B2.1
+a¢[ ha aqs] hs  Op (B2.1)

Substituindo (B1.2) em (B2.1) vem

a -1 0 AtBic OR
VV“R_e‘—*%’ﬁ{BP[ ) 3/3]}

1 {eAiaic 0s) [A+B+C}_8_Ri+ AtBic 62R}

PR ’ 5; 2 Op ) a—P2
e finalmente
1 dR &
V“VaRz{——(A+B+C)——+—£} (2.5)
d dp?
APENDICE B3
Determinagao da equagéao (2.6).
Substituindo as equagdes (2.3), (2.4) e (2.5) na equagao (1.16) para ¢ = R temos
a a;pz, Aipz_ .2
VeV.R — R{V,¢V?$P* + E(R -7°)}=0
190 dR d’R c1 —Ciap2  Apa_ 2
56—'(A+B+C)'-—+'d—2—"R{ ¢a€ ¢P +§(R —77)}—0
2
1£(A+B+C)§£ g_}_z_ -R{P2 O+ < (R2 )}: 0
20p dp®
e finalmente obtemos
d?R 10 A2 —C n2
‘J’,—2+‘2‘-6—(A+B+C)— {E(R -n°)+e P} (2.6)
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APENDICE B4

Determinagao da equagao (2.7).

Substituindo as equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) na equagao (1.8) para ¢ = A7
temos

VeFa — eR*PV,¢ =0
V(Vadp — VyAs) — eR* PV =0

Substituindo as expressoes de A, e Ay de (1.15) e expandindo temos
1
;{V“(VGPngb) — V4 (VaVpop) = VH(VsPVad) — VH(VsVad)} — eRZPVpp =0

VeV.PVyd — e?R*PV4 =0
colocando V¢ em evidéncia resulta

’P 1d dp _ 2po
_d—;_)?+_2—d_p(A+B+C)d_p_eRP (27)

APENDICE B5

O termo (c) de (2.8) vem da equagao (2.10) e assim temos

oc b b
=V, Apb28° — VaApb® — VA 686° + VAl 6°
a(vb c) Abéb 6c b6c bA. b»9c¢ b c

= Vb14c - VcAb - VcA~b + VbAc

= Fye + Fpe = 2F},

e resulta
1 ac 1

15094 = _EF'” (2.13)
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APENDICE B6

Provaremos agora que

1
VaAchc = ‘2‘F:Fbc

Seja
F;Fy. = (VoA — VAy)Fy.

FSFye = VoA Fy. — VAo Fy.

mas, sabemos que

VA.Fye = Vig A’ g;q Fye

e redefinindo i=a e j=c obtemos

VcAa-Fbc = VaAcgacgcanc = -VaAanc

o que permite verificar (2.15).

(2.15)
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APENDICE C. Obtencéao das equagdes de campo acopladas as equgdes de Einstein

APENDICE C1

Obtengao das componentes do tensor de Ricci

As componentes nao nulas sao
Roo = 83T50 + T5eT'3; + TeT'3; — T5eT0s
Ryy = 85T, + I35 + T3, T3, — T1i T
Ryy = 05T3; + T3,T3, + 3,13, — 3,13, (3.9)
Roo = ——631‘30 - 33P§1 - 33I‘§2 - Fgorgo - F:IHP;I - I‘§2F§2
Substituindo os valores de I' dados pelas equagoes (4.8) teremos:

Roo = dy (574 A)+ (544, 4) (54,B) + (5644, 4) (54,C) ~ (5, 4) (5d4)
Ris = dp(~ 574, B) + (~ 5¢%4,B) (34, 4) + (~ 54, B) (34,C)~ (~ 5¢°d,B) (5,B)
Riz = dp(~5¢%d, o>+<——eccw)(1dpA>+(—-1—e°de)(-l-d,,B)—(—;;—eCdpc>(-‘2-dpc>

R3; = —d,,(id,,A - -;-d d ,C)—= d ,A)? — (d,,B)z - -12-(.11,,,0)2
Fazendo as derivadas e expandindo os produtos temos:
Roo = —e 4(d,A)? +3 Ad2A+ -eAd Ad,B + -e*‘d Ad,C — -e“(d A)?

Ray = ——eB(d By -1 5ePdiB - —eBd Ad,B - —eBd Bd C+ ¢5(d,B)’
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1 1 1 1 1
Ry = ‘ECC(""C)Z - Eeodf,c - Zecd,,Ad,,C' - Zecd,,Bd,,C + Ze"(d,,o)’
1 1
Rsy = —2(d; A+ d;B + d;C) — 1{(d,4)" + (d,B)" + (d,C)’}

e finalmente temos:
1 4( . 1
Roo = Ee dpA + EdPAdP(A + B + C)

1
Ry = — ea{df,B + 3dpBdy(A+ B + C)}

1
2
1 (0 1

Rzz = —~2-€ de + EdPCdP(A + B + C) (310)

1 1
Ri3 = —E(df,A +d2B +d3C) - Z{(d,,,,4)2 +(d,B)* + (de)2}

APENDICE C2

Obtencao de Tqp e T.

Substituindo (2.21) e (3.5) em (3.2) teremos

T = g**{oials + P.ZaZb + Ppdads + Popaps} (3.11)

mas de (2.2) temos

PP* =13 Papa=1 € p%°pa=1
o que permite obter
g% aty —=g%ply = —e et = -1

%23, —=g"1%,3, = e BeP =1
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9*°Pady —= g"2$2¢hy = e7%C =1
9*apy —= g% p3ps = 1

Substituindo estes resultados em (3.2) e considerando a forma (2.21) para

Tap, temos

T = ¢°ctoto + g'' P14 + 922P¢<{Z’2O32 + ¢** Popsps

ou, finalmente

T= -2+ P4+ P, (3.12)

APENDICE €3

Determinagao das equagdes (3.15).

Das equagoes (2.20) podemos escrever
Tooe_A =0

T]]G-B = Pz = —0
Tzze—c = P¢
T33 =P,

o que juntamente com (3.12) permite escrever para cada componente de (3.1)

1
Roo = 8m(Too — ETgoo)

= 87r{aeA - %(—20 + Py + Pp)(-eA)}

eA
= 87"_2'(P¢ + Pp)

2Rgoe™ 4 = 87(P4 + P,) (3.14a)
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1
Ryy = 8n(Thy — ETg“)

| =

= 81!'{—-063 — (=20 + Py + PP)eB}

eB
= 87"7(—134’ - P,)

—~2Ry1e” B = 8n(Py + P,)

1
R;; = 8n(T2; — §T922)

1
= 87!'{P¢,ec — 5(—20’ + P¢, -+ Pp)eo}

= 87rec(P¢+a— —_ =

Py _ Py
2 2

eC
= 87!'-—2—(P¢. + 20 — Pp)

~2R3;e7C = 8n(P, — 20 — P,)

1
R3; = 87"(T33 - §T933)

1
= 87I’{Pp —_ 5(—-20 + P¢ + Pp)ec}

1
= 8#5(Pp + 20 — Py)

—2R33 = 87!’(P¢ — 20 — Pp)

46

(3.14b)

(3.14¢)

(3.14d)
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Cada uma das expressoes (3.14) compoem o primeiro membro das equa-

¢oes de Einstein (3.1).

APENDICE C4

Demonstragao de que A=B:
Igualando (3.15a) com (3.15b) teremos:

@B A 1d
————+——(A+B+0)——

dp?  dp?
———(A + B+ C)—
d? 1d d
0= dz(A B) + E%(A—B)EE(A+B)+C
Seja
d
d—p(A-B)za €
(A+B+C)=
e entao
da 1 48 _
dp adp

com solugao

§-=ln§=lna—lna=a1—lna
1na=a1 '—-2—
Assim
_8
a = aze ?

9 (4 - B) = aze=}(A+B+0)
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d az
5,4 B)=

e%e%e%

Impondo as condigoes de contorno no eixo

A(0) = B(0) = 0 (C3.20)
e
. €°
tim S =1 (C3.2b)

onde consideramos a; = 0. Com isto concluimos
d (A-B)=0 A—-—B=ct
a5 = = cte

e portanto, por (C3.2), obtemos que A=B em qualquer ponto do espago-tempo. Assim as
equagdes (3.15¢) e (3.15b) fornecem informagoes idénticas. Isto mostra que a corda tem

uma invariancia de Lorentz ao longo de seu eixo.

APENDICE C5

a) Dedugao de (3.16).

A

. . c . -
Consideremos a quantidade H = eA*%. Suas derivadas sao

1
doH = H(d, A+ 5d,0) (C5.1)

1 1
d’H = d,H(d,A+ Ed”C) +H(d2A + Edf,C) (C5.2)

Substituindo (C5.1) em (C5.2) temos

1 1
d2H = {(d,,A)2 + Z(d,,C)z +d,Ad,C + d2A + Edf,C}H

ou

1

1 111
Ao H + {(df,A)’ + 5dpAd,C + dﬁA}+§{—2-(d,,0)2 +d,Ad,C + df,c} (C5.3)
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Com A=B nas equagdes (3.15), temos para (3.14b)
d2A + %d,,A(2A + C) = 8n(P, + Py)

ou

1
d2A + (d,A)* + 54pCdpA = 87(P, + Py)

e para (3.14c)
1
d2C + 59rC(24 + C) = 8m(—20 + P, — Py)

ou

1 1
d2C + 5(d,,C)2 + 5d,Cd,A = 8n(~20 + F, — Py)
Comparando estes resultados com (C5.3) temos

1 1 1 1
Edf,H = 87(P, + Py) + 5dpAd,C + Z(az,,C)2 +
H [4

= 16m(P, + Py) + 8n(—20 + P, — Py)

1
EdiH = 87T(Pp + Py — 20+ P, — P¢)
1
}{—df,H = 4n(3P, + Py — 20)
b) Dedugao de (3.17)

Da equagao (C5.2) temos

&H = d,Ad,H + HP A + Hd’C + d,Cd,H

%df,H = (dpA + d,C)d,H

1

7 + do(dpA +d,C)

e usando a relagao H = eA* ¥ em (C5.1) obtemos

1
d,H = eAt5(d, A + 545C)

2
SdiC

2 1
—d2H = 167(P, + Py) + d,Ad,C + E(d,,cr)2 +d2C

(C5.4a))

(C'5.4b)

(3.16)

(C5.5)
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2
d,C = zrdoH — 24,4 (C5.6)

Substituindo (C5.6) em (C5.5) ficamos com:

1 1 2
G H = FdoH(dpA + ZdH —2d,4) + d,(dp A + %d,,H — 2d,4)

H? H
1
= -I—I-d,,H(Hd H-d A)+dp( d —-d A)
1
Hz(d H) d Hd A+2{ ”(_ﬁ)}d”H+ de,H dzA
2 2 1 2 2 2

= Fz’de - EdedpA - ﬁ?(de) + Hde d A

Edf,H - Hded,,A — df,A
e finalmente

1 1
—I;df,H = }{—dp(HdpA) (C5.7)

Substituindo (C5.7) em (C5.4a) e considerando que
d’A = ! d’H — d,Ad, H
pt — E( ptt T GpACp )
chegamos a

T}(dﬁﬂ —~d,Ad,H) + (d,A) + %d,,A{ 2

ol — 2d,,A}= 8n(P, + Py)

1
79 H = 87(P, + Py)

o que devido a (C5.7) permite escrever

d,(Hd,A) = 8nH(P, + P,) (3.17)
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APENDICE C6

Obtengao das equagdes (3.19) a (3.22).

a) A equagao (3.17) é

d,(Hd,A) = 8nH(P, + P,)

mas, com P, e Py dados em (2.19) e usando as reparametrizagoes (1.21) teremos

d K d/ll 8K 1
d,R)* — R*P?e~ ——(d,P)" —
d(—"—){ﬁn 4(7%;)} G 4 @

N
—
=

22 2 2p2.-c , €° 2 _ A ;o 22
7 - R + P + (4P - (R —n)}

= 47rK{?i2fi”—(d P)’ - ;(X“’ - 1)’}

e finalmente
2¢24

d.[Kd, A =.41rK172{ (d.P)* — —-(X2 -1) } (3.19)
b) A equagao (3.16) é:

d’H = 4nH(—20 + 3P, + Py)
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e com o, P, e Py dados pelas equagoes (2.19) se usarmos as reparametrizacoes (1.21)

teremos

-C
2H = 41rH{— [(dpR)2+R2P2e_C+ e—qz—(d,,P)2+ 2(R2 - 1,2)’] +g [(d,,R)z—RzP"e‘C+

e © A 2] 1 _ e € A 2
—qa—(d,op)2 - Z(Rz -7°) ]+§ [~(d,,R)2 + R’P’e™C + 7‘(‘%1’)2 - Z(R’ -7%) }}

= ari [ 2R P?e=C 4 (4, P) — 32 (R? - o)’
=4mrHq{ - e +—;2—(p)—3;1‘(R—77)

2AA 2 2A..2
&K Vn = 41rH{—2X2n2P26 T 21 (d,P) - %A(X’rf - n’)’}

K?2 K’2a2

_ 4nK {_2X2174P262A)\ e?An?

2y.2 9 4/y2 2
P an? — S -
Y = + 755 (d-P) A (X 1)

AKXt [ 2X2P2e24 N e?4
K Ka?

(4 P)* ~ SK(X* - 1)’}

e finalmente

2¢24x2p2 3 2 e2A
- ZK(X2 -1+ K(d,P)’} (3.20)

d’K = 4«172{-
c) A equagdo (2.6) é

1 A 2
d’R + 59(4+B+C) = R{E(R2 -n*)" +e CP’}
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e com as reparametrizagoes de (1.21) teremos

1 2A,\ 2P2
d2X "y + 5d, V(A + B + C)d, Xnv/An = Xn{/\(X2n2 — )+ f—ﬁ"——}
2 3 1 3 3 1, ., e? AP?
d. Xn" + ‘2'dr(2A + C)d.XAn’ = \p°X E(X -1)+ K2
1
K*d’X + %d,.(zA +C), XK? = X{ 5(X’ -1)K?* + e“}ﬂ}
1
K?*d*X + Kd, Kd,X — X{E(X2 -1)K?* + ezAPz}z 0
e finalmente
Kd.(Kd.X) - X{ %K’(X’ -1+ e24P2}= 0 (3.21)
d) A equagdo (2.7) é:
2 1 2 p2
d,P + 5d,,(A+B+C)d,,P =e“R°P
porém, se usarmos novamente as reparametrizagoes (1.21), teremos
d2Pxp? + %/\nzd,‘(2A + C)d,.P = a*2*X?%P
d’P + %dr(2A +C)d,.P =a*X?*P (C6.1)

€ como

2d,A — d,,{A + %}: 2d,A —

2A 2A 2A
%{mpA - d,,{A + %]} {———26 dpA - - de}

H  H?
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d,,{A + %}: e *AHd,(e?4H™")

de modo que

d,{A + %}: e 22 Hd, (e*AH™!)

Substituindo a equagéo anterior em (C6.1) teremos

d’P + e AKd (24K ")d, P = o X?P

2A 2A
£ __ f—-d,K}: 2d, A — —Il?d,K

2A
e K{2d,~A 72 i

d’P + 2d.Ad,.P — %{-d,Pd,K =o?X?P

e finalmente
e2A
e‘“Kd,{—I—(—d,P}= a’X*P

Neste apéndice consideramos as tranformagoes

e% = He 4
eC - HZ —2A
K
H=———
Van
_ 62‘4)\172

54

(3.22)
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