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Resumo

Este trabalho propGe uma modificagdo na férmula semicldssica para a funcdo de
Green, aplicando em potenciais constantes por partes. Esta modificacdo consiste em acres-
centar um novo fator pré-exponencial & contribuicdo de cada trajetéria classica possivel
ao sistema, sendo este composto pelas amplitudes de espalhamento isoladas de cada ponto
onde o potencial sofre uma mudanca abrupta. Este fator acrescenta a férmula semiclassica
caracteristicas ondulatdrias da particula, evidentes no processo de espalhamento desta com
os potenciais em quest@o. A férmula modificada também fornece as amplitudes de espalha-

mento do sistema e pode ser aplicada, em situacoes especiais, & potenciais suaves.
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Abstract

This work suggests a modification in the semiclassical formula for the Green’s func-
tion when applied to piecewise potential. This change consists in the addition of a new
pre-exponential factor to the contribution of each possible classical trajectory of the sys-
tem. This factor is made up of the isolated scattering amplitudes of each point where the
potential change abruptly. The quantum behavior of the system, evident in the scattering
process, justifies this factor, which enhances the ondulatory characteristics to the semiclas-
sical formula. The modified formula also gives the scattering amplitudes of the system and

can be used, in special situations, on smooth potentials.
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Introducao

Nos ltimos anos as aproximagoOes semicldssicas tém exercido tanta influéncia no
estudo dos fenémenos quanticos que alguns autores chamam este periodo de Mecanica
Quéntica Pés-Moderna, em contraste com a Mecanica Quantica Antiga e Moderna [1].
Desde os primeiros trabalhos de Wentzel, Kramers e Brillouin (1926), com as equagdes de
onda de Schrodinger e com o propagador semicldssico de Van Vleck (1928), até os trabalhos
mais recentes de Gutzwiller (1970) [2], utilizando a func@o de Green, o sucesso das aproxi-
macoes semiclassicas se deve a dois principais fatores: conseguem obter resultados, mesmo
que aproximados, em problemas dificeis para & Mecanica Quantica, devido a complexidade

dos céalculos, e fornecem melhor compreensao do limite classico destes sistemas.

A funcao de Green, tanto quanto o propagador, é um recurso cada vez mais valorizado
no estudo do comportamento de um sistema quantico, pois possibilita observar melhor a
dindnica do sistema, como por exemplo, o processo de interagao da particula com potenciais
e os tempos gastos nestes processos. Dentro da aproximagao semicldssica a fun¢ido de Green

também é muito utilizada no estudo de sitemas cujo equivalente classico apresenta caos.

Devido as caracteristicas do processo de obtengao das férmulas semicléssicas, potenciais
constantes por partes apresentam problemas justamente no ponto onde ocorre a mudanga
abrupta do potencial. Este ainda é um grande problema para as aproximacoes semiclassicas
e interessa resolvé-lo, uma vez que estes potenciais s3o amplamente utilizados na fisica de

semicondutores, modelando interfaces em jungdes [5].

Neste trabalho é apresentada uma nova forma para a fungao de Green semiclassica, da



qual é possivel obter resultados exatos para potenciais constantes por partes. O capitulo 1
localiza a fungao de Green na Mecanica Quantica, a partir da definicao de propagador. O
capitulo 2 apresenta as aproximacoes semicldssicas para a fungdo de onda (WKB), para
o propagador (Van Vleck) e para a funcao de Green. O capitulo 3 analisa a funcdo de
Green exata para o potencial degrau e, a partir de argumentos baseados na compreensio
do fenémeno quéantico, propée uma modificado na férmula semicléssica usual. O capitulo 4
confirma a validade da férmula modificada para outros potenciais constantes por partes,
cujos resultados exatos ja foram calculados e se encontram na literatura, e mostra como
utilizar mais rapidamente a férmula para outros potencias mais complexos. O capitulo 5
aplica a férmula em diversos potencias, sendo alguns deles inéditos na literatura, como a
barreira assimétrica, o pogo retangular assimétrico e o pogo duplo retangular. O capitulo 6
discute este novo fator em contraste com as limitagoes da férmula semicldssica e amplia
sua aplicacao para potenciais suaves. Na conclusao enfoca-se o valor do novo método na

obtengao de resultados exatos e mostra novas perspectivas.



Capitulo 1

O propagador e a funcao de Green de
energia

1.1 O propagador como funcao de Green

A forma integral da equacdo de Schrodinger, sendo tp > t,, é dada por:

\I’(rb,tb) = /K(rb} tb7 radta) \Il(ra:ta) d37,.a (1‘1)

onde K (rp,tp; Ty, t,) é 0 propagador e ¥(ry, tp) e U(r,, t,) sdo funcdes de onda em dois pontos
do espago-tempo [6]. Conhecendo-se o propagador, o problema quantico esté resolvido, pois
a fungdo W(ry, tp) é solucdo da equagdo de Schrodinger. Para uma particula de massa m, a

equacao de Schrodinger é dada por:

[’H - mé—a B(rp 13) = 0 (1.2)

onde H é o operador hamiltoniano, definido como:



B2 )
H=—o V24V (ts,ts) , (1.3)

com V (ry, tp) representando a energia potencial do sistema e i = h/27, sendo h a constante

de Planck.

No espago de configuragdo , (1.1) tem a seguinte forma:

< ro|U(th) >= / K (Co, to; Tas ta) < Ta|¥(ta) > dra (1.4)

Outra forma de se obter |¥(ty) >, a partir de |¥(t,) >, é utilizando-se a relagdo :

(W (ts) >=U(ls, ta) [¥(ta) > (1.5)

onde:

y 1
Ulty 1) = erp[—% / " Hat], (16)

¢é o operador de evolugao temporal.

Multiplicando-se ambos os lados de (1.5) por < rp| e valendo-se da completeza:

/ Ire >< ro| d®ry =1 (1.7)

tem-se:



<mwm>=/<mwmmm%><%wmp>fm (1.8)

Comparando (1.8) com (1.4), pode-se identificar o propagador como sendo:

K(I‘b, to; Ta, ta) =< rblbl(tb, ta)lra, > (19)

Nesta forma o propagador pode ser interpretado como uma amplitude de transicdo do

sistema no estado |r, > no tempo t, para o estado |r, > no tempo t.

O propagador também pode ser escrito em fungdo das solugoes da equagdo de

Schrodinger. A partir de (1.9) pode-se escrever:

K(rp, tp;Ta,ta) =< Tp|U(te — ta) Z [Uon(ta) >< Upnlty)|re > (1.10)

onde utilizou-se a relagao de completeza:

D ¥m(te) >< Un(ta) =1 (1.11)
Desenvolvendo (1.10) obtém-se:
K(rp, tp;ro, te) = Z < 1p|Usn(ty) >< Upn(ty)|re >
*
= Y U, (re,ta) Um(rs, ty) (1.12)



Observando K (ry,ty;r,,t,), como apresentado em (1.9) ou (1.12), nele ndo se encon-
tra nada que obrigue t, > t,. Porém, impondo esta condigdo, introduz-se o conceito de
causalidade necessario para a correta interpretacio de K(rp, ts;Tq,ta) (na verdade, tp < tq é
adequadamente interpretado na teoria quéntica de campos, quando da descricdo do movi-

mento de antiparticulas). Assim exposto, é conveniente escrever o propagador como:

K<rb7 tba ra? ta) = @(tb - t’av) Kl(rb7 tb’ ra: t'a») (1'13)

onde K'(ry, ty;Tqa,t,) € 0 propagador vélido para qualquer t, como definido em (1.9) e

O(ty — t,) é a funcao Heaviside definida como:

0 parat,<t,

1 paraty > tq (1.14)

Oty — to) = {

Ao se resolver a equagido de Schrédinger para o propagador, como escrito em (1.13),

obtém-se:

0
lH—z‘ﬁ—-—} K(rp,tp;Ta,ta) = O(tp — ta) {H—iﬁ—a——} K'(rp, ts;Ta,ta)

atb atb
- d
—i BK'(rp, tp;Ta,ta) —O(ty — t4) (1.15)
Oty
= —1 ﬁ&(tb— ta) K(I‘b, tb;ra,ta) (116)

A primeira parcela do lado direito de (1.15) é nula porque, como se pode ver em (1.12),
K'(rp, tp;rq,ts) pode ser escrito como auto-fungdes de H, que sio solucbes da equacao de
Schrodinger dependente do tempo. O delta de Dirac de (1.16) surge da derivada da fungao
degrau e faz com que todo este lado direito s6 tenha valor diferente de zero para ¢, = ¢,.

Em funcao disto, encontra-se:



0
{ H— iﬁa—t— jl K(rp, to;Ta,ta) = —ih 8(tp — tg) 6(rp — 14) (1.17)
b

O delta de Dirac em relacdo a posi¢do é obtido a partir da definicdo em (1.9), onde o

operador de evolucao temporal é igual a 1 para t, =t, € < rp|r, >= §(rp — ry)-

A equacao diferencial em (1.17) satisfaz a equacgao diferencial de uma funcio de Green

[9].
1.2 O propagador como integral de caminhos

Dentro de uma configuracao de espago-tempo, pode-se dividir o intervalo entre t, e t;
em N partes e escolher N — 1 pontos intermedidrios entre os pontos extremos (ry,tp) €
(ra,ts), conforme mostra a fig. 1.1 (na figura usa-se apenas uma dimensio espacial, mas o
mesmo raciocinio é valido para trés dimensoes) . No limite N — oo, estes pontos definem
um caminho r(t) que sai de r, no tempo t, e chega em r, no tempo t,. Para simplificar
a notagdo serd usado a para o ponto (r,,t,), b para (rp,tp) € 0 numero 7 para o seu ponto

(I’,’,ti).

O propagador para um unico caminho, como o representado na fig. 1.1, pode ser escrito

como [10]:

K(b,N —1)K(N —1,N —2)..K(2,1)K(1,a) (1.18)

O produto de progadores em (1.18) deve ser interpretado como a amplitude de proba-
bilidade de um caminho possivel de uma particula sair do ponto a e chegar no ponto b.

Porém este produto nao é a amplitude de probabilidade total K (b,a), pois ainda se deve



X, Xp

)

Figura 1.1: Digrama de Feynman, mostrando um possivel caminho no espago-tempo ligando
(IL'a,, ta,) a (.’tb, tb).

integrar cada ponto intermedidrio em todo o espago, para que todos os caminhos sejam

efetivamente contados.

K(ba) = /d3rN_1/d3rN_2.../d3r2/d3r1K(b,N ~1)K(N-1,N -2)...

K(2,1)K(1,a) (1.19)

A expressao em (1.19) j& pode ser entendida como uma integral de caminhos.

Feynman pensou o propagador na forma desenvolvida em (1.19): como a ‘soma’ de
amplitude de probabilidades referente a cada um dos caminhos possiveis entre (rq,t,) €

(ry,tp). Esta soma pode ser representada como:



Kba= 3 6() (1.20)

todos os
caminhos
possiveis

onde ¢(r(t)) é a amplitude de probabilidade, pois:

P(r(t)) = ¢*(x(t) ¢(r(t)) (1.21)

¢ a probabilidade de cada caminho.

Aproveitando a sugestio dada por Dirac, em um artigo de 1946, [13, 14], Feynman
desenvolveu as amplitudes de probabilidades em funcéo da ac¢fo classica de cada caminho.

Relembrando, agdo é um funcional definido por [15]:

Sfr(t)] = /:" L), r(t), 1] dt | (1.22)

onde L é a lagrangeana do sistema, dada por:

) m t(t)?
L(#(t),r(t),t) = —5— — V(r(t),t) (1.23)

4

e V(r(t),t) é a energia potencial do sistema em estudo que, por simplificacdo, serd consi-

derada como funcao apenas der e t.

A agao pode ser definida para qualquer caminho ligando a e b e, normalmente, pequenas
variagoes em um caminho ja produz variagoes significativas na acdo. Sua principal qualidade
aparece quando é definida para a trajetéria feita por uma particula cldssica, entre os pontos

a e b. Esta trajetéria depende das caracteristicas descritas pela lagrangeana do sistema

9



e, neste caso especifico, pequenas variagoes na trajetéria da particula nao afetam a agdo

significativamente, o que permite escrever:

8S = S[r(t) + 6r(t)] — S[r(t)] =0 (1.24)

Na expressao acima foram considerados apenas termos de 1.* ordem em 6ér(t) disto se
conclui que o caminho que faz da agao classica um minimo (ou um extremo, para ser mais
exato) é a trajetéria feita por uma particula cldssica. Neste trabalho est4 sendo utilizado o
termo caminho de uma forma mais geral e o termo trajetdria para se referir exclusivamente

ao caminho que satisfaz (1.24).

Devido as caracteristicas intrinsecas de um sistema quantico, fica sem sentido classificar
um caminho qualquer como a ‘trajetéria feita pela particula’. Por isto Feynman sugeriu que
todas as amplitudes de probabilidades dos caminhos possiveis a particula fossem igualmente
provaveis, ou seja, que todas tivessem o mesmo ‘peso’, mas a fase fosse proporcional a acao

do caminho a que se refere, na seguinte forma:

d(x(t)) = exSiF®) (1.25)

Fica claro em (1.25) que a amplitude de cada caminho r(t), apesar de contribuir com
fases diferentes, tem a mesma probabilidade, dada por (1.21). Isto foi chamado por Feyn-

man de principio da democracia.

Assim, a amplitude em (1.25) tem o mesmo significado que o produto em (1.18), con-
siderando o limite N — oco. Pensando assim ja é possivel escrever o propagador em (1.20)
na forma de integrais de caminho com em (1.19). Porém, um problema ainda permanece:

a convergéncia destas integrais quando se toma o limite de N — oo.

10



Ao dividir-se o caminho entre a € b em N partes, na verdade se estd subdividindo o

intervalo de tempo em N partes. Chamando cada uma destas subdivises de ¢, tem-se:

_tb'—ta

€=—% (1.26)

Fazendo o mesmo raciocinio que nas integrais de Riemann ordindrias, onde a con-
vergéncia do integrando é garantida por um fator de normaliza¢do , que, no caso, é a
propria diferencial que representa a ‘largura’ das subdivisdes do intervalo de integracio, o
integrando do propagador também deve ser multiplicado por fator de normalizacdo pro-

porcional a e.

Este fator proporcional a ¢ foi deduzido por Feynman no processo de normalizagio de
(1.25). Para isto foi suposto que o sistema tenha uma lagrangeana no tipo da (1.23), ou
seja, com energia potencial s6 dependente de r(t) e t. Chamando de C esta constante de

normalizacao ele encontrou:

C=4a" (1.27)
com
. 3/2
4= (27rzﬁe> ' (1.28)
m

Assim, a integral em (1.20) deve ser escrita como:

, . 1 d3TN_1 dS’I‘N._g d3T2 d37‘1 N iS(j,j—l)
A(b’“)‘lgnoZ/ 4 A / A / A ]Izlleﬁ (1.29)

11



sendo que j = 0 equivale ao ponto a e j = N ao ponto b.

Ou, em uma forma mais compacta:
b,
K(b,a) = / e£5() Dr(p)] (1.30)

que é uma integral de caminho, identificada pelo simbolo D.

Feynman definiu o propagador sem utilizar-se das abordagens de Schrodinger e Heisen-
berg. A partir de sua definigdo foi possivel chegar a resultados jé conhecidos da Mecanica

Quantica e seu trabalho foi reconhecido como uma terceira abordagem para a mesma.

1.3 A funcao de Green de energia

O propagador, como definido no capitulo anterior, é uma fungdo de Green da varidvel
tempo. Se for considerado apenas os casos onde os tempos finais aparecem no propagador
como uma diferenca At = t, — t,, pode-se, sem perda de generalidade, tomar t, = 0 e
ty = t (a qualquer momento pode-se fazer t = At e retomar a notagdo anterior). Nestas

condigoes, pode-se tomar a transformada de Laplace do propagador, definida como:

1 o0 i
Glrnrais) = 2 [ Ko ro,t) ehat (131)

Aplicando a transformada de Laplace a eq. de Schrodinger para o propagador, em

(1.17), tem-se:

12



—1—f°° H—inld K (rp, Ta:t) extdt = 0 1.32)
ik Jo o |\ Tait) et = (L.

Considerando, inicialmente, o termo da derivada temporal e resolvendo a integral por

partes, encontra-se:

o g i i |
/é E?—tK,(rb’ra”t) e w%dt = K'(rp,r4;t) eF%] 4+ 5G(rp,Ta;s) (1.33)
0 .

Na primeira parcela do lado direito de (1.33), deve-se analisar com detalhes os limites. A
variavel s pode ser considerada um nimero complexo com uma parte imaginaria constante
e positiva. Assim, no limite { — oo, este termo serd nulo. Para t = 0, j4 foi visto no
capitulo anterior, na dedugdo de (2.17), que K(ry,r,;0) = §(rp, — r,). Com esta andlise,

(1.33) pode ser escrito como:

o 9 i
/ EKI(rb’ To;t) en®tdt = —8(ry — 1) + sG(rp, Ta; 8) (1.34)
0

Substituindo (1.34) em (1.32), tem-se:

[H — s] G(rp, ra;8) = —8(rp — 14) (1.35)

A varidvel s estd diretamente relacionada com a varidvel energia, portanto, (1.35) mostra
que G(rp,ry;8) € uma funcdo de Green para a equacgdo de Schrodinger independente do

tempo.

G(rp,rq;s) é chamada por muitos autores de fung@o de Green de energia ou fungio

de Green, simplesmente. A fim de simplificar e padronizar a nomenclatura, a expressao

13



funcdo de Green serd utilizada, de agora em diante neste trabalho, para se referir somente

a G(rp,rq;8) € K(rp,ty;Tq4,t,) serd chamado sempre de propagador.

Nao existe uma construcdo para a fungio de Green como existe para o propagador, como
integral de caminhos. Existem, porém, outras formas de obté-la, utilizando-se métodos
alternativos. Estes métodos nem sempre sdo acessiveis para se determinar o propagador.
Portanto, saber obter informacoes sobre o sistema a partir da funcao de Green é de grande

utilidade.

Antes de falar sobre as informagées que se pode obter da funcido de Green, é importante
fazer um curto comentério sobre os outros métodos acessiveis para se determiné-la, uma vez
que este trabalho propde um. Um dos métodos é tentar resolver a equagio em (1.35) [16].
Um outro, utilizado por Schulmman [17] e Grosche [18] e foi deduzir a fun¢ao de Green
para sistemas com potenciais acoplados a partir da fun¢do de Green, ja existente, para um

dos potenciais isolados'. Outra técnica utiliza-se dos métodos semicléssicos [2, 21, 22].

As possibilidades de explorar a fun¢ido de Green dependem muito da forma como ela foi
obtida. Se nfo esta resolvida a equacdo de Schrédinger do sistema, ou melhor, ndo tendo
os auto-valores de energia, pode-se utilizar a fun¢do de Green para obté-los. E possivel
demonstrar que a fun¢ao de Green contém informacgoes sobre os auto-valores de energia.
Para isto basta escrever o propagador como soma das fungoes de onda do sistema, como
em (1.12), e determinar a fungio de Green utilizando (1.31). Nio esquecendo a condigdo
imposta no inicio do capitulo, onde as varidveis tempo no propagador devem aparecem
como uma diferenca At. Isto implica que o potencial a que estd sujeito o sistema nao

depende do tempo e as funcoes de onda podem ser escritas como:

1Estes dois autores chegaram no mesmo resultado, por caminhos diferentes, para uma férmula valida
apenas para o acoplamento de um potencial Delta de Dirac com um outro, cuja fun¢ao de Green seja
conhecida.

14



U(r,t) = o(r) e #E (1.36)

onde ¢(r) é solugdo da equagdo de Schrodinger independente do tempo.

E para a func¢io de Green:

1 0
Glro,rais) = — 3 Gin(ra)om(zs) [ eFCPnay (1.37)
m 0

i

Fazendo as mesmas consideragbes para s que em (1.33), tem-se:

Glrpyrays) = 3 LnlTa)om(rs)

™m s = Em

(1.38)

Sobre o eixo real de s, G(rp, r,; s) apresenta polos nos auto-valores de energia dos estados
ligados. Porém, a deducio acima também pode ser feita para estados continuos bastando,
para isto, trocar o somatério, em (1.12), por uma integral em E. Neste caso, as energias
do sistema contribuirdo com cortes no plano complexo s. Se o sistema apresentar estados
ressonantes, estes estados também constituirdo pélos em G(rp,r,;s), sé que para s fora do

eixo real [11].

Por outro lado, se ja sdo conhecidas as solugées da equagdo de Schrodinger independente
do tempo, pode-se utilizar (1.38) para obter a funcdo de Green. Portanto, (1.8) também

constitui um caminho para se obté-la [19, 20].

Outra potencialidade da funcao de Green é na obtencao da funcio de onda propagada,
como em (1.1). Basta para isto substituir K (rp,ts;T,,t,) pela transformada inversa de

Laplace da fung¢ao de Green, obtendo assim:

15



00+i€ o]
U(rp,t) = Q%X_OOHE /_Oo G(rp,Ta;8)¥(rg,0)dr,ds (1.39)

O fato de, em (1.39), se fazer antes uma integral em r,, envolvendo a funcao de onda
inicial ¥(r,,0), pode facilitar a integral da transformada inversa. Depois da integral em r,,
surge mais um polo e mais um corte. E claro que isto s6 é possivel para poucos casos, porém
para os casos onde a integral em s ainda nao é realizavel, mesmo depois da integracdo em
r,, sobram ainda as aproximagoes assintoticas que, apesar de nao fornecer uma func¢ao de
onda propagada exata, mostram o comportamento do sistema no limite da aproximacao

utilizada [16].
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Capitulo 2

Aproximacgoes semiclassicas

2.1 A funcao de onda semiclassica

A aproximagdo semicldssica para a funcio de onda é discutida em muitos livros textos

[6] e é apresentada aqui, de forma sintética, como introdugao ao raciocinio semicléssico.

A funcdo de onda ¥(r,t), solu¢do da equagdo de Schrédinger, pode ser escrita como:

U(r,t) = /p(r, t) exSED (2.1)

onde

p(r,t) = [¥(r,1)* (2.2)

¢ a densidade de propabilidade e S(r,t) estd relacionado com o fluxo de probalilidade,

como:
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i(r,t) = - (2.3)

A fase S tem uma interpretacido interessante quando se toma o limite cldssico da
Mecéanica Quantica, que é dado por & — 0. Para aplicar este limite, toma-se a equacao de

Schrodinger para a funcio de onda definida em (2.1), obtendo-se:

R? 1 ; 2
-5 [vQ - }72\/; |VS|? + %\/z Vis + g’v\/;- vs} +Vp=

i* [%‘f—ﬁ +2VP %iil] ' (2.4)

No limite classico, restam apenas os termos que nao contenham #, que sio:

dS(r,t)

1
—|VS(r, 1)+ V(r,t

=0 (2.5)

A equacdo em (2.5) é conhecida da Mecénica Cléssica como a equagdo de Hamilton-
Jacobi e a primeira conclusao que se chega é que, no limite de 7 — 0, a Mecanica Classica
estd contida na Mecanica Ondulatéria de Schrodinger. A interpretacio semiclassica de S é
que ele é a fungdo principal de Hamilton [15] que é igual a agdo definida em (1.22) a menos

de uma constante.

Restringindo a andlise para um sistema unidimensional e conservativo, a fun¢ao princi-
pal de Hamilton é separdvel da seguinte forma:
S(z,t)=W(z)—FEt (2.6)

onde W (z) é chamada de funcao caracteristica de Hamilton, definida como:
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W) = [ p(a)ds’ (2.7)

Na Mecanica Quantica, sitemas conservativos tem solugoes chamadas de estados esta-
cionérios, com dependéncia temporal como mostra (1.36). Para estes casos é possivel

escrever uma funcao de onda semicléssica, do tipo da definida em (2.1), como:

Uz, t) = {[IE E)?;I(S;”l“} exp l:*: (%) (/I \/2m(E —V(z')dz' — Et)] (2.8)

sendo o fator pré-exponencial p(z,t) deduzido a partir da equagio de continuidade:

dp 1 0 0S8
LTy 2,2 = 2.
ot +m8x(p3$> 0 (29)
onde, para estados estacionarios,
dp
— = 2.10
57 = 0 (2.10)
e
p(z) = \/Zm(E - V(z)) (2.11)

A fungdo em (2.8) é conhecida como aproximagio WKB!.

Retornando a equagdo de Schrédinger em (2.4), ao se tomar o limite cldssico & — 0,

estd se considerando, por consequéncia:

1Devido a G.Wentzel, A.Kramers e L.Brillouin.
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RIVIS| < VS . (2.12)

Para a funcao de onda em (2.8), este limite significa:

2 < 2[E — V()]
\/Qm[E - V{(z)] |0V /dz|

(2.13)

ou seja, o lado direito, que é um comprimento de onda de de Broglie, deve ser pequeno
comparado com as distincias em que o potencial tem variagdo aprecidvel. Para poten-
ciais constantes, (2.8) é um bom resultado, j4 para outros potenciais, ele s6 fornece bons

resultados para pequenos comprimentos de onda.

A solucdo WKB também é vilida para regioes classicamente proibidas e, neste caso,
W (z) é imagindrio e a amplitude da fungdo de onda em nada se altera. Apenas nos pontos
de retorno classico que a amplitude apresentard singularidades, violando a condi¢do em
(2.13). Resolve-se este problema encontrando solugoes apropriadas da eq.de Schrodinger

na regiao préxima aos pontos de retorno.

2.2 O propagador semiclassico

O limite semicléssico para o propagador também é obtido com % — 0. Neste limite,
a ac¢do varia muito rapidamente entre os varios caminhos possiveis, fazendo com que as
amplitudes de probabilidade que representam estes caminhos se cancelem mutuamente (veja
defini¢do (1.30)) e apenas a trajetéria clissica e os caminhos proximos a ela sobrevivam.
Isto se deve ao fato da agfo da trajetéria cldssica ser um extremo no espago de trajetérias

e, por isto, as variagbes para os caminhos proximos a ela sdo pequenas, mesmo comparadas
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com h.

O processo matematico correto para se tomar o limite cldssico é expandir a agiao em
(1.30) em torno da trajetéria cldssica até o termo de segunda ordem, negligenciando os
termos de ordem superior. O termo de ordem mais baixa é a prépria acao da trajetdria
classica, o termo de primeira ordem é nulo, como j4 foi citado no capitulo 1, em (1.24) e
o termo de segunda ordem foi calculado por Marston Morse na década de 20 e 30 [21, 22].
Morse demonstrou que, para intervalos de tempo pequenos, a variacdo de segunda ordem
é positiva e, portanto, a agao da trajetéria cldssica é um minimo. Neste termo de segunda
ordem existem uma série de tempos distintos que sdo chamados de conjugados de t, (tempo
inicial) e a medida que o intervalo de tempo aumenta, a segunda variacdo adquire um
autovalor negativo cada vez que t;, (tempo final) passa por um tempo conjugado. Portanto,
para intervalos de tempo maiores, a acdo da trajetéria classica é classificada como um
ponto de sela no espago dos caminhos possiveis. Morse também demonstrou que este

termo é quadratico.

Depois de feita a expansio até segunda ordem, a integracio sobre dg; pode ser efetua-
da, uma vez que este termo é quadratico. Como solugao final, utilizando-se coordenadas

generalizadas, obtem-se:

_ 7 T

Kse(rp, th; Ta, ta) = Z (2wiR) 12/ Mezp (ES(qb,tb; Qarta) — K§> (2.14)

trajetorias '

classicas
onde
828

M =det | — - 2.15
( 3Qb39a> ( )
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provém do termo de segunda ordem da aproximagao , &, chamado de indice de Morse, é o
ntimero de tempos conjugados no intervalo t, —t, e f é a dimensao do espaco. Est4 férmula

para o propagador semicldssico foi primeiro obtida por Van Vleck em 1928 [ref] .

2.3 A funcao de Green semiclassica

A funcao de Green semicléssica é obtida tomando a transformada de Laplace, como em

(1.31), da férmula de Van Vleck em (2.14), ou seja,

o0 i
Gsc(Qb7 Ga; E) = A -Ksc((Ib: Qa; E)eﬁEt di (216)

Efetuar a transformada em (2.16) ndo é um trabalho simples. A principal contribuigio
da integral em (1.31) vem da vizinhanca, na varidvel tempo, onde a fase [S(gs, ts; ¢a,ta) +
FE't]/k varia muito pouco, considerando o limite cldssico (S > #). Desenvolve-se agora uma

aproximacao de fase estaciondria e chega-se na seguinte expressdo para a fungao de Green

semicléssica:
27 i oo
Gselqv, 4a; E) = tra;ﬁas m\/ﬁew (ES(Qb: %; E) — 7»#5} (2.17)
clz;ssicas
onde
828
D= —det (- ) , (2.18)
lgb}lgal 89v9q,
qdb
S(qa, g0 £) = [1 pdq (2.19)
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e 1 é o numero de pontos conjugados entre q; e g,, com energia constante E.

A expressdo det’ em (2.18) indica a omissdo da primeira linha e coluna da matriz. Este
determinante € igual a 1 para sistemas unidimensionais. S, como definida em (2.19) é a
acao integral de Euler e Maupertuis (também est4 relacionada com a funcdo caracteristica
de Hamilton, conforme mostra (2.7)). De agora em diante, neste trabalho, como s6 serd

utilizada a funcao de Green, a expressdo agao se referird apenas a definida acima, em (2.19).

A expressao em (2.17) fornece bons resultados para alguns casos, como a particula livre,
que fornece resultado exato e poco de potencial, que determina boa aproximacio para os

niveis quanticos.
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Capitulo 3

A funcao de Green para o potencial degrau:
base para uma modificacao no método
semiclassico.

Pode-se definir o potencial degrau como:

V(z)=V10(z), (3.1)

onde ©(z) é a funcio de Heaviside, como definida em (1.14).

f
Vix)

g — —= -

vi ¢

~—ag— = -

A % 0 x

Figura 3.1: Dois caminhos indiretos refletindo no ponto z = 0. Um com energia menor que
V1 e outro com energia maior.
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A funcgdo de Green para um potencial degrau j4 existe calculada na literatura [20, 25]

e pode ser escrita como:

(;(_dig)(xf, Z;) ko) = —*—Tﬁ*z‘Tz 61’p[2k1$f - ikoxi] (32)
'Lkoﬁ
m
Gg_dfg)(a:f,xi; ko) = ;k_ﬁTZTO exp|—ikoz s + ik1x;] (3.3)
1
m ‘
G g)(xf, zi ko) = ™ ﬁz{exp[zkofxf — z;|] + R, exp[—iko(zs + x,)]} (3.4)
m
w((kg)(xf7 Ty ko) = ——s Z{exp[iklle — x|+ R; expliki(zs + a:l)]} (3.5)
’Lklﬁ
onde
2k
T, = 0 (3.6)
ko+ k;
2ky
T, = 3.7
¢ ko + ki (3.7)
ko — kq
R, = 3.8
. (33
ky — ko
R, = = —R 3.9
L= R, (39)
com
[2mE
[2m(E — V1)
Os sinais ‘+’ e ‘—’ que aparecem junto ao simbolo da fun¢ao de Green indicam em que

regiao se encontram as posigoes inical e final da particula. O primeiro sinal se refere a
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posicao inicial e o segundo, a final. O sinal ‘-’ indica que a posicdo a que se refere esta
antes do potencial degrau, ou seja, £ < 0 e o sinal ‘+° depois do ‘degrau’, z > 0. Por

exemplo: G_; indica z; <0 e zy > 0.

Para proceder a andlise semiclassica, calcula-se a acdo de cada uma das trajetdrias
classicas entre zs e z;. Como se esta trabalhando com um potencial constante por partes,
a ac¢ao, como definida em (2.19), terd integrando constante por partes também. Assim, é

possivel escrever:

T
Sz, zi;k) = n/ ! k(z)dz =hY k; d; (3.12)
x; J

onde os d; 's s8o as distancias percorridas pela particula em diferentes regides, que sio ca-
racterizados pelos respectivos k; ‘s. Para o potencial degrau pode-se agrupar os caminhos

classicos em quatro grupos, conforme a regiao onde ficam as posic¢oes inicial e final:

a)para z; <O0ezy >0

S = R(kyzs — kozs) (3.13)
b)paraz; >0ez; <0
S = A(—kozs + kyz:) (3.14)

c) para z; e x5 < 0 (dois caminhos)
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s9 = Rkolzy — 315
® _ _ (3.15)
S__ = ﬁko(ﬂif + x,)
d) para z; e 5 > 0 (dois caminhos)
(d)
S = hkilzf — z;
—(|;+ 1 f l (3.16)

S.f.gl_ = ﬁk1(2f+171)

As letras ‘d’ e ‘i’ classificam os caminhos em direto e indireto, respectivamente. Estes

caminhos serao melhor descritos adiante.

Comparando-se a fun¢io de Green exata em (3.2)-(3.5) com (3.13)-(3.16), verifica-se que
a fase da exponencial corresponde a agao classica de cada trajetéria feita por uma particula,
dividido por h, como previsto pela férmula semiclassica em (2.17) e (2.19). Porém, os
fatores pré-exponenciais nao tem a mesma correspondéncia. E possivel ter uma pista de
como adequar tais fatores para este caso, o degrau, observando as func¢ées de Green em
(3.4) e (3.5). Nelas aparecem bem claro, além da agdo cldssica do caminho direto e do
indireto, o fator pré-exponencial v/ D, definido em (2.18). Apenas que, na parcela referente
ao caminho indireto, aparece um fator pré-exponencial R a mais!. Sem se preocupar com
uma justificativa, pode-se escrever uma férmula semicldssica para estas fungoes de Green,

incluindo este fator R, da seguinte forma:

(deg) ey L ) . 0
G, (x5 2i;ko) = iﬁ\/ﬁ [exp{ﬁSTT} + R exp{hS; } (3.17)

Soar

A primeira parcela em (3.17), referente a contribui¢ao do caminho direto, é a fungido de

Green da particula livre, que ja foi demonstrado ser a férmula semiclassica exata [21].

1E esperado também uma mudanga de fase dada pelo indice de Morse, devido a um ponto conjugado
que aparece na reflexdo em z = 0 (veja discussdo no capitulo 2). Porém, este indice serd considerado
incorporado a este fator R.
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Para entender melhor os limites de validade das aproximacoes semicldssicas, é impor-
tante saber que estas deixam de funcionar bem quando o sistema comeca a apresentar
caracteristicas exclusivamente quanticas, como tunelamento, por exemplo. Alguns autores
(23, 24] j4 fizeram compragdes entre o propagador exato e o semiclassico (férmula de Van
Vleck), em sistemas bidimensionais e interpretaram os termos extras, que aparecem na
férmula exata, como devidos ao processo de difragio quantica. O fator pré-exponencial
VM (veja definigio (2.15)), que provém da contribuicdo de segunda ordem dos cami-
nhos préximos a trajetéria cldssica, ndo da conta destes fendmenos. No caso da funcio
de Green semicldssica, o fator pré-exponencial VD também é insuficiente para abranger
toda a fenomenologia quantica. Pode-se supor que, se fosse possivel descobrir que aspec-
tos quanticos a aproximacao semiclassica nao vé, em um determinado sistema, poder-se-ia

complementar tal aproximacao e fazé-la exata.

Para uma particula interagindo com um potencial degrau, supondo z; e zy < 0, pode-se

fazer a seguinte andlise:

(a) ao se considerar apenas o aspecto corpuscular da particula, tem-se duas tra-
jetérias classicas, uma direta de z; até zy e outra possivel indireta, onde a
particula sai de z; para a direita, reflete em r = 0 e retorna até z; se sua
energia for menor que a do potencial degrau para z > 0 (fig.3.1),

(b) porém sabe-se que, da andlise quintica, existe sempre a possibilidade de reflexdo
da particula no potencial degrau, independente se a energia daquela for maior
ou menor que o degrau, sendo estd possibilidade representada pelo coeficiente

de reflexdo?.

O item (a), acima, norteia a construgdo das contribui¢Ges das trajetérias. Para incluir

2T ~__* e . . . . N ,..

“Na Mecanica Cléssica existe algo parecido no tratamento mateméaiico de uma onda e, mesmo con-
siderando que na Classica o coeficiente de reflexao tenha uma interpretacao fisica diferente que na Quantica,
pode-se notar que ele é um dos indicadores do comportamente ondulatério da particula.
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o item (b), deve-se fazer a seguinte consideraciao: quando a trajetéria em andlise inter-
cepta o potencial no ponto de descontinuidade, sua contribui¢do deve se dividir em uma
parte transmitida e outra refletida. Como, no momento, sé se estd interessado na parte
refletida, s6 ela deve constar no somatério das contribui¢ées. Porém, esta contribuicio deve
ter um ‘peso’ diferente daquela referente ao cominho direto, que nio intercepta o ponto
z = (. Este peso deve ser a amplitude de probablidade de reflexao no potencial degrau,
cujo médulo ao quadrado é o coeficiente de reflexao. Aguiar mostrou [20] que este fator
R, que aparece na férmula exata é, de fato, esta amplitude. Assim, é possivel justificar
a férmula semiclassica em (3.17) afirmando que o caminho indireto deve existir indepen-
dente da energia da particula e deve conter a amplitude de reflexdo do potencial degrau
como um fator pré-exponencial. Com isto inclui-se, na aproximacao semiclassica, algo do
comportamento quantico que estava faltando. Pela analogia com a onda classica, este com-
portamento quantico pode ser atribuido a caracteristica ondulatdria da particula. Para z;
e zy > 0 pode-se fazer o mesmo raciocinio. Apenas deve-se utilizar a amplitude de reflexao

deste caso, que é R;.

Resta agora saber se esta tnica modificacdo feita na férmula semicldssica, que é o
acréscimo de um fator que represente a amplitude de espalhamento (reflexdo, no caso) no
poténcia degrau, é suficiente para descrever todo o fenémeno quéntico que a férmula exata
descreve. Isto pode ser verificado observando-se as fungées de Green exatas em (3.2) e (3.3),
onde estd implicito que z; e z5 estdo em meios diferentes em relacao ao potencial degrau.
Ao se fazer a andlise semicléssica, verifica-se que existe apenas um caminho classico possivel
para cada caso, conforme mostra (3.13) e (3.14), desde que F > V1. Por analogia com
o caso acima analisado, espera-se que o termo que represente este caminho, na férmula
semicléssica, tenha como fator pré-exponencial a amplitude de transmissao no potencial
degrau e exista independentemente da energia da particula. Esta amplitude realmente

aparece na férmula exata e ¢ dada pelos termos T; e T, em (3.2) e (3.3), respectivamente.
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Porém, um novo problema surge: o fato das posi¢oes inicial e final estarem em meios

diferentes faz com que o fator v/ D tenha a seguinte forma:

VD=—"__ 3.18
ih2Vk1ko (3.18)

e este termo nao aparece na férmula exata.

Para que a férmula semicldssica, nos moldes de (3.17), fique igual a exata, deve-se

escrevé-la como:

F( g+(xf,x1,k0) \/5 [?11/2 T: a:p{ S'(d)} (3.19)

onde 74 é a velocidade da particula depois de passar pelo ponto onde o potencial degrau

muda de valor e z, a velocidade da particula antes deste ponto.

O termo |£4/Z4|'/? em (3.19) é conhecido da Mecanica Quantica quando do tratamento
adequado do coeficiente de transmissio® [7]. Com mais este termo, também justificado
no comportamento ondulatério da particula, j4 é possivel propor uma férmula para a
construcao da funcao de Green semicléssica para o potencial degrau, valida para todos os

Casos:

GO (11 s k) = E\/_ Ae:zp{ﬁ } (3.20)

A férmula em (3.20) pode ser construida acompanhando o seguinte método:

3Este termo também tem uma analogia na Mecanica Classica: seu quadrado é o indice de refragio entre
dois meios.
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(a)

(b)

(d)

a funcéo de Green continua sendo uma soma de niimeros complexos, cada um
relacionado a um caminho j. Os caminhos s3o todas as trajetérias classicas
possiveis, com a mesma energia, ligando z; a ;. Porém, é permitido que estes
caminhos penetrem em regides classicamente proibidas e sofram reflexées no

degrau, mesmo com energia maior que este;

a fase da exponencial é a acdo referente ao caminho divido por A. Se o caminho
penetrar em uma regiao classicamente proibida, a acdo referente a esta parte do

caminho serd complexa;

o fator pré-exponencial v D ji foi discutido anteriormente e é obtido da con-

tribuicdo de segunda ordem dos caminhos préximos a trajetéria classica;

o fator A é uma amplitude de espalhamento do caminho no potencial degrau.
Se o caminho analisado reflete no potencial, 4 é a amplitude de reflexdo, se
ele atravessa, A é a amplitude de transmissdo vezes a raiz quadrada do médulo
da razao entre as velocidades antes e depois de atravessar o potencial. Esta
razao entre velocidades nao aparece junto ao coeficiente de reflexdo porque nao
existe nudanca de velocidade antes e depois da reflexdo. Se o caminho nao sofre

nenhum tipo de espalhamento no potencial, entdo A = 1.

Na descricao deste método utiliza-se o termo “caminho” como um ente isolado da
particula. Apesar destes “caminhos” serem construidos em analogia com a trajetéria feita
por uma particula classica, nao quer dizer que a particula em estudo faz qualquer um destes
“caminhos” e quando se fala que um “caminho” interage com o potencial, também nao se
estd afirmando que a particula sofre esta interacao. Estes “caminhos”, apesar de muito
vinculados a intuicdo fisica, constituem apenas um artificio que nos ajuda a construir a

funcdo de Green e entender os fenémenos quanticos.

Pode-se afirmar que a férmula em (3.20) é suficiente para tratar qualquer potencial cons-
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tante por partes, uma vez que este tipo de potencial pode ser decomposto em varios degraus.
Para isto, basta que se compute corretamente todas as trajetérias cldssicas possiveis entre
z; e zy e faga com que o fator pré-exponencial A contenha todas as amplitudes de espalha-
mento dos diversos degraus por onde passa o caminho analisado. Nos préximos capitulos

esta andlise serd demonstrada em diversos potenciais.
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Capitulo 4

Comprovacao do método

4.1 A barreira de potencial

Pode-se definir a barreira de potencial (fig. 4.1) como:

V(z) =V1 [©(z) — O(z — a)] (4.1)

v

V1

0 a x

Figura 4.1: Barreira de potencial simétrica

Este potencial também pode ser pensado como a combinacio de dois potenciais degrau
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como mostra a fig. 4.2. O lado esquerdo da barreira, se olhado isoladamente, é um degrau

do tipo Vi(z) = V1 ©(z) e o lado direito, Vo(z) = V1 O(~z + a).

vixy

(1) (2)

0 a x

Figura 4.2: Barreira de potencial simnétrica dividida em dois potenciais degrau.

Para se construir a fungao de Green semiclassica para a barreira, deve-se computar os
caminhos seguindo todas as trajetérias cldssicas com mesma energia entre z; € zy, con-
siderando também caminhos que penetrem dentro da barreira, onde a energia da particula
é menor que V1. Toda vez que um caminho sofrer uma interacio com o lado esquerdo
da barreira, este lado serd tratado como se fosse o potencial degrau Vi(z) e toda vez que
interagir com o lado direito, serd tratado como se fosse o potencial degrau Vo(z). Assim

pode-se utilizar o mesmo método desenvolvido no capitulo 3 e resumido na férmula (3.20).

As amplitudes de espalhamento para os potenciais degrau, Vi(z) = V2(z) s@o as mesmas
definidas em (3.6)-(3.9), pois trata-se do mesmo potencial. kg e k; também sao os mesmos

definidos em (3.10) e (3.11).

N3ao é importante saber, neste primeiro momento, se a energia da particula é menor ou
maior que o potencial em alguma regiao, pois isto ndo afetard nem na determinagao dos

fatores pré-exponenciais, nem no comprimento de cada caminho. Apenas serd encontrado
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um nuimero de onda k; imdgindrio ou real, conforme o caso, para esta regido (veja férmula
(3.12)). Considerando primeiro o caso onde z; < 0 e r; > a, tem-se um caminho direto que
sal de r; com um nidmero de onda ko, interage com o degrau (1) no ponto z = 0 (fig. 4.2),
atravessa a regiao entre 0 e a com nimero de onda k;, interage com o potencial degrau (2)

no ponto z = a e continua até z; agora com nimero de onda kg.

Seguindo a sequéncia descrita acima pode-se escrever a funcio de Green para este
tnico caminho classico. Para melhor utilizar o método do capitulo 3, a contribui¢io deste
caminho cléssico sera dividido em partes conforme as regides em que o potencial permanece
constante e a contribuicao total sera o produto destas partes. Cada parte do caminho tera
sua respectiva acio e fatores pré-exponenciais. Apenas o fator v/ D serd tnico para o

caminho inteiro, pois ele se refere apenas as posigoes inicial e final. Assim, tem-se:

1
GQZ;“I)J,(a:f, z;; ko; 1 caminho) = %—V D expliko(0 — z;)]
i
z .
Xl;iflﬂ Ty; expliki(a — 0)]

x| 2|VV2 Ty, expliko(zs — a)] (4.2)
Z

onde o nimero 1 e 2 no subindice das amplitudes de espalhamento indicam o potencial
degrau a que se referem e os subindices de £ indicam a regido conforme o potencial. No

caso, 0 se refere a regido com potencial nulo e 1, a regido com potencial V'1.

Pode-se observar que cada parte em (4.2) € semelhante a forma em (3.20), mas o caminho

como um todo guarda a forma exata. E s6 escrevé-lo da seguinte forma:

1
Gggi{r(xf, zi3ko; 1 caminho) = ?v D A expliko(0 — z;) + iki(a — 0) + iko(z5 — a)] (4.3)
' i
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com

A= 121 1y |2 7, (44)
Zg

Quando foi mencionado acima que o caminho “interage” com wm lado da barreira
(ou com o potencial degrau), queria-se dizer “atravessa” aquele lado da barreira. Esta
possibilidade é representada comn a amplitude de transmissao do potencial degrau. Porém
esta “interagao” poderia ser uma reflexdo também. Considerando o seguinte caminho:
comeca em z;, atravessa o degrau em x = 0, reflete no potencial em z = q, reflete novamente
no potencial em z = 0, atravessa o potencial em z = a e chega em z;. Neste caminho
tem-se duas reflexces dentro do potencial antes de continuar até o final. Este caminho esti
representado na fig. 4.3. Pode-se também considerar outros caminhos com mais reflexoes
internas. Na verdade tem-se infinitos caminhos possiveis entre z; e z;. A funcio de Green

é entao a soma das contribui¢bes de cada caminho cldssico, ou seja:

1
’Eﬁarlr(xf,x,,ko) = = D ezpliko(0 — z;)] | [ 12 7. ezplikia] x

[e @]
(Z [Ry; Ryi]" exp[ikﬂna]) ‘Ixfoll/z T2 ezpliko(zf — a)
n=0 1

(4.5)

Efetuando a soma em (4.5) e substituindo v D, tem-se:

G (bar) m Tl'i TQO exp ['I k 1 a]

k - explikolzs — z; — a 4.6
sc—+($f T;; 0) Zkoﬁz 11— R% Rh’- exp[ikl.‘Za,] p[7 0( f i )] ( )

Substitutindo as amplitudes de espalhamento dos degraus, definidas em (3.6), (3.7) e

(3.9), em (4.6), obtem-se:
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> Im—
;.: "::: R31 Tb ;
Tli
>
Y (2)
X; 0 a X¢ )

Figura 4.3: Caminho esquematico entre z; e 5 com duas reflexdes internas

ar m .
GO ey, 215 ko) = —s 1 capliko(z; — o — a)] (47)
’Lkoﬁ,
onde
2kok
fo+= do : (4.8)
1
e
dy = 2kok; cos(kia) — i (K2 + k2) sen(kia) (4.9)

Antes de discutir este resultado, serd calculada a func@o de Green para outros casos.
Para zy e r; < 0, serd utilizado o mesmo processo. Deve-se lembrar que, neste caso,
existe um caminho direto isolado, sem interacdo com o degrau, e um caminho indireto

que interage apenas com um dos lados da barreira, o degrau (1). Computando todos os
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caminhos tem-se:

1
Ggf_r)_(xf,xi; ko) = e vD {exp[ikole — z;|] + Ry, exp[—iko(zs + z;)]

. z : . —
+ expliko(0 — z;)] 711/2 Tyi Ry, explik;2a] (Z [Ry; Ry"
o n=0

xaxp[z'lzﬂna]) ]%]1/2 Ty, expliko(0 — z )] } (4.10)

Efetuando a soma em (4.10):

& . T i Ry, T e:cp[ikIZa]
G(_b_r)m,x-;k = {e:v ikolzr — x; +(R 4l o >
( A 0) ik{)ﬁ2 p[ 0[ ! Iz” N to 1'—R12' Rgi ea:p[ilsﬂa‘]
xea:p[—iko(xf + .’L’Z)] }
m' -
= W{exp[zk!xf — x|l + f-_ exp[—iko(zy + x,ﬂ} (4.11)
i
onde
i (k% — k2) sen(kia)
= 4.12
/ o) (412)
Pode-se agora construir a fun¢do de Green rapidamente para outros casos:
parar; >aezy <0
+(bar) ™m Ty; Ty, explikial .
G — y Lg5 k = . —k — T;
+- (@, @isko) ikoh® 1 — Ry; Ra; expliki2a) ezp[iko(zs = zi + a)]
m .
= —— foy exp[—iko(zf — ;)] (4.13)
tkof
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eparaz; ezx; > a

r m .
GE (2,255 k0) = —p {eIP[Zkolﬁf- ;] + (Rzo
Zkgﬁ
T2i Rli TQO exp[ik.ﬂa]

. k ) .
1— Ry Ry; expliki2a] ) expliko(zs + ;)] }

= .me? {exp[ikole — z;|] + f_ expliko(zs+ z; — 2a)]} (4.14)
iko

Pode-se também determinar a fungio de Green para posicoes inicial ou final dentro da

barreira. E calculado o caso onde r;<0el<z;<a.

(o) Ty

Isc —O(xf xzal"ﬂ) 2 GIEP[_?k'OxJ {1 —_ R2 Rl. exp[lk‘12a] exp[Zkle]
T Ro; ezplikia] ‘ }
—ika(zy - 4.15
1 — Ry; Ry; explik;2a] exp|—iki(zs — a)] (4.15)

ou, com as devidas substituicoes:

G'(bar)(:cf, z;i; ko) =

5 exp[—ikoz;] {f—_o expliki(zy — a)] + [, exp[—iki(zs — a)]}

(4.16)
com
_ 2ko(k1 + ko)
_ ko) 4.17
ok — Fo)
+ 0/ 4.18
4 A (@18
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As fung¢bes de Green em (4.7), (4.11), (4.13), (4.14) e (4.16) sdo exatas [16, 20|, por
isto nelas deixou-se de usar a notagao “sc”. Isto mostra a validade deste método para uma

barreira de potencial simétrica.

4.2 O poco de potencial finito

Pode-se definir o pogo de potencial finito (fig.4.4) como:

V(z) =—-V1[0(-z) — O(—z + a)] (4.19)
§
Y(x)
o _— -
Vi
. - -

Figura 4.4: poco de potencial

A funcao de Green para o pogo poderia ser obtida a partir da funcdo de Green da
barreira, bastando para isto trocar o sinal de V1. Porém ele seréd calculado distintamente
da barreira para que também se torne uma demonstragao de como utilizar o método apre-

sentado no capitulo anterior.

Este potencial também pode ser dividido em dois degraus, conforme mostra a fig. 4.5.

O lado esquerdo do pogo é o potencial degrau Vi(z) = V1 [O(—=z) — 1] e o lado direito é o
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potencial degrau Va(z) = V1 [O(z — a) — 1].
Serd calculada a funcdo de Green apenas para um caso especial de maior interesse, que

€ para a particula dentro do pogo, com 0 < z; e z5 > a e energia 0 < —E < —V 1. Assim,

os numeros de onda para cada regido, sao:

o = i/Qr;E
[om(V1 - E) (421)
(4.22)

(4.20)

]
Yix)

(2)

(L

1

0

Figura 4.5: Pogo de potencial dividido em dois potenciais degrau

Sao utilizadas apenas as amplitudes de reflexdo nos degraus (1) e (2) dadas por
(4.23)

ky —1
Rio = Ripp = —-—Fe
k'l + 1o

A func¢ao de Green semicldssica terd a seguinte forma:
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m 1

G(POQO) g
iknk% 1 — Rh, Ry, expliks,2a)

s¢,00 (xfa L35 /‘LO) =

{exp[ikll (x5 — z;)]
+ R/y, explikt (x5 + z;)] + Rigo| exp|—ikli(zf + z; — 2a)]

(
+ Ry, exp[—ikn(zp — z; — 2a)])} (4.24)

Substituindo (4.23) em (4.24) tem-se:

m 2 .
G g mispo) = ———y — {[k’l cosky(zf —a) — po sinkr(zs — a)]
]‘Z’lﬁ- d'z
x [kty cos klyz; + po sin ls/lxi]} (4.25)
com
dy = 2kl pocosklia — (kr¥ — pg) sink/ia (4.26)

O resultado em (4.25) é idéntico ao calculado por Crandall [25], utilizando outra técnica,

constituindo mais uma demonstragao da validade do método proposto.

Os pdlos de (4.25) fornecem os niveis de energia do sistema. Neste ponto é interessante
notar que os estados ligados tem uma relagao com os caminhos de multiplo espalhamento

da anilise semiclassica. Quando se faz dy = 0, esta se fazendo também (veja eq. (4.24)

R R, expliki2a] =1 . 4.27
lo**20 1

Para se conseguir efetuar a soma de todos os caminhos clissicos, pressupbem-se a con-

vergéncia do somatério (veja eq. (4.5)). Como se trata de uma soma geométrica, na
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condicao em (4.27) ndo existe tal convergéncia, indicando que, para os estados ligados, os

caminhos de miiltiplo espalhamento tem maior contribui¢cao que para outros estados.

4.3 O potencial delta de Dirac

O potencial delta de Dirac pode ser definido como:

V(z) = A §(z) (4.28)

onde A é uma constante de acoplamento e §(z) é a func@o delta de Dirac, assim definida:

_J oo paraz=0
5(z) = { 0 paraz#0 (4.29)
e
/ ¥ 8(z) dz =1 (4.30)

Aparentemente o potencial delta de Dirac nao pode ser dividido em degraus, condi¢ao
necessaria para a aplicacao do método. Porém, ja é conhecido que uma barreira de potencial
pode ser aproximada a um potencial delta de Dirac [20]. Pode-se observar isto aplicando

em uma barreira de potencial, como a definida em (4.1), o seguinte limite:

a — 0
e (4.31)

Vi —- o
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com a condicao :

V1a= A (constante) (4.32)

Fazendo isto, a barreira se transforma em um potencial delta de Dirac, obedecendo as
definicoes em (4.29) e (4.30) e as fungGes de Green deduzidas em (4.7), (4.11), (4.13) e

(4.14), passam a ser:

m

(;(_d_ilta)(-’lff,xi;kﬂ) = —5 9+ ezpliko(zs — ;)] (4.33)
'Lk,'oﬁ
Y ap ko) = =y {eaplikolay - o]+ g--ezpl-iko(es + )]} (434)
tko
G(deltd)(:tf,x,-;ko) = G(_di]ta)(xi,l”f;kO) (4.35)
"(dEIta)(xf,xz,ko) = G(_di]ta)(a:f,xi;ko) (4.36)
onde
1
= 4.37
9—+ 14+ ( )
8
= 4.38
. — (439
com
imA
y = 4.39
= (4.39)

A funcoes de Green definidas em (4.33)-(4.36) s@o exatas e, apesar de nao ser utilizado

o método semiclassico para deduzi-las, a proxima secao mostra sua relagao com ele.
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4.4 Estados de espalhamento

A solucdo da equagdo de Schrédinger para potenciais constantes por partes é obtida
através dos estados de espalhamento [7]. Para uma barreira de potencial, como a definida
em (4.1), e considerando a particula inicialmente na regido r < 0 e se deslocando da

esquerda para a direita, estes estados podem ser escritos como:

etkoz 4 R, e~tkox para z <0
v(z) = ¥ By eF= 1 gt e % para0 <z <a (4.40)
‘ Ty etkoz para > a

onde N é uma constante de normalizagdo , R, é a amplitude de reflexdo na barreira, T}, a

amplitude de transmissio e 3; e B, sdo amplitudes internas ao potencial.

Estes estados de espalhamento podem ser obtidos a partir da fun¢do de Green.
Tomando-se as funcées de Green para a barreira, descritas em (4.7), (4.11) e (4.16) e

fazendo-se z; = 0, zy = z e N = ikohi’/m obtem-se (4.40), com a relagdo :

Tp = foye ¢ (4.41)
Ry = f__ (4.42)
55 = f—io g-ikia (4.43)

E interessante notar que, se as posigoes inicial e final ndo estiverem dentro da barreira,
pode-se utilizar a férmula (3.20) para determinar a fung@o de Green para a barreira mais
rapidamente, sem necessidade de contar os caminhos internos a ela. Por exemplo, se z; < 0
e ry > a pode-se contar apenas um caminho direto de z; a ry com uma interagao com

a barreira, descrita pela amplitude de transmissdao f_,. Nos moldes da férmula (3.20), a
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fungao de Green, para este caso, é:

i 1
Ggl:f_)ﬁ_(mf, z;; ko) = e VD A expliko(zy — z; — a)] (4.44)
ih
sendo
A=, (4.45)

Aqui nio foi o termo |z4/ Z4|'/?

que normalmente acompanha a amplitude de transmissao
porque o meio depois da transmissao € o mesmo que antes dela. Portanto, este termo terd
valor igual a 1 e a fase exp|—ikoa], que também faz parte da amplitude de transmiss3o,

estd presente na acio. E interessante notar que a acao ird conter a distancia entre z; e zy,

subtraida do comprimento da barreira.

Para o caso onde z; e z; < 0, tem-se dois caminhos: um direto de z; a =y sem interagao
com a barreira e outro indireto, com interacao com a barreira. A interagdo agora é descrita
pela amplitude de reflexdo f__. A funcao de Green semi-clédssica conterd, entao, estes dois

caminhos, e terd a forma:

r 1 ) .
Gﬁ’;‘f_)_(x,, zi; ko) = e vD {Al expliko|lzy — zi|] + A2 exp[—iko(zy + z,)]} (4.46)

onde

Ap = 1 e (4.47)

Ay = [ (4.48)



Pode-se fazer a mesma analise para o potencial delta de Dirac. Supondo a particula

partindo de z < 0, da esquerda para a direita, os estados de espalhamento sio dados por:

(4.49)

v(z) = — Ty etkor para z > Q

1 { e | Rs e7*0T  para z <0
N

sendo R;s a amplitude de reflexdo no potencial delta e Ts a amplitude de transmissao.

Para este caso serao utilizadas as fungoes de Green (4.33) e (4.34) e novamente serd

feito 2; = 0, z; = 2 e N = ikoh’/m, obtendo (4.49) com:

Ts = 9-+ e (4.50)

Rs = g__ (4.51)

Aqui também se verifica que a funcdo de Green para o potencial delta de Dirac pode
ser escrita diretamente através da férmula (3.20), dispensando o uso do potencial degrau.
Para z; e 5 em semi-eixos diferentes, separados pelo potencial delta, conta-se apenas um
caminho direto, com o fator pré-exponencial 4 = g_, e para ry e r; no mesmo semi-eixo,

o caminho indireto terd o fator A = g__.

Todo potencial constante por partes pode ser construido como uma combinagao de
degraus, como se estes degraus formassem blocos de encaixe. Porém, a partir dos resultados
deste capitulo, pode-se incrementar o método para tornad-lo mais pratico. Para isto sera

acrescentado mais dois tipos de blocos de encaixe: a barreira e o delta de Dirac.

A férmula (3.20) continua vélida, bem como o método. O fator pré-exponencial A

devera conter todas as amplitudes de espalhamento dos potenciais base por onde passe o
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caminho em analise. Se uma das intera¢ées do caminho é um degrau, A deve conter a
amplitude que represente o tipo de espalhamento que sofreu neste degrau. Se neste mesmo
caminho houve uma intera¢do com um potencial delta de Dirac, acrescenta-se a respectiva
amplitude de espalhamento. O mesmo se aplica para a barreira de potencial, desde que
nao exista um ponto extremo do caminho (z; ou zy) dentro dela. Se isto ocorrer, deve-se

dividir a barreira em dois degraus e considerar todos os caminhos internos como em (4.14)1.

LObservando a funcdo de Green em (4.16), para z y dentro da barreira, observa-se que ela tem uma forma
parecida com a férmula (3.20) se for considerado apenas os fatores pré-exponenciais, porém, o argumento
do numero complexo nao é mais a agdo classica. Para evitar mais adaptagoes no método é preferivel dividir
a barreira em dois degraus.
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Capitulo 5

Aplicando o método

5.1 A barreira de potencial assimétrica

Pode-se definir a barreira de potencial assimétrica como:

0 z<0
Viz)=¢ V1 O0<z<a (5.1)
V2 T>a

com V1> V2 (fig. 5.1).

Para se utilizar a férmula semicldssica, o potencial serd dividido em dois degraus
como foi feito para o cdlculo da barreira simétrica. Neste caso o lado esquerdo
da barreira assimétrica é o potencial degrau Vi(z) = V1 ©O(z) e o lado direito,

w(z) = [V1— V2] &(—z +a)—V2.

As amplitudes de espalhamento para o potencial degrau Vi(z) sdo as mesmas definidas

em (3.6)-(3.9), pois trata-se do mesmo potencial e para o potencial degrau Vo(z) tem-se:
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Ty = 5.2

2 ki 4+ ko ( )
2ky

Ty = 5.3

2 kl + ]i72 ( )

ki — ko .

Ry = — Ry, = 5.4

2 2 ki + ko ( )

com kg e k; ja definidos em (3.10) e (3.11) e

ko = \/ME;T—YZ_)_ (5.5)

Yix)

L =

0 a x

Figura 5.1: Barreira de potencial assimétrica

O procedimento aqui também é igual ao desenvolvido para a barreira simétrica e as

fungGes de Green semiclassicas tem a forma:

- (b-ass) m Ty; Tao explikial
Geeo Lxik = -
se—t (.’Cf, T 0) ik0ﬁ2 1- Rgi Rh' exp[zkﬂa}

explike(zy — a) — ikox;) (5.6)
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GS:E)(% z;; ko)

(b
Ec-ﬁ)(zf Zi; kO)

Gﬁ‘:ﬁ)(rf, T ko) =

G oass)

sc,—O (xfaxhko) =

m . Tli R2i Tlo exp[ikﬂa] )
ik - T R
ik()ﬁ2 {el'p[7 lef * H + ( lo ¥ 1-— R-li R2i e.z‘p[iklZa.}

xezp|—iko(zs + ;)] } (5.7)

m To; Tho explikia)
'ik2ﬁ2 1-— Rli Rgi e:vp[ik12a]

exp[—ikozy + iky(z; — a)]

(5.8)
o ooty i)+ (s e e S )
zk::‘z2 eap|=tkozi {1 — Ry; Riliexp[ikﬂa] coplikiz]
1 —T;:Zjﬁ?gza1 eap[~iki(zs ~a)] } (5.10)

Substituindo as respectivas amplitudes de espalhamento obtém-se:

G(b-ass)(.z‘f, Z;; ko)

;(—lta&)($fpxi;k0)

(b_dS)('T‘ﬂ Ti; }"0)

GY) (2, 245 ko)

G(_bdass)(xf, z;; ko)

onde

= ikml'ﬁz h_y explike(zy — a) — ikoz;) (5.11)
4 10 4
m

iko 77',2 {ea:p[ik0|xf - l‘,” +h__ E:L'p[—-iko(xf + .’Ei)]} (512)

= 7kmh2 hy— exp|—ikozs + iko(z; — a)] (5.13)

m , .
s {exp[zkglmf — z;|] + hyy expliko(zy + 2, — 2a)]}
2

(5.14)
m ) _ .
= oz ezp[ikoz;) {h_o ezxpliki(zs — a)]
vO l
+ k¥ exp[—iki(zs — a)]} (5.15)
3’%’@ (5.16)

51



ki(ko — ke)cos(kia) + i (k% — kokq)sen(k,a)

ho_ = ; (5.17)
\ ;
hye = = h_y (5.18)
ko
ki(ke — k 3 i (k2 — k 3
hey = 1(ke ko)cos(kla)~}(;1 (k7 — kokz)sen(kya) (5.19)
'3
+ ko(k ko
hy = kolks, k2) (5.20)
d3
com
ds = ki(ko + ko)cos(kya) — i (k% + koky)sen(kia) (5.21)

Importante observar que A_, e h,_, a menos da fase e 2% s3o amplitudes de trans-

missdo e h__ e hy, sdo amplitudes de reflexdo.

5.2 O poco de potencial finito e assimétrico

Pode-se definir o poco de potencial assimétrico como (fig. 5.2):

0 para <0
V(z)={ —V1 paral0<z<a (5.22)

-V2 para z>a
O procedimento aqui serd idéntico ao feito para o pogo simétrico: serd considerado o
caso de maior interesse onde 0 < z; e z; > a, com energia —V2 < —F < —V1. Para o
calculo da fungao de Green dividide-se a barreira em dois degraus, sendo a amplitude de

reflexdo no degrau esquerdo, chamado de (1), igual a definida em (4.23) e a amplitude de

reflexdo no potencial degrau do lado direito, (2), igual a:
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Figura 5.2: poco de potencial assimétrico

kly —1
R/20 = _ﬂ (523)
kh +ipo

com

to = \/2_@%_1_2) (5.24)

A funcao de Green semicldssica terd a mesma forma que em (4.24), porém utiliza-se a

amplitude R/y, definida em (5.23). Como resultado final tem-se:

ass m 2 .
GE )(:cf,:ci;yo) = T {[kll coskl(zs — a) — po sinkh(zy — a)]
h 4
x [k1; cos klyz; + po sin kllxi]} (5.25)

com
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dy = ki1(po + p2) coskha — (k2 — pops) sink/a (5.26)

Os pdlos de (5.25), ou seja, os valores de E que facam dy = 0 fornecem os niveis de

energia do sistema. Se V1 = V2, (5.25) reduz-se a (4.21), como era esperado.

5.3 Potencial delta de Dirac e degrau acoplados

Pode-se definir o potencial, que constitui em um acoplamento de um potencial delta de

Dirac e um degrau (fig. 5.3), como:

V(z) = X6(z) +V1O(z—a) (5.27)

$
Vix)

0 a x

Figura 5.3: Potenciais delta de Dirac e degrau acoplados

Este potencial pode ser dividido em dois blocos bésicos: o delta de Dirac e o degrau, o

que permite aplicar a versao mais rapida do método de resolugdo , apresentado ao final do
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capitulo 4. E calculada a funcdo de Green para os seguintes casos:
a)z; <0ezs>a

Neste caso podemos enumerar os caminhos da seguinte forma: 1) comeca em z;, passa
pelo potencial delta, passa pelo potencial degrau e chega em z; 2) comeca em z;, passa
pelo potencial delta, reflete no degrau, reflete novamente no delta, passa pelo degrau e
chega em zy, ou seja, com duas reflexées entre os potenciais; 3) sai de z; e chega em z;
com quatro reflexoes entre os potenciais. Existem infinitas possibilidades, sempre com mais

reflexoes internas. A soma da contribuicdo de todos os caminhos pode ser escrita como:

G (ap,aishe) = ==y {eapliko(0 = 21)) gy eaplikoa) x
Kol

(i (Ro g--)" ea:p[iko?,na]) T; expliki(zs — a)]} (5.28)

n=0

A soma converge para:

(6+d) oy . m g—+Tiexplikoal ” W) ke 5.99
Goet(zs: 26 ko) ikoh® 1 — g—— Roezplike2al ezpliki(zs — a) — ikozi] (5.29)

E como resultado final obtém-se:
G(fid)(a:f,x,-;ko) =" a(_éid) ezpliki(zs — a) — ikoxs) (5.30)

ikoh?

sendo

(6]
(@2}



b — 5.31
R (5.31)
com
d5 = (kl + ko) E—ikoa + 2’)’(’410 CcOS k?oa - ikl sin koa) (532)
b) para z; e z5 < 0 tem-se:
5 m .
Gz, ziko) = s {efp[“ﬁole — zil] + (g__
2 .
9% Roexpliko2a] ) ) }
—ik ;
1 — g__R,expliko2a) ezp|=iko(zs + 2:)]
m ~
= - {ea:p[iko]xf —zi|] + ot exp|—iko(zs + xl)]} (5.33)
iko
sendo
~ ; k —tkoa _ O~k cos koa — ikq Si
o) _ (k1 + ko) ¢ 2v[kg cos kga — ik sin koa) (5.30)
ds
cjparaz; <0el<zf<a
G(_égd)(xf. zi ko) = 5 exp|—ikoz;] I+
' ikoh 1 — g__R,expliko2al
X {exp[ilcoxf + R, exp|—iko(zf — 2a)]}
m ) S4d)— .
= o exp|—ikoz;] {a(j;d) ezpliko(zs — a)]
+ a(_égdH exp[—iko(zs — a)]} (5.35)
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sendo

+ —vy(ko Kk
a(_ﬁ(—){-d)__ _ 7(d0+ 1) (5.36)

Os resultados acima podem ser verificados por uma técnica diferente. Existem trabalhos
que mostram como determinar a funcao de Green para um potencial delta de Dirac acoplado
a um outro potencial qualquer, desde que se conheca a funcdo de Green isolada deste

potencial {17, 18]. Porém o método aqui apresentado é de aplicacao mais facil e rdpida.

Este sistema pode permitir a existéncia de estados ressonantes, ou quasi-niveis. Su-
pondo z; < 0 e z; > 0, ou seja, a posi¢ao inical antes do potencial delta e a final depois
dele, estes estados ressonantes comecam a aparecer quando se diminui a ‘permeabilidade’
do potencial delta, fazendo A — oc (veja (5.27)). Neste caso, a maioria dos estados nao

penetram na regiao depois do potencial delta, pois, no limite em questao,

a(_‘sid) e a(_&{;d) — 0 (5.37)

oY 1. (5.38)

Porém os valores de k¢ que fazem na expressao ds

ki cos (koa) — ikgsin (kga) — 0 (5.39)
(6+d) &+d)

produzem sensivel modificacdo nos valores das amplitudes o[’ e aE_O . Como no caso
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dos niveis de energia em estados ligados, estes estados ressonantes estao relacionados, na

construgao semicldssica, com os caminhos de miltiplos espalhamentos.

5.4 Potencial delta de Dirac e barreira acoplados

Um potencial acoplando um delta de Dirac e uma barreira (fig. 5.4) pode ser definido

como:

V(z) = A(z)+ V1[#(z —a) — O(z — b)] - (5.40)

Para este potencial serd utilizado o delta e a barreira como blocos bésicos. Apenas no
ultimo resultado, onde z; serd considerado dentro da barreira, que ela sera dividida em dois
degraus. Nesta se¢ao serao deixados apenas indicados, nos resultados finais, as amplitudes
de espalhamento dos potenciais base , sem se fazer as devidas substituigoes, porque comni o

resultado nesta forma ja é possivel fazer discussoes qualitativas.

4
YiIx)

¥i

0 a b x

Figura 5.4: Potenciais delta de Dirac e barreira acoplados
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A funcgfo de Green, para os casos abaixo citados, é:

a)z; <0ezxy>b

G(_‘sib) = _Lin? a&sib) expliko(zs — z; — b)] (5.41)
1 ’70 X

com
(6+b) _ 94 f—+explikoal (5.42)
- 1—f__g__expliky2a] ’
b) z;ezy <0
G = Tm;i—? {e:cp[ikole — z;|] + o8P exp[—iko(zys + x,)]} (5.43)
RN
com
2 .
oG o 4 9=4f-—caplikoZa] (5.44)

T 1—g__f__eapliko2d] ;

c)r;<0el<zr<a

G(ﬁgb) = .kmﬁzexp[ikoxi]{afﬁb)_ezp[iko(mf —a)]+ a(_é(ﬁbHe:cp[—iko(:cf — a)]} (5.45)
20010

com
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(5+b)— g—yexplikoal

a_p1 = 1-— g__f__exp[ik:oQa} ¢ (5.46)
—f Lk
BV 9 +f——explikoal ; (5.47)

1—g__f__ezxpliko2a]

d)z;i<0ea<zp<b

m _
G = 3 exp[—ikoa:i]{a(_é&;) expliki(z; — b)] + a(_&(;t;’)"Le:rp[—z'kl(xf - b)]} (5.48)
0

com

(6+b)— 9—+f_oexplikoal
) = 5.49
-0z 1—g__f__expliko2a] © (5.49)
a(f(ﬁ))+ _ g—+ f_oezplikoa) (5.50)

1—g__f__exp|iko2al]
O resultado em (5.48), (5.49) e (5.50) est4 resolvido com detalhes no Apéndice A.

Os valores dos a®*?) fornecem as amplitudes de espalhamento do sistema e também os

possiveis estados ressonantes.

5.5 Poco infinito acoplado com uma barreira

O potencial poco infinito acoplado com uma barreira (fig. 5.5), pode ser definido como:

o0 para r < —b
V(iz)=¢ V1[©(z+a)—O(z—a)l para —-b<z<b . (5.51)
o0 para z>b
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Este potencial também pode considerado um pogo duplo.

V(x)

V1 -

-b -a a b z
Figura 5.5: Poco infinito acoplado com uma barreira, formando um poco duplo

As paredes infinitas em b podem ser usadas no método semiclissico aqui desenvolvido,
bastando, para isto, considera-las como degraus, com V1 — oo (ver eq. (3.1)), ou um
potencial delta de Dirac, com A — oc (ver eq. (4.31)). Assim a amplitude de transmissao
nesse potencial sera nula (ver definices em (3.6) ou (4.30)) e a amplitude de refiexdo sera
igual & —1 (ver definigdes (3.8) ou (4.31)). E considerado nesta andlise o caso: —b < z; < —a

ea<zy<hb

(}ggd)(xf; Z;; k()) = ——-i—kg—i@ C sin ko(b — xf) sin ko(xi + b) (552)
onde
1
C = ?.T{ 2kok; cos (k12a) — i(k? + k) sin(k12a)}8k,okle:rp[iko2(b —a)] (5.53)
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com

2
dg = [Qkokl cos (k12a) — i(k? + k3) sin (k12a) + i(k? — k) sin (k,2a)expiko2(b — a)]]

—4k3klexp[ikod(b — a)] (5.54)

Os valores de E que fazem dg = 0 fornecem os niveis de energia do sistema.

5.6 Seqiiéncia de potenciais

Comnsiderando-se duas barreiras em seqiiéncia, separadas por uma regiao de potencial
constante V1 e de largura a. Para simplificar a andlise, serao consideradas as regioes antes
e depois do conjunto, formado pelos dois potencias, como tendo potencial nulo e que o
conjunto comece em z = 0 e termine em = = b (veja fig. 5.6 ). As barreiras ndo necessitam
ser iguais. A partir dos resultados anteriores pode-se facilmente escrever a fungdo de Green

deste conjunto de potenciais, para dois casos especificos, como:

m
G_i(zs,2ik0) = ——5 T2 expliko(zs — zi — b)) (5.55)
lkoﬁ
. m . . - =
G__(zf,zi;ko) = s ﬁ2{exp[zlcole — z;]] + Reexpliko(zs + z:)] (5.56)
O :

sendo

Ty Uy explikia] -
T, = 5.57
2 1 — R; ro explik;2a] ( )

Ry — Ryt Ty ry explik;2a)

- 5.58
'"1-R, roexpliki2a] ( )
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onde T e R; sao amplitudes de espalhamento do primeiro potencial e t5 e ry sao amplitudes
do segundo potencial, lembrando que 7 e t, sdo amplitudes do tipo f_,, definida em
(4.8), com uma fase a menos que a amplitude de transmissao encontrada via equacgio de

Schrodinger, como foi mostrado em (4.41).

Desejando-se acrescentar uma terceira barreira ao conjunto, a funcio de Green terd
forma semelhante a (5.55) e (5.56). Apenas os fatores pré-exponenciais T; e R; serao
diferentes e a posigdo b em (5.55) terd outro valor, dependendo da posigdo final do terceiro

potencial. Utilizando as amplitudes j& deduzidas em (5.57) e (5.58), os novos fatores serdo:

To t3 explikac]

T35 (5.59)

1 — Rg r3 explike2c]
Ty r3 explika2c]
1 — Ry r3 explike2c]

R; = Ro+ (5.60)
sendo t3 e r3 as amplitudes do terceiro potencial, ¢ é o comprimento da regiao que separa

o terceiro potencial dos dois primeiros e ky € o numero de onda nesta regiao.

Observando (5.59) e (5.60) nota-se que é possivel construir uma férmula de recorréncia
para uma seqiéncia com muitas barreiras. Se houver N barreiras e deseja-se acrescentar
mais uma, novamente a funcao de Green para as N + 1 barreiras serd semelhante a (5.53)

e (5.56) e os fatores serdo:

T _ Tn tn4r explikyc] (5.61)
N+t 1 — Ry rny1 expliknc] )

Tn TN+1 explika2c] (5.62)

R 4 = R + v S
N+ Ny C RN Tny1 explikn2c]

Resultado idéntico foi encontrado por Rozman [26] resolvendo a matriz de espalhamento
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Vix) t

Y1

0 B x

Figura 5.6: Sequéncia com duas barreiras separadas por uma regiao de potencial constante
e comprimento ‘a’.

para o sistema, que é uma técnica trabalhosa para potenciais complexos. Este resultado
pode ser utilizado para outras sequencias de potenciais que nao barreiras e também é

possivel determinar a funcdo de Green para posigoes inicial ou final dentro da seqiiéncia.
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Capitulo 6

Discussao

A modificacao na férmula semicldssica para a funcao de Green, proposta neste trabalho,
consiste em colocar um termo ad-hoc como fator pré-exponencial em cada amplitude de
probabiiidade das trajetérias ciassicas. Este termo, chamado de ‘A’ em (3.20], estd rela-
ciorrado com &s amplitudes de espalbamento dos diversos potenciais degraus em que O
sistema possa ser dividido e tem caracteristicas locais, pois cada trajetdria analisada tem
este fator construido de acordo com o nimero de interagdes gque ela sofre nos referidos
degraus. A correta computacdo das contribui¢Ges de cada caminho é parte integrante do
método. Cada contribuic¢do se subdivide em uma parte transmitida e outra refletida cada
vez que encontra um ponto de abrupta variacdo do potencial (veja apéndice A). Também
sao contados os caminhos que penetram em regioes classicamente proibidas. O termo re-
ferente a contribuicdo dos caminhos proximos & trajetoria ciassica é conservado na nova

versao da forimuta sermcldssica e o tudice de Morse € fucorporado ao fator A.

Uma caracteristica interessante destes resultados € a construcao do fator pré-exponencial
‘A”, que vem do produdo de todas as amplitudes de espalhamento que um caminho sofre nos
diversos potenciais degraus por onde passa (veja (4.3)). Apés somar todas as contribui¢oes

=11

dos infinitos caminhos, o movo fator obtido continua sendo urmea amplitude de espatharrento

do sistema, como foi demonstrado na segio 4.4. Assim, suponde um potencial definide na
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seguinte forma:

0 para z<0
V(z)=1¢ Vi(z) para0<z<a (6.1)

0 para T > a
onde V;(z) é um potencial constante por partes qualquer e considerando as posicoes inicial
e final fora da regiao entre 0 e a, pode-se escrever uma forma generaliza da funcao de Green,
sem a necessidade de contar as contribui¢oes dos caminhos internos ao potencial. A funcao

de Green terd a seguinte formas

m
G_(zg,2i3k0) = —— T expliko(zy — z; — a)] (6.2)
zkoﬁ
e
G__(zf,z;;ko) = _—kin—ﬁ—i{exp[iko]xf — z;|]] + R expliko(zys + :cz)]} (6.3)
kol

onde T é a amplitude de transmissdo pelo potencial V;(z), a menos de uma fase exp|[—ikoal,

e R é a amplitude de reflexdo.

A partir destes resultados pode-se comegar a investigar potenciais suaves pelo mesmo
processo. Supondo um potencial suave V' (z), com V(z) — 0 para z5 e z; — Foo. Neste

caso a fungdo de Green pode ser escrita como em (6.2) e {6.3). Estas mesmas foram

Morse {(V{z) = 1/cosk{z)?), desde que que z; e z; esteja longe ¢ suficiente do potencial.
Neste trabalho Luz também demaonstron que quando os pontos inicial e final estio préoximos
ao ponto de retorno cldssico, mas fora deles, as expressoes em (6.2) e (6.3) continuam

validas, desque que a energia da particula seja bem menor que a do potencial. Para
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energias maiores, e pontos extremos proximos ao ponto de retorno clissico é esperado
que a agao clssica deixe de ser igual a da particula ivre e o fator pré-exponencial deixe
de ser simplesmente a ampiitude de transmissao ou refiexao. Luz também caiculou a
furgéo de Green para um potencial Rosen-Morse duplo € & expressao obtida € semelhante

a deduzida neste trabalho para uma seqiiéncia de potenciais {5.61) e {5.62), apenas que

as amplitudes de reflexfio devidas 3 contribnigio dos caminhos de miiltiplos espalhamentos
entre os potenciais, apresentam uma fase diferente. Esta fase foi chamada por Luz de indice

de Morse generalizado.

Este método ndo traz vantagens para tratar um potencial suave isolado, uma vez que é
necessario conhecer as amplitudes de transmissao e reflexao do potencial como um todo, mas
conhecendo-se tais ampiitudes, pode-se determinar a fung¢io de Green para uma seqiiéncia

destes potenciais € isto o toma muito vantajoso € o gualifica como um método de miltiptos

espalhamentos.

A nova versao aqui apresentada da fun¢ao de Green semicléssica foi construida em cima
de argumentos fisicos, sem uma dedugao matematica rigorosa. Um tratamento matématico

adequado para meihorar as férmulas semiciassicas usuais, tanto para o propagador quanto

para a furrgao de Green, ainda n&o existe na literatura. Uma possibilidade seria analisar

termos de terceira ordem na aproximagdo da trajetéria classica, da frmula de Var Vieck,
mas opgao dos pesquisadores nesta Area tem sido procurar formas modificadas para a tal

férmula [23, 24]. Porém, deve-se lembrar que os trabalhos nesta drea [idem] sempre utilizam
caminhos opcionais que nao sio trajetdrias cldssicas, implicando na necessidade de uma
analise cuidadosa no termo de primeira ordem, considerado sempre nulo quando o caminho
é a trajetoria classica. Independente de sua origem, fica evidente, a partir dos resultados
deste trabaiho, que a férmula semicidssica da fungao de Green deve conter as ampiitudes

1

L N R I N | NPy o b 2l [ = -
Hrazment dnhe. B umn trabadho recente, Kira et.al. l27J fizeram ©

de espalihar
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mesmo tratamento para obter o propagador semicldssico. Seus resultados nimericos sdo

bons, mas nao conseguiu obter uma férmula exata.

Importante citar que parte das idéias deste trabalho encontra-se fragmentada na lite-

ratura [26], [30], mas aqui elas criam uma versio unificada do problema.
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Conclusao

A nova versdo aqui desenvolvida para o método semicldssico para determincio da
Funcao de Green mostra ser satisfatéria no tratamento de potenciais constantes por partes,
fornecendo resuitados exatos. Sua aplicagao nao se resiringe & compiexidade destes poten-
ciais, conferindo-lie vardagens sobre outros métodos ja existentes. Como exemplo foram
determinadas algumas fungbes de Green rlo existentes na literatura, como para os poten—
cias barreira e poco finito assimétricos e para o pogo infinito acoplado com nma barreira
(poco duplo). Ela também se mostra vantajosa na determinacgio de amplitudes de espa-
lhamento do sistema. Para potenciais suaves, o novo método também pode ser aplicado,

com poucas reservas, e torna-se vantajoso para obter a funcao de Green para uma sequiéncia

destes potenciais.

O principio béasico deste método, que é acrescentar termos a férmula semiclassica, abre
novas possibilidades para as aproximacgoes semiclassicas, no tratamento de outros fenémenos
quanticos como a difragdo, por exempio, que ja comeca a aparecer em sistemas bidimen-
siorrais. Ura tratarmento mais adequado para potencias suaves € unra dedugao maternatica
rigorosa para as modificagdes aqui feitas também constituem importantes investigagdes gque

devem suceder este trabalho
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Apéndice A

Construcao esquematica da funcao de Green

A funcao de Green para o potencial delta de Dirac + barreira acoplados, como definido
em (5.40), pode ser obtida montando-se um diagrama esquematico com todos os caminhos
possiveis. U diagrama € construido da seguinte forma: a cada vez que o caminho encontra
urm ponto de mudanga de potencial, ele se divide e duas partes, que representain as pos-
sibilidades de reflex&c ou transmissdo; constinua-se os dois novos caminhos e, se necessério,
abre-se mais chaves com mais possibilidades, sempre gue o caminho encontra um ponto
de espalhamento, até chegar na posicdo final. Neste diagrama sé serdo representadas as
amplitudes de espalhamento nos potenciais base porque a agio referente a cada caminho
é de fécil cdlculo e serd acrescentada na construcdo da fungdo de Green. No caso aqui
analisado, para z; < 0 e a < zy < b, 0s potenciais bases serao o delta de Dirac e o degrau,
portando no diagrama serao utilizadas as amplitudes de espaihamento destes potenciais e

que estao adequadarmente definideas nos capitulos 5 € 6.
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( A
A= Rog—- { R
C
R;
g Ri { V8 >N R W o 1 '[A 1\
. B (Ri ou 1) G (A1)
B=T; ' I A
Tog——l B
| (R; ou 1) O

A e B representam dois grupos de caminhos e o simbolo T representa o fim de um

canminho.

Ao se observar o diagrama (A.1) pode-se notar que a funciao de Green deverd ter a

forma:

GO

mﬁQ ezp[—ikoz;] g—y [Calzy) + Cp(zy)] (A.2)

Tr, x55 ko) =
(x5, 235 ko) ™

onde C4 e Cp representam os caminhos do grupo A e B, respectivamente, no diagrama.
Note que em (A.2) ja foi acrescentada a acdo da parte do caminho que sal de z; e chega

até a subdivisao nos caminhos 4 e Cg. Continuando os caicuios encontra-se:

Rog__C ko2
Ca = ) Beﬂ?P[?’ 02a] (A3)
1 — Rog__explikg2al

1
Cp = E{Ti (e;rp[ikl(x_f — a)] + Riexp[—iki(zf — 20+ a)]) +
T:R:Tog__C sexpliko2a + ik:2(b — a\]} (A4)
com
d7 =1 — Riexplik, 2(b — a)} (Ri + T,—Tog_-e;rp{iko?a)]> (A.5)

Somando os dois caminhos obtem-se:
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[Zo expliky(z5 — b)] + f1o exp|—iki(zf — b)]

Ca+Cp= A6
A B 1—g__f _ explikg2al (A-6)
sendo fjg amplitudes referentes a barreira de potencial e definidas no capitulo 6.
Substituindo (A.6) em (A.1) encontra-se:
G(§+b)(x ko) = m  g_jexp|—iko(z; — a)] {f’ cxpliky(zs — b)) +
-0 AL THR0 ikgh® 1 — g__f__expliko2a] |7 ° s
floeapl-iki(zr — b))} (A7)

72



Bibliografia

[1] E.J.Heller, S.Tomsovic. Phys.Today. (1993) 38.
[2] M.C.Gutzwiller. J.Math.Physics. 11 (1970) 1791.

[3] D.Sokolovski. Phys.Rev. A52(1995) R5. A.Lenef, S.C.Rand. Phys.Rev A 49 (1994)
32. P.Landauer, Th.Martin. Rev.Mod.Physics. 66 (1994) 217..

[4] R.Aurich, J.Bolte, F.Steiner. Phys.Rev.Letters. 73 (1994) 1356. H.Primack,
V.Smilansky. J.Phys. A27 (1994) 4439. P.Seba, K.Zyczkowski. Phys.Rev. A44 (1991)

3457.

[5] R.Q.Yang. Phys.Rev. B52 (1995) 958 (conf.pg.). N.Notomi, J.Hammersberg,
H.Weman, S.Sugiura, M.Okamoto, T.Tamamura, M.Potemski. Phys.Rev. B52 (1995)
11147. Y.Dakhnovskii, H.Metw. Phys.Rev. B51 (1995) 4193. G.Garcia-Calderon,

R.Romo, A .Rubio. Phys.Rev. B50 {1994) 15142.

(6] J.J.Sakurai. Modern Quantum Mechanics. Rev.edition. New York, Addison-Wesley,
1994.

[7] E.Merzbacher. Quantum Mechanics. 2. ed. New York, John Wiley & Sons, 1970.

[8] C.Cohen-Tannoudji, B.Diu, F.Laloé. Quantum Mechanics. New York, John Wiley &

Sons, 1977.

[9] E.Butikov. Fisica Matemadtica. Rio de Janeiro, Guanabara Dois, 1978.

73



[10] R.P.Feynman, A.R.Hibbs. Quantum Mechanics and Path Integrals. New York,
McGraw-Hill, 1965.

[11] L.S.Schulman. Techniques and Applications of Path Integration. New York, Wiley,
1981.

[12] H.Kleinert. Path Integrals in Quantum Mechanics,Statistics and Polymer Physics. 2.

ed. New Jersey, World Scientific, 1995.
[13] P.A.M.Dirac. Rev.Mod.Physics 17 (1945) 195.
[14] R.P.Feynman. Rev.MOd.Physics 20 (1948) 367.
[15] H.Goldstein. Classical Mechanics. 2.* ed. New York, Addison-Wesley, 1980.
[16] P.Moretti. Phys.Rev. A46 (1992) 1233.
[17] B.Gaveau, L.S.Schulman. J.Phys. a19 (1986) 1833.
[18] C.Grosche. J.Phys. A23 (1990) 5205.
[19] H.Kleinert. I. Mustapic. J.Math.Phys. 33 (1992) 643.
[20] M.A.M.de Aguiar. Phys.Rev. A48 (1993) 2567.

[21] M.C.Gutzwiller. Chaos in Classical and Quantum Mechanics. New York, Springer-

Verlag, 1990.

[22] M.C.Gutzwiller. The Semi-Classical Quantization of Hamiltonian Systems. Les

Houches, Lectures Notes for Summer School, 1989.
[23] L.S.Schulman. Phys.Rev.Lett. 49 (1982) 599.

[24] B.K.Cheng, M.G.E.da Luz. J.Phys. A25 (1992) 2033. B.K.Cheng. J.Phys. A23 (1990)
5807.

74



[25] R.E.Crandall. J.Phys. A26 (1993) 3627.

[26] M.G.Rozman, P.Reineker. Phys.Rev. A49 (1994) 3310.

[27) M.Kira, I.Tittonem, W.K.Lai, S.Stenholm. Phys. Rev. A51 (1995) 2826.
[28] M.G.E.da Luz. (submetido & publicagao ).

[29] M.G.E.da Luz, E.Vicentini, B.K.Cheng. (submetido & publicagdo ).

[30] D.Lessie, J.Spadaro. Am.J.Phys. 54 (1986) 909. P.W.Anderson, D.J.Thouless,
E.Abrahams, D.S.Fisher. Phys.Rev. B22 (1980) 3519. J.E.Beam. Am.J.Phys. 38

£ o -\



