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est di au hasard."
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RESUMO

O entendimento dos mecanismos dinamicos que levam a formagao de estados turbu-
lentos em sistemas espacialmente estendidos constitue um problema de grande importan-
cia. E observado que em alguns sistemas essa transicio acontece de maneira intermitente,
ou seja, a dindmica oscila de uma maneira aparentemente aleatoria entre estados de caos
temporal e estados turbulentos, e a energia de cada um destes estados reside em ramos di-
ferentes e que nao se sobrepoem. Neste trabalho, estao apresentados os resultados obtidos
no estudo de uma transicao de caos temporal para turbuléncia, que acontece de maneira
intermitente, na equacao de onda longa regular forcada e amortecida, um modelo que
representa diferentes problemas fisicos, entre eles a dinAmica de uma onda de deriva ele-
trostatica em um plasma. As propriedades estatisticas da série temporal da energia da
onda mostram que a transicao acontece segundo um comportamento dindmico conhecido
que recebe o nome de intermiténcia on-off de dois estados. A anélise posterior da dis-
tribuicao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito sugere que a perda de estabilidade
transversal dos atratores do sistema no espaco de fase de Fourier é o mecanismo dinamico
por tras da intermiténcia e que, portanto, leva o sistema a um estado turbulento. No caso
especifico do modelo estudado, o aumento da intensidade do forcamento induz a perda
de estabilidade transversal em um atrator de baixa energia, que leva ao surgimento da
intermiténcia e portanto do caos espaco-temporal no sistema.
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ABSTRACT

The understanding of the dynamical mechanisms that lead to the formation of
turbulent states in spatially extended systems constitutes a major problem. It is observed
that in some systems this transition occurs intermittently, i.e., the dynamics fluctuates
in a seemingly random way between states of temporal chaos and turbulent states, and
the energy of each state lives in different branch that do not overlap. In this work,
one presents the results obtained in the study of a transition from temporal chaos to
turbulence which happens in an intermittent way, in the forced and damped regularized
long wave equation, a model which represents different physical problems, among them
the dynamics of an electrostatic drift wave in a plasma. The statistical properties of
the time series of the wave energy show that the transition takes place accordingly with
a known dynamical behavior named in the literature as two state on-off intermittency.
The further analysis of the distribution of the finite time Lyapunov exponents suggests
that the loss of transversal stability of the system attractors in the Fourier phase space is
the dynamical mechanism behind the intermittency and, therefore, leads the system to a
turbulent state. In the specific case of the studied model, the increase in intensity of the
forcing induces the loss of transversal stability in a low-energy attractor, which leads to
the emergence of intermittency and therefore spatiotemporal chaos in the system.
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CAPITULO 1

Introducao

"Turbulence is the most important un-

solved problem of classical physics."

Richard Feynman

A turbuléncia é um fen6meno presente em véarias situacoes fisicas diferentes, que
vao desde o movimento complicado de um fio de fumaca subindo da ponta de um cigarro,
passando pela formacao de padrées em nuvens e reagoes quimicas, até a dinamica de
um plasma confinado em um tokamak. Podendo ser entendida, a grosso modo, como o
comportamento complexo apresentado por fluxos espaciais, a turbuléncia é um fené6meno
de extrema importancia e ainda assim muito pouco compreendido. De fato, em 2005, foi
publicado na revista Science um artigo listando varias questoes cientificas, consideradas
de primeira importancia, e que ainda permaneciam sem solugao [I]. Entre elas estava
a seguinte questao: “Nos podemos desenvolver uma teoria geral da dinamica de fluxos
turbulentos e do movimento de materiais granulares?”, que ilustra a auséncia de um
entendimento a respeito dos mecanismos dinamicos que levam a turbuléncia.

Na tentativa de ampliar essa compreensao diferentes abordagens sao utilizadas,
muitas delas balizadas pela teoria de sistema dinamicos nao-lineares. Uma das primeiras
importantes conexoes entre esta teoria e o fenomeno da turbuléncia foi feita no trabalho
seminal de Ruelle e Takens [2]. A ideia principal é que apesar de um sistema hidrodinamico
possuir muitos graus de liberdade (rigorosamente infinitos), apenas alguns poucos sao
excitados durante o comeco da turbuléncia, mas estes sao suficientes para iniciar uma
dindmica complexa e imprevisivel [3], que possui grande semelhanca com a dinamica de
caos deterministico.

As propriedades de sistemas cadticos de baixa dimensionalidade constituem hoje
um campo de estudos ja bem estabelecido, com um corpo extenso de trabalhos teoricos,

e com uma grande quantidade de resultados numéricos e experimentais. No entanto, a
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dinamica de sistemas de alta dimensionalidade ainda apresenta grandes desafios e pro-
blemas sem solucao. Dentre estes encontra-se o entendimento dos mecanismos que levam
ao inicio da turbuléncia — ou caos espago-temporal — em fluidos, plasmas ou outros
sistemas espacialmente estendidos [4].

Existem vérias opcoes de sistemas espacialmente estendidos a disposicao. Desde os
mais simples, onde tanto as variaveis temporais quanto espaciais sao discretas (autématos
celulares ou rede de mapas acoplados) até os mais complexos, onde todas as variaveis sao
continuas (equagoes diferenciais parciais). A escolha do sistema mais adequado envolve
decidir entre o realismo fisico dos sistemas complexos, ou a facilidade técnica dos mais
simples.

Uma classe de modelos que concilia relativamente bem esses dois extremos cor-
responde as equacoes diferencias parciais com apenas uma dimensao espacial. Dentre
estas, uma boa escolha corresponde a equacao de onda longa regular forcada e amorte-
cida (EOLR) [, 6]. Derivada em varios contextos fisicos diferentes, ela possui uma gama
de aplicacoes bastante grande, e no limite unidimensional é relativamente simples de ser
tratada numericamente através do método pseudo-espectral [7], que além de ser eficiente
numericamente, fornece uma andlise em termos de modos de Fourier bastante adequada
para o estudo da turbuléncia.

A equacao de onda longa regular forcada e amortecida tem sido foco de pesquisas,
com uma abordagem via sistemas dinamicos, desde a década de 80 [6], [§]. Desde os pri-
meiros trabalhos percebeu-se a grande variedade de comportamentos dinamicos presentes
neste modelo: solugbes com estados estacionarios (do tipo onda propagante), solucoes
periddicas, quasiperiddicas, ou caoticas [6]. Sendo que estas solugdes cadticas no tempo
podem ou nao coexistir com solugoes que sdo também cadticas no espago (caos espago-
temporal) [§8]. Também ja se tinha percebido a existéncia de parametros para os quais
a EOLR apresenta dois atratores distintos no espaco de fase, cada um correspondente a
um ramo de energia diferente [8], caracteristica que foi descrita como histerese, para todo
valor de parametro em que este comportamento foi observado.

Transicoes de caos temporal para caos espaco-temporal sempre foram objeto de
interesse nos estudos deste modelo. Em um trabalho publicado em 2000 [9], Kaifen
He descreveu um fenémeno chamado “padrao de ressonancia” que funcionaria como um
gatilho de caos espaco-temporal no sistema. A ideia é relativamente simples: o sistema
é excitado para um estado turbulento, sempre que o perfil espacial se aproxima de uma
solucao estacionaria instavel.

Véarios trabalhos posteriores verificam a existéncia de um comportamento intermi-
tente nesta equagao para um conjunto de parametros adequadamente escolhidos [10-H12].
Nestes trabalhos, observa-se que a intermiténcia esta presente no inicio da turbuléncia
neste sistema, de tal maneira que durante a transicao o sistema alterna entre estados de

caos temporal e estado turbulentos.



De forma geral, acreditava-se que este comportamento intermitente era gerado por
uma crise interior, um mecanismo dinamico bem compreendido e largamente descrito na
literatura [I3]. No entanto, intermiténcias do tipo caos-caos geradas por crise possuem
uma caracteristica peculiar: regioes do espaco de fase ocupadas pelo atrator pré-crise estao
ainda disponiveis para trajetorias no atrator pos-crise. Logo, em qualquer anélise dina-
mica feita por uma quantidade escalar integrada (como, por exemplo, a energia da onda
integrada sobre todo o dominio espacial), espera-se que haja alguma sobreposi¢ao entre
os limites dos intervalos de variacao desta grandeza escalar, antes e depois da transicao.

No entanto, nos resultados obtidos para a equagao de onda longa regular forcada
e amortecida, esta caracteristica nao é observada. Portanto, deve existir algum outro
mecanismo dinamico responsével pelo comportamento intermitente observado. A investi-
gagao deste mecanismo corresponde ao principal objetivo deste trabalho, cujos resultados
e conclusoes subsequentes foram publicados nas referéncias [14HI6].

Nos capitulos seguintes estao organizados os resultados obtidos no estudo de uma
transicao de caos temporal para turbuléncia, que acontece de maneira intermitente na
equacao de onda longa regular forcada e amortecida. No capitulo [2| estao descritos varios
conceitos teoéricos basicos, referentes a teoria de sistemas dinamicos nao-lineares e a teoria
de turbuléncia. No capitulo |3 estao detalhes a respeito da derivacao da equacao de
onda longa regular forcada e amortecida, assim como algumas de suas propriedades e
a descricao do método de integracao. Os detalhes técnicos a respeito da integracao da
equacao também estao no capitulo

Os resultados obtidos estao apresentados no capitulo |4, onde pode-se ver, em de-
talhes, como acontece a transicao de caos temporal para turbuléncia, as propriedades
estatisticas da transicao, e a sua relacao com um mecanismo de dinamica nao-linear cha-
mado de variabilidade da dimensao instavel. Finalmente, no capitulo[estao as conclusoes
finais do trabalho.



CAPITULO 2

Introducao Teoérica

"Chaos is a friend of mine."

Bob Dylan

Em 1820, o matematico francés Pierre-Simon de Laplace escreveu em sua obra
Teoria analitica de probabilidade o que viria a ser uma das mais famosas citacoes a respeito

do sucesso do determinismo classico:

Um intelecto que, em dado momento, conhecesse todas as forcas que dirigem
a natureza e todas as posicoes de todos os itens dos quais a natureza é com-
posta, se este intelecto também fosse vasto o suficiente para analisar essas
informacgoes, compreenderia numa tnica férmula os movimentos dos maiores
corpos do universo e os do menor atomo; para tal intelecto nada seria incerto

e o futuro, assim como o passado, seria presente perante seus olhos.

Baseada fortemente no sucesso da mecanica Newtoniana, esta ¢ uma visao de
mundo onde a previsibilidade é consequéncia da possibilidade de se expressar leis fisicas
em termos de equacoes diferenciais. Um conjunto dessas equacoes descrevendo qualquer
sistema fisico, juntamente com um conjunto de condicOes iniciais, seria capaz de pre-
ver o futuro deste sistema mesmo em um instante de tempo infinitamente distante no
futuro [17].

O que Laplace nao poderia ter previsto no momento, é que este conceito de deter-
minismo absoluto viria a ser destruido pelas teorias fisicas futuras. De fato, a mecanica
quantica substituiu este mundo extremamente previsivel e ordenado por um outro onde
probabilidades sao tudo o que se pode saber a respeito de um sistema fisico. No entanto,
apesar da mecanica quantica ter acabado com o determinismo no campo da filosofia da
ciéncia, o seu limite de aplicagao é limitado ao mundo microscopico, de tal forma que
no mundo macroscopico as leis de Newton ainda sao validas e, portanto, também o é o

determinismo cléssico e a sua previsibilidade.

4



2.1. Sistemas Dinamicos ndo-lineares 5

O problema ¢ que varios sistemas classicos se mostraram extremamente dificeis de
serem resolvidos, o melhor exemplo sendo o problema de trés corpos [I8], que apenas de-
pois de décadas de esforco foi descoberto como um problema impossivel de ser solucionado.
Foi Poincaré, durante o século XIX, que introduziu um avanco no estudo destes sistemas.
Tendo adotado uma abordagem mais qualitativa, ele propds perguntas a respeito da es-
tabilidade do sistema solar, por exemplo, ao invés de tentar obter uma formula analitica
para a trajetoéria dos planetas. Além disso ele introduziu uma abordagem geométrica que
viria a ser o inicio da dinamica moderna. Mas, talvez, uma de suas contribuicoes mais
importantes tenha sido o vislumbre da possibilidade de caos, onde um sistema dinamico
apresentaria um comportamento aperidédico e sensivel as condicoes iniciais, prejudicando
assim a previsibilidade dos sistemas a longo prazo [19].

A teoria introduzida por Poincaré ficou esquecida nos circulos de fisica até 1963,
quando, gracas ao advento dos computadores modernos, foi possivel a Edward Lorenz,
um meteorologista do MIT, simular um modelo simplificado da dinamica atmostférica,
composto de apenas trés equacoes diferenciais ordinarias. O interessante é que as solucoes
numéricas destas equagoes nunca chegavam a uma condi¢ao assintotica de equilibrio ou
periodicidade. Além disso, quando realimentado com as mesmas condicdes iniciais, o
computador gerava uma solucao diferente da simulada anteriormente. O que Lorenz
descobriu é que o seu sistema era intrinsecamente imprevisivel [19]. Este comportamento
dindmico recebeu, nos anos 1970, o nome de Caos [20].

As aplicagoes da teoria desenvolvida depois do trabalho de Lorenz sao das mais
variadas. Uma das mais importantes encontra-se no entendimento do fenomeno da turbu-
léncia [3]. Para facilitar o entendimento do leitor, neste capitulo apresenta-se uma breve
revisao dos conceitos basicos da teoria de sistemas dinamicos nao-lineares e da teoria de

turbuléncia [4].

2.1 Sistemas Dinamicos nao-lineares

Um sistema dinamico pode ser definido como uma prescricao matemética determi-
nistica para a evolu¢ao de um sistema no tempo [I3], onde o tempo pode ser uma variavel

continua ou discreta. Um exemplo de sistema dinamico é representado por um sistema

de N equacoes diferenciais de primeira ordem em N variaveis x = (2, ... 2(™) [21]:
d
== flat), (2.1)

uma solu¢ao de um sistema dinamico é uma funcao vetorial & (xy, t) que satisfaz a equacao
x(x,0) = xy. O espaco N-dimensional definido por (zV), ..., z™)) é chamado de espaco
de fase, e a curva tracada neste espaco por x(xo,t) é a trajetdria do sistema. £ comum

referir-se a um sistema dindmico de tempo continuo por fluzo.
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No caso de sistemas a tempo discreto, também chamados de mapas, pode-se

escrevé-los em uma notagao vetorial da seguinte forma:

Tn1 = M(xz,), (2.2)

) . . ) (2 N e e
onde x,, € um vetor N-dimensional, &, = (x% ), x,(l ), e ,:Ly(1 )). Dada uma condicao inicial

xo, 0 estado em n = 1 é obtido pela simples iteragao da equagao (2.2): &3 = M (xo) e,

neste caso, uma trajetoria do sistema é dada pelo conjunto {xq, 1, o, ...}

2.1.1 Analise de Estabilidade

No caso especifico de sistemas dinamicos nao-lineares pode ser muito dificil en-
contrar a trajetoria x(xg,t) analiticamente, na maioria esmagadora dos casos é de fato
impossivel. Apesar da solucao numérica ser sempre acessivel, uma outra maneira interes-
sante de aumentar o entendimento a respeito da dinamica de um sistema envolve estudar

a estabilidade do seus pontos de equilibrio * [13], onde:

f(w*’t> = 07 (23)

para tanto, estuda-se o comportamento de trajetorias proximas a x*. Considerando uma

fungao do tempo n(t) cuja magnitude assume-se ser pequena, tem-se:

f(x*+mn) = f(x*)+ Df(x") -n+ O(n°), (2.4)

onde Df é a Jacobiana do sistema. Utilizando a equagao (2.3, e negligenciando termos
de ordem n?, obtém-se entdo a lei de evolucdo temporal de uma perturbacio préxima a

um ponto de equilibrio:

n(t) = Df(z") - n(t). (2.5)

Supondo solugoes do tipo n(t) = e*e (onde e sdo os autovetores da matriz Jaco-
biana), entao (2.5 se torna uma equacao de autovalor: Df - e = Ae cuja solugao pode

ser escrita como:
N
n(t) = ZAkeke)‘kt, (26)
k=1

onde A, sao coeficientes constantes, e tanto os autovetores e, quanto os autovalores
correspondentes A\, podem ser reais ou complexos. A anéalise de estabilidade do ponto de
equilibrio «* ¢ feita através do sinal da parte real dos autovalores. Se R[\;] < 0 entao x*

é estavel na direcdo definida por ey, e é instavel se R[A;] > 0. No caso em que R[\;] = 0,
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o ponto z* ¢ indiferente na direcao de ey, i.e., nao é estavel ou instavel. Por sua vez, a
parte imaginaria dos autovalores define a maneira como a trajetéria se aproxima ou se
afasta de &*, monotonicamente se S[\;] = 0, espiralmente caso contrario.

Pode-se ainda definir o espacgo tangente T ao ponto * como aquele cujos vetores de
base estao na dire¢io dos autovetores (ey) da Jacobiana calculada no ponto fixo (D f(x*)).
Tal espaco pode ainda ser decomposto como o coproduto entre trés subespacos: E®, E* e
E€ tal que T* = E° @ E" & E°. Definidos como:

Subespaco estavel: é aquele gerado por ng vetores v; colineares a autovetores e cujos

autovalores associados tem parte real negativa:

E* = span|vy,va, ..., v,,[; (2.7)

Subespaco instavel: é aquele gerado por n, vetores u; colineares a autovetores e cujos

autovalores associados tem parte real positiva:

E" = span[uy, us, ..., up,|; (2.8)

Subespaco central: ¢é aquele gerado por n. vetores w; colineares a autovetores e cujos

autovalores associados tem parte real nula:

E°¢ = span[w;, wa, ..., w,.]. (2.9)

No caso particular em que nao ha um subespaco central E°, a decomposicao do
espaco tangente é feita apenas em termos de E* e E*, ie., T = E° & E"; diz-se entao
que o ponto fixo * é um ponto hiperbdlico [13].

Todas as anélises acima foram feitas considerando-se a situacao especifica onde x*
é um ponto fixo do sistema continuo . A generalizac¢do para mapas (como da equagao
(2.2))) € relativamente trivial e pode ser encontrada em [13].

No caso de interesse em que o estado de equilibrio é uma orbita periodica x(t) =
X*(t) = X*(t+7) (onde T ¢ o periodo da orbita) a analise de estabilidade ¢ feita através de
Multiplicadores de Floquet [22]. Devido a dificuldade desta técnica uma abordagem muito
mais simples é feita através da utilizagao de uma se¢ao de Poincaré [19), que transforma um
fluxo de dimensao N em um mapa de dimensao N — 1. Desta maneira, o6rbitas periddicas
do fluxo transformam-se em pontos fixos cuja estabilidade é analisada da maneira descrita
acima. Como a dimensao da superficie de Poincaré é menor que a dimensao do espago
de fase, fica faltando ainda calcular um autovalor e a sua autodirecao correspondente,
mas estes sao obtidos facilmente, uma vez que a tnica direcao possivel é ao longo da
orbita (perpendicular & superficie de Poincaré). Esta dire¢do nao é estavel ou instavel,

pois trajetorias ao longo dela nao sao atraidas nem repelidas, apenas circulam ao redor
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da orbita periodica, portanto, a inica opgao para o autovalor correspondente é zero [13].
Com todos os autovetores definidos, pode-se entdo identificar os subespacos estavel (E£?),

instavel (E") e central (E°) de 6rbitas periddicas.

Variedades estaveis e instaveis

Uma definicao de extrema importancia é aquela de variedades estaveis e instaveis
de um estado de equilibrio, seja ponto fixo ou 6rbita periddica. De maneira simples a
variedade estavel (#°) de um estado de equilibrio &* corresponde ao conjunto de todos
os pontos x tais que as Orbitas que se iniciam em @ tendem a x* quando t cresce positi-
vamente [13], i.e., |f(x) — f(x*)| — 0 para t — oo [23]. De maneira anéloga, variedade
instdavel (#*) de um estado de equilibrio * corresponde ao conjunto de todos os pontos
x tais que as oOrbitas que se iniciam em x tendem a x* quando evolui-se o sistema na
diregao de t negativo, i.e., |f(x) — f(x*)| — 0 para t - —oc.

Quanto & dimensionalidade das variedades, #'° possui a mesma dimensao n, que
o subespago estavel de x*, E°; assim como #* tem a mesma dimensao n, de E". Além
disso, o Teorema da variedade estdvel [23| diz que nas vizinhancas de x*, o espago gerado
pelos autovetores de D f(a*) associados a autovalores cuja parte real é negativa (positiva)
é tangente a variedade estavel (instavel) #'* (#*).

No caso simples de sistemas lineares, as variedades sao apenas retas colineares aos
autovetores da matriz Jacobiana. Quando adicionamos nao-linearidades isto é verdade
apenas localmente, distante de x* as variedades se dobram e se retorcem, e duas variedades
que nao sao do mesmo tipo — ambas instaveis ou estaveis — podem inclusive se cruzar. Estes
cruzamentos sao responsaveis pela complexidade da dinamica de sistemas nao lineares, e
podem ser de dois tipos: homoclinicos quando ha cruzamento entre as variedades estavel
e instavel do mesmo ponto ou érbita x*; heteroclinicos quando uma variedade estavel de

x* se cruza com uma variedade instavel de outro estado de equilibrio x**.

2.1.2 Atratores Caodticos e Expoentes de Lyapunov

Pode-se classificar sistemas dinamicos em duas classes: (1) Os conservativos sio
aqueles cuja evolucao temporal preserva volumes no espaco de fase, i.e., respeitam o
teorema de Liouville [24]; (2) os dissipativos contraem volumes no espaco de fase, uma
caracteristica importante porque permite a existéncia de conjuntos atrativos imersos nesse
espaco, chamados de atratores [13].

De maneira simplificada, atratores podem ser entendidos como subconjuntos limi-
tados do espaco de fase para os quais regioes de condigoes iniciais de volume diferente de
zero tendem assintoticamente quando o tempo cresce. Estes atratores podem ser pontos
fixos, orbitas periodicas (também chamadas de ciclos limites) ou entao atratores cadticos.

Apesar de nao haver um consenso a respeito de uma definicao formal de atrator |19, 25],



2.1. Sistemas Dinamicos ndo-lineares 9

pode-se ainda assim defini-lo de uma maneira mais precisa como um conjunto fechado .o/

com as seguintes propriedades [19]:
1. &/ é um conjunto invariante, i.e., qualquer trajetéria x(t) em o/ permanece em 7.

2. o/ atrai um conjunto aberto de condigOes iniciais, i.e., existe um conjunto aberto
% que contém 7 tal que dado x(0) € %, entdo a distancia entre x(t) e <7 tende

a zero para t — oo. O conjunto % é chamado de bacia de atracdo de <.

3. &/ é minimo, no sentido de que nao ha nenhum subconjunto de &/ que satisfaca as

condicoes 1 e 2.

Pode-se ainda definir a dinamica transiente do sistema aquela em que x(t) € % mas

Dentro do escopo deste trabalho, é suficiente definir um atrator .o/ como cadtico se
uma trajetoria em o/ apresenta dependéncia sensivel as condigoes iniciais [13], i.e., dadas
duas condigbes iniciais @y e x[, = xy + n, onde M é pequeno, em um tempo ¢ posterior
tem-se que: ||x(xo,t) — z(xh,t)|| ~ .

A quantificagdo da taxa de divergéncia local entre condicoes iniciais proximas é
feita através do computo do espectro de expoentes de Lyapunov, que de maneira intuitiva
podem ser entendidos da seguinte forma: dada uma N-esfera de condi¢oes iniciais centrada
em x, com raio dr, apés um tempo t, ela se transforma em um N-elipsoide centrado em

Aot ANt

x(xo,t) cujos eixos principais sao dados por dreMt, drer2t, .. dre*t onde os niimeros

A1, A2, - .., Ay correspondem aos expoentes de Lyapunov [17], como representado na figura

2.1

sreht

Figura 2.1: Desenho esquematico representando a ideia intuitiva por tras dos expoentes
de Lyapunov, onde uma N-esfera de condicoes iniciais evolui no tempo para um /N-
elipsoide cujos comprimentos dos eixos principais fornecem os expoentes de Lyapunov.

De maneira formal, considera-se um deslocamento infinitesimal de oy na direcao
de um vetor tangente y,, cuja evolu¢ao temporal, no caso de sistemas continuos, é dada

por:

y(t) = Df(x(t)) - y(t), (2.10)
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o expoente maximo de Lyapunov na dire¢do ug = y,/|y,|, € entao definido como:

lim - In (M) , (2.11)

Mo, o) = fim 3In { T
0

onde y(t)/|y(t)| é a direcdo de um deslocamento infinitesimal da érbita em x(xq,t); e
[y(®)]/lyol € o fator de expansdo (|y(t)| > |yol) ou contragao (jy(t)| < [yol) [L3]. E

possivel escrever y(t) em fungio de y, da seguinte maneira:

y(t) = M(zo,1) - yo, (2.12)

onde M (xo,t) é a chamada matriz de monodromia ou fundamental do sistema, cuja

equacao de evolucao temporal é dada por:
M = Df(z(t))- M, (2.13)

com condicao inicial M (xy,0) = I. De tal forma que, utilizando as equagoes (2.12)) e

([2.11)), tem-se entao:
o1
)\(wo,'U,()) = thm ¥1n|M(m07t) "U,O|7 (214)
— 00

é importante ressaltar que, apesar da dependéncia com x,, os expoentes de Lyapunov
sao os mesmos para todos os pontos xy dentro da bacia de atracao do atrator, exceto
para um conjunto de medida de Lebesgue nula, de tal forma que pode-se simplificar a
notagao omitindo xy em , assim denota-se apenas por \; os N diferentes expoentes
de Lyapunov do sistema, ordenados de tal forma que Ay > Ay > ... > Ay. Além disso,
se a base do espaco tangente y for escolhida de forma aleatoria, entdo o valor de A(ug)
tende ao maior valor possivel, ou seja, \; [26].

Do ponto de vista computacional, o calculo dos expoentes de Lyapunov nao pode
ser feito desta maneira, pois como a equagao (2.12)) é linear em y(t), a magnitude destes
vetores divergem exponencialmente. Uma solucao para este problema foi desenvolvida
independentemente por Bennetin et al. [27] e por Shimada e Nagashima [26]. O proce-
dimento consiste em ortonormalizar a matriz M a cada intervalo de tempo 7 através do
processo de reortonormalizacao de Gram-Schmidt (RGS).

Os vetores de base do espago tangente (ex(t)), depois de submetidos & RGS origi-
nam uma nova base ortonormal (e}). Todos os e(t), depois de um tempo 7, tendem a
apontar para a direcao do espaco tangente que esta crescendo mais rapidamente, de tal
forma que a escolha da ordem em que sera feita a ortonormalizagao é arbitraria [28]. O pro-
cedimento de Gram-Shimdt nunca afeta a dire¢ao do primeiro vetor calculado, de tal forma
que e} ainda aponta na dire¢do de maior crescimento, logo define-se agﬁ) [x(f1)] = e1(7)

como o fator de expansao (ou contragao) na diregao de e} no passo . A respeito de e,
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a unica coisa que se pode dizer é que, juntamente com e}, ele define o plano de maior
crescimento do fluxo, assim o’ [x((T)] = es(T) - €} & a taxa de crescimento do fluxo na
diregao e} no passo ¢ [28]. De forma geral a,(f) [x({T)] = ex(T) - €], corresponde ao fator
de expansao ou contracao do fluxo na direcao ej, no (-ésimo passo. Este procedimento é
entao repetido por todos os N vetores ex(7), por [ passos distintos, de tal forma que os

expoentes de Lyapunov a tempo infinito calculados numericamente sao dados por:

l

1

Ao > " In(of [z (7)) (2.15)
=1

Pode-se ainda definir os expoentes de Lyapunov a tempo ﬁm't (S\i(mo,r) que

quantificam apenas a taxa local de divergéncia logaritmica do fluxo:

Ai(To, 7) = %ln(ai[mo]), (2.16)

onde, neste caso, ¢ importante ressaltar que existe uma dependéncia com a condigao inicial

escolhida x(, expressa na dependéncia da taxa de compressao «;.

2.1.3 Hiperbolicidade e variabilidade da dimensao instavel

Um conceito muito importante na teoria de sistema dinamicos é o de hiperboli-
cidade. Apresentado na secao [2.1.1] para o caso especifico de pontos fixos, ele pode ser
estendido para qualquer conjunto invariante do sistema, como por exemplo um atrator
caotico [13]. Diz-se que o conjunto invariante ¥ é hiperbolico se o espaco tangente T, asso-
ciado com qualquer ponto @ € Y pode ser decomposto como um coproduto 7, = E°* @ B,
onde E* e E" sdo os subespagos estéveis e instaveis, respectivamente |29 B0] — com di-

mensao ng e n,. As seguintes propriedades precisam ainda ser satisfeitas:

1. A decomposicao E° @ E" varia continuamente com & € X, e é invariante no sentido
que Df(E3") = E;;g;w i.e., é possivel encontrar em Y bases para ES e EY que

variam de forma continua com x.

2. Existe uma constante 0 < p < 1 tal que, se y € EZ entdao |[Df(x)y| < plyl; e se
y € B2 entio | DS (@)y| < ply] [31].

Os conjuntos hiperbolicos sao importantes porque muitas de suas propriedades po-
dem ser obtidas matematicamente de forma rigorosa [13] [30], e.g.: (i) variedades estaveis
e instaveis podem ser definidas para todo @ € ¥; (i) o conjunto X e a sua dindmica sao
estruturalmente estaveis, i.e., suas estruturas topologicas nao mudam quando se adiciona

um pequeno ruido a funcdo f; (iii) se uma pequena quantidade de ruido é adicionada a

! Abreviados pela sigla ELTF
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um sistema hiperboélico com um atrator caotico, entao a trajetoria ruidosa é sombreada
por uma trajetoria real do processo sem ruido [32], i.e., ambas permanecem proximas por
um longo periodo de tempo (um tempo infinito no caso de sistemas hiperbolicos). Esta
ultima propriedade é particularmente importante porque garante que trajetorias simula-
das em um computador de fato representem a dinamica do sistema. No entanto, a grande
maioria dos problemas de interesse fisico sdo nao-hiperbolicos [29].

Uma das maneiras pelas quais um sistema falha em ser hiperbdlico é através do
mecanismo chamado Variabilidade da dimensao instdvel (UDV, do inglés: Unstable Di-
mension Variability), neste caso a decomposi¢do do espago tangente em E* & E® ndo
varia de forma continua ao longo do conjunto invariante, devido a dimensao do subespaco
instavel n, assumir diferentes valores em diferentes pontos do conjunto. Um exemplo
simples consiste de um sistema cuja dinamica dependa de um parametro p € R, dado
por &(t) = f,(x); se para algum valor de i = p existe um conjunto cadtico inva-
riante Y, e imersos em X existem pontos de equilibrio, (pontos fixos ou orbitas perio-
dicas, representados por x*). Diz-se entdo, sem perda de generalidade, que o sistema
apresenta UDV se existirem pelo menos dois pontos distintos ] e x5 em X, tais que
Ny = dim E*(x}) # n,e = dim E¥(x}). Uma vez que as infinitas imagens e pré-imagens
de ambos os pontos possuem dimensao instavel igual & de ] e x3, entao existem dois
conjuntos de pontos em ¥ com dimensao instavel diferente, caracterizando a UDV.

A existéncia de UDV em um sistema dinamico nao requer a existéncia de uma
variedade invariante . Basta que exista um conjunto cadtico €, no qual existe um
conjunto denso de drbitas periodicas longitudinalmente instaveis, responséaveis pela dina-
mica cadtica em %. Se algumas dessa Orbitas forem transversalmente estaveis, e outras
transversalmente instaveis, entao o sistema apresenta UDV.

Na figura estd uma representacao esquematica de UDV em uma mapa bi-
dimensional. Neste caso, o subespaco invariante Y esti representado por uma linha ho-
rizontal. Imerso neste subespaco estd um conjunto denso aberto de pontos de sela, que
correspondem aos pontos que sao instéveis na diregao longitudinal (horizontal na figura),
mas estaveis na direcdo transversal (vertical na figura). Entrelagado aos pontos de sela
existe um conjunto aberto denso de pontos fixos instaveis em ambas as direcoes. An-
corados a estes pontos existem estruturas em formato de “linguas” [33], formadas pela
instabilidade transversal dos pontos fixos imersos em Y, estas estruturas oferecem para
trajetorias que estdo nas vizinhancas da variedade uma regidao de escape. Apesar de ser
bastante simples, esta representagao feita para um mapa bidimensional pode ser facil-
mente extrapolada para sistemas mais complexos. Basta lembrar que para todo fluxo
de dimensao N pode-se associar um mapa de dimensao N — 1 através de um secao de
Poincaré.

E importante notar que essa estrutura nao-hiperbolica produz uma intensa perda

de sombreabilidade, i.e., ndo se pode mais assegurar que as trajetorias com ruido (como
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Conjunto denso e aberto de ”linguas” N

N

Trajetéria

— l l | |

Subespago Invariante 3 BEstouros

Orbita Periédica Transversalmente Instavel

Conjunto denso e aberto de selas Variedade Invariante 3 /
(a) Se o subespago X apresenta UDV, entao es- (b) Uma trajetéria nas vizinhancas de ¥ possui
tao imersos nele pontos que sao transversalmente uma dindmica semelhante & da variedade, ao se
estaveis (pontos de sela) e instaveis (“linguas”), aproximar de uma orbita periddica transversal-
os pontos com instabilidade transversal oferecem mente instavel ela experimenta um estouro, e é
uma regiao de escape para trajetorias proximas mandada entao para regioes mais distantes do es-
da variedade. paco de fase.

Figura 2.2: Desenhos esquematicos representado UDV e a sua conexao com a intermi-
téncia on-off

sao as geradas por computador) de fato acompanhem uma trajetoéria real do sistema
[32, B3]. A sombreabilidade é prejudicada principalmente quando a UDV ¢é maéxima,
neste caso o tempo de sombreabilidade tende a desaparecer [33], ou seja , ndo se pode
assegurar que uma trajetoria com ruido (como sao todas as simuladas em computador)
esteja proxima de uma trajetoria real do sistema, comprometendo assim a confiabilidade
de simulag¢oe numéricas. De fato até mesmo quantidades estatisticas podem ser alteradas
pela amplificagdo do ruido inerente de simulag¢oes computacionais [34].

Uma das maneiras pela qual a UDV leva a perda de sombreabilidade em um sistema
dindmico é através do mecanismo de intermiténcia on-off. Neste caso a dinamica apresenta
dois comportamentos bastante distintos: um comportamento desligado (off ), no qual a
dinamica do sistema é semelhante & de uma variedade ¥ imersa no espaco de fase; e
um comportamento ligado (on), onde acontece um estouro que afasta a trajetoria da
variedade [35, B6]. Os estados desligados sdo também chamados de estados laminares
ou platos, a duragao (7) desses estados é aleatoria, sendo determinada pela dinamica
caotica inserida na variedade, no entanto a fungao distribui¢do de probabilidade P(7) é
bem determinada, e pode ser utilizada para caracterizar o mecanismo de intermiténcia.
A funcao P(7) fornece a probabilidade de encontrar estados laminares de duracdo 7 e

7 + dr, e possui forma analitica dada por [30]:

v

TV para T pequeno;

P(r) ~ (2.17)

T

e” para 7 grande.
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Para uma classe de sistemas de baixa dimensionalidade foi demonstrado que v = —g [36].
No entanto para sistemas mais gerais de alta dimensionalidade nao se pode prever ao
certo qual valor que os expoentes devem assumir.

E preciso ainda determinar qual a relacio entre a UDV, que trata da evolucio linear
de perturbagcoes infinitesimais no espago tangente; e a intermiténcia on-off, que lida com a
evolucao nao-linear de perturbagoes que leva o sistema a diferentes comportamentos. Tal
conexao ¢ feita através das estruturas em forma de “lingua” representadas na ﬁgura
para entender melhor esta relacao, pode-se acompanhar a evolugao no tempo de uma
trajetoria arbitraria que se aproxima de uma variedade Y. Quando a trajetéria estd nas
vizinhancas de 3, ela apresenta uma dinamica semelhante a do conjunto ca6tico imerso
na variedade. No entanto, ao se aproximar de uma o6rbita periédica transversalmente
instavel ela eventualmente visita uma dessas “linguas” e é entao repelida da variedade,
fenomeno chamado de estouro [33]. Este mecanismo esta representado esquematicamente
na figura

O retorno da trajetoria para as vizinhancas da variedade é determinado pela quan-
tidade de orbitas periddicas transversalmente instaveis, i.e., se estas representam menos
de 50% (no sentido de medida) das orbitas periddicas imersas em 3, entdo a variedade é
globalmente estavel e as trajetorias sao atraidas de volta para as vizinhancas de X e todo
0 processo se repete.

A quantificacao da UDV é feita através da funcao distribuicdo dos expoentes de
Lyapunov a tempo finito (2.16). Uma vez que estes representam a taxa local de diver-
géncia logaritmica do fluxo, entao localmente as direcoes associadas a cada expoente de
Lyapunov positivo expandem o subespaco instdvel E%, e as associadas a expoentes ne-
gativos expandem o subespaco estavel E°. Logo, se houver algum expoente 5\1(75) que
assuma valores positivos e negativos em diferentes pontos da trajetoria, entao o sistema
apresenta UDV [29] 30], 33].

De maneira geral, a funcao de distribuicao do expoente de Lyapunov a tempo finito

Ai(x,t) possui a forma [30]:

N tG” /\i _ .
PO (1)) ~ ) *E A e, (2.18)

onde \; é o expoente de Lyapunov a tempo infinito, e a fungao G()\;) possui as seguintes

propriedades: G(\;) = G'(\;)) = 0 e G"(\;) > 0. Logo, expandindo G();) no argumento
da exponencial em (2.18) ao redor de \;, o primeiro termo diferente de zero resulta em
um funcao gaussiana:

- tG/l(/\l) _tG/;()\i)(')“\i_Ai)Q

PO t) ~ 1) 0

o (2.19)

2Por simplicidade de notacéo, a dependéncia de \;(t) com a condicio inicial x, sera omitida daqui em
diante, no entanto deve ser sempre subentendida.
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e o expoente de Lyapunov a tempo infinito ¢ dado por:

Logo, para que o sistema apresente UDV| basta que a funcao (2.19)) esteja ao redor
de zero, de tal forma que i apresente valores positivos e negativos. Ja a quantificacao da

intensidade da UDV é feita através da fragao de expoentes positivos [37]:

B(t) = /OOO Pu()dis, (2.21)

onde ®(t) fornece a razao de todos os expoentes de Lyapunov a tempo finito ¢ que as-
sumem valores positivos. Se 0 < ®(t) < 0,5 entdo o sistema apresenta UDV, mas a
variedade ainda é globalmente estavel. Se ®(¢) > 0,5 entdo a variedade possui mais or-
bitas periddicas transversalmente instaveis do que estaveis, portanto ela é globalmente
instavel, mas ainda possui UDV. O ponto de bifurcacao no espaco de parametros em que

®(t) = 0,5 é chamado ponto de bifurcacao de ruptura.

Intermiténcia On-Off de dois estados

Um caso particular do mecanismo de intermiténcia acontece quando existem, nao
apenas uma, mas duas variedades invariantes ¥ e ', cada uma ocupando uma regido
diferente do espaco de fase. Neste caso, uma trajetoria que se aproxime de Y permaneceré
em sua vizinhanca por um intervalo de tempo, até se aproximar de uma oOrbita periddica
transversalmente instavel, para entao ser repelida para longe da variedade. No entanto,
ao invés de simplesmente permanecer distante de X para retornar posteriormente e o
processo se repetir, como no caso da intermiténcia on-off (fig. 2.2(b))), agora a trajetoria
é acolhida por Y/, onde acontece exatamente o mesmo mecanismo. O resultado final é
que a trajetoria fica alternando de maneira intermitente entre as regioes do espaco de fase
delimitadas pelas duas variedades, fenomeno chamado de intermiténcia on-off de dois
estados |14 [38].

Um sistema relativamente simples pode ser utilizado para exemplificar este meca-
nismo. Para tanto, considere um mapa com duas variedades invariantes diferentes, ambas
apresentando UDV. O mapa em questdo é obtido através da seguinte equagao (construida

a partir do modelo estudado em [39]):

Tpi1 = arp(l — ) (2.22a)
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1 : Ye

5= DTy SIN(27Yy) se y, < L

Ynt1 =14 ' oo (2.22b)
5= DTy Sin 27 (Y — ye)] + 4. se yn > %

As duas variedades invariantes sao: Y correspondente a reta y = 0, e ¥’ corres-
pondente a y = y.. Inserido em cada uma delas existe um atrator cadtico, gerado gracas
a dinamica da variavel x. Este atrator é responsavel pela criacao dos pontos de equili-
brio transversalmente estaveis ou instaveis, que vao determinar a dimensao do subespago
instavel do espaco tangente, neste caso n, = 1 ou n, = 0, ou seja, ou existe um ponto
instavel inserido na variedade ou um ponto de sela.

A identificacao das dire¢oes longitudinal e transversal neste caso é bastante sim-
ples, pois cada variedade se trata de uma reta paralela ao eixo z, portanto todo a dinamica
transversal esta concentrada na direcao y. Logo, para estudar as propriedades de inter-
miténcia on-off de dois estados, basta entao analisar as propriedades da variavel y.

A dinamica transversal pode entdo ser observada através da série temporal de y,
representada na figura [2.3|(a) para os pardmetros: a = 3,8, y. = 0,25 e p = 1,73. A
existéncia de intermiténcia on-off de dois estados é claramente observada, percebe-se que
a trajetoria permanece longos periodos de tempo nas vizinhancas de uma das variedades
(y =0o0uy =y.=0,25), até ser ejetada para longe dessa variedade e posteriormente

acolhida pela outra, dando continuidade ao processo.

025 @ ® L
| R
N
.. i
<
0 [al
|

Figura 2.3: (a) Série temporal do mapa (2.22)), com 500000 pontos. (b) Distribui¢ao
dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, as linhas pontilhadas vermelha e azul corres-
pondem a ajustes nao-lineares de curvas Gaussianas no formato de (2.19).

A verificacao de que este comportamento intermitente é de fato gerado por va-
riabilidade da dimensao instavel é feita através do computo da funcao distribuicao dos
expoentes de Lyapunov a tempo finito. O sistema possui dois expoentes de Lya-
punov: Ag(n) e Ay(n). No entanto, é preciso observar o comportamento de A (n) apenas,
pois este é o unico expoente relacionado com a dinamica transversal. De fato, o expo-
ente a tempo infinito Ay depende apenas da dinamica de x, pois coincide com o expoente
esperado do mapa logistico, e é independente dos parametros p e y,.

A distribuicao do expoentes de Lyapunov a tempo finito, para n = 25, esta repre-

sentada na figura (b) por uma linha cheia preta. E evidente o fato de que existem tanto
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expoentes positivos quanto negativos, logo, existe UDV. Além disso, a distribuicao possui
uma caracteristica bimodal, composta por duas gaussianas dadas por , 0 que pode
ser verificado pelos ajustes nao-lineares representados pelas linhas pontilhadas vermelha
e azul. Este comportamente é esperado, pois cada uma dessas distribuicoes gaussianas
é caracteristica da dindmica transversal de uma das variedades. De fato, cada um dos
méaximos locais dessa distribui¢ao corresponde ao expoente de Lyapunov a tempo infinito

caracteristico da dindmica de cada variedade.

2.2 Turbuléncia

Turbuléncia é um termo cientifico usado para descrever um tipo especifico de mo-
vimento de fluidos bastante complexo e imprevisivel [40]. E extremamente presente na
nossa vida cotidiana e possui uma gama de aplicacoes extensa, que vao desde o movimento
de um fio de fumaca, até o movimento do fluxo sanguineo dentro das nossas artérias, ou
entao o complicado comportamento de um plasma de fusao dentro de um Tokamak.

Uma generalizacao da definicao de turbuléncia expande a sua aplicacao para além
do ambiente da fisica dos fluidos. De fato, uma possivel nova definicao seria chamar de
turbulento todo fluxo cadtico de sistemas espacialmente estendidos [3], onde caotico é
utilizado no sentido convencional, ou seja, um fluxo cuja dindmica apresente dependéncia
sensivel as condigoes iniciais — ou expoente de Lyapunov a tempo infinito positivo. E es-
pacialmente estendido possui uma definicdo um pouco mais vaga, mas pode ser entendido
como um sistema que possua alguma forma de dependéncia espacial, e que caracteristicas
qualitativas da dinamica nao sejam fortemente influenciadas pelo tamanho do sistema [3].

Do ponto de vista de uma anélise de Fourier, um fluxo é turbulento quando a
energia do sistema, inicialmente concentrada em alguns poucos modos de Fourier com
grandes comprimentos de onda, ¢ redistribuida através de mecanismos nao-lineares para
modos com comprimento de onda menores. Este processo é bastante conhecido e recebe
o nome de cascata de energia.

Devido a complexidade intrinseca ao fenémeno de turbuléncia, nao existe de fato
uma definicao dltima do que é um fluxo turbulento. Por isso, no decorrer deste trabalho
serd adotada uma definicao intermediaria as duas descritas acima. Um fluxo turbulento
serd todo aquele que apresenta uma dindmica cadtica no tempo e um perfil espacial
altamente irregular. Caso o perfil espacial nao seja irregular, e o sistema apresentar
caos, entao diz-se que o sistema apresenta apenas caos puramente temporal. Os termos
turbuléncia e caos espaco-temporal, no decorrer deste trabalho, serao usados sem distin¢ao
de significado.

Esta definicao é ao mesmo tempo restrita o suficiente para distinguir dois feno-
menos distintos: o caos temporal e a turbuléncia; e é também ampla o suficiente para

incorporar sob o termo turbuléncia uma variedade de fenoémenos fisicos diferentes. Por
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exemplo, a dinamica de um fluido com alto nimero de Reynolds; a formacao de padroes
em algumas reagbes quimicas; o comportamento irregular de uma chama [3]; ou ainda a
dindmica de um conjunto de trés ondas dispersivas monocromaticas acopladas [41].

Do ponto de vista teorico, o estudo de turbuléncia é bastante dificil, a despeito das
equacoes basicas serem conhecidas. No caso da turbuléncia de fluidos, deve-se entender
as propriedades da equacao de Navier-Stokes, e a de suas solugoes. No entanto, a equacao
de NS ¢é tao complicada que uma abordagem estatistica ¢ normalmente utilizada [4]. Por
isso, a utilizacao de simulagoes computacionais constitui hoje uma das mais importantes
ferramentas para o estudo da turbuléncia. Desde 1949 von Neumann ja havia previsto que
fluxos turbulentos poderiam ser simulados em um computador digital, no entanto, isso
s6 foi possivel apos o advento dos supercomputadores (aproximadamente 20 anos apos a

previsdao de von Neumann), e do desenvolvimento do método pseudo-espectral [42].

2.2.1 A teoria de Kolmogorov

Apesar de nao haver uma teoria definitiva para turbuléncia, em 1941 Kolmogorov
desenvolveu um quadro conceitual, conhecido hoje como teoria K41, que se aplica a tur-
buléncia isotrdpica e homogénea, i.e., turbuléncia que seja estatisticamente invariante sob
translacoes e rotagoes, é também chamada de turbuléncia plenamente desenvolvida, e é
obtida normalmente para fluxos com nimero de Reynolds muito alto [40].

Problemas deste tipo possuem infinitos graus de liberdade, cada um associado a
uma escala de distancia do problema. Dentre estes graus de liberdade, existe um intervalo
de dissipacao que inclui as escalas de distancia que dissipam energia. Além disso, para
que a dinamica do sistema seja mantida, é necessaria injetar energia no problema através
de alguma fonte externa, tipicamente em escalas de distancias grandes, para problemas
de hidrodinamica. Entre as escalas de distancia onde a energia é tipicamente injetada no
sistema, e aquelas em que a energia é dissipada, existe o chamado intervalo inercial, uma
série de escalas nas quais o sistema é conservativo [43].

Uma questao relevante em problemas de turbuléncia ¢ a forma como a energia
é distribuida entre os infinitos graus de liberdade do problema. Mais especificamente,
entre as grandes escalas de distancia, que recebem energia de uma fonte externa, e as
escalas menores, que dissipam energia. No cenario mais comum, a energia é transferida
localmente através do intervalo inercial, de forma que apenas escalas de magnitude similar
interagem de forma efetiva.

Foi A. N. Kolmogorov quem primeiramente propos este mecanismo de transporte de
energia, para a turbuléncia hidrodinamica. Utilizando apenas as hipoteses de localidade,
e de que o processo fisico no intervalo inercial é governado por apenas um parametro —
a taxa de dissipacao de energia por unidade de massa ¢ — Kolmogorov foi capaz de obter

o espectro de energia de um fluxo turbulento em funcao do nimero de onda &, através de
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analise dimensional, e mostrar que:

wlot

E(r) x €3k (2.23)
Esta expressao é chamada de espectro de Kolmogorov [43]. O resultado obtido na equa-
cao estd intimamente relacionado com uma importante caracteristica de um fluxo
turbulento: a auto-similaridade em escalas pequenas [4], e de forma simplificada apenas
diz que a energia do sistema, originalmente concentrada em poucos modos espaciais, se
redistribui para modos com ntimero de onda maior através de um mecanismo de cascata
de energia. E importante ressaltar que este resultado é valido apenas para o chamado
intervalo inercial de niimeros de onda, que corresponde aos niimeros de onda relacionados
a escalas de tamanho menores do que L, a escala tipica que corresponde ao tamanho do
sistema; e maiores do que ¢, escala de distancia onde a energia comeca a ser dissipada por

viscosidade.

2.2.2 A hipétese de Taylor

Existe uma dificuldade experimental em se obter o espectro de energia no espago de
numeros de onda, o que exigiria uma quantidade muito grande de sensores em diferentes
posicoes espaciais. Por outro lado, o espectro de energia como funcao da frequéncia é
muito mais simples de ser obtido, de fato, exige apenas que se monitore um tinico sensor
em diferentes instantes de tempo.

A hipotese de Taylor, largamente utilizada por experimentalistas, permite que se
expresse caracteristicas estatisticas espaciais obtidas para um tnico instante de tempo
em termos de uma série temporal medida em um tnico ponto do espago [44]. Taylor
argumentou que se a intensidade da turbuléncia é pequena comparado com a velocidade
média do fluxo U, entao uma variagdo no tempo em um ponto fixo no espago, pode
ser entendida como o resultado de um padrao espacial que nao se modificou ao passar
uniformemente por este ponto [45].

De maneira simples, determina-se uma correspondéncia entre incrementos espaciais
¢, e incrementos temporais 7, da seguinte maneira: ¢ = Ut [4], o que permite escrever:

U = v/k. Portanto, pode-se reescrever a lei de —5/3 de Kolmogorov da seguinte maneira:

wlot

E(v)=F{E(t)} xv s, (2.24)

onde F{-} representa uma transformada de Fourier.
A hipotese de Taylor nao possui uma derivacao rigorosa que permita confirmar
a sua validade, porém ha um grande niimero de resultados experimentais que indicam

que ela é adequada para andlise de fluxos turbulentos. No entanto, trabalhos recentes
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sugerem que talvez esta hipotese nao seja véalida sempre e deva entao ser usada com
cuidado [45]. Mas, é importante ressaltar que, mesmo que a hipotese de Taylor nao seja
correta, ela é ainda extremamente importante, pois através dela pode-se inferir, de uma

maneira bastante simples, que um dado fluxo possui caracteristicas de turbuléncia.



CAPITULO 3

A equacao de onda longa regular

forcada e amortecida

“You get ideas from daydreaming. You
get ideas from being bored. You get

ideas all the time.”
Neil Gaiman

Existem na literatura varios modelos utilizados no estudo da turbuléncia, de tal
maneira que a propria escolha de um modelo adequado j4 nao é uma tarefa simples. De
fato, a gama de opgoes ¢ muito extensa e variada, indo desde a relativa simplicidade de
uma rede de mapas acoplados até a propria equacao de Navier-Stokes da hidrodinamica.

A escolha do modelo adequado deve avaliar pelo menos duas caracteristicas: a
primeira diz respeito & sua realidade fisica, i.e., o quanto este modelo de fato representa
um problema fisico real (ou em alguns casos varios problemas fisicos diferentes), e nesse
caso é preciso saber quais aproximacoes estao envolvidas em sua obtencao e quais sao
os seus limites de validade; a segunda caracteristica ¢ puramente técnica e diz respeito a
dificuldade de se resolver o modelo. De fato, uma escolha muito fiel em geral é muito dificil
de se tratar analitica e/ou numericamente de tal forma que se consegue extrair poucas
informacoes. Um bom exemplo ¢ a propria equacao de Navier-Stokes, teoricamente ela
traz todas as informagoes necessarias para se entender a turbuléncia em fluidos, no entanto
ela é tao complicada que até hoje a turbuléncia permanece um problema em aberto.

Uma classe de modelos que concilia bem estas duas caracteristicas sao aqueles
representados por equagoes diferenciais parciais com apenas uma dimensao espacial. Ob-
tidos em varios contextos diferentes da fisica, a lista de escolhas ainda é extensa, e inclui:
a equacao de Ginzburg-Landau unidimensional, a equacao de Schrédinger nao-linear uni-

dimensional, a equagao KdV [3]. E inclui ainda o modelo escolhido para este estudo: a

21
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equacao de onda longa reqular for¢ada e amortecida.

A equacdo de onda longa regular (abreviada por EOLR) surge em fisica de plas-
mas, representando ondas de deriva de baixa frequéncia em um plasma magnetizado com
gradientes de temperatura e densidade [46, 47]; em hidrodindmica, descrevendo ondas com
longos comprimentos de onda em aguas rasas (uma alternativa para a equagao de KdV)
[47, [48]; em geofisica, onde descreve ondas de Rossby em fluxos geostroficos rotativos [5].

Nas secoes seguintes, as propriedades e caracteristicas da EOLR sao apresentados
em detalhes. Na secao [3.1] é feita uma demonstracao bastante superficial da equagao no
contexto de fisica de plasmas; na secao algumas leis de conservacao sao derivadas;
e finalmente na secao o método utilizado na integracao da equacao é discutido em
detalhes.

3.1 Contextualizacao em fisica de plasmas

Esta secao contém uma demostracao bastante superficial de como a equacao de
onda longa regular pode ser obtida em fisica de plasmas. E importante ressaltar que o
objetivo desta demonstragao nao é, de forma alguma, ser rigorosa e completa, mas apenas
meramente ilustrativa.

Para a derivacdo da equagao de onda longa regular [5, [46 [47|, deve-se consi-

derar um plasma com um campo magnético na direcao zZ dado por: B = Bz, além

de gradientes de densidade com L' = —0,nq(x)/ng(z) e temperatura eletronica com
Lyt = —0,T.(z)/T.(x) ao longo da direcao z. Utilizando a equacdo de continuidade para
o0s fons:

on;

a’; +V - (nv) =0, (3.1)

onde n; é a densidade ionica. No decorrer desta breve demonstracao os subindices e e i@
serao utilizados sempre para referenciar propriedades dos elétros e dos fons, respectiva-
mente.

Utilizando o critério de quasi-neutralidade e assumindo densidade eletronica adia-

bética [47], podemos assumir um distribuicao de Boltzman[] para os elétrons:

ne(r,t) = no(x) exp {%} , (3.2)

onde a temperatura dos elétrons 7, depende de x apenas. No regime de baixa frequéncia

(w<k Q= ;—BC onde €; é a frequéncia de ciclotron), tém-se em primeira aproximacao que:
7

'Por simplicidade, definimos a constante de Boltzmann igual a 1 (Kp = 1)
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E=-V9, (3.3)

ou seja, pode-se considerar apenas a componente eletrostatica do campo elétrico. Além

disso, a velocidade é dada por:
v=vg+vp, (3.4)

onde vp corresponde a velocidade de deriva E X B, e vp a velocidade de deriva de

polarizacao, respectivamente, dadas por:

cExB &, x VP

VE= " p3 5 (3.5)
-1 dFE ;|
VP = B0, dt (3.6)

onde o subindice | faz referéncia a componente do vetor perpendicular ao campo mag-
nético B. A derivacao das equagoes (3.5) e (3.6) pode ser encontrada em livros de fisica

de plasmas, como por exemplo a referéncia [49].

Apos substituir as equagoes (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.1)), calcula-se

explicitamente os produtos externos e considera-se apenas a componente perpendicular

ao campo magnético, o que leva a:

AmT,dV3ied 0P cr, 0o c q)ﬁq)_

CMite il 9z _ o 3.7
e2B%  dt + ot * eBL, 0y BLp OJy 0 (3.7)

Reescrevendo a equagdo acima para um potencial adimensional ¢ = e®/T,, e

renomeando as constantes: ps = ¢,/S;, onde ¢ =T./m; e Q; = ;—Bc [6], obtém-se:
1

aqb o 28Vi¢ + Csps% i Csps % -

ot o L, 0y Lr ay_o' 39

O tltimo passo inclui tomar o limite unidimensional da equagao (por conveniéncia
faz-se também y — x), e introduzir ad hoc um termo de forcamento perioédico de amplitude
¢, freqiiéncia €2 e namero de onda K e um termo de amortecimento linear[6], 14]. Além
disso, por simplicidade, adota-se as seguintes constantes: a = —p?, ¢ = c,psL ' e f =

—copsL7*. Desta forma, obtém-se finalmente a equacdo de onda longa reqular forcada e

amortecida:
¢ ’¢ ¢ (010 B
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Onde a introducao do termo de forcamento tenta representar a interacao da onda
de deriva com outros possiveis modos relevantes do plasma, e o termo de amortecimento

para garantir que a solucao da equagao seja limitada [14].

3.2 Leis de conservacao

Uma vez com a equacao em maos, o proximo passo é tentar resolvé-la, no entanto é
sabido que a equacgao ¢ nao integravel e possui apenas um nimero finito de integrais
de movimento no regime conservativo (¢ = v = 0) [48]. Logo, a alternativa ¢ uma
abordagem numérica, e neste cendrio o conhecimento das leis de conservacao ¢ de grande
utilidade, pois elas envolvem grandezas escalares dependentes apenas do tempo, o que
facilita enormemente a anélise da dindmica da fun¢ao ¢(z,t).

Além de facilitar a analise, grandezas escalares sao de grande valor no estudo de
sistemas de alta dimensionalidade pois sao livres de erros de projecao. Esses erros surgem
quando se tenta analisar a dinaAmica de um sistema com muitas dimensoes através de
projecoes do espaco de fase no plano, pontos distantes em um espago N-dimensional
podem parecer préoximos quando projetados no plano bidimensional. No entanto, as
grandezas escalares integram todos os graus de liberdade do espago de fase, por isso pode-
se afirmar com certeza que se uma integral de movimento assume dois valores distintos,
para dois estados diferentes do sistema dinamico, entao estes dois estados compreendem
duas regioes diferentes do espaco de fase.

Uma maneira de obter tais integrais de movimento é através do conhecimento de
uma densidade Lagrangena que, ap6s a aplicacao das equacoes de Euler-Lagrange, leve a
equacao conservativa (i.e., e = v = 0). A constru¢do desta densidade Lagrangena é
feita por inspecao e é dada por [48]:

£, b, ) = (%fzbi T ey 4 aty — a%%) , (3.10)

onde ¢ = 1,. A aplicagdo direta do teorema de Noether na equagdo (3.10) [50] permite
obter as leis de conservacao a partir das simetrias da densidade Lagrangeana.

Como L é invariante quanto a translacoes temporais t = ¢t + 7, obtém-se:

H(t) = %/L Bqﬁg(a:,t)—i—c&(:c,t)] da, (3.11)

onde L representa o dominio espacial da fun¢ao ¢(z,t). Analogamente, uma invariancia

em relacao a translacoes espaciais x = x + 1 leva a:

1

B1) = 5 [ [#0) ~ adt(a.0)] ar (312
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e finalmente, uma invariancia em relacao a propria funcao ¢, i.e., ¥ = ¥ + £ permite a

obtencao da seguinte lei de conservagao:

M(t) = % /L 6(x, t)dx. (3.13)

Neste caso, como a densidade Lagrangeana obtida é puramente matematica, i.e.,
nao foi derivada de principios fisicos mas sim construida para fornecer a forma correta
da EOLR, entao nao é possivel atribuir um significado fisico a cada uma das leis de
conservacao acima, baseado apenas na simetria a partir da qual foi derivada. De fato, a
integral foi obtida a partir da simetria em relacao a translagoes espaciais, portanto
a identificacao correta seria com o momentum linear associado a onda de deriva. No
entanto, no contexto de fisica de plasma E(t) corresponde & energia da ondaE] [46], por
este motivo ¢ a lei de conservacao que serd utilizada para analisar a dinamica de
o(z,t) neste trabalho.

3.3 Solucao numérica

Um aspecto de primeiro importancia no estudo numérico de uma equacgao parcial
corresponde ao método de integracao utilizado. De maneira geral os métodos envolvem
alguma forma de discretizacao da direcao espacial e de suas derivadas, de tal forma que
se possa construir um conjunto de N equacoes diferenciais ordinarias integraveis numeri-
camente através de uma rotina tradicional de integracao, como o Runge-Kutta.

Nesse sentido, existem pelo menos dois métodos largamente utilizados: diferencas
finitas (DF) e pseudo-espectral (PS). No que diz respeito a implementagao, o método DF
¢ bem mais simples, pois consiste apenas na discretizacao direta do dominio de integracao
em N pontos separados por uma distancia definida Ax. As derivadas entao sao calculadas
por algum método numérico entre os disponiveis na literatura [51]. Neste caso as condicoes
de contorno podem ser quaisquer e sao facilmente definidas.

No entanto, o custo computacional de uma integracao pelo método DF' é razoavel-
mente grande quando ha a necessidade de uma grande precisao. Por outro lado, existe
o método PS, mais complicado de implementar, limitado a condigoes de contorno perio-
dicas, mas com um tempo de computacao bastante reduzido e que garante uma precisao
numérica dentro dos limites desejados [52]. Uma outra vantagem do método PS reside
no fato que este fornece uma representacao da solucao em termos de modos de Fourier
bastante adequada para o estudo de turbuléncia [42].

O principio basico por tras do método Pseudo-Espectral é relativamente simples,

consiste em escrever a fun¢ao ¢(x,t) em termos de uma expansdo de Fourier, e entdo

2Nao se deve confundir a energia da onda F(t) com o campo elétrico E, daqui por diante todas as
ocorréncias da notacdo E fazem referéncia a integral da equacao (3.12)
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truncar a série em um namero finito de modos N [7]. Para tanto é preciso que a fungao
seja reqular por partes, i.e., ela pode ter apenas um ntimero finito de descontinuidades
finitas e apenas um numero finito de valores extremos, maximos e minimos no intervalo

de z considerado [53]. Estas condigoes sendo atendidas, pode-se escrever:

N/2

Sle,t) = D palt)e™, (3.14)

n=—N/2+1

onde @, (t) é o coeficiente de Fourier dependente do tempo, i = /—1 e k,, é o numero de

onda correspondente, dado por:

Fon n=-N/2+1,...,—1,0,+1,...,N/2 (3.15)

2mn
7
onde L é o tamanho da caixa de integracao, neste caso foi escolhido L = 27w. A expansao
ja estd truncada em um valor de N arbitrario que, por razoes técnicas, precisa
ser uma poténcia de 2. A questao agora ¢ qual o valor de N adequado para truncar a
série, se N for muito grande o custo computacional é muito grande, entretanto se muito
pequeno modos relevantes podem ser descartados. Em simulagoes numéricas foi possivel
determinar que, no caso da EOLR, N = 128 é um ntimero de modos de tamanho adequado,
e foi utilizado em todas as simulacoes apresentadas neste trabalho.

A substituicdo da expansao (3.14) na equagao (3.9) resulta num conjunto de N
equagdes diferenciais ordinarias acopladas para o coeficiente dependente do tempo ¢, (t),

a saber:

oult) = ot (a0 + 5 {0t

R (x, t)}n + ikpcon(t)

- 5K7‘n,§ [sen(Qt) + sgn(n)icos(Qt)]) (3.16)

onde sgn(-) é fungdo sinal, que retorna +1 se o argumento é positivo e —1 se negativo; o
operador F representa uma convolucao do produto entre ¢ e sua derivada. Entretanto o
calculo numérico de convolugoes ¢ muito custoso no sentido computacional, o que tornaria
o codigo muito lento. Uma alternativa muito mais eficiente é utilizar transformadas
rapidas de Fourier inversas (F'FT 1) para calcular o produto no espago real e entao fazer
o caminho oposto (F'FT) para o espaco de Fourier, para calcular ¢,. E por causa dessa
manobra computacional que o método é chamado pseudo-espectral. O pseudo-codigo a
seguir exemplifica o procedimento utilizado para o célculo do termo nao-linear (TNL), a

cada passo de integracao.

¢« FFT(y)
¢y — FFTY(—ikyp)
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TNL « ¢ - b,
TNL « FFT(TNL)

O uso de FF'T’s no entanto introduz um erro ja bastante conhecido, a intensidade
de ruido nos modos de x, maiores é amplificada, um processo conhecido como alias. Por
isso, em cada passo de integragdo 1/6 dos modos com os maiores k positivos sao zerados,
o mesmo foi feito com os modos de k negativo [42].

A integragdo numérica das equacoes foi feita utilizando uma rotina de in-
tegracao baseada no método de Adams de 12% ordem preditor-corretor de passo variavel,
obtida no pacote LSODE [54] (Livermore solver for ordinary differential equations). O

conjunto de condicoes iniciais utilizadas ¢ dado por:

¢1(0) = o1R(0,1) (3.17)
©2(0) = 2R(0,1) (3.18)
on(0) = o3 (n=0,3,4,...), (3.19)

onde 01 = 0,1, 09 = 0,01, 03 = 1,0 x 1075, e R(0,1) ¢ um ntimero pseudo-aleatorio com
distribuicao de probabilidade uniforme entre 0 e 1. Os valores dos parametros utilizados
foram: a = —0,28711, ¢ = 1,0, f = —6,0, v = 0,1, K = 1,0 e Q = 0,65, de tal forma

que € é o parametro de controle.
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Resultados

“Once you eliminate the impossible,
whatever remains, no matter how im-

probable, must be the truth.”
Arthur Conan Doyle

O inicio da turbuléncia em sistemas dinamicos espacialmente estendidos é um
problema de grande importancia. No entanto, apesar de ser largamente estudado, ainda
permanece sem uma solucao definitiva [4]. Do ponto de vista de uma andlise de Fourier
(como a feita na se(;éo, entende-se que o inicio da turbuléncia ocorre quando a variagao
de um parametro permite que a energia do sistema, inicialmente concentrada em alguns
poucos modos, seja entao distribuida entre muitos modos espaciais.

Por esse motivo, a utilizacao do método pseudo-espectral é muito adequada para o
estudo de turbuléncia em equacoes diferenciais parciais, pois fornece de maneira natural
uma representacao da solu¢ao em termos dos coeficientes da expansao de Fourier. Assim,
um estado turbulento é facilmente identificado quando ha excitagdo de modos de ordem
superior.

Neste capitulo estao expostos os resultados obtidos no estudo de uma transicao de
caos temporal para turbuléncia que acontece na equagao . Na secao a transicao é
descrita de maneira relativamente qualitativa, dando énfase ao seu carater intermitente.
Na secao [4.2] a relagao entre o comportamento intermitente da solugao e a existéncia de

variabilidade da dimensao instavel é apresentada.

4.1 Intermiténcia on-off de dois estados

A equacgao de onda longa regular, dada por (3.9), apresenta uma transicao de

um estado de caos puramente temporal para caos espaco-temporal ou turbuléncia. Para

28



4.1. Intermiténcia on-off de dois estados

29

tanto, basta variar o valor do parametro € (os outros parametros sao mantidos fixos nos
valores apresentados na pagina . O comportamento dinamico da fungdo ¢(z,t) esta
apresentado nas figuras e para valores de € iguais a e = 0,195 e € = 0, 210.

0,8

04

10050

10000 0
t

x
Figura 4.1: Perfil espacial da onda ¢(x,t), para e = 0,195, neste caso vé-se a propagagao

de uma onda onde poucos modos espaciais sao excitados, mas o perfil temporal é cadtico.

Figura 4.2: Perfil espacial da onda ¢(z,t), para e = 0,21, neste caso o perfil espacial ja

¢ bastante irregular devido ao fato de que varios modos de Fourier estao sendo excitados,
caracterizando um estado de caos espaco-temporal ou turbuléncia

No caso de caos puramente temporal (figura [4.1)), a fungdo ¢(x,t) apresenta uma
onda propagante com um perfil espacial relativamente ordenado, o que significa que apenas

alguns poucos modos espaciais foram excitados, no entanto o perfil temporal da onda é
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cadtico, o que pode ser observado pela irregularidade dos maximos no eixo temporal.
Quando o valor de € é aumentado o perfil espacial da onda torna-se bastante irregular
(figura , pois varios modos de Fourier sao excitados, o que caracteriza um estado de
caos espaco-temporal ou turbuléncia.

Esta distincao em termos da quantidade de modos de Fourier excitados ¢ mais
evidente quando se analisa o espectro de Fourier médio |¢(k,)| da onda ¢(z,t), calculado

da seguinte maneira:

1 tmaz

|p(kn)| = |on(t)]; (4.1)

tmaz

onde ¢,(t) é o coeficiente da expansao de Fourier (3.14) correspondente ao nimero de
onda Ky, € tyq € 0 tempo de integragao utilizado para o calculo de (4.1)), que é arbitrario,
contanto que seja grande o suficiente para garantir que o valor calculado para |@(k,)| seja

representativo de toda a dinamica do sistema, nestas simulacoes foi utilizado #,,q, ~ 10°.

(a)]
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Figura 4.3: Espectro médio de Fourier (4.1 para (a) e = 0,1990, onde a solugao da
equagao apresenta apenas caos temporal, percebe-se a dependéncia dos espectro com
os niameros de onda ¢ exponencial (linha reta numa escala logaritmica); (b) e = 0, 2100, a
solucao é turbulenta, o que se verifica pela dependéncia tipo lei de poténcia do espectro
de Fourier (linha reta num grafico log-log)

Os espectros médios respectivos aos regimes de caos temporal e turbuléncia estao
representados nas figuras (a) e (b). Para melhor visualizagao do espectro, os célculos

foram feitos com N = 1024 modos de Fourier. Para o regime dinamico de caos puramente
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temporal o espectro decai exponencialmente para nimeros de onda maiores do que x,, = 3,
ou seja, pode-se ajustar aos pontos simulados uma curva do tipo |@(k,)| ~ e~ 7", onde
o =0,727+0,014. Os pontos simulados e o respectivo ajuste estao desenhados na figura
4.3|(a) em escala logaritmica no eixo das ordenadas.

Nos casos em que a onda apresenta um comportamento turbulento (valores de e
maiores), espera-se que o decaimento de |@(k,)| com os nameros de onda seja muito mais
lento do que uma exponencial, pois isto confirma a hip6tese de que muito mais modos de
Fourier estao de fato envolvidos na dinamica. O que se verifica é que a dependéncia do
espectro médio de Fourier com os nimeros de onda segue uma lei de poténcia, dada por
|p(kn)| ~ Kk, @, com @ = 1,558 £ 0,019. Na figura [1.3|(b) os pontos simulados e a curva
ajustada estao representados em uma grafico log-log.

No caso turbulento, a energia se redistribui dos modos de Fourier com x pequenos
para modos com k grande, através de uma mecanismo de cascata de energia. Para verificar
que a equacao , para alguns valores de ¢, de fato apresenta solucoes turbulentas no
sentido de Kolmogorov (com cascata de energia), é preciso analisar o espectro de Energia
em func¢ao do niumero de onda, i.e., F(x). No entanto, uma analise semelhante ¢ feita de
maneira muito mais simples computando a transformada de Fourier da energia (3.12)) na
variével temporal E(v) = F{E(t)}, e entao utilizar a hipotese de Taylor (segao [2.2.2).
Este resultado esta representado na figura para € = 0, 2100.
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Figura 4.4: Espectro de Fourier da energia (eq. (3.12))) E(v) em fungao da frequéncia v,
para € = 0,2100. A curva vermelha representa um espectro de Kolmogorov E(v) ~ v=°/3,
Durante um intervalo consideravel de v a semelhanca entre as duas curvas é consideravel,

exceto por um pico ao redor de v =~ 0,1 que esta relacionado com a frequéncia do termo
indutor, dada por Q/27 ~ 0,1034

O espectro de Fourier da energia F(v) (figura |4.4) apresenta pelo menos trés com-
portamentos distintos: para valores de v bastante pequenos ha um comportamento seme-
lhante ao ruido do tipo 1/f [55]; para valores de v bastante grandes o espectro apresenta,
um decaimento exponencial (heavy tail); para valores intermediarios de v ha uma grande

semelhanga com o espectro —5/3 de Kolmogorov. De fato, superposta a curva de E(v) esta
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representada uma curva E(v) ~ v~%? para guiar os olho. A semelhanga entre as duas
curvas ¢ bastante grande, exceto por um pico préoximo de v ~ 0, 1, que esta relacionado
com a frequéncia do termo indutor da equacao , que ¢é igual a /27 ~ 0,1034.
Portanto, a equagao apresenta solugoes com caos puramente temporal (e
pequeno) e solugdes turbulentas (e grande). No entanto ainda resta responder qual o
mecanismo dinamico responsavel por essa mudanca de comportamento quando se aumenta
o valor de e. Para tanto, a analise do comportamento dinamico da energia do sistema
(equacao (3.12))) para diferentes valores de € é bastante adequada, pois ela é sensivel ao
comportamento global do sistema. Na figura a energia em fun¢ao do tempo esta
representada para diferentes valores de e: (a) para e = 0, 1920, logo antes do surgimento
do atrator cadtico, a dinamica do sistema é periodica; (b) para e = 0,1950, o sistema ja
apresenta uma dinamica de caos temporal; (c) para € = 0,2003, o sistema encontra-se
em um estado de intermiténcia, onde ele fica alternando entre estados de caos temporal
e estados turbulentos; (d) para e = 0,2030 o sistema ja apresenta apenas caos espago-

temporal ou turbuléncia.
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Figura 4.5: Evolucao temporal da energia do sistema para diferentes valores de €. (a)
e = 0,1920 < ¢ o sistema apresenta uma dinamica periodica; (b) ¢ < 0,1950 < €, a
dinamica é temporalmente caotica; (¢) ¢, < € = 0,2003 < ¢, intermiténcia entre estados
de caos temporal e turbuléncia; (d) e = 0,2030 > ¢, a dindmica do sistema é turbulenta.
A linha vermelha marca o limite de variacao das flutuacoes da energia no ramo inferior,

dado por & =0, 07.

Define-se o valor critico ¢, = 0,19250 4+ 0,00001 como o valor de € para o qual o

'E bastante importante ressaltar que esta curva ndo se trata de um ajuste mas apenas uma curva
tedrica sobreposta ao espectro calculado numericamente.
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sistema deixa de ser periddico e passa a ser temporalmente cadtico. Os mecanismos através
dos quais essa bifurcagdo ocorre serao discutidos na secao seguinte. Neste momento, o
interesse reside em como o estado de caos puramente temporal perde estabilidade e o
sistema se torna turbulento. Por isso, deve-se olhar com mais cuidado as figuras [£.5(b),
(c) e (d).

Para valores de € maiores do que ¢, = 0, 19250, porém menores do que um segundo
valor critico ¢, = 0, 20020 £0, 00025, a dinamica é cadtica no tempo (figura[.5(b)). Além
disso, a energia do sistema oscila ao redor de um valor médio ~ 0,05 e é limitada a valores
menores do que & = 0,07 (linha vermelha E] na figura . No formalismo do espaco de
fase de Fourier do sistema (espacgo onde as variaveis dependentes correspondem aos modos
de Fourier da expansao (3.14])) isso significa que a dinamica reside em uma regido finita
do espacgo de fase que permite valores de energia nesse intervalo. Para € maior do que
€, ~ 0,20100 £ 0,00050, a dinamica é turbulenta, e a energia da onda oscila ao redor de
uma valor médio ~ 0,25, e é sempre maior do que &.

Logo, existem dois ramos de energia bastante distintos para as solucoes desta
equacao. Um ramo de baixa energia, limitado a valores de E sempre menores do que
&, correspondente a dindmica de caos temporal; e um ramo de alta energia, com valores
sempre maiores do que &, correspondente & dinamica de caos espaco-temporal. Como a
energia ¢ um escalar, integrado em todas as varidveis do espago de fase, ela nao possui erros
de projecao. Logo, como nao hd nenhuma sobreposicao entre estes dois ramos de energia,
pode-se afirmar que as trajetorias do sistema em cada um destes estados dindmicos moram
em conjuntos que ocupam regioes distintas do espaco de fase.

Portanto, associado a dinamica de caos temporal (e < ¢/) existe um atrator cadtico
de baixa dimensionalidade A. Da mesma forma, associada & dinamica de caos espaco-
temporal (€ > €), existe um segundo atrator, de maior dimensionalidade, B. Estes atra-
tores estao inseridos em duas variedades diferentes imersas no espaco de fase, sendo que
cada uma ocupa uma regiao distinta deste espaco. Esta é a tinica maneira de garantir que
trajetorias em A possuam energias em um determinado ramo, e trajetorias em B energias
em outro ramo distinto, sem que haja sobreposicao entre eles.

Para valores de € entre ¢; e €, a energia do sistema fica alternando de maneira
intermitente entre esses dois ramos [4.5(c). O que significa que a dinamica do sistema
alterna entre periodos de caos-temporal e caos espaco-temporal. Este comportamento é
muito semelhante aquele gerado pelo mecanismo de intermiténcia on-off de dois estados
descrito na secao [2.1.3] onde, neste caso, o sistema pode se encontrar em dois estados
desligados, um proximo ao atrator temporalmente cadtico A, e outro préximo ao atrator
de caos espaco-temporal B. Os estados ligados correspondem aos estados intermediarios,

quando a trajetoria visita regioes do espaco de fase distantes tanto de A quanto de B.

20 valor de & foi escolhido de forma arbitraria apenas para evidenciar a diferenca entre os dois ramos
de energia
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Imaginando uma trajetoria hipotética neste espago, suponha que ela esteja proxima
do atrator A. Ela permanecerd nessa regiao por um periodo arbitrario de tempo, durante
o qual a dindmica do sistema sera semelhante & dinamica de A, i.e., o sistema apresentara
caos puramente temporal. Passado um tempo 7, ocorrerd um estouro, e a trajetoria
entao serd ejetada para longe do atrator, periodo correspondente a um estado ligado.
Posteriormente o sistema pode ou voltar para as vizinhancas de A, ou ainda se aproximar
do atrator B, e neste caso, a trajetoria ird permanecer sob a influéncia da dinamica de
caos espago-temporal que existe em B, até que outro estouro ocorra e o processo se repita.

Toda esta andlise em termos de atratores é feita no espago de Fourier da funcao.
No espaco real, interessa apenas o comportamento da solucdo ¢(z,t). Na figura
observa-se o perfil espacial de ¢(z,t) durante um curto intervalo de tempo ao redor da
ocorréncia de um estouro, pode-se ver que o perfil espacial da onda comeca relativamente
ordenado (regiao de caos temporal), no entanto, apos o estouro varios modos de Fourier

sao excitados, e o perfil torna-se turbulento.

N b
10600

Figura 4.6: Perfil espacial da onda, com detalhe para um momento de burst, e = 0, 2005.
Neste caso a escala de tempo é bastante diferente dos outros gréficos.

A caracterizacao da intermiténcia é feita através do calculo do histograma da dis-
tribuicao do tempo 7 de um estado laminar, i.e., o tempo que uma trajetoria tipica
permanece nas vizinhangas de um dos dois estados. Na figura [£.7 pode-se ver a distribui-
¢ao dos tempos 7 que a trajetoria permanece proxima do estado de baixa energia, isto é,
do atrator A no espaco de Fourier.

Percebe-se que a funcao P(7) apresenta duas regides bem definidas: uma regiao
de lei de poténcia, para valores baixos de 7; e uma regiao de decaimento exponencial

(tipo cauda pesada), para valores grandes de 7. Este comportamento é condizente com
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Figura 4.7: Histograma mostrando a distribuicao dos estados laminares 7, calculado
como sendo o tempo em que uma trajetoéria tipica permanece proxima do estado de baixa
energia.

o esperado no caso de intermiténcia on-off de dois estados, pois esta de acordo com a
equacao . O ajuste dos pontos simulados fornece os valores v = —0,469 £ 0,016
e v = —0,00067 4+ 0,00001, para os expoentes dos ramos de lei de poténcia e exponen-
cial, respectivamente. E importante ressaltar que este tipo de distribuicio corresponde a
uma assinatura da intermiténcia on-off, e que pode ser obtida apenas da analise da série

temporal de um sistema dinamico.

4.2 Variabilidade da dimensao instavel

Na secao anterior, foi descrita a transicao de caos temporal para caos espago-
temporal que acontece de maneira intermitente na equacao de onda longa regular forcada
e amortecida, quando se varia o valor do parametro de forcamento €. Nesta secao, seréd
argumentado que o mecanismo dindmico gerador da intermiténcia é a perda de estabili-
dade transversal de algumas das infinitas 6rbitas periddicas longitudinalmente instaveis
imersas nos atratores cadticos A e B. Este mecanismo foi discutido na secao [2.1.3|e recebe
o nome de variabilidade da dimensao instdvel (UDV).

Esta transicao estd esquematizada na figura [4.8, em termos do comportamento
assintotico da energia e da estabilidade transversal do atrator correspondente. Neste es-
quema, a média das flutuagoes da energia estd representada por uma linha preta cheia
(pontilhada se o atrator for transversalmente instével), e as flutuagoes estao representa-
das como uma faixa cinza ao redor da média. As setas verticais indicam a estabilidade
transversal das orbitas periddicas imersas nos atratores, se apontam em direcao ao atra-

tor representam orbitas estaveis. A linha pontilhada representa o limite de variacao da
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energia no ramo inferior e é igual a & = 0, 07.
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Figura 4.8: Desenho esquemético da transicao, mostrando a existéncia de dois ramos
de energia e a estabilidade transversal correspondente. As regides cinzas correspondem
ao limite de variacao das flutuacoes da energia em cada estado, e as linhas pretas as
respectivas médias.

Vé-se entao que para € < €; o sistema apresenta um atrator peridédico transversal-
mente estavel, cuja dinamica pode ser observada em (a). Para ¢; < € < ¢, o sistema
apresenta uma dindmica caética de baixa energia (figura [1.5(b)). Como a maioria das
orbitas periodicas imersas em A ainda sdo transversalmente estaveis o atrator como um
todo é globalmente estavel, de tal forma que as trajetorias dentro da bacia de atracao de
A tendem assintoticamente para o atrator. No entanto, algumas poucas orbitas periodicas
sao transversalmente instaveis, de forma que a dindmica transiente pode ser intermitente,
possibilitando ao sistema fazer algumas excursoes no ramo de alta energia antes de cair
definitivamente no atrator A. Este comportamento de fato é observado na figura [4.5|b)
para tempos pequenos.

Para € > ¢, o estado de alta energia ¢ globalmente estavel, e o de baixa energia
instavel. Isso é o mesmo que dizer que a maioria das 6rbitas periodicas longitudinalmente
instaveis imersas em B sao transversalmente estaveis. O que significa que assintoticamente
a energia do sistema tende ao ramo superior (figura [4.5(d)). No entanto, para ¢, < € < e,
ambos os atratores A e B sao transversalmente instaveis, ou seja, mais da metade das
orbitas periddica imersas em A e B sdo instaveis na direcao transversal aos atratores.
Logo, trajetorias do sistema permanecem em um comportamento intermitente perene,

alternando entre as vizinhancas de A e B, portanto, a energia do sistema fica alternando

3A quantificacdo de érbitas periddicas estaveis ou instaveis imersas em um atrator deve sempre ser
entendida de acordo com a teoria da medida, onde orbitas com maior medida tem maior influéncia na
dinamica do que 6rbitas com medida menor. Logo, quando se diz, por exemplo, que 50% das 6rbitas sdo
estaveis a referéncia nao é ao numero absoluto de érbitas estaveis, mas & influéncia das 6rbitas de acordo
com a sua medida.
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de forma intermitente entre os ramos de baixa e de alta energia. Este comportamento é
claramente observado na figura [4.5]c).

Para que a UDV seja a causa da intermiténcia observada no sistema, é necessario
que os conjuntos A e B sejam de fato atratores cadticos no espaco de Fourier. A de-
terminacao definitiva da existéncia de caos nesses conjuntos s6 pode ser feita através do
computo dos expoentes de Lyapunov a tempo infinito do sistema, calculados utilizando
o procedimento descrito na secao [2.1.2] aplicado as equacgoes de evolucao temporal dos
modos de Fourier (equacdo (3.16])). Na figura pode-se observar a convergéncia dos

expoentes calculados através da equacgao (2.15]).
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Figura 4.9: Os 30 maiores expoentes de Lyapunov do sistema, (a) para um caso de caos
temporal € = 0,195, e (b) para um caso de caos espaco-temporal € = 0, 205.

Os expoentes de Lyapunov do sistema para ¢, < € = 0,195 < ¢, podem ser vistos na
figura [1.9(a). Neste caso, existe um expoente que tende a um valor positivo (linha preta),
relacionado & dinamica caodtica do atrator A na direcao longitudinal. O expoente que
decai como uma lei de poténcia (linha vermelha) pode ser considerado zero para t — oo.
Todos os outros que decaem mais rapido do que uma lei de poténcia (linhas cinzas)
sao negativos. Pode-se identificar que, a tempo infinito, os primeiros expoentes estao
relacionados a dinamica longitudinal do atrator (por isso a representacdo Ap), e alguns
expoentes negativos representam a dinamica transversal (Ar). E importante lembrar
que para € < €, o atrator ca6tico A ainda é globalmente estavel, por isso os expoentes de
Lyapunov relacionados & dinamica transversal devem ser negativos, a despeito de algumas

orbitas periddicas serem transversalmente instaveis.
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No caso turbulento, especificamente para ¢ = 0,205 > ¢, os expoentes de Lya-
punov estao representados na figura (b), onde pode-se ver claramente a existéncia de
varios expoentes positivos. Este comportamento é de fato esperado, pois quando ha tur-
buléncia varios modos espaciais sao excitados. Numa anéalise no espacgo de fase de Fourier
isso significa que ha divergéncia local de trajetorias na direcao puramente temporal e em
varias direcoes espaciais diferentes.

Na figura [4.10] estd representado o espectro de expoentes de Lyapunov a tempo
infinito (A;) como fungao do parametro e. Para € < ¢; o sistema possui o maior expoente
nulo A\g = 0 e todos os outros negativos (A; < 0), logo a dinamica é periodica. Para
€ < € < €, tem-se \yg > 0, Ay = 0 e )\; < 0, logo o sistema apresenta apenas caos
temporal. Para € > ¢, tem-se \g > 0 e \; > 0, logo o sistema apresenta caos espaco-

temporal ou turbuléncia.

0,1

<0,05

|
8,19 0,195 0,2 0,205 0,21
€
Figura 4.10: Espectro de Lyapunov como funcao do parametro e. Os expoentes Ay, A\;
e N\, t = 2,3,... estao representados por uma linha preta, vermelha e cinza, respectiva-

mente.

Uma questao que surge naturalmente neste cenario de intermiténcia gerada por
UDYV, é como o atrator A perde estabilidade transversal. Na verdade, ele j4 nasce com
variabilidade da dimensao instavel. Isso pode acontecer se o atrator surgir de uma crise
interior, ou seja, da colisao de um atrator cadtico com uma oOrbita peridédica instavel. Este
cenario é chamado de UDV induzida por crise e nao requer a existéncia de uma conjunto
invariante dentro do qual o atrator deve existir, mas apenas que o atrator possua Orbitas
periddicas cujas dimensdes do subespaco instavel sejam diferentes [37].

Este cenario de UDV induzida por crise pode ser verificado através da analise de

um diagrama de bifurcacio (figura|4.11)), que consiste de um grafico do estado assintotico
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Figura 4.11: Diagrama de bifurcagao para os valores de maximo da energia contra o
parametro de controle €. Pode-se ver o surgimento repentino de um atrator caotico, a
partir de uma orbita perioédica, para € = ¢;.

do sistema como funcao do parametro e. Neste caso, o diagrama foi construido com
os valores maximos da energia da onda, obtidos para um tempo de integragao longo o
bastante para que o sistema nao se encontre mais em um estado transiente.

Verifica-se entao que nas redondezas de € = ¢; = 0,19250, ha o surgimento repen-
tino de um atrator cadtico, a partir de uma orbita periodica que existia para € < ¢ e
perdeu estabilidade transversal. No sentido contrario, o atrator cadtico que existe para
€ 2 ¢ desaparece devido a uma crise interior: ele se choca com uma oOrbita periddica

instavel, dando origem a uma orbita periddica estével que existe apenas para € < ;.
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(a) Perfil espacial da onda ¢(z,t) para e = 0,190,
neste caso hd uma onda propagante, mas o perfil
temporal é periddico.
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(b) Espectro de Fourier mostrando a diferenga
entre o perfil temporal para x = 0,0 dado por
¢(x = 0,t), no caso periddico e temporalmente
cadtico.

Figura 4.12: Detalhes da dinamica periddica para ¢ = 0,190, antes do surgimento do

atrator caotico.
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O perfil espacial da fun¢ao ¢(x,t) para um regime periodico (¢ = 0,190 < ¢)
estd representado na figura apenas para complementar o entendimento geral da
dinamica. Devido a semelhanca do perfil com o da figura|4.1] a transformada de Fourier no
tempo de um ponto especifico no espago — dada por F{¢(x = 0,t)}(v) — foi calculada
para os valores de € iguais a ¢ = 0,190 e ¢ = 0,195, e estd representada na figura
. Percebe-se entao que, a despeito da semelhanca, o perfil espacial para e = 0,190
é diferente qualitativamente do perfil para e = 0,195, sendo o primeiro periédico (ou no
méaximo quasiperiodico) e o segundo cadtico.

Em uma simulagao numérica de um sistema de alta dimensionalidade, como é o
caso da equacao de onda longa regular, o argumento mais conclusivo que se pode obter
da existéncia de UDV ¢é a distribui¢do dos expoentes de Lyapunov a tempo finito (ELTF).
De fato, como argumentado na secao [2.1.3] espera-se que os ELTF apresentem uma dis-
tribuicao gaussiana, como descrito na equacao . Se na analise das distribuicoes
verificar-se a existéncia de uma parcela positiva de ELTF, entao pode-se afirmar que o
sistema apresenta UDV.

Na figura [4.13] estao representadas as distribui¢oes dos dois maiores expoentes de
Lyapunov a tempo finito, para varios valores diferentes de €. Os expoentes foram calcu-
lados a partir de uma tnica longa trajetoria, com condigao inicial no atrator de baixa
energia (A), dividida em intervalos de tempo iguais a t = 250. Na figura a pri-
meira coluna apresenta as distribuicdes do maior ELTF (\(t = 250)), correspondente a
dinamica longitudinal; e na segunda coluna pode-se observar as distribuicoes do segundo
maior ELTF (\;(t = 250)), referente a dinamica transversal. As linhas vermelhas trace-
jadas representam o erro inerente ao método, tal que os valores de expoente dentro deste
intervalo ¢ considerado zero.

A situacdo anterior ao inicio da UDV esta representada nos painéis (a) e (b) da
figura para € = 0,192 < ¢. Para este valor de parametro, a dinamica é periddica,
logo o maior expoente de Lyapunov a tempo infinito deve ser zero, e nenhum expoente
pode ser positivo. De fato, ambas as distribuicoes estao restritas a regiao dentro do qual
os expoentes sao considerados nulos, como esta claro nas magnificacoes inseridas na figura.
As flutuacoes positivas que podem ser vistas sao na verdade um artefato numeérico.

Quando aumenta-se o valor de € para € = ¢, = 0,19250 o sistema se torna cao-
tico, o que é verificado pelo maximo da distribuicao do maior expoente de Lyapunov a
tempo finito (P(\,(t = 250))) tornar-se positiv como pode ser visto na figura M(C)
Simultaneamente, a distribuicao do segundo maior ELTF passa a ter valores positivos
(figura [4.13{(d)), o que significa que existem regides ao longo do atrator que sao instaveis

transversalmente, confirmando a afirmacao de que o atrator cadtico ja nasce com UDV.

4Como a distribuiciio é gaussiana entdo o maximo é igual & média, e a média dos expoentes de
Lyapunov a tempo finito corresponde ao expoente de Lyapunov a tempo infinito, que no caso cadtico é
positivo
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Figura 4.13: Funcao distribuigdo dos expoentes de Lyapunov a tempo finito (P(\;(t =
250))). Os expoentes longitudinais (i = 0) estao representados em: (a) ¢ = 0,192; (c)
e = 0,19250; (e) e = 0,195; (g) e = 0,20020; (h) e = 0,205. As distribui¢oes dos expoentes
transversais (i = 1) respectivas estao representadas em (b), (d), (f), (h) e (j).

Este comportamento se mantém para valores maiores de €, contanto que a condi¢ao
€, < € < ¢ seja satisfeita, i.e., o atrator puramente cadtico A possui UDV durante todo o
intervalo de parametros em que ele é globalmente estavel. Nos painéis (e) e (f) da figura
[4.13] estao as distribuigoes para e = 0,195. A tnica diferenca notavel que existe entre
estas distribuicoes e aquelas dispostas nos painéis (c¢) e (d) (e = ¢ parametro em que
o atrator cadtico surge), é que a média da distribuicdo do maior ELTF (painel (e)) se
deslocou para a direita, ou seja, o maior expoente de Lyapunov a tempo infinito se tornou
mais positivo.

A ruptura da UDV acontece quando pelo menos 50% dos ELTF relacionados a
dinamica transversal sao positivos. Esta situacao, que acontece para € = ¢, = 0, 2002, esta
representada nos painéis (g) e (h) da ﬁgura O méximo da distribuicdo P(\;(t = 250))
se movimenta em direcdo ao zero, aumentando a propor¢cao de ELTF positivos. Além
disso, como a UDV se torna mais intensa, as visitas da trajetoéria ao atrator B se tornam
perenes (comportamente intermitente), de tal forma que comega a surgir na distribuigao
dos expoentes de Lyapunov um segundo maximo, referente aos expoentes caracteristicos
da dinamica no ramo de energia superior. Para valores de ¢ muito préximos de ¢, este
segundo méximo na distribuicao dos ELTF ainda é pouco pronunciado, porque logo apos
a ruptura, a despeito da intermiténcia ser perene, a frequéncia com que o sistema visita

o estado de alta energia ainda é pequena.
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Finalmente, nos painéis (i) e (j) da figura estao as distribui¢oes para e =
0,205 > €, > €4, onde o atrator B, referente ao estado de alta energia, ja é globalmente es-
tavel. Como nao ha mais intermiténcia para este valor do parametro, a distribuicao perde
a sua caracteristica bimodal, sendo novamente bem representada pela equacao (2.19).
Logo, os maximos das distribuigoes correspondem ao valor do expoente de Lyapunov a
tempo infinito, e sao ambos positivos consistententemente com o que estd apresentado
nas figuras [1.9 e [1.10]

De acordo com o argumentado na secao [2.1.3] a caracterizagao da intensidade da
UDV é feita através do calculo da fracdo dos ELTF positivos ®(t = 250), dada pela
equacao (2.21). O resultado deste calculo pode ser visto na figura [£.14 A curva que
possui o maior valor de ®(t = 250) corresponde a fragao referente ao expoente de Lyapunov
longitudinal S\Q(t = 250). Todas as outras correspondem aos expoentes transversais S\Z(t =

250), para i =1,2,.... A linha tracejada vermelha marca o valor ® = 0, 5.
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Figura 4.14: (a) Fracdo dos expoentes de Lyapunov a tempo finito do sistema como
fungao do parametro e. (b) Aumento da regiao ao redor de € = ¢;, parametro que marca
o inicio da UDV no sistema. (c¢) Aumento do intervalo ao redor de ¢ = ¢, ponto da
bifurcacao de ruptura. A linha pontilhada marca o ponto de 50% de Lyapunovs positivos.

Para € < ¢, o sistema é periodico, logo a fracao de expoentes positivos é igual
a zero, para qualquer expoente 5\2 Assim que o sistema se torna cadtico, em € = ¢ =
0, 19250, a fracao positva ® relativa ao expoente longitudinal Ao cresce muito rapidamente
para valores proximos de 1, i.e., a maior parte dos expoentes a tempo finito longitudinais

tornam-se positivos, o que significa que a média é positiva, logo o expoente a tempo
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infinito é positivo, portanto o sistema é caotico.

Ao mesmo tempo, a fragao referente ao segundo maior expoente 5\1, que esta rela-
cionado a dinamica transversal, passa a ter valores proximos a ~0, 3. Portanto, o atrator
cadtico surge para o mesmo valor de parametro em que o sistema comeca a apresentar
UDV. Um zoom desta regido pode ser visto na figura [4.14|b).

Para valores de e menores do que ¢, a fracao referente ao ELTF transversal apre-
senta valores diferentes de zero, mas menores do que 1/2. Iso significa que existem regioes
no atrator A que sao transversalmente instaveis, mas a direcao transversal é globalmente
estavel. No entanto, para € = ¢, essa fracdo passa a ser maior do que 1/2; ou seja, exis-
tem imersas no atrator mais orbitas periddicas transversalmente instaveis do que orbitas
transversalmente estaveis. Esse ponto corresponde ao ponto de bifurcacao de ruptura, a
partir do qual o estado de baixa energia deixa de ser transversalmente estavel, e o com-
portamento intermitente passa a ser perene no sistema. Na figura M(c) esta regiao ao
redor de ¢, esta disposta com uma resolucao maior. Pode-se entao determinar o valor de
€, com bastante precisao, corresponde ao valor de € para o qual a fracao de ELTF positiva

referente ao expoente transversal \; passa a ser maior do que 1/2.



CAPITULO 5

Conclusao

“As coisas valem pelas idéias que nos

sugerem.”
Machado de Assis

A partir dos resultados apresentados neste trabalho, conclui-se que a equacao de
onda longa regular forcada e amortecida apresenta uma transicao de caos temporal para
turbuléncia, que acontece de forma intermitente devido a um mecanismo conhecido como
variabilidade da dimensao instavel.

A determinacao do comportamento assintotico das solucoes foi feita através da
andlise da energia do sistema, que constitui uma variavel escalar integrada sobre todos os
modos de Fourier, portanto livre de erros de projecao. Foi verificado que, para diferentes
valores do parametro de forcamento, a solucao reside em estados de energia completamente
distintos, o que permite afirmar que as duas solucoes ocupam regioes diferentes do espago
de fase. Quando o forcamento é relativamente pequeno, o sistema se encontra em um
estado de baixa energia, correspondente a uma solugao de caos puramente temporal. Ao
aumentar-se a amplitude do termo indutor, o sistema se torna turbulento — o que é
evidenciado pela analise do espectro de Fourier da energia que apresenta caracteristicas
proprias de um fluxo turbulento — e a energia reside em um ramo superior.

Para um pequeno intervalo do parametro de forcamento, observou-se que o sistema
apresenta um comportamento intermitente entre os estados de caos puramente temporal
e turbuléncia, caracteristica evidenciada pelo comportamento da energia do sistema, que
alterna entre os dois ramos de energia associados a cada um destes estados. Um analise
mais cuidadosa da estatistica da série temporal da energia — especificamente, da dis-
tribuicao dos tempos dos estados de caos puramente temporal — permite afirmar que o
sistema apresenta um tipo especifico de intermiténcia chamada intermiténcia on-off entre

dois estados.
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A determinacado das caracteristicas dinamicas deste comportamento intermitente
foi levada adiante através da analise da estabilidade transversal dos atratores do sistema
no espago de Fourier. Constatou-se entao que o mecanismo gerador da intermiténcia é
a perda de estabilidade transversal de algumas orbitas periddicas instaveis imersas nos
atratores cadticos do espaco de fase de Fourier. Mecanismo conhecido na literatura como
variabilidade da dimensao instéavel.

Uma caracteristica da UDV em sistemas dinamicos é a existéncia de uma parcela
positiva na distribuicao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito. Através da analise
da distribuicao dos expoentes associados a dinamica transversal foi possivel determinar
o inicio e a intensidade da UDV no sistema. Além disso, quando a fracdo positiva do
expoente transversal ultrapassa 50%, o sistema experimenta uma bifurcacdo de ruptura,
e a partir de entao a intermiténcia no sistema é perene.

E importante ressaltar que a quebra de hiperbolicidade causada pela UDV gera
uma grande perda de sombreabilidade, o que significa que nao ha nenhuma garantia
de que as trajetoria simuladas de fato correspondem a trajetorias reais do sistema. Isso
constitui um grande problema, uma vez que, devido a complexidade do sistema, a maioria
das informagoes que se pode obter a respeito da dinamica vem da andlise de trajetorias
geradas por computador.

Devido ao fato do modelo utilizado possui caracteristicas bastante gerais, pode-se
esperar que o comportamento observado aqui seja também observado em sistemas que
possuam uma descricao matemética semelhante. Sob essa perspectiva, existem véarios
trabalhos experimentais que apresentam séries temporais com caracteristicas de intermi-
téncia on-off |56, b7].
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Two-State On-Off Intermittency and the Onset of Turbulence
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We show the existence of two-state on-off intermittent behavior in spatially extended dynamical
systems, using as an example the damped and forced drift wave equation. The two states are stationary
solutions corresponding to different wave energies. In the language of (Fourier-mode) phase space these
states are embedded in two invariant manifolds that become transversely unstable in the regime where
two-state on-off intermittency sets in. The distribution of laminar duration sizes is compatible with the
similar phenomenon occurring in time only in the presence of noise. In an extended system the noisy
effect is provided by the spatial modes excited by the perturbation. We show that this intermittency is a
precursor of the onset of strong turbulence in the system.
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The onset of turbulence in spatiotemporal systems is a
long-standing problem of paramount importance, which
has been studied intensively [1]. If we consider a
Fourier-mode description of the transition to turbulence
in a spatially extended dynamical system, the onset of
turbulence occurs when the system energy, originally con-
centrated in the temporal degree of freedom, is distributed
among the spatial modes. Moreover, the temporal dynam-
ics must present a chaotic attractor acting as a stochastic
pump, by feeding energy to the spatial modes to be excited
in order to yield irregular spatial behavior [2,3]. In a
previous paper, we described this process in a system of
three waves nonlinearly coupled through interactions of a
wave triplet subjected to a resonance condition [4]. The
temporal dynamics, exhibiting chaotic behavior but a pe-
riodic spatial profile, can be viewed geometrically as a low-
dimensional manifold embedded in the phase space con-
sisting of the Fourier modes retained in the procedure to
solve the system. The onset of turbulence occurs when this
manifold loses transversal stability and trajectories explore
more spatial degrees of freedom, imparting energy to the
corresponding spatial modes [5].

In this Letter we consider a situation where there are two
manifolds instead of only one, in each of which lie sta-
tionary solutions of a periodically forced nonlinear wave
equation corresponding to different wave energies. These
manifolds lose transversal stability through the same pro-
cess as before, but there are novel features in this case. The
most important is that both manifolds may be transversely
unstable. In this case the trajectories wander through the
available phase space volume approaching the vicinity of
both manifolds in an erratic way. This behavior, also
known as two-state on-off intermittency, has been de-
scribed in low-dimensional dynamical systems [6] as
well as in spatially extended systems [7]. In this kind of
intermittency there is an alternating behavior between two
different stationary states. Because of the chaotic behavior
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in each state, these alternations occur for different and
irregularly spaced time intervals. Two-state intermittency
differs from on-off intermittency [8] because the system
state, after departing from a given state, goes to the vicinity
of another state, the transient behavior between them being
governed by a chaotic saddle [9]. In spatially extended
systems the dynamics at either state lies on a manifold
embedded in the phase space.

As a representative example of a spatially extended
dynamical system with two solution branches, we consider
the damped and forced drift wave equation [10,11]

d)t + a¢txx + Cd)x + f¢¢x + 7¢ = _ESiH(KX - QZ)
(1

For magnetically confined fusion plasmas ¢(x, t) is the
nondimensional electric potential of a drift wave propagat-
ing along the poloidal direction of a toroidal plasma, where
the constants a, ¢, and f stand for plasma and wave
parameters, and we introduced a linear damping term
with coefficient vy [12]. The effect of other possibly rele-
vant modes is represented by a time-periodic driving with
amplitude €, wave number K, and frequency (), represent-
ing the inductor wave.

Equation (1), for certain parameter values, displays a
transition from pure temporal chaos without spatial mode
excitation to spatiotemporal chaos. We found that the
solutions wander in an intermittent fashion between two
nonoverlapping states of distinct wave energies, hence an
example of two-state on-off intermittency in a higher-
dimensional system of physical interest. In previous works
[10,13,14] such a transition was also reported to be due to
an interior crisis, resulting from a collision between a
chaotic attractor and an unstable periodic orbit. We believe
that both scenarios can arise due to different initial con-
ditions, since this high-dimensional dynamical system
must possess an involved basin of attraction structure,
with many coexisting different scenarios.

© 2010 The American Physical Society
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Provided the x- coordinate is a bounded variable, we o ' ' ‘ ‘ @

suppose a Fourier expansion ¢(x,7) =YY ¢, (1) X L ﬂ

exp(ik,x), where ¢,(t) are time-dependent amplitudes o8 ' ' ‘ ‘ (b)-

and k, = 27rn/L in a box of length L = 27 and periodic
boundary conditions. Notice that the mode ky =0 is
purely temporal, whereas «, = a = 1,2, 3, ... stand for
the spatial modes. One obtains a system of N coupled
ordinary differential equations, solved using a predictor-
corrector scheme. In the numerical simulations we used
N = 128 modes, unless stated otherwise, and we kept fixed
the following parameters [12]: a = —0.287 11, ¢ = 1.0,
f=-60,y=0.1, K= 1.0, and Q = 0.65, such that €
will be our control parameter. The initial conditions for the
system of N coupled mode equations are ¢(0) = 0.01,
¢1(0) = ¢2(0) = O-IR(Or 1)7 ¢n(0) = O-ZR(Or 1)5 for n =
3, where oy = 0.001, o, = 1073, and R(0, 1) is a pseudor-
andom number chosen within the interval [0, 1] with uni-
form probability. We stress that these initial conditions are
different from those used in Ref. [12], where a solitary-
wave solution of the unperturbed case (¢ = 0, y = 0) was
chosen.

The solutions of the initial and boundary value problem
defined by Eq. (1) can be characterized by the wave energy,
defined as

21

B0 = 5 ﬁ) ) - agdle 0ldy, @)

which turns out to be an integral of motion for the unper-
turbed case. Since E is a scalar measure, its time evolution
cannot be thought to be a projection of some higher-
dimensional variable of the system. For the parameter
values explored in this work the wave dynamics is chaotic,
but even so the energy difference is bounded [13,14].

In Fig. 1 we exhibit the time evolution of the energy
difference AE = E(t) — E(0) for selected values of the
control parameter €. As the latter is increased from zero,
we have a steady state energy with a few peaks, and
asymptoting to a value of about 0.05 [Fig. 1(a)], until a
first bifurcation value €, = 0.199 55 is achieved. For €, <
€ < €, = 0.20100, we have alternation of energy values
between two values, the former ~0.05 lower branch and a
~0.25 higher branch [Fig. 1(b)]. Finally, for € > €, the
energy fluctuates about the higher branch value, never to
return to the lower branch [Fig. 1(c)]. Our main point in
this Letter is that the lower and upper branches of the wave
energy are two energy states for which, when €, < e < ¢,
there is intermittent behavior. These two states can be
represented, in the Fourier-mode space, by different energy
hypersurfaces we call A and B. For € < €, the state A is
stable with respect to transversal displacements from the
energy hypersurface, whereas B is transversely unstable
and not reached by typical initial conditions [Fig. 1(a)].

Figure 1(d) shows a scheme of the situation, in which the
states A and B have average energies of 0.05 and 0.25,
respectively. The shaded regions represent the maximum
fluctuations of the energy about these states, in order to

E(t)

0.4

03 F
M o02F
0.1F

00FC

€p €n

FIG. 1 (color online). Time evolution of the energy difference
for (a) €=0.199553<¢;,, (b) €, <e=0.20025<¢,,
(c) € = 0.20175 = €;,. The dashed line is the limit of bounded
variation for the fluctuations of the lower energy state.
(d) Schematic figure showing the two energy states and their
corresponding transversal stability. The shaded regions represent
the intervals of bounded variation of energy fluctuations about
their average values (shown as solid lines and dashed lines for
transversely stable and unstable cases, respectively).

emphasize that there is no overlapping between them. The
state A loses transversal stability at € = €, and B becomes
transversely stable at e = €. The existence of these two
bifurcation points has long been known and has been
related to hysteretical behavior when increasing and/or
decreasing € through these critical values [12]. For the
set of initial conditions used here, however, since the
energy excursions are bounded and nonoverlapping, there
cannot be such hysteretical behavior, since none of these
states are transversely stable. Another observable conse-
quence of the transversal stability properties of the states A
and B is that, for €, < € < €, both manifolds are trans-
versely unstable, and the wave energy makes intermittent
transitions between these two states [Fig. 1(b)]. Finally, for
€ > ¢, only the state B is transversely stable and two-state
intermittency ceases [as in Fig. 1(c)].

Since a few temporal modes are excited in the state A, it
corresponds to temporal chaos combined with regular spa-
tial patterns. This is illustrated by the space-time plot
depicted in Fig. 2(a), obtained for € < €,, which displays
a chaotic time evolution with regular spatial behavior akin
to a traveling wave solution. However, as the state B
becomes transversely stable, a large number of spatial
modes are excited. An extreme example, considering € >
€, is shown in Fig. 2(b), for which we see aperiodic
behavior in both spatial and temporal scales (spatiotempo-
ral chaos). For a small interval of time (circa 25 pseudo-
periods), some traveling waves, which appear due to the
inductor term, are continuously created and destroyed.

In order to provide a quantitative characterization of the
dynamics in space and time, we can resort to Lyapunov
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FIG. 2 (color online). Space-time plots for the wave amplitude
for (a) € = 0.1990 < €, and (b) € = 0.2100 > ¢,,.

exponent computation in Fourier space. In this case, each
Fourier mode in the discrete transform can be considered a
degree of freedom, and the corresponding Lyapunov ex-
ponent is computed from the set of N ordinary differential
equations for the wave amplitudes ¢,(z), with n =
0,1,2,..., N. The exponent related to n = 0 corresponds
to the temporal dynamics, whereas the n = 1 case stands
for spatial degrees of freedom and can be used to detect
spatial mode excitation [4].

Accordingly, in Fig. 3 we plot the time evolution of the
30 first Lyapunov exponents out of N = 128. The symbols
Az and Ap stand for longitudinal and transversal exponents,
respectively. We assume the Lyapunov exponents to be
zero if their average decay is a power law and negative if
they decay faster than a power law. In the case of € =
0.195 < €, only the Lyapunov exponent related to the
time (n = 0) asymptotes to a nonzero value [Fig. 3(a)],
confirming our claim that only temporal chaos is observed.
The exponents corresponding to spatial modes are shown
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FIG. 3. The 30 largest Lyapunov exponents corresponding to
modes in Fourier space for (a) € = 0.195 and (b) € = 0.205.

to decay in a roughly power law (n = 1) and even faster
rates (for n = 2). Hence those spatial modes, if excited at
all, can have at most periodic behavior (and a possible
quasiperiodic one). By way of contrast, for € > €, a large
number of the exponents for n # 0 do not vanish, hence
many spatial modes become chaotic [Fig. 3(b)]. This spa-
tial mode excitation involving so many Fourier modes
suggests the existence of a strongly turbulent state.

The existence of strong turbulence can actually be tested
by computing the Fourier spectrum of the waves |@(k,,)| =
(1/tmae) S5 1@, (1)], where «, = n. When there is tem-
poral chaos only [i.e., for € < €, cf. Fig. 4(a)], we have an
energy spectrum that decays faster than a power law,
starting from a maximum value at x,, = 3. A least-squares
fit gives an exponential scaling | @(k,)| ~ ¢~ 7%, with o =
0.737 £ 0.014. However, in the upper energy branch B,
where we believe that a strong turbulent state sets in, the
computed Fourier spectrum can be fitted by a power law
of the form |@(k,)|~k,®, where @ = 1.558 + 0.019
[Fig. 4(b)]. In Fig. 4(b) we have used N = 1024 modes.
It has been necessary to increase the number of modes in
this case since, in such a fully turbulent scenario, there is a
strong interaction among different spatial scales, leading to
a fast redistribution of the wave energy to the lowest
wavelengths.

Our numerical evidences of strong turbulent behavior in
the upper energy branch B are based on the Taylor hy-
pothesis; namely, we can relate the spatial statistics corre-
sponding to a fixed time to the statistics of a time series
measured at a single point of space [15]. Hence we may
characterize the turbulent behavior by the energy spectrum
as a function of the frequency rather than the wave number.
The energy spectrum E(») corresponding to the Fourier
spectra we considered above is depicted in Fig. 4(c), where

(a)
10° F *
= E F
= E
E/ 100 L L TR | L L L
I=8
10”
10t
z
0 10'6

0.01 0.1 1

FIG. 4 (color online). Fourier spectra for (a) € = 0.1990 and
(b) € = 0.2100. (c) Wave energy spectrum for € = 0.2100. The
solid line is the Kolmogorov 5/3 scaling law.
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FIG. 5 (color online). Histogram showing the distribution of
the plateau sizes for the laminar region A and € = 0.20075.

we superimposed a straight line corresponding to the
Kolmogorov scaling E(v) ~ v~5/3 to guide the eye. We
see three frequency intervals with respect to the
Kolmogorov scaling: (i) for small frequencies we have
the familiar 1/f-noise behavior; (ii) an interval 0.02 =
v = 0.5 which obeys the 5/3 scaling except for a peak
near 0.1, which is related to the inductor wave with fre-
quency /27 = 0.1034; (iii) for large frequencies the
scaling is exponential (heavy tail).

Two-state on-off intermittency occurs in the case €, <
€ < €, and is characterized by the irregular alternations
between the two energy branches A and B, which are
transversely unstable in the Fourier-mode phase space of
the system. If the trajectory starts at a point close (off but
very near) to A, the system stays for some time at the lower
energy branch, until it approaches a transversely unstable
periodic orbit embedded in the invariant manifold A and is
ejected away from A towards B, essentially the same
behavior occurring there. By adopting a small tolerance
in the vicinity of each invariant manifold, we can define
“laminar” states—or plateaus—as those in which the dy-
namics is very near either of the invariant manifolds. The
duration of these plateaus is rather arbitrary since the
dynamics is temporally chaotic and the system ergodically
approaches every accessible transversely unstable orbit in
both manifolds. Hence, a statistical characterization of the
two-state on-off intermittency can be given by the proba-
bility distribution function of the plateau sizes (or laminar
durations) 7; in the intermittent regime. A numerical ap-
proximation of this probability distribution function is
provided in Fig. 5, where we plot a histogram of the plateau
sizes. We have two scaling regimes: (i) a power law P(7) ~
7B, with B = —0.469 *+ 0.016, valid for small plateaus,
and (ii) an exponential (or heavy) tail P(7) ~ e?7, with
vy = —0.00067 = 0.00001 for large plateaus. The exis-
tence of these two scalings is a characteristic feature of
on-off intermittency with noise, the existent crossover
between them being related to the noise level. In a spatially
extended system the noisy effect is provided by the irregu-

lar forcing of the spatial modes excited in the Fourier
space.

In summary, we proposed a new scenario for the onset of
intermittent behavior in complex systems having two non-
overlapping and bounded energy states. The underlying
mechanism of the transition is an extension of the two-
state on-off intermittency to spatially extended systems,
and it is complementary to other scenarios whereby this
transition may occur via a crisis. The basic difference
between these scenarios is that, in the latter one, the energy
states present overlapping excursions. Both scenarios may
appear as a result of different initial conditions since the
basin structure of spatially extended systems is highly
involved. Our results can be a theoretical basis for explain-
ing intermittent structures in turbulent signals from fusion
plasma experiments [16].

This work has partial financial support of CNPq,
CAPES, Fundagdo Araucaria, and RNF-CNEN (Brazilian
Fusion Network).
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Two-state on-off intermittency caused by unstable dimension variability
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Certain high-dimensional dynamical systems present two or more attractors characterized by different energy
branches. For some parameter values the dynamics oscillates between these two branches in a seemingly
random fashion, a phenomenon called two-state on-off intermittency. In this work we show that the dynamical
mechanism underlying this intermittency involves the severe breakdown of hyperbolicity of the attractors through
amechanism known as unstable dimension variability. We characterize the parametric evolution of this variability
using statistical properties of the finite-time Lyapunov exponents. As a model system that exhibits this behavior we
consider periodically forced and damped drift waves. In this spatiotemporal example there is a low-dimensional
chaotic attractor that is created by an interior crisis, already presenting unstable dimension variability.

DOI: 10.1103/PhysRevE.84.056211

I. INTRODUCTION

While the chaotic dynamics of low-dimensional systems
is by now a well-established subject with an impressive
body of theoretical, numerical, and experimental results, the
spatiotemporal dynamics of high-dimensional systems still
has unsolved problems and big challenges [1]. Probably the
hardest problem of all is the understanding of the dynamical
mechanisms leading to turbulence, or spatiotemporal chaos, in
fluids, plasmas, and other spatially extended systems [2].

One of the promising approaches to this problem is a
description of the onset of turbulence as when the system
energy, originally concentrated in the temporal degree of
freedom and a few spatial modes (a traveling wave), starts to be
distributed among the remaining spatial degrees of freedom.
Such a description is particularly suited for being described
by Fourier mode expansions, where each mode is a degree of
freedom. In order to accomplish this transition the temporal
dynamics must present a chaotic attractor acting as a stochastic
pump, by feeding energy to the spatial modes to be excited so
as to result in irregular spatial behavior [3,4].

A geometrical view of this phenomenon is possible in
the Fourier phase space (i.e., the space whose variables are
the Fourier modes), if we regard the temporal dynamics as
occurring in a low-dimensional attractor embedded in the
phase space. There are just a few spatial degrees of freedom
excited therein, and we can think of the system as displaying a
spatially ordered pattern. In the following, all the other spatial
modes that are not excited will be called transversal with
respect to the chaotic attractor. The onset of spatiotemporal
chaos occurs when the temporally chaotic attractor loses
transversal stability such that the trajectories are allowed to
explore more spatial degrees of freedom, imparting energy to
the corresponding spatial modes [5].

A further development of the previous analysis consists
on considering two different states with the above-mentioned
properties instead of only one. This case is physically inter-
esting because many spatiotemporal systems display two (or
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more) solution branches, each of them with the characteristics
of a chaotic attractor [6]. One outstanding example is the
damped and periodically forced nonlinear drift-wave equation,
which occurs, e.g., in magnetized plasmas with temperature or
density gradients [7] and in the atmospheric vortex flows (with
the name Rossby waves) with Coriolis force gradients [8].

The damped and periodically forced drift-wave equation
has been found to present two stationary solutions (depending
on the driving amplitude) with different wave energies that lie
on different branches of the Fourier phase space [9], which
we identify with the two chaotic attractors. We have recently
found that the onset of turbulence in this system follows
the breakdown of transversal stability of these attractors
[10]. Moreover, it may well happen that both attractors are
simultaneously unstable in the transversal directions to them.
In this case the trajectories wander through the available
phase-space volume approaching the vicinity of the both
attractors in an erratic way.

This latter situation leads to the so-called two-state on-off
intermittency, for there is an alternating behavior between
two different stationary states [11,12]. In spatially extended
systems the dynamics at either state lies near an attractor
embedded in the phase space. Starting from an initial condition
very close to either attractor, the ensuing trajectory goes
to the vicinity of another state, the transient behavior in
between these states being governed by a chaotic saddle [13].
Due to the chaotic behavior governing the dynamics in each
state, these alternations occur for different and irregularly
spaced time intervals.

In this paper we pursue a complementary, yet novel,
description of the occurrence and evolution of two-state on-off
intermittency, which is its relation with a severe breakdown
of hyperbolicity in the chaotic attractors involved in the
process. This breakdown occurs whenever there are periodic
orbits embedded in either attractor with different numbers of
unstable directions, a phenomenon called unstable dimension
variability (UDV) [14].

The absence of shadowing trajectories long enough to war-
rant numerical computations using chaotic pseudotrajectories
is one of the consequences of UDV in a chaotic dynamical
system [15]. One may argue that this does not seem to be

©2011 American Physical Society
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an essential difficulty, since the interesting quantities to be
computed from nonshadowable chaotic trajectories are of
statistical nature, like averages and variances [16]. However,
if there is UDV, even statistical quantities may be plagued
with an uncontrollable amplification of the noise inherent to
computer-generated trajectories [17].

The connection between UDV and on-off intermittency has
been pursued by us in earlier papers [18]. Since the onset
of UDV involves the loss of transversal stability of periodic
orbits embedded in chaotic attractors, if there is more than one
attractor it may happen that the trajectory is repeatedly repelled
from both attractors, which is two-state on-off intermittency.
Actually we have this scenario only after both attractors
lose transversal stability as a whole (the critical condition
being called a blowout bifurcation). The main result of the
present paper is that two-state on-off intermittency implies the
existence of UDV in both attractors.

In order to characterize the parametric evolution of UDV
we used the well-known fact that, when there is UDV, the
finite-time Lyapunov exponent nearest to zero fluctuates about
zero. This is ultimately due to visits of the trajectory to regions
of the attractor with a varying number of stable and unstable
directions [19].

This paper is organized as follows: In Sec. II we describe
the periodically forced and damped drift-wave equations,
which is a theoretical model for which the existence of
two-state on-off intermittency has been shown to occur for
certain parameter ranges. Section III deals with the connection
between the intermittent behavior and the loss of transversal
stability of the coexisting solutions of the forced drift-wave
equation. Section IV considers the Lyapunov spectrum of the
system. Section V brings about numerical results on the onset
and the parametric evolution of UDV in a simple example
and the forced and damped drift-wave equation, using the
statistical properties of the finite-time Lyapunov exponents.
Our conclusions are left to the final section.

II. PERIODICALLY FORCED DRIFT WAVES

Drift waves appear in two distinct but closely related
physical settings. In magnetically confined fusion plasmas
with temperatures or density gradients, low-frequency drift
waves are found to be either unstable or exponentially damped,
depending on the wave vector and the plasma properties [7,20].
In geophysical fluid flows the corresponding Rossby waves
appear in geostrophic rotating flows, the Coriolis force playing
the same role as the Lorentz force in the plasma drift waves [8].

Both problems are quasi-two-dimensional, for the main
velocity components lie in a plane. For plasma drift waves this
plane is perpendicular to the magnetic field, and the electric
potential ¢(x,t) (in the one-dimensional case) satisfies the
drift-wave equation

&+ adux + cdx + fod = 0. ey

For magnetically confined fusion plasmas ¢(x,t) is the
nondimensional electric potential of a drift wave propagating
along the poloidal direction of a toroidal plasma. The param-
eters a, ¢, and f are related to the ion gyrofrequency, the
density gradient and the ion acoustic speed of the plasma [21].
In Rossby waves ¢ would stand for the variable part of the
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fluid depth, and the parameters above are related to the gravity
wave speed, the Coriolis parameter, and the Rossby radius [8].
The unforced drift wave has three constants of motion:

1 2

Ey=— @(x,1)dx, @)
2 0

1 2

E),=—
2 27'[0

2
E3=2i / [c¢2(x,t)+lf¢3(xvt)]dxa “
T Jo 3

[¢7(x.1) — ag?(x.0)]dx, 3)

corresponding, respectively, to “mass,” momentum, and
Hamiltonian. In plasma physics we usually refer to E, as
the “wave energy” and denote it simply by E. In spite of the
existence of these constants, however, the unforced drift-wave
equation is a nonintegrable system, which allows the existence
of complex dynamics.

In plasma experiments there has been found that the electric
potential fluctuation spectrum is broadly distributed around
the drift-wave frequency, what suggests the existence of
strong mode interactions [22]. We can model such interactions
with other modes by adding to the drift-wave equation a
time-periodic driving with amplitude €, wave number K,
and frequency 2. Moreover, to have bounded solutions
of the forced equation it is necessary also to introduce a
phenomenological linear damping term with coefficient y [9].
The resulting equation is

¢+ agyx + cdc + fod +yd = —esin(Kx —Qr).  (5)

Since the x coordinate is a bounded variable, we suppose a
Fourier mode expansion

N/2

> ue™, 6)

n=—(N/2)+1

(x,1) =

where ¢,(t) are the corresponding mode amplitudes, and

the corresponding wave number is related to the box length
L = 2 (we adopt periodic boundary conditions) by

_ 2mn 7

n = —— Q)

In the N-dimensional Fourier phase space the variables are
the mode amplitudes ¢,,, whose time evolution is governed by
a vector field obtained by substituting (6) into (5). The mode
amplitude ¢o, for which k¢ = 0, is purely temporal, whereas
¢q (@ =1,..., N), for which k, = «, are spatial modes.

We used N = 128 modes for numerically solving Eq. (5),
and the following parameters [9]: a = —0.28711, ¢ = 1.0,
f=-6.0,y=0.1, K=1.0, and Q = 0.65, such that the
forcing amplitude € will be our control parameter. The initial
conditions for the system of N coupled mode equations are

$1(0) = 01R(0,1),  ¢2(0) = 02R(0, 1), ®)
¢,(0) =03, (n=0,34...), 9)

where 0y =0.1, 0, =0.01, 03 =107, and R(0,1) is a
pseudorandom number chosen within the interval [0, 1] with
uniform probability.

Since we are working in the Fourier phase space, a useful
quantity to characterize the dissipative system is the wave
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momentum (3). According to the customary usage we shall
call it “wave energy” E(t). Even though, for certain parameter
values, the wave dynamics may be chaotic, nevertheless the
energy difference is always bounded [21,23,24]. In fact, we
have found two energy states, each of them being characterized
by a chaotic attractor, which we may regard as belonging to a
manifold embedded in the Fourier phase space.

One of such manifolds is low dimensional (in the Fourier
phase space) since its dynamics is chaotic in time and just a few
spatial modes are excited, corresponding to stationary state,
which is a steady wave propagating in space whose amplitude
is evolving chaotically. On the other hand, the other manifold
presents a spatiotemporal chaotic state, which we may identify
as a weak form of turbulence, which requires the excitation
of a large number of spatial modes. Hence the manifold
corresponding to this second state has a larger dimension than
the first state, although both are low-dimensional compared
with the simulated Fourier phase-space dimension.

III. LOSS OF TRANSVERSAL STABILITY

The time evolution of the wave energy E(¢) versus the
forcing amplitude € is depicted in Fig. 1 and illustrates
this coexistence of distinct energy branches. For € = 0.192
[Fig. 1(a)] the system is in one of these branches (the upper
limit of which is indicated by a red line), undergoing periodic
motion (as confirmed by Lyapunov exponents, as we shall see
later).

We geometrically interpret this result as a consequence
of the dynamics being restricted to a lower energy state
characterized by energy fluctuations about Ej = 0.03 with
amplitude not larger than Eyes = 0.07 (this threshold has
been indicated as a red line in Fig. 1). In Fig. 2 we indicate
this average as a black thick line (dashed if the manifold is
transversely unstable) and the corresponding fluctuations by a
gray strip, bounded from above by a dotted line that stands for
the threshold of the lower energy state.

PHYSICAL REVIEW E 84, 056211 (2011)

A slight increase in the value of ¢ leads to bursts of
chaotic behavior followed by a slow return to the lower-
energy branch, where the evolution is now temporally chaotic
[Fig. 1(b)]. This change is due to a transition occurring at
€, = 0.19250 £ 0.00001, whereby some unstable periodic
orbits embedded in the attractor lying on the lower-energy
manifold lose transversal stability (in terms of the transversal
directions of the Fourier phase space related to the spatial
degrees of freedom). The error bars refer to the finite time of
the numerical simulations performed (for the sake of simplicity
we shall omit the error bars whenever possible).

Let us consider this transition in some more detail. The
loss of transversal stability of a chaotic attractor, as a given
tunable parameter is varied through a critical value, has been
described by three mechanisms. The first of them, known
as bubbling transition or riddling bifurcation, describes the
loss of transversal stability when a low-period periodic orbit
embedded in the chaotic set loses transversal stability [25].
The second mechanism, closely related to the first one,
involves an unstable periodic orbit whose period goes to
infinity as we approach the point where there is loss of
transversal stability [26]. It is important to emphasize that these
two mechanisms require the existence of invariant manifolds
where the chaotic attractors lie, a requirement that cannot be
demonstrated in the drift-wave equations considered in this
work.

On the other hand, the third mechanism for the loss of
transversal stability, described by some of the authors in
a previous work [27], does not require the existence of
an invariant subspace with a chaotic attractor in the phase
space. The loss of transversal stability is triggered by an
interior crisis, or a collision between a chaotic attractor and
an unstable periodic orbit [28]. This crisis-induced scenario
has been exemplified by the kicked double rotor map [27].
The chaotic attractor is already born with orbits possessing
different numbers of transversely unstable directions. In other
words, as soon as the attractor is created, some periodic orbits

Eq1)
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FIG. 1. (Color online) Time evolution of the energy difference for € = (a) 0.1920 < ¢;; (b) €, < 0.1950 < €;; (c) € < 0.2003 < €p;
(d) 0.2030 > ¢;,. The red line marks the limit of bounded variation for the fluctuations in the lower-energy branch.
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FIG. 2. Schematic figure showing the two energy states and their corresponding transversal stability. The shaded regions represent the
intervals of bounded variation of energy fluctuations about their average values (shown as solid and dashed lines for transversely stable and

unstable cases, respectively).

embedded in it have different unstable dimensions. We shall
quantitatively characterize this property in the next section.

The other reason, illustrated by the bifurcation diagram
displayed in Fig. 3, is that, at the point where some periodic
orbit embedded in the lower energy manifold loses transversal
stability—namely, at €, = 0.192 50—there is a sudden appear-
ance of a chaotic attractor out of a low-period stable orbit
that exists for € < €. Viewed from the opposite direction,
the chaotic attractor that exists for € 2 ¢, suddenly disappears
due to an interior crisis: its collision with a low-period unstable
orbit, yielding only a low-period stable orbit for € < e,.
We remark that most of the periodic orbits embedded in the
lower energy manifold remain transversely stable as long as
€ <€ < €.

Now we return to the parametric evolution of the manifolds
just after the point € = ¢,, where some low-period unstable

orbit embedded in lower energy state loses transversal stability
due to an interior crisis. Because “most” (in the measure-
theoretical sense) of the unstable periodic orbits in the lower
energy manifold remain transversely stable, however, these
off-manifold chaotic bursts eventually decay back to the man-
ifold. The ensuing behavior is practically indistinguishable to
that before the transition has occurred, except for its transient
nature. In terms of the scheme depicted in Fig. 2 we identify
the upper limit of the lower energy state (in which some, but
not all, periodic orbits have became transversely unstable) as
a dotted line.

A further increase of € will generate bursts of activity
during which the system makes frequent excursions to the
upper energy branch and also visits to the vicinity of the
lower energy manifold [Fig. 1(c)]. These excursions bring
the system to a higher energy state characterized by energy
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FIG. 3. Bifurcation diagram for the maximum energy value versus the control parameter € (the strength of the forcing term). The remaining

parameters are the same as used in Fig. 1.
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fluctuations about £; =~ 0.25 with larger amplitudes belonging
to the interval [0.1,0.35]. In Fig. 2 we indicate this average as a
thick line (dashed if the manifold is transversely unstable) and
the corresponding fluctuations by a gray strip, bounded from
below by the same dotted line used for the threshold of lower
energy state. It is of paramount importance that the fluctuation
intervals do not overlap, so as to characterize the existence of
two distinct energy branches.

The qualitatively different behavior shown in Fig. 1(c)
suggests that another transition has occurred. Since the
excursions off the lower energy state do not die off the manifold
itself has became transversely unstable. In other words, the
periodic orbits embedded in the lower energy manifold become
transversely unstable at €, = 0.20020 £ 0.00025. This is
known as a blowout bifurcation [29]. On the other hand, since
the higher energy manifold is also transversely unstable by
itself, the bursting excursions to and from both manifolds are
not a transient effect. To this regime we call two-state on-off
intermittency.

The intermittent regime existing for € = €, disappears,
howeyver, for higher values of €, namely, after another transition
occurs at €, = 0.201 00 £ 0.000 50. After this transition the
higher energy manifold becomes transversely stable, since the
energy fluctuations about the higher energy average E| do not
cross the energy threshold Eyyes, as illustrated by Fig. 1(d).
Hence the chaotic attractor embedded in the higher energy
manifold is expected to have mostly (and perhaps all) periodic
orbits that are transversely stable.

IV. LYAPUNOV SPECTRUM

The Lyapunov spectrum analysis in Fourier space is based
on the idea that each Fourier mode in the discrete transform (6)
can be considered a degree of freedom, and the corresponding
Lyapunov exponent is computed from the algorithm proposed
by Benettin et al. [30], with the dynamics given by the set of N
ordinary differential equations for the wave amplitudes ¢, (¢),
withn =0,1,2,..., N.

The interpretation of the Lyapunov exponents in terms
of the Fourier modes is usually difficult since the vector
associated with each Lyapunov exponent is a mixture of many
Fourier modes, in general. However, for small values of € (¢ <
€, to be more precise), the asymptotic dynamics is restricted
to the lower energy state, hence the Lyapunov exponent related
to i = 0 corresponds to the temporal dynamics, whereas the
i > 1 case stands for spatial degrees of freedom and can be
used to detect spatial mode excitation [31].

Accordingly in Fig. 4 we plot the asymptotic value of
the 30 first Lyapunov exponents out of N = 128 modes
corresponding to the wave amplitudes in Eq. (6). In the latter
case, since the exponents are generated with a built-in ordering,
it suffices to consider the i = 1 transversal exponent A;. The
exponents Ao, Ay, and A; (i =2, 3,...30) are represented
in Fig. 4 as black, red, and gray lines, respectively, as a
function of the tunable parameter €. In Fig. 4 we represent
only non-negative or vanishing values of the exponents.

Before the loss of transversal stability at ¢, = 0.19250
all exponents asymptote to nonpositive or vanishing values,
indicating that the attractor in the lower energy branch is both
periodic (since A9 < 0) and transversely stable (since A; < 0).
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FIG. 4. (Color online) The 30 largest Lyapunov exponents corre-
sponding to modes in Fourier space as a function of €. Ag, A;, and
Mi, i =2,3,..., 30, are represented as black, red, and gray curves,
respectively (from top to bottom).

At the point where the lower energy attractor loses transversal
stability Ao becomes positive, indicating that the attractor
has became temporally chaotic and, at the same time, some
periodic orbits embedded in it have lost transversal stability,
as will become clearer further on.

Since “most” periodic orbits, however, remain transversely
stable, the attractor as a whole is also stable, which is confirmed
by A1 < O (the fluctuations near the baseline about zero are a
numerical artifact). Incidentally, this confirms our claim that
the loss of transversal stability of the lower energy attractor
occurs through an interior-crisis scenario, since before the
transition the attractor is a low-period stable orbit, whereas
just after the transition it is a chaotic attractor.

The loss of transversal stability of the lower energy attractor,
which happens at €, = 0.20020, can be traced out in the
Lyapunov diagram of Fig. 4 by the point where A, becomes
nonzero, caused by a blowout bifurcation. For € > ¢, “most”
transversal exponents become positive, as they should be, since
the lower energy attractor stays transversely unstable for all
further values of €.

V. UNSTABLE DIMENSION VARIABILITY

Unstable dimension variability in a given chaotic invariant
set, like a chaotic attractor, occurs whenever there are em-
bedded periodic orbits with a different number of unstable
directions. The relative abundance of periodic orbits with a
different number of unstable directions can be evaluated by
calculating the corresponding finite-time Lyapunov exponents
(FTLE). The FTLEs are computed in the same way as shown
in the previous section, but using a finite time span n.

A. A simple example

A characteristic feature of UDV in dynamical systems is
the fluctuating behavior (around zero) of the time-n exponent
closest to zero. To understand why this is so, let us consider,
as a simple example, a two-dimensional map x +— f(x), y
g(x,y), where x € [0,1], y € R, f(x) is a strongly chaotic
map (such as the tent, or Bernoulli map), and g(x,y) is a
nonlinear function with the symmetry g(x, —y) = —g(x,y).
The latter property implies that y = 0 is an invariant manifold
in which lies the chaotic invariant set (note, however, that, in
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what follows, it is not necessary that the manifold be invariant),
such that y is the corresponding transversal direction.

The periodic orbits embedded in the chaotic set at y =0
are saddles (with one unstable direction), provided they are
transversely stable. On the other hand, let us suppose that some
periodic orbit became transversely unstable (as a result of a
bifurcation, for example). In this case it will turn into a repeller
(two unstable directions), as well as all its infinite pre-images.
In this case, the orbit at y = 0 is no longer attracting, but it is
still a chaotic invariant set due to the skew symmetry of the
map. This set displays UDV for it contains an infinite number
of both saddles and repellers, densely intertwined.

This occurrence of UDV can be quantitatively assessed
through computing the transversal time-n Lyapunov exponent
of the map. If we start with an initial condition off but very
close to the invariant subspace at y = 0, the resulting trajectory
visits e-neighborhoods of saddles and repellers of the invariant
set for any €, no matter how small, if we iterate the map a
large enough number of times. Dividing this long trajectory
into nonoverlapping pieces of the same duration n, it turns
out that there are time-n segments for which the trajectory is
transversely attracting (in average) and others for which it is
transversely repelling (also in average).

On computing the time-n Lyapunov exponents along
the transversal y direction, the corresponding value of the
FTLE along y will be positive (negative) if the trajectory
is transversely repelling (attracting) in average. The infinite
time limit of the FTLE is the usual transversal Lyapunov
exponent. Although the time-n exponent generally takes on a
different value, depending on the initial condition we choose,
the infinite time limit takes on the same value for almost all
initial conditions with respect to the natural ergodic measure
of the chaotic invariant set.

The relation between the infinite-time Lyapunov exponent
and the FTLEs along the transversal direction y depends on the
relative weight of the contribution of both saddles and repellers
for the natural measure of the chaotic orbit in the invariant set.
Strictly speaking, the onset of UDV occurs when repellers start
to appear (after a bifurcation of a former saddle). However,
“most” of the periodic orbits (in the measure-theoretical sense)
are still saddles. In this situation, the infinite-time Lyapunov
exponent along y, which can be regarded as a weighted average
of these contributions, is negative. Hence the chaotic set is
transversely stable, in spite that some of the orbits (namely,
the repellers) are transversely unstable.

As some bifurcation parameter is varied, though, the rela-
tive contribution of repellers increases at the same proportion
that the contribution of saddles decrease. A quantitative
characterization of UDV is provided by the contribution of
repellers with respect to that of the saddles. Following this
reasoning the UDV is most pronounced when the contributions
of saddles and repellers are exactly the same: there will
be as many negative as positive values of time-n exponent.
Accordingly, the infinite-time exponent along y will be zero at
this point, characterizing a blowout bifurcation, and the chaotic
set becomes transversely unstable as a whole (this time in spite
that some of the orbits—the saddles—are transversely stable).

Varying further the control parameter the contribution of
repellers overcomes that of saddles. Though we still have UDV,
its intensity is less than in the blowout bifurcation point, and the
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infinite-time transversal exponent is positive. More values of
FTLE along y will be positive than negative. On following
this parametric evolution, the end of UDV corresponds to
the situation where all periodic orbits in the chaotic set are
repellers, such that no time-n exponent will be negative.

B. Drift-wave equation

After describing the parametric evolution of UDV in a
simple example, such that the key concepts can be described
in the simpler possible way, we now move to the periodically
forced and damped drift-wave equation. We have identified
two energy branches as distinct manifolds (not necessarily
invariant) of the Fourier-mode phase space of the system. The
parametric evolution of these manifolds was already described,
in the previous two sections, in terms of the loss of transversal
stability of these manifolds. Given the concepts related to
UDYV, however, it is possible to translate that discussion to
the framework of UDV, with many conceptual and numerical
advantages.

In the same way as we proceeded earlier, we compute,
for the temporal low-dimensional chaotic attractor, the FTLE
Ao(n) standing for the longitudinal direction (i.e., the direction
corresponding to the dynamics in the lower energy state),
whereas x;(n), (i = 1,2), refer to the corresponding transversal
exponents. For the sake of notational simplicity we did not
indicate explicitly the dependence on the initial condition in
the Fourier space, which must, however, always be understood.
We focus on both the longitudinal FTLE Jo(n) and the i = 1
transversal FTLE X,(n). Their infinite-time limits are the
Lyapunov exponent Ay and A;, depicted with black and red
curves, respectively, in Fig. 4.

Following the same reasoning of the previous example we
identify UDV in this system when the time-n Lyapunov expo-
nent in the transversal direction A (n) will erratically fluctuate
about zero. This suggests the use of a probability density
P(X{(n)) for them, so that P(X;(n))dAx is the probability that
the time-n exponent takes on a value between A, and A + di,
for a given n [32].

From this probability distribution we can obtain moments
of functions of the time-n exponent, as averages

+00

(FIX(m)]) =/ FILmIPR(m)] dhy, (10)

—00

assuming proper normalization for P(%;(n)). For n large
enough the form of this distribution can be written in the
following form:

~ G"(r ~
P ) [ "G ot (1

where the function G(A;) has the following convexity
properties:
GA)=GM)=0, G'(\)>0. (12)

Expanding G in the vicinity of A;, the first nonvanishing term
is the quadratic one, and the probability distribution function
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FIG. 5. (Color online) Probability distributions P(h:(n)) for
finite-time Lyapunov exponents. Longitudinal exponent i = 0:
(a) € =0.192; (c) 0.1925; (e) 0.195; (g) 0.2002; (i) 0.205. Panels
(b), (d), (f), (h), and (j) are the corresponding distribution for the
i = 1 transversal exponent. The dotted red lines indicate the tolerance
limits for zero exponents in all cases shown. We depict out of 500
exponent values for each distribution.

has a Gaussian shape

N G (A G"(0) -~
POy ~ [ 275 L exp[—" 2( ”(M—M)z]
(n > 1). (13)

Accordingly, the infinite-time limit of the corresponding FTLE
is given by Ay = (A;(n))

We obtained numerical approximations for the probability
distribution of both %y(n) and X(n) by considering a large
number of trajectories of length » from initial conditions
randomly chosen in the chaotic attractor corresponding to the
lower energy branch. We actually used a very long trajectory
and divide it into small segments to compute the finite-time
Lyapunov exponents.

Figures 5(a)-5(j) show some distributions of time-250
exponents of Jo(n) [left panels] and ) [right panels],
obtained for different values of the tunable parameter €.
The dashed vertical lines bound the error of the numerical
procedure, such that values belonging to the interval within
these lines are taken to be zero.

The situation before the onset of UDV is exemplified by
Figs. 5(a) and 5(b) since, for this value of € = 0.192 < ¢, the
infinite-time values of both %q(n) and . (n) are nonpositive. As
a matter of fact, both distributions are restricted to the interval
wherein we consider the exponents equal to zero, as revealed
by the magnifications shown as insets in Figs. 5(a) and 5(b).
The positive fluctuations shown in these insets are a numerical
artifact rather than a dynamical feature, though.

Just after the onset of UDV (¢ = ¢, = 0.19250) two features
appear: (1) the lower energy state becomes chaotic, since
the maximum of the distribution function for the longitudinal
mode P[}q(n)] becomes positive [Fig. 5(c)]; (2) the distribu-
tion function for the spatial mode P[J.1(n)] starts developing
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a positive tail [Fig. 5(d)]. The existence of an appreciable
number of positive fluctuations of %;(n) is a fingerprint of
UDV in the system. Hence, as soon as the attractor becomes
chaotic, it also begins to exhibit UDV.

This is a curious feature of this model in particular since,
in most dynamical systems hitherto analyzed the attractor
becomes chaotic prior to its becoming hyperchaotic, or
exhibiting UDV. The reason for this unusual behavior may
be the fact that the chaotic attractor is born, at the point ¢;, due
to an interior crisis. We have already shown, for a different
dynamical system (the kicked double rotor), that UDV can
also be created by crises [27].

Figures 5(e) and 5(f) are for the case ¢, < € = 0.195 < ¢
(i.e., long after the onset of UDV), for which the infinite-
time values of both Ag(n) and %,(n) are, respectively, positive
and (slightly) negative. The shape of both distributions are
Gaussian-like, as expected for n values reasonably large (but
not too large so that the distribution reduces to a delta peak, as
it should be in the infinite-time limit).

The blowout of the attractor for the lower energy state (at
€ = €;) occurs when the maximum of P[X;(n)] crosses zero
[Fig. 5(h)], whereas the other distribution P[io(n)] continues
to drift toward positive values [Fig. 5(g)]. Even though the
former feature cannot be seen directly from Fig. 5(h), it
has been found through careful numerical evaluation of the
fraction of positive exponents of the corresponding distribution
[see Fig. 6(c)].

The blowout bifurcation, as it stands here, is characterized
by the fact that just before the blowout bifurcation point the
intermittent switchings between the vicinity of the two energy
states is a transient phenomenon, followed by an exponential
decay to the lower energy state. On the other hand, just
after the blowout bifurcation point the intermittent switchings
between the vicinity of the two energy states are permanent.
It turns out that, at the blowout bifurcation point, half of
the finite-time transversal Lyapunov exponents are positive.
As a consequence, the lower energy state as a whole loses
transversal stability at this point.

Another important feature of the blowout bifurcation is
the emergence of a second maximum of the distributions
for both Ag(n) and 1(n) [Figs. 5(g) and 5(h), respectively].
This can be understood by the permanent two-state on-off
intermittency existing between the upper and lower energy
states. The continuous excursions of the trajectory between
such manifolds are reflected in a smaller secondary maximum
characterizing the dynamical state in the upper energy state.
Finally, after the blowout bifurcation (¢ = 0.205 > ¢,) we
have mostly positive fluctuations of both Ro(n) [Fig. 5(1)] and
71(n) [Fig. 5()1.

As we have seen in the previous simple example, a
quantitative characterization of the UDV may be obtained by
computing the relative abundance of saddles and repellers in
the chaotic set. This can be accomplished by obtaining the
fraction of positive i = 1 transversal time-n exponents within
a given probability distribution function, or

P(n) = / PLa(m)1dhi(n) (14)
0

shown in Fig. 6(a) as a function of the tunable parameter
€ as the second uppermost curve. The uppermost curve
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FIG. 6. (Color online) (a) Positive fraction of 30 time-250 Lyapunov exponents as a function of the tunable parameter ¢. (b) Magnification
of the interval surrounding the point marking the onset of UDV in the system. (c) Magnification of the interval surrounding the blowout
bifurcation point. The dashed red lines indicate a 50% of positive finite-time exponents.

is the corresponding fraction for the longitudinal exponent
Jo(n), and the remaining curves refer to the other transversal
Lyapunov exponents, x;(n), withi =2,3,4 .. ..

For € < ¢ this positive fraction of *1(n) is indeed zero,
and the point where it becomes nonzero can be a numerical
indicator of the onset of UDV. The sensitivity of this indicator
is demonstrated by Fig. 6(b), in which the vicinity of the point
¢, is zoomed out. The blowout bifurcation is characterized by
this fraction being 1/2, for exactly half of the time-» exponents
are positive at this point. Again, the corresponding value of ¢,
can be reliably determined from this numerical test [Fig. 6(c)].

VI. CONCLUSIONS

The existence of different energy states (with chaotic
dynamics) for a periodically forced and damped drift-wave
equation has long been known. It is, in fact, a typical feature
of complex systems, since it represents multistable behavior
in a high-dimensional phase space, in which two or more
chaotic attractors coexist with a generally complicated basin
boundary structure. The Fourier-mode phase space offers a
convenient geometrical description for this framework since
the low-dimensional chaotic attractors can be viewed as
belonging to manifolds embedded in the high-dimensional
phase space. From this point of view, multistable behavior
is affected by the dynamics along the directions transversal to
those manifolds.

One observable manifestation of the loss of transversal
stability of the multistable chaotic attractors is the existence of

intermittent transitions between the coexisting energy states.
We have identified this behavior as an instance of the well-
known two-state on-off intermittency [10]. The alternations
between the vicinities of both energy states have a striking
similarity with the previously described hysteretical behavior
of trajectories entering this multistable regime. The main
difference is that a hysteretical behavior is composed by two
transversely stable states, while here the behavior is governed
by two transversely unstable states.

In this work we pushed forward this Fourier phase-space
description, by considering the loss of hyperbolicity that
occurs in both attractors through a mechanism called unstable
dimension variability (UDV). The characteristic feature of
UDV is the coexistence of unstable periodic orbits, in a given
chaotic set, with different numbers of unstable directions.
One of the serious consequences of UDV, whenever it occurs
in a given dynamical system, is that computer-generated
pseudotrajectories may not (and do not, in fact) shadow true
chaotic trajectories of the dynamical system. The loss of
shadowability may jeopardize even predictions of a statistical
nature.

The occurrence of UDV is thought to be fairly typical in
high-dimensional dynamical systems, specially spatiotempo-
ral continuous systems like fluids, plasmas, and waves. The
appearance of UDV in the periodically driven and damped
drift-wave equation is thus already expected. In this sense,
the two-state on-off intermittency becomes an example of
chaotic bursting following the occurrence of UDV in a given
system.
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The intermittent switching between the upper and lower
energy states is a nonlinear feature induced by changes of
transversal (linear) stability that characterize UDV in the lower
energy state. In order to have the two-state on-off intermittency,
besides UDV there must be additional nonlinear features,
which are the existence of an upper energy state and a chaotic
saddle connecting it with the lower energy state undergoing
UDV.

We characterized the parametric evolution of UDV through
computation of statistical properties of the finite-time Lya-
punov exponents in Fourier phase space, which is an important
resource when treating high-dimensional systems, for which
direct application of bifurcation theory may be utterly imprac-
tical. With help of the finite-time Lyapunov exponents we have
been able to track three key points in the parametric evolution
of UDV, as the driving amplitude is varied (the other param-
eters being held fixed): its onset, its end, and the point where
it is the most intense. At the latter point, also called a blowout
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bifurcation, the lower energy chaotic state loses transversal
stability.

The fact that UDV is the most intense at the blowout
point have practical implications, namely, that trajectories are
likely to be nonshadowable for an appreciable time interval.
Therefore our analysis could find parameter intervals for which
the numerical trajectories of the driven and damped drift-wave
equation are more or less acceptable, from the shadowing
point of view. This is particularly important, inasmuch as most
information that can be drawn from such high-dimensional
chaotic systems is from numerically generated trajectories.
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