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Resumo

Neste trabalho, estudamos modelos cosmoldgicos genéricos com campos fermionicos
e taquionicos nao-minimamente acoplados ao campo gravitacional. A partir da
técnica da simetria de Noether, determinamos as possiveis formas do potencial e
do acoplamento para a acao geral que descreve o modelo. Obtemos as solugoes
cosmolodgicas das equagoes de campo e analisamos quais cenarios estas podem des-
crever. Quando os resultados indicam um comportamento quintessencial do campo,
a viabilidade do modelo é verificada através do confronto das curvas tedricas com

os dados da astronomia experimental.



Abstract

In this work, we study generic cosmological models with fermion and tachyon fields
non-minimally coupled with the gravitational field. From the technique of the No-
ether symmetry, we determine the possible forms of the potential and of the coupling
for the action that describes the model. We obtain the cosmological solutions of the
field equations and analyse what scenarios they can describe. When the results
indicate a quintessential behavior of the field, the viability of the model is verified
through the confrontation of the theoretical curves with the data from the experi-

mental astronomy.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo cosmoldgico conhecido popularmente como Big Bang, base-
ado na teoria da relatividade geral de Einstein, indubitavelmente teve éxito nas ex-
plicacoes de muitas observacoes. No entanto, existem alguns fatos experimentais
que esse modelo, em sua forma original — chamado de modelo padrdao —, nao pode
explicar. Naturalmente, isso exige uma reformulacao das premissas envolvidas na
construcao de tal modelo, ou até mesmo corregoes na prépria teoria da relatividade
geral.

A Cosmologia inflaciondria [1, 2, 3] foi proposta com o intuito de se
resolver alguns dos primeiros problemas arrostados pelo modelo padrao, e deu conta
de resolver, com algum sucesso, os problemas da planaridade do Universo e da ho-
mogeneidade da radia¢ao cismica de fundo. Nessa classe de modelo, um campo
escalar é o responsavel pela fugaz expansao acelerada do Universo primordial, que
posteriormente ingressa num periodo dominado pelo campo de matéria, passando
entao para uma fase desacelerada.

As recentes observacoes astronomicas, baseadas em dados das super-
novas do tipo Ia, mostram que apds a fase desacelarada do Universo segue uma nova
fase acelerada [4, 5], a qual o modelo padrao também malogrou em explicar. Os da-
dos experimentais ainda indicam que o valor do parametro de densidade estd muito

proximo da unidade. Entretanto, verifica-se que os constituintes conhecidos do Uni-



verso nao dao conta desse valor, o que nos incita a admitir a existéncia de um com-
ponente ainda desconhecido para a Cosmologia. Inevitavelmente, tal discrepancia
com as observacoes torna-se um grande enigma. Desse impasse, concebeu-se o tao
famoso e enigmético ente chamado energia escura, o qual deve compor quase 3/4
da densidade de energia do Universo para estar de acordo com o que ¢é observado.
Possivelmente, a energia escura ¢ também o constituinte responsavel pela expansao
acelerada do Universo, o que conecta o problema da aceleracao césmica observada
hoje com o problema do parametro de densidade. Seguindo-se o paradigma da re-
latividade geral, foram propostos varios candidatos a energia escura, sendo que,
dentro desse escopo, a idéia mais difundida é a de um campo escalar representando
a energia escura, conhecido como quintesséncia.

Tendo em vista as falhas do modelo padrao, a Cosmologia busca
hoje por modelos que expliquem satisfatoriamente tanto a expansao acelerada atual
como toda a evolucao cosmoldgica, desde o periodo inflacionario até o presente,
visando, assim, descrever por completo o quadro observado. Os modelos mais inves-
tigados pela comunidade cientifica sao aqueles que valem-se de um campo escalar
acoplado minima ou nao-minimamente ao campo gravitacional, apresentando-se
como inflaton ou como energia escura [6, 7, 8]. Modelos com corregoes na agao de
Einstein-Hilbert [9, 10, 11, 12] também sao investigados com o objetivo de se encon-
trar explicagbes para as observagoes astronomicas. Além destes, existem os modelos
que consideram o gas de Chaplygin e o de Van der Walls como os responsaveis pela
expansao acelerada atual [13, 14, 15, 16, 17, 18].

Nesta dissertagao, analisaremos modelos cosmologicos genéricos que
consideram campos fermionicos e taquionicos como fontes de campo gravitacional.
Procuraremos determinar as formas das agoes dos modelos a partir da existéncia
de uma simetria de Noether para a Lagrangiana pontual derivada da acao geral.
Alguns trabalhos na literatura utilizaram-se da simetria de Noether para estudar
modelos com campos escalares [9, 10, 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. Com esse proce-

dimento, as formas determinadas sao tais que, naturalmente, eliminamos a violagao



de quaisquer leis de conservacao. O critério da existéncia de simetria funciona como
um primeiro principio para a determinacao das formas de densidades de potencial de
auto-interagao e de acoplamentos nao-minimos com o campo gravitacional. Desse
modo, evita-se a proposicao de um modelo de maneira ad hoc, a qual nao permite
justificativas fundamentais para as escolhas das funcoes contidas na acao.

O presente estudo mostrara que um campo fermionico acoplado ao
campo gravitacional pode, de acordo com a simetria de Noether, descrever um
periodo inflacionario e um periodo desacelerado, quando figura como matéria or-
dinaria. No entanto, tal modelo nao pode dar conta de explicar a aceleracao atual,
ou seja, nao pode exibir um comportamento tal qual o da energia escura. Para os
modelos com campos taquionicos acoplados ao campo gravitacional, verificar-se-a
que os taquions tanto descrevem a expansao acelerada concernente a época infla-
cionaria quanto podem se comportar como energia escura. As curvas obtidas para
esse modelo sao confrontadas com os dados astronomicos atuais, mostrando-se, dessa
forma, que o modelo consegue uma boa descrigao do que é obervado.

Por fim, analisa-se a existéncia de tipos de simetria de Noether
que admitem densidades de potencial de auto-interacao com valor constante para

Y

férmions e taquions. Esses tipos de densidade de potencial produzem ” constantes
cosmologicas” efetivas varidveis no tempo, o que pode ser algo interessante, haja
vista que no modelo tradicional de constante cosmolégica existem problemas rela-
cionados ao préprio valor da constante cosmoldgica — de acordo com as estimativas

baseadas nos dados observacionais, esta nao deve apresentar um valor constante no

tempo, o que contraria a esséncia do proprio modelo.



Capitulo 2

Relatividade Geral

Em 1915, Albert Einstein publicou sua teoria da relatividade geral
[25], a qual extendeu a relatividade restrita para uma teoria que incorpora campos
gravitacionais. Desta feita, surgiu uma nova teoria da gravitacao, que interpretou o
campo gravitacional como uma manifestacao da curvatura do espago-tempo devido
a presenca de matéria-energia.

O fundamento da relatividade geral esta no principio da equivaléncia,
o qual se refere a equivaléncia entre um campo gravitacional e um referencial nao
inercial. As conseqiiéncias de tal fundamento sao desdobradas matematicamente
através do principio da covarancia geral: a equagao que descreve uma lei fisica
deve ter a mesma forma em todos os referenciais — inerciais e nao inerciais — ou,

formalmente falando, deve ser escrita em forma covariante [26].

2.1 Principio da Equivaléncia

E fato que os campos gravitacionais tém a propriedade de que todos
os corpos se movem da mesma forma na presenga destes (se as condigoes iniciais
forem as mesmas), independente da massa ou da carga. Como exemplo, todos os
corpos sujeitos ao campo gravitacional da Terra sofrem a mesma aceleragao, inde-

pendente de suas massas.



Gragas a essa propriedade dos campos gravitacionais, podemos fazer
uma analogia entre o movimento de corpos num campo gravitacional e o movimento
de corpos num referencial nao inercial. A propédsito, sabemos que o movimento li-
vre dos corpos num referencial inercial se processa retilinea e uniformemente por
todo o tempo. Entao, se observamos o movimento livre desses corpos a partir de
um referencial nao inercial, certamente os veremos moverem-se todos da mesma
forma. Se observamos um corpo movendo-se livremente a partir de um referen-
cial com aceleracao constante, o veremos se mover com uma aceleracao igual em
modulo e em sentido oposto ao do proprio referencial. Isso simula, por exemplo, o
campo gravitacional da Terra sobre pequenas regides (o mesmo pode ser considerado
constante em pequenas regides). Disso, concluimos que as propriedados dos movi-
mentos dos corpos num referencial nao inercial sao idénticas as dos movimentos dos
corpos num campo gravitacional, e podemos dizer que um referencial nao inercial é
equivalente a um certo campo gravitacional. Este é o principio da equivaléncia.

Por outro lado, em cada ponto do espaco sujeito a um campo gravi-
tacional, podemos definir um referencial localmente inercial. Isso é possivel porque
os corpos se movem da mesma forma num campo gravitacional, pois essa proprie-
dade nos permite estabelecer um referencial que se move solidariamente aos corpos
em queda livre nesse campo (um referencial que estd em queda livre no campo
gravitacional da mesma maneira que os corpos), a partir do qual ndo percebemos
qualquer aceleracao dos corpos. Assim, nesse referencial localmente inercial, as leis
da Fisica devem ser as mesmas que as em um referencial na auséncia de campo
gravitacional.

A partir do que foi exposto acima, escrevemos o principio da co-
varancia geral: uma equagao ¢ valida num dado campo gravitacional se for valida
também na auseéncia deste. Em outras palavras, uma equacao é valida num campo
gravitacional se estiver de acordo com a relatividade restrita e preservar sua forma

sob transformacao geral de coordenadas.



2.2 Dinamica da Particula em Relatividade Geral

Consideremos uma particula em queda livre num campo gravita-
cional, vista a partir de um sistema de coordenadas £* solidario a mesma. Esse
sistema é localmente inercial, do qual nao se observa qualquer aceleracao da particula
[26]. Portanto, conforme o principio da equivaléncia, as leis da relatividade restrita
sao validas nesse sistema. Entao, a equagao de movimento que descreve a dinamica

da particula sera
d2 «
dr?

onde dr? = ds?/c? é o tempo préprio medido no referencial localmente inercial.

(2.1)

Tomemos agora um sistema coordenado z* em repouso num campo
gravitacional. Utilizando a regra da cadeia, podemos determinar a dinamica da

particula vista a partir do referencial z#

d (O 0x*\
(o) -0 22)

que apos o desenvolvimento da derivada temporal, toma a forma

d?at OE 0?¢  dat da”
=0. 2.
dr? Ozt OxrOxv dr dt 0 (2:3)

Agora, multiplicando essa equacio por dx* /9%, obtemos

d*z* y\ dzt dx”
— =0 2.4
dr? Wodr dr ’ (2:4)

onde I'}, é chamado de conexdo afim e definido como

A 82504 a_'%.)\ (2 5)
e Qrkday O '

Uma vez que as derivadas de primeira ordem comutam, da equacao

(2.5), segue que a conexao afim ¢ simétrica com rela¢ao aos indices inferiores
A A
L, =T (2.6)

Num referencial localmente inercial, valem as leis da relatividade restrita e
nao podemos perceber um campo gravitacional a partir deste. Mas, quando pas-

samos para um referencial em repouso no campo gravitacional, percebemos que a
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equacao de movimento escrita a partir deste (2.4) apresenta um termo adicional
A dx* dx¥ N ~ . . . .
<F W??)? quando comparada a equacao de movimento escrita a partir do sis-
tema localmente inercial (2.1). Isso justamente indica a presenga de um campo
gravitacional, e ao mesmo tempo nos diz que o espago-tempo é curvo. Portanto,
podemos descrever um campo gravitacional a partir da curvatura do espaco-tempo,

ou falando de outra forma, através da geometria do espago-tempo.

Num espago-tempo curvo genérico, o elemento de linha tem a forma
ds® = g, dztdz”, (2.7)

onde g, é o tensor métrico — o qual é simétrico (g,, = g,,) —, cujas componentes
definem a geometria do espago-tempo e, conseqiientemente, a dinamica num campo
gravitacional.

O comprimento da curva descrita por uma particula em movimento

entre os pontos genéricos a e b, parametrizada por 7 (z# = x#(7)), é entdo dado por

b 1
dzt dx¥ \ 2
= v d . 2
° /a (g” dr dr ) T (2.8)

Agora, variando (2.8) com relacao a g, e extremizando

b dxt dx¥ e
1) ,—— | dr =0, 2.
/a (g” dr dr > T=0 (2.9)

obtemos a equagao (2.4) na forma

Pz 1 o (Ogu | 09 Ogu dat da”
g - - 2.1
arz 27 (ax” * ox? EM“) dr dr 0 (2.10)
com
1 09vx  09us  O0gu
F)x _ KA HE M 211
w = 99 (895“ * oxv  Ox" )’ (2.11)

que expressa a conexao afim em termos do tensor métrico.

Sabemos que matéria-energia gera um campo gravitacional. Por
outro lado, a partir do principio da equivaléncia, vimos que a dinamica de uma
particula num campo gravitacional pode ser determinada pela geometria do espago-
tempo, que é curvada quando na presenca de fontes de campo gravitacional. Dai,
concluimos que a presenga de matéria-energia causa uma curvatura no espago-tempo,

a qual ¢é sentida pela particula como um campo de gravitagao.
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2.3 Tensor de Curvatura

Em qualquer ponto do espacgo-tempo, o tensor métrico é uma ma-
triz simétrica de nimeros reais. De acordo com a algebra das matrizes, existe uma
transformacao que diagonaliza tal matriz, com todas as componentes da diagonal
assumindo valores +1 ou —1. Mas, em geral, nao ¢ possivel encontrar um sistema
de coordenadas no qual o tensor métrico reduz-se a forma diagonal, com as compo-
nentes tomando os valores +1 ou —1 em todo o espaco. A importancia de saber se
existe tal sistema de coordenadas reside no fato de que se a métrica pode ser escrita
nessa forma, significa que o espago em questao é plano (ou nao curvo) — nesse caso
a métrica é dita plana.

A questao é: de que maneira podemos garantir que existe um sis-
tema de coordenadas no qual a matriz do tensor métrico assume tal forma em todo
o espaco? Ou, equivalentemente: de que maneira podemos garantir que a métrica é

plana? A resposta a essa pergunta esta no seguinte teorema

A nulidade do tensor de curvatura € condi¢do necessdaria e sufici-

ente para uma métrica ser plana.

O tensor de curvatura é definido por

or: - or
A= MR AT TATC (2.12)

uvK EM“ &r” oK UV oV UK

Essa necessidade provém do fato de que se existe um sistema coor-
denado no qual o tensor métrico apresenta as propriedades descritas anteriormente
(correspondendo a um espago plano), o mesmo sera obrigatoriamente constante em
todo o espaco e, entao, suas derivadas serao nulas, o que também leva os F;}V e as
suas derivadas a se anularem (ver equacao (2.11)). Disso, segue que o tensor de
curvatura sera nulo. Dessa forma, a definicao do tensor de curvatura é uma legitima

definicao de medida da curvatura do espaco.



A seguir estao listadas as propriedades fundamentais do tensor de

curvatura

.
i) Anti-simetria com relagao a troca de indices do primeiro par de indices:

R)\,uz/n = _Ru)\z/n;

ii) Anti-simetria com relagao a troca de indices do segundo par de indices:

R),.=—R)

UVE p,m/;

iii) Simetria com relagao a troca do primeiro par de indices com o segundo:

R/\uwi = Run/\u .

Pela contracao do tensor de curvatura com o tensor métrico, defi-

nimos um outro importante tensor, o tensor de Ricci
R;m = g/\VR/\/um = Rl/))\ﬁ- (2.13)

Por sua vez, contraindo o tensor de Ricci com o tensor métrico, defi-

nimos o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci)
R =g¢""R,.. (2.14)

E importante notar aqui que R/2 é igual a conhecida curvatura de Gauss para uma
superficie — o inverso do produto dos raios de curvatura principais.
Agora, a partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos

construir um novo tensor simétrico

1
Ruu - §gMVR’ (215)

chamado tensor de Einstein.



O tensor de Einstein satisfaz as chamadas identidades contraidas de

Bianchi
1
V, (R’“’ — ég‘“’R) =0, (2.16)
que, como veremos, desempenham um papel importante em relatividade geral, pois

estao associadas a uma lei de conservagao.

2.4 'Tensor Energia-Momento

O tensor energia-momento, denotado por T}, representa o fluxo do
quadrimomento p* através da hipersuperficie que encerra as fontes do campo. O

tensor energia-momento ¢ um tensor simétrico, 7}, = T,

vu, Cujas componentes levam

consigo um significado fisico, a saber

i) Too — Componente temporal:

Densidade de energia;

ii) T;o = Tp; — Componentes espago-temporais:

Densidade da i-ésima componente de momento;

iii) T;; — Componentes espaciais (indices de mesmo valor):
Fluzxo da i-ésima componente de momento através da superficie

cuja dire¢ao normal estd na diregcdo i (pressao);

iv) T;; (i # j) — Componentes espaciais (indices de valores diferentes):
Fluzxo da i-ésima componente de momento através da superficie

cuja direcao normal estd na direcao k.

10



A lei de conservacao do tensor energia-momento é satisfeita com a

condicao de nulidade da derivada covariante de T*”
Vv, T" =0, (2.17)

onde a quantidade conservada concerne a todas as fontes do campo gravitacional
considerado.

Um exemplo de tensor energia-momento muito importante é o de
um fluido perfeito, com densidade de energia p, pressao p e quadrivelocidade U* =
dz*/dr

T = (p + %) UrU” — pg™. (2.18)

2.5 Equacoes de Einstein da Gravitacao

Na secao 2.2, vimos que um campo gravitacional pode ser inter-
pretado como a curvatura do espago-tempo devido a presenca de matéria-energia.
O problema fundamental é encontrar uma equacgao que relaciona a geometria do
espago-tempo com a distribuicao de matéria-energia.

Utilizaremos o principio da minima agao [27, 28| para encontrar essa
relacao. Iniciamos de uma agao total Sr, que é a soma da acao do campo gravita-
cional S com a agao do campo de matéria .S,

3 1
Sp =S+ S = — /R\/—gd‘*x + = /Em\/—gd4x, (2.19)
167G c

onde L,, representa a densidade de Lagrangiana da matéria e g é o determinante da
matriz que representa o tensor métrico g,,. A forma \/—gd*z é a generalizagdo do
volume diferencial num espacgo plano para um hipervolume diferencial num espaco
curvo.

Agora, aplicando o principio da minima agao a (2.19), devemos ter
0Sr =0S¢ + 0S5, =0, (2.20)

onde a variagao ¢ feita com relagao a g, .

11



A variagao da agao do campo gravitacional com respeito a g,, nos

leva a

c3 1
— - uy S 4
0Sa 167TG/ (RW 2gWR> 0g"\/—gd x, (2.21)

pois 0v/—¢ = —39,u/—9 09" ¢ a integral 16626, [ (9"\/=g 6R,,)d*z se anula na

fronteira de integracao.

Por sua vez, a variacao da acao do campo de matéria com respeito a

g nos fornece
1
5S,, = > / T,,6g" /—gd'z, (2.22)

onde 7}, ¢ definido como
2 0\/—gL,,
T, = 9%m (2.23)
V=g og

Por fim, a variacao da acao total com relagao a g, serd

c? 1 87
_ z 4+ 7 w [ adty = 2.24
ST = 167TG/ (Ruu 2QMVR A W) g gd z =0, ( )

e como o termo dg,, ¢ arbitrario, o principio da minima acao ¢é satisfeito se

1 81G
Ruu — agMVR = —7Tuy. (225)

Estas sao as equagoes de Finstein da gravitacao. O lado direito
descreve a distribuicao de matéria-energia e o lado esquerdo a resposta da geome-
tria do espaco-tempo a essa distribuicao. Podemos ver, tendo em vista as equagoes
(2.15) e (2.16), que o lado esquerdo das equagoes de Einstein satisfaz as identidades
contraidas de Bianchi, o que implica na derivada covariante do lado direito também
ser nula, ou seja, que as fontes do campo gravitacional obedecem as leis de con-
servagao, conforme (2.17). Isso mostra a consisténcia fisica de tal teoria geométrica
da gravitacao.

Um fato interessante é que, se adicionamos a equagao (2.25) um
termo linear em g,,,, as identidades de Bianchi continuam satisfeitas e a equagao da
gravitacao permanece fisicamente consistente. Dai, podemos dizer que a forma mais

geral das equagoes de Einstein é
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1 887G
R/U’ — ig‘“’R + Ag‘u,, = —7Tuy, (226)

onde A é a famosa constante cosmolégica, introduzida inicialmente por Einstein
com a finalidade de se obter solugoes cosmoldgicas que descrevem um Universo

estacionario.
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Capitulo 3

Cosmologia

Com o advento da relatividade geral, pela primeira vez se teve em
maos uma teoria que possibilitava a descricao do Universo como um todo. Assim,
a Cosmologia deixou de ser apenas uma especulacao metafisica para tornar-se um
ramo da Fisica. A relatividade geral permitia solugdes de um Universo nao estatico
e, em 1929, as observagoes astronomicas de Edwin Hubble mostraram que o Uni-
verso estava em expansao.

As observagoes astronomicos permitiram estabelecer fundamentos
validos para todo o Universo, de onde nasceu um importante pilar para o desen-
volvimento da Cosmologia, o chamado principio cosmoldgico, que estabelece ser o
Universo homogéneo e isotrépico em larga escala. Dessa forma, pode-se construir
modelos tedricos gerais que descrevem a evolugao do cosmos como um todo. Na
década de 40, Gamow, Alpher e Herman previram a existéncia de uma radiacao que
permeava todo o Universo — hoje chamada de radiacao cosmica de fundo —, oriunda
da época em que a radiagao se desacoplou da matéria. Essa previsao foi confirmada

na década de 60, consolidando a Cosmologia como Ciéncia.
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3.1 Observacoes Astronomicas e Fundamentos da
Cosmologia

A mais importante observacao astronomica para a Cosmologia foi a
que levou Hubble a concluir que o Universo esta em expansao. Em 1929, a partir das
suas observacoes de galdxias longinquas, Hubble determinou que todos os objetos
distantes estao se afastando de nés, e quanto mais distantes estao, mais velozmente
se afastam [29]. A velocidade de recessao desses objetos é proporcional as suas

distancias a nods, sendo expressa pela lei de Hubble
VvV = H()I', (31)

onde Hj ¢ a constante de Hubble avaliada hoje, tendo como o melhor valor observa-
cional 72 4+ 8 km s~' Mpc~1[30].

Podemos, para simplificar nossa descri¢cao, definir um sistema coor-
denado que acompanha a expansao, ou seja, fixo na galaxia da qual se observa a
expansao cosmoldgica (ver Figura 3.1). Tal sistema é chamado de sistema comdvel,

a partir do qual medimos a distancia dos objetos a nés com o tempo por
r = a(t)x, (3.2)

onde r representa a distancia real, x a distancia comével (que tem valor constante
no tempo) e a(t) o fator de escala, que reescala a distancia entre os objetos com o
tempo, descrevendo a expansao do espaco.

Da equagao (3.2), podemos expressar a constante de Hubble (defi-

nida por (3.1)) em termos do fator de escala
a

H = - 3.3

! (33

onde o ponto denota derivada com relagao ao tempo. Nessa expressao, a ”constante”
de Hubble é generalizada para qualquer tempo, uma vez que esta nao tera sempre
o mesmo valor Hy em virtude de a, que mede a taxa de expansao do Universo com

o tempo, nao ser constante. Por esse mesmo motivo, daqui em diante, chamaremos
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Figura 3.1: Distancia r entre dois objetos distantes num Universo em expansao

medida a partir de um referencial fixo num dos objetos.

H de parametro de Hubble, o que é mais adequado.
As velocidades de afastamento dos objetos distantes sao medidas pelo
redshift z (desvio para o vermelho) do espectro luminoso emitido pelos objetos. A

partir do efeito Doppler para ondas luminosas, escrevemos

)\obs - /\em v
== - 3.4
T T B

onde A, ¢ o comprimento de onda da luz emitida pelo objeto e Ay é 0 compri-
mento de onda da luz proveniente do objeto que observamos. Aqui, o efeito Doppler
observado nao é resultante de algum afastamento de origem cinemaética, mas uma
consequéncia da expansao do espaco. Entao, quando uma onda eletromagnética se
propaga num espago em expansao, o seu comprimento de onda sofrerd um estica-
mento, o qual serd proporcional ao valor do fator de escala. Dai, podemos determinar

o fator de escala a partir da medida do redshift (através da equagao (3.4))

1 af(tobs) /\obs 1
FIC RTE B W =1 (35)
onde a(tys) = 1 por convengdo, o que é equivalente a reescalar as coordenadas

comoveis pelo tamanho atual do Universo.
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Das defini¢oes anteriores, vemos que nao existe um ponto privilegi-
ado de onde se fazem as observacoes, pois as coordenadas comoveis eliminam essa
possibilidade. Aqui esta implicito um principio muito forte da Cosmologia, o qual
foi baseado nas observagoes. Em larga escala o Universo pode ser considerado ho-
mogeéneo e isotrépico, o que ¢é equivalente a dizer que de qualquer ponto observamos
o Universo sempre com as mesmas propriedades. Este é o principio conhecido como

principio cosmologico.

3.2 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker

Tendo em vista o principio cosmoldgico, consideremos um espaco tri-
dimensional homogéneo e isotrépico. Em tal espaco, o qual pode estar se expandindo
ou se contraindo, a métrica mais geral que pode ser construida apresenta a seguinte
forma em coordenadas esféricas

dr?

2 2 342 2
ds® = c°dt —a(t) m

+ 72(d6* + sin” Od¢?) |, (3.6)

que é conhecida como métrica de Friedmann-Robertson-Walker[26], onde k é a cons-
tante de curvatura.
A constante de curvatura estd associada as trés geometrias que sa-

tisfazem o principio cosmolégico, assumindo os seguintes valores correspondentes

k =0 geometria plana,
k >0 geometria esférica,

k < 0 geometria hiperbdlica.

A métrica de Friedmann-Robertson-Walker estd escrita a partir de
um sistema coordenado comével. Tal sistema estd fixo nas particulas (galdxias)
do fluido cosmoldgico, desse modo, acompanhando a expansao ou contra¢ao cos-
molégica, com suas coordenadas sendo reescaladas pelo fator de escala a cada ins-
tante. Assim, x' = (1,0, ¢) sdo as coordenadas espaciais medidas a partir do sistema

coordenado fixo numa particula qualquer desse fluido. Mede-se o tempo cosmologico
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t a partir de um relégio também fixo nessa particula (¢ denota o tempo préprio desse
sistema).
Lembrando que a forma mais geral de um intervalo diferencial num

espago-tempo curvo ¢é dada por
ds® = g, dztdz”, (3.7)

podemos, por comparagdo com (3.6), determinar o tensor métrico, que em repre-

sentacao matricial se apresenta como

1 0 0 0
0 —a(t)?/(1 — kr?) 0 0

g =)= | O e e
0 0 0 —a(t)*r?sin? 0

Daqui em diante, por comodidade, faremos os indices gregos assumi-
rem os valores (t,7, 60, ¢). De (3.8), vemos que somente as componentes da diagonal
nao sao nulas, ou seja, as componentes gy, grr, Jog € gop Na notagao que adotamos

aqui.

3.3 Determinacao do Tensor de Ricci e do Escalar
de Curvatura

Para determinar o tensor de Ricci, devemos calcular todos os ele-
mentos da conexao afim. Uma vez que conhecemos a forma do tensor métrico

(equacao (3.8)), fazemos isso através da equacao
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1 0 0Gue  O0Gu
F/\ _ - KA 12 . M ) ]
w =59 ( Oxv * Oxzr Oz~ ) (39)

Lembrando da propriedade T}, =T, de (3.9), temos

)
aa aar? aar? sin? 0
Mt = ——— rt, = — e, = ———= 3.10
T e(1 = kr2)’ 06 ¢’ ¢ c ’ ( )
k
I, = 177];2, I, = —r(1— kr?), [, =—r(l- kr?)sin? 0, (3.11)
—kr
1
ng) = cot 0, F2>¢> = —sinf cos b, Y, = Ffd) = -, (3.12)
r
) la
Ftr:FfGZquS:Eaa (3.13)

sendo os elementos restantes nulos.
Com os Fﬁy em maos, determinamos o tensor de curvatura a partir
de sua definicao

or,  or
R, =TT T 1" (3.14)

(D7 ok oY oK pv oVt UK

e lembrando da definicao do tensor de Ricci

R,Lm = gAVR/\uwi = R>\ (315)

LUAK )

podemos calcular diretamente as componentes de R, para a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker, obtendo
3a

Ru = 5=, (3.16)
oo )

R”::_WZ;?ZZEfC’ (3.17)

Rop — — (ad + 2(’1202+ 2]{02)7"2, (3.18)

Ry = — (ad + 2a* +022kc2)7"2 sin? 9. (3.19)

As outras componentes do tensor de Ricci sao nulas em decorréncia da forma dia-
gonal do tensor métrico.
Agora, a partir da definigdo do escalar de curvatura (ou escalar de
Ricci)
R = g¢""R,, (3.20)
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como ja conhecemos as componentes do tensor de Ricci, obtemos facilmente

6 |a LN\ 2 L 2
C a a a

que é o escalar de curvatura para a métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

: (3.21)

3.4 Forma do Tensor Energia-Momento

Do lado direito das equagoes de Einstein, temos o tensor energia-
momento, que ainda devemos especificar. Consideraremos as fontes de campo gravi-
tacional do Universo como um fluido perfeito, entao o tensor energia-momento que

o representa, como ja vimos, tem a forma

p
T = (p + g> U.U, —pgu. (3.22)

Como adotamos um sistema comovel para escrever a métrica, tal
sistema move-se conjuntamente ao fluido, e a quadrivelocidade desse fluido serd

U" = (¢,0,0,0). Entao, da equagao (3.22), determinamos

pc? 0 0 0
0 pa(t)?/(1—kr?) 0 0
fr = 0 0 p a(t)?r? 0 ’ (323
0 0 0 p a(t)?r?sin® 0

e temos o tensor energia-momento de um fluido perfeito escrito para a métrica de

Friedmann-Robertson-Walker.
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3.5 Equacoes do Modelo Padrao da Cosmologia

Nesta secao, determinaremos as equagoes que descrevem a dinamica
do Universo. Para isso, tomamos a forma mais geral das equacoes de Einstein,
equagoes (2.26), e utilizamos as componentes do tensor de Ricci, equagoes (3.16),
(3.17), (3.18) € (3.19), do tensor métrico, equagao (3.8), e do tensor energia-momento,
equagao (3.23), e o escalar de curvatura, equagao (3.21).

Considerando primeiramente as componentes temporais dos tensores

1 8rG
Ry — §gttR + Agn = — o T, (3.24)
chegamos a seguinte equacao diferencial
2
a 8tG ke Ac?
- =—p-—+— 3.25
(a) 3 2 3 (3:25)

conhecida como equac¢dao de Friedmann.

Tomando as componentes espaciais dos tensores

G

1
Rii — —9iR + Agiy = ——T1, 3.26
g Jilt + Ag C4 (3.26)

qualquer uma delas nos leva a equagao diferencial (aqui ndo hé soma com respeito

aos indices repetidos ii)

2
871G kc?
) = — C2 P — ? —f- ACQ, (327)

(
a a

a qual, utilizando-se de (3.25), pode ser escrita na forma
a ve 3p Ac?
e _ et — 3.28
T B+ (3.28)
que ¢é conhecida como equacao da aceleragao.
Para resolver estas equagoes de campo, ainda precisamos saber como
p e p evoluem com o tempo. Se aplicamos a condigao que representa a conservagao
do tensor energia-momento (V,,TW = O) ao tensor (3.22), obtemos
. P\
p+3H (p + E) =0, (3.29)
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que é chamada de equacdo do fluido e é o analogo da equacao da continuidade.
Esta equacgao nao é independente, pois pode ser obtida pela combinacao da equacao
(3.28) com a derivada temporal da equagao (3.25).

A fim de resolver (3.29), necessitamos conhecer as equagoes de estado

dos constituintes do Universo. Supomos que as equagoes de estado sao barotropicas
p = cCwp, (3.30)

onde w é uma constante, a qual especifica a natureza do constituinte. Os casos mais
comuns sao: w = 1/3, que representa a radiacao; w = 0, que representa matéria
diluida; e w = —1, que representa a energia de vdcuo.

Considerando-se que os constituintes do Universo sao nao-interagen-
tes, cada um deles obedece a equagao (3.29) separadamente. Entao, para a matéria

diluida (p,, = 0), de (3.29), temos a solugao
Pm X Q% (3.31)

para a radiagao, p, = cp,/3, obtemos

pr o< a; (3.32)
e para a energia de vécuo, p, = —c?p,, temos
p, = constante, (3.33)

que pode ser relacionada a constante cosmoldgica. Pois, pelo fato de poder escrever

a equacao de Einstein na forma

1 8rG
R;u/ — égMVR = —7TMV — Aguy, (334)

temos a liberdade de interpretar a constante cosmoldgica como fonte de campo

gravitacional, escrevendo Tlfy = SfGAgu,,, quando a equacao de Einstein torna-se
1 8rG A
R/»“’ — §quVR = _7(THV + T/»‘”’). (335)
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Ao comparar Tlfy com o tensor energia-momento de um fluido perfeito, chegamos a
pr = —pp/c® = A /8nG = constante.

Agora que conhecemos a evolugao temporal de p, estamos aptos a
determinar a = a(t). Como foi dito anteriormente, Einstein introduziu a constante
cosmoldégica para obter solucoes de um Universo estatico, mas como foi observado por
Hubble que o Universo estava em expansao, tal idéia foi abandonada, nao existindo
mais razao alguma para manter a constante cosmoldgica nas equagoes. Isso sem
contar o seu significado fisico obscuro na época. Por esse motivo, no modelo padrao
da Cosmologia faz-se A = 0. Assim, procuraremos solucoes para um Universo
composto somente por matéria e radiacao. No inicio, quando a(t) é pequeno, vemos,
a partir de (3.25), que o termo com a constante de curvatura é desprezivel frente
ao termo que leva a densidade de energia dos constituintes, conforme as equagoes
(3.31) e (3.32). Dali, a equacao de Friedmann toma a forma

2
a 8rG

- 0. (3.36)

Resolvemos facilmente essa equacao quando analisamos épocas em
que a densidade de energia do campo de matéria domina sobre a densidade de
energia do campo de radiacao e vice-versa, ou seja, quando uma é desprezivel frente

a outra. Para a era dominada pela matéria, temos a solugao

a(t) oc t¥3, (3.37)
e para a era dominada pela radiacao

a(t) o t1/2, (3.38)

Quando t — 0, também a — 0 e, conseqlientemente, p — oo. Entao,
temos uma singularidade inicial, esta popularmente conhecida como Big Bang. Con-
forme as solugoes do modelo padrao, o Universo originou-se de um ponto com den-
sidade e temperatura infinitas, resfriando-se a medida que se expandiu. Mas, por

outro lado, a Fisica que conhecemos nao pode mais funcionar préximo ao momento
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do Big Bang, uma vez que estamos entrando no dominio de escalas inferiores a escala
de Planck (=~ 107%cm) e efeitos quanticos ndo sao mais despreziveis. Tendo isso
em vista, o Big Bang deve representar o limite de validade do modelo padrao da

Cosmologia.

3.6 Parametros Observacionais

A densidade critica p. é definida como a densidade necessaria para
que a constante de curvatura se torne nula, k& = 0, correspondendo a um Universo
com geometria plana. De acordo com a equacao de Friedmann, temos um valor de
H correspondendo a cada valor de p., tal que podemos escrever para a densidade
critica

3H (t)?

pelt) = —— = (3.39)

Com o valor de H estimado hoje, a densidade critica é da ordem de 10~%kg m~3. A

partir do valor da densidade critica medido experimentalmente, inferimos se o Uni-
verso é fechado ou aberto. Se p > p., sabemos que o Universo é fechado (geometria
esférica), e se p < p., que o Universo é aberto (geometria hiperbdlica).
A densidade critica é usada para a parametrizacao das medidas de
densidade dos constituintes do Universo. Define-se o parametro de densidade €2; por
0 =72 (3.40)
Pe
onde 7 expressa a densidade correspondente a cada constituinte do Universo que
esta sendo considerado. A definicao do parametro de densidade expressa uma com-
paracao entre uma dada densidade relacionada a algum constituinte com a densidade
critica.
A partir das equagoes (3.25) e (3.40), podemos escrever

k

Qiotar = 1+ 2

(3.41)

onde ,:q denota o parametro de densidade relacionado a densidade total do Uni-

verso (a soma das densidades de todos os constituintes). Constatamos da equacao
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(3.41), que se k = 0, Qipyq = 1, € 0 mesmo permanece com esse valor por todo o
tempo, uma vez que k é constante.

Uma outra grandeza importante é o parametro de desaceleracdo, re-
lacionado a variacao da taxa de expansao do Universo com o tempo. O parametro

de desaceleracao g é definido por
+ —. (3.42)

Dessa definicao, vemos que ¢ tem um valor positivo para um Universo desacele-
rado e um valor negativo para um Universo acelerado. Além disso, o parametro
de desaceleragdo depende da densidade p e da pressao p totais do Universo. A
definicao de ¢ foi feita como o negativo da aceleragao porque o modelo padrao preve
que o Universo se expande sempre desaceleradamente (consideramos que o Universo
¢ composto somente de matéria comum — a qual é sempre atrativa), desse modo,
uma definicao com valor positivo para medir a desaceleragao é mais pratica, haja
vista que ela sempre ocorre.

Um parametro observacional bastante usado pela astronomia experi-
mental é a diferenca de magnitudes pg, que é definida como a diferenca entre a
magnitude bolométrica aparente m e a magnitude absoluta M de uma determinada

fonte. A expressao para pg ¢ dada por
o =m — M =25+ 5log,,dp, (3.43)

onde dy, é a distancia de luminosidade, definida por

dy = (14 2) OZ %, (3.44)

com H(z) sendo o parametro de Hubble em funcao do redshift.

3.6.1 Distancia de Luminosidade

A distancia de luminosidade expressa a quantidade de luz recebida

de um objeto distante, o que permite determinar indiretamente a que distancia

25



se encontra o objeto — assumindo-se que a intensidade luminosa cai com o inverso
do quadrado da distancia ao objeto. Podemos definir a distancia de luminosidade
em termos de uma luminosidade absoluta L (poténcia total da fonte) e sua cor-
respondente luminosidade aparente | (poténcia por unidade de drea recebida pelo

observador)

L
dp =\ —. A4
L 4rl (3:45)

Num espaco euclidiano, a luminosidade aparente seria dada por [ =
L/4md?, onde d é a distancia do objeto ao observador. Mas, em escala cosmolégica,
temos que levar em conta o redshi ft relativistico e o efeito Doppler. Cada um desses
efeitos leva consigo um fator de atenuacao 1/a(t) = 1+ z, entdo devemos escrever
[ = L/4nd?(1 + 2)2.

Considerando-se um espago plano (k = 0) e a propagacao da luz
radialmente (df = d¢ = 0), para a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, cal-
culamos a distancia d (distancia espacial) a partir de (2.8), de onde obtemos d =
Jo V=gmdzrda™ = a(t) [, dr = a(t)r, onde r é a distancia comével percorrida pela

luz. Substituindo-se d = a(t)r na expressao para [, escrevemos (3.45) para as medi-

das realizadas hoje (r,a = 19, ao)
dp, = a,ro(1+ z). (3.46)

Para calcular rg, devemos impor ds = 0 (estamos calculando a
distancia comével percorrida pela luz), de onde obtemos cdt/a(t) = dr, que sob
a integracao foto cdt/a(t) = fOTO dr, apés a mudanca de variaveis dt = (j—(’i) (%)dz =
— [%t)]dz (a distancia de luminosidade é medida em fungao do redshift), toma a

forma ro = ¢ [ dz/H(z). Agora podemos escrever (3.46) como a expressdo final

para a distancia de luminosidade

dy = (14 2) OZ %, (3.47)

onde consideramos ag = 1.
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3.7 Sucessos e Problemas do Modelo Padrao

Num passado distante, quando o fator de escala era muito menor e
a densidade de matéria era muito alta, certamente que o livre caminho médio dos
prétons, dos elétrons e da radiacdo (f6tons) era muito menor do que hoje. A in-
teracao entre matéria e radiacao, por ser abundante nessa época, faria com que todo
0 meio se encontrasse muito préoximo do equilibrio termodinamico com os fotons.
Como o Universo se expandiu, o gas de fétons se resfriou e a densidade de energia
diminuiu, possibilitando que os prétons e os elétrons se combinassem. Assim, houve
um desacoplamento do gas de fétons da matéria, o qual fluiu livremente, originando
o fundo de f6tons com baixa energia que permeia todo o Universo. Esse fundo de ra-
diacao é conhecido hoje como radiagao cosmica de fundo e foi proposto por Gamow
em 1948, que imaginou um possivel residuo da época quando a elevada temperatura
e a alta densidade poderiam ter resultado na formacao de uma parte dos elementos
quimicos.

Inicialmente, nao se deu importancia aos cdlculos realizados por Ga-
mow, o que resultou em nenhum esforco para detectar tal radiacao. Mas, em 1964,
por acaso, Penzias e Wilson descobriram essa radiacao quando monitaravam antenas
de comunicacao. A temperatura medida dessa radiacao estava muito préxima dos
3K previstos por Gamow. A previsao da existéncia da radiacao césmica de fundo e
a sua confirmacao certamente foi o mais notavel sucesso do modelo padrao.

Apesar do éxito de suas previsoes, o modelo padrao enfrenta alguns

problemas, dos quais citamos os principais:

i) Problema do Horizonte: A radiagdo césmica de fundo observada apresenta uma
elevadissima homogeneidade. Mas o fato é que as regides distantes nao teriam
condicoes de estar em contato causal antes da época do desacoplamento radiacao-
matéria que deu origem a radiagao que observamos hoje. O modelo padrao nao pode
prever essa homogeneizacao por mecanismo algum e, assim, permanece a questao

natural de como explicar o fato de o Universo conseguir atingir tal grau de homo-
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geneizacao.

ii) Problema da Planaridade: De acordo com os dados da astronomia experimental,
o parametro de densidade tem um valor muito préoximo a 1, mas nao exatamente 1,
que corresponde ao modelo critico (i = 1), 0 que significa que a geometria do
Universo ¢ praticamente plana e, conseqiientemente, a densidade de energia do Uni-
verso ¢ quase igual a critica. Como vimos na segao 3.6, essa ¢ uma situagao muito
especial, pois se {2 fosse um pouco maior ou um pouco menor que a unidade no
inicio do Universo, hoje o seu valor seria muito diferente de 1, uma vez que o mesmo
¢é funcao do tempo. Isso implica num ajuste finissimo do parametro de densidade
no inicio do Universo para que o seu valor seja compativel com o que é observado
hoje, o que realmente é algo bastante artificial em virtude desse carater altamente

instavel de ().

Outros problemas do modelo padrao podem ser vistos com detalhes

na referéncia [31].

3.8 Modelo do Universo Inflacionario

Desta secao em diante, usaremos as unidades naturais: 87G = ¢ =

Para corrigir alguns dos problemas do modelo padrao, Alan Guth
propos em 1981 o modelo inflaciondrio [1]. A idéia fundamendal é que no inicio o
Universo expandiu-se violentamente num periodo muito curto, caracterizado por um
crescimento acelerado do fator de escala, o qual ficou conhecido como inflacdo. Esse
perfodo inicia-se logo apds a era de Planck, quando t > t, = h/m,c* (t, é o tempo
de Planck e m, é a massa de Planck), e a relatividade geral passa a ser vélida. De
acordo com esse modelo, o periodo inflacionario tem duragao de aproximadamente

10734 s.
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Mas qual seria a causa da inflacdo? A alternativa mais natural é atri-
buir a constante cosmolégica a causa da aceleracao do fator de escala. Da equagao
(3.28), vemos que isso ¢é possivel (¢ > 0) se 2A > p + 3p. Nesse cenario, o fator de
escala ganha um grande acréscimo com o tempo, entdao o termo k da equacao (3.25)
sofre grande diluicao e pode ser desprezado. Ainda, admitindo-se que a densidade

de energia da matéria era desprezivel nessa época, de (3.25), temos a solugao

a(t) = exp [\/g(t - to)] : (3.48)

que expressa o fato de que quando a constante cosmoldgica domina, a taxa de ex-
pansao do Universo é alta. Essa solucao é conhecida como solucao de De Sitter.
Mas, certamente, a era inflacionaria deve ter um fim e, para isso, especula-se que a
energia da constante cosmoldgica tenha se convertido em matéria, a qual causaria
um expansao desacelerada do Universo que, a partir de entao, obedeceria ao modelo
padrao.

Os modelos inflacionarios correntes utilizam-se de campos escalares
acoplados (ver subsecdo 3.8.1) ao campo gravitacional, com densidades de poten-
cial de auto-interacao adequados a fornecer o cenario mais correto. Nesses tipos
de modelo, o campo escalar é o responsavel pela inflacao e é chamado de infla-
ton. A acao que representa um modelo tipico de campo escalar acoplado ao campo

gravitacional é a seguinte
4 1 1

e descreve um Universo dominado pelo campo escalar, aqui representado por ¢. A
acao acima ¢ a soma da acao do campo gravitacional com a acao do campo esca-
lar, proveniente da densidade de Lagrangiana L, = %@(bauqﬁ — V(¢), que descreve
¢ [32]. As formas mais comuns de potencial utilizadas sdo a forma exponencial,
V(p) = Vpexp|—ag(t)], e a forma de poténcia, V(¢) = Voo (t)™, com Vy, v e m

sendo constantes arbitrarias.
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Da variac@o da agao (3.49) com respeito a g,,,, temos o tensor energia-

momento para o campo

T3, = 0,00,6 — guv (%c‘%qﬁaf’qﬁ - V(gb)), (3.50)

que identificado ao tensor energia-momento para um fluido perfeito, leva-nos as

expressoes para a densidade de energia e para a pressao do campo, respectivamente

po = 582+ V(0), (351)
po= 58~ V(6) (3:52)

A condi¢ao de conservagao do tensor energia-momento nos leva a

equacao de fluido para o campo escalar
P+ 3H (py + pg) =0, (3.53)

e a variagao da ac@o (3.49) com respeito a ¢ nos fornece a equagao que governa a
evolugao temporal do campo escalar (equacao de Klein-Gordon)
b+ 3Hd+ % =0, (3.54)
que nao ¢ uma equacao independente, pois a mesma pode ser obtida a partir da
substituicao de (3.51) e (3.52) em (3.53). Lembre que, de acordo com o principio
cosmoldgico, o Universo é homogéneo e isotrépico, o que nos levou a considerar o
campo escalar como homogéneo nas equacoes acima, ou seja, somente como funcao
do tempo, ¢ = ¢(t).
Para um Universo dominado pelo campo escalar, a equacao de Fri-

edmann e a equacao da aceleragao sao

H? = %, (3.55)
2H + 3H? = —p,. (3.56)

Para que tenhamos expansao acelerada, devemos ter uma pressao ne-

gativa, o que é garantido pela condicao %gbz < V(¢), ouseja, quando o termo cinético
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¢é desprezivel frente ao potencial. Por outro lado, com essa condicao, o potencial esta
para o seu valor maximo e, se temos um periodo de expansao acelerada, o potencial
deve variar muito lentamente nesse periodo. Entao, podemos escrever V' =/ constante
ou V' =€, onde € é um valor muito pequeno. Essa aproximagao é conhecida como
aproximacao slow-roll, caracterizando uma expansao acelerada.

No regime slow-roll, ¢ ~ constante e ¢ ~ 0, tal que a equacao (3.54)

pode ser escrita como

v _
dp

e pela consideragao de que V =~ constante, a equacao (3.55), através de (3.51),

3H¢ + 0, (3.57)

torna-se
v
H? ~ 30 = constante, (3.58)

de onde temos a solucao inflacionéaria exponencial

a(t) = agexp \/?t' (3.59)

Dai, concluimos que independente da forma do potencial, a aproximacao slow-roll
sempre fornecera uma solucao aproximadamente exponencial.

Das equagoes (3.51) e (3.52), podemos considerar que no periodo da
inflacdo exponencial temos py = —p, = —V (similar ao que ocorre no modelo da
constante cosmoldgica), e o inflaton evoluird do estado de falso vdcuo para o estado
de vdcuo verdadeiro, quando dV/d¢ nao for mais pequeno (término do regime infla-
cionario). No final dessa fase, o potencial chega ao seu minimo e o termo cinético
nao é mais desprezivel e, de acordo com a equacao (3.54), o inflaton sofre oscilagoes
amortecidas e perde energia, a qual reaquece o Universo. Af temos o fim da inflagao
e o modelo padrao passa a ser a descricao correta da evolucao do Universo.

Listamos aqui dois dos principais problemas do modelo padrao que

o modelo inflacionédrio consegue resolver:
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i) Problema do Horizonte: A luz percorre desde o inicio do Universo até um instante
t uma distancia dada por
t dt*
o a(t*)
onde o espaco considerado ¢ descrito pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker,
com k = 0. Tem-se ds = 0 para a luz, o que implica em dt* — a(t)?dr* = 0, e
escrevemos (3.60) como d = a(t) [, dr = a(t)r. Daqui, podemos ver que as regioes
que estavam em contato causal no inicio ultrapassaram seus horizontes em virtude
de a(t) crescer exponencialmente, o que hoje nos faz parecer que essas regides nunca

poderiam estar em contato causal.

ii) Problema da Planaridade: Da equagao (3.41), temos

||
a2H2 ’

10— 1] = (3.61)

Analisando essa equacao, constatamos que se o fator de escala cresce exponencial-
mente, o seu lado direito tende a zero e, consequientemente, temos que €2 tende a 1,
significando também que o Universo tende a ter uma geometria plana, e isso é o que

observamos hoje.

Outros problemas que o modelo inflacionario pode resolver estao de-

talhados na referéncia [31].

3.8.1 Acoplamento ao Campo Gravitacional

O acoplamento de um campo qualquer ao campo gravitacional pode
ser minimo ou nao-minimo. Diz-se que o acoplamento é minimo quando o campo
nao esta acoplado ao escalar de curvatura, e nao-minimo quando este esta acoplado
ao escalar de curvatura.

Para fins de ilustracao:
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Acoplamento minimo — £ = %R + L,
Acoplamento nao-minimo — £ = $F(x)R + L,

onde x representa um campo qualquer e £, a Lagrangiana que o descreve, en-
quanto F'(y) é uma fungao genérica que descreve o acoplamento nao-minimo deste
com o campo gravitacional.

O acoplamento nao-minimo gera uma teoria de gravitacao com a

”constante” gravitacional varidvel no tempo. Podemos ver isso notando que

¢ Fix(t)] R ¢ R com G= G
167G X 167G ~ Flx(t)]

Aqui voltamos as unidades SI para poder analisar o significado desse acoplamento.

=G(t). (3.62)

Tendo isso em vista, obviamente que a acao com um acoplamento
nao-minimo nos leva a uma teoria da relatividade geral modificada. Cabe frisar aqui
que podemos considerar teorias da gravitagao com acoplamentos nao-minimos como
teorias que generalizam a relatividade geral. Pois, de acordo com (3.62), quando
F(x) = constante = 1, recuperamos a teoria da relatividade geral como concebida
por Einstein. Esse tipo de generalizacao teve sua génese na tentativa de implementar

o principio de Mach na teoria da relatividade geral [33].

3.9 Expansao Acelerada e Energia Escura

A partir das medidas observacionais, verifica-se que QY . & 1, mas
os constituintes conhecidos nao sao suficientes para que o parametro de densidade te-
nha esse valor. As medidas do satélite WMAP estabelecem que Q2. =1,0240, 02
[34]. A radiacdo e a matéria (incluindo—se a matéria escura — ver subsecao 3.9.1)
totalizam: Q2 + QY + QJ ~ 0,28 [35]. Isso significa que deve existir mais um
constituinte, ainda desconhecido pela Cosmologia, o qual, por esse motivo, acabou

levando o nome de energia escura.

Um outro problema com o modelo padrao, que veio a tona a partir
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de observacoes astronomicas recentes, é o Problema da Expansdo Acelerada. A me-
dida mais confiavel do valor do parametro de desaceleracao hoje qq foi realizada por
grupos que estudam supernovas distantes do tipo Ia [36]. Os resultados das medi-
das mostram que o Universo estd em expansao acelerada hoje, ou seja, que gy < 0.
Esse resultado certamente é inesperado, pois, como mencionamos na secao 3.6, o
modelo padrao prevé um Universo sempre em expansao desacelerada. Claramente,
as observagoes astronomicas mostram uma discrepancia séria com as previsoes do
modelo padrao, o que inevitavelmente exige mais uma corregao.

Em conexao com o problema do parametro de densidade, poderiamos
também associar a aceleragao cosmoldgica a energia escura. Isso parece algo natural,
a priori, uma vez que temos dois problemas que aparentemente podem ser resolvi-
dos pela mesma suposicao. De acordo com os dados experimentais, o parametro de
densidade associado & energia escura deve ter hoje o valor QY. = 0,72+ 0,03 [37].

Como no caso da inflacao, a alternativa mais imediata é atribuir
a constante cosmoldgica a natureza da energia escura. Desse modo, teriamos um
Universo composto por radiagao, matéria e constante cosmoldgica. Esse modelo é
chamado de modelo ACDM, onde A esta designando a constante cosmolégica e a
sigla. CDM significa Cold Dark Matter (toda a matéria considerada compreende a
matéria ordindria mais a matéria escura nao relativistica).

A curva da diferenca de magnitudes pg, calculada a partir desse
modelo, ajusta-se muito bem a curva experimental. A concordancia do modelo
com as medidas de anisotropia da radiagao césmica de fundo também é excelente.
Mas, apesar desse grande sucesso do modelo ACDM, existe um grave problema a
ser enfrentado, relacionado a prépria constante cosmoldgica. Vejamos:

De acordo com a teoria inflacionaria, o valor da sua densidade de
energia nos primérdios do Universo deveria ser py ~ 10%kg/m3. Por outro lado, o
valor da sua densidade de energia hoje deve ser p§ ~ 0,72 p? = 1072°kg/m3. Entao,
temos que pp/p} ~ 102!, Lembrando que a constante cosmoldgica esté relacionada

a sua densidade de energia por A = 87Gpy/c?, vemos que o seu valor hoje difere

34



do seu valor na época da inflacao em 121 ordens de grandeza! Ora, se A é uma
constante, esta claro que temos aqui uma grave contradigao.

Um modelo alternativo ao ACDM, bastante estudado pela comuni-
dade cientifica, considera a energia escura um campo escalar, que conforme a equagao
(3.28) (com A = 0) deve ter uma pressao negativa associada. Esse campo escalar,
que promove a aceleracao cosmoldgica atual, é chamado de quintesséncia. A agao
que descreve um modelo tipico de quintesséncia é a mesma que a que descreve a

inflacao, mais as acoes da radiacao e da matéria

5= / V=g d' %R + %augbc?“gb V() S 45, + S (3.63)

Em geral, despreza-se S, haja vista que a densidade de energia da radiacao em
comparagao as densidades de energia da matéria e da quintesséncia é desprezivel na
época atual, o que também pode ser dito de sua pressao em comparacao a pressao
da quintesséncia.

Embora o modelo de quintesséncia aparentemente nao possua proble-
mas graves como o modelo da constante cosmoldgica, ¢ um tanto inconveniente pelo
fato de depender de um potencial arbitrario V(¢), que deve ser finamente ajustado
para poder descrever a transicao de um regime desacelerado para um regime ace-
lerado em acordo com as observagoes astronomicas.

Os aprimoramentos dos modelos ja existentes, tanto quanto a procura
por melhores modelos que descrevam a expansao acelerada atual, sao indubitavel-
mente uma necessidade. Portanto, o problema da energia escura permanece em

aberto.

3.9.1 Matéria Escura

Observagoes das curvas de rotacao de galdxias espirais [38] mostram
que, além da matéria luminosa, existe um outro tipo de matéria compondo o Uni-
verso. Essa conclusao se deve ao fato de que, apenas baseando-se na quantidade

de matéria calculada a partir das fontes luminosas da galdxia, constata-se que a

35



matéria que conhecemos nao da conta de gerar a forca gravitacional a qual as es-
trelas estao submetidas, medida a partir de suas velocidades de érbita em torno do
centro galdctico. Assim, a velocidade orbital das estrelas em torno do centro das
galdxias é maior do que a prevista com base na matéria luminosa que compoe cada
galdxia. Isso implica na existéncia de algum outro tipo de matéria, nao luminosa,
a qual interage com a matéria ordindria apenas gravitacionalmente. Devido a essas
caracteristicas, tal matéria faltante leva o nome de matéria escura. Os dados as-
trondmicos revelam que em torno de 9/10 de cada galdxia é composto de matéria

escura.
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Capitulo 4

Simetria de Noether

Nesta dissertacao, determinaremos as densidades de potencial e os
acoplamentos com o campo gravitacional a partir da simetria de Noether. Tal si-
metria funcionard como um primeiro principio no lugar de se propor as fungoes da
acao que descreve o modelo de uma maneira ad hoc. Desse modo, teremos uma

justificativa para as formas das acoes utilizadas nos modelos estudados.

4.1 Teorema de Noether

Tomemos a Lagrangiana £ = L(g;, ¢;, \), onde ¢; representa as co-
ordenadas generalizadas (parametrizadas por A) e o ponto denota derivada com
relagdo ao parametro A. As quantidades fisicas do sistema mecanico descrito por £
que nao mudam seu valor durante a evolucao do sistema sao grandezas conservadas,
chamadas de constantes de movimento.

Uma constante de movimento de um sistema mecanico é definida
matematicamente como uma funcao f das coordenadas generalizadas ¢; (possivel-
mente também do parametro A), a qual permanece constante durante a evolugao do
sistema

df

f(gi, \) = constante ou e 0. (4.1)
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As constantes de movimento fornecem equagoes diferenciais de primei-
ra ordem, as quais dao informagoes importantes sobre a evolucao do sistema. Tais
constantes de movimento ainda podem ajudar na procura de solucoes analiticas para
as equacgoes de movimento. Portanto, condig¢oes gerais que garantem a existéncia de
constantes de movimento sao de grande relevancia para os problemas de dinamica.

Na dinamica lagrangiana, existe uma relagao geral entre simetria (in-
variancia sob transformagoes de coordenadas) e quantidades conservadas — a exis-
téncia de uma simetria implica numa quantidade conservada.

Considere a seguinte transformacao pontual
Gi(A) — @;(X) = a:(A) + eai(q(A), A), (4.2)

A— XN =X+eB(qg(N), ), (4.3)

onde «; e 8 sdo fungoes conhecidas de (n + 1) varidveis — fungdes das n coordenadas
generalizadas e do parametro \ — e € é uma parametro infinitesimal arbitrario.
A acao que descreve a dinamica considerada é invariante sob a trans-

formagao (4.2)-(4.3) se

. dg;(\') . dg;(A)
AS = E(f)\’,li,)\’ dX—/ .c(m, A Ndr=0. (44
(a0, S Xy | (a5 (14)

Se a condigao de invariancia (4.4) é verificada sob a transformagao
(4.2)-(4.3), existe uma quantidade conservada associada a £. Tal relagdo entre si-

metria e quantidade conservada é garantida pelo Teorema de Noether [39, 40]:

Para um sistema mecanico com n graus de liberdade, se a acao é
invariante sob a transformagao (4.2)-(4.3), a quantidade

" oL
0= -
i1 0¢;

(68 — ) — LB (4.5)

€ uma constante de movimento.
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Esse importante teorema é devido a Emmy Noether (1918) [41].

Se o sistema mecanico ¢ descrito por uma Lagrangiana que nao de-

pende explicitamente de A, ou seja, £ = L(g;, ¢;), teremos

oL
N 0, (4.6)
o que significa que a forma da Lagrangiana pode ser somente afetada sob trans-
formagoes das coordenadas ¢;, e isso é equivalente a § = 0 nas transformacoes
(4.2)-(4.3).

Entao, pelo teorema de Noether, a constante de movimento associada

a dinamica descrita por £ = L(g;, ¢;) sera
" oL

onde os «;’s sao fungoes das n coordenadas generalizadas.

4.2 Lagrangiana Pontual a partir da Densidade
de Lagrangiana

A condicao de existéncia de alguma simetria de Noether, a ser de-
senvolvida na préxima secao, é aplicada a Lagrangianas pontuais. Devemos trans-
crever as densidades de Lagrangiana que representam os modelos cosmologicos para
as formas de Lagrangianas pontuais, para entao aplicar tal condicao de simetria. O
método geral para essa transcricao sera desenvolvido a seguir.

Tomemos uma acao que descreve um acoplamento nao-minimo de

um determinado campo a gravidade

S= /d4x\/—_g{F(x)R + %@an“x - V(x)}- (4.8)

Como podemos ver, a quantidade entre chaves na agao (4.8) representa uma densi-

dade de Lagrangiana, o que significa que o modelo é descrito por um funcional com
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infinitos graus de liberdade.

Transformaremos nosso problema em um problema com finitos graus
de liberdade, isto através da especificacao de uma métrica que representa um espaco
homogéneo e isotrépico, o que sera feito a seguir. Para uma métrica de Friedmann-
Robertson-Walker espacialmente plana, e considerando-se o campo homogéneo (exi-

géncia do principio cosmoldgico), a acao (4.8) toma a forma

. . 2
S:27T2/dt a3{6F g—F (2)
a a

Agora, integrando (4.9) por partes, definimos uma nova agao

I S -2 2. AF 51,
S:—ﬁ:/dt{ﬁpaa + 6a aax—a <§X -V (4.10)

Por fim, de (4.10) chegamos a nova Lagrangiana que descreve a dinamica do modelo,

+%x‘2 —v}. (4.9)

a saber

dF 1
L = 6Faa* + 6a2dax —a (558 — v). (4.11)

Perceba agora que a Lagrangiana (4.11) tem a forma £(g;, §;), ou seja,
¢ uma Lagrangiana pontual que nao depende explicitamente do tempo. Nesse caso
ilustrativo, as coordenadas generalizadas sdo ¢; = a, go = X, onde ¢; = da/dt = a,

Go = dx/dt = x e, obviamente, o problema apresenta entao dois graus de liberdade.

4.3 Condicao de Existéncia da Simetria de No-

ether

Consideremos Lagrangianas da forma £ = £(g;, ¢;) (as Lagrangianas
pontuais correspondentes aos nossos problemas cosmoldgicos serao sempre dessa

forma), as quais temos associada a func¢do energia [42]

oL

Er=—q —
C 8%(]

L, (4.12)
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onde héa soma sobre os indices repetidos i (todo o desenvolvimento a seguir res-
peitard essa convengao). A equagao (4.12) representa a energia total, que em qual-
quer caso ¢ uma constante de movimento — atente para o fato de isso sempre ser
verdade para uma Lagrangiana que nao depende explicitamente de .

Tendo em vista que nossos problemas cosmolégicos possuem um nu-
mero finito de graus de liberdade (apds as a¢oes serem reescritas mediante o método
da secdo anterior), consideraremos somente transformacgoes pontuais — a condigao
de simetria a ser desenvolvida a seguir referir-se-a a simetrias pontuais [43, 44, 45].

Qualquer transformacao inversivel de coordenadas generalizadas Q' =

Q'(q) induz uma transformacio de velocidades generalizadas, tal que

g 80!
Q'(a) = 54, 4.13
(@) =7 0 (4.13)
onde a matriz J = ||0Q"/dq;|| é o jacobiano da transformagao de coordenadas, o

qual é suposto ser nao nulo. Em geral, tal condicao é somente satisfeita na vizi-
nhanca de um ponto, nao podendo ser satisfeita em todo o espaco, ou em outras
palavras, essa é uma transformagao local. Ressaltamos aqui que a transformacgao
pontual Q' = Q*(q) pode depender de um ou mais parametros.

Como ponto de partida, assumiremos que a transformacao pontual
depende de um parametro €, Q° = Q'(q, ). Para valores infinitesimais de ¢, a trans-
formacao é entao gerada por um campo vetorial: podemos no momento considerar
d/dx como representando uma translagao ao longo do eixo = e z(9/dy) — y(0/0x)
como uma rota¢ao em torno do eixo z. A tranformagao induzida (4.13) é entdo

representada pelo campo vetorial

definido no espaco tangente ao ponto da transformagao, o qual é chamado de gerador
infinitesimal de simetria. Os o’s sdo os coeficientes do gerador de simetria, os quais

sao funcoes somente das coordenadas generalizadas.
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Uma fungao f = f(q, q) é invariante sob a transformagao X se

Lxf = Xf =a'(a) 3 + (%a%q)) =0, (4.15)

onde Lx f é a derivada de Lie de f. Se Lx£L = 0, dizemos que X é a simetria para
a dinamica descrita por L.
Tomemos agora a Lagrangiana £ e as equacoes de Euler-Lagrange

associadas a esta
d oL 0L B

el 4.1
d\0¢7  Ogi 0 (4.16)
e também o campo vetorial (4.14). Aplicando os a'’s em (4.16), temos
[ doL oL
I == _ =] = 4.1
“ (d)\ o 3qﬂ> 0 (4.17)
e sendo que
d oL d .oLC da’ \ OL
J——. = — J—, — —_— | = 4.1
CDNo@ A\ (O‘ an> ( ) ) D’ (4.18)
de (4.17) chegamos a
d( ,0C
— | o'— | = LxL. 4.1
) (O‘ aq'z> xk (4.19)

Como conseqiiéncia, temos o teorema de Noether:

i0L

9 € uma constante de mo-

Se LxL = 0, entdo a func¢do ¥y = «

vimento.

Notemos que uma constante de movimento pode se revelar muito util
por poder ajudar na integragao das equacoes de campo dos modelos cosmologicos
que serao investigados. Observe ainda que em nossos problemas cosmolégicos o
parametro A serd o tempo cosmoldgico, uma vez que a Lagrangiana pontual provém
da imposicao de um espaco homogéneo e isotropico e, em conseqiiencia, 0os campos

sao fungoes somente do tempo cosmoldgico.

42



Um ponto interessante relacionado a vantagem da existéncia da si-

metria de Noether deve ser abordado aqui:

Considere o operador iy, definido por
vy =y, (4.20)

onde Y é o campo vetorial Y = y'd/0x" e v é o um-forma vy = v;dz’.

ia—ﬁ-) pode ser

A constante associada a simetria de Noether (EO = a5

expressa independentemente do sistema de coordenadas pela aplicagao do operador

(4.20) (para o campo vetorial X) ao um-forma de Cartan associado a £ [43], definido

por
oL . .
0, = —dq' 4.21
E aqz (:Z’ ( )
ou seja,
: oL
'Lxeﬁ = Oéla—qz = 20. (422)

Nos desenvolvimentos a seguir, o método consistird na aplicacao da
condicao LxL = 0 a uma Lagrangiana pontual genérica. Havera alguma simetria
de Noether para a Lagrangiana genérica se existir um conjunto de «;’s, em que pelo
menos um ¢«; seja diferente de zero. Observe que nao necessariamente havera apenas
um dnico conjunto de «;’s, pois pelo fato de a Lagrangiana ser genérica (densidade
de potencial e acoplamento genérico), podem existir varios conjuntos de formas para
o potencial e para o acoplamento, correspondendo a varios conjuntos de «;’s, o que
significa que poderao existir véarias simetrias para um unico modelo genérico — a
solucao para a condicao Lx £ = 0 nao é necessariamente tnica.

Respeitando essa condigao de simetria, determinaremos as formas
genéricas contidas na Lagrangiana, pois as densidades de potencial e os acoplamentos

com o campo gravitacional, em conjunto com os correspondentes «;’s, se existirem,

43



serao determinados pela satisfagao de Lx £ = 0. Dai, tal serao as formas possiveis da
Lagrangiana que a simetria de Noether sera satisfeita e, como resultado, teremos a
garantia de quantidades conservadas, as quais, por sua vez, fornecerao constantes de
movimento. Portanto, o critério da existéncia de alguma simetria de Noether podera
restringir drasticamente as formas possiveis para a Lagrangiana genérica, além de
funcionar como um primeiro principio para a selecao das fungoes que representam as
densidades de potencial e os acoplamentos. Desse modo, teremos uma justificativa
formal e ao mesmo tempo fundamental para as formas das acoes utilizadas nos

modelos.
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Capitulo 5

Campos Fermionicos

Nao-minimamente Acoplados

O objetivo deste capitulo é estudar o modelo genérico de um campo
fermionico nao-minimamente acoplado ao campo gravitacional. Procuramos deter-
minar as formas da funcao acoplada ao escalar de curvatura e da densidade de
potencial a partir da existéncia da Simetria de Noether para a Lagrangiana pon-
tual derivada da agao geral. O modelo analisado descreve um Universo homogéneo,
isotrépico e espacialmente plano, constituido por um campo fermionico. As equagoes
de evolucao do Universo seguem das equacoes de campo de Einstein e das equagoes
de Dirac, que sao resolvidas a partir das solugoes obtidas para o acoplamento e
para o potencial. As solugoes cosmoldgicas encontradas sao analisadas para uma
verificacao de quais cendrios essa classe de modelo pode descrever.

Modelos que consideram campos fermionicos como fonte de campo
gravitacional foram investigados na literatura [46, 47, 48, 49, 50, 51|, sendo que
alguns autores recentemente analisaram a possibilidade de que os férmions pode-
riam ser os responaveis por regimes acelerados, agindo como inflaton no Universo

primordial e como energia escura no presente [52, 53, 54, 55].
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5.1 Espinores em Espaco-Tempo Curvo

De acordo com a representacao espinorial [32], quando da passagem

de um referencial inercial a outro, os espinores se transformam conforme

Y (2") = exp [%)\abZ“b] (), (5.1)

onde os Ay, representam os parametros da transformacao de Lorentz e os % sao os
geradores de representacao espinorial, os quais sao definidos por

1
2 = Z[Waﬁb]- (5.2)

Nessa definigao, os v* sao matrizes quatro por quatro que satisfazem

a dlgebra de Clifford

{77 ="+ = 2w, (5.3)

que na representacao de Pauli se apresentam da seguinte forma

10 0 O 0 0 01

0 01 0 O . 0 0 10
,y — s ’y e 9 (54)

00 -1 0 0 -1 0 0

00 0 -1 -1 0 0 0

0 00 — 0 01 0

, 00 ¢ 0 , 0 00 —1
,y — s ’y e 9 (55)

0 2 0 O -1 0 0 O

- 0 0 O 0 1 0 O

0 0 -1 0

. 0 0 0 -1
v = : (5.6)

-1 0 0 0

0 -1 0 0

de onde temos para os v* a relacao v° = —i/—17°v9%93. Aqui, n representa o

determinante da matriz de Minkowski 7, — que é uma representacao especial do

tensor métrico g, para um espaco-tempo plano.
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A Lagrangiana que descreve os espinores num espago-tempo plano

(espago-tempo de Minkowski) — chamada de Lagrangiana de Dirac — é a seguinte

L=5 [y 0ut) — Quth)y " | — mapyp =V, (5.7)

N =

onde 9 e 1) = ¥'y" denotam o campo spinorial e seu adjunto, respectivamente (o
dagger representa conjugagao complexa), m é a massa do férmion e V é a densi-
dade do potencial de auto-interacao dos férmions. Essa é a descricao de um campo
espinorial proveniente das teorias de campo, as quais foram construidas sobre os
principios da mecanica quantica e da relatividade restrita. Nessa classe de teoria,
quando se realiza uma transformacao de coordenadas de um referencial inercial para

outro, os campos se transformam segundo o grupo de Lorentz

¢'(2) = (), (5.8)
A () = NEAY (), (5.9)
T (2') = AEAJTP (), (5.10)

onde os A¥ sdo os boosts de Lorentz. As equagoes (5.8), (5.9) e (5.10) representam as
leis de transformacao para campos escalares, vetoriais e tensoriais, respectivamente.

Vamos agora a generalizacao da Lagrangiana (5.7) para um espago-
tempo curvo. Primeiramente, devemos fazer trés generalizacoes fundamentais, estas

exigidas pelo principio da covarancia geral, a saber

.
i) Generalizamos o grupo de Lorentz para o grupo de transformacao geral de

o8

. L ra
coordenadas, isto é: A — =2,

ii) Substituimos o tensor de Minkowski 7, pelo tensor métrico geral g,,,

iii) Trocamos as derivadas ordindrias pelas derivadas covariantes: 9, — D,,.
\
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A equagdo de Dirac, que governa a evolucao espacgo-temporal do espi-
nor v, é derivada por meio das transformacgoes dos espinores sob o grupo de Lorentz
[32]. Mas nao podemos aqui simplesmente aplicar a generalizacao i) para reescre-
ver a equacao de Dirac num espacgo-tempo curvo, isso pelo fato de que o grupo de
transformacao geral de coordenadas nao admite a representagao espinorial — sob
transformacao geral de coordenadas, o spinor se transforma da mesma forma que
um escalar.

Tendo em vista esse impasse, desenvolveu-se o formalismo das te-
tradas. Tal formalismo se fundamenta no principio da equivaléncia (Capitulo 2):
podemos associar a cada ponto do espaco-tempo um referencial localmente inercial,
onde o tensor métrico passa a ser g,, = 7,,. A conexao desses referenciais local-
mente inerciais com um referencial nao inercial qualquer, onde teremos para o tensor

métrico a forma geral g, pode ser feita através da seguinte relagao

o€c”

[N 7 a __

Guvehey = Nap, onde = P (5.11)
com €, sendo chamado de tetrada ou vierbein — o qual leva consigo a generalizagao

i). Nas equagoes acima, os indices gregos se referem as componentes escritas num
referencial nao inercial e os indices latinos as componentes escritas num referencial
localmente inercial.

As tetradas se transformam sob uma transformacao de Lorentz por
b
e, = Aye,, (5.12)

e sob uma transformacao geral de coordenadas por

a v
el T _ea (5.13)

B Qgtn

isto €, se transformam como um vetor contravariante e covariante, respectivamente.

Podemos contrair um quadrivetor com uma tetrada
A, =eb A, (5.14)

obtendo uma grandeza que se transforma como um quadrivetor sob transformacoes

de Lorentz e como uma cole¢ao de quatro quantidades sob uma transformacao geral
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de coordenadas. As tetradas nos permitem transformar tensores gerais em tensores
de Lorentz locais e, assim, a dependéncia espaco-temporal acaba por ser descrita
pelas proprias tetradas. Dessa forma, escrevemos os espinores a partir de um re-
ferencial localmente inercial, e por meio das tetradas os reescrevemos num referencial
nao-inercial, ou equivalentemente, na presenga de um campo gravitacional [56, 57].

A partir desse formalismo, definimos um novo gama
[+ = eln®, (5.15)
o qual satisfaz, como conseqiiéncia, uma algebra de Clifford generalizada
{T", T} = 29, (5.16)

uma necessidade devida a generelazicao ii).
Segue da generalizagao iii), a substituicdo das derivadas ordindrias

pelas derivadas covariantes, definidas como
D,y = (0, +Q,)0, (5.17)

Eua = au@ + EQW (518)
onde 0, é a conexao de spin definida por

1 14 v g
Q= —205[Tjp — ey (0,eh) ] T, (5.19)

Podemos agora generalizar a Lagrangiana (5.7) para um campo es-

pinorial na presenca de um campo gravitacional, isto é, num espaco tempo-curvo

L= [I"Dyp — (D )T | — minp — V. (5.20)

DO | =

Para o principio da covarancia ser satisfeito, V' é fungao somente do bilinear escalar
U = ) e do pseudo-escalar 7°y — teorema de Pauli-Fiertz [58]. A partir de
(5.20), podemos escrever a agao que representa um campo espinorial num espago-

tempo curvo

5= [v=ata {5 (0D - D - mido - v (52

DO | =

49



Variando a ac¢ao (5.21) com respeito ao tensor métrico, temos o tensor

momento-energia do campo

T = 70T, D, + UL, Db — Dyl = DT, | = gl (5.22)

Pela variacao de (5.21) com relacdo a v e a 1, as equacgoes de Euler-Lagrange nos

levam a
dv
FMD m —_ = = O, 523
w—my = (5.23
— d
1/11““ +may — —ZZ =0, (5.24)

que sao a equacao de Dirac e a sua adjunta na presenca de um campo gravitacional,

respectivamente.

5.2 Lagrangiana Pontual e Equagoes de Campo

A partir do que foi exposto na segao 5.1, determinamos que a agao
para um modelo com campo fermionico acoplado nao-minimamente ao campo gravi-

tacional é da forma
s=[v=gats { (V)R + & [T Dy~ w@)rw—w\m}, (5.25)

onde F(¥) é uma funcdo genérica que descreve o acoplamento. Supomos aqui, por
simplicidade, que F e V sdo somente funcées do escalar bilinear ¥ = )1). Observe
que nao admitimos um férmion massivo a priori, pois o termo de massa m¥ pode
emergir naturalmente da simetria de Noether, como veremos a seguir.

Para uma métrica de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente
plana, obtemos da acdo (5.25), apds uma integragdo por partes, a Lagrangiana
pontual

L = 6adF + 6a2a U F' + %cﬁ (7% — %) + a3V (5.26)
Na expressao acima, a linha denota derivada com relacao a ¥. Note que, ao satisfazer

o principio cosmolégico, tomamos o campo espinorial como homogéneo, ou seja,
U =1(t) e v =P(t).
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Das equacoes de Euler-Lagrange para 1 e 1, aplicadas & Lagrangiana
(5.26), temos as equagdes de Dirac para o campo espinorial e seu adjunto acopladas

ao campo gravitacional

. 3 .
P+ §Hw + 1y YV —16(H + 2H?*) Y F' = 0, (5.27)
Y+ §H¢ — 1)V’ +16(H + 2H*)y F' = 0. (5.28)

Da equacao de Euler-Lagrange para o fator de escala, aplicada a

(5.26), obtemos a equacao da aceleragao

a i+ 3py
= 2

e impondo que a func¢do energia associada a Lagrangiana (5.26) seja igual a zero

oc. oL oL .

L= 7z wa@ aww (5.30)
temos a equacao de Friedmann
Pr
H?> = "L 5.31
oF (5.31)

Nas equagoes (5.29) e (5.31), as expressoes para a densidade de ener-

gia ps e para a pressao py dos férmions sao dadas por

pr=V —6HF', (5.32)

py=[V' —6(H+2H*)F|U -V 4 2(F'V + 2HF'V 4 F"¥?). (5.33)

5.3 Existéncia da Simetria de Noether

Em termos das componentes dos espinores, ¢ = (11, %q, 3, 04)T e

seu adjunto 1) = (wI, 77/);, —@Z)g, —@Z)Z), a Lagrangiana (5.26) pode ser escrita como

4 . 4 .
L = 6adF + 6a2aF" ei< Fabi + T) + 1P ( fobs — T) +dV, (5.34
Z Wi+ Yl + 5 Z Wl — olY (5:34)
que é funcao somente de (a, @Z);r, WYy, a, @Z);r, ).

A simetria de Noether é satisfeita com a condicao

LxL =0, (5.35)
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onde X é o gerador infinitesimal de simetria definido por

X = Coaa +(JO 0 +Z (Clai* +Dlai +OI%+D1%> (5.36)
=1 Uy !
e Lx ¢é a derivada de Lie de £ com relagao ao vetor X, definido no espago tangente,
e Cp, Cy e D, sdo fungdes de (a, wlT, ).
Aphcando a condi¢ao (5.35) a Lagranglana (5.34), temos um polino-
mio em a2, CM/Jl, awl, wl wn, wl z/Jn, z/le/Jn, a, wl wl, que deve se anular. Para se
verificar tal nulidade, cada coeficiente do polindmio deve se anular separadamente.

Da nulidade de cada termo que envolve derivadas temporais, obtemos o seguinte

sistema de equacgoes diferenciais parciais acopladas

dC , dC;
Col' + Q(Ia—aoF + a’F jzl ( ey + ﬂN)
4
+aF" ) (Ciesh; + Djejipl) =0, (5.37)
j=1
/ 800 17 - T /
Flejipj (200 +a—2 ) + aF"e;1); > (Cithi + Dpl)e; + aF' Dye;
=1
dC, , aC; ;
+2F— +aF et + et (5.38)
ol Z, (81/1T 81/1T )
/ t aCO " t } /
Frejp; | 2Co + A" +al" e, Z(Czwz + Dl )ei + aF'Cie;
=1
aC, - (ao oD,
+2F = 4 qF" ety + =€ j) =0, 5.39
50, Z 50, i g (5.39)
dCy dCy 9Co_ it 4 0o i
<8¢T ﬂ/}z a@Z)T Jd@) 7 (aw] €zw a¢z 631/1] 07 (5 O)
9Cy 9Co i - ( j 8D] T)
b + —=e; | =0, V=5 i) =0, (5.41)
<8% oul ) 2o
i
3Cov; + aDj + az ( sz aw”/’ ) (5.42)
G aD;
3Cy! +aCj —a ( ) =0, 5.43
o) Z 50, %~ o0, (5.43)

02



e dos termos remanescentes, obtemos uma equacao diferencial que esta relacionada

a densidade de potencial

4
3COV + CLV/ Z (Cjejwj + Djij]T) = O (544)

j=1
Nas equagoes (5.37)-(5.44), foi introduzido o simbolo
1 parai=1,2;

€ —
—1 para:=3,4.

O sistema com 55 equagoes diferenciais parciais acopladas (5.37)-
(5.44) serd analisado a seguir. Primeiramente, das equacoes (5.40) e (5.41),, infe-
rimos que existem duas possibilidades para o acoplamento, F' = 0 e F’ £ 0. Esses

dois casos serao analisados separadamente.

5.3.1 Caso F'=0

Quando F’ = 0, temos que F' = constante, e as equagoes (5.40) e
(5.41); sao satisfeitas automaticamente. Por outro lado, das equagoes (5.38) e (5.39),
determinamos que Cj é funcao apenas de a. Da equagao (5.37), tendo isso em vista,

podemos determinar Cy = Cy(a), tal que obtemos

Co = (5.45)

al/?’
onde k é uma constante.

A partir das equagoes (5.41)s e (5.42) (ou de (5.41)q e (5.43)), deter-

minamos Cj e D;, de onde temos

3. Y
+ 563‘@/);, D; = —ékag—jQ — Bejiy, (5.46)

3

com 3 sendo uma constante.
Por fim, da equagao (5.44), obtemos a forma da densidade de poten-

cial, a saber

23



V=AU, (5.47)

onde A é uma constante.
Assim, concluimos que para I’ = 0, existe uma simetria de Noether,

tal que

C:— 3L v, ot D: = -3k Y _ Beabs
J = TahgEn2 + ﬁGﬂ/}ja J— —ahgEe 563%,
Cy = af}Q, F' = constante, V=)0, (5-1)

5.3.2 Caso F'#0

Da equagao (5.44), podemos escrever

CoV

Z (Cjej% + Djej@/)}) = —3—7 (5.48)

J=1
que derivada com respeito a a fornece

4

oC; oD; Co 10C,\V
. . —_ € . — _— = — _—. .4
Z(@a Vi + Oa Gﬂﬁ]) 3<a2 a 8a>V’ (5.49)

7=1
Agora, substituindo (5.48) e (5.49) na equagao (5.37), e lembrando

que F' e V sao funcoes somente de ¥, obtemos

a 9C, V'F
Co 0a  3VEF —2V'F > (5-50)

onde s ¢ uma constante.
Para F' # 0, as equagoes (5.40) e (5.41); nos levam a Cy = Cy(a) e,

assim, determinamos C diretamente da equagao (5.50)
Co = ka®, (5.51)

com k sendo uma constante.
Novamente, das equagdes (5.41)s e (5.42) (ou de (5.41)y e (5.43),
obtemos C; e D;

3 _ B i
G = —ghvja" +Bew),  Dj=—gkya’ =By (5:52)
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Da equagao (5.44), determinamos que a densidade de potencial é uma
fungao linear de W, ou seja, nesse caso também é dada pela forma (5.47). A partir

das equagoes (5.47) e (5.50), chegamos a lei de poténcia F' = a¥P, onde « é uma

142s

constante e p = ==

para a equacao (5.37). Mas as equagoes (5.38) e (5.39) devem
ser satisfeitas simultaneamente pela forma F' = aWUP e, obviamente, p nao precisa
ter a mesma forma que aquela para a equagao (5.37). Portanto, obtemos a partir
das equagdes restantes, (5.38) e (5.39), que p = 2—'55 Conseqiientemente, temos duas

relagoes para os expoentes s e p, a partir dos quais podemos determinar s e p, tais

que satisfacam todas as equagoes do sistema, a saber

3sp =1+ 2s,
3p=2+s,
que implicam em
(1,1),
(—1,1/3).

(s,p) =

(5-1I)
Portanto, de (5 - IT), determinamos que quando F’ # 0, existem duas

simetrias de Noether, tais que

Cj = _%Wf} + 563'1@;-7 Dj = =3k — Bejy,
Co = ka, F=av, V = \U. (5 - III)

a)

C.__ékw_j‘ At D: = —3kY% _ Beabs
b) j = —3kgr + Beyy, j = —3kgz — By,

Co=1, F = aU'/3, V =\, (5-1V)
5.4 Solucgoes das Equacoes de Campo

Note que nao podemos distinguir fisicamente V' dado por (5.47) de
um termo de massa para a agdo (5.25), uma vez que V é linear em V. Entao,

podemos considerar V' = AV = mWV, onde m é a massa do férmion. Tendo isso em
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vista, simplesmente denotaremos o coeficiente do ”potencial” por m daqui em diante.
Isso significa que a simetria de Noether — para a agao de um modelo fermionico como
o abordado aqui — nao admite um termo de potencial, mas somente um termo de
massa.
Das equagoes (5.27) e (5.28), obtemos a seguinte equacao diferencial
para W
U+ 3HV =0, (5.53)

que ¢ facilmente resolvida, tendo como solugao

U= (5.54)

com ¥y sendo uma constante. A partir do resultado acima, podemos resolver a
equagao de Friedmann (equagao (5.31)) diretamente, ja que a mesma depende so-

mente de ¥, que por sua vez é uma funcao apenas de a.

54.1 Caso F'=0

Se fizermos F' = constante = 1/2 (que representa um acoplamento
minimo do campo fermidnico com o campo gravitacional e segue da normalizagao
da agdo (5.25) e da escolha das unidades naturais), utilizando a forma de V' dada
por (5.47) e levando em conta a solugdo (5.54) para W, ao substituir-se (5.32) em
(5.31), segue que a equagao de Friedmann nos leva a seguinte solugao para a evolugao

temporal do fator de escala

alt) = [K(t— )", com  K=> m?‘)l’o. (5.55)

Essa ¢ a solugao de um Universo dominado por um campo de matéria
(expansao desacelerada), como no modelo padrao. Assim, concluimos que um mo-
delo com campo fermionico minimamente acoplamento nao pode produzir uma ex-
pansao acelerada, se quisermos que a simetria de Noether seja satisfeita.

A densidade de energia e a pressao do campo fermionico seguem de
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(5.32) e (5.33), fornecendo

m\IIO

pr==rg, pr=0 (5.56)

Portanto, o campo fermionico pode se comportar como um campo

de matéria sem pressao, ou seja, como um campo de matéria ordinaria.

5.4.2 Caso F'#0

Para as formas de V' e de F' da simetria a) (5 - III), ao substituir

(5.32) em (5.31), obtemos a seguinte equagao diferencial para o fator de escala

da | m

dt .
a 12a0 (5.57)

que tem como solu¢ao uma forma exponencial, dando-nos a descricao de um cendrio
inflacionario. Assim, o campo fermionico pode ser identificado como inflaton e a

evolucao temporal do fator de escala é dada por

at) = exp[K(t —ty)],  com K:,/—%. (5.58)

A partir das equacoes (5.32) e (5.33), temos para a densidade de

energia e pressao do campo fermionico

m\Ijo

— 7o = —p;. 5.59
Py 5 Pr=ps (5.59)

Evocando a condicao fraca de energia, a qual diz que a densidade
de energia é uma quantidade ndo negativa, p; > 0, inferimos da equac@o (5.59);
que devemos ter ¥y, < 0. Por sua vez, essa ultima condicao impoe que a < 0,
haja vista que o acoplamento F' = aW¥ deve ser uma quantidade positiva. Notemos
também que a condi¢do o < 0 implica em I > 0. Além do mais, da equagao (5.59),
concluimos que a pressao do campo fermionico é sempre negativa e proporcional a
densidade de energia.

Nesse cendrio, de (5.54), temos para a evolu¢ao temporal de ¥
U(t) = Woexp[—3K(t — to)]. (5.60)
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Isso nos mostra que ¥ se aproxima de zero rapidamente a medida que o Universo
se expande.

Determinamos, a partir das equagoes (5.32) e (5.33), a evolugao tem-
poral da densidade de energia e da pressao dos férmions para a época da inflagao,

respectivamente

pr(t) = 6aWoK? exp[—3K(t — to)], (5.61)

pr(t) = —6a W K2 exp[—3K(t — ty)] = —py(t). (5.62)

As equagoes (5.61) e (5.62) determinam que durante a inflagdo a
densidade de energia e a pressao dos férmions decaem rapidamente com a expansao,
tendendo a zero nesse periodo. De (5.62), podemos ver que os férmions tém uma
equagao barotropica idéntica a da constante cosmoldgica, pois, em cada instante da
era inflaciondria, a pressao dos férmions é o negativo de sua densidade de energia.
Cabe notar aqui que, mesmo que a solugao (5.58) preveja uma expansao eterna-
mente acelerada, sabemos, a partir das observacoes, que a inflacao teve ter um fim.
Isso implica que a solugao (5.58) sé pode valer até um certo momento, e a partir

deste devemos ter um outro regime.

Para a simetria b) (5 - IV), onde F = a¥'/? a equacdo de Fri-

edmann nao apresenta solucao.
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Capitulo 6

Campos Taquionicos

Nao-minimamente Acoplados

Dentro do contexto de campos escalares, os modelos com campos
taquionicos acoplados ao campo gravitacional receberam uma notavel atencao dos
cosmologos. O campo taquionico teve sua origem na teoria de cordas, mas pode
ser introduzido de uma forma simples da seguinte maneira. O campo taquionico
pode ser interpretado como a generalizacao da Lagrangiana para uma particula
relativistica: £ = —mﬂ — Ligen = =V (@) \/W Da mesma forma
que o bem popular campo da chamada quintesséncia pode ser interpretado como
a generalizagao natural da Lagrangiana para uma particula nao relativistica: £ =
(1/2)¢* = V(q) = Louin = (1/2)0"9dup = V(p)-

Nas referéncias [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66|, o periodo inflacionario
do Universo foi investigado considerando-se como fonte de campo gravitacional um
campo taquionico acoplado minimamente ao campo gravitacional para diferentes
densidades de potencial de auto-interacao, na forma de lei de poténcias, exponen-
ciais e funcoes hiperbdlicas. Campos taquionicos com tais classes de densidades
de potencial também foram estudados para descrever o periodo acelerado atual do
Universo nas referéncias [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74], onde o campo taquionico se

comporta como energia escura. No trabalho [75], estudou-se um campo taquionico
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com uma densidade de potencial exponencial que pode fazer o papel de inflaton
e de energia escura. Apesar de a maioria dos artigos considerar um acoplamento
minimo, na referéncia [76], um acoplamento nao-minimo foi investigado para um
campo taquionico com densidades de potencial e acoplamentos dados por fungoes

com leis de potencia.

6.1 Lagrangiana Pontual e Equacoes de Campo

Representemos por ¢ um campo taquionico da teoria de cordas, o
qual é descrito pela densidade de Lagrangiana L, = —V(p)y/1 — 090", onde
V(¢) é a densidade de potencial de auto-interagao do campo. A acdo genérica para
um modelo com campo taquionico acoplado nao-minimamente ao campo gravitaci-

onal é entao escrita como

5= [vea e {FOR- VT 0000} + 50 (61)

onde lembramos que .S, representa a acao de um campo de matéria sem pressao.
F(¢) é uma fungao arbitraria do campo taquidnico, a qual descreve o acoplamento
do campo taquionico com o campo gravitacional.

Admitindo-se novamente um Universo com uma geometria descrita
pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker, a Lagrangiana pontual que segue da

agao (6.1), apés uma integracao por partes, é a seguinte
-2 2.  AF 3 : 0
L = 6aa”F + 6a acpd——I—a V1= +p,,. (6.2)
¥

Na expressao acima, p° denota o valor da densidade de energia do campo de matéria
medida num certo instante inicial.

A equacao de Klein-Gordon para o campo taquionico acoplado ao
campo gravitacional é obtida a partir da equacao de Euler-Lagrange para ¢, aplicada
a Lagrangiana (6.2), da qual obtemos

% 1 fav 2 SdF
3H = |5 —6(H +2H")\/1—-¢p?*—| =0. 6.3
g T | g TS 2HVI -t (63)
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Como no capitulo anterior, da equacao de Euler-Lagrange para o

fator de escala, aplicada a (6.2), obtemos a equacao da aceleragao

g__p+3p
- 12F

(6.4)

onde p = p, + pm € p = p, — a matéria ¢ considerada sem pressao, p,, = 0 — sao a
densidade de energia e a pressao das fontes do campo gravitacional, com a densidade

de energia e a pressao do campo taquionico dadas por

V dF
6H—¢, 6.5
dF dF d*F
po=-V/1-@32+2(—p+2H—p+ —¢* |, (6.6)
dy d dep?
respectivamente.

Novamente, obtemos a equacao de Friedmann

p
H? = — 6.7
2 (6.7)
pela imposigao de que a funcdo energia associada a (6.2) seja nula, isto é
oL oL
Er=—a+—-—¢o—L=0. 6.8
£= 55 + a¢¢ (6.8)

6.2 Existéncia da Simetria de Noether

Seja X, para o presente modelo, o seguinte gerador infinitesimal de

simetria

o .o (oa. aa o [op. o8\ o
X=al 4l (90, 00 )0 (95, 9P ,) 9 .
O‘&ﬁﬁa@*(m“*aﬁ)a&*(m“aﬁ)a@ (6.9)

com « e [ sendo fungbes somente de (a, ).
Lembrando que a simetria de Noether é satisfeita pela condicao
LyL = 0, com X definido no espaco tangente, a simetria de Noether existe para

a Lagrangiana (6.2) se
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dF
oY <6d2F + 1209~ + 3a*V /1 — @2)
@

F 2F
+ 5 <6aa2d— + 6a’ay d + a3ﬂ 1— @2)

dy a2 T g
Oa Oa
—a+—¢ | | 12aaF + 6a*p—
+(8 a—l—a(p)( aa +6a<pd(p)
op .  0p . 5. dF alpV
i -~ - _ T | =0. N
+ (aaa—l—&o@) (6& ad(p 5 0 (6.10)

A equagdo (6.10) depende explicitamente de a, ¢ e suas poténcias.
Entao, a fim de verificar a sua nulidade, devemos anular cada um dos seus coeficien-

tes, de onde obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais acopladas

(a+2ag—j> F+ (ﬁ+ag—§> afl—i =0, (6.11)
QFg—:z + <2a + ag—z + a%) % + aﬁ% =0, (6.12)
g_z%: , %:0, %:0, (6.13)
3aV + aﬂ% ~ 0. (6.14)

Analisemos o sistema (6.11)-(6.14). Em primeiro lugar, das equagoes
(6.13)3 e (6.13)3, concluimos que 5 = [y deve ser uma constante. Da equagao
(6.13)1, temos dois casos a considerar, dF'/dp =0 e dF'/dp # 0. A anédlise dar-se-a

para cada caso separadamente.

(a) Primeiro caso: dF/dp =0

Da equagao (6.12), temos que a nao pode depender de ¢ e, a partir
de (6.11), determinamos facilmente que a sua forma ¢é proporcional a 1/4/a. A partir
disso, concluimos que (6.14) é satisfeita somente se V' = 0. Essa solucao deve ser
descartada, pois V' = 0 faz com que a densidade de energia e a pressao do campo

taquionico se anulem.

62



(b) Segundo caso: dF/dyp # 0

Para dF/dy # 0, vem de (6.13); que « é funcao somente de a, e

a Unica maneira de se satisfazer a equagao (6.14), é com « da forma
a = aga que nos leva a V = Xexp(—£p), (6.15)

onde ag, A e £ = 3ap/fp sdo constantes. Finalmente, a partir das equagoes (6.11) e

(6.12), chegamos a forma do acoplamento, a saber

F = yexp(—£y), (6.16)

onde ~y é também uma constante.
Da andlise realizada aqui, concluimos que existe uma simetria de No-

ether, tal que

o = pa, ﬁ = ﬁOa

F=rqexp(=€p), V= Aexp(—Eyp). (6-1)
6.3 Periodo Inflacionario

No periodo inflacionario, a densidade de energia da matéria é des-
prezivel, de tal forma que podemos fazer p® = 0. A fim de determinar a dindmica
desse periodo, devemos resolver as equagoes diferenciais acopladas (6.3) e (6.7), que

para as formas de V' e de F' da simetria (6 - I), através de (6.5), tornam-se

: ‘p.Z +3H¢+§(H+2H2)\/1— 2 — =0, (6.17)
H?—€¢Hp— — —o. (6.18)
1—¢?

Definimos aqui a constante k = \/67.
Com o objetivo de encontrar uma solucao analitica para o sistema de

equagoes (6.17)-(6.18), utilizaremos a constante de movimento associada a simetria
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de Noether, que pode ser obtida a partir de (4.22), apresentando-se para esse caso

como
oL oL
fornecendo-nos
EO K 52 . 5 3
=0 _ _ - > + 2H| a’exp(— . 6.20
) [(W 3>90 3 xp(—£p) (6.20)

Agora, pela diferenciagao de (6.20) com respeito a ¢, obtemos uma

equagao diferencial ordinaria em ¢, a qual pode ser escrita na seguinte forma

BN 5 PP L S i I (6.21)
evi-—z 2)" \\evi-g 1) |
devida a (6.18) e ao fato de que 0H /0y = 0.

Fazendo-se & = —1&y, com & sendo uma constante real, temos como

solucdo para a equacao diferencial (6.21)

onde k; e kg sao constantes reais. Tal solucao implica na seguinte relacao entre as

constantes envolvidas no problema

A1 2
K:@:E(Ii_(i) \/1+k%(1+\/1+18k%+9k%+9kf). (6.23)

E importante observar aqui que, se nao admitimos um valor complexo

para £ e para ¢(t), a relacdo entre A e v (que vem de (6.21)) torna-se imagindria, o
que nao tem significado fisico.

Substituindo-se a solugao (6.22) encontrada para o campo taquionico
na expressao da densidade de potencial, equagao (6.15)s, € na expressao do acopla-

mento, equagao (6.16), temos
V(t) = Aexp[—&o(kit + k2)], F(t) = yexp[—&o(kit + ko)], (6.24)

que dao a evolucao temporal da densidade de potencial e do acoplamento para o

periodo inflacionario, respectivamente. Requerendo que a densidade de potencial
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possua decaimento com o tempo, temos da equagao (6.24); que &ky > 0.
Por fim, temos da equacao (6.7), apds integragao do fator de escala

no tempo

@ | ok

a(t) = exp[K(t — to)], com K = (6.25)

\/JW

Essa solucao obviamente descreve um cendario inflacionario, o que deveria ser, uma
vez que a nossa consideragao inicial era de que p,, = 0 na equagao de Friedmann.
Observe novamente que tal solugao sé é vélida até certo instante, quando a inflacao
chega ao fim e inicia-se um novo regime.

Observemos ainda, que a solugao complexa (6.22) para ¢(t) ndo gera
inconsisténcia fisica alguma concernente as formas finais das solucoes encontradas,
haja vista que, com essa solucao, V e F' escritos em funcao do tempo tornam-se
quantidades reais, da mesma forma que o fator de escala, como esperavamos que
deveria ser.

A evolugao temporal da densidade de energia e da pressao do campo

taquionico ¢ determinada a partir de (6.5), (6.6), (6.22) e (6.24), fornecendo

+ 6507]61[() €xXp [—go(klt + k’g)] y (626)

A
t) = | ——
P<p( ) ( 1—|—k%
)\\/1 —f-k’Q +2£0’yk31 2K gok’l)
pso(t) = ¥ 66k K
Vi 0k

Das equacoes acima, concluimos que a pressao é uma quantidade ne-

py(t). (6.27)

gativa e proporcional a densidade de energia, sendo que a pressao e a densidade de

energia do campo decaem rapidamente com a expansao.

6.4 Periodo de Transicao Desacelerado-Acelerado

A fim de encontrar uma solugao para o caso em que p,, # 0, escreve-
remos as equacoes a serem resolvidas em termos do redshift, ou seja, no lugar de

usar o tempo como variavel, usaremos o redshift. Fazemos isso a partir das seguintes
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relagoes
1 d d
=—-——1 —=—H(1 6.28

Em termos do redshift, as equagbes de Klein-Gordon (6.3) e da aceleragao (6.4)

tornam-se

H*(1+2)°" + [H + H'(1+ 2)] H(L + 2)¢" = [1 = H(1 + 2)*¢"]

%H [H'(1+4 2) — 2H]\/1 — H2(1 + 2)2¢2 + 5} . (6.29)

X {3H2(1 +2)¢" +
AyHH' exp(—§p)(1 + 2) = pm + pp + Py, (6.30)

onde a densidade de energia da matéria e a densidade de energia e a pressao do

campo taquionico passam a ser dadas por

pn(2) = (1 +2)°, (6.31)

po(2) = exp(— { = H2/\ o 6EvH?(1 + z)¢/} ’ (6.32)

Po(2) = —exp(—Eyp) {A\/l — H2(1+ 2)290% 4+ 28y [H* (1 + 2)%¢"

+<H’(1 +2) —H)H(l +2)y —§H2(1+z)2<p’2]}, (6.33)

respectivamente. Nas equacgoes acima, a linha denota derivada com relacao ao
redshift z.

Vislumbrar alguma solugao analitica para o sistema de equagoes di-
ferenciais (6.29)-(6.30) é uma tarefa dificil, por isso optaremos pela procura de uma
solucao numérica. A fim de determinar alguma solucdo numérica para o sistema
(6.29)-(6.30), devemos especificar condigoes iniciais para ¢(z), ¢'(z) e H(z) no tempo
atual, ou seja, em z = 0. Empregaremos no lugar das densidades de energia os seus
respectivos parametros de densidade Q,(2) = p,(2)/p(2) e Qn(2) = pm(2)/p(2),
com p(z) = py(2) + pm(z) sendo a densidade de energia total das fontes de campo
gravitacional. A fim de facilitar a andlise numérica, introduzimos as quantidades adi-

mensionais H, ( (2)/7/p(0), pu(2) = /p(0)p(2), & = €//p(0) e Ax = A/p(0)

Aqui, adotamos para os valores atuais dos parametros de densidade €2,(0) = 0.72 e
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Figura 6.1: Esquerda: parametros de densidade do campo de matéria e do campo
taquionico em funcao do redshift. Direita: parametro de desaceleracao em funcao

do redshift.

2,,(0) = 0.28 (ver referéncias [35] e [37]).

O valor presente do acoplamento deve ser F' = ¢®/167G ou F = 1/2,
em unidades naturais. Com isso em vista, segue de (6.16) que ¢,(0) = In(2y)"¢-.
Por outro lado, considerando-se que para garantir um periodo com aceleragao de
expansao positiva, a condigao ¢?(0) < 1 deve ser satisfeita, segue da equacio (6.5)
que p,(0) ~ V(0), de tal forma que temos ¢.(0) = In(\,/0.72)"/¢. Essa relagao,
juntamente com a expressao anterior, fornece-nos a relacao v = A, /1.44.

Das consideracgoes acima, acabamos por ficar com trés parametros li-
vres &, Ay € 7Y, sendo que desses somente dois sao linearmente independentes. Para a
computacao numérica realizada, escolhemos A\, = 1 e trés valores para os parametros
que estao relacionados com a duragao do acoplamento, os quais sao & = 0.05, 0.10,

0.20. As condigoes em z = 0, lembrando que devemos ter ¢?(0) < 1, sdo
H,(00) =+/1/3,  ¢.(0) = —In(0.72)"%, ¢« (0)=10"%. (6.34)

Na esquerda da Figura 6.1, os parametros de densidade da matéria
e do campo taquidnico estao representados em funcao do redshift, no intervalo
0 < z < 2. Notemos que o parametro do acoplamento &, tem importante in-

fluéncia sobre o decaimento do parametro de densidade do campo taquionico e no

67



& =020 & =0.10 | & = 0.05 | ACDM | valores experimentais
q(0) -0.50 -0.55 -0.57 -0.58 | -0.74 + 0.18 (de [77])
2 0.49 0.62 0.69 0.73 | 0.46 + 0.13 (de [78])

Tabela 6.1: Valores do parametro de desaceleracao ¢(0) e do redshift de transicao z;

para diferentes valores do parametro de acoplamento &,.

correspondente crescimento do campo de matéria, sendo que tal influéncia cresce a
medida que os valores de &, decrescem. Isso pode ser entendido observando-se que
o crescimento do parametro do acoplamento &, implica no crescimento da trans-
feréncia de energia do campo taquionico para o campo gravitacional (ver segao 6.5).
Além disso, podemos notar que no caso limite, quando &, — 0, o comportamento
do modelo taquionico tende ao comportamento do modelo ACDM.

Na direita da Figura 6.1, o parametro de desaceleragao ¢ = 1/2 +
3p/2p esté representado em fungao do redshift, no intervalo 0 < z < 2. Na Tabela
6.1, temos a comparacao dos valores calculados com os valores medidos experimen-
talmente para o valor atual do parametro de desaceleragao ¢(0) e para o valor do
redshift z; de transicao de um regime desacelerado para um regime acelerado. Da
Tabela 6.1, vemos que os valores calculados em geral estao em bom acordo com
os valores medidos. Pode ser observado ainda que, a medida que o valor do aco-
plamento aumenta, o redshift de transicao z; decresce enquanto o parametro de
desaceleragao ¢(0) cresce. Note que a importancia do acoplamento desaparece para
grandes valores de redshift, haja vista que, para diferentes valores do parametro &,,
o parametro de desaceleracao converge para um unico valor.

Também ¢ interessante analisar a evolucao do acoplamento F' com o
redshift para diferentes valores de &,. A representacao de F' em funcao de z esta na
esquerda da Figura 6.2, de onde constatamos que o parametro &, tem forte influéncia
no comportamento de F'. Como jé era esperado, de acordo com a equagao (6.16), a
variacao do acoplamento é menos pronunciada para pequenos valores da constante

&«. Outro ponto a ser notado é que, para cada valor de &, o acoplamento tende
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Figura 6.2: Esquerda: acoplamento F' em funcao do redshift z. Direita: razao entre

a pressao e a densidade de energia do campo taquionico w, em funcao do redshift z.

a um valor constante a medida que o redshift aumenta. Pelo fato de a densidade
de potencial possuir a mesma dependéncia exponencial em ¢ que a de F', o seu
comportamento em funcao do redshift é muito similar ao de F.

Na direita da Figura 6.2, estd representada a razao entre a pressao
e a densidade de energia do campo taquionico w, = p,/p, em funcao do redshift z.
Observemos, dessa figura, que w, — —1 quando z — 0, para pequenos valores do
parametro &,. Isso significa que, para pequenos valores de &,, o modelo taquionico
se aproxima do modelo ACDM. Para grandes valores de redshift, w, — 0, ou seja,
o0 campo taquionico tende a assumir um comportamento como o de um campo de
matéria sem pressao.

Lembrando da definicao de diferenga entre magnitude aparente e

absoluta de uma fonte

,uO:m—M:25+5log{(1+z)/Oz%], (6.35)

podemos fazer uma comparagao do valor de pg previsto pelo modelo com o valor de
Lo experimental.

Na Figura 6.3, os circulos representam os dados observacionais das
supernovas do tipo la (ver referéncia [36]). Estd representada somente uma curva

para o modelo acoplado, com &, = 0.2, uma vez que as diferencas com relagao ao
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Figura 6.3: po em funcao do redshift z. A linha cheia representa o modelo taquionico
com campo de matéria para &, = 0.2, a linha pontilhada representa o modelo ACDM

e os circulos sao os dados observacionais das supernovas do tipo Ia.

modelo ACDM sao muito pequenas quando &, — 0. Dessa figura, concluimos que
os valores de jy para o modelo acoplado nao diferem dos valores do modelo ACDM
para pequenos valores de redshift, existindo apenas uma pequena diferenca entre as

curvas dos dois modelos para valores de redshift crescentes.

6.5 Observacoes

Derivando a equacao de Friedmann (6.7) com relagao ao tempo, e
levando-se em conta a equacao da aceleracao (6.4) e a forma de F' (6.16), segue a
equacao de evolucao temporal da densidade de energia total das fontes de campo

gravitacional
p+3H(p+p) = —pp. (6.36)

Considerando-se que os campos taquionico e de matéria sao nao-
interagentes, e lembrando que inicialmente consideramos que a matéria é nao-relati-

vistica (p,, = 0), a evolugdo temporal da densidade de energia do campo de matéria

70



obedece a seguinte equacao
pm + 3H pm, = 0, (6.37)
e utilizando-se das relagoes p = p,, + p, € p = p,,, segue de (6.36) e (6.37) a equacao

para a evolucao temporal da densidade de energia do campo taquionico

P+ 3H (py + py) = —Ep. (6.38)

De (6.38), entendemos claramente como o valor de ¢ influi no decai-
mento do campo taquionico e no correspondente crescimento do campo de matéria,
pois o mesmo esta diretamente relacionado a taxa de transferéncia de energia do

campo taquionico para o campo gravitacional.
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Capitulo 7

Férmions e Taquions com

Potencial Constante

7.1 Férmions

7.1.1 Simetria de Noether

Consideremos a acao para um campo fermidnico acoplado nao-mini-

mamente ao campo gravitacional e um campo de matéria
S = /\/—g dz {F(\IJ)R + % [T Dy — (Dyp)THap | — V(\IJ)} + Sp. (7.1)

Usaremos, daqui por diante, o mesmo procedimento empregado no

Capitulo 5. A partir da agao (7.1), escrevemos a seguinte Lagrangiana pontual
L = 6ad’*F + 6a*aVF’ + %a‘g(avow — %) + a¥V + 0. (7.2)
Agora, tomando o gerador infinitesimal de simetria

o ., 0 .0
—+ Do+ C—+Di— |, (7.3)
ol Iy o] Oy

e a condicao para que a simetria de Noether seja satisfeita, Lx£ = 0, aplicada

a Lagrangiana (7.2), obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais
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acopladas

4

ac, L rac,
CoF + Qaa—aOF—l— a’F jzl ( Lehi + j@Z)T>
4
+aF"y (Cje; + Djejihl) =0, (7.4)
j=1

aC, -
Flejib; (200 + aa—0> +aF"ejh; y (Cotbi+ Dithl)e; + aF' Dye

=1

0y | ey (2 T
+ QF&/}]T +aF Z <awezwl 81/1* el ) (7.5)
Fleji)] (200 + a%) +aF" ) Z(Ciwi + Dipl)e; + aF'Cye;
=1
oCo 1 /0 D,
2F =0 4+ qF' b i) =0, 7.6
TR Z(aw] vt we%) o
oC oC oC oC
(awfr) ﬂ/}z 877[)(; ﬂ/’]) = 7 (a¢j szT 877/)10 GjQ/JJT> = O, (77)
o0C, 9Cy 0 ( ] 8D] T) 0. .
<an e + wTw) : ; V= 52y (78)
D;
3Coy; + aD; +aZ(M¢@ awTwiT> =0, (7.9)
oC,
30 - 7.10
ow + ac; GZ(aw] 31/13 ) (7.10)
4
3COV + (IV/ Z <Cj€j¢j + DjGj@b;) = O (711)
j=1

que é o mesmo sistema (5.13)-(5.30), j& que a acdo da matéria S, ndo contribui
para a determinacao do sistema de equagoes difereciais resultantes da condicao de
simetria. Isso pelo fato de o termo relacionado a matéria aparecer como uma cons-
tante na Lagrangiana (7.2), isto é, p? .

No Capitulo 5, procuramos por potenciais de auto-intetragao do tipo
V = V(WU), tais que nado violassem a simetria de Noether, e encontramos uma solu¢ao
da forma V = AU, a qual introduzia naturalmente um termo de massa na agao

(5.1). Neste capitulo, estudaremos uma situacao especial permitida pela simetria de
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Noether, em que podemos ter V' = constante. Analisemos tal situagao a seguir.
A equagao (7.11) é satisfeita por um potencial constante se Cy = 0.

Sendo assim, das equagoes (7.8)2, (7.9) e (7.10), obtemos

Cj = fla)ypl + B, Dy = —f(a)y; — Bejby, (7.12)

onde [ é uma constante e f(a) é uma funcdo arbitréaria de a a ser determinada.

De (7.4), podemos imediatamente determinar f(a), encontrando

fla) = g (7.13)

onde k é uma constante.

Quanto a F, das equagoes (7.7) e (7.8)1, temos F' = 0 ou F’ # 0.
Para ' = 0, que corresponde ao acoplamento minimo, F' = constante = 1/2, as
equagoes (7.5) e (7.6) sao automaticamente satisfeitas. Para F' # 0, a partir de

(7.5) e (7.6), determinamos que
F =F(V), (7.14)

pois, para qualquer F'| as equacgoes (7.5) e (7.6) sao satisfeitas em virtude das formas
de Cj (§ Dj.

Dai, podemos afirmar que existe uma simetria de Noether, tal que

Cj=Eyl+Bewl,  D; = —%; — Besily,
Co=0, F=F(), V' = constante. (7-1)

7.1.2 Solugoes Cosmolégicas

Da Lagrangiana (7.2), obtemos as equagoes de campo para o modelo

.3 .
P+ §Hw + 1y YV —16(H 4+ 2H*) " F' = 0, (7.15)
P+ §H¢ — )’V +16(H + 2H*)"F' = 0, (7.16)
: p 2 P
2H +3H? = — H?* = = 1
+3 Vil F (7.17)
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com p = pm, + ps € p = py, onde py e pr sao dados por

pr=V —6HF', (7.18)

pr =V —6(H+2H))F|U —V + 2(F'V + 2HF'U + F"¥?). (7.19)

Vamos analisar agora o caso F' = constante = 1/2 para a simetria
aqui encontrada (7 - I). Um potencial constante pode ser interpretado como um
potencial que faz o papel de constante cosmoldgica e, de agora em diante, escre-
veremos V = A. A equagao (7.17)s, através de (7.18), levando em conta que de

(7.15) e (7.16) obtemos ¥ = W, /a?, leva-nos a seguinte equagao diferencial para a

d2 0
3% = Z—g +A, (7.20)

cuja solucao nos fornece

P : [ V3A v
a(t) = (T) [smh (Tt>] , (7.21)

e quando p é desprezivel
A
a(t) = exp (1 / §t> (7.22)

Esse modelo é idéntico ao modelo ACDM, mas com a interpretacao de
que A nao é uma constante cosmoldgica no sentido tradicional, relacionada a energia
de vacuo, mas sim um potencial de auto-interacao constante de um campo fermionico
acoplado ao campo gravitacional. E importante notar que por ser idéntico ao modelo
ACDM, este modelo apresentara o mesmo problema que aquele com relacao ao valor
de A.

Para o caso F' = F(VU) # constante, mesmo para as formas mais
simples, como as leis de poténcia, nao conseguimos encontrar a partir da equagao
de Friedmann uma forma explicita para a(t). Nao parece ser de grande valia pro-
curar uma solugao numérica para esse caso ou alguma solugao analatica para formas
diferentes das leis de poténcia, pois a situagao se agrava pelo fato de que existem
infinitas possibilidades, o que torna a inspecao de alguma solugao com significado

fisico algo impraticavel.
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7.2 Taquions

7.2.1 Simetria de Noether

Relembremos a acao genérica que descreve um campo taquionico

acoplado nao-minimamente ao campo gravitacional

S = / V—g d'z {F(cp)R —Vip)/1— augoal‘cp} + S, (7.23)
cuja Lagrangiana pontual associada ¢é
L =6ad’*F + 6a*apF + a’V/1 — @2 + pl . (7.24)

Reescrevamos aqui o sistema de equagoes diferenciais resultante da
condigao de existéncia de alguma simetria de Noether, Lx £ = 0, aplicada a Lagran-

giana (7.24)

[3Je! op ,
(a + 2a%> F+ (B + a%> aF" =0, (7.25)
O O op , P
2aF% + <2a + am + a%> F'+ Ba*F" =0, (7.26)
oa , 9B B
P =0 5.0 5o =0 (7.27)
3aV +afBV' = 0. (7.28)

No Capitulo 6, estudamos campos taquionicos com potenciais da
forma V = V(yp), satisfazendo a simetria de Noether. Procuraremos aqui por um
potencial constante que satisfaga tal simetria.

Uma solucao possivel, tal que nao tenhamos V' = 0, existe quando
a = 0, a qual nos leva a V' = constante, como podemos verificar a partir da equagao
(7.28). Nessa situagao, a equagao (7.27); é automaticamente satisfeita. Das equagoes
(7.27)9 e (7.27)3, devemos ter 5 = fy, sendo y = constante e, determinamos, a partir
das equagoes (7.25) e (7.26), que F' = constante = 1/2, correspondendo ao acopla-
mento minimo.

Em vista disso, existe uma simetria de Noether para esse tipo de
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modelo, tal que V = constante, a saber

a = Oa 6 = 60
F=1/2, V' = constante. (7 -1I)

7.2.2 Solugoes Cosmolégicas

Escrevamos agora as equagoes de campo resultantes da Lagrangiana

(7.24)
$ LV - 9 S
3H — —6(H +2H 1—¢p2— =0 7.29
2H +3H? = — 2 Hr= 2 .
+3 Yok Yk (7.30)

com p = py, + pm € P = p,, onde p, e p, sao dados por

1% .
e 6HF', (7.31)
po=—-V1—@2+2F@+2HF ¢+ F'p?). (7.32)

A partir da simetria de Noether aqui encontrada (7 - II), também
interpretando um potencial de auto-interacao constante como sendo uma constante
cosmolégica, V = A (devida ao campo taquidnico e ndo a energia de vacuo), essas

equagoes de campo tomam as formas

B

— +3H¢p =0, (7.33)
1—¢?
2H? + 3H? = A\/1 — @2, (7.34)
A 0
H? = P (7.35)

Nier=aira
e ainda temos mais uma equacao, relacionada a constante de movimento, a qual esta
associada a essa simetria de Noether

Aa’¢
Vo

Da equacdo (7.35), podemos definir A = A//1 — $2 = A(t), que é o

Yo = —fo (7.36)

equivalente a uma ”constante cosmolégica” que depende do tempo.
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A fim de descrever a era inflacionaria, podemos nos utilizar da aproxi-
macao 1 — ¢? ~ 1, a qual leva em conta que, para termos uma expansio acelerada,
devemos ter a garantia de que o modulo da pressao negativa do campo ¢é suficiente
para superar o valor da densidade de energia do campo. Lembremos ainda que
podemos considerar p2, = 0 para essa época.

Dessa forma, a partir de (7.35), determinamos que o fator de escala

evolui com o tempo conforme

a(t) = exp [\/g(t - to)] : (7.37)

de acordo com o que era esperado.

A partir da equagao (7.33), determinamos que
p(t) = o exp[=V3A(t — to)] + o1, (7.38)

com ¢ e 1 sendo constantes. Da constante de movimento (7.36), segue que ¢y =
ﬁ. Essa solugao mostra que ¢(t) tende a um valor constante num intervalo
de tempo suficiente (quando ocorre o efeito inflaciondrio), o que esta de acordo com
a nossa aproximacao inicial ¢p? ~ 0.

Podemos ainda verificar a consisténcia dessas solugoes resolvendo a
equagao (7.34), a qual nos leva & solugao (7.37) novamente. De (7.31) e (7.32),
vemos facilmente que nessa situacao p, = —p, = —A.

Como consideramos inicialmente uma constante cosmolégica efetiva,
A = A/\/1—¢? = A(t), podemos ver que em instantes anteriores ao caso limite
(¢* ~ 0), A apresentava um valor maior, mostrando que hd uma diminuicio do
valor dessa constante cosmologica efetiva a medida que a inflagao se processa, o que
obviamente nao apresenta o problema da mudanca do valor de uma ”constante”.

Encontrar alguma solugao analitica para o caso em que p,, # 0,
mesmo que as equacoes a serem resolvidas agora sao aparentemente mais simples
que as do Capitulo 6, continua sendo uma tarefa ardua. Entao, escreveremos as

equacoes a serem resolvidas aqui também em termos do redshift, usando o mesmo
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-0.50

Figura 7.1: Esquerda: parametros de densidade do campo de matéria e do campo
taquionico em funcao do redshift. Direita: parametro de desaceleracao em funcao

do redshift.

procedimento do Capitulo 6 e, a partir destas, procuraremos uma solucao numerica.
Lembrando que z = 2 —1e & = —H(1+4z)L, as equagoes (7.33) e (7.34) tornam-se
H*(14+ 220" + [H+ H(1+2)|H1+ 2)¢’ =
=3H?[1 - H*(1+2)%¢"?] (14 2)¢/, (7.39)
2HH'(1+ 2) = pm + pp + Do, (7.40)

onde a densidade de energia da matéria e a densidade de energia e a pressao do

campo taquidnico passam a ser dadas por

pm(2) = P14 2)°, (7.41)
A

) = (7.42)

polz) = —AV/T— HP(1 + 2)%¢7, (7.43)

respectivamente.

Devemos usar as mesmas condigoes iniciais que as usadas no Ca-
pitulo 6, pois estamos descrevendo o periodo atual de evolugao do Universo. Apenas
devemos lembrar que agora A, = A, =0.72, vy =1/2 e & = 0.

Da esquerda da Figura 7.1, vemos que os parametros de densidade
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da matéria e do campo taquionico evoluem praticamente da mesma forma que os
do modelo ACDM. Ainda, da direita dessa figura, constatamos que o redshift de
transicao z; é maior que os previstos pelas solugoes que obtivemos no Capitulo 6,
sendo também a curva de ¢ praticamente idéntica a do modelo ACDM. Esses resul-
tados podem ser entendidos observando-se que, para valores de redshift pequenos,
a constante cosmoldgica efetiva A deve variar tdo pouco que podemos considera-la
constante — o que nos diz que o campo taquionico apresenta uma variacao muito
lenta atualmente, garantindo um periodo de expansao acelerada. Pelo fato da alta
proximidade das curvas desse modelo taquionico com as do modelo ACDM, inferi-
mos que a curva da diferenca de magnitudes p serd quase idéntica aquela da Figura
(6.3), para o modelo ACDM, pois a distancia de luminosidade depende da evolugao

dos parametros de densidade (esquerda da Figura (7.1)).
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Capitulo 8

Conclusao

8.1 Férmions

Em trabalhos recentes da literatura, onde abordou-se modelos com
campos fermionicos, foram investigadas muitas possiveis formas para densidades de
potencial e acoplamentos, as quais possibilitavam a descricao de épocas aceleradas
e desaceleradas da expansao cosmoldgica. Os resultados aqui obtidos mostram que,
se a simetria de Noether deve ser satisfeita, temos formas bastante restritas para o
acoplamento, mais precisamente duas, enquanto que para a densidade de potencial
apenas uma forma é possivel.

O presente trabalho também nos mostrou que, satisfazendo a sime-
tria de Noether, quando temos um acoplamento minimo do campo fermionico com o
campo gravitacional, chegamos somente a previsoes iguais ao do modelo padrao, ou
seja, desaceleracao da expansao cosmologica — nesse caso, os férmions apenas con-
tribuem com a densidade total de energia, comportando-se como matéria ordinaria.
Por outro lado, com um acoplamento nao-minimo, podemos somente descrever a
época inflaciondria, o que significa que o campo fermionico pode fazer o papel de

inflaton, mas nao o de energia escura [79].
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8.2 Taquions

Em muitos trabalhos, nos quais investigou-se modelos com campos
taquionicos minimamente acoplados ao campo gravitacional, foram propostas varias
possiveis formas para as densidades dos potenciais de auto-interagao. Esses modelos
poderiam descrever periodos acelerados e desacelerados da expansao cosmoldgica.
Com esse trabalho, vimos que, se a simetria de Noether for satisfeita, nao podemos
ter acoplamento minimo para um campo taquionico. Por outro lado, um acopla-
mento minimo ¢ uma boa aproximagcao para a descrigao de um regime desacelerado-
acelerado, isso em virtude de o acoplamento com o campo gravitacional ter variagao
desprezivel para valores de redshift menores que um.

Os resultados encontrados nos mostram que um campo taquionico
pode descrever a época inflacionaria, fazendo o papel de inflaton, e a transicao do
Universo de um periodo desacelerado para um periodo acelerado, apresentando-se

como energia escura [80].

8.3 Potencial Constante

As solucoes cosmoldgicas obtidas para o caso das densidades de po-
tencial constantes mostraram-se interessantes. Para o caso do campo fermionico, as
dificuldades relacionadas a F' ter uma infinidade de formas possiveis nao nos permi-
tiram a andlise de uma constante cosmolégica efetiva varidavel com o tempo. Assim,
ficamos somente com uma solugao idéntica a do modelo ACDM, o qual apresenta
problemas. Para o caso do campo taquionico, em virtude de termos a existéncia de
uma simetria de Noether que restringiu a uma sé forma o acoplamento e a densi-
dade de potencial, as solucoes mostraram-se tteis na descricao do que é constatado
observacionalmente, podendo descrever a inflacao e o periodo acelerado atual.

A existéncia dessas simetrias permitiu uma interpretacao de que
pode existir para esses modelos uma ”constante cosmoldgica” efetiva dependente

do tempo, tal que a sua natureza é devida ao potencial de auto-interacao constante
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do campo, e nao a energia de vacuo, que a rigor deve ter uma densidade de energia
fixa, a qual cai em problemas quando confrontada as estimativas do seu valor —
estas dizem que o seu valor atual deve ser muito diferente do seu valor no periodo

inflacionario, o que inevitavelmente gera uma inconsisténcia.

8.4 Trabalhos Futuros

Como um prosseguimento ao trabalho iniciado nessa dissertagao,
a analise de modelos com campos bosonicos e fermionicos interagentes (interagao
béson-béson e férmion-béson) é um caminho natural a busca de modelos mais com-
pletos, a partir dos quais poderemos descrever uma interacao entre a matéria escura

€ a energia escura.
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