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Resumo

O objetivo deste trabalho é reunir os resultados, ja provados, sobre con-
vergéncia dos principais algoritmos para programacao nao linear. Para tanto, fa-
zemos, inicialmente, uma discussao sobre diferentes defini¢oes de taxas de con-
vergencia, comparando-as entre si. Estabelecemos algumas implicagoes entre estas
definicoes e exibimos alguns exemplos, elaborados especificamente para este fim,
para mostrar que outras implicacoes nao sao validas.

Em seguida, discutimos métodos para resolver um problema irrestrito, ou
seja, métodos para resolver o problema de minimizar uma func¢ao diferenciavel sem
restricoes. Uma grande classe desses algoritmos inicia com um ponto dado e deter-
mina uma dire¢ao ao longo da qual é possivel diminuir o valor da fungao, e nesta
direcao calcula um comprimento do passo que permite uma redugao razoavel do
valor da funcao.

Um método classico de minimizacao irrestrita é o método de Cauchy, que
corresponde a escolher a direcao oposta ao gradiente da fungao no ponto corrente.
Para o caso em que a funcao é quadratica, convexa e o calculo do comprimento do
passo é feito por busca linear exata, mostramos um resultado original: a sequéncia
gerada pelo algoritmo de Cauchy converge com velocidade ¢-linear, na norma eucli-
diana, para o unico minimizador da funcao e exibimos a taxa de convergéncia que
depende do nimero de condicionamento da matriz hessiana da quadratica. O que
temos na literatura ¢ a convergencia g-linear na norma induzida pela hessiana, mas
apesar das normas em R" serem equivalentes, a velocidade de convergéncia g-linear
depende da norma.

Outro método para minimizagdo irrestrita é o método de regiao de con-
fianca. Apresentamos neste trabalho uma demonstracao da convergéncia global
deste método.

O problema geral de programacgao nao linear consiste em minimizar uma
funcao sujeita a restrigoes, lineares ou nao, de igualdade ou desigualdade. Aqui
apresentamos métodos para resolver o problema com restrigoes de igualdade. Mos-
tramos que, sob certas condicoes, o método de programacao quadratica sequencial
tem convergéncia local quadratica. Apresentamos também um algoritmo de filtro

globalmente convergente.
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Abstract

The purpose of this work is to summarize some results about convergence
of the main algorithms used for nonlinear programming. We start by discussing
different definitions of the convergence rate. We establish some implications and
show that others are not valid, using for this aim examples purposely devised.

We then discuss some methods to solve an unconstrained problem, i.e,
methods to minimize a differentiable function without constraints. A large class
of algorithms developed to solve these problems usually initiates with a given point
and determines a direction and a step lenght in this direction in order to provide a
reasonable reduction of the value of the objective function.

A classical method of unconstrained minimization is the Cauchy method,
in which the direction opposite to the gradient of the function at the current point
is chosen. For the case where the function is quadratic, convex and the calculation
of the lenght of the step is made by accurate linear search, we show an original
result: the sequence generated by the Cauchy algorithm converges g-linearly, in the
Euclidean norm, to the unique minimizer of the function. We show, in that case,
that the convergence rate depends on the condition number of the Hessian matrix
of the quadratic function. In the literature we have the g-linear convergence for the
hessian-induced norm. Despite the fact that two norms in R are equivalent, the
g-linear convergence is a norm-dependent property.

Another method for unconstrained minimization is the trust-region method,
for which we present a proof of global convergence.

The general problem of nonlinear programming consists in minimizing an
objective function subject to equality and inequality constraints. In this work we
present some methods to solve problems with equality constraints. We show that,
under certain conditions, the method of sequential quadratic programming has local

quadratic convergence. We also present a globally convergent filter algorithm.
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Introducao

Otimizagao pode ser definida, segundo Rao [28], como o processo de en-
contrar o valor maximo ou minimo de uma fungao sob certas circunstancias. A
linguagem utilizada pela otimizagao para expressar os problemas de uma forma de-
clarativa é conhecida universalmente como programag¢ao matemadtica.

O problema geral de otimizagao é expresso em programacao matemdtica

como:
minimizar  fo(x)
sujeito a fe(x) = 0 (1)
fr(xz) <0,

onde f, :R* - R, fe :R* > R™" comm <ne fr: R* - RP.

Caso o problema seja mazimizar f, temos que:
mazimizar f,(x) < minimizar — fo(z).

Portanto, sem perda de generalidade, procuramos resolver o problema (1).

A funcao f, é chamada funcao objetivo e o conjunto
Q={zeR" [ fe(z) =0 e [fr(z) <0}

é chamado conjunto vidvel. As solugbes z* € € do problema (1) sao chamadas
minimizadores e os valores correspondentes f,(z*) sdo os minimos do problema.
Conforme as caracteristicas do conjunto €2 e as propriedades das fungoes objetivo e
restrigoes, teremos os diferentes problemas de otimizacao. Por exemplo, as fungoes
envolvidas no problema podem ser continuas ou nao, diferencidveis ou nao, lineares
ou nao.

O caso particular em que a funcdo objetivo e as restrigoes sao fungoes linea-

res é conhecido como um problema de programacao linear e é resolvido por métodos
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especificos, os quais nao analisaremos neste trabalho.

Estudaremos problemas onde todas as funcoes usadas para defini-los sao
continuamente diferenciaveis, isto é, estudaremos problemas de otimizacao dife-
rencidvel. Mais especificamente, estudaremos problemas nos quais as fungoes en-
volvidas sao, normalmente, nao lineares, isto é, estudaremos o problema geral de
programagdo néao linear diferencidvel (PNL).

Um caso particular do problema de PNL é o problema irrestrito (PI) onde
o conjunto €2 é todo o R”. O problema irrestrito em comparacdao com o problema
geral de PNL pode ser considerado simples, porque consiste em minimizar uma
funcao sem restrigoes. O estudo dos métodos que resolvem o problema irrestrito é
de fundamental importancia em otimizacao, porque muitos métodos para resolver
o problema geral de PNL fazem uso dos métodos que resolvem o PI. Em casos
muito simples é possivel encontrar diretamente as solugoes (quando existem) do
problema irrestrito. Mas, quando o numero de varidveis ou a complexidade das
funcoes aumentam, as manipulacoes isoladas sao insuficientes para achar sequer
pontos candidatos a solucao. E necessario, entao, apelar para métodos numeéricos,
ou seja, algoritmos.

Um algoritmo é um procedimento iterativo que, a partir de um ponto inicial
2%, calcula, conforme determinadas regras, um novo ponto x'; a partir de z', pelas
mesmas regras, um ponto x2, e assim por diante. Os algoritmos existentes diferem
entre si justamente nas regras que determinam o ponto seguinte. Para problemas
de programagao nao linear, os algoritmos normalmente nunca atingem exatamente
uma solu¢ao, mas geram uma sequéncia de pontos cujos valores de aderéncia sao
solucoes do problema. Na pratica, termina-se o processo da otimizacao quando um
ponto estd suficientemente préximo de uma solucao.

A teoria de algoritmos iterativos pode ser dividida em dois aspectos. O pri-
meiro encarrega-se da verificagao de que o algoritmo, de fato, gerard uma sequéncia
cujos valores de aderéncia sao solucoes do problema. Este aspecto pode ser cha-
mado de analise da convergéncia global, porque se encarrega de examinar a questao
importante, se um algoritmo converge a um ponto 6timo (ou solugao) de qualquer
ponto de partida. Mais formalmente, dizemos que um algoritmo é globalmente con-
vergente quando todo valor de aderéncia da sequéncia gerada por ele é uma solugao
do problema.

O segundo aspecto pode ser chamado de andlise da convergéncia local. Este
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se encarrega de determinar a velocidade de convergéncia a solu¢cdo do problema.
Nao é vidvel considerar um problema resolvido, simplesmente pelo fato de ter um
algoritmo convergente. A convergéncia pode ser tao lenta, que para fins praticos
esse algoritmo nao pode ser implementado, porque o tempo que o algoritmo gasta
para chegar a solugao é exorbitante. Portanto, o estudo tedrico da convergencia local
de algoritmos é de fundamental importancia para a implementacao de algoritmos
eficientes.

O estudo da convergéncia de algoritmos para programacao ndo linear é o

principal objetivo deste trabalho.

Organizacao dos capitulos.

No Capitulo 1 fazemos uma revisao de alguns conceitos, que mais frequen-
temente aparecem ao longo do trabalho. Ainda neste primeiro capitulo apresen-
tamos as definicoes, propriedades e equivaléncias entre trés tipos de velocidade de
convergeéncia, e através de exemplos, elaborados por nés, mostramos quando as equi-
valéncias nao sao obtidas. No Capitulo 2 apresentamos trés métodos que resolvem
o problema de programagao nao linear irrestrito. Para o método classico de Cau-
chy apresentamos um resultado, que nao aparece na literatura, para uma funcao
quadratica e convexa. Mostramos que a sequéncia gerada pelo algoritmo de Cauchy
com busca exata converge com velocidade g-linear, na norma euclidiana, e exibimos
a taxa de convergeéncia. No Capitulo 3 estudamos dois métodos que resolvem o pro-
blema de programacao nao linear com restri¢oes de igualdade. Ao final apresentamos

algumas conclusoes e deixamos sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 1
Revisao

Neste primeiro capitulo serao revistos apenas os conceitos matematicos que,
mais frequentemente, vamos usar no desenvolvimento do trabalho. Inicialmente,
fixamos a notacao e apresentamos algumas definicdes fundamentais. Na Se¢ao 1.3
apresentamos os principais resultados sobre sequéncias convergentes em R", visto
que podemos considerar os iterados de um algoritmo de programagao nao linear
(PNL) como termos de uma sequéncia em R". Na Se¢io 1.4 apresentamos o critério
usado para analisar o desempenho dos diferentes algoritmos para PNL. Este critério
é a wvelocidade de convergéncia com que a sequéncia, gerada por um algoritmo,
encontra a solucao do problema. Definimos trés diferentes tipos de velocidade de

convergéncia e mostramos suas equivaléncias e propriedades.

Notacao. Usaremos letras minusculas e maiusculas para denotar, respectivamente,
vetores colunas e matrizes. Vetores diferentes em R™ sao denotados por superindices

e subindices denotam as componentes reais de um vetor, assim:

Z1
i) .
F e R [ 2F = ] com z; € Ri=1,..,n.

In

Denotamos a transposta de uma matriz A por A” e o produto escalar de dois vetores
u, v € R* por uTv. Se a matriz A é semidefinida positiva, isto é, 7 Az > 0 para
todo x € R", escrevemos A > 0. Analogamente, se A é definida positiva, isto é,

2T Az > 0 para todo x # 0, escrevemos A > 0.
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1.1 Produto interno e normas

A principal referéncia desta se¢ao é o livro de Andlise em R™ [18].

Produto interno. Um produto interno é uma regra que faz corresponder a cada
par de vetores z,y € R* um ndmero real, indicado por (z,y), de tal modo que, para

quaisquer z,z’,y € R"* e a € R, se tenham:
L (z,y) = (y, z);
2. (x+2y) = (z,y9) + (2, y);
3. (azx,y) =a-(z,y) = (z, ay);
4. £ #0= (z,z) > 0.

Um exemplo importante é o produto interno canénico o qual é dado por
(zy) =2y =211+ ... + ToYn.

Norma de um vetor. Dado z € R”, escrevemos ||z|| = \/{(z, z), ou seja,

lall = \/a? + a3 + ... +a2.

Tem-se ||z||* = (z,z), de modo que ||z|| = 0 se, e somente se, z =0 e ||z|| > 0 se, e
somente se, z # 0.

O nimero ||z|| chama-se norma euclidiana ou comprimento do vetor x € R™.
Vamos denotar a norma euclidiana de um vetor € R por ||z||2 ou .

Dois vetores x,y € R" sdo ortogonais quando o produto interno entre eles é
nulo, isto é, (z,y) = 0. Evidentemente, o vetor nulo 0 é ortogonal a todos os vetores
de R*. O vetor ¢! € R", que tem uma coordenada igual a 1 na posicdo i e todas as

outras nulas, é ortogonal a €’, se 7 # j.

Teorema 1.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Para quaisquer z, y € R*, tem-se | (x,y) | < ||z||||y||- Vale a igualdade se, e somente

se, um dos vetores x, y € um multiplo escalar do outro.

Prova. [18, pag. 4]. O

O teorema acima ¢ vélido para qualquer produto interno, com ||z|| = \/(z, z).
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A norma euclidiana ||z||; = V2Tz goza das seguintes propriedades, onde z,

y € R" « € R e |af significa o valor absoluto do niimero real a:
L flz +yll2 < llzll2 + lyll2;
2. o zlly = |af - [[z]];
3. 2#0=|z|]2 > 0;

4l = Nyllal < llw = yllo-

De um modo geral, uma norma é qualquer fungao real || - || : R* — R que
cumpra as trés primeiras condigoes acima estipuladas. Se a norma provém de um
produto interno, entao também vale a quarta propriedade.

H& uma infinidade de normas que se podem considerar em R™. A norma
euclidiana é motivada pela férmula do comprimento de um vetor no plano em coor-
denadas cartesianas e para nogoes geométricas ela é a mais natural. Por outro lado,
ha duas normas que sao de manipulagdo formal mais simples, as quais poderemos

utilizar em R", quando houver conveniéncia. Elas sdo:

Iz||lo = max{|z1],...,|70n|}, (norma do méximo ou ly)

lz|li = |z1] + ... + |25 (norma da soma ou [y).
As seguintes relacoes entre essas normas sao importantes:

[#lloe < 2l < lzfl e

L < e < VAl

IN

E possivel mostrar que duas normas quaisquer |-| e ||-|| em R™ sdo sempre equivalentes

[18, pag. 18], ou seja, existem a > 0 e 8 > 0 tais que, para todo z € R":
alz| < ||lz|| < Blz]. (1.1)

Uma norma arbitraria serd denotada simplesmente por || - ||. Usando as relagoes

anteriores e a equivaléncia de normas (1.1) temos que:

lzll2 = el
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onde o = 1 se || - || é a norma euclidiana ou a infinito, e « = 1/y/n se || - || é a norma
ly.
A Figura 1.1 mostra os pontos de R? com normas [;, euclidiana e infinito

iguais a 1.

dxli=1

IIxll = 1
Il = 1

Figura 1.1: Vetores de R? com normas iguais a 1.

Norma de uma matriz. Segundo Gonzaga [12], a norma euclidiana de uma matriz

A é dada por

I|A|l = SUPM = v/ Amaz (AT A),

s [l

com Apaz(A), € Amin(A) denotando, respectivamente, o maior e menor autovalor de
A.

No caso de matrizes simétricas definidas positivas, temos:

1
All = Ana(4), A = —F=
4] @, 1A=
JAB| < JAIIBI,  AB matrizes
|Az|| < ||A||llz|l, A matriz, = vetor.

O numero de condicionamento x de uma matriz A é dado por:

— AT'T'LG..’E A
k= A A7) = Smae(A)
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1.2 Funcao de classe C"

Considere 2 C R” um aberto de R"”. Segundo Lima [18], temos:

1. Funcao de classe C':

Uma funcdo real f : O — R é de classe C' quando existem, em cada ponto

of
funco Q>R
. (z) e as n funcgoes oz, — R,

x € R, as derivadas parciais a—(x), e
L1

assim definidas, sao continuas.

2. Funcao de classe C"

Uma funcgdo f : 2 — R é de classe C" quando ela possui derivadas parciais

0 0
em todos os pontos de {2 e as funcoes —f /

oz, Oz,

C"!, onde n é um inteiro estritamente positivo. Usaremos a notagao f € C"

: 2 — R forem de classe

para denotar uma funcao de classe C".

Uma funcao f : © — R é de classe C° quando ela for continua, e de classe C* quando

for de classe n para todo n > 0.

Férmula de Taylor.

A Férmula de Taylor para uma funcao f : 2 — R é a seguinte:

fla+v)=f(a) +Vf(a)T-v+ %sz(a)-f-l—...—i—z%vpf(a) P 4 rp(v).

Acima, para v = (a1 ... ay)7, escrevemos
Vi) v = Z@x~ (a)ay,
i=1 "
n 82f
V2f(a’) ’ /UQ Z axax] (G)OZZ'OZJ,
ig=1_""
3 3 _
Vif(a)-v ”Zk;laxzaxjaxk (@)oo,
onde
af aof  \' .
e Vf(a)= 87(a) B (a) ) é o vetor gradiente da f,
1 n
2 *fa)] . . . ) . ) .
e V°f(a) = 1,7 =1,...,n é a matriz hessiana da f, e assim por diante.
8:16,-8:16]-
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Conforme as hipéteses feitas e os objetivos desejados, temos trés situacgoes

principais:

1. Formula de Taylor Infinitesimal

. .. - (v
Se f é p vezes diferencidvel no ponto a, entdo lim-” ) = 0. Neste caso

v—0 ||’U p
usaremos a notagdo usual r,(v) = o(||v||P).

2. Resto de Lagrange
Supondo f de classe C?, p+1 vezes diferencidvel no segmento aberto (a, a+v),

entdo existe 6 € (0, 1), tal que

1

rp(v) = o 1)’V”+1f(a+ Ov) - P

3. Resto Integral

Se f é de classe CP*! entdo

1 !
rp(v) = —'/ (1 —t)PVPH f(a + tv) - vPHidt.

P Jo
Condigao de Lipschitz. Uma funcao f : 2 — R™ é Lipschitziana se existe uma

constante L > 0, tal que para todo z', #* € Q, tem-se:
I1f(z") = fF(@®)|| < L|jz" - 2°].

A constante L é chamada constante de Lipschitz.

1.3 Sequéncias em R”

A principal referéncia desta segio é o livro de Andlise em R" [18].

Uma sequéncia em R™ é uma aplicacao x : N — R”, definida no conjunto N
dos niimeros naturais. O valor que essa aplicacao assume no nimero k ¢é indicado
com z¥ e chama-se o k-ésimo termo da sequéncia. Usaremos a notagao (z*) para
indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é =¥ € R™.

Uma subsequéncia de (z*) é a restricio da sequéncia a um subconjunto
infinito N' = {k; < ke < ... <k; < ...} CN. A subsequéncia é indicada pela

notagao (z¥)ren .
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Uma sequéncia (z*) é limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado
em R", ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0, tal que ||z*|| < ¢ para todo
keN.

Um ponto a € R” é o limite da sequéncia de pontos zF € R* quando, para
todo € > 0 dado, é possivel obter ky € N, tal que k > kg implica ||z* — a|| < €. Neste

caso, dizemos que a sequéncia (z*) converge para a ou tende para a, e escrevemos

k k

= a, lim ¥ = a, ou simplesmente z* — a.

k—o0
Quando existe o limite a = lim z*, dizemos que a sequéncia (z*) é conver-

lim x

gente. Caso contrdrio, dizemos que a sequéncia (z*) é divergente.
Um fato elementar, porém essencial, é que o limite de uma sequéncia con-

k

vergente é 1inico, ou seja, se limz* = @ e limz* = b, entdo @ = b. Em particular, se

¥ = a e uma subsequéncia de (z¥) converge para o ponto b € R, entdo a = b.

limzx
O seguinte teorema é um resultado fundamental relacionado com o problema de

otimizacao:

Teorema 1.2 Bolzano- Weierstrass

Toda sequéncia limitada em R™ possut uma subsequéncia convergente.

Prova. [18, pag. 16]. O

Um ponto a € R* é valor de aderéncia de uma sequéncia de pontos z* € R*
quando alguma subsequéncia de (z¥) converge para a.

Uma sequéncia convergente possui um unico valor de aderéncia. A reciproca
nao vale: a sequéncia de nimeros reais (1,2,1,3,1,4,1,5,...) possui o tnico valor de

aderéncia 1, mas nao converge. Temos, entretanto, o seguinte teorema.

Teorema 1.3 Uma sequéncia limitada em R"™ é convergente se, e somente se, possui

um unico valor de aderéncia.

Prova. [18, pag. 17]. O

Uma sequéncia (z¥) em R" é uma sequéncia de Cauchy, quando para todo
€ > 0 existe ko € N, tal que k, r > ko implica ||z* — 27| < e. Isto conduz ao seguinte

resultado.

Teorema 1.4 Uma sequéncia (z*) em R* é de Cauchy se, e somente se, é conver-

gente.

Prova. [18, pag. 17]. a
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1.4 Velocidade de Convergéncia

As principais referéncias desta se¢ao sao: [2], usada para definir convergéncia
do tipo B, e [23], usada para definir as convergéncias do tipo q e r-

Como teremos varios exemplos de sequéncias de niimeros reais, denotaremos
estas sequéncias por (). Sequéncias em R", com n > 1, continuaremos denotando
por (z%).

Um algoritmo precisa, para que seja eficiente, de duas propriedades. Pri-
meiro, que todos os valores de aderéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo, inde-
pendente do ponto inicial, sejam soluc¢oes do problema. Neste caso dizemos que o
algoritmo é globalmente convergente.

A outra propriedade refere-se a wvelocidade de convergéncia com que a se-
quéncia gerada pelo algoritmo encontra a solucao. Podemos ter algoritmos que
geram sequéncias convergentes, mas a velocidade de convergéncia para a solugao
pode ser tao lenta que, para fins praticos, esses algoritmos tornam-se invidveis.
Precisamos entao analisar a velocidade de convergéncia das sequéncias, para com-
parar a eficiéncia dos diferentes algoritmos para programacdo nao linear. Assim,
se (z¥) é uma sequéncia em R" convergente para um ponto z* € R", isto é,
lim||z*¥ — z*|| = 0, onde || - || denota uma norma qualquer em R", podemos con-
siderar o ntimero e(z*) = ¢}, = ||2* — z*|| como uma medida de quanto cada iterado

7

estd proximo do limite. A rapidez com que a sequéncia (e;) se aproxima de zero é

[

uma medida de velocidade de convergéncia da sequéncia (z*) para z*. Este estudo
de convergéncia local, porque somente nos interesssa o comportamento da distancia
|z* — z*|| quando k é grande. Assim, se duas sequéncias (z*) e (z*) sao iguais a
partir de algum indice k3 € N, entao as caracteristicas de convergéncia e velocidade
de convergéncia sdo iguais para ambas as sequéncias (z*) e (Z¥).

O restante deste primeiro capitulo é dedicado ao estudo de trés diferentes
tipos de welocidade de convergéncia. Definimos cada um deles e mostramos suas
propriedades e equivaléncias. O primeiro tipo de velocidade de convergéncia que de-
finimos, convergéncia g, serd usado para estudar a convergéncia local dos algoritmos

para programagcao nao linear, que apresentaremos nos préximos capitulos.
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1.4.1 Convergéncia g

As defini¢oes deste tipo de convergéncia g baseiam-se em Nocedal, Wright
[23].

Definigao 1.5 Seja (%) uma sequéncia em R™. Dizemos que (z*) converge g-
linearmente para um ponto z* € R™ se eriste uma constante r € [0,1) e um natural

ko € N, tais que

||xk+1 _x*“

<r, (1.2)

% — z*]]

para todo k > k.

O prefixo “q” significa “quociente”, porque este tipo de convergéncia ¢ de-
finido em termos do quociente de erros sucessivos, onde o niimero e(z*) = e, =
|zF — 2*|| é 0 erro cometido na iteracio k. E ficil ver que se a sequéncia (z*) satis-
faz (1.2), entdao z*¥ — z*. De fato, temos eg, 11 < Tegy, Ergro < Teryr1 < T2ek,, ete,
e de modo geral ey, 4, < rPey,, para todo p € N. Como r € [0,1), a sequéncia (ex)
converge para zero.

O valor da constante r é a taxa de convergéncia da sequéncia e, quanto mais

préximo de zero for, mais rdpida ser4 a convergéncia da sequéncia (z*) para x*.

Exemplo 1 A sequéncia (xy) dada por xj, = 0,5%, converge com velocidade g-linear

para Q:
Temos que:
@k — 2| _ 0,58+ 0. 551k — 0.5,
[k — 2] 0,55 ’
[2h41 — 27|

Assim, para r = 0, 5, temos < r. A Figura 1.2 ilustra a sequéncia (zy)

[l — 2]
em trés situagoes, nos planos k X xy; k X exr1/€r € ex X exy1.

Os dois préximos exemplos mostram que velocidade de convergéncia g¢-linear
depende da norma. Embora as normas em R" sejam equivalentes, podemos ter
sequéncias que convergem com velocidade g-linear em uma norma, mas nao com
a mesma velocidade em outra norma. Estes exemplos foram elaborados, por nds,
especificamente para este fim.

O Exemplo 2 serd citado no préximo capitulo, no estudo da convergéncia

local do método de Cauchy para funcao quadratica, para enfatizar que a velocidade
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> *
0 0.1 0.2 e 0.3 0.4 0.5

Figura 1.2: Velocidade de convergéncia: g-linear
de convergéncia g-linear da sequéncia (z*) na norma Q, induzida pela quadritica,

nao garante a mesma velocidade de convergéncia na norma euclidiana. A norma @)

é definida como ||z]|?, = 27Qz com z € R" e Q € R™™.

Exemplo 2 A sequéncia (z*) € R? dada por

e R R e

converge para (0 0)T com wvelocidade g-linear na norma Q com Q =

= O

mas nao com velocidade g-linear na norma euclidiana.

Na norma euclidiana, temos que

1
220 — o3 _ e

R

(2v2)%)
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portanto a sequéncia (z¥) nao tem velocidade g-linear na norma euclidiana.

quanto que, na norma )

1 ( 1 +1 1 )
||$2k+1||2Q _ (2\/5)% (\/5)2 4(\/5)2 :§
122115 L 8

V2™

¢ 1 1
||3:2(1c+1)||g2 B (2\/§)Q(k+1) _ (2\/5)2 1
|z264113, 1 1 11 1 11 5
avis (ot ive) W T

14

ambas as razdes sdo menores que 1. Logo, a sequéncia (z*) converge com velocidade

g- linear na norma Q).

A Figura 1.3 mostra a trajetéria da sequéncia (z¥) em relagao as duas

normas: as elipses representam as curvas de nivel da funcdo z — ||z||q, e as circun-

feréncias, as curvas de nivel da fun¢do norma euclidiana, z — ||z|2.
.
15r
|

05

PN

I I I I I
0.5 1 15 2 25

0
N
o

!

IN)

[
=L
o

|
LN

I
o
3
o

Figura 1.3: Velocidade de convergéncia g¢-linear depende da norma.
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Note que, essa mesma sequéncia (z*) converge com velocidade g-linear na

norma do maximo, pois ambas as razoes

1 1 1 1

2 e _ (2V2)FV2 _ 1 1225 V]l (2v/2)54

1
2;

27| I R = S N

(2V2)* (2V2)k V2

sao menores que 1.

_ 22 _
=2
V2

A Figura 1.4 mostra a trajetéria da sequéncia (z*) em relagao as duas
normas: os quadrados representam as curvas de nivel da fungdo = — ||z||» € as

circunferéncias representam as curvas de nivel da funcao norma euclidiana, z —

[1p2

0.5

Figura 1.4: Velocidade de convergéncia ¢-linear depende da norma.

O seguinte exemplo mostra a situacao reciproca: uma sequéncia que con-
verge com velocidade g-linear na norma euclidiana, mas nao com velocidade g-linear

na norma do maximo.

Exemplo 3 A sequéncia (z*) € R? dada por

1 1\T 1 1\T
2k __ 2k+1 _
=z ) = (g )

ok+1 9k
converge para (0 0)T com wvelocidade g-linear na norma euclidiana, mas nio com

)

velocidade g-linear na norma do mdzrimo.
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Temos que
1 1 (2k)2 1
2%+1]|2 k+1)2 k)2 prervR Ry |
la+3 _ e e @EE T g+l s
p - 1, 1 2 > %
(2F)2  (2F)
1 1
2203 R T Ey 2 2 2
22612 1 1 (2612 1 +4 5
(2k+1)2 + (2k)2 1+ 2)?

enquanto que
1 1
P R b=t

2k - 1 1
28 man{ g e}

=1.

A Figura 1.5 mostra a trajetéria da sequéncia (z¥) em relagao as duas

normas: os quadrados representam as curvas de nivel da fungdo = — ||z||w € as

circunferéncias representam as curvas de nivel da funcao norma

[[[2-
15+
- B ™~
1k § _— | ~—
o5l /o VAR BN WA
/ / 1=
[ / ViV N\ \\
| | [ [ I |
o | | [ [ V) | |
‘t \ 1 \\ [ HIN ; ‘\
\ VY = / /
—t /
o5 \ \ AN L y / /
\ \\ ~_ | /
b
b \\ _ B _—
-1.5 L L L — — L L L
-15 -1 05 0 05 1 15

euclidiana, = +—

Figura 1.5: Velocidade de convergéncia ¢-linear depende da norma.
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Definigao 1.6 Seja (2*) uma sequéncia em R™. Dizemos que (z*) converge g-

superlinearmente para um ponto z* € R" se

k+1

" — ™|

lim 0. (1.3)

k—oo ||k —z*||
Aqui podemos também provar que a relacio (1.3) implica 2% — z*.

Exemplo 4 A sequéncia (x1,) dada por x), = exp(—k?) converge com velocidade

g-superlinear para 0:
Temos que

|21 — 2% _ Jexp(=(k +1)%)|
ek — 2] |exp(—k?)]

= exp(—k® — 2k — 1 + k?) = exp(—2k — 1).

Tomando o limite quando k£ — oo:

lim s = 2] = lim exp(—2k — 1) = 0.

k—00 ||1:k — 33*” k—o0
A Figura 1.6 ilustra a sequéncia (xj) em trés situagoes, nos planos k X xzy;
k X egy1/ex € ex X gy
A velocidade de convergéncia da sequéncia (z*) pode ser ainda mais rapida.

Definimos entao:

Definigdo 1.7 Seja (z%) uma sequéncia em R* convergente a x*. A velocidade de

convergéncia é q-quadrdtica, se

” k+1 *”

" —
— <M
lak —a*[]2 —

para todo k suficientemente grande, onde M é uma constante positiva, nao necessa-

riamente menor que 1.

Como vimos, nas defini¢coes acima, velocidade de convergéncia do tipo ¢
depende de r e de M. Entretanto, independentemente destes valores, uma sequéncia,
convergente com velocidade ¢-quadrdtica realmente converge mais rdpido do que uma

sequéncia com velocidade g-linear.
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Figura 1.6: Velocidade de convergéncia: ¢-superlinear

Exemplo 5 A sequéncia (ry) dada por x, = 0,52k, converge com velocidade q-

quadrdtica para 0:

Temos que
lzesr — (| _ 10,57 _ 10,57 _
lzx —2*][> 0,522 [0,5%2
|lzks1 — 27|

< M.

Assim, existe M =1, tal que
[z — z||?
A Figura 1.7 ilustra a sequéncia (zy) em trés situagdes, nos planos k X zx; k X ex11/ey
€ er X €kt

Podemos definir outras velocidades de convergéncia (cibica , quértica, etc),
mas nao ¢ usual em otimizagao algoritmos com velocidade superior a quadratica.
Em geral, dizemos que a velocidade de convergéncia ¢ é de ordem p (p > 1), se existe
uma constante positiva M, tal que:
k+1

2" — 27|
||$k — x*“P < M, (1.4)

para todo k suficientemente grande e denotaremos por g-ordem p.



Revisao de Conceitos

0.25¢ + 0.25 +
0.2 02t |
X . ek7+1 \
k v‘ ek "
0.5 | 0.5}
0.1t ‘n o1l
; 4@
0.05f *\ 005l
- . . ) o e . . .
0o ’ 5 10 15 20 0 5 10 15 20
K k
0.25¢
0.2
0.15¢
€1
0.1
o
0.05¢
o) i . .
0 0.05 0.1 e, 0.15 0.2 0.25

Figura 1.7: Velocidade de convergéncia: ¢-quadrdtica

Obviamente, qualquer sequéncia que converge com velocidade g-ordem p,
também converge com velocidade g-superlinear, e qualquer sequéncia que converge

||$k+1

com velocidade ¢-superlinear, também converge com velocidade g-linear. De fato, se

a sequéncia (z*) converge para x* com velocidade g-ordem p, entdo existe M > 0,
— |

tal que

% — 2P < M, para todo k > kg e, podemos escrever
zk —x
k+1 _ %
0 S ||$ x || S M||$k _x*”p—l.
lz* — 2]
Tomando o limite quando £ — oo

||.’L‘k+1 _ .T*”
0 < lim < lim M||z* — z* [P
k—o0 ||.IIc — 37*“ k—o0

(1.5)
Denotemos y; = ||z¥ — 2*|| e, como por hipétese ¥ — x*, temos y;, — 0. Portanto
y@—U
k

— 0, pois p— 1 > 0. Assim, aplicando o teorema do confronto em (1.5),
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obtemos:

k+1

" — 2| _

0, (1.6)

lim —— =

koo ||zF — z*||

ou sej énci kY també locidade ¢- li
ja, a sequéncia (z*) também converge com velocidade g-superlinear.

I |

Agora, assumimos que (1.6) se verifica e denotemos zy Assim,

|zF — 2|
klim 2, = 0, entdo dado € > 0 existe ky € N, tal que |z, — 0| < € para todo k > k.

— 00
Escolhendo € € (0, 1), temos que

”xk—l—l _ :U*H

=z —0|<e
EEr ’
para todo k > ky. Com isto, obtemos que qualquer sequéncia que converge com
velocidade ¢-superlinear, também converge com velocidade g¢-linear.

A afirmacao reciproca nao é verdadeira. A sequéncia do Exemplo 1 converge
com velocidade g-linear, mas nao converge com velocidade g¢-superlinear, uma vez

que o limite

) ||33k+1 _ 33*” ) 0’ 5k—|—1
lim ————— = lim ——— =10,5,
k—00 ||$ —$*|| k—oo 0,5
P . 1
é diferente de zero. Enquanto que a sequéncia ry = - converge para zero com

velocidade g-superlinear, mas nao com velocidade g-ordem p (p > 1). De fato,
converge superlinearmente para zero, uma vez que o limite

k
e :

1 —
koo |log — a7 koo (k+ 1)(k + 1)F

é zero. Porém a razao

e N
|xk — z*||P (k+1)(k+1)k

ndo é limitada por nenhuma constante M > 0, isto é, tende a infinito.
A velocidade de convergéncia de uma sequéncia pode ser ainda mais lenta
que a g-linear. Por exemplo, a sequéncia x; = 1/k converge para zero, mas nao com

velocidade g¢-linear, uma vez que o quociente

[eher — 2™l K
|zx — | k+1’




Revisao de Conceitos

21
tende a 1. Neste caso, dizemos que a velocidade de convergéncia é g-sublinear. Como

nao existe r € (0,1) tal que (1.2) seja satisfeita, a sequéncia z = 1/k converge a
zero muito lentamente.

A Figura 1.8 ilustra a sequéncia (xj) em trés situagdes, nos planos k X zy;
k X exy1/ex € e X epi1.

1t
| f */*»*—«*——*»*»*—*7*»*
l‘ %,*_*—*»
& 0.8} g
08/ | ) )
| k+1 */
\y ° |
o ko
X, \ *
0.4} | ol
\*\
\*
0.2 . ol
*o
*\*‘*;*
;*qwf**-*»*,*_*i*»*
0 ‘ ‘ ‘ L 0, : - . .
’ ° 10k 15 20
k
1
0.8}
0.6}
ek+:|_ .
0.4}
/,*'/'
,*/’/
0.2} L
ﬁﬁ%
0 ‘ ‘ ‘ | .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ek

Figura 1.8: Velocidade de convergéncia: g¢-sublinear

Quando conhecemos a velocidade de convergéncia de uma sequéncia (z*),

podemos determinar a velocidade de convergéncia de uma outra sequéncia (y*),
definida em funcao de (z¥), como mostra o seguinte teorema:

Teorema 1.8 Sejam (z*) uma sequéncia em R™ convergente a z* e A : R* — R™
uma aplicacdo linear injetivat. Considere y* = Az* e y* = Ax*. As afirmacoes
sequintes sao verdadeiras:

1. Se ¥ — z* com velocidade q-quadrdtica, entdo y* — y* com velocidade ¢-
quadrdtica;

todo z € R™.

1Se a aplicagdo linear A : R* — R™ ¢ injetiva, entdo existe ¢ > 0, tal que ||Az|| > c||z|| para
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2. Se z* — x* com wvelocidade gq-superlinear, entdo y* — y* com velocidade ¢-

superlinear.

Prova.
(1) Por hipétese existe M > 0, tal que

o+ — ]|
— <M
[
para todo k > ky. Temos que:
Iy " =yl _ | A" — At JAGMT =2 (Al — 2
ly* —y*l? [[Azh — Az=[2 0 [JAQ? —29)|* — [JA(2* — 272

Como a aplicacao linear A : R* — R™ é injetiva, entao existe ¢ > 0, tal que

< ara todo £ € R*. Assim:
[Az]2 = [z ! o

ly™" =yl AN = anl] AN — o) LAl
ly* —wlI> = [l A(* — 2)[]? ek —z*||? c?

_ A
Tomando M = uM > 0, temos que y* — y* com velocidade ¢-quadrdtica.
c

(2) Por hipétese

k+1

=" — 2] _

0.

T A
P ||zF — ||

Analogamente ao item (1), temos:

5 =yl _ AN — ]

0< <
vk — v cl|zF — z*||

Tomando o limite quando k£ — oo e aplicando o Teorema do confronto, obtemos:

k+1 %
i 1Y it [
koo lyb =yl
Portanto, y* — y* com velocidade g-superlinear. O

O mesmo argumento do Teorema 1.8 nao é suficiente para garantir que se

2% — z* com velocidade g-linear, entdo y* — y* também com velocidade g¢-linear.
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De fato, se (1.2) é valida para a sequéncia (z*), temos

Iy =yl ANl — "] _ AL
ly* =yl = ellab—ar] T e

que serd menor que 1 se, e somente se, — <
C

Y

O exemplo a seguir mostra uma sequéncia que converge para zero com

velocidade g¢-linear, mas o limite da razao (1.2) nao existe.

Exemplo 6 Seja a sequéncia (zy) definida por

0,2z se k € par,
Tht+1 = y
0,1z, se k € impar.

O menor valor para a razao de convergéncia é 0,1. De fato, temos para

-z 0,2
k par: |7k — 2] = Tkt1 _ 52Tk 0,2 e para
|zx — z*|| Tk T
k impar: |41 — 27 = Tet1 _ 0, Lz =0.1
' |z — 2| T, T, T
I |
Observe que nao existe lim ————— mas
koo [|lzp — ¥
*
lim supM —0.2
k—o0 ||.’L‘k — .’L‘*” ’

Faremos entao uma outra definicdo de velocidade de convergéncia ¢-linear,

a qual equivale & Definicao 1.5:

Definigdo 1.9 A sequéncia (z*) converge linearmente com taza de convergéncia

r <1 se, e somente se,

lim sup% =r
k—o0 (A
Observacao: e, = e(z¥) = ||2% — z*|| é o erro cometido na iteragao k onde || - ||

denota uma norma qualquer em R”.
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Analogamente, vamos refazer as definicoes de velocidade g¢-superlinear e
q-quadrdtica, as quais também sdo equivalentes? as Defini¢coes 1.6 e 1.7, respectiva-

mente.

Definigdo 1.10 A sequéncia (z*) converge superlinearmente se, e somente se,

e
lim supﬂ =0.

k—o0 €k

Definigdo 1.11 A sequéncia (z*) converge quadraticamente se, e somente se,

. €r41
lim sup—;L < 400.
k—00 €y
A generalizacao destas definigdes é equivalente a (1.4): a ordem de con-
vergéncia de uma sequéncia (z*), tal que ¥ — z*, é o supremo dos nimeros p € R,

tais que:

Al

li —_—
hooo P [zk — o¥lp

< +o00. (1.7)
Dificilmente encontraremos sequéncias com ordem de convergéncia superior a 2
(quadréitica) em programagao nao linear. O método de Newton para o problema
irrestrito tem convergéncia quadratica sob certas hipéteses, enquanto que o método
de Cauchy tem convergéncia apenas linear e, frequentemente, com razao préxima
de 1 (convergéncia lenta). A maioria dos algoritmos eficientes na prética exibem

convergéncia superlinear.

1.4.2 Convergéncia r

As definigoes deste tipo de convergéncia r baseiam-se em Nocedal, Wright
[23].
Um outro tipo de convergéncia, caracterizado pelo prefixo “ r” (de raiz),

compara a sequéncia de erros (e), ja definida como
ey = e(z*) = [|lz* — 27|,

com uma sequéncia de escalares nao negativos (vg), que converge para zero com

alguma ordem de convergéncia do tipo ¢. Assim, definimos:

. €k+1 ~ . €kt
2Note que se lim sup—Jr =0, entao lim L —o.
k—o0 37 k—oo €ep
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Definigao 1.12 A wvelocidade de convergéncia da sequéncia (z¥) € r-linear, se existe

uma sequéncia de escalares nao negativos (vg), tal que
e(z?) < v,
para todo k € N e (vg) converge para zero com velocidade g-linear.

Diz-se que a sequéncia (e;) é dominada por (vg).

Por exemplo, a sequéncia

1+ (0,5)* k é
$k={ +(0,5) se k é par (1.8)

1 se k é impar

converge para 1 com velocidade r-linear, porque a sequéncia (e;) é dominada pela
sequéncia (0,5%), que converge para zero com velocidade g-linear. Note que os
primeiros termos da sequéncia sao 2; 1; 1,25; 1; 1,0625; etc. O erro realmente
aumenta de uma iteracdo impar para uma par. De fato, o erro cometido em cada
iteragao é dado por e(zg) = ||z — z*||, assim e(zg) = 1, e(z1) = 0, e(x) = 0, 25,
e(xs) = 0, e(xy) = 0,0625, etc. Tal comportamento ocorre quando a taxa de
convergéncia r-linear é arbitrariamente alta, mas nao ocorre para convergéncia g-
linear onde o erro decresce a cada iteracao para k suficientemente grande.

O fato de uma sequéncia convergir com velocidade r-linear ndo garante sua
convergéncia com velocidade ¢-linear. O seguinte exemplo foi elaborado por noés

para ilustrar esta situagao.

Exemplo 7 A sequéncia (zy), definida como:

1 1
T
1 1

Th ST e

converge para zero com velocidade r-linear, mas nao com velocidade g-linear.

Temos:
4k — 1
— k .
Tok 4% _ 4 1 o
Tok—1 4k +1 4k +1
A2k

1.
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Enquanto que:

1 1 11 2 1
Thol = T S ptm T o ©
11 1 1
TROZ G S Og TR
1
Tomando v, = —, temos
2k
1
v _ g _ 1281
v L 262 1 2
2k

para todo k € N. Assim, existe uma sequéncia de escalares nao negativos (vg) que

converge para zero com velocidade ¢-linear, tal que
e(xg) = ||lzx —2*|| <wvr paratodo keN.

Portanto, a velocidade de convergéncia da sequéncia (xy) é r-linear.
Analogamente ao tipo de convergéncia ¢, definiremos velocidade de con-

vergéncia r-superlinear e r-quadrdtica.

Definigao 1.13 Seja (z*) uma sequéncia em R® convergente a x*. A velocidade de
convergéncia da sequéncia (z*) € r-superlinear, se existe uma sequéncia de escalares
ndo negativos (vg), tal que

e(z®) < vy,

para todo k € N e (vg) converge para zero com velocidade g-superlinear.

Definigao 1.14 Seja (z*) uma sequéncia em R* convergente a z*. A velocidade de
convergéncia da sequéncia (x*) é r-quadrdtica, se existe uma sequéncia de escalares
ndo negativos (vg), tal que

e(z®) < g,

para todo k € N e (vg) converge para zero com velocidade q-quadrdtica.

O préximo teorema relaciona velocidade de convergéncia do tipo ¢ com velocidade

de convergéncia do tipo r.
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Teorema 1.15 Seja f : R* — R™ uma aplicag¢do Lipschitziana, com y* = f(z*) e
y* = f(z*). Assim,

1. se a sequéncia (z¥) converge para z* com velocidade g-linear, entdo a sequéncia

(y*) converge para y* com velocidade r-linear;

2. se a sequéncia (z¥) converge para x* com velocidade q-superlinear, entdo a

sequéncia (y*) converge para y* com velocidade r-superlinear;

3. se a sequéncia (z¥) converge para x* com wvelocidade g-quadrdtica, entdo a

sequéncia (y*) converge para y* com velocidade r-quadrdtica.

Prova.

1. Por hipdtese, como f é Lipschitziana, existe L > 0 tal que
1£(z*) — f(=")|| < Ll|2* — 27,
para todo z¥ € R". Definindo vy = L||z* — z*||, temos
ly* =yl < k.

Por hipétese, a sequéncia (vy) converge com velocidade g-linear para zero. Portanto,
a sequéncia (y*) converge para y* com velocidade r-linear.

De modo andlogo, demonstra-se os itens (2) e (3). O

1.4.3 Convergéncia B

Neste tipo de convergéncia, devido a Bertsekas [2, pdg. 64], a sequéncia
(e(x*)) j4 definida como

e(a") = ex = [la" — 27|

é comparada com a progressao geométrica

onde 8 € (0,1). Assim, definimos:
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Definigao 1.16 A sequéncia (e(x*)) converge linearmente ou geometricamente, se
existem ¢ > 0 e § € (0,1), tais que para todo k € N

e(z*) < qp*.

A Definicao 1.9 implica nesta ultima definicao de convergéncia linear, segundo Bert-

sekas. De fato, pela Defini¢ao 1.9, temos que:

) e
lim supﬂ <pB <1l
k—o0 ek

e .
Seja v € (B,1). Entéo, existe kg € N, tal que k< v, para todo k > ky. Assim,
€k

Chotp < ’Ypekoa ou Seja: ex < r)/k(fyiko)ekoa para todo k > kO-

Seja ¢ = max 6—‘7.,]' =1,...ky}. Assim, e; < ¢/, para todo j = 1, ..., kg, e para
‘7 ]

e - , ~ .
k > kg, temos e < fyk (—2’)) < 'y’“q. Mas a afirmagao reciproca nao é verdadeira.
Y

Podemos ter sequéncias que convergem com velocidade linear do tipo Bertsekas, mas

nao convergem com velocidade g¢-linear. O exemplo abaixo foi elaborado por noés

para ilustrar esta situacao.

. 1 e
Exemplo 8 Sejam v = % e q=1. Vamos construir e < oL tal que 2k 1.
€2k—1
e, €, e, e,
—% : }
0 1/64 1/16 1/4

Figura 1.9: Velocidade linear, segundo Bertsekas, nao implica em velocidade g-linear.

Defina:
1 1 1 1
62k_1:4_k+47k e 6216_@_4716.
Deste modo, temos:
4k —1
4k —1
Gk _ A% _ — 1.
€ok—1 4k +1 4k + 1
A2k

Concluimos, entao, que a classe de sequéncias linearmente convergentes, segundo

Bertsekas, é maior. E sempre serd possivel mostrar que convergéncia linear, segundo
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Bertsekas, é obtida, se para algum S € (0,1), tem-se

($k+1)

li <
hooo P e(zk) <h

isto é, assintoticamente, o erro é dominado por um fator menor que 5.

Definigao 1.17 A sequéncia (e(x*)) converge superlinearmente se para todo 3 €
(0,1) existe ¢ > 0 tal que
e(a*) < qf",

para todo k € N.

Podemos mostrar que a classe de sequéncias que convergem superlinearmente, se-
gundo Bertsekas, é maior que a classe de sequéncias que convergem com velocidade
g-superlinar, ou seja, a Definicdo 1.6 implica na Defini¢ao de convergéncia superli-

near, segundo Bertsekas. De fato, da Defini¢ao 1.6, temos que:

. €kt
lim =+ — 0.
k—oo (P

. e
Assim, dado 8 € (0,1), existe ky € N, tal que k< B, para todo k > ky. Ana-
€k
logamente, ao exposto acima de que convergéncia g¢-linear implica na convergéncia
linear, segundo Bertsekas, concluimos que e, < g3* para todo k> 1e 3 € (0,1).

Como na convergéncia linear, segundo Bertsekas, aqui também a afirmacao

reciproca nao é verdadeira. Para ilustrar este fato, elaboramos o seguinte exemplo.

Exemplo 9 Considere a sequéncia (ex) dada por

11 ay + 1
€1 = —+-—5 = 3
(1.9)
11 ap — 1
e = — - — = ,
2k ap o a;
onde a, =22 ek > 1.
1
Dado 8 € (0,1), existe m € N tal que om < pB.
1
Assim 3 < 2™, donde
1 1
— 0,

QZkﬁk < 22k—mk
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1 1
porque ——— < ¢ é limitada, pois converge. Portanto, e; < — < ¢B*. Além disso,
22kﬁk 22k
1
1 I=—
€ok _ O — _ o 1
€ok—1 o + 1 1+ i
O

No entanto, sempre serd possivel mostrar que convergéncia superlinear, segundo

Bertsekas, é obtida se

. e(zF+)
lim sup

k—o0 e(zk) =0

Definigao 1.18 A sequéncia (e(x*)) converge, pelo menos superlinearmente, com

ordem p > 1, se existe ¢ > 0, 8 € (0,1) e p > 1, tais que
e(a*) < B,
para todo k € N.

O seguinte teorema garante que convergéncia do tipo ¢, com ordem p > 1,

implica na convergéncia de ordem p > 1, segundo Bertsekas.

Teorema 1.19 A convergéncia do tipo q, com ordem p > 1, implica na convergéncia

de ordem p > 1, sequndo Bertsekas.

Prova. Pela equagao (1.7), temos que

. Cr+1
lim sup—;
k—o00 ek

< 00,

existe k1 € N, M > 0, tal que ex; < M (ex)?, para todo k > k; e existe kg > ki, tal
que Mrlleko < 1. Assim,

€ko+1 < M(eko)p

€ko+2 < MM? (eko )p2

€ko+3 < MMpMp2 (eko)p3

€ko+j S MMp...ij_l(eko)pj,
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onde
1 i1 ; pi-1 j 1 R j 1 1 j
M( TP )(eko)p = M» (eko)p = 1 (Mp_l)p (6k0)p = 1 (Mp_leko)p .
M»-1 Mr-1
1 1 k—kq ) 1
Portanto, e; < —(M7v—Teg, )P para todo k > ko. Sejam ¢ = ———,
Mr-1 Mr—1

k—kqg

B, = M ey, Entdo, e < q(B)P ™ = q(B)P'?™ = qu[(B)P )", para todo

k > ko.

. - €; . .
Sejam B = (51)P o o qg = max({ﬂ—;j,j = 1,..,ko} U{q1}). Assim, e, < qﬁ”k,
para todo k > kg e e < qﬁpk, k=1,.., k. O

Do mesmo modo que as defini¢oes anteriores, de velocidade de convergéncia,

segundo Bertsekas, a afirmacao reciproca nao é verdadeira. Vamos considerar a

mesma sequéncia (e;) dada por (1.9) com ay = 22*" e k > 1. Por definigdo, e; < 5

1
para j par. Para j = 2k — 1, a desigualdade e; < 2 equivale a

3

o+ 1 ) 3
b , ouseja, ap+1<a;.

2
Qg

<

Q
Nl =

1 _ 3 3
Mas o = 22 1, logo af > ay, e entao o — a; > 0. Como sao inteiros,
3 . e
ap — oy > 1. Vejamos agora que ﬁ — 00. De fato, temos:
€2k—1
o — 1
2 4
€k « ap —1 « o — 1 ap —1
s = B =—_—. k - = o = 5 — 00
(62k—1) o+ 1 (07 (ak + 1) (ak + 1) (1 + L)
2 Ok
Qg

No entanto, é possivel mostrar que convergéncia superlinear com ordem p > 1,
segundo Bertsekas, é obtida se
e(zk+1)

li —_ .
P e(zk) <
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Vejamos agora que a relagdo entre velocidade de convergéncia tipo r-linear
com velocidade linear, segundo Bertsekas, é mais forte que a relagdo desta ultima
com velocidade g¢-linear, elas sao realmente equivalentes. O seguinte teorema de-

monstra esta relacao.

Teorema 1.20 Uma sequéncia (zF) € R® converge com velocidade r-linear se, e

somente se, converge com velocidade linear, sequndo Bertsekas.

Prova. Se (z*) converge com velocidade r-linear, entdo existe uma sequéncia de

escalares nao negativos (vy), tal que e(z*) < vy e

Vi1
— <,

U

para todo k > ko e com «y € (0,1). Assim, vk, 1, < YPVx,, ou seja, v < ¥F(y7F0) vy,
para todo k > k.
Seja ¢ = max{%,j = 1,...,ko}. Assim, v; < ¢, para todo j = 1,..., ky e para

Uko

k > ko, temos vk§7k< -
fyO

) < v*g. Como v € (0,1), ¢ > 0 e para todo k € N,

temos e; < vy < 7¥q, entdo a velocidade de convergéncia da sequéncia (z¥) é linear,
segundo Bertsekas.

Por outro lado, seja v, = ¢B*, entdo

Vg B qBk

Uk+1 qp*tt -y

Assim, com r = 3, temos que (vg) converge com velocidade g¢-linear para zero e

er < g% = vy. Portanto, a sequéncia (z¥) converge com velocidade r-linear. ]

Enunciaremos o teorema que garante que velocidade de convergéncia com
ordem p > 1, segundo Bertsekas, é equivalente a velocidade de convergéncia do tipo

r com ordem p > 1.

Teorema 1.21 Uma sequéncia (z¥) € R* converge com velocidade do tipo r com
ordem p > 1 se, e somente se, converge com velocidade com ordem p > 1, sequndo

Bertsekas.
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Prova. A sequéncia e(z*) = ||2*—2z*|| converge com ordem p > 1, segundo Bertsekas,
se existe ¢ > 0, B € (0,1) e p > 1, tal que para todo k € N:

k
e(a) = |la* — ™| < ¢B”".

Seja v = q,Bpk, entao:

ok — ol _ llaB8”" =0l _ 48”7 _ laB”?| _ 1
loe — vl [lgB”" — Ol [qB¥"|P qppP'e|  grt

Assim, com M = — > 0 temos que (vg) converge para zero com velocidade do
=

tipo ¢ com ordem p > 1 e e, < gf8*" = vj,. Portanto, a sequéncia (z*) converge com
velocidade do tipo r com ordem p > 1.

A reciproca segue 0 mesmo raciocinio que usamos para demonstrar o Teorema 1.19
no qual convergéncia do tipo ¢ com ordem p > 1 implica na convergéncia, segundo
Bertsekas, de ordem p > 1. O

Para analisar a velocidade de convergéncia dos algoritmos, que estudaremos

nos proximos capitulos, vamos utilizar o tipo de convergéncia gq.



Capitulo 2
Minimizacao Irrestrita

Neste capitulo apresentamos um resultado, que nao aparece na literatura,
para um problema de minimizacao de uma funcao quadratica convexa. O resultado
é sobre a convergéncia local da sequéncia gerada por um algoritmo classico de mini-
mizacao irrestrita, o algoritmo de Cauchy. Mostramos que essa sequéncia converge
com velocidade ¢-linear, na norma euclidiana, para a solucao do problema, e exibi-

mos a taxa de convergéncia.

Estrutura do Capitulo. Na primeira se¢do, apresentamos o problema de mini-
mizacao irrestrita e demonstramos as condigoes necessarias e suficientes de otima-
lidade. Escrevemos um modelo geral de algoritmo para minimizacao irrestrita e,
para resolver o subproblema que aparece no algoritmo, apresentamos dois métodos
de busca unidirecional: a busca exata e a busca de Armijo. Na Se¢ao 2.2, apresen-
tamos o método classico de Cauchy e estudamos sua convergéncia global e local.
Sobre a convergéncia local do algoritmo de Cauchy para funcdo quadratica, mostra-
mos no Teorema 2.13 um resultado, o qual nao aparece na literatura, que garante
velocidade de convergéncia g-linear da sequéncia com busca linear exata na norma
euclidiana. Na Sec¢ao 2.3, apresentamos o método de Newton e mostramos que, com
busca de Armijo, o algoritmo de Newton é globalmente convergente. Provamos,
também, que o método de Newton “puro” tem convergéncia local quadratica. Na
Secao 2.4, apresentamos o método de regiao de confianca e demonstramos que este
método é globalmente convergente. Citamos um importante teorema, o qual garante

convergéncia local quadratica para o método regiao de confianca.

34
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2.1 O problema

Um caso particular do problema geral de programacao nao linear é o pro-

blema de minimizagao irrestrita, cuja formulacdo matematica é a seguinte:

minimizar f(z)
ze R

(P)
com f : R* — R continuamente diferenciavel. A funcao f é chamada func¢ao objetivo.

2.1.1 Caracterizacao da solucao: condicoes de otimalidade

Resolver o problema (P) significa encontrar z* € R" tal que f(z*) < f(x)

para todo x € R". O ponto x* pode ser caracterizado como:

Minimizador global: quando f(z*) < f(z) para todo x € R".

Minimizador global estrito: quando f(z*) < f(x) para todo z € R" com

x # ¥

e Minimizador local: quando existe uma vizinhanca V' de z* tal que f(z*) < f(z)

para todo z € V.

Minimizador local estrito: quando existe uma vizinhanca V de z* tal que
f(z*) < f(x) para todo x € V com z # z*.

Assim, podemos afirmar que minimizador global implica em minimizador local, mas
a reciproca nem sempre sera verdadeira.

Em particular se f é duas vezes diferenciavel, podemos dizer que z* é mini-
mizador local (ou minimizador local estrito), examinando o vetor gradiente V f(z*)
e a matriz hessiana V2 f(z*) da fungao f.

As condigoes necessarias de otimalidade sao obtidas, assumindo que z* é
um minimizador local, e com isso provando fatos sobre V f(z*) e V2 f(x*).

Essas demonstracoes, das condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade,
sao encontradas em varios livros. Nossa discussao baseia-se em notas de aula, nao

publicadas, de Gonzaga [12].

Teorema 2.1 Condicdo necessdria de otimalidade de primeira ordem.

Se T € minimizador local de (P), entdo V f(Z) = 0.
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Prova. Suponha que z é minimizador local. Seja d € R® uma direcao arbitraria,
d # 0. Temos:
f(@+Xd) = f(Z) + \VF(@)"d + o()).

Vem:

Vf(.’f?)TdZ f(j+)‘c)i\)_f(j) _ 0()1\) (2.1)

Por definicao de minimizador local, para A suficientemente pequeno,

f(z+Ad)— f(z) >0.
Fazendo A tender a zero, pela direita na expressao (2.1), obtemos:
Vf(@)'d>o.
Concluimos que, como d é arbitraria
V@) "d >0,

para todo d € R". Isto somente é possivel se V f(z) = 0, completando a demons-

tracgao. ]
Observagao: Um ponto z € R™ tal que V f(z) = 0 é um ponto estaciondrio da funcao

f, podendo ser um ponto de maximo, minimo ou de sela.

Teorema 2.2 Condicao necessdria de otimalidade de sequnda ordem.
Seja f uma funcio de classe C* e T minimizador local de (P), entdo a hessiana

V2f(z) é semi-definida positiva.

Prova. Considere Z minimizador local de (P). Temos
)\2
f(@+Xd) = f(z) + A\Vf(@)d+ EdTVQf(i")d + 02(N),

A
com limm = 0. Pelo Teorema 2.1, Vf(Z) = 0. Assim,
A—=0 )2

d'V2f@)d _ f(@+Ad) = [() _ 02(N)
S~ 3 et (2.2)
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Para ) suficientemente pequeno, f(Z + Ad) — f(z) > 0 por hipétese. Fazendo A

tender a zero, na expressdo (2.2), temos:

Tx72 =
d VQf(ac)dzo'

Concluimos que, para todo d € R*, d"V?f(z)d > 0, o que é a definicio de matriz

semi-definida positiva, completando a demonstracao. 0

Teorema 2.3 Condicoes suficientes de otimalidade.
Suponha que para T € R*, Vf(Z) = 0 e V2f(Z) é definida positiva. Entio, T €

minimizador local estrito de (P).

Prova. Considere S = {h € R"|||h|| = 1}. Sabemos que uma matriz A é definida
positiva se, e somente se, para todo h € S, hT Ah > 0.
A funcao h € S — hT Ah é continua em um conjunto compacto S, e portanto, tem

minimizador h € S. Isto é, para todo h € S
hT"Ah > o = hT Ah > 0,
onde o valor a é o menor autovalor de A. Com A = V2f(z), temos para todo h € S

f(z+ Ah)

~ =

(Z) + AV F(@)Th + 2RIV f(2)h + 05(\?)

> f(Z) + Xa+ 0,(N2).

Dividindo por A2, para A > 0

f(Z 4+ Ah) — f(2)
)\2

Para ) suficientemente pequeno, digamos, 0 < A < A, teremos f(Z +Ah) — f(z) > 0,
portanto, f(Z) < f(z) para todo z tal que ||z — Z|| < A e £ é minimizador local
estrito. 0

2.1.2 Algoritmo

As condicgoes necessarias de otimalidade devem ser obrigatoriamente sa-

tisfeitas por minimizadores, enquanto as condicoes suficientes, quando satisfeitas,
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asseguram que o ponto em consideracdo é um minimizador local. A garantia de que
o ponto é um minimizador global, em geral, é muito mais complicada.

Portanto, os métodos desenvolvidos para resolver o problema (P) procuram
encontrar pontos candidatos a solucao, ou seja, pontos satisfazendo a condicao ne-
cessaria de otimalidade de primeira ordem, isto é, pontos estacionarios da funcao
objetivo, os quais, frequentemente, sao minimizadores locais.

Em casos muito simples é possivel encontrar diretamente as solu¢es (quando
existem) do problema irrestrito (P). Mas, quando a complexidade da fung¢éo obje-
tivo ou o numero de varidveis aumenta, as manipulacoes isoladas sdo insuficientes
para achar sequer pontos candidatos a solugao. E necessario, entao, apelar para
métodos numeéricos, ou seja, algoritmos.

Os algoritmos que resolvem o problema (P), quase sempre iterativos, ini-
ciam com um ponto dado z° e determinam uma direcio d*, ao longo da qual é
possivel diminuir o valor da funcao f, e nesta direcao calcula-se um comprimento
do passo A, que permita uma reducao razoavel no valor da funcao. Os algoritmos
geram, portanto, uma sequéncia (z¥) de valores em R” com uma sequéncia associada
(f(z*)) de valores reais mondtona decrescente. Vamos escrever este processo como
um modelo geral de algoritmo para resolver o problema (P). Uma discussao mais

detalhada pode ser encontrada em [22].

Algoritmo 2.4 Minimizacdo irrestrita

Dado 2° € R®

Para k=0

Repita enquanto V f(z*) # 0
Escolha uma direcio d* € R tal que V f(z¥)TdF < 0;
Calcule o comprimento do passo Ay > 0 tal que

f(zF 4+ Ned®) < f(2%);

ZF = gk 4\ db

k=k+1

A Figura 2.1, ilustra uma iteracao k£ do Algoritmo 2.4.
O Algoritmo 2.4 para quando um ponto estacionario da funcao objetivo
é encontrado, isto é, um ponto que satisfaz a condicdo necessaria de otimalidade

de primeira ordem. Como, no algoritmo, escolhemos dire¢oes ao longo das quais é
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o/
. /

\\_i_/i‘(x" + 2, )

Figura 2.1: Modelo geral de algoritmo para minimizagao irrestrita

possivel fazer decrescer o valor da funcao objetivo, é de se esperar que o ponto encon-
trado seja um minimizador local. Assim, as diregoes d € R tais que V f(z)7d < 0,
sao chamadas direcoes de descida a partir de x, ou seja, as dire¢oes que formam um
angulo maior que 90 graus com o vetor gradiente da funcao objetivo.

Para resolver o subproblema de encontrar o comprimento do passo A\, > 0
tal que f(xF + M\d®) < f(2%), existem vérios métodos, denominados métodos de
busca unidirecional, os quais garantem que o decréscimo no valor da funcao seja
proporcional ao comprimento do passo na direcio d* a partir de z*. A seguir,
apresentamos dois métodos de busca unidirecional: a busca exata e a busca de

Armijo.

2.1.3 Meétodos de busca unidirecional

Estudaremos agora o seguinte problema: dada uma funcao f : R” — R, um

ponto Z e uma direcio de descida d € R, encontrar A > 0 (se existir) tal que
f(Z+ ) < f(2).

Queremos na realidade obter A que permita uma reducio razoavel no valor de f.
Estudaremos dois métodos: a busca exata e a busca de Armijo. Este estudo baseia-se

em notas de aula de Gonzaga [12].

e Busca unidirecional exata:
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Dada uma funcdo f : R* — R, um ponto x e uma direcio d € R*, d # 0, o

problema de busca unidirecional exata ao longo de d a partir de x é

minimizar f(z + A\d)

A>0 (2.3)

Usaremos busca linear exata, na proxima secao, para estudar o método de
Cauchy.

e Busca de Armijo:
O método de busca de Armijo procura uma boa reducao da funcao f ao longo
da direcao d. Nao tenta minimiza-la. Dados d, x € R” e um passo inicial
p > 0, busca-se A € [0, p] tal que

f(z+Ad) é “bem menor” que f(x).
Para isto usa-se um modelo linear da funcdo m : R — R, definido por

m(A) = f(z) + Af'(z,d), com f'(z,d)=Vf(z)"d.

re
f(x+A d)

f(x)+a A (x,d)

m(\)

Figura 2.2: Busca de Armijo.
Dado um valor A > 0, definimos:

ared = f(z) — f(z + Ad) redugdo verdadeira da fungao,
pred = m(0) — m(\) reducgao predita pelo modelo.



Minimizacao Irrestrita 41

Consideramos aceitdvel um ponto em que para « € (0,1) fixo

ared

> a, e a=0,5 (por exemplo),
pred

isto é, um ponto em que a redugao verdadeira estd “proxima” da reducao do
modelo. O algoritmo é simples. Inicia com A = p e reduz A até encontrar um

ponto aceitavel.

Algoritmo 2.5 Busca de Armijo
Dados: z,d, \ e f'(z,d), a € (0,1), por exemplo o = 0, 5.

pred = Af'(z,d)
ared = f(z) — f(z + \d)
REPITA enquanto ared < o pred
A=0,7A
pred = Af'(z, d)
ared = f(z) — f(z + \d)
FIM

Observagao: No algoritmo, f'(z,d) é um dado. Nunca se calculam derivadas.

O algoritmo pode ser escrito de maneira compacta, sem definir ared e pred.
Isto foi feito para deixar claro o papel do modelo de f. No método regiao de

confianca, utilizaremos um modelo quadratico.

Algoritmo 2.6 Busca de Armijo, na forma compacta.
Dados: z,d, )\ e f'(x,d), a € (0,1), por exemplo a = 0, 5.

REPITA enquanto f(z + Ad) > f(z) + aAf'(z, d)
A=0,7TA
FIM.

Examinemos a fun¢ao A > 0 — f(x + A\d). Se f'(z,d) = Vf(z)Td < 0 entao
para A pequeno
flx+ M) < f(z) + a\f(z,d),
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como consequéncia da definicdo de derivada. E possivel que a curva A —
f(z 4+ \d) nunca cruze a reta A > 0 — f(z) + a)\f'(z,d). Neste caso, A = p.
Se a curva e a reta se cruzarem, definimos o ponto de Armijo Ay como o

primeiro ponto de cruzamento, isto é,
flx+ Aad) = f(z) + adaf'(z,d),

ou
[z + Aad) — f(z)
Aa

= af'(z,d).
Pelo teorema do valor médio, existe X € [0, A4] tal que
f'(z + XM, d) = af'(z,d).

Concluimos que em uma busca de Armijo, uma e somente uma das situacoes
abaixo ocorre:
1. A=pou

B B by s _
2. A< p, A< < 07 © existe A € [0; A/0, 7] tal que

fl(@+ M, d) = af'(z,d).

O método de Armijo nao encontra um ponto proximo a um minimizador uni-
direcional, mas é muito eficiente. Para algoritmos bem projetados, faz um

nimero muito pequeno de calculos de fungao sendo portanto muito rapido.

Para estudar os métodos de minimizagao irrestrita, que apresentamos nas
se¢oOes seguintes, vamos utilizar somente estes dois métodos de busca. Existem varios
outros métodos de busca que podem ser encontrados, por exemplo, em Bertsekas
[2].

O sucesso dos métodos que resolvem o problema (P), depende da escolha
adequada da direcdo d* e do método para calcular o comprimento do passo ;. A
diferenca essencial entre os métodos estd na escolha da direcao d*, que exerce grande

b+l — 2k 4+ \pd*. Uma excecdo é o método de regido

influéncia no processo iterativo x
de confianca, onde a direcdo e o comprimento do passo sao obtidos simultaneamente.
A seguir discutiremos algumas op¢des para a escolha da direcio df do Al-

goritmo 2.4.
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2.2 Meétodo de Cauchy

Um dos métodos, mais conhecido e também um dos mais antigos, que resolve
o problema irrestrito é o método classico do gradiente, também chamado método de
Cauchy, ja que foi Augustin Louis Cauchy, em 1847, quem mostrou que a dire¢ao
do gradiente é a direcdo de maximo acréscimo da fun¢do. Assim, no algoritmo de
Cauchy, a direcdo é definida em cada iteracdo como o oposto do gradiente da funcao

objetivo no ponto corrente:
d* =~V f(a"),

e a sequéncia gerada pelo algoritmo de Cauchy tem a forma
.Tk:—f—l — ﬂfk _ )\ka(.Tk),

onde \; é o comprimento do passo ao longo da direcio d* no ponto z*. Por exemplo,

se usarmos busca linear exata, o algoritmo de Cauchy tem a seguinte forma:

Algoritmo 2.7 Algoritmo de Cauchy com busca ezxata
Dado: 2° € R®
k=0
REPITA enquanto V f(z*) # 0
d* = -V f(z*)
calcule N, solucdo do problema unidirecional (2.3), se existir;
se ndo existe solucdo, pare com insucesso.
2h = gk 4 Nk,
k=k+1
FIM.

2.2.1 Convergéncia global

Os métodos que utilizam algum tipo de estratégia para a obtencao de
convergéencia independente do ponto inicial sao chamados de métodos globais ou
métodos globalmente convergentes.

Quando usamos, para determinar o comprimento do passo, busca exata ou
busca inexata de Armijo, o algoritmo de Cauchy é globalmente convergente, isto é,

todo ponto de aderéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo é estaciondrio, ou seja,
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todo ponto de aderéncia da sequéncia satisfaz a condicdo necessaria de otimalidade
de primeira ordem.

A demonstracdo que apresentamos aqui, sobre a convergéncia global do
algoritmo de Cauchy com busca Armijo, é feita por Gonzaga [12] em notas de aula

nao publicadas.

Teorema 2.8 Algoritmo de Cauchy com busca Armijo
Seja f de classe C'. Todo ponto de aderéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo de

Cauchy com busca Armijo é estaciondrio.

Prova.

Suponha por absurdo que uma sequéncia (z*), gerada pelo algoritmo de Cauchy com
busca de Armijo, possui um valor de aderéncia T nao estacionario. Em z, definimos
d=-Vf(z)#0.

Pela condigao de Armijo e por continuidade de f, temos que (f(z*)) é decrescente
e tem valor de aderéncia f(Z). Portanto, é convergente e entao,

lim (f(a") - (")) = 0. (2.4)

k—o00

Como Z é valor de aderéncia de (z¥)ien, existe um conjunto X C N, tal que a
- _ . , K _ o
sequéncia (z¥)gex converge para T, isto é, z¥ = Z. Primeiramente, vamos mostrar

que se zFt! = 2% + \,d*, para todo k € N, entdao )\, K 0. De fato, temos
F@h) = f(a® + Md®) < f(2*) + aXV f(28) d,
e portanto, f(z¥) — f(z**1) > —a\V f(2F)Td* = a)||V f(2¥)]|?, donde segue que

fa*) - f*)
al[Vf(«*)]|?

pois ||V f(z*)||?> > 0. Tomando limites em (2.5), para k € K, usando (2.4) e
al|V f(z*)]]? 5 a||V£(z)]|* # 0, concluimos que \g X 0. Assim, para k suficiente-
mente grande, \; < p. Pelas propriedades da busca unidirecional de Armijo, Secao
2.1.3, para k tal que Ay < p, temos

A

0<Mh< 0%, talque,  VF(@' +hd)d" = aVf(a*)"d"
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Tomando limites para k € K nessas duas expressoes, obtemos
MBS0, dF=-viehH) S d=-vi@),

Vi@ 'd=aVfz)d,

o que contradiz o fato de que Vf(%)Td = —||Vf(%)]|? # 0, completando a demons-
tragao. ]

Ainda temos que, se a funcao é convexa, a sequéncia gerada pelo algoritmo
de Cauchy, com busca de Armijo, tem um tnico valor de aderéncia, ver [4, 11, 15].
O mesmo ndo ocorre se usarmos busca linear exata. Em [11], temos um exemplo
de uma funcao convexa continuamente diferenciavel em que a sequéncia, gerada
pelo algoritmo de Cauchy com busca exata, tem quatro valores de aderéncia. A
Figura 2.3 ilustra as curvas de nivel da fungdo “twisted”, que tem quatro valores de

aderéncia.

Figura 2.3: Fungao twisted.

No entanto, como o algoritmo de Cauchy com busca exata é globalmente

convergente, esses quatro valores de aderéncia sao estaciondrios.
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2.2.2 Convergéncia local

Os resultados mais importantes sobre a convergéncia local do algoritmo de
Cauchy sao revelados quando a fun¢ao objetivo é quadratica.

Primeiramente, vamos enunciar um resultado classico para funcao nao qua-
drética, o Teorema 2.9, que garante, sob certas hipdteses, que a sequéncia de valores

da funcao objetivo (f(z*)) converge, para o valor minimo da funcao objetivo, com

. . a ~ .
velocidade ¢-linear e com taxa e onde A e a sa0 o maior e 0 menor auto-
a

valor da matriz hessiana da fungao objetivo no ponto z*, minimizador local da f.
Quando a funcgao é quadratica e convexa, este resultado implica na convergéncia ¢-

linear da sequéncia (z¥), na norma induzida pela hessiana da quadrética, com taxa

<A _ a). Ver Lema 2.10.
A+a

O teorema a seguir fala da ordem de convergéncia da sequéncia gerada pelo

algoritmo de Cauchy com busca linear exata, para funcao objetivo nao quadratica.

Teorema 2.9 Método de Cauchy: func¢do ndo quadrdtica
Seja f : R* = R, f € C2. Sejaz* € R* um minimizador local da f, tal que a matriz
Vif(z*) € definida positiva e a sequéncia (z¥) gerada pelo algoritmo de Cauchy

com busca unidirecional exata converge a x*, entio a sequéncia (f(x¥)) converge

. . . . A-a . .
g-linearmente a f(x*) com taza nao superior a 1 , onde A e a sdo o maior
a

e menor autovalor de V2 f(z*), respectivamente.
Prova. Veja, por exemplo, [19]. O

Lembramos que a expressio f € C? indica que f tem derivadas continuas até a
ordem 2.

Quando a funcao objetivo é quadrética
L 7 T
flx) = 5% Qr+bz+c,

com matriz hessiana () definida positiva, a fun¢do é convexa e tem um tinico mini-

mizador z*, que é global, satisfazendo

Qz* +b=0. (2.6)
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Neste caso, em que a fungdo é quadratica, hd uma forma explicita para o compri-
mento do passo com busca linear exata ao longo da direcao de Cauchy, que é dado

por:
d*" dk

A = T Ok

De fato
1
flz* +Xd*) = 5(:c’“ + AT Q(a* + Ad®) + bT (aF + Ad¥) + ¢

1 T T )\2 T
= Exk Qz* + \z* Qd* + 3d’“ QdF + bTa% + 2T dF + ¢

2
= f(z*) + Ak QdF + /\Ed’“TQd'c + Ao d".
Derivando e igualando a zero
d%f (2% + \d*) = 25" QdF + bTd* + Ad*" Qd* =0

obtemos

¥ QdF — bTd*  —(Qa* +b)Td*
dk" Qdk o dFTQdF
Mas Vf(z*) = Qa* + b e a direcao de Cauchy ¢ d* = —Vf(z*) = —(Qa* + b).

Portanto,

Ak =

d*" gk
= AT Qdk’

é a forma explicita para o comprimento do passo, que é calculado pelo algoritmo em

M (2.7)

cada iteracao.
O lema, a seguir, mostra que a convergéncia g-linear da sequéncia (f(z*))
implica na convergéncia g-linear da sequéncia (z*), na norma induzida pela hessiana

da quadratica. A norma induzida por uma matriz @ é definida pela equacao:
|z]|5 =2"Qz onde z €R" e Q€ R™™.

Lema 2.10 Seja (z*) uma sequéncia qualquer em R*. Suponha que a sequéncia
(f(z%)) satisfaz f(z**1) — f(z*) < B(f(z¥) — f(z*)), onde 0 < B < 1 e x* € dado
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por (2.6). Entao
25 = 2"l < V/Blle* - 2"lq-

Prova. Para todo z € R"*, temos:
slle =23 = 3@ —2)"Q(z - 27)

= 227Qr — 2" Qz* + %x*TQx*

= LTQu + 0"z + 1o Qu*

= f(=z)— f(=").
Por isso,
[2*1 —2*llq = V2(f(aFFT) — f(a%))
< V28(f(aF) — f(a7))
= VBllz* = z*|lq,
completando a prova. 0

Tendo em vista este resultado, gostariamos de saber se a sequéncia (z¥) tem
convergéncia g¢-linear na norma euclidiana, que é a norma mais usual.

Embora as normas em R" sejam equivalentes, a velocidade de convergéncia
g-linear depende da norma. Existem sequéncias que convergem com velocidade g¢-
linear em uma norma, mas nao em outra. Os Exemplos 2 e 3, da Secao 1.2.1,
ilustraram este fato.

Assim, o fato da sequéncia (z¥) convergir com velocidade g-linear na norma
induzida pela hessiana da quadratica, nao garante sua convergéncia g-linear na
norma euclidiana. Em Bertsekas [2], encontramos um resultado na norma eucli-
diana, que estabelece a melhor taxa de convergéncia para uma funcao quadratica e

convexa dada por:

o+ — 2l _ A-a

|lzk —2*|]s — A+a’

com passo constante a = AL’ onde A e a sao o maior e o menor autovalor da
matriz hessiana da funcao quadc.{rética. Somente nesta referéncia encontramos uma,
taxa de convergéncia na norma euclidiana. Esta foi uma motivacao para estudar
a velocidade de convergéncia, da sequéncia gerada pelo algoritmo de Cauchy, na
norma euclidiana. Outra motivacdo vem da Figura 2.4, que mostra o decréscimo
das distancias euclidianas entre as iteracoes da sequéncia gerada pelo algoritmo de

Cauchy.
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L L L L L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.4: O trajeto do algoritmo de Cauchy.

De fato, mostramos que esse decréscimo é linear, quando o método de Cau-
chy com busca linear exata é aplicado a uma funcido quadratica, convexa. Além
disso, exibimos a taxa de convergéncia que, como no Teorema 2.9, estd relacionada
com os autovalores da hessiana da quadratica.

Usaremos os resultados dos Lemas 2.11 e 2.12 para mostrar um resultado
original: a sequéncia gerada pelo método de Cauchy com busca linear exata converge,
com velocidade ¢-linear na norma euclidiana, para o unico minimizador da funcao

quadrética, e que a taxa de convergéncia da sequéncia (z*) é igual a

a
‘/1—2.

Lema 2.11 Seja Q € R™ ", simétrica e definida positiva. Entao, para todo vetor

deR", d#0, tem-se:
d]*

@Qd)(@q ) = -

Prova. Como @ é definida positiva pode ser escrita na forma

Q = PDP" = (PVDP")(PVDP") = GG,

onde as colunas de P sao os autovetores ortonormais de ) e D é a matriz diagonal
dos autovalores de ). A matriz G = (Pv DPT) é simétrica. De fato,

GT = (pvDPT)T = P(PVD)T = PVDPT =G.
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Assim, podemos escrever:

Q = G'G logo
d'Qd = d'GTGd =vTv com v =Gd.

Para obter a expressdo andloga com Q~!, escrevemos @Q = GGT, assim:
Q—l — (GGT)—I — (GT)—lG—l — (G—I)TG—I, e
d¥'Q'd = dY'(GHTGd=vlu com u=G"1d.

Com isto, obtemos:
It (@
dQd)(d"Q-'d)  (vTv)(u"u)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

1 1
<
(uTu)(vTv) — |uTv|?’

| < (WTu)(v"v) &

onde [uTv|? = [dT(G-NTGd|?> = |dT(G-)TGTd|? = |d*(GG~")Td|? = |d"d|>. Por-

tanto,

N . UL
(dTQd)(dTQ‘ld) [uTv>  [dTd*
completando a prova. O
Lema 2.12 Dado z € R*, © # 0, seja d = —Qx com Q € R"™™, simétrica e
d’d
definida positiva e A = 70d" Entao,
T
iy
— 2TQ%x

Prova. Temos que 27Qz = 27 (—d) = —dTz = —dT(-Q 'd) = d'Q 'd, e
27Q%z = 27 (—Qd) = (—Qx)"d = d"d. Assim,

o'Q%x _ (d'd) (dTd) _ I<]I*

AT  dTQddTO-1d (dTQd)(dTQ-1d)’

Pelo Lema 2.11, temos que:

Q% _ iy
#'Qr — (d"Qd)(d"Q~'d)

<1
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Portanto,
T
a2 QT
— 2TQ%x
O
Vamos assumir agora, sem perda de generalidade!, que f é da forma
L p
flz) = 57 Q. (2.8)

Teorema 2.13 Convergéncia local do algoritmo de Cauchy com busca erata na
norma euclidiana

Considere a fun¢do quadrdtica, convera dada em (2.8) e a sequéncia (z¥) gerada
pelo Algoritmo 2.7. Entao,

12+ 12 < Bllz*]lo,

para todo k € N, com
a

B=41-7 (2.9)

onde a e A sdo, respectivamente, o menor e maior autovalor da matriz Q).

Prova. Temos que

A = (abriyTak
= (.’Ek + )\kdk)T(l‘k + )\kdk)
(xF)Txk 4+ 20 (2%)Td* + N2 (dF)Td*,
onde a direcio de Cauchy para a funcdo (2.8) é d* = —Vf(z*) = —Qz*, assim

(dk)Tdk — (xk)TQQQ:k e

[z¥HH3 = [J2*]]3 — 2Me (2%)" QzF + A} (%) Q*2*
< 2R - 205 (29)TQ2* + M (2F)T QaF
2113 — A (2%)T Qa*,

onde a desigualdade vem do Lema 2.12. Se z*¥ = 0 nao h4 nada a fazer. Assim,

Veja Apéndice 1.
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assumimos que x* # 0. Por isso,

B2 <12, (i/)c;%ik L <(

[l
[Edlp

(dk)Tdk (J}k)TQ.Z‘k> . (2.10)

d*)TQd* ) (2F) Tk
Como () é definida positiva, entdao para todo v € R", tem-se
av’v < vTQu < AvTw,
onde a e A representam, respectivamente, o menor e maior autovalor da matriz Q).
Para v =d* temos: (d)TQd* < A(d*)Tdx e
para v =zF temos: (#¥)TQz* > a(z*)T 2k, assim,

(dk)Tdk (xk)Tka 1
(d)TQdF (z) Tk = A”

(e 550) <

v

Substituindo em (2.10), obtemos:

=113

=2 <1
[lz*]13

bl

w| e

completando a prova. O

Este teorema é um resultado original desta dissertagao. Aqui, novamente a
taxa de convergéncia da sequéncia estd relacionada com os autovalores da matriz @)
hessiana da quadrética. De acordo com (2.9), quanto menor for a diferenca entre
o maior e o menor autovalor da hessiana, mais rdpida é a convergéncia. Se A = a,
entao as curvas de nivel da funcao objetivo sao esferas e a convergéncia ocorre em
um passo. Nas situagoes em que as curvas de nivel em torno de z* sao alongadas,
isto é, quando a diferenca entre o maior e menor autovalor é grande, a velocidade

de convergéncia tende a diminuir.
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2.3 Meétodo de Newton

Nesta seciao discutiremos outra escolha usual da direcio d* no Algoritmo
2.4: a direcao de Newton.

Vimos que uma condicao necessaria para que um ponto z € R” seja solugao
do problema irrestrito (P) é

Vf(z) =0. (2.11)

Ou seja, para encontrar os possiveis pontos candidatos a solugao do problema (P),
devemos resolver o sistema (2.11), geralmente nao linear.

Sabemos que um método eficiente para resolver sistemas de equacoes é o
método de Newton, veja, por exemplo, [5]. Assim, se a fungio f é de classe C?,
podemos aplicar o método de Newton para a funcao g : R — R", onde ¢ = Vf
e g € C'. A sequéncia gerada pelo método de Newton para resolver o sistema de

equagcoes g(z) = 0 é da forma
A

onde d* é por definicao,
d* = —(H(z")) " g(a").

A matriz H(z¥) é a Jacobiana da funcao g, isto é, H(z*) = V2f(z*). Com isto, a

sequéncia gerada pelo método de Newton, pode ser escrita como
£ = ok (V2 (ah) V().

Esta iteracao estda bem definida se a matriz Jacobiana da funcao ¢, ou equivalen-
temente, a matriz H(z¥) hessiana da fungio f, for ndo singular. Além disso, se o
ponto inicial 20 estiver suficientemente préximo da solucdo, entdo a sequéncia as-
sim gerada, herda as mesmas propriedades do método de Newton para sistemas de
equagoes, ou seja, possui convergéncia local quadratica.

Um modo equivalente de definir o método de Newton para resolver o pro-
blema (P), é como um processo iterativo que consiste em minimizar, em cada
iteragao, a aproximacao quadratica da funcao objetivo.

Para isto, assumimos que f é de classe C? e escrevemos sua aproximacao
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quadritica numa vizinhanca do ponto corrente z* € R":
1
f@® +d) = m(d) = f(z*) + Vf(a*)Td + §dTH(xk)d (2.12)

onde H(z*) denota a matriz hessiana da fun¢ao f no ponto z*. Supondo que m tem

um minimizador, d*, entdo ele deve ser um ponto estaciondrio, isto é,
Vm(d*) = 0.
Derivando (2.12) e igualando a zero, obtemos:

Vm(d¥) = Vf(z*) + H(zF)d* = 0
H(xy)d? = —Vf(z).

Se H(x*) = V2 f(x*) é invertivel, entdao o passo de Newton ¢é dado por:

d* = —(H(a")) "'V f ().

k+1

Assim, como 2z*t! = z* + d*, temos que

P = g - (H(N) V)

é a sequéncia gerada pelo método de Newton “puro”, em que o comprimento do
passo A € sempre igual a 1.

O algoritmo de Newton tem a seguinte forma compacta:

Algoritmo 2.14 Algoritmo de Newton
Dado z° € R®
k=20
REPITA enquanto V f(x¥) # 0
Resolva H(x*)d = —V f(2¥) (se possivel)
bt =2k +d
FIM

Se convergir, este processo iterativo converge para um ponto estacionario
da f, que pode nao ser a solugao do problema (P), sendo um maximizador ou ponto

de sela.
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Além disso, o processo pode divergir se a matriz hessiana for mal condicio-
nada ou singular. Se a matriz H(z) é definida positiva em z € R", entdo a dire¢do

de Newton é uma diregiao de descida. De fato, H!(z) é definida positiva e

Vf(x)'d=-Vf(x)"H ' (z)Vf(x) <O0.

’

E interessante notar que se a funcao é quadratica com hessiana H nao

singular, entdo o método de Newton resolve o problema (P) em uma iteragdo. De

fato, se H é ndo singular, entdo a funcao f(x) = ixTHx + bz + ¢ tem um tnico

minimizador z*, que é global, e a partir de qualquer ponto inicial 2%, temos que:

d = () VSE)
d = —H '(Hz’+0b)

e a proxima iteragao é da forma:

2t = 2%+d=2"- H '(H2"+ )
2t = 20—z —H1b=—H"b.

Mas, Vf(z*) = Hz* + b =0 & z* = —H'b. Assim, ' = z*, ou seja, o método
de Newton encontra a solucao z*, em um tnico passo, a partir de qualquer ponto

inicial z°. A Figura 2.5 ilustra este fato.

—

[(CaP

~—~ _

/

\

Figura 2.5: Método de Newton para funcao quadrética.

Assim, para qualquer fun¢ido f, a direcdo de Newton é aquela que, em cada

iteracao k, minimiza o modelo quadrético da f em z*.
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2.3.1 Convergéncia global

Vimos que, se a matriz H(z), hessiana da fungio objetivo, é definida po-
sitiva em © € R" (e portanto H'(-) é continua e definida positiva em R"), entdo
a direcao de Newton é uma direcao de descida. Sendo assim, introduzimos uma
busca unidirecional ao longo da direcao de Newton d = —H (z*)V f(2*), em cada
iteracao, para que o algoritmo seja globalmente convergente.

O teorema a seguir garante que o algoritmo de Newton com busca de Ar-
mijo é globalmente convergente, isto é, todo valor de aderéncia da sequéncia gerada
pelo algoritmo, independente do ponto inicial, é um ponto estaciondrio da funcao

objetivo.

Teorema 2.15 Suponha que f € de classe C* e V2 f(x) € definida positiva para todo

x € R™. Entdo o algoritmo de Newton com busca Armijo é globalmente convergente.

Prova. Suponha por absurdo que uma sequéncia (z¥), gerada pelo algoritmo de
Newton, possui um valor de aderéncia T nao estaciondrio, isto é, Vf(z) # 0. Como
7 é valor de aderéncia de (z*)en, existe um conjunto X C N, tal que a sequéncia
(z%)pex converge para Z, isto 6, 2¥ 55 z. Em 7, definimos d = —H~'(z)V f(z) # 0.

Como z — H(z) é uma funcdo continua e H(x) é definida positiva para
todo z € R* (e portanto o mesmo vale para H~'(z)), entdo a dire¢do de Newton é
de descida. Temos que (f(z*))y é decrescente e como f é continua, f(z*) 5 f(z) e
portanto f(z¥) = f(z). Assim, para todo k € N

Tim (F() - £(z+1)) = 0.

Vamos mostrar que, com zFt! = 2% + \,dF, para todo k € N, temos ) X 0. De
fato, temos pela condi¢do de Armijo, que para alguma inclinacdo a € (0, 1), existe
Ar > 0 tal que:

f@F) = fa® + M\d®) < f(2F) + oV f(2F)Tdb

e portanto
F(a*) = f(@™) > —aAV f(z*)Td"
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Como aV f(z*)Td* < 0, temos:

f(a") = f (=)
—aV f(zk)Tdk

> A > 0.

Tomando limites para k € K,

f(2*) — fa*) .
> > 0.
k—ookek —aV f(zF)Tdk — k—»lolo%elc Ak 20

Como lim (f(z*) — f(z"*1)) =0, a > 0 e Vf(z*)Td* 5 V f(z)Td < 0, entdo

k—00

k—oo,keX

Pelo teorema do confronto, conclui-se que )\; é convergente e A %o,
Concluimos que para k, suficientemente grande, A\ < p.
Pelas propriedades da busca de Armijo (Secdo 2.1.3), para k tal que A\ < p

temos

Ak
0,7

0< A <M < tal que, Vf(z* + Md¥)Td* = aV f(zF)Td".

Tomando limites para k € K nestas duas expressoes, obtemos

NS0,

lim Vf(zF+ \d®)Td* = lim oV f(zF)TdF

k—00,k€X k—00,kEX
Consequentemente

Vi(@)'d=aVf(z)'d,
o que contradiz o fato de que Vf(z)Td = -V f(z)TH *(z)V f(z) # 0, completando

a demonstracao. O
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2.3.2 Convergéncia local

Um dos indicadores da eficiéncia do método de Newton é a velocidade de
convergéncia que, sob certas hipdteses, é quadratica.

Para demonstrar o importante Teorema 2.17, o qual garante que a sequéncia
gerada pelo algoritmo de Newton “puro” converge quadraticamente, utilizaremos o

resultado do seguinte lema:

Lema 2.16 Seja f : R* - R, f € C* com x — V2f(z) Lipschitziana, entio eziste
B > 0 tal que

IVf(z*) = Vf(z) = V2 f(2)(z" — 2)|| < Blla — =*||*.
Prova. Simplificamos a nota¢do com (z* —x) = v, Vf(z) = g(z) e V2f(z) = H(z).
Como g(z) é de classe C!, entdo a expansdo em série de Taylor com resto integral
para g(x) no ponto z em torno de v é dada por:

g(x +v) = g(x) +ro(v) (2.13)

com 1
ro(v) = % (1 — 0)°d* g(z + Ov)(v)°+db
+JO

ro(v) = fol dg(z + Ov)vdh = fol H(z + 6v)vdb.

Substituindo ro(v) em (2.13), temos:
1
g(x") —g(x) = / H(z + 0v)vdf.
0
Subtraindo H(z)v = fol H(z)vdf e tomando a norma, obtemos:

lg(z") — g(x) — H(z)v| = || /0 [H (z + 6v) — H(x)]vd0]|

Pelas propriedades da integral:

lg(z") — g(x) — H(z)v| < /0 I[H (z + 0v) — H (x)]v]|df,
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e pela desigualdade triangular:

l9(z") = g(z) = H(z)v| S/O [1H (z + 6v) — H(z)||[v]|d6.

Como H(x) = V2f(z) é Lipschitziana, temos:

1 1
/0 |H (z + 6v) — H(z)]|[|v]|d0 < 5/0 |6v]] [[v]|d6.
Assim ) .
/0 |H (z + 0v) — H(z)|[[[v]|df < B/O |v]|*d0 = B||v]|?

e portanto:
lg(a™) = g(x) — H(z)v|| < Bllv]*.

Retornando a notagao, segue o resultado desejado:
IVf(z*) = Vf(z) = V2 f(2) (@ — 2)|| < Blla* — =|”.

g

Com isto, podemos demonstrar o teorema, que estabelece a convergéncia
quadratica do método de Newton para um minimizador local £*, se a matriz hessiana
da funcao no ponto z* for nio singular e o ponto inicial z° estiver suficientemente

proximo de x*.

Teorema 2.17 Método de Newton

Seja f € C?, com V2f(z*) > 0 e x — V2f(x) Lipschitziana. Portanto, existem
p>0, M >0, tais que se 2° € B(xz*, p), entdo a sequéncia (z*) gerada pelo método
de Newton estd bem definida, z* € B(z*, p) e satifaz

2"t — 2" < M|ja* — 27|,
para todo k € N.

Prova. Usaremos H para denotar a matriz hessiana da funcao f, assim:

H(z*) = V2 f(z").
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Como H(z*) é definida positiva, existe py > 0 tal que se x € B(z*, p), entdo
H(z) > 0 e, portanto, existe H (z). Como z — H '(z) é continua, entdo para
todo x € B(x*, py) existe uma constante 3; tal que ||[H1(x)|| < B;.

A sequéncia (z¥) gerada pelo método de Newton é definida por
= ok~ B ()T S (oH),
entao:
24 — || = ||2* - 2" = H (2" V £ (2")]].
Colocando H *(z*) em evidéncia e considerando o fato que V f(z*) = 0, temos que

-z = H )V () - V@R) - H (@) (@ = 2P|

< H@MIVS(@) — Vb)) — H@k) (@ - 2*)].

I

Como H (z*) é Lipschitziana, entao pelo Lema 2.16, temos que existe uma constante,

digamos [, tal que:
[t — || < [|[HH(2P)|Bal|l2® — 2|1 (2.14)

Como para todo x € B(z*, py), temos ||H '(x)|| < Bi, entdo podemos reescrever
(2.14) como:

125 = a*|| < BiBella® — 27||* = Buallz® — 27 ||[]a" — 27].

1
Denotando M = 3,3, > 0 e escolhendo z* com ||z* — z*|| < U’ temos:

|25 — 2*|| < BiBolla® — 2*|[|a* — 2| < [l2® — 27|
. 1 &
Tomando p = min{py, M}, temos que para todo z* € B(x*, p), vale:

I+ — 27| < Mja* — 2"|* < [l2* — 27| < p.

1 estd mais

k+1

A desigualdade ||zF™1 — 2*|| < ||z* — z*|| mostra que o novo ponto z**

préximo de z* que o anterior z*

, € assim aplicam-se as condigoes outra vez a x
A desigualdade ||z*! — 2*|| < M||z* — 2*||? estabelece que a ordem de convergéncia

é quadratica, completando a demonstracao. ]
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Na demonstragdo, obtivemos a expressao (2.14):
24 — || < | H (@) Bal2* — 27|, (2.15)

Como vimos no Capitulo 1, a norma de uma matriz H simétrica definida positiva é:

1

Hi| = Moz (H HY = —+,
IH1 = Amax(H) e JH] = 5

onde Aoz (H), Amin(H) denotam o maior e menor autovalor de H. Com isto, pode-

mos escrever:

- |17 (@*)]| Bell2® — 27|

Balla® — |7,

[ — 27

Amin (H (¥))
denotando By = L/2 e como A (H(2%)) = Apin(H(z*)), para k suficientemente
grande, digamos, k > ki,

1 2

2

Voltando em (2.15) temos

2 L

k+1 _ % < Nk x]12
o = < s el |
| — 2¥| k

T < Tl =7l
|zF — 2] Amin (H (2*))

Como z*¥ — z*, para k grande, k > ki, teremos ||z, — 2*|| <

Amin(H (2*
Nesta regiao, {z € R* | ||z — 2*|| < M}, o erro diminui em todas
as iteragoes k > kq, e verifica-se a convergéncia quadratica:
¥ — 2| < flaF -3 e
L
AR | Q——— | L | L
o = < gl =

Esta regido (normalmente desconhecida) é chamada de “regido de con-

vergéncia quadratica” do método de Newton.

Assim, todo ponto x° escolhido na bola ||z* — z*|| < 17

, converge
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quadraticamente para x* pela sequéncia:

ot = gb — H Y2V f(2F).
Se, 2° ¢ B(x*, —)\mm(f(x )

outra e, nao ha garantia de convergéncia.

), 0 erro pode aumentar de uma iteragao para

2.4 Método de Regiao de Confianca

Como vimos, a diferenca essencial entre os métodos, de Cauchy e de Newton,
estd na escolha da dire¢ao d*, no Algoritmo 2.4. Nesta secio vamos apresentar um
método para minimizagao irrestrita, o qual difere da estrutura vista no Algoritmo
2.4, que consiste em obter simultaneamente a direcao e o comprimento do passo em
cada iteragao.

O método de regido de confianca define uma regiao em torno do ponto
corrente z*, na qual confia-se num modelo da funcdo objetivo, e entdo calcula-se
o minimizador aproximado do modelo na regiao de confianca. Assim, a direcao e
o comprimento do passo sao obtidos simultaneamente. Se o ponto nao é aceito,
reduzimos o tamanho da regiao e encontramos um novo minimizador. Em geral, a
direcao do passo muda quando o tamanho da regiao ¢ alterado.

Aplicaremos o método de regido de confianga ao problema irrestrito:

minimizar  f(x)
r € R,

(P)

onde f : R* — R é de classe C2.

Um modelo quadrético de f em torno do ponto corrente z* é:

1
mi(p) = fx + Vfip+ EPTka, (2.16)

onde p = z—2*, fr = f(2*), Vfr = Vf(2F) e B, € R™™ é uma matriz simétrica, po-
dendo ser uma aproximagao da hessiana V2 f(z¥) ou qualquer outra matriz simétrica

que satisfaca
1Bl < 8,

para alguma constante 8 > 0, independente de £.
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Como o modelo quadrético (2.16) deixa de ser representativo & medida que

z se afasta de z*, podemos confiar em aproximar f(-) por my(-) numa vizinhanca
de 2%, ou seja, na regido:

{p e R*| [Ipll < Ax}, (2.17)

onde Ay > 0 é dito o raio da regiao de confianca e || - || é uma norma qualquer em
R’ﬂ

Dessa forma, uma solucio p* € R* para o problema:

. . . 1
minimizar mg(p) = fr+VfIp+ =p" Bep

2 (2.18)
5.Q. Ilpl] < Ag

seria uma boa aproximagao para o minimizador de f na regido (2.17). O passo de
regido de confianca p* depende do raio A, da regido e pode mudar de dire¢io quando
o raio é alterado.

Dado um passo p¥, definimos a reducao predita produzida pelo passo p*,
como:

pred = my(0) — my(p*)
e a reducdo verdadeira como:
ared = f(2*) — f(z* + p")
e entdo, calculamos a razao:

fa*) — f(a* +p")
mi(0) — my(pF)

oy = (2.19)

Note que, como o passo p* é obtido minimizando-se o modelo my, sobre uma
regido que inclui o ponto z*, a reducdo predita serd sempre nio negativa.

Assim, se py, é negativo, o novo valor f(z*+p*) é maior que o anterior f(z*)
e o passo p* deve ser rejeitado.

Por outro lado, se p; esta proximo de 1, temos que a redugao verdadeira
estd proxima da reducao do modelo, assim podemos aumentar a regiao de confianga
na préxima iteracao.

Se pi € positivo, mas nao estd préximo de 1, mantém-se o raio da regido,

mas se py estd proximo de zero ou é negativo diminuimos a regiao.
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O algoritmo a seguir ligeiramente adaptado de [23], descreve este processo.

Algoritmo 2.18 Regido de confianca
Dados: A >0, Ay € (0,A) en e |0, %)
k=20
REPITA enquanto (||V f(z*)| > ¢)
Obter p* aprozimadamente resolvendo (2.18);

Calcular py por (2.19)
1
Se pp < =

4 1
Ak+1 = ZAk
Senao
Se pi> - e lptll = A
Agi1 = min{2A;, A}
Sendo
App1 = Ay;
Se py >
ghtl = gk 4 pk
Senao
g1 = b,
k=k+1

Fim

A Figura 2.6 mostra uma iteragdo do algoritmo de regiao de confianca. As
curvas de nivel da funcao objetivo do problema original estao representadas por

linhas tracejadas. As linhas cheias representam as curvas de nivel do modelo em z*.

O ponto zF*! é a minimizacio do modelo na regido de confianca centrada em x*.

No Algoritmo 2.18, A é um limitante para o raio da regido de confianca,
assim, para todo k temos Ay, < A.

Em cada iteragao, basta resolvermos aproximadamente o problema (2.18),
isto é, que a redugao no modelo em (2.18) seja tao boa quanto a redugao encontrada
pelo ponto de Cauchy. O passo de Cauchy, denotado por pF, é simplesmente o
minimizador de my(-), ao longo da dire¢do oposta ao gradiente —V f(z*), sujeito a

regiao de confianca.
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mk= constante

Figura 2.6: Um passo de regiao de confianca

2.4.1 Convergéncia global

Para provarmos que o método de regido de confianca é globalmente conver-
gente devemos ter
pred > my,(0) — my(pF). (2.20)

A Figura 2.7 mostra o ponto de Cauchy numa iteracao k. As elipses re-
presentam as curvas de nivel do modelo my(-). A 4rea hachurada corresponde ao

conjunto de pontos que satisfazem (2.20).

Figura 2.7: Ponto de Cauchy.

Sabemos que o ponto de Cauchy (veja, por exemplo, [23]) satisfaz

my(0) — mg(p¥) > ¢1||V fi| min {Ak, ””VBJZC”“ } (2.21)
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para alguma constante ¢; € (0,1].

Com isto, o método de regido de confianca é convergente se, em cada iteracao
k, o ponto z¥t1 = zF + p* é pelo menos tdo bom quanto o ponto de Cauchy z¥ =
zF + p¥, no sentido de que

pred = my,(0) — my(p*) > my(0) — mp(p¥) > ¢1]|V fi]| min {Ak, ””VBfkk”“ } . (2.22)

Dos algoritmos que resolvem o problema (2.18), podemos usar o método
Dogleg, que é apropriado quando a matriz By é definida positiva, ou o método
devido a Steihaug [29], que é mais apropriado quando B, = V2f(2*) e quando essa
matriz é esparsa. Para mais detalhes desses métodos e seus algoritmos veja, por
exemplo, [23].

Para generalizar, permitiremos também que o tamanho do passo p¥, solucio
aproximada de (2.18), exceda o raio da regido de confianca, contanto que permaneca

dentro de algum multiplo fixo do raio, isto é,
12" < A, (2.23)

para alguma constante v > 1.
O seguinte teorema estabelecido em [23] garante que o método de regiao de

confianca é globalmente convergente.

Teorema 2.19 Convergéncia global do método de regido de confianca
Considere n € (0, i) no Algoritmo 2.18. Suponha que ||By|| < B para alguma cons-
tante 8 > 0, f € Lipschitz continuamente diferencidvel e limitada inferiormente no

conjunto de nivel

{z] f(z) < f(«°)} (2.24)
e que toda solu¢io aprorimada p* de (2.18) satisfaz as desigualdades:
) \Y%
s (0) = () > e[V el min { e, IR (2.25)
Il < YA, (2.26)

2Uma funcgao f é Lipschitz continuamente diferencidvel quando f € C' e z — V f(x) é Lipschitz.
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com ¢, € (0,1], ey > 1. Temos, entao:
lim Vf, =0.
k—o0

Prova. Considere algum indice m, tal que V f(z™) = V f,, # 0.

Seja 3 a constante de Lipschitz para V f no conjunto de nivel (2.33), assim:
IVF(@) = Vil < Billz — 2™,

para todo x no conjunto de nivel. Definindo os escalares

1 Vim €
=5 IVtal,  R=1T_ <
e a bola
B(«™ R) ={z | ||z — 2™|| < R},
temos:

v€B@"R) = V@)~ Vil 2= [Viall - V@)
= 197 @) > IVl = VF(2) = Vful
> [Vl = Billa — 2]
> [Vl 7
= IVl =c

Se a sequéncia inteira {z¥};>,, permanece dentro da bola B(z™, R), temos da ultima
desigualdade que |V fi|| > € > 0 para todo k£ > m.
Vejamos que isto nao ocorre por redugao ao absurdo.

Fazendo uma manipula¢ao com o p; da equagao (2.19), temos:

e — 1] = | L) = @ +5) — (mil0) - mk@’“))‘ _ | ma(@) — fa* + )

mi(0) — my (pF) mi(0) — my (pF)

Usando a Férmula de Taylor com resto integral (veja Capitulo 1), temos:

1
fa* + %) = f(a*) + / Vf(ah + tph) T,
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Como fol V f(2*)Tpkdt = V f(2*)Tp*, podemos escrever:
1
P4 = £+ VI + [ 19560+ ) - VI
0

1
Da Definicao 2.16: my(p) = fr + Vfip+ épTka, entao:

1
)~ £t 4] = | Bt~ [ ) - O
< |5 Bt |+ [V + 1) - VRt
1
< QI+ [ IVSGE 4 ) = VA8
0

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Jy VS @k + 1) = VE@THde <[5 IV (@ + ) = V£ ()]l e
= (Jy IV @t + 1) = V)]t o]
= (Cae")IP*l,

onde

Culp*) = / IV F(* + tp") — VF ()]l de.

Dai
ma(p) — 7@+ 8)] < St + Caelnt| (2.27)

Supondo, entao, |V fr]| > €, temos de (2.25) que para todo k > m

mk(O) - mk(pk) 2 61”ka|| min {Ak, ||ka|| } 2 Ci € min {Ak, E} . (228)
|| Bl g

Usando (2.26), (2.27) e (2.28), temos:

YA <§7Ak + 04(pk))

o — 1| < -
c1 € min{Ak, E}

(2.29)
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Mostraremos, agora, que existe A > 0, tal que o lado direito de (2.29) é limitado

1 -
por 2’ para todo k > m, satisfazendo A, < A.

Pela continuidade da fungdo x — V f(x), para € = %, existe § > 0, tal que
Y

1Pl < 6 = [V f(z* + tp*) = Vf(2*)|| < &

para todo t € [0,1].
cie 0 €

26727’ B

Seja A = min } Deste modo, para Ay < A, temos:

(316

o A\, < donde segue que éyAk <
7

Qﬁ 28~2

)
o Ay < —, portanto YA, < 6 e, como ||p*|| < vAy, temos, para todo ¢ € [0, 1],
Y
IV f(z* + tpF) — V f(2F)|| < €. Logo

1
:/ IV f(z* + tp*) — Vf(z¥)||dt < e= %;
0 4y
€ . . . €
e A, < —, o0 que implica min {Ak, —} = Ay.
B g
Reescrevendo (2.29), temos, para A, < A
A (2 k
YAk | 57k + Ca(p) v (B
e — 1 < c = e (§7Ak + 04(pk))
c1 emin{Ak,B} !

IA
Do |

Y C1€ C1€
4 | — 4 = —
ci€ ( dy Ay >

1 ) .
Consequentemente, py > 1 e assim pelo Algoritmo 2.18:

Ak—i—l == min{?Ak, A} ou Ak—H == Ak

Como Ay < A, para todo k£ € N, temos Agy1 > Ag. Entdo, se Ap < A, temos
. 1 1.
A1 > Ag. Caso Agy1 < Ay, temos A > A e Apyq = ZAk > ZA'
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Conclusao: )
Ay > min {Am, ZA} : (2.30)

para todo k£ > m. Seja K C N definido por:
1
’CZ{kENWkEZ}-

Caso K seja infinito, £ > m e de (2.28), temos:

f@*) = f@h) = f(@*) = f(a" +p°)
pi(mi(0) = my (p))
)

10me(0) — mi(p")
vevemin{a, £l o

Como, por hipétese, f é limitada inferiormente, segue desta desigualdade que

v ol

AV

Ak—>0.

1
Caso I seja finito, px < 4 para todo k suficientemente grande, neste caso, A serd

reduzido por um fator de ! em cada iteracao, e teremos A, — 0. Portanto, pelo
menos uma subsequéncia de (Ag)ren tende a zero, contradizendo (2.30). Assim,
a afirmacdo que ||V f]| > € > 0 para todo k > m é falsa e, consequentemente,
a sequéncia {z"}y>m, sai da bola B(z™, R). Seja o indice [ > m tal que z'™ é o

primeiro iterando depois de 2™ que esta fora da bola B(z™, R).

Assim, ||V fi|| > e para k=m,m+1,...,1, e

. Vv . €
my(0) — mk(pk) > ¢1||V fx|| min {Ak, ||||Bfkk||”} > ¢; emin {Ak, B} .
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Figura 2.8: Bola de centro 2™ e raio R.

Logo,

= ) oM m(0) — mi(p*)]

l

Y lmi(0) — my(p")]

k=m;zkAgk+1

v

l

> Z ne emin{Ak,%},

k=m;zkAgk+1

onde limitamos o somatério as iteracoes k com z¥F # zFT!, isto é, as iteracdes em
que o passo p* foi aceito pelo Algoritmo 2.18.

H4 dois casos a considerar:

€
e Se A, < B para todo k = m, ..., [, entao:

!
1
f@@™) — f(@™7) > nere Z Ag > nereR = neje —. (2.31)

k=m;xk#£xk+1 1
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+1
AI+1

Figura 2.9: A soma dos Ay é maior que ou igual a R.

e Se Ay > % para algum k =m, ..., [,

z
1
fl@™) = f@@") > nere Z min {Ak, E} > neres = neye? (2.32)

L
k=m;zk£gk+1 p P p

pois o somatorio todo é maior ou igual a uma parcela.

A sequéncia { f(z™)}2°_, é decrescente (pois o algoritmo é de descida) e limi-
tada (por hipdtese f é limitada inferiormente no conjunto de nivel (2.33)), portanto

f € convergente para algum f* > —oo, isto é,
f@™) = 1.

Consequentemente, usando (2.31) e (2.32), temos:

F@™) = 1 > f@™) = f@*) > nere min {% ﬁi} .

1

Como € = %HmeH2
P = 1 2 1™ - 56 2 goenmin {5 A9z
B’ B
Portanto,

-1
Vsl < [grenmin{ 5.2} am - 19,
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Como f(z™) — f*, tomando limite na tltima desigualdade acima, obtemos
lim ||V f|* =0
m—r0o0
completando a demonstragao. 0

Assim, o teorema mostra que o método de regiao de confianga é globalmente
convergente, isto é, que todo valor de aderéncia z de uma sequéncia gerada pelo
Algoritmo 2.18 é estacionério, ou seja, V f(z) = 0.

De fato, se T é valor de aderéncia da sequéncia (z*) gerada pelo Algoritmo
2.18, existe um subconjunto K C N tal que z* X 2. Como f(-) é continuamente

diferenciavel, temos

Vf(z*) =0,
portanto

V") 5o,
dai, pela unicidade do limite,

V@) =0

2.4.2 Convergéncia local

Apresentamos, sem demonstragdo, o importante teorema, estabelecido em
Conn, Gould, Toint [7], o qual garante convergéncia local quadrética para o método
de regiao de confianca. Este teorema garante que a regiao de confianca torna-se
inativa, isto é, a partir de um certo ponto o novo iterando sempre esta dentro da
regiao de confianga e nao na sua fronteira. Assim o algoritmo de regiao de confianga
torna-se equivalente ao método de Newton o qual consiste em minimizar, em cada
iteragao, a aproximacao quadratica da fungao objetivo sem restricao. Portanto, as
propriedades de convergéncias sao as mesmas do método de Newton “puro”, ou seja,
velocidade de convergéncia quadratica para a sequéncia gerada pelo algoritmo regiao

de confianca.
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Teorema 2.20 Seja f : R* — R, f € C? e limitada inferiormente no conjunto de

nivel
{z| f(z) < f(z°)} (2.33)

com matriz hessiana uniformemente limitada.® Suponha que my, é de classe C? na
regido (2.17) e que o0s valores my(z*) e Vmy(z*) sdo iguais a f(z*) e Vf(z*),
respectivamente, na iteracdo corrente =¥ para todo k. Assuma que a hessiana do
modelo my, permanece limitada na regiao (2.17), que
Jim [[V2f (") = Vi ()| = 0,

e para todo k o ponto 1 = x* + p* € pelo menos tdo bom quanto o passo de
Cauchy p¥, no sentido de que (2.22) se verifica para alguma constante c; € (0,1] e
que (z¥)renw € uma subsequéncia gerada pelo Algoritmo 2.18 convergindo para um
ponto estaciondrio x*. Suponha, além disso, que p* # 0 para todo k suficientemente
grande. Finalmente, suponha que V?f(x*) é definida positiva. Entdo a sequéncia
inteira (x*) converge para x*, toda iteragdo estd bem definida, e o raio Ay da regido

de confianca € suficientemente positivo.

Prova. [7, pag. 146] . O

3 A matriz hessiana da fun¢io objetivo é uniformemente limitada se existe uma constante positiva
B tal que, para todo z € R™, [|V2f(z)|| < 8.



Capitulo 3

Minimizacao com restricoes de

igualdade

Neste Capitulo, apresentamos dois métodos para resolver o problema de
programagao nao linear com restricdes de igualdade.

Ao resolver um problema de programacgao nao linear com restricoes, é ne-
cessario, simultaneamente, reduzir uma funcao objetivo e obter viabilidade. Esses
dois objetivos sao conflitantes, e o balanceamento dos esfor¢os em viabilizacao e
otimizagdo sao, normalmente, a maior difilculdade nos algoritmos.

Na primeira se¢ao, apresentamos o método de programagao quadratica se-
quencial (PQS) e, mostramos que a sequéncia gerada pelo algoritmo “puro” converge
quadraticamente para a solugao, desde que o ponto inicial esteja suficientemente
proximo da solucao. Descrevemos uma estratégia para globalizar o método PQS,
introduzindo ao subproblema a restricao de regido de confianca e usamos a técnica
de Byrd e Omojokum [6, 24], que decompde o passo em duas componentes: normal,
que esta relacionado com a redugao da inviabilidade, e tangencial, com a melhora
da otimalidade. Construimos o algoritmo PQS global, escolhendo uma funcao de
mérito, que é uma combinagao convexa de uma medida de otimalidade e uma medida
de inviabilidade, como critério de aceitagao do passo, que segue o0 mesmo raciocinio
do método de regiao de confianca. Para evidenciar que o algoritmo PQS global com
regido de confianca pode sofrer do efeito Maratos, o aplicamos ao exemplo de Powell
[27].

Na segunda segao, apresentamos o método de filtro (GKV), proposto por

Clévis Gonzaga, Elizabeth Karas e Marcia Vanti [13], em que as fases de viabili-

75
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dade e otimalidade sao totalmente independentes e o inico acoplamento entre elas é
estabelecido pelo filtro. Explicamos seu funcionamento e escrevemos o algoritmo de
filtro GKV de uma forma compacta, sem especificar os algoritmos internos. Comen-
tamos sobre sua convergéncia global para pontos estaciondrios, que independe dos
algoritmos internos usados, em cada iteracao, desde que esses algoritmos satisfacam
certas hipoteses sobre sua eficiéncia. Deixamos em aberto a questao sobre a con-
vergéncia local do algoritmo de filtro GKV que, assim como o método PQS com
funcao de mérito, pode sofrer do efeito Maratos, se uma correcao de segunda ordem
nao for efetuada.

3.1 Meétodo de programacao quadratica sequen-
cial

Um método classico para resolver o problema geral de programagao nao
linear é o de programacao quadratica sequencial (PQS). Neste problema, onde temos
uma funcao objetivo e um conjunto de restri¢oes, geralmente nao lineares, a idéia
consiste em substituir, em cada passo, a fung¢ao objetivo por uma aproximacgao
quadratica, e as restrigoes por aproximagcoes lineares. Dessa maneira, o subproblema
a ser resolvido em cada iteracdo k é um problema de programacao quadratica que,
em comparacao ao original, pode ser considerado simples.

Aplicaremos o método de programacao quadratica sequencial ao problema
com restricoes nao lineares de igualdade:

(PE) mi?imizar fo(@)
sujeito a: f(x) =0,
onde f, :R* > Re f:R" - R™, m < n, sao fun¢des continuamente diferenciaveis.

Usaremos A(x) para denotar a matriz Jacobiana das restri¢oes, isto é,

A@)" = [Vfi(z) Viaz) ... Vin(z)] (3.1)

Para que o conjunto vidvel de (PE) nao seja vazio ou um tinico ponto vamos

supor posto(A(x)) = m, para todo z € R™.
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A fungéo Lagrangeana para o problema (PFE) é definida como:

L(z,A) = fo(z) + AT f (). (3.2)

Escrevendo as condigbes necessarias de otimalidade de primeira ordem (condi¢oes de
KKT) para o problema (PE), obtemos um sistema de n+m equagdes com incégnitas
(z,\) em R**™:

Fa) (3.3)

Observe que Vf,(z) + AT (z))\ é igual a V,L(z, \).
Para encontrar os candidatos & solu¢do do problema (PFE), precisamos re-

o) = [ V() + AT (z)X ] .

solver o sistema nao linear F'(z,A) = 0. Usaremos o método de Newton para a

do sistema:
Wi AZ

Ap

fungao F : R**™ — R**™. Na iteracao k, o passo de Newton [d*, d*] é a solucdo
—(Vf, + ATXE

dk
d* ] —Jx

onde Wy, = W (z*F, \F) = V2 L(z*, \F) = V2f,(aF) + Y7 AEV2 fi(2%) ¢ a matriz
hessiana da fungdo Lagrangeana, Ay = A(z*), Vf,, = Vfo(a¥) e fr = f(aF).

Note que a matriz Jacobiana de F' em (z*, \F) ¢

W, AT

J, = J(zF, \F) =
b= J@X) A, 0

(3.5)

O passo de Newton estd bem definido quando a matriz J; é nao-singular.
Para mostrar a nao-singularidade de Ji, usaremos as seguintes hipdteses:
(H1) A Jacobiana das restri¢oes tem posto completo, isto é, posto(Ax) = m;
(H2) A matriz W}, é definida positiva no nicleo da Jacobiana das restrigdes, isto é,
d"Wd > 0 para todo d # 0 tal que Azd = 0.

Lema 3.1 Sob as condi¢ées acima a matriz dada por (3.5) é ndo singular.

Prova. Para simplificar a notagéo, vamos suprimir o indice £ na matriz (3.5). Con-
sidere o sistema homogéneo:
w AT 0 Wa+ AT = 0

Y= & atAp (3.6)
A 0|]p 0 Aa = 0
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Multiplicando a primeira equagio do sistema (3.6) por o, temos:
oA Wa+ (Aa)TB = 0.

Como Aa = 0 (segunda equagao em (3.6)), a’ Wa = 0. Mas W é positiva definida
em N(A), logo a = 0. Substituindo o = 0 na primeira equagdo do sistema (3.6),
obtemos AT = 0, logo AATB = 0. Como posto(AAT) = posto(A) = m, a matriz
(AAT) ¢ nao singular e consequentemente 3 = 0. Assim, o sistema homogéneo (3.6)
sO tem a solucao trivial, portanto a matriz Jy é nao singular. O
Com as condicoes acima estabelecidas, o algoritmo de Newton, para resolver
um sistema nao linear, converge quadraticamente para a solu¢ao, constituindo um
6timo algoritmo para resolver problemas nao lineares com restricoes de igualdade,
desde que o ponto inicial esteja suficientemente préoximo da solucao.
Estrutura PQS. H4 uma maneira alternativa para ver o passo estabelecido em
(3.4). Dado (x*, \¥) € R**™ | considere o subproblema quadratico:

S L 7 T
minimizar  _p Wip +V fo,p (3.7)
sujeito a:  Agp+ fr =0.

Devemos notar que a fungio objetivo do problema (3.7) difere apenas por uma cons-
tante da aproximagao quadrdtica da fungao Lagrangeana. De fato, dado (z*, \F) €

R"*™ o modelo quadrético para a fun¢ao Lagrangeana é:
1
My (p) = L(z*, \¥) + VL(z*, X)) 'p + §pTWkp. (3.8)

Mas
VL(z*, ) Tp = VT p+ N Agp,

logo (3.8) pode ser reescrita como:
1
M (p) = §pTWkp +V oTkp +v

com a constante v = L(z*, \¥) + M Awp = f,. + A" (f + Agp). Considerando a
restricao do subproblema (3.7), temos que v = f,, . Assim, cada iteragdo do método
de PQS “puro”, consiste em minimizar o modelo quadrético da funcao Lagrangeana,

sujeito a linearizacao das restrigoes.
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Se as condigoes usadas para mostrar a nao-singularidade de Jy se verificam,

o subproblema (3.7) tem uma tnica solucdo (p*, iu¥), que satisfaz:

k T AT k
VL@ = | +V,cf°’° TR,
Arp® + [
onde VL(p*, u¥) pode ser reescrito como
W, AT p* -V,
VLp*, u*) = Ak ‘ L= " (3.9)
k0 Iz —Jx

O fato que ocorre aqui é que p* e ¥ podem ser relacionados com a solucio

das equagdes de Newton (3.4). Se adicionarmos A \¥ de ambos os lados da primeira

_Vfok
—fe |

Assim, pela nao singularidade da matriz Ji, temos que

equacao em (3.4), obtemos:

dk
A+ d?

Wy, AT
Ay 0

.dk:pk e
° )\k+d’\=)\k+1=uk.

A interpretacao em termos do método de Newton facilita a andlise de con-
vergeéncia, enquanto que a estrutura da PQS, permite desenvolver algoritmos praticos
para resolver o problema de programagao nao linear com restricoes de igualdade.

O algoritmo a seguir descreve este processo.

Algoritmo 3.2 PQS local
Dado (z°, \?)
k=0
REPITA
Calcule fo,, Vo, Wk, fr € Ag;
Resolva (3.7) e obtenha p* e 1i¥;
ZFHL = gk g AR = ks
se satisfaz teste de convergéncia PARE com solugdo aprozimada (zF1, \F+1)
k=k+1
Fim
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3.1.1 Convergéncia local

Os resultados de convergéncia serao equivalentes aos do método de New-
ton. Se o ponto inicial (2%, \%) estd suficientemente préximo da solucio (z*, \*), as
condigoes de nao-singularidade da matriz Ji se verificam e, ainda se as funcoes f,
e f sao de classe C? com derivadas segundas Lipschitz continuas, entdao a sequéncia
gerada pelo Algoritmo 3.2 converge quadraticamente para (x*, \*).

O seguinte teorema, estabelecido em Bonnans, Gilbert, Lemaréchal, Sa-
gastizabal [3|, garante que a velocidade de convergéncia, da sequéncia gerada pelo

algoritmo PQS local é quadratica.

Teorema 3.3 Convergéncia local do método de PQS

Suponha que as funcoes f, e f sio de classe C?, com derivadas sequndas Lipschitz
continuas, em uma vizinhanca de um ponto estaciondrio x* de (PE) que satisfaz
(H1) e (H2), com multiplicador associado X\*. Entdo, eriste uma vizinhang¢a V
de (z*,\*), tal que, se o primeiro iterado (z°, \°) € V, o Algoritmo 3.2 estd bem

definido, e gera uma sequéncia (z*, \*) que converge quadraticamente para (z*, \*).

Prova. O resultado é obtido aplicando o método de Newton para resolver o sistema,

nao linear:

F(z,\) =

V fo(z) + AT (z)A ]
f(z) '

Seja J(z,A) a matriz Jacobiana de F'(z, A). Mostraremos que J(z, A) é ndo singular
numa vizinhanca V' de (z*, \*).

Temos, por hipétese, que (z*, \*) satisfaz (H1) e (H2). Portanto, pelo
Lema 3.1, J(z*, \*) é ndo singular.

Para mostrar que J é ndo-singular em uma vizinhanga V' de (z*, \*), defi-
nimos a funcao ¢ : R* x R™ — R por

©(z, \) = determinante

Wz, \) AT(z,\)
Az, \) 0|

Note que @(z*,\*) # 0. Assim, por continuidade, existe uma vizinhanga V de
(z*, A*) tal que ¢(z, ) # 0 para todo (z,A) € V. Com isto, temos que as hipéteses
deste teorema satisfazem as do método de Newton, no qual a convergéncia quadratica

da sequéncia é garantida desde que o ponto inicial (z°, \%) € V. O



Minimizagao com restri¢oes de igualdade 81

O exemplo, a seguir, mostra que a velocidade de convergéncia quadrética
da sequéncia (z¥, \¥) ndo implica na mesma velocidade para a sequéncia (z¥).
Exemplo 10 (Bonnans et al [3])

Seja y;, € (0,1) e considere a sequéncia (Tg, yi)k>1 € R gerada por ypi1 = yi €

Yk+1 k impar
Tr+1 =
Yo Kk  par.

A sequéncia (zg, yx) converge quadraticamente para (0,0), enquanto que a velocidade

de convergéncia da sequéncia (xy) para zero nao € linear.

Primeiramente, vamos mostrar que (xx, yx) — (0, 0), quadraticamente.

Para k par, temos:

||($k+1ayk+1) - (0,0)”00 _ ||(yk+2ayk+1)||oo _ Yk+1 _ Yk+1
| (zx; yx) — (0, 0)]I2, | (55 i) 13 Yi o Yk

=1,

por outro lado, para k£ impar:

(@1, Yrr1) = (0,00l _ NWrs1s Yrri)lloo _ Ynar _ Yrsr _ 1

e ye) = (0,015 lewwlle % wen

Como convergéncia quadratica independe da norma, acabamos de mostrar que a
velocidade de convergéncia da sequéncia (zy, yx) para (0,0) é quadrética.

Para a sequéncia (z), quando &k é impar, temos:

|Zk+1 — O] _ lyp+1l _ Y1l -1
||zx — O] Nzw—ny1 Il Nyg—1)+2ll

Portanto, a velocidade de convergéncia da sequéncia (xx) para 0 nao é sequer linear.
Existe uma versao do método de Newton para resolver (PE), que garante
convergéncia quadratica da sequéncia (z¥). Nesta versio, segundo Bonnans et al [3],

calcula-se )\, como funcio de z*, isto é,

Podemos escolher a fungao A(-), de tal modo que a convergéncia da sequéncia (z*)
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seja quadratica. Um possivel candidato para tal fungao é :
Az) = —A ()" V f(z)

onde A~ é inversa a direita de A(x).

Assim, refaz-se o Algoritmo 3.2, com ) calculado como funcdo de z* e
prova-se [3, pag. 183], sob as mesmas hipéteses do Teorema 3.3 e com a fungao A()
continua, que a sequéncia (z*), gerada por esta nova versiao do método de Newton,

converge quadraticamente para z*.

3.1.2 Convergéncia global

Foi mostrado que o sistema de equacoes lineares, em (3.9), que surge da re-
solugio do problema de programagcao quadratica, com V2 _L(x, \) em vez de V2 f,(z),
é equivalente ao sistema (3.4), que resulta da aplicagdo do método de Newton a
resolugao do sistema de equagoes nao lineares - condigoes necessarias de otimalidade
de primeira ordem do problema (PE).

Conforme vimos na subsecao anterior, o método de programacao quadratica
sequencial tem convergéncia local quadratica, tal como se tem quando se aplica o
método de Newton a resolucao de um sistema de equagoes nao lineares.

Sabe-se que o método de Newton (para a resolugdo de um sistema néo
linear), na sua versao bdsica, nao é robusto e nao é possivel garantir convergéncia
do processo iterativo a partir de qualquer ponto inicial.

Pela equivaléncia entre os dois métodos, o0 mesmo acontece com o método
de programagao quadratica sequencial.

E possivel, no entanto, garantir convergéncia global, introduzindo um es-
quema, que com a ajuda de uma func¢ao de mérito, possa medir e forcar o progresso
do algoritmo em direcao ao minimizador. A idéia desse esquema é semelhante a
usada para globalizar o método de Newton, para resolver um problema irrestrito,
que usa regiao de confianca.

Assim, o método PQS com regidao de confianga, adiciona uma restricao ao
subproblema quadratico, que é resolvido em cada iteragao, definindo uma regiao em
que o modelo quadratico da fungao Lagrangeana assume valores préximos aos da
funcao objetivo. Podem ocorrer complicagoes, porque a inclusao da restricao regiao

de confianca pode tornar o subproblema inconsistente.
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Em algumas iteracoes é necessario deslocar as restri¢cdes, ocorrendo com-
plicagoes no algoritmo e acréscimo do custo computacional. O método escolhido,
para resolver o subproblema com regiao de confian¢a, tem um grande impacto na
eficiéncia e robustez do método PQS, particularmente para problemas de grande
porte.

Como vimos, no Capitulo 2, o método regiao de confianga para o problema
irrestrito aceita o passo p*, somente se a condicdo de decréscimo suficiente é sa-
tisfeita, isto é, se a reducgdo verdadeira (ared) é tdo boa quanto a reducdo predita
(pred). Porém, para o problema geral, essa comparacao (ared/pred) deve de alguma
forma levar em consideragao as restrigoes, as quais nao existiam no problema irres-
trito. Isto é feito com a ajuda de uma funcdo de mérito, por exemplo, ¢, : R* — R

dada por )
du(@) = folz) + ;||f($)||2,

onde p é um peso positivo, que ird forcar o progresso do algoritmo em direcao ao
minimizador. Em otimizacao irrestrita, a funcao de mérito é simplesmente a funcao
objetivo f,, que esta fixada durante o processo de minimizacao.

O método PQS pode usar qualquer funcao de mérito, mas uma questao
importante é a escolha do parametro i, que deve ser ajustado em algumas iteragoes,
para garantir que a diregao obtida no subproblema é necessariamente uma dire¢ao
de descida para esta fungao. As regras para adaptar este parametro requerem muito

cuidado, pois ele tem uma forte influéncia no desempenho do método PQS.

PQS com regiao de confianca.
Adicionando a restricao regiao de confianga ao subproblema quadratico
(3.7), obtemos
minimizar %pTWkp +V OTkp
sujeito a:  Agp+ fr =0 (3.10)
Ipll < A

A inclusdo da restricdo de regido de confianca torna o subproblema (3.10), consi-
deravelmente, mais dificil de resolver que o problema quadratico (3.7). Além disso,
o novo modelo pode nem sempre ter solucao, porque as restricoes do subproblema
(3.10) podem ndo ter nenhum ponto em comum, como mostra a Figura 3.1.

Para resolver este conflito entre satisfazer a restricdo linear e a restricao de

bola em (3.10), ndo basta simplesmente aumentar o raio da regido de confianga, pois
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P,

AP+, =0

Figura 3.1: Inconsisténcia entre a linearizagao das restrigoes e a regiao de confianca.

nao tem sentido considerar os pontos em que o modelo assume valores distantes ao
da func¢ao objetivo f, original, além de prejudicar o progresso do algoritmo.

Dentre os métodos que resolvem o problema (3.10),(veja por exemplo [23,
pag. 553]), citamos o método de Byrd e Omojokun [6, 24], que encontra a solucao p*
do subproblema (3.10) em duas fases: cada iteragdo deste método trabalha em uma
regido centrada na iterada corrente z¥, e é composta de um passo normal (passo
de viabilidade), seguido de um passo tangencial (passo de otimalidade). O passo
tangencial deve seguir uma direcao no espago nulo da Jacobiana das restricoes em
xk.

Na primeira fase, ignoramos a fungao objetivo de (3.10), e procuramos sa-
tisfazer a linearizacao das restricoes, permanecendo dentro da bola. E preciso entao

resolver o seguinte subproblema “normal”:

minimizar || Agv + fill2 (3.11)
sujeito a: ||v|la < EAy .

onde & pode ser qualquer valor no intervalo (0,1). Uma sugestao é £ =0, 8.

Como para resolver este subproblema (3.11), basta minimizar uma quadrética
na bola, podemos usar os algoritmos de Steihaug ou Dogleg, que podem ser encon-
trados, por exemplo, em [23].

A solucdo v* deste subproblema é o “passo normal”.
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Retornamos com a funcdo objetivo do subproblema (3.10) e exigimos que
o “passo total” p* reduza seu valor, sem deixar de satisfazer a linearizacio das

restricoes, assim como o passo normal v¥, resultando o novo subproblema:

minimaizar %pTWkp +V OTkp
sujeito a: Agp = A" (3.12)
plla < Ay

Agora, é claro que as restri¢des do subproblema (3.12) sdo consistentes, pois o ponto
p = v¥ satisfaz ambas.

Este novo subproblema (3.12) difere do subproblema do método regido de
confianca (Secdo 2.4), por causa da restricio de igualdade Agp = Azv*.

Desejamos entao eliminar esta restricao de igualdade, para obter um sub-
problema do tipo (3.11), que consiste em minimizar uma quadrética na bola e, para
o qual conhecemos varios métodos de resolucao, como os que ja foram citados para
encontrar o passo normal. Segundo o método de Byrd e Omojokum, conseguimos
isto fazendo p* = v* 4 ¢, mas como A v* + fi = 0 entdo App* + fr, = Apv* + fi
donde,

At = Apot
Ap(vF + 1) Apo®
At = 0=t € N(Ag) =t = Zug,

onde as colunas da matriz Z; formam uma base para o espaco nulo de A, e u €
R*=™ . Assim, p* = v*¥ + Z,uy.
Substituindo p* = v* + Zyu na fungdo objetivo do subproblema (3.12),

obtemos o seguinte subproblema “tangencial” na variavel u:

minimizar (% 4+ Zyu)" Wi, (vF + Zyu) + V fL (0% + Zyu)
sujeito a: Agv* + ApZyu = Aok (3.13)
|v* + Zyulls < Ay

Reescrevemos a fun¢do objetivo do subproblema (3.13), desprezando os termos cons-

tantes que sdo independentes de u, pois eles nao alteram a solugdo. Assim,

1
5(1}’c + Zpu) "Wy (vF + Zpu) + V OTk(Uk + Zyu) =
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1 1 1 1
= Evakak+§(Zku)Tkak+§UkTWk(Zku)+§(Zku)TWkau+Vf£vk+Vf£Zku =

1
= " Wy (Zpu) + 5 (Zew) " WiZgu + V [, Zyu =

1
= §UT(ZngZk)U + (Vfok + Wk’l)k)TZku,

que é uma funcao quadratica.

Como Zyu € N(A;) e vF € I(AT), temos que (Zyu)TvF = 0, isto é, Zyu e
v* sdo ortogonais.

Elevando ao quadrado ambos os membros da restricao de desigualdade em
(3.13), obtemos:

[0 + Zyull; < AR
(0 + Zyu)" (v + Zyu) < A2
R ok 4 uT ZTR + ok Zpu 4+ (Zpu) T Zw < A2,

k

como Zu e v" sao ortogonais,

[05]15 + 11 Zrull} < A

<
1Zkully < /AL = [l0*[I3.

Com isto, o subproblema “tangencial” reduz-se a minimizar uma quadratica com

restricao de uma bola, e pode ser escrito como:

minimizar  2uT (ZEWiZp)u + (V fo, + WitF) T Zyu

sujeito a: || Zgulls < \/AZ — ||v*||3

A solucdo u* deste subproblema é o “passo tangencial”.

(3.14)

Dentre os métodos que resolvem o subproblema (3.14), como os citados para
resolver o subproblema (3.11), devemos lembrar que s6 podemos usar o método Dog-
leg quando temos garantia de que a matriz (ZF Wy, Z;) é positiva definida, enquanto
que o método Steihaug pode sempre ser aplicado para resolver o subproblema (3.14).

A Figura 3.2 ilustra os passos “normal” e “tangencial” para um problema
simples com duas varidveis e uma restri¢cao de igualdade nao linear. As curvas tra-
cejadas representam as curvas de nivel da funcao objetivo, cujo minimizador é z*. A
restricao de igualdade estd representada pela linha cheia, e a circunferéncia tracejada

k

centrada em z” representa a restricdo regiao de confianca. O espaco tangente das
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restricdes é mostrado pela linha pontilhada passando por z* (Z; tem apenas uma
coluna neste exemplo), e o passo normal é perpendicular a este espaco. Uma cépia
do espaco tangente, passando por z* + v*, define um conjunto, no qual deve estar
o passo tangencial Zyu*. Assim, o passo total p*¥ = v* + Z,uF satisfaz a restricio

regiao de confianca.

o |

Figura 3.2: O passo p* = v* + Zyu* do método regido de confianca.

Funcao de mérito.

Uma vez calculado o passo normal e o passo tangencial, temos o passo total
P = + Zpu®,

e o préximo ponto gerado pelo algoritmo, a partir de ¥, serd da forma z**! = gk 4-pk.
Precisamos, entao, de alguma estratégia para aceitar ou nao esse novo ponto,
a fim de garantir convergéncia do algoritmo para a solu¢ao do problema (PE).
Introduzimos um esquema que, com a ajuda de uma funcao de mérito, possa
medir e forcar o progresso do algoritmo em dire¢do ao minimizador.

A funcao de mérito escolhida é:
1
du(@) = folz) + ;||f($)||2- (3.15)

Outras funcoes de mérito podem ser usadas, veja por exemplo [23, Cap. 15].
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Se o passo p* produz um decréscimo suficiente na funcdo de mérito, entdo,
o passo é aceito. Caso contrario, o raio da regidao de confianca é reduzido e o
passo recalculado, repetindo-se todo o processo. Em geral, a direcao do passo muda
quando o tamanho da regiao é alterado.

Dados i > 0, o ponto corrente ¥ e um passo p¥, definimos a reducio

verdadeira como:
ared = ¢, (%) — ¢, (z* + p").

Observe que, para o problema geral, a reducao verdadeira avalia a variacao da funcao
de mérito, que para o problema irrestrito é a propria fungao objetivo.

Para simplificar a notacao denotaremos:

1

o o=p",

o g=V/o(z*),
o F= 1),
o A= A(zh),

W = V2L(zk, \F),

1
e ¢(s)= §8TWS +g"s.

Dado z*, 0 modelo para a fungao de mérito (3.15), segundo Conn, Gould, Toint [7,
péag. 660], é:
1
Mo () = Jo() + "0+ 5" W+ ollf + Apll

Assim a reducdo predita produzida pelo passo p* é definida como:
pred = my(0) — my(p*) = Am' + cAm™ + Ag" (3.16)

onde
Am™ = ||fll = IIf + Av®|

é a reducao no modelo (3.11), obtida pelo passo normal v*,

1
Am! = —[it’“TWt’c + (g + Wk T
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é a reducdo no modelo (3.14) obtida pelo passo tangencial t* = Z,u*, e

Aq" = %UkTWUk + gtk

é a variacdo no modelo quadratico do Lagrangeano, obtido pelo passo normal v*.

Os dois primeiros componentes do lado direito de (3.16) s@o positivos, pois
sao obtidos minimizando-se a norma da aproximacao linear das restricdes na regiao
de confianca e a aproximagdo quadratica do Lagrangeano no espaco nulo da Jaco-
biana das restrigoes e, sujeito ainda a regiao de confianca, respectivamente. Mas o
terceiro termo em (3.16) pode ser positivo ou negativo. O passo normal v* pode
produzir um aumento no valor da fun¢do objetivo do subproblema (3.10), o qual
nem sempre serda compensado pela reducao dada pelo passo tangencial.

Para garantir redu¢do no modelo (3.16,) escolhemos o suficientemente grande

para que pred seja positivo:
pred = Am' + cAm™ + Ag¢™ > 0.
Para produzir um decréscimo significante no modelo (3.16), exigimos:
pred = Am' + o Am™ + A¢" > voAm”"

para algum v € (0,1).

Assim, escolhemos o, tal que:

—(Am' + Ag")

>
7= 1 v)Amn

Agora, estamos aptos para escrever o algoritmo de PQS com regiao de

confianga, para resolver o problema (PFE).
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Algoritmo 3.4 PQS global
Escolha as constantes e > 0 e n,&,v € (0,1);
FEscolha um ponto inicial z° e um raio inicial da regido de confianca Ay > 0;
k=0
REPITA
Calcule fo, fis V fo,s Ak;
Calcule estimativas do multiplicador \F por \F = (AR AN LAY o5
se ||V for = AT Nl <€ € || filloo < €
Pare com solucdo aprozimada x*.
Resolva o subproblema normal (3.11) para v*;
Calcule a matriz Zy, cujas colunas formam uma base para o espago
nulo de Ay,
Calcule ou atualize Wy;
Resolva o subproblema tangencial (3.14) para u*;

Faga p* = v* + Zyu*;

d
Calcule p, = are
pred
se pg > 1M

Faca o1 = oF + p¥;
Escolha Agyq tal que Agyqp > Ay
s$enao
Faca ot = o*
Escolha Ayyq tal que Ap1 < ¥|0%|I;
k=k+1

Fim

A constante £, que define um raio menor para a regiao de confian¢a no subproblema
(3.11), é comumente escolhida igual a 0, 8.
A prova da convergencia global do Algoritmo 3.4 pode ser encontrada, por

exemplo, em Conn, Gould, Toint [7].

Efeito Maratos.
Infelizmente, o método PQS com funcao de mérito pode rejeitar passos de
Newton a partir de pontos arbitrariamente proximos a solucao, tornando lenta a

convergéncia do algoritmo.
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Este indesejavel fenomeno é chamado efeito Maratos, pois foi primeiramente
observado por Maratos [20].
Usaremos o exemplo ([23, pag. 567]), de Powell [27], para ilustrar este fato:

minimizar  fo(v1,22) = 2(27 + 25 — 1) — 2, (3.17)
sujeito a: ai+a;—1=0 |

A solugao deste problema é z* = (1,0), com multiplicador de Lagrange correspon-

3
dente \* = 5 © V2, 1(z*,)*) = I. A fungdo Lagrangeana (3.2) para este problema
é
Lz, \) =2 ) (23 +22—1) — 2.

3
Como \* = 2’ temos:
3

1

A Figura 3.3 mostra a solucao z*, as circunferéncias tracejadas representam

L(z,

as curvas de nivel da funcao objetivo, a circunferéncia em linha cheia representa a

restricdo de igualdade e, uma iteracio x' a partir de z°.

A

fO: constante

~

~

.
1
\\X \
N

Figura 3.3: Efeito Maratos: Problema (3.17).

Consideremos z* da forma z* = (cos#,sin#)T, que é possivel para qualquer

valor de f. Para encontrar o passo p*, resolvemos o subproblema (3.7) com W; =
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V2, 1(z*,\*) = I. Assim,

fo(z*) = —cos b , Vfo(xk):(élcos@—l) AT(H) = (2cos0> |

4sin6

o subproblema quadrético (3.7) tem a forma:

1 1
minimizar —cosf + (4cos — 1)p; + 4sinfpy + §pf + §pg

sujeito a : pa = — cot Op;.

Resolvendo este subproblema, obtemos:

. 9
B sin“ 0
= ) 3.18
P ( —sinfcosf ) ( )

que produz o novo ponto

kL ph cos f + sin? 6
z = )
P sinf(1 — cosf)

Se sinf # 0, temos
l2* + p* — 2*[|2 = 25in*(0/2), ||z* — 2*[|> = 2|sin(0/2)],

e a razao
ot + pf — s _ 1
|z% — 2|3 2

Assim, este passo aproxima-se da solu¢ao com uma taxa de convergéncia quadratica.
Porém,

fo(z* +p*) = sin?6 —cosf > —cosf = f,(z*) e

f(z* +pF) = sin?0 > ¢(z*) =0,

ambos os valores, da funcio objetivo e da restri¢io, aumentaram no ponto z* + p*,
que sera rejeitado pelo algoritmo.

Este exemplo mostra que qualquer func¢ao de mérito da forma

bul() = fole) + %h(fu))
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(em (3.15) tomamos h(-) = || - ||2), rejeitaria o passo (3.18), e qualquer algoritmo,
baseado em funcao de mérito deste tipo, sofre do efeito Maratos, que pode levar a
passos curtos em pontos arbitrariamente préximos a solugao 6tima.

Técnicas para evitar o efeito Maratos podem ser encontradas em [23, pag.

570], como por exemplo:

e Corregao de segunda ordem ;

e Estratégia Watchdog.

3.2 Meétodo de Filtro

Vimos, na se¢ao anterior, que para garantir a convergéncia global do método
de programagdo quadrética sequencial (PQS), é necessario usar algum critério de
aceitacao do passo.

O critério usado foi uma fungao de mérito. As fungoes de mérito sao, de
modo geral, uma combinacao linear de uma medida de otimalidade e uma de invia-
bilidade. Outro critério possivel é um filtro.

Algoritmos de filtro definem uma regigo proibida, memorizando a cada i-
teracao, pares ordenados, onde as componentes representam a fungdo objetivo e a
inviabilidade. Os pontos cujos valores da funcao objetivo e da inviabilidade forem
maiores que os dos pares ordenados memorizados, ou seja, que sdo dominados por
esses pares ordenados, fazem parte da regiao proibida. Cada iteracao gera um
ponto nao pertencente a regiao proibida e atualiza a lista de pares ordenados, que
formam o filtro. Os algoritmos de filtro foram propostos por Fletcher e Leyffer [9]
e sdo baseados em programacido quadratica seqiiencial (PQS), usando o conceito
de dominanica como critério para aceitacao do ponto obtido a cada iteracao. Uma
prova de convergéncia global de métodos de filtro foi apresentada por Fletcher,
Gould, Leyffer, Toint e Wachter [8].

Por outro lado, Martinez e Pilotta [21] propoem um algoritmo baseado em
PQS com restauracao inexata. E usada uma funcao de mérito para avaliar, a cada
iteragao, se o ponto obtido é aceito ou nao. Cada iteracao é decomposta em duas
fases: a primeira, dita fase de restauragao, procura reduzir a inviabilidade, e a
segunda procura melhorar a otimalidade.

Gonzaga, Karas e Vanti [13] propoem um algoritmo de filtro (GKV) para

programagao nao linear de restauragao inexata, no sentido de Martinez e Pilotta,
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que usa filtro em vez de uma funcao de mérito. Cada iteracdao é composta de uma
fase de restauracdo e uma fase de otimalidade. Essas duas fases sao totalmente
independentes, e o inico acoplamento entre elas é estabelecido pelo filtro.

Assim, ao contrario do método de filtro de Fletcher e Leyffer, no método de
filtro GKV nao ha nenhuma dependéncia entre as fases de viabilidade e otimalidade,
que podem ser baseadas em qualquer algoritmo que satisfaca algumas hipdteses
razoaveis. A tunica conexao entre ambas as fases é que elas ndo permitem gerar
pontos proibidos. Devemos ainda notar que o método de filtro GKV é um método
com memoria, e sempre que um novo par ¢ introduzido no filtro, podemos eliminar
todos os outros pares dominados por este novo par, cujas componentes representam
o valor da funcao objetivo e o valor da medida de inviabilidade no ponto corrente.

Consideramos uma medida de inviabilidade das restri¢des z € R* — h(x),
que é uma penalidade exata aplicada as restricoes. Usaremos a medida de inviabi-

lidade dada por
hz) = [1f (=), (3.19)

onde || - || denota uma norma arbitréria.

Algoritmo de Filtro GKV.

No algoritmo de filtro GKV, cada iteracao é constituida de uma fase de
viabilidade e uma de otimalidade.

Numa dada iteracao, o filtro armazena um par ordenado temporario for-
mado pelo valor da funcao objetivo e pela medida de inviabilidade do ponto obtido
na iteragao anterior.

Na fase de viabilidade, é obtido um ponto, nao proibido pelo filtro, cuja
medida de inviabilidade é menor que a do ponto da iteracao anterior. Caso o ponto
corrente seja viavel, essa fase é desnecessaria.

A seguir é feita a fase de otimalidade, em que é obtido outro ponto, nao
proibido pelo filtro, no qual o valor da fun¢ao objetivo é menor que o valor do ponto
obtido na fase de viabilidade. Esse novo ponto deve ser obtido de forma a nao
perder demais a viabilidade adquirida na fase anterior. O ponto obtido na fase de
otimalidade é o ponto a ser usado na préxima iteracao.

Se o valor da funcao objetivo no novo ponto for maior ou igual que no
ponto corrente, o par ordenado temporario presente no filtro torna-se permanente;

caso contrario, é eliminado do filtro.
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O algoritmo para com sucesso quando é obtido um ponto vidvel e esta-
ciondrio. No caso em que, na fase de viabilidade, ndo se consegue obter um ponto
mais viavel que o da iteracao anterior, o algoritmo para com insucesso.

Apresentamos o algoritmo de filtro GKV de forma compacta, sem qualquer
especificagdo dos algoritmos internos usados nos passos de viabilidade e otimalidade
(para detalhes, ver [13]).

Algoritmo 3.5 Algoritmo de filtro - GKV
Dados: 2° e R*, Fy =0, Fo =0, a € (0,1).
k=0
REPITA
(for ) = (fo(2¥) — ah(z*), (1 — @) h(a")).
Construa o conjunto Fy, = Fi|J{(fo, h)}.
Defina o conjunto Fr, = Fr, U{z € R*|f,(x) > f,, h(z) > h}.
Fase de viabilidade:
se h(z¥) =0, entdo faca 2 = x
sendo, calcule 2F ¢ Fy tal que h(2*) < (1 — a)h(x¥).

se 1mpossivel, entdo pare com insSucesso.

k

Fase de otimalidade:

se 2% € estaciondrio, entdo pare com sucesso

sendo, calcule 2" ¢ Fy tal que 25T € N(A(2%)) e fo(aFT1) < f,(2F).
Atualizacao do filtro:
se fo(x* 1) < f,(z¥), entdo
Foi1=Fy, Fro1=Fx (iteragéo - f,)
senao,
Foy1 =Fy, Fopr = Fe (iteragdo - h)
k=k+1.

Um dos resultados inéditos apresentado por Karas [14], em sua tese de
doutorado, é a prova de convergéncia global do algoritmo de filtro GKV, que inde-
pende dos algoritmos internos usados em cada iteracao, desde que esses algoritmos
satisfacam certas hipoteses sobre sua eficiéncia.

Assim como o método PQS com funcao de mérito, o método de filtro GKV

pode sofrer do efeito Maratos, quando aplicado ao exemplo de Powell.
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Atualmente, estuda-se a incorporagao de passos de segunda ordem ao algo-
ritmo de filtro GKV para evitar o efeito Maratos. Com isto, acredita-se ser possivel
analisar as propriedades de convergéncia local do algoritmo de filtro GKV com pas-

sos de segunda ordem.



Conclusao

Neste trabalho reunimos os resultados, ja provados, sobre convergéncia dos
métodos cldssicos de programacao nao linear para os problemas irrestrito e com
restrigoes de igualdade.

Para analisar a convergéncia local dos algoritmos foi necessdrio, primeira-
mente, estudar velocidade de convergéncia. Estudamos trés diferentes definicdes de
velocidade de convergéncia estabelecendo, através das nossas demonstracoes, suas
implicagoes e equivaléncias. Varios exemplos foram elaborados, por nés, para evi-
denciar quando as equivaléncias entre as defini¢oes nao sao validas.

No estudo do método de Cauchy, mostramos um resultado que nao aparece
na literatura, apesar deste ser um dos métodos mais antigos para otimizacao irres-
trita. O resultado é sobre a convergéncia local da sequéncia gerada pelo algoritmo de
Cauchy com busca linear exata, quando aplicado a uma func¢ao quadratica e convexa.
Na literatura temos a convergéncia ¢-linear na norma induzida pela hessiana. En-
tretanto, apesar das normas em R" serem equivalentes, a velocidade de convergéncia
g-linear depende da norma. Mostramos neste trabalho que essa sequéncia converge
com velocidade g-linear, na norma euclidiana (ao invés da norma induzida pela hes-
siana), para o unico minimizador da funcdo, e exibimos a taxa de convergéncia,
que esta relacionada com os autovalores da matriz da quadratica. Quanto melhor
condicionada for a matriz da fun¢do quadratica, mais rapida serd a convergéncia.

Ainda temos que, se a funcao é quadratica, entao o comprimento do passo calculado
1
27
sequéncia gerada pelo algoritmo de Cauchy com busca Armijo também convergira

por Armijo com « = 3, coincide com o passo da busca exata. Isto implica que a
com velocidade ¢-linear e com a mesma taxa da sequéncia com busca exata.

No estudo do método de Newton, para o problema irrestrito, vimos que o
algoritmo “puro” é muito eficiente, possui convergéncia quadratica, mas somente

quando o ponto inicial estd suficientemente préoximo da solucdo. A convergéncia
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global do método de Newton é garantida quando introduzimos no algoritmo a busca
unidirecional de Armijo.

Demonstramos que o método de regiao de confianca é globalmente conver-
gente, adaptando duas provas dadas por Nocedal e Wright, onde incorporamos certas
correcoes e detalhamos algumas passagens. Além disso, indicamos um resultado que
garante convergéncia local quadratica, quando a regiao de confianca torna-se inativa.

Para o problema de programacao nao linear com restricoes de igualdade,
mostramos que o método de programagao quadrética sequencial (PQS) “puro” con-
verge quadraticamente para a solucao, desde que o ponto inicial esteja suficiente-
mente proximo da solucao. No entanto, para globalizar o método PQS, introduzimos
ao subproblema a restri¢ao de regiao de confianca e usamos a técnica de Byrd e Omo-
jokum, que decompde o passo em duas componentes: normal e tangencial. Porém,
se uma corre¢ao de segunda ordem nao for aplicada, o algoritmo PQS com regiao
de confianca pode sofrer do efeito Maratos, fazendo com que o algoritmo tenha
propriedades de convergéncia local ruins.

Com o estudo do método de filtro, globalmente convergente, proposto por
Gonzaga, Karas e Vanti, encerramos a discussao dos métodos para programacgao
nao linear. Assim como o método PQS com regidao de confianga, também o método
de filtro pode sofrer do efeito Maratos, se uma correcdo de segunda ordem nao for
implementada. Sugere-se, entao, a incorporacao de correcoes de segunda ordem ao
algoritmo de filtro, para eliminar o efeito Maratos, o qual ocorre quando o algo-
ritmo rejeita passos muito bons, ocasionando numa convergéncia local lenta. Assim,
acredita-se ser possivel estudar as propriedades de convergéncia local do algoritmo

de filtro com corre¢ao de segunda ordem.



Apéndice

O teorema, a seguir, mostra que usando a mudanca de varidvel y = x —x* e
subtraindo a constante f(z*) de f(z), podemos assumir sem perda de generalidade

que a fungdo f tem um minimizador z* = 0 e que f(z*) = 0.

Teorema 3.6 Sejam g(z) = f(z) — ¢, h(z) =g(x + z*) onde f: R* - R, entdo:
1. x* € minimizador local de f se, e somente se, x* ¢ minimizador local de g;
2. x* € minmimizador local de g se, e somente se, 0 € minimizador local de h.

Prova.

1. Se z* é minimizador local de f, entdo existe uma vizinhanca V de z*, tal que
f(z*) < f(x) para todo z € V. Assim, temos:

gla)+e=f(z") < f(z) = g(x)+c & g(z")+c < gz)+c & g(z%) < g(a),

para todo x pertencente a uma vizinhanca V' de z*. Portanto x* é minimizador

local de g.

Por outro lado, se x* é minimizador local de g, entao existe uma vizinhanga

V de z*, tal que g(z*) < g(x), para todo x € V. Assim
g(z*)=f(z")—c < f(x)—c=g(zx) & f(z")—c< f(x)—c & f(z¥) < f(2)

para todo x pertencente a uma vizinhanca V' de x*. Portanto z* é minimizador
local de f.

2. Se z* é minimizador local de g, entdo existe uma vizinhanca V« = {z | ||z —

z*|| < €}, tal que g(z*) < g(z), para todo x € Vi-. Seja Vo = {y | [lyll < e},
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ou seja, y = x — x*, dai:

h(0) = g(z*) < g(x) =gy +2*) =h(y) < h(0) < h(y),

para todo y € V;. Portanto, 0 é minimizador local de h.

Por outro lado, se 0 é minimizador local de h, entao existe uma vizinhanca
Vo ={y | ||yl < €}, tal que h(0) < h(y), para todo y € Vj.

Seja Vi = {x | ||z — 2*|| < €}, assim,

9(z") =h(0) < h(y) =h(zx—z") =gz — 2"+ 2%) = g(z) & g(z*) < g(x),

para todo x € V,«. Portanto, * é minimizador local de g.
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