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RESUMO

Nateoria cléssica da plasticidade, 0 comportamento elastopléstico de solos, argilas e
outros geomateriais costuma ser descrito a partir da relacdo constitutiva elastica, da
superficie de plastificagdo, da lei de fluxo e da lei de endurecimento. Recentemente, uma
outra abordagem baseada na teoria da termodindmica com variaveis internas tem sido
aplicada a modelagem constitutiva dos geomateriais. Nessa abordagem, o comportamento
congtitutivo é descrito a partir de dois potenciais termodinadmicos. uma funcéo de energia e
uma funcdo de dissipacdo. O objetivo do presente trabalho € desenvolver um modelo
numérico-computacional que permita simular o comportamento elastoplastico de solos a
partir da definicéo de dois potenciais termodinémicos com o auxilio de técnicas da andlise
convexa. Um modelo elasto-idealmente-plastico com critério de escoamento de Drucker-
Prager e um Modelo Cap foram formulados segundo o enfoque termodinamico. A
formulacdo da equacdo constitutiva a partir de potenciais termodinamicos e de técnicas da
analise convexa permitiu escrever o problema constitutivo sob a forma de um problema de
programacado matemética. A formulag&o variaciona em incrementos finitos do problema de
valor de contorno foi relacionada a um principio de minimo, no qual se reconheceu um
problema de otimizago. Dessa forma, o procedimento de solugdo adotado combinou o
método Quase-Newton para a resolucdo do problema de equilibrio global e um agoritmo
de programacdo matemdtica para a resolucéo da equacdo constitutiva elastoplastica. A
discretizacdo espacial foi obtida aplicando o Método dos Elementos Finitos. Algumas
simulagdes foram redlizadas com o programa desenvolvido e os resultados obtidos
mostraram-se condizentes com resultados numéricos e experimentais apresentados na
literatura. A abordagem utilizada apresenta uma série de vantagens, entre as quais se
destaca a obten¢&o de resultados que ndo violam as leis da termodindmica. Além disso, a
formulagéo adotada para a equacdo constitutiva permite determinar as taxas de deformacéo
plastica em pontos singulares da fungdo de escoamento sem o uso de ferramentas especiais.
Por fim, ndo houve necessidade de utilizar alguma matriz tangente para a solucdo do
problema.

PALAVRAS-CHAVE

Potenciais termodinamicos, Plasticidade, Model os Constitutivos, Solos, M étodo dos
Elementos Finitos.
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ABSTRACT

The standard procedure to construct elastic-plastic models for soils, clays and other
geomaterials is to specify the elasticity law, yield condition, flow rule and hardening law all
independently of each other. Recently, another approach based on the theory of
thermomechanics with internal variables is being used in the constitutive modeling of
geomaterials. In this approach, the whole of the constitutive structure is determined from
just two thermodynamic potentials. an energy potential and a dissipation function. The
purpose of this work is to present a formulation for the plasticity modeling of geotechnical
materials in which the entire constitutive response is specified through two thermodynamic
potentials with the help of convex analysis. The theory presented is applied to the Drucker-
Prager model (without hardening) and to the Drucker-Prager Cap Model. The constitutive
problem is written as a mathematical programming problem and solved through a non-
linear mathematical programming algorithm. A finite dimensional optimization problem is
identified in the minimum principle derived from the time-discretized version of the
variational formulation of the initial boundary value problem. Therefore, a solution
procedure combining mathematical programming algorithms with the Quasi-Newton
Method is adopted. Spatial discretization is performed by means of the Finite Element
Method. Examples are given to illustrate the proposed approach and the results of the
numerical computations are compared with numerical and experimental results from
literature. One of the advantages of the present approach is that the results obtained satisfy
the fundamental laws of thermodynamics. In addition, once the constitutive model is cast in
a convex analytic setting, plastic deformations can be determined in singular points of the
yield function without the use of special techniques. Finally, there's no need to use a
tangent matrix in the solution procedure.
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1. INTRODU CO

Grande parte das obras de Engenharia se assenta sobre o terreno e inevitavelmente
requer que o comportamento do solo sga devidamente considerado (Pinto, 2002). A
crescente complexidade de obras como edificios, barragens, tdneis, dutos, pocos e aterros
sanité&rios tem exigido um conhecimento cada vez mais detalhado desse material
caracterizado pela heterogeneidade, anisotropia e néo linearidade. Acidentes envolvendo as
estruturas citadas, além de gerar prejuizos devido a sua inutilizacdo e a sua destruicéo,
podem apresentar consequéncias socio-ambientais como pessoas desabrigadas e
contaminacdo do ambiente.

Segundo Costa (2006), inicialmente, a engenharia progrediu mais rapidamente na
area de estruturas do que na area relacionada ao estudo dos terrenos das fundactes, devido
principalmente as facilidades geradas pela forma geomeétrica bem definida das estruturas e
pelos materiais que as constituem (metais, por exemplo). Dessa forma, conforme salienta
Ibanez (2003), durante décadas do século XX, o desenvolvimento de model os constitutivos
para solos foi apenas conseqliéncia de adaptacdes dos ja conhecidos modelos para estudo
de metais. No entanto, uma série de acidentes envolvendo obras de engenharia civil, no
inicio do século XX, demonstrou ndo ser suficiente determinar em laboratorio parémetros
de resisténcia e deformabilidade em amostras de solo e aplicdlos a modelos tedricos
adequados aos metais. Assm na década de 50, comecam a surgir 0s primeiros modelos
desenvolvidos com base no comportamento apresentado pelos solos em ensaios
laboratoriais.

A implementacdo de modelos que descrevem 0 comportamento elasto-plastico de
materiais como 0s solos tem sido realizada por meio de métodos numéricos como o Método
dos Elementos Finitos. Esse método pode ser utilizado na analise da distribuicdo de tensbes
e deformagdes no solo, permitindo simular diferentes condicdes e sequéncias de
carregamento, bem como acompanhar o crescimento da zona inelastica com o tempo, ou
sgja, acompanhar a natureza progressiva da ruptura (Freitas, 2006).

A simulacdo da distribuicéo de tensbes e deformagbes em macigos de solo tem se
mostrado importante para o estudo e monitoramento de encostas atravessadas por dutos.
Nessas encostas, 0s movimentos lentos do solo podem deformar gradativamente o duto até
que esse chegue & ruptura. E importante destacar que a ruptura do duto pode ocorrer sem



gue a encosta tenha rompido, razdo pela qual se faz necessario utilizar métodos que
permitam acompanhar as mudancas de tensdes no solo e no duto ao longo da histéria de
carregamento. Como exemplo de acidente dessa natureza, pode-se citar a ruptura do
Oleoduto Araucéria Paranagua (OLAPA) no ano de 2001 no Estado do Paranéd. O oleoduto
foi flexionado pelos movimentos lentos da encosta de tal maneira que ao romper gerou uma
abertura de cerca de 30 centimetros. O 6leo bruto transportado pelo duto contaminou solos,
rios e até mesmo a Baia de Paranagua.

Recentemente, outros acidentes envolvendo a movimentacdo de massas de solo
ocorreram no pais. Em janeiro de 2005, ap0s intensas chuvas, o talude de apoio da
cabeceira da ponte da Rodovia Regis Bittencourt (BR-116) deslizou, ocasionando a queda
da estrutura. O acidente gerou uma morte e transtornos devido a interdicdo de uma das
pistas da rodovia. Em janeiro de 2007, um desabamento na obra do Metr6 de S&o Paulo
aumentou o didmetro do espaco aberto para levar equipamentos ao subsolo. Depois do
acidente, o solo continuou cedendo por a0 menos cinco horas. Especialistas apontaram as
chuvas e o tipo de solo da regido como responsaveis pelo acidente.

A necessidade de evitar acidentes como os citados demonstra a importancia do
estudo e do desenvolvimento de modelos capazes de representar 0 comportamento elasto-
plastico dos solos. No presente trabalho, propde-se o estudo de modelos constitutivos para
solos desenvolvidos segundo o enfoque termodinamico. Nesses model os, 0 comportamento
do solo é descrito por meio de duas funcBes potenciais e faz-se uso de variaveis internas
para descrever 0s processos dissipativos. Muitos trabalhos sobre a aplicagdo dos conceitos
termodindmicos na teoria da plasticidade ja foram desenvolvidos, sendo que a maioria
desses se concentrou no estudo de modelos apropriados para metais (Collins e Houlsby,
1997). No entanto, recentemente, diversos autores tém aplicado a teoria da termodinamica
com varidveis internas a model agem constitutiva de materiais geotécnicos.

1.1 Objetivos

1.1.1. Objetivo geral
Desenvolver um modelo numérico-computacional que permita simular o

comportamento elasto-plastico de solos a partir da definicdo de dois potenciais

termodinamicos com o auxilio de técnicas da andlise convexa.



1.1.2.0bjetivos especificos

a) Aplicar ateoria da termodindmica com varidveis internas e técnicas da andise
convexa a modelagem do comportamento mecéanico dos solos,

b) Apresentar a formulagdo de alguns modelos constitutivos cléssicos para solos
segundo o enfoque termodinamico;

c) Apresentar aformulagdo variacional do problema de valor de contorno;

d) Implementar algoritmos adequados a resolucdo do problema constitutivo;

€) Implementar um algoritmo adequado a resolucdo do problema de equilibrio
global;

f) Aplicar o Méodo dos Elementos Finitos a discretizac8o espacial do problemade
valor de contorno;

0) Redlizar algumas ssimulagdes com o programa desenvolvido e comparar 0s
resultados obtidos com aguel es apresentados na literatura.

1.2. Estrutura do trabalho

A estrutura do presente trabalho compreende oito capitul os especificados a seguir.

No Capitulo 2, é apresentada uma breve revisdo bibliogréfica do desenvolvimento
da teoria da plasticidade, enfatizando-se aspectos relativos aos trabalhos realizados na area
da modelagem constitutiva de solos.

No Capitulo 3, a teoria da termodindmica com varidvels internas é apresentada.
Inicialmente, uma abordagem cléssica da teoria € apresentada e, em seguida, uma
abordagem utilizando conceitos da andlise convexa é introduzida. Todo o restante do
trabalho € desenvolvido segundo essa abordagem.

A forma dos potenciais termodinamicos para um modelo elasto-ideal mente-pléstico
com critério de escoamento de Drucker-Prager e para um Modelo Cap com superficie
movel parabdlica é apresentada no Capitulo 4.

No Capitulo 5, aformulacdo variacional do problema de equilibrio é apresentada em
incrementos. Os principios de minimo relacionados a formulagdo variacional também sdo
apresentados.



Os agoritmos implementados para a resolucéo do problema de equilibrio e do
problema constitutivo sdo descritos no Capitulo 6.

Algumas simulagbes utilizando o programa desenvolvido sdo apresentadas no
Capitulo 7. Os resultados obtidos sdo, entdo, comparados com resultados numéricos e
experimentais encontrados na literatura ou gerados a partir de programas de uso comercial.

As conclusbes obtidas a partir do desenvolvimento do presente trabalho séo
apresentadas no Capitulo 8.

Trés Apéndices foram elaborados com o objetivo de apresentar conceitos utilizados
ao longo do presente trabalho. O Apéndice A apresenta a deducéo da Desigualdade de
Dissipacdo a partir da Primeira e da Segunda Lei da Termodinamica. No Apéndice B, sdo
apresentados conceitos da andlise convexa utilizados na formulagdo do problema
constitutivo. Finalmente, o Apéndice C apresenta uma descricdo detalhada dos paréametros
do Modelo Cap.



2. REVIS D BIBLIOGR AICA

Desde os trabalhos de Coulomb - 1776 e Rankine — 1857, h4 uma importante
historia de aplicactes da teoria da plasticidade na andlise do comportamento de materiais
geologicos (Ibanez, 2003). Os fundamentos da teoria da plasticidade foram introduzidos no
fim do século X1X e no inicio do século XX com os trabalhos desenvolvidos por Tresca,
Saint Venant, Lévy, Prandtl, Von Mises e Reuss. Segundo Desai e Siriwardane (1984),
Saint Venant, Levy e Mises readlizaram as primeiras tentativas de determinar uma relacéo
entre tensdes e deformagdes plasticas. Saint Venant propds que 0s eixos principais dos
incrementos de deformacao plastica sdo coincidentes com os eixos principais de tensdes na
isotropia. Levy e Mises desenvolveram independentemente uma relagdo entre tensdes e
deformacfes plasticas em que os incrementos de deformacdo total foram considerados
iguais aos incrementos de deformacdo pléstica, isto é, a deformacgdo eléstica foi considerada
desprezivel. Prandtl e Reuss modificaram o modelo de Levy-Mises, fazendo distingdo entre
deformacbes reversiveis (elasticas) e deformacBes permanentes (plésticas), sendo a
deformacdpo total dada pela soma das duas parcelas citadas (Rajagopal e Srinivasa, 1998).

A partir de 1945, uma teoria unificada comegou a ser desenvolvida (Desai e
Siriwardane, 1984). As principais contribuices da época foram as de Drucker, Prager e
Hill. O postulado da estabilidade proposto por Drucker, o Principio da Poténcia Mé&xima de
Hill e as condigdes de continuidade, unicidade, irreversibilidade e consisténcia introduzidas
por Prager formaram a base necessaria para a determinacdo da convexidade da regido
admissivel e para a obtencdo da Lei da Normalidade. A convexidade da regido admissivel e
0s assuntos relacionados a essa foram os temas centrais dessa fase de desenvolvimento da
teoria da plasticidade (Han e Reddy, 1999).

No espaco tridimensional de tensdes, a regido admissivel corresponde ao conjunto
de estados de tensBes plasticamente possiveis para 0 material. Critérios de plastificacéo
definem a regido admissivel para um dado material a partir de fungbes escalares dos
componentes do tensor de tensdes, denominadas fungdes de escoamento. Tresca e Mises
desenvolveram critérios de plastificacdo orientados para aplicacdo em metais. Os critérios
foram desenvolvidos com base no comportamento experimental observado em ensaios de
tracdo uniaxial. Segundo o critério de Tresca, 0 escoamento inicia quando a tensdo de
cisalhamento méxima atinge um valor critico (méxima tensdo cisalhante do ensaio de
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tracdo uniaxial). Ja pelo critério de Mises, 0 escoamento inicia quando a energia de
distor¢cdo alcanca um valor igual ao da energia de distorcdo no escoamento em tracéo
uniaxial. Ambos os critérios assumem que o escoamento do metal independe da tensdo
hidrostética, conforme indicado por ensaios laboratoriais.

A consideracdo de que tensdes hidrostéticas ndo causam escoamento ndo € vaida
para todos os materiais. O comportamento mecanico da maioria dos materiais geol 6gicos
difere do comportamento dos metais, sendo fundamentalmente controlado pela atuagcéo das
tensbes hidrostéticas. Dessa forma, os modelos constitutivos para solos devem representar
aspectos como a variagdo da resisténcia desse material com as tensbes hidrostaticas. O
critério de Drucker-Prager, por exemplo, é a generalizacdo do critério de von Mises,
incorporando a influéncia das tensbes esféricas no comportamento do material (Ibanez,
2003). A fungdo de escoamento, nesse critério, descreve um cone de eixo coincidente com
0 eixo hidrostético. A funcdo de escoamento do critério de Mohr-Coulomb, por sua vez,
define uma piramide hexagonal irregular no espago de tensdes, sendo capaz de representar
aspectos como o0 aumento da resisténcia do solo com as tensdes hidrostéticas e as diferencas
de comportamento do material sob trajetérias de compressdo e de tracdo. Modelos como o
Cam Clay e os Modelos Cap incorporam, além da superficie fixa caracteristica dos modelos
classicos (Drucker-Prager e Mohr-Coulomb), uma superficie de escoamento mével que
simula o endurecimento plastico do material. Esses model os foram desenvolvidos com base
em observacdes experimentais que revelaram que muitos materiais geoldgicos sofrem
deformacfes plasticas continuas até atingir a superficie de ruptura (Desai e Siriwardane,
1984).

Nas Ultimas décadas, outros modelos constitutivos para solos foram desenvolvidos,
alguns dos quais assumem leis de fluxo ndo-associadas. A Lei da Normalidade estabelece
gue os incrementos de deformagao pléstica sdo perpendiculares a uma superficie no espaco
de tensdes definida a partir de uma fung&o potencial pléstico. E usual assumir na Teoria da
Plasticidade Classica que a funcdo potencial possui a mesma forma da funcdo de
escoamento, isto &, fluxo associado costuma ser empregado. No entanto, essa consideracéo
N30 € necessaria e existem evidéncias de que a funcdo de escoamento e o potencia plastico
n&o sdo idénticos para materiais friccionais, ou sgja, pode ocorrer fluxo ndo-associado (Kim

e Lade, 1988). Entre os modelos que assumem fluxo ndo-associado pode se citar 0 Modelo



de Lade-Kim em gue os autores propdem uma forma para a funcéo potencia pléastico com
base em uma série de observacdes experimentais. Uma revisdo detalhada dos modelos
constitutivos para solos pode ser encontrada nos trabalhos de Desal e Siriwardane (1984) e
Ibanez (2003).

De forma geral, na teoria cléssica da plasticidade, 0 comportamento dos materiais é
descrito a partir da definicéo da relacéo congtitutiva eléstica, da superficie de plastificacéo,
dalei defluxo e dalei de endurecimento. Na maioria dos casos, ndo ha qualquer discussdo
sobre as restricdes impostas pelas Leis da Termodindmica, embora frequentemente se
facam referéncias aos chamados “postulados de estabilidade” (Collins, 2003). Embora a
maioria dos problemas geotécnicos segja efetivamente isotérmica, qualquer tipo de ruptura
envolve grandes mudancas de entropia, de forma que as Leis da Termodinadmica ndo podem
ser ignoradas (Collins, 2003). Dessa forma, outra abordagem baseada em principios
termodindmicos tem sido adotada por diversos autores. Nessa abordagem, o
comportamento dos materiais é descrito a partir de dois potenciais termodinamicos. uma
funcdo de energia (energia livre de Helmholtz, energia livre de Gibbs, entalpia ou energia
interna) e uma funcédo de dissipacédo. A introducdo de um potencial termodinamico, como a
energia livre de Helmholtz, conduz as leis de estado a partir das quais € possivel relacionar
variaveis de estado com suas variaveis associadas. A deformacdo total e um conjunto de
variaveis internas associadas a0 encruamento sdo adotadas para variaveis de estado. As
variaveis associadas sdo as tensbes e as forgas termodinamicas generalizadas. Toda a
formulagcdo baseia-se no uso de varidveis internas para representar 0 programa de cargas
sofrido pelo material.

O potencial de dissipacéo introduzido fornece as leis de fluxo que permitem avaliar
a evolucdo das varidveis internas. A definicdo de uma regido de tensdes e de forcas
termodinédmicas admissiveis completa o modelo.

A abordagem baseada em principios termodindmicos apresenta uma série de
vantagens descritas no trabalho de Houlsby e Puzrin (2000), entre as quais se destaca a
obtencdo de resultados que seguramente ndo violam as Leis da Termodinamica. Além
disso, a partir dos potenciais termodinamicos e de técnicas de andlise convexa, principios
de minimo equivalentes as formulagdes variacionais do problema sdo obtidos, conforme
destacado por Houlsby e Puzrin (2000), Hecke (1991) e Han e Reddy (1999). Estes



principios sdo Uteis para a discussdo da existéncia e da unicidade da solucdo do problema.
Salienta-se que, com o auxilio de técnicas da andlise convexa, a lel de fluxo pode ser
definida sob duas formas equivalentes, obtendo-se duas formulagcdes variacionais do
problema de elasto-plasticidade. A formulagdo baseada na funcdo de dissipacdo é dita
formulagdo primal. Os deslocamentos, as deformacdes plésticas e as variaveis internas sao
as incognitas do problema primal. A formulagdo baseada na func@o de escoamento € dita
formulagcdo dua e suas incognitas sdo as tensdes. A andlise matemédtica das formulacdes
primal e dual pode ser encontrada em Han e Reddy (1999). A aplicacdo de técnicas da
andlise convexa a modelagem termomecanica dos materiais € encontrada nos trabalhos de
Hecke (1991), Han e Reddy (1999), Ncheuguin (2006), Houlsby (2002), Reddy e Martin
(1991) e Hjigj, Fortin e de Saxcé (2003). Uma apresentacdo detalhada dos conceitos da
analise convexa pode ser encontrada em Rockafellar (1970) e Lemaréchal, Hiriart e Urruty
(1991). Resultados da andlise funcional sdo apresentados por Reddy (1986).

Estudos da influéncia da termodinamica na teoria da plasticidade se concentraram,
principamente, em modelos apropriados para metais (Collins, Houlsby, 1997), ndo
incorporando caracteristicas de materiais geolégicos como a ocorréncia de fluxo néo-
associado. Os trabalhos de Houlsby (1981) e (1982) podem ser citados entre as primeiras
aplicagbes da termomecanica a modelagem constitutiva de solos. Nesses trabalhos, o autor
demonstra que a formulagéo termomecanica permite descrever o fluxo ndo-associado sem
que principios termodindmicos segjam violados. No trabalhado desenvolvido em 1981, o
autor apresenta uma formulagdo termodinamica para 0 modelo Cam Clay Modificado. A
existéncia da superficie de escoamento surge como conseqiiéncia da funcéo de dissipacéo
adotada, ndo tendo sido introduzida como hipétese. A lei de fluxo também surge como
consequéncia da formulacéo adotada.

Houlsby (1982) demonstrou que o comportamento acoplado de alguns materiais
geolégicos também pode ser descrito a partir do uso de potenciais termodinamicos.
Materiais com comportamento acoplado tém suas propriedades el &sticas alteradas durante o
processo de deformacdo pléstica, de forma que a decomposicéo do tensor de deformacgdes
infinitessimais em uma parcela eléstica e uma parcela plastica nem sempre permanece
vélida. Um tratamento detalhado do assunto também pode ser encontrado em (Collins e
Houlsby, 1997).



Uma série de trabalhos envolvendo a aplicagdo da termodindmica a modelagem
constitutiva de solos foi desenvolvida a partir de 1990. Entre esses, pode-se citar 0s
trabalhos de Houlsby (1996) e Houlsby e Puzrin (2000) que trataram da formulacdo de
relaces incrementais entre tensdes e deformagdes plasticas para modelos desenvolvidos a
partir de potenciais termodinamicos. A implementacéo de modelos constitutivos utilizando
o Méodo dos Elementos Finitos exige que as relacbes tensdo-deformacdo sejam
formuladas de maneira incremental. Algoritmos para a implementacdo numérica de
problemas de elastoplasticidade podem ser encontrados nos trabalhos de Han e Reddy
(1999), Simo e Hughes (1998) e Hecke (1991).

Citam-se ainda os trabalhos de Puzrin e Houlsby (2001), Houlsby e Puzrin (2002),
Collins (2003), Collins (2005), Ncheuguim (2006). O desenvolvimento de modelos de
estado critico a partir de potenciais termodindmicos foi abordado por Colins (2003) e
Collins (2005). Ncheuguim (2006) apresenta a formulag&o primal de um Modelo Cap em
gue a superficie de plastificacéo de Drucker-Prager é associada a uma superficie moével
parabolica. Questbes relacionadas a unicidade e a estabilidade da solugdo sdo exploradas
pelo autor. Houslby e Puzrin (2002) estendem a aplicacdo dos conceitos da termodinamica
com variaveis internas a modelagem do comportamento de materiais cuja deformacéo
depende da velocidade com que o programa de cargas se realiza. Os autores afirmam que,
para esse tipo de material, a fungdo de dissipacdo ndo pode ser utilizada como potencial,
utilizando-se em seu lugar dois potenciais cuja soma € igua a funcdo de dissipacéo. Esses
potenciais podem ser relacionados a partir de Transformadas de L egendre-Fenchel. No fim
do artigo, os autores ilustram a teoria apresentada por meio de quatro exemplos de modelos
viscoplasticos formulados a partir dos potenciais propostos. Por fim, Puzrin e Houlsby
(2001) exploram o caso de materiais cujo comportamento € descrito através de mais de uma
variavel interna ou, até mesmo, através de infinitas varidvels internas. As funcdes
termodindmicas sdo substituidas por funcionais e surge a possibilidade de se modelar
materiais anisotropicos por meio do uso de multiplas superficies de escoamento.

Trabalhos na &rea de dano também tém sido desenvolvidos utilizando a abordagem
termomecanica. Einav, Houlsby e Nguyen (2007) expressam 0 comportamento constitutivo
de materiais sujeitos a perda de rigidez causada por dano ou por deformagdes plasticas

através da definicdo de dois potenciais termodinamicos e da introducdo de uma variavel



interna de dano. Os autores definem duas classes de modelos. A primeira é a dos modelos
desacoplados, na qual a plasticidade e o dano sdo considerados como processos
independentes, de forma que deformacfes plasticas podem ocorrer sem que haja dano e
vice-versa. A segunda € a classe dos modelos acoplados, na qual o dano e a plasticidade
ocorrem simultaneamente. Os autores apresentam uma nova formulagdo para o modelo
acoplado dano-plasticidade de Von Mises e introduzem uma formulacdo baseada em
potenciais termodinamicos para 0 modelo acoplado dano-plasticidade de Cam Clay
Modificado, demonstrando a possibilidade de aplicacdo dessa teoria a geomateriais.

Finalmente, trabalhos desenvolvidos recentemente tém tratado da formulagéo
matemética das leis constitutivas ndo associadas. A proposta de descrever tais leis com o
auxilio de funcdes bipotenciais tém sido explorada por diferentes autores, como Bodoville
(1999), Bodoville (2001), Hjigj, Fortin e de Saxcé (2003), Zouain, Pontes Filho, Borges e
da Costa (2006) e Buliga, de Saxcé e Ballée (2007). No trabalho de Buliga, de Saxcé e
Ballée (2007), os autores tratam da existéncia e da construcéo de bipotenciais para uma
classe de leis conditutivas. Os autores sdientam que o uso de bipotenciais é
particularmente atrativo para simulacbes numéricas utilizando o Méodo dos Elementos
Finitos.

A abordagem termomecénica da teoria da plasticidade € um método promissor para
a descricdo do comportamento dos solos (Houlsby, 1981). Com essa breve reviséo
bibliogréfica, procurou-se formar um panorama gera do andamento das pesguisas nessa
area.
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3. TERMODIN MICA E PLASTICIDADE

Neste capitulo, sdo apresentados os potenciais termodindmicos utilizados para
descrever o comportamento dos materiais elastoplésticos seguindo, inicialmente, uma
abordagem cléssica e, em seguida, uma abordagem utilizando conceitos da andlise convexa.
Na abordagem cléssica, faz-se necessario assumir que todas as funcdes sdo suaves. Por sua
vez, quando se faz uso de técnicas da andlise convexa, essa consideragdo torna-se
desnecessaria. A deducdo das equactes da termodinamica utilizadas ao longo do presente
capitulo encontra-se no Apéndice A. Alguns conceitos e teoremas da andlise convexa sdo
apresentados, resumidamente, no Apéndice B.

Em toda a formulagdo apresentada, os efeitos térmicos foram desconsiderados.
Além disso, admitiu-se que a deformacao resultante de uma histéria de tensbes ndo depende
da velocidade com que o programa de carga se redliza. Os trabahos utilizados como
principais referéncias foram os de Han e Reddy (1999), de Hecke (1991) e de Rockafellar
(1970).

3.1 Abordagem Classica

Nessa se¢do, sdo introduzidos os conceitos de potenciais termodinamicos e de

regido admissivel segundo uma abordagem classica.

3.1.1 Potencial Termodinamico e Leis de Estado

Para descrever o comportamento de materiais elastoplasticos € necessario escolher
apropriadamente as varidveis em termos das quais a teoria sera formulada. Essas variéveis,
denominadas variaveis de estado, devem ser adequadas a descricdo dos processos sofridos
pelo material. Em elastoplasticidade, adotam-se para variaveis de estado a deformacéo total
e um conjunto de varidveis internas associadas aos processos dissi pativos.

A deformacéo total pode ser decomposta aditivamente em uma parcela eléstica e em
uma parcela pléstica, conforme apresentado na Equacdo (3.1). A deducdo dessa
decomposicdo a partir de consideragdes termodindmicas € apresentada por Han e Reddy
(1999).

E=E°*+EP (3.1

11



As variaveis internas adotadas possuem natureza escalar ou tensorial e estdo
associadas aps mecanismos de dissipacdo caracteristicos de processos plasticos. Estas
varidveis sio a deformacéo plastica, EP, e um conjunto de varidveis a, associadas ao
encruamento do material. A utilizacdo de uma varidvel interna escalar permite avaiar a
evolucdo do tamanho da superficie limite no espaco de tensdes em um processo de
encruamento isotropico. Para um material com encruamento cinematico, por sua vez, a
posicdo da superficie limite no espaco de tensdes deve ser associada a uma variavel interna
tensorial.

As Equagdes Constitutivas utilizadas para descrever o comportamento de materiais
€l astopl asticos possuem a seguinte forma:

i =i (EE"a,) (32

T=T(E,E",a,) (33

A funcéo [[] presente na Equacdo (3.2), é aenergialivre de Helmholtz. Essa energia
pode ser decomposta aditivamente em uma parcela elastica e em uma parcela pléstica,
conforme apresentado na Equacéo (3.4).

i (Ea)=j )+ "@) (34)

Substituindo a Equacdo (3.4) na forma local reduzida da Desigualdade de
Dissipacdo, obtém-se:

e -
aa"—e-T%Ewﬂ‘—ai-T.EPEo (3.5)
GE 5 Ta
Dessa equagéo, derivam-se as expressoes:
_1 °(E°) (3.6)
TE®
- h
TE -4 a0 (37)
fla,

A Equagdo (3.7) representa uma nova forma da Desigualdade de Dissipagéo,
podendo ser escrita de maneira concisa como:

S.A3Q (3.8)
Nessa eguagio, S=(T,c) representa as tensbes generalizadas e A=(E°-a)

representa as deformacdes plésticas generalizadas, de forma que A s30 as taxas de
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deformacbes plésticas generalizadas. Os simbolos ¢ e - a tratam, respectivamente, do

m

conjunto de forgcas termodinamicas, c :(ci)izl, e do conjunto de variaveis internas,

-a= ( a, )i";l. Assim como a tensdo é uma quantidade conjugada da deformacao, as forcas
termodindmicas sdo conjugadas as variavels internas, conforme apresentado na Equacéo

(3.9). Essas forgas sdo resultantes da reestruturagdo interna que ocorre nos materiais
durante processos plésticos.

- h
o} =3
fla,

As Equacdes (3.6) e (3.9) sGo denominadas Leis de Estado e permitem definir as

(3.9)

variaveis associadas T e ¢ apartir das variaveis de estado.

Observa-se que, na Equacdo (3.7), estéo presentes as taxas de variagdo das variaveis
internas. Para materiais elastoplasticos, nos quais as tensdes e deformacdes atuais
dependem da histéria de carregamento, as Equacdes Congtitutivas apresentadas ndo sdo
suficientes para descrever o comportamento do material. Fazem-se necessarias equagdes de
evolucdo que determinem as taxas de variagdo de cada uma das variaveis internas. A
Equacdo (3.10) apresenta uma forma geral dessas equacdes de evolugéo.

a, =b,(Ea,) (3.10)

Dessa forma, enquanto em model os elasticos apenas um potencial termodinamico é
suficiente para descrever o comportamento congtitutivo do material, em modelos
elastoplasticos dois potenciais termodinamicos sdo utilizados. Estes sd0 a energia livre de
Helmholtz, ou qualquer um dos potenciais termodinamicos rel acionados a essa por meio de
Transformadas de Legendre-Fenchel, e um potencia de dissipagcdo. A introducdo de um
potencial termodinémico, como a energia livre de Helmholtz, conduz as leis de estado a
partir das quais € possivel relacionar variaveis de estado com suas variaveis associadas,
conforme apresentado anteriormente. Ja a introducéo de um potencial de dissipacéo fornece
as leis de fluxo que permitem avaliar a evolucdo das variaveis internas. A definicdo de uma
regido de tensdes e forcas termodinémicas admissiveis completa o modelo.

13



3.1.2 Regido admissivel

A regido admissivel, P, € definida como o conjunto de estados de tensbes
generalizadas plasticamente possiveis para um dado material. Pode ser representada
matemati camente através de uma funcdo, f, denominada funcéo de escoamento, conforme
apresentado na Equagdo (3.11). A fronteira da regido admissivel, B, € definida pela
expressdo apresentada na Equacdo (3.12) e o seu interior, e, € definido conforme
apresentado na Equacdo (3.13). Superficie de escoamento e regido eléstica sdo os termos
utilizados para denominar afronteira e o interior daregiao admissivel respectivamente.

P={s/f(S)£0} (3.11)
B={s/f(s)=0} (3.12)
e ={s/ f(s)<0} (3.13)

Pontos internos a regido admissivel representam estados de tensdo a partir dos quais
s30 iniciados processos elasticos. Tensdes situadas na fronteira da regido admissivel sdo
aquelas a partir das quais se iniciam processos puramente elasticos mediante
descarregamento ou processos elastoplasticos mediante carga efetiva. Estados de tensdo
generadlizada exteriores a essa regido sdo inadmissiveis. As taxas de variagdo das
deformacbes plasticas generalizadas para 0s processos descritos assumem os valores
apresentados no conjunto de equagdes (3.14).

i f(S)<0
) %f(s):o, f<0 (3.14)

A1 0, f(S)=0,f=0

A fungdo de escoamento, f(S), delimita uma regifo fixa no espago de tensdes
generalizadas. No entanto, para cada conjunto de valores das forcas termodinamicas, C , é
possivel definir umaregido diferente no espaco de tensdes. Essa regido, delimitada por uma
funcéo f(T)= f(T,c), corresponde & projecéo da superficie de escoamento no espago de
tensOes para um dado valor ¢ . Como definido anteriormente, as forgas termodinamicas séo

variaveis associadas ao encruamento do material. Dessa forma, a medida que o processo de
encruamento ocorre, as forgas termodindmicas sdo ateradas e a regido admissivel no
espaco de tensdes se modifica. A Figura 1 ilustra o processo descrito.
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Observa-se, na Figura 1, que aregido admissivel no espaco de tensdes generalizadas
é fixa, enquanto a regi&o admissivel no espaco de tensdes se modifica durante a historia de
carregamento. Ressalta-se, no entanto, que para materiais elastoplasticos ideais a regido
admissivel se mantém inalterada ao longo da histéria de carregamento tanto no espaco de
tensdes quanto no espaco de tensdes generalizadas. 1sso se deve ao fato de a fungéo de

escoamento ndo ser dependente das forcas termodinamicas nesse tipo de material.

FIGURA 1 PROJECAO DA SUPERFICIE DE ESCOAMENTO NO ESPACO DE
TENSOES.

e

A titulo de exemplo, apresentam-se nas Equacdes (3.15) e (3.16) funcdes de
escoamento para um modelo de plasticidade unidimensional com endurecimento isotropico
linear e cinematico linear, respectivamente. O endurecimento isotrépico caracteriza-se por
uma expansdo homogénea da projecéo da superficie de plastificacdo no espaco de tensdes.
A expansdo pode ser definida por uma Unica varidvel escalar, geramente, relacionada a
deformacdo pléstica acumulada. O endurecimento cinemético, por sua vez, caracteriza-se
por uma translacéo da projecdo inicial da superficie de plastificagdo. Costuma ser descrito
por uma Unica variavel tensorial, em geral, o tensor de deformagdes pléasticas, EP.

f(r,a)=T|- [T, +Ka] (3.15)

f(T.a)=[T-q-T, (3.16)
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A Figura 2 apresenta a regido admissivel para 0 caso unidimensiona de
endurecimento isotrépico linear. Ja, a Figura 3 apresenta a regido admissivel para o caso
unidimensional de endurecimento cinemético linear. Os exemplos de endurecimento
isotropico e cinemético apresentados foram retirados do trabalho de Simo (1998).

FIGURA 2 REGIAO ADMISSIVEL PARA UM MODEL O DE PLASTICIDADE
UNIDIMENSIONAL COM ENDURECIMENTO ISOTROPICO LINEAR.
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FIGURA 3 REGIAO ADMISSIVEL PARA UM MODEL O UNIDIMENSIONAL COM
ENDURECIMENTO CINEMATICO LINEAR.
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3.1.3 Trabalho Plastico e Potencial de Dissipacao

Nesta se¢do, sdo introduzidos os Ultimos conceitos necessérios a modelagem do
comportamento constitutivo de materiais elastoplasticos. O postulado de Drucker e o
Principio da Poténcia Maxima de Hill sdo apresentados. As conseqiiéncias do Principio de
Hill, isto é Lei da Normalidade e convexidade da regido admissivel sdo discutidas. A
forma como os conceitos e postulados séo apresentados baseia-se, principamente, em
Pereira (1984).

Na teoria da plasticidade, as deformacdes dependem da completa histéria de tensbes
através da qual o estado atual foi acancado. Isto €, corpos com o mesmo estado de tensdes
podem apresentar estados de deformagdes distintos caso tenham passado por diferentes
histérias de carregamento.

A dependéncia entre as deformagdes e a historia de tensdes torna necessario o
célculo de incrementos de deformacao pléstica ao longo da histéria de tensdes, obtendo-se
as deformagdes totais por integracdo ou aproximando-as por somatérios (lbanez, 2003).
Durante um incremento de deformaco, o trabalho realizado no corpo é dado pelo produto
entre os incrementos de tensdo e de deformagao, conforme apresentado na Equacéo (3.17).

dwW =dT.dE (3.17)

A observacdo do diagrama tensdo-deformacao de materiais estaveis que apresentam
tensbes e deformacfes em correspondéncia biunivoca no carregamento monoténico mostra
gue, nesses materiais, 0s incrementos de tensdo produzem trabalho positivo, isto €,

dT .dE > 0. Esta condicéo, generalizada para o estado multiaxial, pode ser adotada como

postulado adicional da teoria de comportamento elastopléastico, tendo sido formalizada por
Drucker. O postulado de Drucker estabelece que, para materiais estave's.
i) Durante os processos de carga, 0s incrementos de tensdo realizam trabalho
positivo;
i) O trabaho realizado durante um ciclo de aplicacdo e remocgado de incrementos de
tensdo é ndo-negativo.
A segunda parte do postulado de Drucker assegura que o trabalho realizado pelos

incrementos de tensdo (T - T*), em um ciclo como aquele apresentado na Figura 4, é

positivo. O trabalho realizado no ciclo pode ser representado através da integral,
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apresentada na Equacgo (3.18), naqual T  representa qualquer estado de tensdes interior &
regido elastica correspondente a um estado T para o qual comeca a plastificacdo. E
importante ressaltar que, para um material com endurecimento, o trabalho realizado seria

nulo apenas se o processo fosse puramente el astico.
gJT- T )dE2 0 (3.18)

FIGURA 4 CICLO DE TENSOES.

Os incrementos de tensdo realizam trabalho que pode ser decomposto em uma
parcela pléstica e outra eéastica, conforme apresentado na Equacdo (3.19). A parcela
eléstica do trabalho realizado no ciclo de aplicagdo e remocdo de carga € nula por seu
integrando ser a diferencial exata da funcdo complementar da energia de deformacéo da
teoria da elasticidade, apresentada na Equacdo (3.20). Dessa forma, a Equacdo (3.19)
reduz-se a Equagéo (3.21).

T - T JdE® +fT- T')JdE 2 0 (3.19)
UC(T):%D'l(T- T)r-T) (3.20)
- T )JdE" 2 0 (3.21)

No ciclo apresentado na Figura 4, a deformagdo pléstica ocorre apenas no trecho
BC, de formaque a partir da Equacdo (3.21) obtém-se:
18



(r-1°)E*30 (3.22)

A desigualdade apresentada na Equacdo (3.22) € conhecida como Principio da
Poténcia Méaxima de Hill. O principio estabelece que, para uma determinada taxa de
deformacao pléstica, a poténcia dissipada no processo real T.EP é maior que toda poténcia
virtual T".E” determinada pela taxa de deformacao pléstica rea e qualquer tenso virtual
plasticamente segura. Uma forma alternativa de expressar esse postulado &

W(EP)=max{T" EP/f(T")£ 0} (3.23)

A seguir, apresenta-se a forma do Principio da Poténcia Maxima de Hill adotada por
Han e Reddy (1999). A forma adotada considera a dissipacéo devido as variaveis internas.
Assume-se que a tensdo generalizada S =0 sempre pertence a regido admissivel. Dessa
forma, tem-se: dada uma tensio generalizada ST P e uma taxa de deformacéio pléstica
associada A, a desigualdade apresentada na Equacdo (3.24) é vélida para qualquer tensdo
generalizada S' 1 P.

(s-s)As 0 (3.24)

Observa-se que a forma do Principio da Poténcia Maxima de Hill apresentada na
Equacéo (3.24) estd de acordo com aforma local da Desigualdade de Dissipacéo.

O Principio da Poténcia Méxima de Hill possui uma interpretacdo geométrica que
estabel ece que o tensor (S- S*) forma um angulo agudo com A, implicando que todos os

pontos S” devem estar localizados de um dos lados do plano perpendicular a A no ponto
S. Assim, a superficie de plastificagdo deve ser convexa, conforme ilustrado na Figura 5.
Se a superficie de plastificagdo for regular em S, uma maneira de assegurar que
todo S" estgja de um dos lados do plano perpendicular a A no ponto S é que A sga
normal a superficie de plastificacdo em S e, portanto, paralelo ao gradiente da funcéo de
escoamento no ponto, conforme apresentado na Equacado (3.25). Esse resultado € conhecido
como Lei daNormalidade.
A=1Kf(S) (3.25)
O escalar | é denominado multiplicador pléstico, possuindo valor ndo negativo. As
restricoes referentes ao escalar | sdo determinadas pela condi¢cdo de complementariedade:
130 f(S)£0 | f(S)=0 (3.26)
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A Ultima condicdo implica que | possui valor positivo apenas quando a funcdo de
escoamento € nula, isto é, quando ocorre deformacdo pléstica. Por suavez, quando afungdo
de escoamento assume valor negativo, | assume valor nulo, caso em que a taxa de

deformacéo plastica é nula.

FIGURA 5 CONVEXIDADE DA SUPERFICIE DE PLASTIFICACAO

(b

(a)Superficie de plastificacdo convexa. (b) Superficie de plastificacdo ndo-convexa.

Finalmente, assumindo que em um dado instante de tempo t, a condicdo f(S(t))=0 &
satisfeita, como as tensdes generalizadas admissiveis sdo tais que f £0 para qualquer
instante de tempo, tem-se f(S(t))£0. Se f <0, as tensdes generalizadas movem-se em
direcdo ao interior da regido admissivel, isto é, tem-se descarregamento elésticoe | =0.
Logo, deformagBes plésticas, para as quais | >0, ocorrem quando f =0. A condicéo de

consisténcia adotada por Han e Reddy (1999) e apresentada na Equacédo (3.27) resume o

gue foi descrito.

Quandof =0,1 30, f £0,1 f=0 (3.27)
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A seguir, 0 Quadro 1 retine a formulagdo apresentada.

QUADRO 1 RESUMO DAS EQUACOES DA ELASTOPLASTICIDADE.

Variaves cinematicas

deslocamento U
deformacéo 1/~ .

E = = (Ru+(Ru)")
deformacéo plastica EP
deformacéo elastica EC=E- E°
variaveisinternas -a :(_ al’_az,_.,_an)

deformagdes plasticas generalizadas  p — (Ep ) a)

Variaveis dindmicas

tensdes T
forcas termodinamicas c :(Cl!CZ!"' Cn)
tensdes generalizadas S= (T, C)
Funcdes escalares
energia livre de Helmholtz J (E,Ep,a):j e(Ee)+j *(a)
func&o de escoamento f (S)
Equac&o de equilibro divT+b=0
Equaces constitutivas i
TE®

C W J1E1E£m

A=1Kf(S)

| 30,f£0,If=0

Quandof =0,1 30,f £0,1 f =0




3.2 Plasticidade e analise convexa

Nesta secdo, a teoria apresentada anteriormente seré descrita a partir de conceitos da
analise convexa. A nova abordagem permitira obter os mesmos resultados de uma maneira
mais rigorosa, além de eliminar algumas restricdes como, por exemplo, a necessidade de
utilizar apenas funcdes suaves. Os conceitos, teoremas e definicbes da andlise convexa
utilizados sdo apresentados no Apéndice B. No inicio da secdo, as Leis de Estado
apresentadas anteriormente, Equactes (3.6) e (3.9), sdo reescritas utilizando outra
formulacéo e, em seguida, 0 potencial termodindmico complementar da energia livre de
Helmholtz € obtido. Por fim, resultados da andlise convexa sdo apresentados e o potencial
de dissipacéo, juntamente com as leis de evolugdo, sdo determinados a partir desses. As
demonstracfes dos resultados da andlise convexa encontram-se nos trabalhos de Han e
Reddy (1999) e Rockafellar (1970).

3.2.1 Potencial Termodinamico e Leis de Estado

As Equacdes (3.6) e (3.9), apresentadas anteriormente, podem ser expressas de
maneira equivalente atraves da formulacdo utilizada nas Equagdes (3.28) e (3.29).

T =i *(g°) (3.28)

c=Nj "@) (3.29)

Assim como as variaveis associadas T ec sd0 definidas a partir das parcelas
j °(E°)ej "(a) do potencia termodinamico j (E°,a), as variaveis de estado E° ea
podem ser definidas por meio das parcelas do potencial termodindmico complementar,
J ¢ (Ee,a). Esse potencial termodindmico complementar é definido por meio da expressao
apresentada na Equacdo (3.30). Nessa equacdo, faz-se uso da definicdo de funcbes
convexas conjugadas apresentada no Apéndice B.
jo(T.c)=sup.. |(T.c)Ea)-j (E%a) (3.30)

A Equacdo (3.30) pode ser reescrita utilizando a decomposicdo apresentada na
Equacéo (3.4). As Equagdes (3.31) a (3.34) apresentam a maneira como essa decomposi G&o
€ obtida e, por fim, a Equacdo (3.35) define o potencial termodindmico complementar

J ¢ (Ee,a) apartir de uma parcela el éstica e de uma parcela pléstica.
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jo(T.c)=sup,. [TE*-j °(E°)+ca-j ") (3.31)

i o(T.c)=sup_[T.E°-j °(E®)+sup,]ca-j ") (3.32)
i e(T)=sup[TE-] °(E°) (3.33)
i 2c)=sup,|ca-j ") (3.34)
i c(Te)=i&(m)+idlc) (3.35)

Por hipétese, assume-se que a funcdo energia livre de Helmholtz, | (Ee,a), e
estritamente convexa e diferenciavel. Ja que | (Ee,a) € estritamente convexa, o0 potencial
conjugado, j C(Ee,a), é diferenciavel. Assim, as variaveis de estado E° ea sdo definidas
a partir das fungdes convexas, proprias e diferenciaveis j £(T)ej 2(c), conforme
apresentado nas Equacdes (3.36) e (3.37). Essas equacdes sdo equivalentes as Equaches
(3.28) e (3.29).

E°=Nj ¢(T) (3.36)

a=Kj {(c) (3.37)

3.2.2 Potencial de Dissipacao

A Lei da Normalidade e a convexidade da superficie de plastificacdo foram
apresentadas, anteriormente, como consequiéncias do Principio da Poténcia Maxima de Hill.
Nesta secdo, esses resultados serdo obtidos a partir da aplicagdo do teorema apresentado a
Seguir.

Teorema: Sga X um espago reflexivo de Banach e sgja g0 X - R uma fungédo
propria, convexa e fraca semi-continua (I.s.c). Dados xI Xe x' T X", entdo:

X1 19(x) 0 x1 19" (x' )= N, (x)

As definicbes de fungdes proprias, fungdes convexas e funcles fracas semi-
continuas (l.s.c) sdo apresentadas no Apéndice B.

Na aplicacdo do teorema apresentado, assume-se que 0 espaco vetoria X
corresponde ao espaco das taxas de deformagdes plasticas generalizadas e 0 espaco vetorial
X' corresponde ao espaco das tensdes generalizadas.

Define-se afungdo suporte da regido convexa de tensdes admissiveis P como:
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D(A)=sup{s".A/S'T P}=SA (3.38)

onde S é o ponto no qual o supremo € atingido.

No contexto da plasticidade, D é a funcdo de dissipacdo. Essa funcéo é conjugada a
funcdo indicatriz da regido admissivel P e possui as seguintes propriedades. convexa,
positiva homogénea, fraca semi-continua (I.s.c), D(A)® 0 e D(0)=0. Portanto, do
teorema apresentado no inicio dessa secéo, tem-se:

Al find, « ST 1D(A) (3.39)

A Equacdo (3.39) é uma generalizacdo da Lei da Normalidade, admitindo o caso de
funcbes de escoamento ndo suaves. A formulagdo apresentada, nessa secdo, permite

descrever a Lel da Normalidade de duas formas equivalentes, conforme apresentado no
Quadro 2.

QUADRO 2 FORMULACOESEQUIVALENTES DA LEI DE FLUXO.

Formulacéo | D - func&o convexa, positiva homogénea
D(A)2 0,D(0)=0
s 1D(A)

Formulacéo |1 P - conjunto fechado, convexo, contendo o zero
D, = Ind,, - fungéo indicatriz de P

AT find,(S)=N,(S)

Consideracdes préticas determinam qual das formulactes é a mais apropriada para a
resolucdo de um determinado problema (Han e Reddy, 1999). A Formulacéo Il é
comumente a mais utilizada, tendo sido adotada no presente trabalho. Segundo essa
formulagdo, identificam-se trés situagdes distintas:

1. S=(T,c)i Pb find.(S)={f} e, portanto, essaregio & inacessivel;

2. Sl eb Tind,(S)={0} e, por essa razéo, o interior de P é conhecido como

regido elastica;

3. ST Bb 1ind,(S)={A/(S"- S)A£0," ST P} que ¢ o cone das normais

externasaPem S.
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3.2.3 Equacao Constitutiva Elasto-Plastica em Taxas

Nessa secdo, as relagbes constitutivas séo enunciadas em termos de taxas temporais
de tensdo e deformacgdo. A formulagéo apresentada baseia-se, principalmente, no trabalho
de Hecke (1991).

A fim de obter as Leis de Estado em taxas, as Equacdes (3.36) e (3.37) sdo
derivadas em relacdo ao tempo. Como resultado, obtém-se as seguintes expressoes:

E¢=Nj &(T)T (3.40)

a=N,j &(c)e (3.42)

Introduzindo os potenciais j¢(T) e j2(¢):

ofe) 1o .
jg(T)ZENTrj S(T)ET (3.42)
h 1. . .

Jg (C ) = E N ccl Q(C )C .C (343)
pode-se reescrever as Leis de Estado como:

e = je(T) (349)
a =Kj2(c¢) (3.45)

Os potenciais jg(T) e j2(¢) sfo funcionais quadréticos, estritamente convexos,
diferenciaveis, coercivos e com minimo em zero. Por defini¢do, o funcional conjugado ao
potencial | S(T) é diferenciavel e possui aforma:

je(Ee)=sup,. [I"E°- je(T) (3.46)

Assim como as taxas de deformagbes e de parametros de encruamento estéo
relacionadas aos potenciais introduzidos nas Equactes (3.42) e (3.43), as taxas de tensdes
podem ser obtidas a partir do potencial je(Ee):

T =Rj°(E°) (3.47)

Para exprimir a relacdo constitutiva em taxas é necessario, ainda, encontrar uma
relacdo de consisténcia que vinculara taxas de tensdo e de forgas termodinamicas com taxas

de deformacles plasticas e parametros de encruamento. Essa relacéo de consisténcia é

apresentada na Equagéo (3.48):
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TEP-¢cd=0 (3.48)

Faz-se necessario, também, definir aregido convexa das taxas de tensdes e das taxas
de forcas termodindmicas admissiveis. Adota-se, para essa regido, o cone polar negativo de
find, (T, c) definido em (3.49) eilustrado na Figura 6.

FIGURA 6 CONE POLAR NEGATIVO DE flind,(T,c)

>

Sejam os vetoresS = (T",c") e S=(T,c). Os vetores (S - S) encontram-se na
regigo do cone polar negativo de find,(T,c). Fazendo S' =S,,,, e S=S,, obtém-se
S=limg % Assim, as taxas de tensdes e forgas termodindmicas admissiveis,

$=(T,¢), também se encontram na regizo do cone polar negativo de ind, (T, c):
(F.¢ )i P=[mind,(T.c)|* 0 EPT -a.c £0 (3.49)

Considerando que a regido das taxas de tensdes e de forgcas termodinamicas

admissiveis € o cone polar negativo de Tl ndP(T,c), € possivel demonstrar que dado

(f.c)i P,entso (EP,-d) étal que
(@ (EP.-a)l find,(T.c)

(b) EPT - a.c =0, seesomente se:
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(EP.-a)l find,(T,¢).
E possivel obter uma interpretagZo fisica para o fato de (E®,-a )i find,(T,¢),
analisando as seguintes situagdes particulares.
a) (T,c)l e: nesse caso, ndo ocorre plastificagéo, pois (E°,-a )= (0,0) e qualquer taxade
tensdo e forca termodinadmica € admissivel;
b) (T,c)l B: Nesse caso, identificam-se trés situagdes:
b1) (T.¢)i e{P}: Como o conjunto find,(T,¢) tem somente o elemento nulo
interpreta-se que n3o ocorre plastificagio, isto &, (E®,-& )= (0,0). Este é 0 caso em que
ocorre descarregamento elastico local;
b.2) (T,c')T B{P}: Nessa situagdo pode ocorrer plastificagdo ou ainda um processo
neutro. Nesse caso, (E°,-a )1 find, (T,c¢).
b.3) (f,¢)i P,logo Mind, ={f}.
Por fim, para definir a evolugdo das varidveis internas (E",-a), adota-se 0

funcional:

jiom)=inf . jlle”
)=, i) 50
Fe)ip
E possivel demonstrar que o funcional apresentado possui as seguintes
propriedades:
a) trata-se de um funcional convexo e proprio;
b) por convencéo, no caso de plasticidade ideal, tem-se:
i2(t)=1nd,(t) (351)
) astaxas de deformacdes plésticas E P sdo elementos do subdiferencia de j CP(T) enT,
isto 6 EPT 7j2(F), se e somente se, para dgum ¢, (EP,-d )i find,(T,¢), onde
a =Njg(c).
O item (c) esta diretamente relacionado ao teorema apresentado por Rockafellar (1970)
enunciado a seguir.
Teorema: Suponha que:
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j (u)=inf;, F(xu), "ul U

onde F(x,u) é convexa em (x,u). Seja i1 U tal que o infimo é atingido em j () e

sgja X qualquer elemento em X para o qual esse é atingido. Entdo, o subgradiente da funcéo

convexa] em U édado por:

T @) ={yT Y/(0.y)1 1F(x,T)

Sendo:

i2(r)=inf . |io(c”)+nd,(T,¢") (352)
Pela aplicacdo do teorema apresentado, tem-se:

ne(r)={E" /(0. EP)1 1j2(c)+Ind,(F,c)} (353)

O subdiferencia da soma de dois funcionais convexos coincide com a soma de ambos

subdiferenciais, caso um dos funcionais sgja diferencidvel. Logo:

ﬂjc"(T):{Ep/(O,Ep)T Njg(c)+ﬂ|ndp(T,c')} (3.54)
A relagéo:

(0.E°)T Rji(c)+mnd,(T,¢) (3.55)
E equivalente a

(EP.-d)T find,(T,¢) (3.56)

Dessa forma, as parcelas elastica e plastica da taxa de deformacdo E podem ser

expressas conforme apresentado nas Equagdes (3.57) e (3.58).

E° =Njg () (3.57)
E°T fi&(T) (3.58)
Definindo o funcional j&(T):

i2(r)=ie(r)+ je(r) (3.59)

chega-se arelagéo constitutiva:

ig(r)=inf,. jelt)+itle)
e fip

ET i (r) (3.61)

(3.60)
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O funcional 2 (T) € convexo, ja que tanto a parte el astica quanto a parte plastica o sdo.
Além disso, a parte elastica é estritamente convexa, logo jZ (T) também o é. Dessa forma,
o funciona conjugado je”(E) é diferenciavel, obtendo-se:

i®(E)=sup, [T E- 200" )| =supp. .y, [T E-jE(F)- () (3.62)

T =Rj*(E) (3.63)

O Quadro 3 reline as principais equacdes obtidas nessa secéo.

QUADRO 3RELACOES CONSTITUTIVASELASTO-PLASTICASEM TERMOSDE

TAXAS.
(EP.-a)T find,(T,¢)
*=Kie()
e*T 1e(r)
e fie(t)
a =Njg(c)
T =Rj*(E)
3.24 Equacao Constitutiva Elasto-Plastica em

Incrementos Finitos

Processos evolutivos podem ser aproximados através da descricdo do
comportamento do material em certos instantes obtidos em intervalos de tempo
selecionados. O problema de evolugdo consiste em avaiar as variaveis no fim do intervalo
de tempo a partir de seus valores no inicio do intervalo e dos valores dos incrementos
sofridos pelas variaveis ao longo do intervalo (Hjigj, Fortin e de Saxcé, 2003). Dessa forma,
0 estado do corpo no instante t + Dt é obtido a partir do estado do corpo em um instante t:

T =T, +DT (3.64)
Cuy =C, +Dc (3.65)
E.in = E +DE° (3.66)
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a.y —a,+ba (3.67)

As Leis de Estado, dadas pelas Equacgdes (3.36) e (3.37), sdo reescritas na forma
incremental:

DE® =Rj &(T +DT)- Nj &(T) (3.68)

Da =Rj 2(c +Dc)- Nj 2(c) (3.69)
Introduzindo os potenciais j$(DT) e j2(Dc):

je(oT)=j &(r+oT)- DTN} £(T)-j &(T) (3.70)
jc(Be)=j ¢le +be)- DeNj ¢le)-j ele) (37D

€ possivel obter os incrementos de deformacdo elastica e os incrementos de

parémetros plasticos:

DE® =Kj¢(DT) (3.72)

Da =Nj(Dc) (3.73)
Adotando para potencial de dissipagéo afuncéo:

D(DE®,-Da)=sup;,. .y, (T.DE"- c'Da) (3.74)

p

e para potencia conjugado a funcgéo:

D, (T +DT,c +Dc) = Ind, (T +DT,c +Dc) (3.75)
obtém-se as expressoes:

(T+DT,c +Dc)i D(DE” - Da) (3.76)
(DE? - Da )i find, (T +DT,c +Dc) (3.77)

Por fim, introduz-se o funcional j&(DT):
j2(or)=inf_. jo(oc’) (3.78)
Esse funcional possui as seguintes propriedades:
a j2(DT) éum funcional convexo, préprio e definido em:
dom j2 ={DT /$c tal que (T +DT,c +Dc)i P}

b) Convenciona-se que no caso de plasticidade ideal:
j2(DT) = Ind, (T +DT)

30



c) A pacela plastica do incremento de deformagcbes DEP € um elemento do
subdiferencial de j£(DT) em DT, isto &
DEPT 1j2(DT), se e somente se, paraalgum Dc :
(DE? - Da )i find, (T +DT,c +Dc), onde:
Da =Rj2 (Dc)

Sdlienta-se que o funcional j£(DT)é andlogo ao funcional j2(T), sendo que a
diferenca entre esses reside em dois pontos. Primeiramente, enquanto | (c) € uma funcéo
quadrdtica das taxas das forcas termodindmicas, ]! (Dc) € uma funcdo convexa e
diferenciavel dependente apenas de j [1(Dc). Além disso, na formulago em taxas, (T,¢)
deve pertencer a0 cone convexo das taxas admissiveis P, enquanto no problema em
incrementos finitos as tensdes e forgas termodinamicas no final do passo (T +DT,c + Dc)
devem ser admissivels, isto é, contidas naregido P.

Nas demonstragdes das propriedades do funcional jc"(T), ndo se utiliza o fato do
funcional j{(¢) ser quadrético, mas apenas a sua convexidade. Da mesma forma, néo se

utiliza a suposicdo do dominio de restricdo ser um cone, mas apenas o fato de ser um
conjunto convexo. Portanto, as consideragOes utilizadas para demonstrar as propriedades do

funcional j¢ (T) podem ser utilizadas para provar as propriedades do funcional j? (DT) :

Considerando que:

DE = DE® + DE® (3.79)

DEPT 1j2(DT) (3.80)
¢ =Nje(DT) (3.81)

Obtém-se:

DET 1j2(DT) (3.82)

Onde:

i2(0T)=je(or)+je(or)=inf . [jg(om)+ k(e
R (3.83)

(r+pT.c+De’)i P
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O funcional j®(DT) é estritamente convexo, de forma que seu conjugado resulta

diferenciavel. A relagdo constitutiva inversa, Equacdo (3.85), € obtida a partir da Equacéo
(3.84) e das propriedades de funcional conjugado.

j*(DE)=sup,,. DT DE- j@(OT")|=sup,,. ,.[DT"DE- je(OT")- j2(Dc”)]

. e (3.84)
(r+or",c+pc’)i P
DTT Kj*(DE)U DET §j&(DT) (3.85)
3.2.5 Relacdo entre funcéo de dissipacéo e funcéo de

escoamento

Nessa secdo, a relacdo entre as fungdes de dissipacdo e de escoamento €
apresentada, utilizando-se para isso 0 conceito de fungdes polares. A formulacdo baseia-se
nos trabal hos de Eve (1992), Houlsby (1997) e Han e Reddy (1999).

A fungdo gauge ou funcdo de Minkowski para um conjunto P € definida pela
expressao apresentada na Equacéo (3.86). Conforme pode se observar, essa fungéo assume
0 menor valor positivo pelo qual um conjunto P pode ser multiplicado, de forma que um
determinado elemento S do conjunto continue afazer parte do mesmo.

g, (S)=inf{m>0/si nP} (3.86)

Em conjuntos que contém a origem, a fungdo gauge assume valor 1 para elementos
na fronteira do conjunto e valor menor do que 1 para elementos internos. Dessa forma,
como a fungdo de escoamento assume valor nulo para tensdes na fronteira da regiéo
admissivel e valor menor do que zero para tensdes internas a regido admissivel, é possivel
definir aregido admissivel como:

P={s/g.(s)£1} (3.87)

Na Equacdo (3.87), a funcdo g, a partir da qual a regido admissivel foi definida €
denominada, por alguns autores, de funcéo de escoamento candnica.

A funcdo g, também pode ser definida conforme apresentado na Equacdo (3.88).
Nessa egquacao, no contexto da plasticidade, D representa a funcdo de dissipacdo, isto €, a
funcdo suporte da regido admissivel P.

g-(S) =inf{m>0/(As) £ mD(A)} (3.88)
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Assumindo que D(A) =0, seesomente se, A=0, entdo afuncéo gauge e a funcéo
de dissipacdo podem ser relacionadas pela expressao:

95 (S) = SUPo: 5 gono o (3.89)

oA

A Equacdo (3.89) estabelece que as fungdes gauge e a funcdo de dissipagdo séo
fungdes conjugadas polares. O Lema apresentado a seguir permitira obter a Lei da
Normalidade a partir das definic¢des apresentadas.

Lema: Sga g uma funcdo convexa ndo-negativa, com g(0) =0 esga S um ponto no
interior do dominio de g, tal que g(S)>0. Seja P ={C/g(C) £ g(S}. Entdo, Al N,(S),
se e somente se, existir | 3 0, tal que AT 1 9g(S).

Para funcBes diferenciaveis, obtém-se a forma classica da Lei da Normalidade a
partir do Lema apresentado, isto &

A=1Rg(s) (3.90)

Da defini¢cdo de subdiferencial, determina-se o multiplicador | . Fazendo C =0 e
depois C =2S, na equagao:

1g(C)-1g(s)?® A(C- S) (3.91)

e usando as propriedades de g, obtém-se a relacéo:

| =D(A) (3.92)

Para uma funcdo de escoamento f escrita sob uma forma qualquer, os vetores

normais externos a P, em um ponto [Jda superficie de escoamento, também sdo
proporcionais ao vetor gradiente da funcéo f nesse ponto, de forma que:

EP=IN,f(T,c) (3.93)

-a=IN_f(T,c) (3.94)

A condicéo de que somente pontos da superficie de escoamento podem apresentar
plastificagdo efetiva, isto €, | 1 0, é condensada na condic¢éo de complementariedade:

f(T,c)l =0 f(T,c)E0 130 (3.95)

Com o auxilio da condicdo de consisténcia apresentada na Equacdo (3.48) e da

definicdo de cone polar negativo, a regido das taxas de tensdes e de forgas termodinamicas
admissiveis pode ser definida por:
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p={f.¢)/ TR f(T.c) - c¢K f(T,c) £0, "1 30} (3.96)

A relacdo de consisténcia e a regido definida na Equacdo (3.96) permitem
estabel ecer as relagbes a seguir.

s f(T,c)=0

f(T,c) =0 f(T,.c)€0 130 (3.97)

onde f =NTf(T,c)T- NTf(T,c)c (3.98)

Caso a funcdo de escoamento ndo seja diferencidvel, pode-se admitir que aregido P
€ definida pela intersecdo de um numero finito de regides convexas, identificadas por
funcodes fj, suficientemente regulares, chamadas modos de escoamento. Convenciona-se,
entdo, que f é um vetor cujo componente j é o valor da fungéo f; no ponto. Além disso, cada
modo de escoamento possui um multiplicador pléstico associado, ou sgja, | também é um

Vetor.



4. ALGUNSMODELOSELASTO-PL ATICOSEM SOLOS

No presente capitulo, um modelo elasto-ideal mente-plastico com critério de escoamento
de Drucker-Prager e um Modelo Cap séo formulados segundo o enfoque termodinamico. A
formulacéo apresentada baseia-se, principalmente, nos trabalhos de Ncheuguim (2006) e
Hjigj, Fortin e de Saxcé (2003). Salienta-se que outros modelos constitutivos para solos
como, por exemplo, o Cam Clay Modificado e Modelos de Estado Critico também vém
sendo formulados segundo o enfoque termodindmico em trabalhos como os de Houlsby
(1981) e Collins (2003), respectivamente.

4.1 Drucker-Prager para um material elasto-idealmente-
plastico
Como o material ndo possui encruamento, convenciona-se gque as variaveis internas
vinculadas ao encruamento, a , e as for¢as termodinamicas associadas, ¢ , ndo existem.
Para energia livre, adota-se a fungdo apresentada na Equagéo (4.1), naqual C é a matriz
el&stica apresentada na Equacéo (4.2) em termos do mdédulo de easticidade ou médulo de
Young, Y, e do coeficiente de Poisson, LINa Equacéo (4.3), a matriz elastica € apresentada

para o caso de estado plano de deformacgdes.

j e(Ee):%Ee.CEe (4.1)
é Y(-n) Yn Yn 0 0 o U
S+n)a- ) (@+n)a- n) (@+n)a- ) b
S Yn Y(1-n) Yn 2

0 0 o u
&l+n)1- ) (@+n)a-n) ([@+n)2- 1) u
¢ Wn Yn Y(1-n) 0 0 0 .

c=dl+n)L- ) (L+n)L- ) (L+n)L- 1) 0(4.2)
¢ 0 0 0 Y 0 o U
e 2(1+n) u
e Y i
e 0 0 0 0 0 u
& 2(1+n) v
S 0 0 0 0 0 Y
: o)’

35



e n u
< 1 0 -
SO
__Y@-n) gn 1 o U 4.3)
@+n)1- 2)&1-n) (
e (1- ;)
e 0 0 I4g
8 2(L-n)g
O potencial termodinamico complementar possui a seguinte forma:
je(m)= %T.C'lT (4.4)

Segundo o critério de Drucker-Prager, a regido das tensdes plasticamente
admissiveis pode ser definida como:

1 1 U
P:i(Tm,TD)/\/;|TD|+qu- k£0g (4.5)
i
Nessa equagdo, q e k sdo constantes relacionadas ao angulo de atrito interno e a

coesdo do materia respectivamente. Por sua vez, T, e T, sd0 a tensdo hidrostética e a

tensdo desviadora, segundo as quais 0 tensor de tensbes pode ser decomposto sob a
seguinte forma:
T=T1+T,° (T .T,) (4.6)

Adotando s = \E To|, obtém-se:

P={(T,.s)/s+qT, - k£0} (4.7)
A tensdo hidrostética e a tensdo desviadora relacionam-se com o0 segundo invariante
do tensor de tensdes, J.p, € com 0 primeiro invariante do tensor de tensoes, J;, da seguinte

maneira
1
3o =5To To (4.8)
J, =tr(T)=3T, (4.9)

Dessa forma, a regido de tensdes admissiveis também pode ser definida a partir dos
invariantes Jop e J;, bastando para isso fazer as devidas substituicoes das Equactes (4.8) e
(4.9) na Equagéo (4.7).
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Considerando que EPT find,(T)=N,(T) e que, por definigdo, o cone normal é

dado pela expressao:

N.(T)={E° /T - T.EP)£0" T'T P} (4.10)
Ent&o aregido de taxas de deformagdes plasticas admissiveis € dada por:

P ={(En E)En s VoD (4.12)
onde:

EP=EFI+E (4.12)
E> =tr(E") (4.13)

A Figura 7 ilustra as regifes de tensdes admissivels e de taxas de deformacgdes
plésticas admissiveis.
FIGURA 7 REGIOESDE TESNOES E DE DEFORMACOESPLASTICAMENTE
ADMISSIVEIS.

a» g
i = Drucker-Prager

Finalmente, por definicdo, a funcéo de dissipacdo é dada pela seguinte expressao:
D(Ep): Supy; F,[T.E"J
= SUP+j p [Tm En': +Tp -Eg] (4.14)
= supy o T, 2 +V25fE3 |
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Definindo umafuncéo f (Tm : s) , conforme apresentado na Equacéo (4.15), obtém-se
uma curva no espaco de tensdes, sendo possivel utilizar o método gréfico para encontrar o
valor méximo de f em P e, assim, deduzir a funcdo de dissipacdo. Essa metodologia é
adotada por Ncheuguim (2006).

f(T,.s) =T,EP +v29E}| (4.15)

Se|ES|=0e ERt 0, afungio f(T,,s) atinge seu valor méximo em P quando

s=0eT, :qE' Nesse caso:

D=Xgp (4.16)
g

Se |[Ef|* Oe E}t 0, afungio f(T,,s) atinge seu valor méximo em P quando
s=k-qT,eT, = 5 Nesse caso, novamente, tem-se:
q

p=K EP (4.17)

q
Taxas de deformacdes plésticas volumétricas negativas ndo sdo admissivels,

conforme a definicdo da regido de taxas de deformacOes plasticas admissivels Pe
apresentada na Equacdo (4.11). Logo, a fungdo de dissipagdo pode ser definida como:

1 Ker erip
D(E*)=1q (4.18)
1y EPT P

Essa definicéo para o potencia de dissipagcdo coincide com aquela apresentada por
Hjiaj, Fortin e de Saxcé (2003).

O potencial termodinamico complementar é apresentado na Equacéo (4.19).

D, =1iind,(T) (4.19)

O Quadro 4 reline as principais equacdes apresentadas.
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QUADRO 4 MODELO DE DRUCKER-PRAGER PARA MATERIAIS ELASTO
IDEALMENTE PLASTICOS.

Energialivre J e(Ee):%Ee CE®
efry 1o~
je(m)= 2T.c: T
Regi&o admissivel P={(T,.T,)/s+qT, - kE£0}
P ={Es.E)En = valEg)
Funcéo de dissipagéo . -}-EEP Erl p
D(E’)=1q
t¥ EPT P
D, =1ind,(T)

4.2 Modelo Cap

Os Modelos Cap incorporam, além da superficie fixa caracteristica dos modelos
cléssicos (Drucker-Prager e Mohr-Coulomb), uma superficie de escoamento mével que
simula o endurecimento pléstico do material.

No presente trabalho, a superficie fixa adotada para o0 Modelo Cap é composta por
uma superficie de escoamento de Drucker-Prager conectada a outra superficie de
escoamento do mesmo critério, porém com valores diferentes para o angulo de atrito
interno e para a coesdo, conforme representado na Figura 8. Os dois trechos da superficie
fixa sdo denominados, nesse trabalho, de superficie de Drucker-Prager | e de superficie de
Drucker-Prager 11, conforme indicado na Figura 8. Dois modos de escoamento S&o
empregados para descrever a superficie fixa, sendo um modo para a superficie de Drucker-
Prager | e o outro modo para a superficie de Drucker-Prager 11, conforme apresentado nas
Equactes (4.20) e (4.21).

k, - k,

f, =q,T, +s-k, paraT, 3 (4.20)
q1 - qz
_ k1 - kz
f,=q,T,+s-k,, paraT, £—= (4.22)
q1 - qz
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Alguns autores, como Desai e Siriwardane (1984), adotam uma curva suave para
conectar a superficie de Drucker-Prager | a superficie de Drucker-Prager |1, conforme
ilustrado na Figura 9. A funcdo utilizada pelos autores para descrever a superficie fixa
suavizada € apresentada na Equagéo (4.22):

f=s-k-qT -g"™ (4.22)

A formulacdo adotada, no presente trabalho, torna desnecessario promover a
suavizagao de pontos singulares a partir de recursos como agquele empregado por Desai e
Siriwardane (1984).

Para superficie mével, foi adotada a funcdo de escoamento parabdlica proposta por
Ncheuguim (2006):

f,=-(T, - T¢)+R’s? (4.23)
onde T €0 par@metro de encruamento.

Finalmente, foi adotada uma superficie para limitar o valor das tensdes hidrostéticas
no eixo positivo do cone de Drucker-Prager, conforme proposto por Ncheuguim (2006):

f,=T. -t (4.24)

Em resumo, a regido admissivel do Modelo Cap em estudo é delimitada pela
superficie fixa proposta por Desai e Sriwardane (1984) sem a suavizacdo do ponto
singular, pela superficie mével parabdlica proposta por Ncheuguim (2006) e pela superficie
no eixo positivo do cone de Drucker-Prager também proposta por Ncheuguim (2006). Essa
ultima superficie também permanece fixa no espaco de tensdes. Trata-se, portanto, de uma
regido admissivel cuja superficie de escoamento € descrita por quatro modos de
escoamento, sendo apenas um desses Uutilizado para descrever a superficie movel

caracteristica dos Modelos Cap. Os parémetros relacionados ao Modelo Cap, como T e R

s80 descritos detal hadamente no Apéndice C.

Para 0 modelo em estudo, a funcdo adotada para descrever a energia livre é composta
por uma parcela eléstica e por uma parcela pléstica, uma vez que processos de encruamento
estdo presentes. A parcela eléstica é igual aguela adotada para 0 Modelo de Drucker-Prager:

i °(e°)= % E° CE® (4.25)
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FIGURA 8 FUNCOES DE ESCOAMENTO ADOTADAS PARA O MODELO CAP.

-
J2 = Dmackeer-Prager [

i = Drucker-Prager 1

-~

Tg\—fs 7 gl

FIGURA 9 FUNCOES DE ESCOAMENTO SUAVIZADAS.

e
J2 = Druckeer-Prager 11

/ /— Fr = Dmucker-Prager [

f=s—k- 60, —w¥"

»
B T
Ja a parcela plastica assume aforma:
: ée E°O @ E°0 &2 E°QU
irEr)=NeF EndnE. En2 & En G ze (4.26)
Bg Wy g W g W e
Assim, afuncéo energia livre € dada por:
: 1 ée E°Q0 & E"O0 & E°QU
i (oEr)=tEecEr+ W EndnF En? & En i zev (4.27)
2 Bg W 5 W 4 é W 24

A Equacéo (4.26) pode ser obtida a partir da expressao:
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Py
m =" ilngi- 5i+2 (4.28)
B W 5

Essa expressdo relaciona as deformagdes plasticas volumétricas com o paréametro de
encruamento (T, ), sendo comumente empregada na literatura para descrever o movimento

de trandlagdo da superficie movel ao longo do eixo de tensdes hidrostéticas.
A regido de tensdes admissivels, por sua vez, é definida a partir dos quatro modos de
escoamento que compdem o modelo:

P={(T,. T, 7<)/ (T, T,,TS)£0,i =1,234T¢ £t} (4.29)

Por definicdo, a funcdo de dissipacdo € o suporte da regido admissivel P, sendo
determinada por:

D(E?, ES)=sup{T EP +T,EL +TCER, (T,.T,.T)1 P} (4.30)

m—m’

Definindo, novamente, uma funcdo f (T, ,s), conforme apresentado na Equagio

(4.31), obtém-se uma curva no espaco de tensdes, sendo possivel utilizar o método gréfico
empregado por Ncheuguin (2006) para encontrar o valor méximo de f em P e, assim,
deduzir a func&o de dissipagéo.
f(T,.9) =T,EL +V29E]| (4.31)

Se |E5|=0 e Ef >0, entdo a fungio f atinge seu valor méximo em P quando
T.,=t es=0.Nessecaso:

D(ER. ES)=sup,., T,ER+TER =2E} (4.32)

Se|Ef|=0 e EP <0, entdo afungéo f atinge seu valor méximo em P quando s =
0. Nesse caso:

D(ER.Ef)=sup,., T, ER+TIER =¥ (4.33)

Se|ES|* 0 e Ep >0, entdoafuncio f atinge seu valor méximo em P quando s =
SreT, =t ,onde

S =q,T, - k (4.34)

Nesse caso:
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D(E2.E2)=sup,., T,E2+29EL|+TSER = 2E? +42(k, - qf )EZ| (4.35)
Se |ES|t 0 e E =0, entdo afungio f atinge seu valor méximo em P quando

s= h(TC), onde:

m

-1+ 1+ 4qR%(k - qT)
20R?

h(r:)=

(4.36)

A funcéo h(Tnf) fornece o valor de s na interseccdo da superficie de Drucker-Prager

com a pardbola. O valor do par&metro de encruamento, T, determina se a parébola
interceptard a superficie de Drucker-Prager | ou a superficie de Drucker-Prager |II.
Independentemente de interceptar uma ou outra superficie, a forma da funcdo h(Tnf)
permanece inalterada. A Unica modificac8o ocorre nos valores dos par@metros q e k.

Nesse caso em que |E§| 1 0 e EP =0, afuncio de dissipacio assume o seguinte
valor:

D(E2.E2)=sup,.., V2h(TS JEL|+TSER =¥ (4.37)

TSEO
Finalmente, se [E§|* 0 e EJ <0, entfo afuncdo f atinge seu maior valor em P
quando (Tm Th ,Tnf) est&o sobre a parabola, isto &
£,(T,.T,.T¢)=0 (4.38)
Nesse caso, Ncheuguim (2006), demonstra que:
D(E?, E2)=sup{(T + RES?)E. +V2dEE[+TSER, 0£s£h(TS) Toetf=¥ (439
Assim, afuncéo de dissipacéo assume a seguinte forma:
D(E'rg,Eg):?zEfgfﬁ(kl' at JES, EX>0 .40
f¥, EP£0
O potencial termodinamico complementar é apresentado na Equagéo (4.41).
De = Ind, (T, Ty, T<) (4.41)

O Quadro 5 reline as principais equactes apresentadas.
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QUADRO 5 MODELO CAP COM SUPERFICIE MOVEL PARABOLICA.

Energialivre j e(Ee):%Ee.CEe
n(gr)=WE En & Ej0 @ EJU
&)= gl g o B e e
Regi&o admissivel P={(T,. T, 7<) £.(T,.T,.TC)£0i =1234T¢ £t}
Funcéo de dissipacéo D(Ep Ep) |2Ep+\/_k q1)| ‘ EP >0
T¥, EP£0

=Ind,(T,.T,.T)




5. FORMULA Q&S VARIACIONAIS PARA O PROBLEMA
ELASTOPL &TICO

O uso de formulagdes variacionais permite reunir em uma Unica expressao integral
todos os elementos que fazem parte do problema que se esta analisando, isto €, equacéo de
equilibrio, equagdo congtitutiva, condi¢des de contorno, condigBes iniciais, entre outros
(Feijoo e Taroco, 1983). Além disso, a formulacéo variaciona apresenta vantagens como a
possibilidade de escrever asleis que governam o comportamento mecanico dos materiais de
forma independente do referencial, ja que a expressdo integral caracteristica da formulacéo
variacional conduz a um escalar. E possivel, ainda, relacionar a forma variaciona do
problema a principios de minimo Uteis para discutir a existéncia e a unicidade da solugéo.
E, por fim, solugBes aproximadas do problema podem ser obtidas a partir de métodos
numéricos de simples implementacéo.

Nessa secdo, sdo apresentadas as formulagbes variacionals correspondentes ao
problema de valor de contorno da elastoplasticidade, as formulagbes variacionais do
problema elastopléstico em taxas e os principios de minimo equivalentes a essas
formulacdes em taxas. A teoria utilizada baseia-se nos traba hos de Feijoo e Taroco (1983),
Han e Reddy (1999), Reddy (1986), Atkinson e Han (2001) e Feij6o e Zouain (1988).

Na Mecanica do Continuo, o espaco ocupado pelas particulas de um corpo B no espaco
tridimensional é denominado de configuracéo B. O movimento sofrido pelo corpo B a partir
de uma configuracdo B; é caracterizado por uma familia uniparamétrica de configuracfes

B, na qual o parametro red t 1 (ti b ) representa o tempo ou, simplesmente, a ordem de

precedéncia dessas configuragoes.

Assume-se que em t = 0, 0 corpo ocupa uma regido B; denominada configuragcdo de
referéncia e, que apds um tempo t, 0 corpo ocupa uma nova regido do espaco B
denominada configuracéo atual. Sendo x a posi¢éo de uma particula material no instante t =
0 e y(xt) a posicdo dessa particula no instante t, entdo u(x,t)= y(x,t)- x é o campo de
deslocamentos correspondente a configuragdo B;. O conjunto de todos os campos de

deslocamento possiveis constitui 0 espaco vetorial U.
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Dada uma configuracdo B; e 0 campo de deslocamentos correspondente a essa
configuragdo, é possivel definir o campo de deformagdes E. O tensor de deformacfes é
definido conforme apresentado na Equacgéo (5.1).

E =%[Nu+(Nu)T + (R (Ru)) (5.1)

No presente trabalho, assume-se que o0 corpo sofre deslocamentos infinitessmais, de
forma que o gradiente Nu € suficientemente pequeno para que se negligencie o termo ndo
linear da Equagdo (5.1). Assim, o tensor de deformagdes assume a forma apresentada na
Equacdo (5.2). Além disso, a0 se assumir a ocorréncia de pequenos deslocamentos,
mudancas na geometria do corpo podem ser negligenciadas e a andlise pode ser redizada
na configuracéo de referéncia B;.

E =%[Nu+(Nu)T]= (Ru)® (5.2)

A derivada em relagio ao tempo de u(x,t)T U, calculada em um instante t, é
denominada velocidade. O conjunto de todos os campos de velocidades possivels constitui
0 espaco vetoria V. Dada uma configuragéo B; e o campo de velocidades ao qual o corpo
estd submetido em By, é possivel definir o campo de taxas de deformagdes E. Para
deslocamentos infinitesimais, este campo tensorial assume a forma apresentada na Equacgéo
(5.3).

E =%[|§|u+(|§|u)T]=(Nu)S (5.3)

Introduz-se, nesse momento, o operador linear de deformagdes D, a partir do qual as

deformagdes E e as taxas de deformacdes E podem ser obtidas, conforme apresentado nas

Equagdes (5.4) a (5.6). O espaco vetoria das deformagdes e das taxas de deformagdes é

representado por W.
D=(N)® (5.4)
E=Du (5.5
E=Dv (5.6)

Os elementos u, para os quais Du = 0, constituem o subespaco de U chamado nucleo do
operador D. Esse subespaco, aqui representado por N(D), contém os campos u que

produzem movimentos de corpo rigido.
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N(D) ={u(x,t )T U/Du=0} (5.7)

Até esse momento, considerou-se que o corpo pode se movimentar livremente. No
entanto, na maioria dos casos, 0s corpos estdo sujeitos a restricdes cinematicas. No presente
trabalho, considerou-se que o corpo esta sujeito a restricdes homogéneas do tipo bilateral na

parte G, do contorno G de B. Restri¢cdes bilaterais sdo agquelas em que, se 0 movimento

esta impedido em um sentido, também estd impedido no sentido oposto. Dessa forma, o
conjunto dos campos de deslocamento cinematicamente admissiveis foi definido como:
U= {u(x)/u| ¢ =0 } (5.8)

Outro conceito importante da Mecanica do Continuo € o das for¢as ou do sistema de
forcas que atua sobre um corpo. Feijéo e Taraco (1983) afirmam que, no cotidiano, para
avaiar as forgas aplicadas em um corpo, costuma-se provocar um movimento virtual no
Ccorpo em contraposi o ao seu movimento natural. Por exemplo, afim de estimar o peso de
um objeto, basta levanté-lo levemente, criando um movimento virtual que permite estimar
Seu peso a partir do trabalho realizado para ergué-lo.

Assim, as forgas que atuam em um corpo podem ser definidas a partir da poténcia
virtual que executam quando na presenca de um campo de velocidades. Dessa forma, as
forcas L; que podem atuar sobre um corpo em um instante t sd0 representadas por
funcionais lineares e continuos que mapeiam elementos do espago V no conjunto real,
conforme apresentado na Equacdo (5.9). O nimero real, Pe, associado ao sistema de forcas
gue opera sobre o campo de velocidades, v, € denominado poténcia virtual externa.
Verifica-se que as forgas L pertencem ao espaco dual topoldgico de V que se representa por
V.

P, =L(v) (5.9)

O sistema de forcas L esta associado a dois tipos de cargas: as forcas de corpo, b, e

as forgas de superficie, t ,, atuantesem G = G- G,. Assm, a poténcia virtual externa pode
ser representada por:

P, =L, (v)= ¢p,vdB+ §,.vdG (5.10)
B G

Finalmente, quando um corpo € submetido a acdo de forgas externas ocorrem
deformacfes em sua estrutura. Como as particulas permanecem unidas, tem de existir uma
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distribuicdo de esforgos internos capaz de manté-las dessa forma. Para estimar a
distribuicdo de esforgcos internos existentes em um corpo é preciso submeté-lo a um
movimento virtual que gere uma deformagédo. Por exemplo, para estimar a tenséo que atua
em uma correia é preciso deforméla. Movimentos de corpo rigido ndo fornecem qual quer
informac&o sobre as tensdes a que essa esta submetida.

Definem-se os esfor¢os internos como funcionais lineares e continuos que mapeiam
os elementos do espaco vetorial W no conjunto real, conforme apresentado na Equacéo
(5.11). O nimero rea associado aos esforcos internos correspondentes a um campo de
taxas de deformagdes € denominado poténcia virtua interna e representado por P;. Verifica

se que os esforgos internos pertencem ao espaco dual topol gico de W que se representa por

W.
P=-(T.E)=- y EdB, (5.11)
B
Uma distribuicdo de tensbes T esta em equilibrio com as cargas aplicadas ao corpo
se 0 Principio das Poténcias Virtuais é verificado, isto &

P+P =0 "viv (5.12)
ou ainda:
<T,Dv>=Ly(V) "vi Vv (5.13)

A partir do Principio das Poténcias Virtuais € possivel obter a equacéo local de
equilibrio da Mecénica do Continuo. Isto €, a forma variacional do problema de valor de
contorno corresponde uma forma local do problema.

A poténcia virtual interna, P;, pode ser definida conforme apresentado na Equagéo
(5.14), devido a simetria do tensor de tensbes. Aplicando a propriedade apresentada na
Equacéo (5.15) a Equacdo (5.14), obtém-se o resultado apresentado na Equacéo (5.16).

P=- (‘jl'.D dB, =- (‘jl'.(NV)SdBt =- (‘jI'NVdBt (5.14)
B B B

div(Tv) =T.Rv +divT.v (5.15)

P =- ¢yliv(Tv)dB, + ¢plivT.vdB, (5.16)
B B

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtém-se:

P =- JnvdG + ¢yivT.vds (5.17)
G B,
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Substituindo as Equacdes (5.17) e (5.10) no Principio das Poténcias Virtuais,
obtém-se o resultado apresentado na Equacdo (5.18). A partir desse, as equacbes de
equilibrio locais da Mecanica do Continuo sdo obtidas, conforme apresentado em (5.19) e
(5.20).

JdivT +b,)vdB, + ¢§t, - Tn)vdG =0 (5.18)
B G

divT +b, =0 em B, (5.19)
Tn=t, emG (5.20)

Finalmente, passa-se ao problema dual do problema de equilibrio conhecido como
problema de compatibilidade. Dado um campo de deformagdes ET W, diz-se que E é
compativel se existe vi V, tal que E = D v. A condic8o necesséria e suficiente para que o
campo de deformacfes seja compativel € equivalente ao seguinte enunciado variacional:

<T*, E> =0 "T] S0 (5.21)

Na Equaco (5.21), S’ é o subespaco das tensdes auto-equilibradas.

5.1 Formulag¢des variacionais em taxas

A seguir sdo apresentadas as formulagdes variacionais em taxas para o problema de
equilibrio e para o problema de compatibilidade. Os principios de minimo associados aos
dois problemas em taxas sdo apresentados. O desenvolvimento matematico dessa secéo
baseia-se no trabalho de Hecke (1991).

Na formulacdo variacional em taxas do problema de equilibrio, também denominada de
formulagdo cinemética ou primal, pretende-se encontrar velocidades cinematicamente
admissiveis ul V que satisfagcam a igual dade apresentada na Equac&o (5.22).

<T,DV)>=L(v) "viv (5.22)

As taxas de tensbes, T, presentes na Equaczo (5.22), estdo relacionadas as velocidades
cinematicamente admissiveis, u, por meio darelacdo constitutiva:

T=Nj*((D u) (5.23)

Como o funcional j* é convexo, é possivel reescrever arelagdo congtitutiva a partir da
definicdo de subdiferencial. Assim, a Equacéo (5.23) assume aforma:

i*E)- i~E) Tl -g) e (5.24)
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Definindo J ep(E) como:
3°(E)= gi®(E)dB (5.25)
B
Pode-se reescrever a Equacdo (5.24) da seguinte maneira:
3%(E')- 3=(E)s (T.E - E) (5.26)
Restringido a Equago (5.26) para taxas de deformagdes compativeis E e utilizando a
Equacéo (5.22), obtém-se:

JP(DV) - IP(D u) 3 L,(v- u) "vi v (5.27)
O resultado apresentado na Equacéo (5.27) pode ser reescrito como:

JP(DV) - L, (v)® I®D u)- L (u) "vi v (5.28)
A partir da Equagdo (5.28), € possivel identificar o seguinte principio de minimo:
P(u)=inf;, P(v) (5.29)
P(v)= J®(Dv) - L,(v) (5.30)

As condicdes de existéncia e unicidade da solucéo do problema formulado por meio da
Equagso (5.29) dependem das propriedades do funcional P (v) (ou aindade j*, pois L, é
linear) e do dominio V. O funciona j® € convexo e diferenciavel, sendo estritamente
CONVEXO NOS Casos em gue ocorre encruamento. No caso em que ha encruamento efetivo, a
existéncia da solucdo do principio de minimo € garantida para qualquer taxa de carga em
qualquer processo plastico, sendo que a solucdo ndo serd Unica se movimentos de corpo
rigido forem incluidos no conjunto de velocidades admissiveis.

Ja a formulagdo variacional em taxas do problema de compatibilidade, também
denominada formulacdo estética ou dual, consiste em determinar 0 campo de taxas de

tensdes, T, equilibradas com as taxas de forgas externas L, (v), tal que a Equagdo (5.31)

sgja satisfeita.
(T"-T.E)=0 TS (5.31)
$ ={r1 W /(T, D (v)) =L,(v)," v1 V} (5.32)

As taxas de deformacdo, E, estdo relacionadas as taxas de tensdes, T, por meio da

relagdo constitutiva apresentada na Equagéo (5.33).
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ET 52(7) (5.33)

Aplicando a definicdo de subdiferencial, é possivel reescrever a Equacéo (5.33) como:

i@(t)-ig(r)e (- 7)e T (5.34)
Definindo J&(T) como:
32(F)= gie(t)os (5.35)

E possivel reescrever a Equacio (5.34) da seguinte forma:
3e(r)- aefr)e (v- 1.E) T W (5.36)
Segundo a Equacdo (5.31), se T1 St 0 segundo membro da Equacdo (5.36) é nulo.

Assim, essa equacdo pode ser reescrita como:

3e(r)- ae(r)s o o Y (5.37)
3@t )s ag(r) "TT S (5.38)
A partir da desigualdade apresentada em (5.38), reconhece-se o problema de minimo:
ae(t)=int. . 32() (5.39)

As condicOes de existéncia e unicidade do problema formulado na Equacdo (5.39)
dependem das caracteristicas do funcional jZ (T) e das caracteristicas do subconjunto de W
dado por S, ¢ domJ& . O funcional j& (T) € préprio, estritamente convexo e coercivo. Por
ser um funcional préprio, existe um conjunto ndo vazio de taxas de tensdes para 0s quais
] SP(T) toma um valor finito e, por conseqiéncia, isto vale para JSP(T). Este conjunto de
tensBes plasticamente admissiveis sera denotado por domJ (T) O conjunto S, G domJ &
corresponde as taxas de tensdes plasticamente admissiveis que satisfazem o Principio das
Poténcias Virtuais. No caso em que esse conjunto é vazio, o funcional | SP(T) e
identicamente infinito e, portanto, ndo ha solucdo finita para o problema de minimizagéo.
No caso em que S, G domJ® é um subconjunto ndo-vazio de W, € possivel aplicar o
teorema enunciado a seguir.

Teorema. Seja X um espago reflexivo de Banach, K um suconjunto ndo-vazio, fechado e

convexo de X ef um funcional préprio, convexo el.s.c. em K. Assumindo que:
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f(x)® ¥ quando x|, ® ¥,xI K
Ent&o, o problema de minimizagso:

inf ;. f(x)
possui solucdo. Além disso, se f é estritamente convexo, a solucdo do problema de
minimizacdo é Unica.

Como o funciond jé”(T) € préprio, convexo, l.s.c. e coercivo, 0 problema de

minimizacdo formulado na Equacdo (5.39) possui solucdo. Além disso, o funciona | SP(T)
€ estritamente convexo, de forma que a solucéo do problema de minimizacédo formulado na

Equagdo (5.39) € Unica

5.2 Formulagdo em incrementos finitos

Nessa secdo, sdo apresentadas formulacfes variacionais aproximadas para o problema
elastoplastico em incrementos finitos de deslocamentos e de tensoes.
Pretende-se determinar 0 estado do corpo em um instante de tempo t + Dt, a partir do

estado do corpo no tempo t e dos valores dos incrementos Du, DE, DT, Dc , conforme

apresentado nas Equacdes (5.40) a (5.43).

U,y = U, +Du (5.40)
E., =E +DE (5.41)
T.on =T, +DT (5.42)
Cun =C,+Dc (5.43)

A formulagdo cinemdtica para a andlise elasto-plastica incremental consiste em

encontrar incrementos de deslocamento cinematicamente admissiveis, Dul U, que
satisfagam:

<T+DT,Dv>= L, (v) "vi Vv (5.44)

Na Equacdo (5.44), DT estarelacionado com Du pela equacéo constitutiva:

DT =Kj* (DE) (5.45)

A Equagdo (5.45) é equivalente a:

j*(oE")- j*(DE)* DT.(DE" - DE) " DE’ (5.46)
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Define-se J% DE) da mesma forma que se definiu J*(E), isto &

J*(DE) = i (DE)dB (5.47)

Assim, a desigualdade apresentada em (5.46) pode ser reescrita como:
3*(DE’)- 3% (DE)* (DT,DE’ - DE), DE'T W (5.48)
Restringindo-se a desigualdade apresentada em (5.48) para DE~ compativeis e

utilizando a equacdo de equilibrio apresentada em (5.44), a desigualdade (5.48) assume a
forma apresentada em (5.51).

J®MD Du’)- I®(D Du) 3 L,y (Du” - Du)- L, (Du” - Du) (5.49)
J®(DDU')- I*(D Du) 3 L, (Du - Du)- <TD (Du" - Du)>, "DU'TU  (550)
J®(D Du')-L,p (Du) +<T,D (Du)> 3 I%(D Du)-L,,y (Du) +<T, D (Du)> (5.51)

A desigualdade apresentada em (5.51) corresponde ao seguinte principio de minimo:

P(pu)=inf_.. P(Du’) (5.52)
onde:
P (Du)= J*(D Du)-L,,,(Du) +<T, D (Du)> (5.53)

A formulagdo estética para a andlise elasto-pléstica incremental consistem em encontrar
incrementos de tensdes de forma que as tensdes finais sgjam equilibradas, isto €,
T+DT1 S, edeformaqueaEquagio (5.54) sgja satisfeita.

(T"- (T+DT),DE) =0, "T1 Sy (5.54)

Na Equagdo (5.54), DT estarelacionado com DE pelarelagdo constitutiva apresentada
na Equacdo (5.55).

DET 1j2(DT) (5.55)

Aplicando a definicdo de subgradiente, pode-se reescrever a Equacéo (5.55) da seguinte
forma

j#(oT)- jo(oT)s (DT - DT)DE, " DT’ (5.56)

Definindo-se J&(DT) como:

J®(DT)=gie(DT)dB (5.57)
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Pode-se reescrever a desigual dade apresentada em (5.56) como:

J2(oT°)- 32(DT)3 0 (5.58)
A desigualdade apresentada em (5.58) corresponde ao seguinte principio de minimo:
3¢(oT)=inf_. 3¢(OT") (5.59)



6. ALGORITMOS PARA SOLUGCD DO PROBLEMA
ELASTOPL &TICO

Neste capitulo, sdo apresentados os métodos numéricos e os algoritmos utilizados para
resolver o problema elasto-pléstico descrito anteriormente. O procedimento de solugdo
combina um método Quase-Newton para a resolucdo do equilibrio global e um algoritmo
de programacdo matemética (complementaridade n&o-linear, Newton-Raphson, etc,
conforme o material) para a resolucdo da equacdo constitutiva elasto-pléastica A
discretizagdo espacial é obtida aplicando o Método dos Elementos Finitos e a discretizagdo

temporal foi introduzida independentemente da espacial.

6.1 Método dos Elementos Finitos

A solucdo de um problema elastopléstico plano é uma fungdo que descreve os
deslocamentos dos pontos do dominio. Essa funcdo pertence a um espaco de dimensdo
infinita, podendo ser obtida a partir da combinagdo linear das infinitas fungdes que formam
a base do espaco vetorial do qual faz parte.

O Método de Galerkin propde construir uma solucéo aproximada para o problema,
tomando um numero finito de funcdes que formam a base do espaco ao qual pertence a
solucdo exata. Assim, a solucéo aproximada € formada a partir da combinac&o linear de um
nimero finito de termos. Como se pode perceber, 0 Método de Gaerkin torna-se uma
ferramenta Util a partir do momento em que se dispde de uma técnica sistemética para a
construcdo das funcdes que formam a base do espaco vetorial, denominadas funcbes base
(Oden, 1981).

O Método dos Elementos Finitos € uma técnica que permite determinar as funcbes
gue formam a base do espaco vetorial aproximado. Segundo esse método, as fungdes base
sdo construidas a partir de funcdes definidas em cada um dos elementos (subdominios) no
qua o dominio foi dividido. As fungBes definidas em cada elemento sdo denominadas
funcdes de forma. A Figura 10 ilustra a maneira como as funcdes base sdo formadas a partir
das funcdes de forma para um problema plano.

E possivel definir um elemento méster com um sistema de coordenadas local com

base no qua as fungdes de forma sdo definidas. Todos os célculos do méodo sdo, entdo,
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efetuados sobre esse elemento méster que se relaciona com os elementos da malha a partir
de uma transformacéo (mudanca de coordenadas). As contribuicbes de cada elemento da
malha sdo, ent&o, somadas a fim de se obter a solucéo aproximada do problema.

FIGURA 10 FUNGAO BASE (j ,) FORMADA A PARTIR DAS FUNGOES DE FORMA

b

i
I
s

Vi)

I
3
v, (x.¥)

O problema elasto-plastico plano pode ser definido para um elemento da malha W,
pela Equacéo (6.1).

gB) (r+or Jaw= N') (b+ Do)aw+ N’ ) (t + Dt)dG (6.1)
W, W, G

Na Equacdo (6.1), DT esta relacionado com DU pelarelacio constitutiva:

DT’ =Rj*(8'DU") 6.2)

O vetor local de incrementos de deslocamento € formado a partir da combinagéo
linear das fungdes de forma do elemento i, conforme descrito pelas Equagdes de (6.3) a

(6.6). Nessas equagdes, y  representa as fungdes de forma, N' representa a matriz contendo

as funcbes de forma, DU’ representa o vetor contendo as componentes x e y dos

deslocamentos nodais e n representa 0 niUmero de nés do elemento i.
DU’ (x,y) = [N' (x, )] DU (x.y) (6.3)

') =, v, u, v, . ul Ul (6.4)
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(Ni)T:gl Oi yz OI yn OIH (65)
€0y, 0 vy, .. 0y
. @y, +Uly +..+Uly U
DU (xy)=g, 0t S T (66)
gJnyl+Uy2y2+"'+UyFy ng
A matriz B' para campos aproximados de deformagao é dada por:
LDU' =L(N') DU = B'DU’ 6.7)
onde:
é u
&l 04
ex ¢
L=8o T (6.8)
e myd
é a
Ay
ey Txg

Finalmente, a equagéo de equilibrio, fornecida pelo diferencial de P (Du), é dada

pela Equacéo (6.9):

Y (DU ) = (Flnt + DFlnt)' (FExt + DFExt) (6-9)
onde os termos Fin:,, DF i, Fext € DFeq S80 obtidos a partir da soma das contribuicdes de
todos os elementos:

Flo = dN') baw+ gN') tde (6.10)

we (e
DFL, = N') Dodw+ ¢N') DrdG (6.11)
wWe G

Fio= B') T aw (6.12)

we

DF, = fB') DT'dw (6.13)

we

6.2 Algoritmos para aresolucdo do problema de equilibrio

Esta secdo descreve os procedimentos adotados para a solucdo do problema de

equilibrio. A formavariacional cinemética do problema de equilibrio consiste em encontrar

57



incrementos de deslocamentos cinematicamente admissiveis, Dul U , tais que a Equacéo
(6.14) sgja satisfeita.

<T+DT,D (Du*)> = Ly (Du*), "Du'T U (6.14)

Na Equagdo (6.14), DT estarelacionado com Du pela equagdo congtitutiva:

DT =Nj* (D (Du)) (6.15)

Com o uso da propriedade de convexidade de % (DE), chegou-se ao seguinte principio
de minimo equivalente a forma variacional apresentada:

inf .., J*(D (Du)) - L., (Du)+<T, D (Du)> (6.16)

Reconhece-se no principio de minimo apresentado um problema de otimizagdo. Nesse
tipo de problema, pretende-se minimizar uma funcdo objetivo f(x), onde xI R". Os

algoritmos de otimizagéo que permitem resolver o problema descrito geram, a partir de um
ponto inicial Xo, uma sequéncia de iteragdes {xk}?f:0 gue termina quando n&o se pode fazer
mais progresso ou quando se obteve um ponto suficientemente préximo da solugdo
(Nocedal e Wright, 1999). Para gerar o préximo ponto da sequiéncia de iteragdes a partir de
um ponto X, 0s algoritmos utilizam informagdes a respeito da funcdo f em X< e,
possivelmente, informagoes das iteragdes anteriores Xo, X1, ..., X-1. ESsas informagdes sdo
utilizadas para encontrar um ponto X1, No qual o valor da fungdo f sgja menor do que o
valor def em x.

Alguns métodos escolhem uma direcéo px e procuram ao longo dessa diregdo um novo
ponto X+1, No qual o valor de f seja menor do que o valor de f em . A iteracéo é dada por:

Xy = X 2, Py (6.17)

O sucesso do método depende de escolhas eficientes da direcdo px e do tamanho do
passo a, .

A maioria dos métodos requer que px sgja uma direcdo descendente, ja que essa
propriedade garante que o valor da funcéo f diminua ao longo dessa direcdo. Assim, a
direcéo px costuma ter a forma apresentada na Equagéo (6.18).

p, = - B.Nf, (6.18)
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Na Equacdo (6.18), B« € uma matriz simétrica ndo-singular. No Método de Newton, By
é 0 Hessiano N?f(x ). Nos métodos de Quase-Newton, By é uma aproximagéo do
Hessiano atualizada a cada iteracéo.

Fazendo B;' = H,, obtém-se!

p, =- H, Nf, (6.19)

Xy = % - @ H, Nf, (6.20)

Para o0 problema de equilibrio em andlise, afuncao objetivo f é dada por:

f =J%(D (Du)) - L,,o (Du)+<T, D (Du)> (6.21)

No presente trabalho, a fungdo objetivo sera minimizada utilizando o Método de Quase-
Newton. A aplicagio desse método exige que se determine Nf . Em elasto-plasticidade

incremental, o funcional a ser minimizado € apenas uma vez diferenciavel e a anulacéo de
seu diferencial fornece a equacéo de equilibrio (Hecke, 1991). Por defini¢do, um funcional

f:U ® R édito diferencidvel en ul U, se existe um operador Df definido por:

Df (u)(v):limq®0[f(U+q;/)_ f(u) (6.22)
SeUl R",tem-se
Df (u)( ) 511?—: - Nfv (6.23)

Sendo a derivada de uma soma igual a soma das derivadas e aplicando as definicbes

(6.21), tem-se:
DI (® (Du))® (Dv))= RI® bov= Nj®.D(Dv)dB=<Nj*® D Dv>=<DT DDv>  (6.24)
B

DL 50 (BU)(Bv) =1img 40 *[Lisor (DU +0 D) - Ly, (BU)] = L (DY) (6.25)
D (<T.D (Du)>)(v) = lim, ,q "*[<T,D (Du+q Dv)> - <T, D (Du)>] =<T, D (Ov)> (6.26)
Dessa forma, a anulagdo do diferencial do funcional a ser minimizado fornece a
equacdo de equilibrio:
<DT, D (DV) > +<T, D (DV)>- L, (D)

0 (6.27)

Y =<T,5.D(DV)>- Lo (Dv) =0 (6.28)
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<T,.p.D(OV)>= L, (DV) (6.29)

A funcdo Y , dada pela diferenca entre as forcas internas e as forgcas externas, €
denominada residuo e corresponde ao diferencial do funcional que se pretende minimizar.
Assim, para o problema em andlise a Equacéo (6.20) assume a forma:

DU,,, =DU, -a,H,Y(DU,) (6.30)

Nesse trabalho, a atualizacdo de Hy foi realizada a partir do método BFGS. A teoria
envolvida na derivacdo do método pode ser encontrada em Noceda e Wright (1999). A
formula de atualizacdo de Hy proposta pelo método é apresentada na Equacéo (6.31).

scAs. (H.v)A(H.y.) .
H =H K K k- Yk k-Yk H . A 6.31
SRR Yie-He-Yi Moy Av (631
onde:
Y =Y(DU,,)- Y(DU,) (6.32)
S¢ =DU,,, - DU, (6.33)
v =S Hed (6.34)

- Se-Ye  YeHi Ve
A adocdo de uma aproximagdo da matriz inversa do Hessiano possui uma vantagem,
além do fato de ndo ser necessario determinar as derivadas segundas da fungéo objetivo.
Sabe-se que 0 Hessiano deve ser uma matriz positivo-definida. Em geral, longe do minimo,
ndo ha garantia de que o Hessiano sgja positivo definido, de forma que incrementos de
deslocamento na direcdo calculada pelo Método de Newton utilizando o Hessiano podem
levar a pontos onde o vaor da funcdo estd aumentando (Press et a, 1992). A estratégia do
Método de Quase-Newton consiste em adotar uma matriz simétrica, positivo-definida como
aproximagdo inicial do Hessiano e construir as demais aproximagdes Hy de forma que a
matriz Hx permanega simétrica e positivo-definida. Longe do minimo, esse procedimento
assegura gue os incrementos de deslocamento ocorram ao longo da direcéo de decréscimo
da func&o objetivo. Proximo ao minimo, a formula de atualizacdo de Hy aproxima-se do
Hessiano, obtendo-se a convergéncia quadrética do M étodo de Newton.
Quando ndo se estd suficientemente préximo do minimo, acrescentar ao

deslocamento inicial todo o incremento calculado, - H Nf,, pode ndo levar a um

decrescimento da funcédo objetivo, mesmo que a aproximacao do Hessiano sgja uma matriz
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positivo-definida (Press et a, 1992). O Unico aspecto que se pode garantir € que
inicialmente a fungdo objetivo decresce na direcdo do incremento calculado, no entanto,
apOs um decréscimo inicial, a funcdo pode passar a crescer. Por essa razdo, adotam-se
métodos como, por exemplo, 0 método secante para determinar o tamanho do passo a ser
dado na direcdo determinada. Descricbes do Método Secante podem ser encontradas em
Press et al (1992) e Akay (1994).

Nos Quadros 6 e 7, sdo apresentados os algoritmos utilizados para resolver o problema
de equilibrio. Os algoritmos apresentados podem ser encontrados em (Press et a, 1992).

QUADRO 6 ALGORITMO DO M ETODO DE QUASE-NEWTON COM EQUACAO DE
ATUALIZACAO BFGS.

Determinar U,

Determinar Hy (emgeral, Hy = 1)

Determinar Nf, =Y (DU, )

Determinar p, =-Y (DUl)

Fazer parak =1, ITMAX (onde ITMAX é o nimero maximo de iteragdes admitido)
Determinar a, , tal que p,[Y (DU, +a,p, )] £ TO{p,[Y (DU, )]}, onde:

TOL éum vaor de tolerancia

Fazer DU, ,, =DU, +a, p,
Calcular Y (DU,.,)

TEST =0.0
TEMP=0.0
Fazer TEST = (DU, ).Y (DU, )

Fazer TEMP= (DU,.,,)Y (DU, .,)

Se [TEMP| £ GTOL|TEST|, finalizar arotina (critério de convergéncia satisfeito)
Fazer y, = Y(DUk+1)' Y(DUk)

Fazer hy, =H,.y,

Fazer fac=y,.s,
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Fazer fae=y,.hy,

Fazer sumy =vy,.y,

Fazer sums =s,.S,

Se fac menor que \/ EPS.sumy.sums , fazer

1.0
fac = —
fac
fad = 1_0
fae

y, = fac.s, - fad.hy,

H... = facs.s - fad.hy,.hy, + faey,.y,
Fim
Fazer p, =-H,,.Y(DU,.,)

Fim

QUADRO 7M ETODO SECANTE UTILIZADO PARA DETERMINAR O TAMANHO DO
PASSO oy,

Fazer a, =0

Fazer a, =1

Fazer a, =1

Fazer MAXIT = nimero maximo de iteraces permitido
Fazer TOLX = tolerancia
Fazer C, = p,Y (DU, )
Fazer TOL=C1

Fazer DU,,, =DU, +a, p,
Calcular Y (DU,.,)

Fazer C, = p,Y (DU,.,)
Se|C,|<|C,|, fazer

a, =a,
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a,  =a,
SWAP=C1
Cl=C2

C2=SWAP

Fim
Fazer j = 1, MAXIT

(aL - ak)'CZ
(Cz - Cl)

da =
a,_=a,

Ci=C,

a, =a, +da

DU,,, =DU, +a,p,

Calcular Y (DU,.,)

C,=p.Y(DU,.,)

Se |da|<TOLX ou|C,|<[TOL|, findizar a rotina (critério de convergéncia
satisfeito).

Fim

6.3 Algoritmos para aresolucédo da equacéao constitutiva

Nessa se¢do, sdo apresentados algoritmos que podem ser utilizados para resolver a
equacdo constitutiva do problema elasto-plastico. Por meio da equagéo constitutiva, DT
esta relacionado com Du, conforme apresentado na Equacéo (6.35).

DT =Nj* (D (Du)) (6.35)

onde:
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j* (D (Du)) = sup,. . [DT"DE- jE(OT")- ja(De”)] (6.36)

|(T+DT*,c +Dc’)

Conforme pode se observar nas Equacdes (6.35) e (6.36), pretende-se encontrar 0s
incrementos de tensdes e de forgas termodinamicas (DT,Dc) relacionados com o
incremento de deformacbestotal DE = D Du.

A condicdo necesséria e suficiente para que o vetor (DT,Dc) sgja solugéo do
problema proposto nas Equacdes (6.35) e (6.36) &

(DE - Njg(DT)- Nj!(De))i Mind, (T +DT, ¢ +Dc) (6.37)

Para 0 caso em que P é a regido identificada por meio de m fungdes convexas, a
condic&o apresentada na Equacdo (6.37) € determinada pelo seguinte sistema:

DE - Nj&(DT) =N, f(T +DT,c +Dc)D (6.38)
- Nj2(Dc)=N,_ f(T +DT,c +Dc)DI (6.39)
f(T+DT,c +Dc)£0 (6.40)
Dl 30 (6.41)
f(T+DT,c +Dc)Dl =0 (6.42)

Caso existam relacOes entre as tensdes, as forgas termodinamicas e os parametros de
escoamento DI daforma:

T+DT=T(D) (6.43)
c+Dc=c(D) (6.44)
E possivel simplificar o sistema de Equagtes (6.38) a (6.42) sob a seguinte forma:
f(D )£0ou F(D )3 0,ondeF =- f (6.45)
Dl 20 (6.46)
f(D)Dl =0 (6.47)

O problema apresentado nas Equacdes (6.45) a (6.47) € denominado problema de
complementaridade ndo linear. Um dos enfoques utilizados para resolver esse tipo de
problema consiste em resolver uma seqiiéncia de subproblemas de complementaridade
linear. Isto é dado DI ¥, obtém-se DI **' a partir da resolugdo do subproblema de
complementaridade linear:



D 30 (6.48)
w=F([D*)+AD Dl - D¥)3 0 (6.49)
DITw=0 (6.50)
Diferentes métodos podem ser empregados para resolver o problema de
complementaridade n&o linear segundo o enfoque apresentado. A diferenca entre esses

métodos encontra-se na maneira como a matriz A(D| ") é definida e atualizada a cada
iteracdo. No Méodo de Newton, por exemplo, a matriz A(D| ") € a matriz Jacobiana

NF(DI "). Ja no méodo de Quase-Newton, a matriz Jacobiana é substituida por uma

aproximacdo atualizada a cada iteracdo por meio, por exemplo, da férmula BFGS. O
Quadro 8 apresenta um algoritmo para resolver o problema de complementaridade néo

linear.

QUADRO 8 UM ALGORITMO PARA RESOLUCAO DO PROBLEMA DE
COMPLEMENTARIDADE NAO LINEAR.

1. Inicidizar DI

2. Calcular KIF (DI )
3. Enquanto ||(DI "l| ||(DI "'1X| >e:

Obter DI “* apartir da resoluc&o do subproblema de complementaridade linear:
D20, w=F(D*)+AD*)Dl -D*)30, D w=0

Calcular 'T(D| "*1)

Calcular F(ID ¥

Calcular NF(DI "*1)

Atualizer k, isto €, k=k + 1

Fim

O subproblema de complementaridade linear pode ser resolvido através de métodos
que, a partir de um nimero finito de iteragdes, conduzem a uma solucéo exata do problema,
como, por exemplo, o Méodo de Lemke. Esse método baseiase numa estratégia de
pivoteamento. Resumidamente, o problema de complementaridade linear é reescrito da

seguinte forma:
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lw- Mz- z,l =q (6.51)

z30,w30 (6.52)

zZ’'w=0 (6.53)
onde:

M=ADY),q=F[D*)z=(D - D'¥) (6.54)

z, =min{- g,i=1..,n} (6.55)

A varidvel ndo negativa z, € uma variave artificial introduzida na Equacdo (6.51). Essa
equacao corresponde ao sistema apresentado em (6.56), ao qual pode se associar a matriz
apresentada em (6.57).

Wl- rnllzl- e rnlr roo T rnlnzn - ZO :ql
Wy = MyZy = om My Z - - My 7, - 7, = Q (6.56)
Wn mnlzl - mnr Zr - - mnn Zn - ZO = qn
Wi Wo W Wh 4 Z Zy 2
e 0 ..0..0-m .. -m ..-m -1 qgu
€ u
éO 1 .0 ..0 -m .. -m .. -m -1 Ay
N é.. .0 (657)
=é u .
0 O 1 o-m;, .. -m .. -m. -14qy
. . 0 .U
& g
g0 O 0 1 -my . -m, .. -m, -1 d.0, o(ns1)

Na matriz N, as colunas w; estdo associadas inicialmente a variaveis denominadas
varidveis basicas. Ja as colunas z estdo associadas a variaveis denominadas varidvels ndo
basicas. Um processo de pivoteamento realizado na matriz N conduz a solucéo exata do
problema. Ao longo desse processo, a cada operacdo de pivoteamento, uma variavel basica

sai da base, sendo denominada variavel basica que sai, e uma variavel ndo basica entra na
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base, sendo denominada variavel basica que entra. Logo, a cada operacéo de pivoteamento,
a base é dterada, obtendo-se uma solucdo denominada solucdo quase complementar. O
processo conduz, portanto, a uma sequéncia de solugdes quase complementares, chegando-
se a uma solugdo complementar quando z, se transforma em uma variavel ndo bésica ou em
um vetor coluna nulo. Uma descricdo detalhada do método pode ser encontrada em (Panik,
1996). No Quadro 9, encontrase um algoritmo para resolucdo do subproblema de
complementaridade linear baseado no método de Lemke.

QUADRO 9 ALGORITMO PARA A RESOLU(;AO DO SUBPROBLEMA DE
COMPLEMENTARIDADE LINEAR ATRAVESDO METODO DE LEMKE.

1. Montar amatriz N
2. Fazer r =i, tal que g, = min{ g}
3. Fazer t=2n+1
4. Fazer pivo = Ny
.. . . 1 . z nrj
5. Multiplicar alinhar damatriz N por ——, isto & n; =—
pivo pivo

6. Paratodas as outras linhas da matriz N, fazer: n; = nj + (-1).ni; .ny

7. ldentificar a varidvel basica que sai e a coluna da matriz N a qual essa varidvel esta4
associada, fazendo t = n + (colunade N associada a varidvel basica que sai).

8. Nacolunat damatriz N, identificar o novo pivo, utilizando aregra:

g . 0]
r:argmlniiq—'; I=1..,n; n, >0y
T Mt
9. Fazer pivd = ny
10. Repetir os passos (5) a (8) até que a coluna da matriz N associada & z, se torne nula ou

nao basica

Outro enfoque utilizado para resolver o problema de complementaridade n&o linear
consiste em utilizar métodos iterativos que geram solugdes aproximadas para 0s
subproblemas de complementaridade linear. Entre esses métodos podem-se citar 0s
Métodos de Newton Inexatos discutidos por Pang (1986). O autor apresenta teoremas que
tratam da convergéncia da seqiiéncia de soluctes aproximadas geradas pelo método.
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Alguns autores tém estudado e utilizado métodos que se baseiam na reformulagdo do
problema de complementaridade n&o linear sob a forma de um sistema de equagbes ndo
lineares. A reformulacéo baseia-se em funcgdes ndo lineares com a seguinte propriedade:

j (ab)=00 ab=0,a20,b30 (6.58)

A partir da reformulagdo, o problema de complementaridade ndo-linear passa a ser um
problema de resolucdo de um sistema de equagdes ndo lineares. Descricdes de alguns
métodos utilizados para resolver esses sistemas obtidos a partir de problemas de
complementaridade ndo linear podem ser encontradas em Kanzow e Pieper (1997) e Torres
e Quintana (2002).

No presente trabalho, optou-se por resolver o problema de complementaridade néo
linear como uma sequéncia de subproblemas de complementaridade linear resolvidos a
partir do Método de Lemke. Segundo Pang (1986), esse tipo de solucdo torna-se
desvantajosa quando a determinagéo da matriz A apresenta elevado custo computacional ou
guando os subproblemas de complementaridade linear sdo de grande dimensdo. No
presente trabalho, 0 nlmero de modos de escoamento utilizados para determinar a regido de
tensbes admissiveis foi menor ou igual a quatro, obtendo-se problemas de
complementaridade linear de pequena dimensdo. As caracteristicas das funcdes de
escoamento utilizadas permitiram determinar a matriz A de maneira simples.

E importante ressaltar que, quando a regido P das tensdes e forgas termodinamicas
admissiveis € definida através de uma Unica funcdo de escoamento, o problema de
programacdo matematica obtido pode ser resolvido de forma mais simples. Sendo

conhecido o estado atual de tensdes e forgas termodinamicas admissiveis (T,c)e um dado

incremento OE, se

f(T +CDE)£0 (6.59)
n&o ocorre plastificagéo e

00=0 (6.60)
Logo:

T= CUOE (6.61)
Dc =0 (6.62)

A situacdo em que ocorre plastificagdo, identificada atraves de:
f(T +CDE)>0 (6.63)
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recai em um problema de encontrar a menor raiz positiva da equagdo ndo linear:
f(O0O0)=0 (6.64)
O Método de Newton-Raphson pode ser utilizado para resolver o problema. No Quadro
10, apresenta-se 0 algoritmo de Newton-Raphson empregado na solucdo de problemas
envolvendo materiais com comportamento elasto-idealmente-plastico e critério de
escoamento definido por uma dnica fungéo.
A funcdo de escoamento f (), presente no Quadro 10, é definida com o auxilio das
funcdes apresentadas nas Equagdes (6.65) e (6.66).
T+DT=T(D) (6.65)
c+Dc=c(D) (6.66)

QUADRO 10 ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON EMPREGADO PARA
PROBLEMAS ENVOLVENDO MATERIAIS COM COMPORTAMENTO ELASTO-
IDEALMENTE-PLASTICO E CRITERIO DE ESCOAMENTO DEFINIDO POR UMA
UNICA FUNCAO DE ESCOAMENTO.

1. Calcular T® =T +CDE, f(Te), Nf (Te)
2.Se f(T+CDE)3 0
k=0, *=0

Enquanto le((%l—i)re
DIt =D -

k=k+1

Calcular T(Di )
Calcular (DI'¥)
Calcular Nf (DI

——

Fim
Fim
Fim

6.4 Aplicacao do Algoritmo de Newton-Raphson parao
Modelo de Drucker-Prager

Nessa secdo, a funcdo de escoamento do modelo de Drucker-Prager € reescrita
como uma fungdo quadrética, a fim de facilitar a obtengdo de uma relagéo entre tensdes e
multiplicadores plasticos da forma apresentada na Equacdo (6.65). A equacdo para a
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determinacdo do gradiente da funcéo de escoamento também é apresentada sob a forma
especificada no algoritmo de programacdo matemética (Newton-Raphson) apresentado
anteriormente.

A funcdo de escoamento para 0 modelo de Drucker-Prager é dada pela equagéo:

NEW +%J1 k=0 (6.67)

onde, Jop € 0 segundo invariante do tensor de tensdes desviador e J; € 0 primeiro
invariante do tensor de tensoes:

1 1
J 2 5 (Tli + T222 + Tsi ) - 5 (T11T22 + T11T33 + T22T33) - (Té + Tlg + Tzé) (6-68)

J,=tr(T) =T, +T,, + Ty (6.69)

No espago +/J,, - J,, aEquacdo (6.67) representa a reta:

I, =- %Jl +k (6.70)
gue pode ser reescrita como:
2
Jpp =k - %le +%(J1)2 (6.71)

Os invariantes do tensor de tensdes (J;) e do tensor de tensdes desviador (Jzp)

podem ser reescritos sob as seguintes formas:

Jp = % MT.T (6.72)
J, =GT (6.73)
onde:
€2 -1 -10 0 O
é a
&1 2 -10 0 0y
&1 -1 2 0 0 0d
M =15 i (6.74)
320 0 0 6 0 Oy
€0 0 0 0 6 oOU
e u
60 0 0 0 0 6f
G=t 110 0 0 (6.75)

Por sua vez, o quadrado do primeiro invariante do tensor de tensdes pode ser

reescrito como:
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(9, =317 (6.76)

onde:
€L 1 100 Ou
a
gl 1100 0y
€ 1 1 0 0 0
J=ga G (6.77)
@ 0 0 0 0 0y
€ 0 0 0 0 0U
é a
@ 0 0 0 0 0f
Assim, afuncéo de escoamento assume aforma:
2
It -+ gt k2=0 (6.79)
2 9 3
ou ainda, agrupando alguns termos:
A
1 A 3% 1+ KT k=0 (6.79)
2 9 45 3
A
E, finalmente, denominando a matriz ?/I A J gde matriz Q e o termo z%kG de
@
G, obtém-se:
f(DI)=%QT.T +GT-k*=0 (6.80)
Dessaforma, aregido admissivel passa a ser representada por:
p=tr/iiorT+arT- k2£0§ (6.81)
T 2
As tensdes no regime plastico podem ser obtidas a partir da equacéo:
DE - Nj¢ =N, f (T +DT)Dl (6.82)
onde:
Nje =C'DT (6.83)

Na Equacdo (6.83), para problemas de estado plano de deformactes, a matriz C é
definida como:
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e n u
~ 1 0 -
et oEm O

- Yl-n) e 1 o U (6.84)
(L+n)a- n)é1-n) v
& 0 (L) 2")3
8 2(t-n)g

Substituindo a Equacéo (6.83) na Equacdo (6.82) e determinando o gradiente da

fungéo de escoamento, obtém-se:
DE =C™*DT +Q(T +DT)D +2quGD| (6.85)

E, apds alguma manipulagdo matematica, é possivel obter uma transformagdo como
aquela introduzida na Equagéo (6.65) da Secéo 6.3:

T+DT=T(Dl )=WDl JXCDE+T - qukCGUQ (6.86)
e a

onde:

WD )= (1 +cQDl )* (6.87)

Utilizando a Equacéo (6.86), a funcdo de escoamento passa a ser definida por:

f(DI):% TT+GT-k*=0 (6.88)

Nos casos em que ocorre plastificacdo, isto é, nos casos em que:

f(T+CDE) >0 (6.89)

0 problema consiste em encontrar a menor raiz positiva da equagao:

f(Dl)=0 (6.90)

A determinacdo da menor raiz positiva da Equacdo (6.90) pode ser realizada
utilizando o Método de Newon-Raphson, conforme descrito anteriormente. O agoritmo

desse método envolve o célculo de Nf, o qual pode ser efetuado utilizando a expressao:
Ni [b(1)]™*=-[b MI*[Nib (1)][b ()] (6.91)
Com o auxilio da Equago (6.91) e da Equacdo (6.86), obtém-se N, f:

- 3 6 — 2qk ué 29Kk .U
N, f(Di )=-wWDl )CSQT(DI )+ HgQT( )+ GH (6.92)

As Equacdes (6.86), (6.88) e (6.92) sdo aplicadas diretamente no agoritmo
utilizado, nesse trabalho, para smular o comportamento de materiais elasto linerares,
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idealmente plésticos, com critério de escoamento definido por uma Unica fungdo
quadratica.

6.5 Aplicacdo do Algoritmo de Lemke para o Modelo Cap

Conforme descrito anteriormente, Modelos Cap simulam o comportamento
congtitutivo dos solos a partir de uma superficie de escoamento fixa e de uma superficie de
escoamento movel. No presente trabalho, a superficie de escoamento fixa € constituida por
duas superficies de Drucker-Prager conectadas, conforme ilustrado na Figura 8 apresentada
no Capitulo 4. Seguindo o mesmo procedimento empregado para 0 modelo elasto-
idealmente-pléstico com critério de escoamento de Drucker-Prager, adotou-se uma forma
quadratica para descrever as superficies de Druker-Prager | e Drucker-Prager 11, isto &

fi(D1)==QTT+G,T-k*=0 (6.93)

fo(Dl 2)= %Q{T T+G,T-k’°=0 (6.94)

A superficie movel parabdlica proposta por Ncheguim (2006) foi reescrita como:

.1 - R __
oDl g) =Ty - SGT + -MTT (6.95)

Finalmente, a superficie adotada para limitar o valor das tensdes hidrostéticas no

€eiX0 positivo do cone de Drucker-Prager foi reescrita sob aforma:
f4(Dl 4) = %G‘T -t (6.96)

Para model os constitutivos compostos por varios modos de escoamento, as taxas de
deformaces plésticas sdo definidas por uma combinacdo linear das normais externas aos
modos f; ativos em um ponto (T,c):

DEP =N, f,.00 | (6.97)

Apenas modos de escoamento nulos, também denominados ativos, podem contribuir
para a determinacdo das taxas de deformacbes plésticas, pois se:

fi=0-> DI ; pode ser ndo nulo (6.98)
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Observa-se que, em pontos regulares de qualquer um dos quatro modos de
escoamento do modelo proposto, as taxas de deformagdes plasticas sdo proporcionais a
normal externa a regido P, isto é, sdo proporcionais ao gradiente do componente f; nulo ou
ativo nesse ponto. JA em um ponto anguloso (nainterseccdo de dois modos de escoamento,
por exemplo), estas taxas sdo dadas pela combinagdo linear das normais externas dos
componentes f; ativos neste ponto, ou seja, estdo contidas no cone positivo formado pelas
normais adjacentes ao ponto singular.

Novamente, as tensdes no regime plastico podem ser obtidas a partir da Equacéo
(6.96), aqual pode ser reescrita como:

[E- ClDI':Dlgg(T+Dr)+%ﬂcﬁ+DZgQ(T+DI')+%kZGE+D3§R?I\/I(T+DI')- éGE+D4% (6.99)

Efetuando as mesmas manipulacdes realizadas anteriormente para 0 Modelo de
Drucker-Prager, obtém-se a expressdo que determina as tensdes no regime plastico para o
Modelo Cap utilizado nesse trabal ho:

T+Dr =W JXCE+T- 0, 2ce 0, % celnco lood (6.100)
e 3 3 3 3 17}

onde:

WD )= (1 +Di,cQ, + Dl ,CQ, +Di ;R’CM ) (6.101)

A partir das equacbes apresentadas, pretende-se determinar os incrementos de

tensOes e forcas termodinamicas (DT, DTnf) correspondentes ao incremento de deformacdes

DE = D Du. Paraisso, utiliza-se o sistema:

b= :Dlgq(ﬂDr) +%EGE+DZ§Q(T+DF) +%I(ZGE+D3§R?M(T+DF)- Z1}(;‘@+D4% (6.102)

P
T +DT¢ | g'i i +7 (6.103)
F(T+DT,Te+DTe)£0 (6.104)
D 30 (6.105)
F(T+DT, T +DTS)D =0 (6.106)

O sistema acima pode ser colocado sob a forma apresentada nas Equagdes (6.45) a

(6.47) da Secéo 6.3, recaindo-se num problema de complementaridade ndo linear que pode
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ser resolvido através do agoritmo apresentado anteriormente (Método de Newton
associado ao Método de Lemke). Esse algoritmo exige a determinacéo da Matriz Jacobiana
associada as fungdes de escoamento, A(D| K ): NF (D| K ) Os componentes dessa matriz sio
dados por:

a; = N f (6.108)

Para 0 modelo em quest&o, os componentes da Matriz Jacobiana séo:

=-wDl )C§Q1(T+DT) Ak U8 (T +DT)+ zqékleg (6.109)
u

Ugl

a, =N, f,=-wD )Cng(T +DT)+ 2q; 26} Ql(T +DT)+ 2q§k1 G§(6.110)

a, =N, f, =-WDl )CgRZM (T +DT)- %Ggng(T +DT)+ zqékl GB (6.111)
u
a, =K, f, =-W(Dl )C%GE%Q(T + DT)+2q—;le§ (6.112)

a, =K, f, =- WDl )Cng(T+DT)+2q§le§§Q (T +DT)+ 2“; ZG (6.113)

a, =N, f,=- W0l )CgQZ(T +DT)+%“ZG§§QZ(T +DT)+ 2q; : GU(G 114)

a, =N, f, =- WDl )CSRZ (T+DT)-—G §Q2(T+DT)+2q§k2 Gg (6.115)
a, =N, f, =-WD )cgéegng(nmp%kzeg (6.116)
a, =N, f,=- WDl )Cng(T+DT) 2k 16“8 M (T +DT)- %GE (6.117)
a, =N, f,=-WD )CgQZ(T+DT) 2q; ’ G“8 M (T +DT)- %GE (6.118)
a, =N, f, =- WDl )CgRZ M (T +DT)- + ;g R2M (T +DT)- % E (6.119)
ay, =N, f,=-WD )C ggGHSRZ M (T +DT)- %GE (6.120)
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a, =N, f, =- WDl )CéQl(T +oT)+ 2K GE%GH (6.121)
a, =N, f,=-WD )CgQZ(T +DT)+ 2q§ 2 Gﬂgeﬁ (6.122)
a, =N, f, =-WD )ch2 M (T +DT)- 1G§§;GE (6.123)
a, =N, f,=-WD )C E;GEE;GE (6.124)

6.6 O programa desenvolvido

No presente trabalho, desenvolveu-se um programa numeérico-computaciona para
simular o comportamento elasto-plastico de solos. O programa foi desenvolvido em
linguagem de programagdo FORTRAN 90, utilizando o MICROSOFT DEVELOPER
STUDIO, CopyrightO1994-95, Microsoft Corporation.

Com o programa é possivel realizar analises de problemas elasto-idelamente-plasticos
com critério de escoamento de Drucker-Prager e andlises de problemas el asto-pl asticos com
critério de escoamento definido a partir de um Modelo Cap caracterizado por uma
superficie fixa de Drucker-Prager e uma superficie mével parabdlica.

O programa aceita como condi¢cdes de contorno a imposicdo de cargas distribuidas,
cargas concentradas e deslocamentos prescritos em determinados nés da maha de
elementos finitos.

Considera-se que o material em andlise € isotropico, ndo havendo, no entanto, restricéo
guanto ao nimero de materiais que podem compor a estrutura analisada (macico de solo,
encosta, talude, entre outros).

O procedimento de solucéo para os dois modelos constitutivos implementados combina
um método Quase-Newton para a resolucdo do equilibrio global e um agoritmo de
programacdo matematica (complementaridade ndo-linear ou Newton-Raphson) para a
resolucdo da equagdo constitutiva elasto-pléastica. A discretizacdo espacial € obtida
aplicando o Método dos Elementos Finitos e a discretizacdo temporal foi introduzida
independentemente da espacial. Inicialmente, o Método dos Elementos Finitos foi
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implementado para a resolucdo de problemas em estado plano. A extensdo para andlises
tridimensionais podera se dar com aimplementacédo de elementos adequados paratal.

O programa esta estruturado em modulos. O modulo denominado CODE contém o
programa principal que realiza a chamada das subrotinas alocadas em outros médulos. Os
incrementos de carga sdo realizados pelo médulo CODE. Em cada incremento, esse médulo
faz a chamada das rotinas do modulo EQUILIBRIO, no qual estfio a ocadas todas as rotinas
gue permitem resolver o problema de equilibrio global gerado em cada passo de carga. Isto
é, no modulo EQUILIBRIO, encontram-se as subrotinas referentes a aplicagiio do Método
Quase-Newton.

O moédulo EQUILIBRIO realiza a chamada das subrotinas alocadas no maédulo
FORMKF. Esse modulo é responsavel pela montagem da equacéo de equilibrio. As forcas
internas presentes nessa equacdo sdo calculadas a partir das subrotinas a ocadas no médulo
ELEM. Essas subrotinas permitem resolver a equagdo constitutiva elasto-pléstica. Em
resumo, em cada incremento de carga, existe um problema de equilibrio a ser resolvido, no
gual se pretende balancear as forgas externas e as forgas internas, calculadas ponto a ponto,
seguindo a discretizac8o espacial do Método dos Elementos Finitos. A determinagdo das
forcas internas (tensdes) € efetuada a partir da resolucdo da equacdo constitutiva, em cada
Ponto de Gauss. A Figura 11 ilustra a forma como o programa desenvolvido foi estruturado
com base nos agoritmos descritos nos capitul os anteriores.

As rotinas de apoio ao programa (rotinas de integracdo numeérica, rotinas de leitura de
dados, formagdo de matrizes e vetores, aplicagdo de condi¢des de contorno, entre outras)
encontram-se nos médulos PREPROC, ROTINAS PREPROC e SETINT.

O programa desenvolvido baseou-se no Sistema de Desenvolvimento de Programa —
SDP (Feijoo e Gouvea, 1985). Todos os algoritmos de otimizagdo implementados foram
apresentados ao longo do presente capitulo. Os agoritmos implementados para o Método
de Quase-Newton e para 0 Método Secante baseiam-se naqueles apresentados por Press et
al (1992). O dgoritmo implementado para o0 Método de Lemke baseia-se naquele
apresentado por Panik (1996).

A resolucdo de alguns exemplos com o programa desenvolvido permitiu observar que o
tempo de duracdo de uma aplicacdo varia de poucos segundos a Va&rios minutos,

dependendo da dimensdo do problema. Sugere-se implementar a forma vetorial do Método
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de Quase-Newton a fim de reduzir o tempo de processamento para problemas de grande

dimensao.

FIGURA 11 FORMA COMO O PROGRAMA DESENVOLVIDO ENCONTRA-SE
ESTRUTURADO.

Problema elastoplastico

Problema de equilibrio global

Problema Constitutivo

e
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7. EXEMPLOS

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados de simulacGes da distribuicdo de
tensOes e deformagbes em macicos de solo submetidos a determinadas condigdes de
carregamento. Nas simulagdes, os efeitos térmicos foram desprezados, a hipotese de
pequenas deformacbes foi adotada e admitiu-se que a deformagdo resultante de uma
hist6ria de tensdes ndo depende da vel ocidade com que o programa de carga se realiza.

Os macicos de solo sdo analisados numericamente empregando-se 0 Método dos
Elementos Finitos. No primeiro exemplo, o comportamento constitutivo do solo € simulado
através do Modelo de Drucker-Prager, de forma que o procedimento de solugdo combina o
Método de Quase-Newton para a resolucdo do problema de equilibrio global com o
algoritmo de Newton-Raphson para a resolugdo da equacdo constitutiva. No segundo
exemplo, o comportamento elastoplastico do solo € simulado através do Modelo Cap,
descrito nos capitulos anteriores. Nesse exemplo, 0 procedimento de solugcdo combina o
Método de Quase-Newton com o agoritmo de complementaridade néo-linear descrito
anteriormente.

As simulagbes foram realizadas utilizando o programa desenvolvido no presente
trabalho. No Exemplo 1, os resultados gerados pelo programa desenvolvido foram
comparados com os resultados gerados pelo programa comercial ANSY S® versdo 8.0. No
Exemplo 2, os resultados gerados pelo programa desenvolvido foram comparados com os
resultados numéricos e experimentais apresentados por Desai e Siriwardane (1984).

7.1. Exemplo 1

Analisou-se um problema em estado plano de deformagdes, em que uma secéo
representativa de um talude, constituido por trés tipos de solos distintos, é submetida a um
carregamento vertical distribuido em seu topo. O comportamento constitutivo do solo foi
simulado através do Modelo de Drucker-Prager. Considerou-se que o material ndo sofre
encruamento, isto €, possui comportamento elasto-idealmente-plastico. As propriedades
materiais dos solos que constituem o talude sdo apresentadas na Tabela 1.

O angulo de atrito e a coesdo do solo estdo relacionados, respectivamente, com 0s
coeficientes angular e linear da funcdo de escoamento do Modelo de Drucker-Prager. Esses
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coeficientes (g, k) podem ser calculados a partir das seguintes expressdes para um problema

de estado plano de deformacoes:
tanf
q= 7 (7.1)
(0 +12tan?t )2
k= 3 (7.2)

(9+12tan2f )/VZ

Essas expressdes sdo apresentadas por Desal e Siriwardane (1984).

TABELA 1 PROPRIEDADES MATERIAISDOS SOLOSQUE CONSTITUEM O
TALUDE DO EXEMPLO 1.

Material g C H E 0
peso coesdo  angulode modulo de coeficiente
especifico (kPa) atrito elasticidade de Poisson
(kN/m?3) (kPa)
Coluvio 1 17,0 5 25 15000 0,4
Coluvio 2 18,0 5 30 15000 0,4
Solo 19,5 10 32 30000 0,4
Residual

Substituindo os valores da coesdo e do angulo de atrito nas Equagdes (7.1) e (7.2),
obtém-se 0s seguintes coeficientes para 0 Modelo de Drucker-Prager:

TABELA 2 COEFICIENTESDO CRITERIO DE ESCOAMENTO DE DRUCKER-
PRAGER.

Material g k (kN)

Collviol |0,1368577 4,402385

Collvio 2 0,1601281 4,160252
Solo Residua |0,1689111 8,109429

No programa ANSYS® e no programa desenvolvido, o talude foi discretizado
utilizando um elemento isoparamétrico de oito nds. O elemento utilizado da biblioteca do
ANSY S® foi o PLANE 82. Esse elemento é definido por oito nds, cada qual com dois graus
de liberdade: translacdo nas diregdes nodais x e y. O elemento pode ser utilizado como um

elemento plano ou axissimétrico. O carregamento imposto no topo do talude, as condicbes
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de contorno do problema e a discretizagcdo espacial em elementos finitos so apresentados

naFigura12.

FIGURA 12 CONDICOES DE CONTORNO E DISCRETIZACAO ESPACIAL EM
ELEMENTOSFINITOSPARA O EXEMPLO 1.
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O carregamento foi imposto em 100 incrementos de carga iguais. Adotou-se a
mesma malha de elementos finitos para a simulacdo realizada com o programa ANSYS® e
para a simulagdo realizada com o programa desenvolvido no presente trabal ho.

Os resultados obtidos com o programa desenvolvido nesse trabalho para as
distribuicdes de deslocamentos, tensdes e deformagdes sdo apresentados nas Figuras 13 a
32, juntamente com os resultados gerados pelo programa ANSYS®. Para esse exemplo,
foram adotadas unidades do Sistema Internacional (deslocamentos em metros e tensoes em
Pascal).

Salienta-se que para problemas em estado plano de deformagdes a componente E,,

do tensor de deformagdes totais € nula. No entanto, as deformagOes plasticas E. e as

deformagoes elésticas E;, ao longo dadire¢do z ndo sio necessariamente nulas, aplicando-
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searestricdo E, =E! + E;, =0. Entre os resultados apresentados a seguir encontra-se a

distribui¢do de deformagtes plasticas E..

FIGURA 13 DISTRIBUICAO DOS DESL OCAMENTOS HORIZONTAIS GERADA PELO
PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 14 DISTRIBUICAO DOS DESL OCAMENTOS HORIZONTAIS GERADA PELO
PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 15 DISTRIBUICAO DOSDESLOCAMENTOS VERTICAIS GERADA PELO
PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 16 DISTRIBUICAO DOS DESL OCAMENTOS VERTICAIS GERADA PELO
PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 17 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Txx DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 18 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Txx DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 19 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Tyy DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 20 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Tyy DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 21 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Tyxy DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 22 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Txy DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 23 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Tz, DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 24 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Tz, DO TENSOR DE TENSOES
GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 25 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EP DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 26 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EP DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 27 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE Ey’; DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 28 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EP? DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 29 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EXF; DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.

3 'I. = 0003190 a0.000719
]

25 0000128 a0.000190

2 00000664 2 0000128
i 000000449 3 00000664

) -0.0000574 a 0.00000345

: 0.000119 a-0.0000574
0.5 -0.000181 5-0.000119

0 . -0.000243 a-0.0001381

0 1 2 3 1 o G = 0.008250-0.000243

FIGURA 30 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EXF; DAS DEFORMACOES
PLASTICAS GERADA PELO PROGRAMA ANSYS.
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FIGURA 31 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EzpZ DAS DEFORMAGOES PLASTICAS
GERADA PELO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 32 DISTRIBUICAO DO COMPONENTE EzpZ DAS DEFORMAGOES PLASTICAS
GERADA PELO ANSYS.
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Observa-se nos gréficos apresentados que os resultados gerados pelo programa
desenvolvido foram condizentes com agueles gerados pelo programa ANSY S®. A diferenca
mais significativa entre as analises encontra-se no tamanho das regides de concentracdo de
deformaces plastica mais intensas. Em ambas as andlises, os maiores valores em modulo

de todos os componentes do tensor de deformagBes plasticas (Ep,E,E} ., E))

encontram-se predominantemente na zona do talude constituida pelo ColGvio 1, mais
especificamente, sob a regido de aplicacdo do carregamento. No entanto, apesar de situadas
aproximadamente na mesma zona do talude, essas regifes de plastificacdo sdo mais
extensas para a andlise realizada com o programa desenvolvido. Diferencas dessa natureza
poderiam ser atribuidas ao fato de a regido de tensdes admissiveis ser definida no ANSY S®
por uma funcéo diferente daquela empregada no programa desenvolvido neste trabalho. O
programa ANSY S® ndo adota a funcdo quadrética apresentada no Capitulo 6, mas sim a
funcéo de escoamento de Drucker-Prager em sua forma linear. Apesar de representarem a
mesma regido, uma vez que a funcdo quadrética adotada nesse trabalho é o traco da
superficie de um cone no plano, as expressdes obtidas para os incrementos de deformacfes
plasticas sdo distintas, 0 que pode gerar diferencas nos moédulos dos diferentes

componentes das deformacdes pléasticas.

7.2. Exemplo 2

Analisou-se um problema em estado plano de deformagdes, em que um macico de
solo é submetido a um carregamento vertical na regido central de sua superficie. O
comportamento constitutivo do solo foi simulado através do Modelo Cap apresentado
anteriormente. O carregamento foi imposto em 200 incrementos e as propriedades materiais
adotadas para 0 solo séo apresentadas na Tabela 3.

TABELA 3PROPRIEDADES MATERIAISDO SOLO DO EXEMPLO 2.

Peso Coesdo Angulode Moddulode Cosficiente Parametros da
Especifico (kPa) atrito Elasticidade de Poisson superficie movel
(kN/m3) (kPa)
0 cc C O 0O E 0 R W Z B(kPa*
19,5 0 41,685 33° 195° 27560 0.35 2 018 0 0,00725

92



A partir dos dados apresentados na Tabela 3 e das Equacbes 7.1 e 7.2, obtiveram-se
os coeficientes q e k das funcbes de escoamento de Drucker-Prager que compdem a

superficie fixado Modelo Cap:

TABELA 4 PARAMETROS DA SUPERFICIE FIXA DO MODELO CAP.

1= 0,173186
Qo= 0,11

ko= 0,0

ko= 38,584

No Apéndice C, apresenta-se uma descricdo detalhada dos parémetros relacionados
asuperficie mével do Modelo Cap (R, W, Z, B).

As condicdes de contorno, a discretizagdo espacial adotada e o carregamento
aplicado sdo apresentados esquematicamente na Figura 33. O elemento utilizado no

programa desenvolvido foi um elemento isoparamétrico de oito nés.

FIGURA 33 CONDICOES DE CONTORNO, CARREGAMENTO E DISCRETIZACAO

ESPACIAL DO EXEMPLO 2.
| g=15psi
Y k4

> 4
[ { 8 pal
> 4
S S S S S
3 pol
: 34,5 pol 1 psi = 6,89 ].E.T:’-El=

1 pol = 00254 m

O problema em andlise foi estudado por Desai e Siriwardane (1984). Os autores
submeteram, em laboratério, um macico de solo a um carregamento vertical distribuido em
sua regido central. O carregamento foi aplicado sobre uma fundac&o corrida rigida de 3

polegadas de comprimento assentada sobre a regido central do macico. No presente
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trabalho, o carregamento foi aplicado diretamente sobre o solo, conforme ilustrado na
Figura 33.

O solo empregado no ensaio laboratorial realizado por Desai e Siriwardane (1984)
possui as caracteristicas ja apresentadas na Tabela 3. Além de estudar o exemplo em
laboratério, os autores realizaram diversas simulagdes numéricas com diferentes modelos
elastoplasticos a fim de identificar 0 modelo capaz de melhor simular o comportamento
congtitutivo do solo em andlise. Entre os modelos estudados, os autores verificaram que o
Modelo Cap gerava resultados mais condizentes com as observacoes experimentais.

Na Figura 34, apresenta-se o grafico de deslocamentos verticais em funcdo da
histéria de carregamento gerado a partir dos resultados obtidos com o programa
desenvolvido no presente trabalho. Esse gréfico refere-se aos deslocamentos verticais
sofridos pelo né situado na superficie do talude no ponto central de aplicacdo do
carregamento distribuido. A Figura 35 apresenta os resultados numéricos e experimentais
obtidos por Desai e Siriwardane (1984).

FIGURA 34 DESLOCAMENTOS VERTICAIS EM FUNCAO DO CARREGAMENTO
OBTIDOSA PARTIR DO PROGRAMA DESENVOLVIDO.
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FIGURA 35 DESLOCAMENTOS VERTICAIS EM FUNCAO DO CARREGAMENTO
OBTIDOS POR DESAI E SIRIWARDANE (1984).

Theoretical limit 14.70 psi

15.00 |-

10.00

carregamento (psi)

5.00

0.00 0.05 0.10 0.15

Deslocamentos verticais (pol)

Resultades experimentais obtidos por Desai
e Siriwardane (1984)

& ——® Resuliados obtidos por Desai e Siriwardane
(1984) com o Modelo de Drucker-Prager

4 =4 Resuliados ohtidos por Desai e Siriwardane
(1984) com o Modelo de Estado Critico

£ Resultados ohtidos por Desai e Siriwardane
(1984) com o Modelo Cap (pequenas deformacies)

D=0 Resultados ohtides por Desai e Siriwardane
(1984) com o Modelo Cap (grandes deformacies)

No trabalho desenvolvido por Desai e Siriwardane (1984), o carregamento foi
aplicado sobre uma fundacédo rigida corrida, de forma que todos os nés da superficie do
macico situados sob essa fundagdo sofrem os mesmos deslocamentos em cada passo de
carga. No presente trabalho, como o carregamento foi aplicado diretamente sobre o solo,
observaram-se pequenas diferencas entre os deslocamentos sofridos pelos nés da superficie

do macico sob a regido de aplicacdo do carregamento, conforme pode se observar no
gréfico apresentado na Figura 36.
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FIGURA 36 COMPARACAO ENTRE OS DESLOCAMENTOS VERTICAIS SOFRIDOS POR
DIFERENTES NOS DA SUPERFICIE DO MACIGO DE SOLO NA REGIAO DE APLICACAO DO
CARREGAMENTO.
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Observa-se que os resultados numéricos gerados pelo programa desenvolvido séo
condizentes com os resultados experimentais obtidos por Desai e Siriwardane (1984). Da
mesma forma, a formulagdo proposta para 0 Modelo Cap no presente trabalho gerou
resultados semel hantes aquel es obtidos numericamente por Desai e Siriwadane (1984).

E necessario salientar que o Modelo Cap adotado por Desai e Siriwardane (1984)
possui algumas diferencas em relacdo aguele apresentado anteriormente no presente
trabalho. Uma dessas diferencas encontra-se na superficie fixa adotada. Os autores
suavizaram o ponto anguloso resultante da interseccdo da superficie de Drucker-Prager |
com a superficie de Drucker-Prager 11, utilizando a fung¢do apresentada na Equagéo (7.3)
para descrever a superficie fixa suavizada:

f=s-k-qT -g"™ (7.3

A formulacdo envolvendo técnicas da andlise convexa permite determinar as
deformacbes plésticas em pontos singulares da regido admissivel, tornando desnecessério
adotar uma superficie de escoamento diferenciavel. Ao eliminar a necessidade de adotar
uma superficie de escoamento suave, a formulagdo adotada evitou o surgimento de
parémetros adicionais, como os parametros Ce Cpresentes na superficie de escoamento
fixa suavizada adotada por Desai e Siriwardane (1984). O angulo de atrito e a coesdo foram

as Unicas propriedades do solo empregadas na formulagdo proposta nesse trabal ho.
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Por questbes de simplicidade, adotou-se uma funcdo de escoamento movel
parabdlica, conforme proposto por Ncheguim (2006). Desai e Siriwardane (1984) adotaram
uma funcdo de escoamento movel eliptica. Segundo Ncheuguim (2006), a principa
dificuldade envolvida na adocéo de uma funcéo €eliptica consiste em determinar o potencial
de dissipacdo. No entanto, a ado¢do de uma superficie mével parabdlica ndo garante que a
intersecdo entre a superficie fixa e a superficie mével ocorra em pontos nos quais a
tangente a superficie mével segja paralela ao eixo de tensdes hidrostaticas. Como resultado,
a superficie parabdlica ndo assegura que, com plasticidade associada, o vetor incremento de
deformaces plasticas na intersecdo com a superficie fixa sgja paralelo ao eixo s. Isto é, a
adocdo de uma superficie mével parabdlica ndo garante que o materia atinge volume
constante quando a superficie fixa é alcancada. Dessa forma, sugere-se que na continuidade
do presente trabalho a superficie mével parabdlica sgja substituida por uma superficie
movel eliptica a fim de garantir que o material atinja volume constante quando alcancar a
superficie fixa
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8. CONCLUSOES

A partir da pesguisa bibliogréfica desenvolvida, da formulacgo apresentada para a
equacdo constitutiva e para o problema de equilibrio, dos agoritmos implementados e dos
resultados obtidos, pode-se concluir que:

01. A aplicacéo da teoria da termodindmica com varidveis internas a modelagem do
comportamento mecanico dos solos permitiu definir a resposta constitutiva desses materiais
a partir de dois potenciais termodinamicos. Os potenciais adotados permitiram obter as leis
de estado, que relacionam variaveis de estado com varidveis associadas, e alei de fluxo que
governa o problema na fase plastica

02. A aplicagéo de conceitos da andlise convexa como, por exemplo, os conceitos de
funcgdes convexas conjugadas e de funcéo suporte de uma regido convexa, permitiu obter a
forma dos potenciais termodindmicos para modelos constitutivos cléssicos de solos
(Drucker-Prager e Modelo Cap) a partir de métodos simples como, por exemplo, 0 método
gréfico utilizado no Capitulo 4. Além disso, técnicas da andlise convexa conduziram a uma
lel de fluxo que estabelece que as taxas de deformacdes plasticas e de varidveis internas
pertencem ao subdiferencial da indicatriz da regido de tensdes e de forcas termodinamicas
admissiveis. Como consequiéncia, foi possivel determinar as deformacfes plasticas em
pontos singulares da regido admissivel sem o uso de ferramentas especiais.

03. A formulag&o da equacdo constitutiva a partir de potenciais termodinamicos e de
técnicas da analise convexa permitiu obter duas formas equivalentes da lei de fluxo, ambas
baseadas no conceito de subdiferencial. Consequentemente, o problema de vaor de
contorno foi escrito sob duas formas variacionais distintas, dependendo da lei de fluxo
adotada. As formulagdes variacionais em taxas do problema de valor de contorno foram
relacionadas a principios de minimo Gteis para discutir a existéncia e unicidade da solugéo.
Os principios de minimo obtidos foram apresentados sob a forma incremental, tendo se
reconhecido na forma obtida um problema de otimizac&o, cuja solucdo pode ser obtida
através da aplicacdo do Método de Quase-Newton.

04. O Método de Quase-Newton permitiu resolver o problema de equilibrio sem o
uso de uma matriz tangente. A utilizacdo de uma aproximagdo da matriz inversa do
Hessiano, atualizada segundo o método BFGS, eliminou a necessidade de determinar as
derivadas segundas da funcéo objetivo. Sugere-se, para a continuidade do presente trabal ho,
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a implementacdo da forma vetoria do méodo BFGS para que a cada iteracéo proceda-se o
armazenamento de dois vetores no lugar da matriz Hessiana. Esse procedimento mostra-se
vantag 0so para problemas de grande dimensdo.

05. A teoria adotada permitiu reescrever o problema constitutivo sob a forma de um
problema de programacdo matemética. Para o Modelo Cap, o problema constitutivo foi
reescrito como um problema de complementaridade n&o-linear. O problemafoi aproximado
por uma seqiéncia de subproblemas de complementaridade linear, tendo se aplicado o
Método de Newton associado a0 Método de Lemke para a sua solucdo. O Método de
Lemke foi adotado para resolver os subproblemas de complementaridade linear por
fornecer a solucdo exata para cada subproblema e por ser €ficiente para anadises
envolvendo matrizes de pegquena dimensdo. No presente trabalho, as regides de tensdes e
forcas termodindmicas admissiveis foram definidas por, no maximo, quatro modos de
escoamento, fazendo com que as matrizes envolvidas no Método de Lemke possuissem
pequena dimensdo, viabilizando a sua aplicagdo. Estratégias de solucdo baseadas em
algoritmos dessa natureza nd sd0 comumente empregadas na modelagem do
comportamento de solos, tendo se obtido, no presente trabalho, bons resultados a partir da
sua aplicacao.

06. A aplicaco do Método dos Elementos Finitos a discretizacdo espacia do
problema elastoplastico permitiu acompanhar a evolucéo das tensdes e deformacgdes ao
longo da histéria de carregamento, isto €, permitiu obter estagios de tensdes e deformagdes
intermediérios, além das linhas de ruptura tradicionalmente fornecidas por outros métodos.
Informagbes dessa natureza tém se mostrado importantes, uma vez que acidentes
envolvendo massas de solo ocorrem, por vezes, sem que tenha ocorrido a ruptura do macico
de solo. Como exemplo, pode-se citar a ruptura do oleoduto Araucéria-Paranagua
(OLAPA) no litoral paranaense no ano de 2001. O oleoduto rompeu sem que a encosta
houvesse rompido.

07. A simulagdo realizada com o programa desenvolvido, no Exemplo 1 do Capitulo
7, gerou resultados condizentes com aqueles gerados pelo programa comercial ANSYS®
versdo 8.0. As distribuicdes de tensdes, deformacbes e deslocamentos obtidas nas analises
realizadas com os dois programas apresentaram 0 mesmo padrdo. Em ambas as andlises, 0s

maiores valores em médulo de todos os componentes do tensor de deformacfes plésticas
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(EX Ex . Ej ED) concentraram-se predominantemente na zona do talude constituida pelo

Coluvio 1, mais especificamente, sob aregido de aplicacdo do carregamento.

A simulacdo realizada com o programa desenvolvido, no Exemplo 2 do Capitulo 7,
gerou resultados condizentes com os resultados numéricos e experimentais apresentados
por Desa e Siriwardane (1984). Conforme verificado anteriormente pelos autores, o
Modelo Cap mostrou-se adequado a modelagem constitutiva do comportamento do solo em
estudo, tendo gerado resultados condizentes com os dados experimentais coletados pelos
autores. A formulacdo adotada para a equacdo congtitutiva permite determinar as
deformacbes plésticas em pontos singulares da regido admissivel, tornando desnecessério
adotar uma superficie de escoamento diferenciavel. Ao eliminar a necessidade de adotar
uma superficie de escoamento suave, a formulacdo adotada evitou o surgimento de
pardmetros adicionais, como os parametros [Je [presentes na funcdo de escoamento
suavizada adotada por Desai e Siriwardane (1984). O angulo de atrito e a coeséo foram as
unicas propriedades do solo empregadas na formulagdo proposta nesse trabalho. Por fim, a
substituicdo da superficie mével eliptica adotada por Desai e Siriwardane (1984) por uma
superficie mével parabdlica ndo gerou diferenca significativa entre os deslocamentos
verticais gerados pelo programa desenvolvido e pelo programa utilizado pelos autores. A
opcao pela superficie mével parabdlica deu-se em fungdo da simplicidade na obtencdo do
potencial de dissipacdo do modelo. No entanto, sugere-se que na continuidade do presente
trabalho a superficie mével parabdlica sgja substituida por uma superficie moével diptica a
fim de garantir que ndo ocorra variagdo de volume do solo quando a superficie fixa do
Modelo Cap for atingida.

Os modelos congtitutivos apresentados nesse trabalho seguem leis de fluxo
associadas. A continuidade do presente trabalho poderia se dar com o desenvolvimento de
uma formulagdo constitutiva para modelos ndo-associados baseada na teoria da
termodin@mica com variaveis internas associada a técnicas da andlise convexa. Trabahos ja
vém sendo desenvolvidos nessa linha para os geomateriais. Diferentes autores tém adotado
funcdes bipotenciais para descrever modelos dessa natureza. Bipotenciais sdo fungdes de
duas varidvels, convexas em relacdo a uma de suas varidveis quando a outra € mantida
constante e vice-versa. Poucos trabalhos desenvolvidos nessa linha de pesquisa, até o

momento, envolvem a utilizacdo de algoritmos de programacdo matemética. Dessa forma, a
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apresentacdo de uma formulagdo baseada em bipotenciais para diferentes modelos
constitutivos de solos, bem como a implementacdo de algoritmos de programacéo
matemética para a solucdo de problemas elasto-plasticos ndo associados contribuiria
significativamente para o conhecimento e simulagdo de solos submetidos a diferentes
histérias de carregamento.
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APENDICE A.NDEDUQAO DA FORMA LOCAL DA DESIGUALDADE
DE DISSIPACAO

Considera-se, inicialmente, a PrimeiraLel da Termodinamica apresentada na
Equacéo (A.1).

dt@a%+_r| “Qav = d)udv+d§udv+ddv @jﬁds 0 (A.1)
w€

e: energiainterna por unidade de volume;

U : vetor velocidade;

G=1w;

b : forca de corpo;

S: forca de superficie;

r: fonte interna de calor por unidade de volume;

: fluxo de calor por unidade de érea;

Ol

A : vetor normal a uma superficie.
O segundo termo a direita do sinal de igualdade da Equacéo (A.1) pode ser reescrito
sob a forma apresentada na Equacéo (A.2), substituindo-se o vetor correspondente as forcas

de superficie, (5 ( ) pelo Tensor de TensBes aplicado ao vetor normal a superficie, s f,

(Fuds = ¢ fitds (A.2)
G G

Mas:

sAu=s(ng)i=ns&u=nus &8 =nus,d, =s ;nu, (A.3)
s U= s(ue)n:ujs 8 fi=uns,;88 =uns,d, =s,nu, (A.4)

Considerando a simetria do tensor de tensoes, obtém-se:

¢y Nuds = ¢ u.id (A.5)
G G
Aplicando o Teorema da Divergéncia a Equacéo (A.5), obtém-se:
G G.ids = ¢ylivis dav (A6)
G W
Mas:
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~ S .U i S .
divls G)= i) R o (A7)
X; ‘ﬂxj ‘ﬂxJ
1 ‘T _ ﬂu|
s Nu=s; (Nu)ij =s; ‘II_X, (A.8)
- . S . S .
divs.u=—>8.u86 = ﬂ—”ukdik = ﬂ—”ui (A.9)
j Tix; Tix;
Considerando a simetria do tensor de tensdes, obtém-se:
flivs t)av = ¢g Nadv + ¢ylivs dav (A.10)
w w
Finalmente:
R - fu O | u. | o
s.é:s.—llNU+(Nu)T]:sij .—1? +Lj:—1$ i E+}s i L =s;; AL} =sNu (A.11)
2 26 Y5 2 "X 2 'K W,
De forma que:
Givls Glav = g5 €av + gylivs Gav (A.12)
w w w

Substituindo a Equacéo (A.12) na Equacéo (A.1), obtém-se:

L&+ 2| v = fdivs +BJiav + 5 &V +av - Gginds  (A3)
de 2 '8 w WG

PV + ¢y tudV = ¢ tudV + &g €dV +¢yaV - ifids (A.19)
w w w W W G

Aplicando novamente o Teorema de Gauss, tem-se:

Je- s e- r+divgav =0 (A.15)

W

é=s e+r- divg (A.16)
Passa-se, agora, a Segunda Lel da Termodinémica, apresentada na Equagéo (A.17).
E@pdv 3 ¢y 'rdV - ¢y 'a.nds (A.17)
dt w W G

h: entropia por unidade de volume;
g: temperatura absol uta.

Aplicando, novamente, o Teorema de Gauss:

idV @ ¢ rav - ¢ylivig tg)av (A.18)
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h3q'r- div(q'lq)

Sendo a energialivre de Helmholtz:

j =e-hq

i’ =€-hqg-Hq

Substituindo a Equacdo (A.16) na Equacdo (A.20), obtém-se:
j =s.é+r-divg-hq-Hhq

h=(s&+r-divg- hqg-Hgly?

Substituindo a Equacdo (A.23) na Equacéo (A.19), tem-se:

j" +hq - s - qdivlg ')+ divg £0

Mas:

fa”
x,

=-a,(- o?) 0 =q g, 19 =g aRig

- gqdivig 'g)+divd =-qq.
qdivig *q) +divG = - g, e e

Logo:
j +hq-s.e+q*qNg£0

(A.19)

(A.20)
(A.21)

(A.22)
(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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APENDICE B. ANALISE CONVEXA

Um breve resumo dos conceitos bésicos da andise convexa encontra-se a seguir. Os
conceitos apresentados baseiam-se, predominantemente, nos trabalhos de Rockafellar
(1970), Lemaréchal (1993) e Houlsby (2002). O objetivo dessa secdo ndo é apresentar 0s
conceitos com formalismo e rigor matematico, mas sim introduzir definicdes e conceitos da
analise convexa que se mostram Uteis na formulacdo dos model os de plasticidade.

Ao longo dessa secdo, C representa um subconjunto em um espaco vetorial V,
usuamente com dimensdo de R". A notagdo < , > é utilizada para indicar um produto
interno.

Funcdes Convexas

Segjaf umafuncgdo cujos valores sdo reaisou +¥ e cujo dominio € um subconjunto Sde
R". O conjunto definido pela Equacdo (B.1) é denominado de epigréfico de f e representado
por epi f. A FiguraB.1 ilustra o epigréafico de uma funcéo f(x) de uma Unicavariavel.

{x,m)/xi s;mi Rm3 f(x}} (B.1)

FIGURA B.1 Epi f(x), SENDO f(x) FUNGAO DE UMA UNICA VARIAVEL.

Fla) &

epi f I:x:l

P
Lol

X

Diz-se que a funco f é convexa se epi f é um subconjunto convexo de R™*. Isto &, f é
convexa se 0 segmento de reta que passa pelo par de pontos (x, m) e (y,U) pertencentes a

epi f também estiver contido em epi f. A Equacdo (B.2) apresenta 0 segmento de reta
citado.

(@- 1) x,m+1(yu)= (- 1 )x+1 y,(@- 1 )m+1u) (B.2)
Para que o ponto ((1- I )x+1y,(1- 1 )m+1u) do segmento de reta parametrizado

através da Equagéo (B.2) pertenca a epi f, a fungéo f calculadaem (1- | )x+1y deve ser
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sempre menor ou igual a (1- | )Jm+1u. A Equacdo (B.3) e a Equagdo (B.4) representam

matematicamente a definicdo de funcéo convexa de duas formas diferentes e a Figura B.2

ilustra o conceito.
f(@-1)x+1y)£@-1)m+lu, f(x)Emf(y)Eu,0£1 £1 (B.3)
f(@-1)x+1y)£@-1)f(x)+1f(y) O£l £1 (B.4)

FIGURA B.2 FUNCAO CONVEXA DE UMA UNICA VARIAVEL.
I: )“ Considerando:
S Flm)= g
Ffla)=v
Calculatm-se;
w=m+ ﬂ.[ﬂe - m)
w={1-Abm+ An

v=p+Alu- g
v=[1—ﬂ),u+u

Ohtendo-se:

A (_ﬂ) | ﬁ:l:u,v:l
£=({1= A+ A, (1- ) + AU

Verifica-se que;
Flul=e,  0=a=1

Funcdes Convexas Conjugadas

A definicdo de funcbes conjugadas surge, naturalmente, do fato que o epigréfico de
uma fungdo convexa propria (epi f) em R" é a intersegdo dos semi-espagos fechados que o
contém. Por definicdo o epigréfico de uma fungdo convexa propria € um conjunto convexo
fechado, de forma gque o Teorema 1, apresentado a seguir, pode ser aplicado.

Teorema 1. Um conjunto convexo fechado C é a intersecdo dos semi-espacgos
fechados que o contém.

Sgam £t Ct R, al C, C; = {a} eC, = C. Existe um hiperplano separando C; e
C, tal que um dos semi-espacos associado a esse hiperplano contém C, mas ndo contém a.

O mesmo ocorre para 0S semi-espacos associados a outros hiperplanos que dividem o
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espaco em semi-espacos. Portanto, a intersecdo dos semi-espacos fechados que contém C,

nao contém outros pontos além daquel es pertencentes a C. A Figura B.3 ilustra o conceito.

FIGURA B.3. SEMI-ESPACOS FECHADOS QUE CONTEM C,.

Cr
CI H ar

Hz

'

s o 2

Hy, | dy

Ha

HemHAemHom omH =0,
Hiperplanos en R™' podem ser representados por funcdes lineares da forma
apresentada na Equagéo (B.5).
h(x) =< x,x" >-n, xT R M1 R (B.5)
Em R?, as fungdes h(X) apresentadas na Equacdo (B.5) sdo retas que dividem o
espaco bidimensional em semi-espagos. Dessa forma, o epigréfico de h(x) (epi h) é um
semi-espaco, conforme apresentado na Figura B.4.

FIGURA B.4EPI H(X) EM R%.

&

ept hix)

L J

hix)
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Sgjam fungdes h(x) da forma apresentada na Equagédo (B.5) e sgja f(x) uma fungdo
convexa, tal que h(x)£ f(x). Os epigréficos das fungBes h(x), apresentados na Equagéo
(B.6), sdo semi-espacos fechados que contém o epigréfico de f(x), conforme ilustrado na
FiguraB.5.

FIGURA B.5. SEMI-ESPACOS FECHADOS QUE CONTEM EPI F(X).

F 3 F 3 F 3
epi fix) epi fix) epi fix )
epi hafx) et hax)
hafx)
hat)
hifx) e Fapfx)
epih={(xb)/b3<xx >-m} (B.6)

Pelo Teorema 1, o epigrafico de f(x) é aintersecdo dos semi-espacos fechados que o
contém, isto €, dos epigréficos de h(x), conforme ilustrado na Figura B.6. Observa-se, nessa
figura, que em cada ponto x existe um hiperplano tangente a fungéo f(x). Dessa forma, f(x)
assume, em cada ponto X, o valor da funcéo h(x) associada ao hiperplano tangente a f(x) no

ponto. Como h(x) £ f(x), a fungéo f(x) assume o maior valor entre agueles assumidos

pelas fungdes h(x) no ponto. O Teorema 2 enuncia o exposto.

FIGURA B.6. EPI F(X) E HIPERPLANOS TANGENTES A F(X).
A

frxd

2pLfix) -
3k
hifx)

hizfx)
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Teorema 2. Uma fungdo convexa fechada f(x) € ponto a ponto, 0 maximo da
colecdo de todas as fungdes h(x), tais que h(x) £ f (x).

Matematicamente, o Teorema 2 pode ser descrito através da Equacéo (B.7).

f(x)=sup{h (x)/iT 1} =supf< x,x" >-mi} (B.7)
Finalmente, o epigrafico de f(x) é dado pela Equacéo (B.8).
epi f ={(x,b)/b 3 sup{h, (x} (B.9)

A partir das Equactes (B.6), (B.7) e (B.8) pode-se chegar a definicdo de fungdo
conjugada. Segundo a Equacdo (B.6), para que os pontos (x, b) pertencam a epi h, é
necess&rio que (x,X )- m - b £0. No entanto, considerando que epi f 1 epih e tendo
emvistaque b ¢ f(x) em epi f, entdo (x,x")- m - f(x) £ 0também se aplica. Como essa
desigualdade deve ser satisfeita para todo e qualquer X C, entdo
sup; C{<x, X)- i - f(x)}E 0. Essa condicao pode ser reescrita conforme apresentado na
Equacéo (B.9).

m 3 supl< x, X" >- f(x)/xT R"} (B.9)

A Equacio (B.9) representa o epigréfico de uma funcdo f definida conforme
apresentado na Equacdo (B.10). A funcdo f é a funcdo conjugada de f, também
denominada de Transformada de Legendre-Fenchel da funcdo f. Ponto a ponto, a funcéo
corresponde a0 maximo de todas as fun¢bes g(x*):< X,X >-m, tais que os pontos (x,)
pertencem ao epigréfico def.

£ (x)=sup f< x,x" > - £(x)} (B.10)

Da mesma forma, afungéo f(x) pode ser obtida a partir da Equagéo (B.11).

f(x):supx* {<x x*> - f*(x* )} (B.11)

Funcdes positivas-homogéneas, funcgdes proéprias e funcdes fracas semi-continuas (1.s.c.)

Umafuncdo f é dita positiva-homogénea se:

flax)=af(x) "xi X,"a >0 (B.12)
Uma funcdo f é dita propria se:
f(x)<+¥ parapelomenosum xI X e f(x)>-¥ " xI X (B.13)
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Finalmente, uma funcgdo f é dita fraca semi-continua (I.s.c) se
lim o inf £(x )3 f(x) (B.14)

para qualquer seqiiéncia {x,} convergindo parax.

Subgradiente e subdiferencial

Um vetor X é o subgradiente de uma funcdo convexa f em um ponto x se a
desigual dade apresentada na Equacéo (B.15) for satisfeita.

f(z)3 f(x)+<x,z- x>, "z (B.15)

Essa desigualdade possui um significado geométrico simples quando f é finita em x.
Significa que o gréfico de uma fungdo h(z)= f(x)+ < x",z- x> & um hiperplano suporte
ndo vertical de epi f no ponto (x,f(x)). Uma vez que h(z) € um hiperplano suporte de epi f
em (X, f(x)), afuncdo h(z) possui 0 mesmo valor que a fungdo f(z) nesse ponto. No entanto,
para todos os outros pontos h(z) < f(z). A FiguraB.7 ilustra esse conceito.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado de subdiferencial de f em

x e é representado pelo simbolo Tf (x). A FiguraB.8 ilustra o conceito de subdiferencial.

FIGURA B.7 SIGNIFICADO GEOMETRICO DA DESIGUALDADE DO
SUBGRADIENTE.

i T P O T .

fiz) = Hz)

L
hz -~~~ T

o P e Py
M- -
w
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FIGURA B.8. SUBDIFERENCIAL.
fix] &

B

Funcdes definidas para subconjuntos convexos

Existe uma série de correspondéncias Uteis entre subconjuntos convexos e funcbes
convexas. A mais simples associa a cada subconjunto C em R" uma funcdo Indicatriz
definida conforme apresentado na Equacéo (B.16).

(B.16)

1 (x) = i0, xI C
T iiy xi C
Outra funcdo importante € a funcéo gauge definida conforme apresentado na Equacdo

(B.17). Nessa equagdo inf{x} representa o menor valor de um subconjunto.

g (x) =inf{m3 0/xi nC} (B.17)

Em outras palavras, a fun¢éo gauge representa o menor fator positivo pelo qual um
subconjunto pode ser multiplicado de forma que x continue a pertencer ao subconjunto apos
a multiplicacgo. O sentido dessa funcdo pode ser melhor compreendido para subconjuntos
contendo a origem. Nesses casos, a funcdo gauge assume valor 1 para qualquer ponto

pertencente a fronteira do subconjunto, assume valores menores do que a unidade para
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pontos internos do subconjunto e maior do que a unidade para valores que estéo fora do
subconjunto.

Outra fungcdo amplamente utilizada na andlise convexa € a funcdo suporte de um
conjunto convexo C. A Equacéo (B.18) define matematicamente a fungdo suporte.

d*(x /C):sup{<x, X )/ x1 C} (B.18)

Por definicdo, a funcdo suporte de um conjunto convexo C descreve todos 0s semi-
espagos fechados que o contém. De fato, tem-se que C {x/<x, x*> £ b} Se e somente se
bad (x/c).

Finamente, o cone normal de um conjunto convexo C é dado pela expressdo

apresentada na Equacéo (B.19). A FiguraB.9 ilustra o conceito.
FIGURA B.9. CONE NORMAL DE UM CONJUNTO CONVEXO C.

w

N, (x) :{<x*,y- x> £0," yl C} (B.19)

E interessante ressaltar que o subdiferencial de uma func&o indicatriz de qualquer
conjunto convexo C € o cone normal desse conjunto, conforme apresentado nas Equactes
(B.20), (B.21) e (B.22).

‘ﬂlc(x):{lc(z)- 1.(x)3 <x*,z- x>} (B.20)
‘ﬂlc(x):{03 <x*,z- x>} (B.21)
ﬂIc(x) =N¢ (X) (B.22)
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APENDICE C. PARAMETROSDO MODELO CAP

A seguir, apresenta-se 0 método de determinacdo dos parémetros B, W, Z e R do
Modelo Cap. O método apresentado baseia-se no trabalho de Desai e Siriwardane (1984).

Os valores dos parametros B, W e Z do Modelo Cap sdo calculados através da
Equacdo (4.28) reproduzida a seguir:

TC = %mgi- EW"g%z (C.1)

O vaor do parédmetro Z é nulo quando ndo ha uma superficie de escoamento mével
inicial significativa. Para 0 solo do Exemplo 7.2, Z = 0. Substituindo Z = 0 na Equagédo C.1,
obtém-se:

& EPO
TS =- lIngl- —+ (C.2)
B

m -

(%]

Ovalor de T,; pode ser escrito em fungdo da tensdo hidrostética como:

TS =3T, (C.3)

Substituindo a Equacdo (C.3) em (C.2), obtém-se:

3T B=- |ngi- EnQ (C.4)
W g

Rearranjando os termos da Equacéo (C.4), tem-se:

E> =W(- &) (C5)

Uma vez que as deformacdes pléasticas volumétricas podem ser expressas em termos
das deformaces el asticas volumétricas e das deformaces totais volumétricas como:

E’=E,- ES (C.6)

E j& que as deformacdes el asticas volumétricas podem ser calculadas quando o valor

do mddulo de deformagdes volumétricas, K, € conhecido, obtém-se:
T
E, =W(i- e'3TmB)+?m (C.7)

Os vaores de W e B podem ser determinados a partir dos resultados do ensaio de
compressao hidrostatica e da Equacdo (C.7). A titulo de exemplo, apresentam-se na Tabela
C.1 os resultados de um ensaio de compressdo hidrostética e detaha-se, a seguir, a

determinac&o dos parametros W e B.
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TABELA C.1 RESULTADOS DO ENSAIO DE COMPRESSAO HIDROSTATICA.

T (pSi) Enm
0 0.0
2 0,0139
4 0,0239
6 0,0471
8 0,0664
10 0,0742
12 0,0894
14 0,1117
16 0,1138
18 0,1170
20 0,1277

Selecionando 0s pontos para 0s quais as tensdes hidrostéticas sdo iguais a 10 psi e

16 psi e substituindo na Equacéo (C.7), obtém-se:

00742- 2 —wl- e)
9000

01138- =2 =w(1- &)
9000

As Equagtes (C.8) e (C.9) podem ser reescritas como:

00731=W(1- &*®)
01120 =W(1- &)

Dividindo a Equacdo (C.10) pela Equacéo (C.11), obtém-se:

1- e®®

s = 06524
-e

(C.8)

(C.9)

(C.10)
(C.11)

(C.12)

Procura-se determinar o valor de B que satisfaga a Equagdo (C.12). Um

procedimento de tentativa e erro € adotado. A tentativainicial pode ser obtida a partir de:

In(0,6524) = (30- 48)B
A solugdo dessa equagéo fornece:
B =0,08

(C.13)

(C.14)
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O vaor de B pode ser, entdo, aterado em incrementos de 0,01 até que a Equacéo
(C.12) sgja aproximadamente satisfeita. Esse procedimento pode ser realizado através de
cdlculos manuais ou por meio de métodos graficos. Para o exemplo em andlise, o valor
aproximado obtido para o parametro B é de 0,0033.

O valor de W pode ser calculado a partir da Equagdo (C.8) ou da Equacéo (C.9).
Nesse exemplo, obteve-se 0 valor de 0,695 para W.

Utilizando os valores de B e W obtidos, pode-se calcular as deformacbes
volumétricas para determinados valores de tensdes hidrostéticas. Uma comparacdo entre as
deformacfes volumétricas obtidas no ensaio de compressao hidrostética e as deformactes
volumétricas calculadas a partir da Equacéo (C.7) é apresentada na Tabela C.2. Verificase
gue os valores de B e W calculados anteriormente permitem reproduzir aproximadamente
os resultados do ensaio de compressdo hidrostética. No entanto, a fim de melhorar a
aproximagdo, pode se buscar um vaor de B que satisfaca a Equacéo (C.12) com maior
acuracea.

Numa segunda tentativa, o valor aproximado obtido para o parametro B foi de
0,00133. Os valores encontrados para W a partir das Equagdes (C.10) e (C.11) foram:

W, =1,7914 (C.15)

W, =1,6944 (C.16)

O vaor médio paraW &

W =1,7429 (C.17)

Dessa forma, na segunda tentativa os val ores adotados para B e W foram 0,00133 e
1,7429 respectivamente. Novamente, a partir dos valores obtidos para B e W, bem como a
partir da Equacdo (C.7), é possivel determinar os valores de deformacfes volumétricas para
determinados valores de tensdes hidrostéticas. Na Tabela (C.2), apresentam-se os valores
de deformactes volumétricas obtidos quando B = 0,00133 e W = 1,7429 na Equagéo (C.7).

Por fim, em uma terceira tentativa, adotou-se o valor de 0,0005 para o parametro B.
O vaor do pardmetro W correspondente a esse valor de B é 4,4. Esse valor foi obtido a
partir do mesmo procedimento adotado na primeira e na segunda tentativa. As deformagoes
volumétricas obtidas quando B = 0,0005 e W = 4,4 na Equacdo (C.7) também sdo
apresentadas na Tabela (C.2). Verifica-se que os valores de B e W obtidos na terceira
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tentativa geram a melhor correlacdo entre valores de deformacdes volumétricas calculados

e deformacdes volumeétricas obtidas experimentalmente (Desal e Siriwardane, 1984).

TABELA C.2 COMPARACAO ENTRE DEFORMACOES VOLUMETRICAS OBTIDAS
EXPERIMENTALMENTE E NUMERICAMENTE.

Tm Enm
(psi) Experimental 13 Tentativa 22 Tentativa 3P Tentativa
0 0.0 0.0 0.0 0.0
2 0.0139 0.0143 0.0142 0.0134
4 0.0239 0.0288 0.0286 0.0268
6 0.0471 0.0436 0.0430 0.0404
8 0.0664 0.0588 0.0576 0.0540
10 0.0742 0.0742 0.0722 0.0676
12 0.0894 0.0898 0.0870 0.0813
14 0.1117 0.1060 0.1019 0.0948
16 0.1138 0.1224 0.1170 0.1087
18 0.1170 0.1391 0.1321 0.1224
20 0.1277 0.1561 0.1474 0.1362

Finalmente, o parémetro R corresponde a um pardmetro geométrico da parébola.
Sabe-se que uma parabola € o local geométrico dos pontos de um plano que sdo
equidistantes de uma reta d pertencente ao plano e de um ponto F pertencente ao plano e
ndo pertencente ad. A retad é chamada de diretriz da pardbola e o ponto F € denominado
foco da pardbola. Considerando a equacéo da superficie mével parabdlica do Modelo Cap
adotada no presente trabal ho:

R’S*-T +T¢=0 (C.18)

E rearranjando os termos dessa equagao:

s? :%(Tm -T¢) (C.19)

E possivel concluir que se trata de uma pardbola com eixo paralelo ao eixo das

tensbes hidrostaticas e com vértice no ponto (Tnf ,0). O foco da parabola, por suavez, situa-

0.
4]

Se no ponto &: +—,
e R
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