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Abstract

The study of the transition spatio-temporal chaos in dycahsystems is a topic that has
attracted much attention in recent times. These systenss Vaious applications in biology,
engineering and physics. Itis believed that the transitospace-temporal chaos in these sys-
tems can be a key to understanding the formation of turbstateés. Among the many different
dynamical systems possible, here it is specifically studiade-wave interactions. These inte-
ractions involve non-linear waves of high frequency, wiéch common phenomena in a variety
of circumstances. Such processes can be seen occurrirfteiredt physical situations. Exam-
ples can be found in the non-linear optics, space plasmalaaohp experiments in laboratories.
One of the wave-wave interactions studied is most well-kmoaupling triplet-triplet, called
process of four waves, where each triplet share two wavesnmwn. In a weakly nonli-
near regime, due to the quadratic nonlinear interactidresamplitudes of the waves develop
slow modulations in the space / time such that they are sltivear the high frequency waves
involved. In this case we can get simplified equations desagithe dynamics of the slow
variation of the amplitudes of the waves. The spatial-teralpdynamics equations presented
by the amplitudes of the interactions of these triplets ésrttain topic of this thesis. We will
show that the onset of spatio-temporal chaos in this systeelated to the process called on-
off intermittency. In addition to these processes that oatthe time-space, we will see that
in purely temporal dynamics of the conservative model of fwaves do occur trappings for
certain trajectories for long periods of time. Such traggiare characteristics of Hamiltonian
systems with two degrees of freedom. We will use the standap to illustrate that these
characteristics are strongly highlighted by the calcatatf the finite time Lyapunov exponent.



Resumo

O estudo da transi¢cao caos espago-temporal em sisténgasidos € um topico que tem atraido
muita atencao nestes Ultimos tempos. Estes sistemasesgpam diversas aplicacdes em biologia, en-
genharia e fisica. Acredita-se que a transicao paraessco temporal nestes sistemas possa ser uma
peca fundamental na compreensao da formagao de estathatentos. Dentre os diversos sistemas
dindmicos possiveis, aqui estudamos especificamem@gites onda-onda. Estas interacdes envolvem
ondas nao lineares de alta frequiéncia que sao fen&@muns em uma variedade de circunstancias.
Tais processos ocorrem em diversas situacdes fisicasnios disto podem ser encontrados em 6tica
nao linear, plasmas espaciais e experimentos de plasmebenatorios. Uma das interacdes onda-onda
mais estudadas & o bem conhecido acoplamento tripl@lettsji chamado de processo de quatro ondas,
onde cada tripleto compartilha duas ondas em comum. Em uimedgacamente nao-linear, devido
as interacOes nao-lineares serem quadraticas, astanesl das ondas desenvolvem lentas modulagdes
no espago/tempo, as quais sao mais lentas do que as atiaigricias das ondas envolvidas. Neste caso
podemos obter equagdes simplificadas descrevendo midi@la lenta variacao das amplitudes das
ondas. A dindmica espaco-temporal apresentada pelags@sgidas amplitudes das interacdes destes
tripletos & o topico principal desta tese. Mostraremasanicio do caos espago-temporal deste sistema
esta relacionado com o processo chamado intermiténeadforAlém destes processos que ocorrem
no sistema espaco-temporal, veremos que na dinamicenpata temporal do modelo de quatro ondas
conservativo, ocorrem aprisionamentos para determirteajatorias por longos periodos de tempo. Tais
aprisionamentos sao caracteristicas de sistemas ldamiianos com dois graus de liberdade. Usare-
mos 0 mapa padrao para ilustrar que estas caracteristioa®rtemente evidenciadas pelo calculo do

expoente de Lyapunov a tempo finito.
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1 Introducao

Turbuléncia € um estado comumente encontrado em mecéogfluidos, sendo carac-
terizada por comportamentos nao regulares e estocistive fato, a observacdo de estados
turbulentos &€ muito comum em nossa vida diaria: a disedst fumaca de cigarro, a mistura
de ar frio e quente na atmosfera, o fluxo de ar externo nasageras de carros e avioes, 0
fluxo de agua através dos pilares de pontes sao algunpbseaonde estes estados acontecem.
Porém, apesar de ser um fendbmeno presente constantemerisso cotidiano, a sua completa
compreensao esta longe de ser alcancada (TENNEKES; I[EXWI1994; BATCHELOR, 1959;
FRISCH, 1995). A idéia fundamental para a formacao daedest turbulentos esta baseada nas
relacdes nao lineares entre modos espaciais/tem@msogiados ao fato de, geralmente, exis-
tirem mecanismos de troca de energia operando em escalasdigtintas. Nesse processo a
energia € injetada no sistema em grandes comprimentogids erlissipada de forma mais efe-
tiva em pequenos comprimentos. Esse processo € conhexitmaascata de energia. Nesse
cenario, de uma forma geral, os estados turbulentos agarem sistemas fisicos sujeitos a
grandes gradientes de forcas (ou campos), o que impdexporplo em um fluido, variacbes
abruptas de velocidade ou dire¢cao de movimento.

Alem deste mecanismo de cascata de energia, variagbg®tais subitas dos campos
envolvidos no sistema fisico também podem ser um mecamggrador de estados turbulentos.
Tais condicOes levam o sistema a apresentar variag@gsiiares, muitas vezes descritas como
estocasticas, na evolucao temporal e eventualmentspage.

Historicamente, a idéia de modelos que gerassem vasagtegulares demorou muito
tempo para comecar a ser estudada. Quando em 1687 IsaamNesgteveu o livro Principia
(NEWTON, 1990), foi capaz de descrever sistemas fisiaes@s de um conjunto de leis, que
por sua vez tornou possivel escrever um conjunto de egsaqtie em principio, determinavam
a dindmica de tais sistemas. Este livro influenciou muiessgas por muito tempo, as quais
acabaram concluindo que sistemas fisicos eram genenmtamstaveis e prediziveis.

O primeiro trabalho a propor a possibilidade de variagieaptas e irregulares na evolugcao



temporal de sistemas fisicos & devido a Henri Poincafnabdo século XIX (POINCARE,
1887). Poincaré, motivado pelo problema de trés corposnderacao mitua de gravidade, foi
capaz de mostrar, através de técnicas topologicas, muspajunto inicialmente periodico de
condicdes iniciais, quando perturbadas levementeyger&ajetorias extremamente complica-
das, que hoje sao chamadas caoticas. Apos o trabalhamesaFRoforam desenvolvidos varios
trabalhos matematicos sobre dinamica caobtica. Dandtintodade a essa linha de estudos,
seguiram-se os trabalhos de Birkoff nos anos 20 (BIRKHOBRY}, alguns trabalhos sobre
dinamica de osciladores nos final dos anos 20 e 30 (POL; MARKY) , seguidos dos impor-
tantes trabalhos de Smale (SMALE, 1967) e Kolmogorov nos &e 60 (KOLMOGOROV,
1954). Porém, foi somente com o aumento da capacidadeldmgd® de calculos computacio-
nais que tal ramo da ciéncia se tornou efetivamente atiecoBente disso, a partir dos anos 70
do século passado, surge na literatura uma série dehosbadm resultados novos sobre com-
portamentos de sistemas cabticos. Sao exemplos dessasmoraveis trabalhos de Takens,
(TAKENS, 1971), Feigenbaum (FEIGENBAUM, 1978), Kaplan eR®(KAPLAN; YORKE,
1979), Pomeau-Manneville (POMEAU; MANNEVILLE, 1980) e ®Gayi, Ott e Yorke, (GRE-
BOGI et al., 1982), os quais dao inicio a definicao dadiita cabtica bem como a descri¢ao
de como tal dinamica se instala nos sistemas fisicos. EBrmsiipria, tais trabalhos e uma série
incontavel de trabalhos posteriores, descrevem a da#@temporal dos sistemas fisicos ou
analisam universalidades no comportamento dinamicesaptados por modelos matematicos
simples sem uma aplicacao fisica imediata e, em sua i@aite baixa dimensionalidade.

Em tais modelos uma correlacao entre o comportamentaiesmio sistema fisico e
sua dinamica temporal fica impossivel, ou muito dificidtadA interpretagao conjunta de
fendbmenos espaciais e temporais faz parte de uma areardaacainda em desenvolvimento.
A revista Science, no seu aniversario de 100 anos (SCIERQE), lancou um conjunto de
guestdes que estao ainda em aberto, uma delas era a s€ganatque poderemos desenvolver
uma teoria geral da dinamica de fluxos turbulentos e do menvionde materiais granulares?”.
Isto demonstra uma caréncia, principalmente, na déscde uma teoria para a possivel rota
do inicio da turbuléncia. O estudo de caos espac¢o-teshfii@m como sua relacdo com estados
turbulentos, torna-se uma possibilidade para procuramestsivel rota.

Desta forma, um assunto correlacionado com dinamicdingéar & o de como tais com-
portamentos temporais (bifurcacdes do sistema, perdatdbilidade de pontos fixos, perda de
estabilidade transversal, variabilidade da dimens&@éavetentre outros) podem influir no com-
portamento espacial dos sistemas. Ou seja, a correlag@oas dinamicas temporal e espacial.
Até o presente momento esta correla¢ao ainda nao est@&btendida, longe disso, muitas res-



postas ainda estao por ser obtidas, e sao hoje alvo desstuah trabalhos recentes mostrou-se
gue a sela cabtica tem um papel fundamental na dinamianitente em sistemas estendidos
(REMPEL; CHIAN, 2007). Alem disto, sincroniza¢cao imfedta de fase coletiva “on-off”, foi
encontrada em estados turbulentos (HE; CHIAN, 2003) . Tedts casos mostram que o en-
tendimento de caos espaco-temporal e, sua relacao ceseowblvimento da turbuléncia, pode
ser um ponto chave para a rota do inicio da turbuléncia.

Nesta tese, por uma questao de clareza, os assuntos atmseadb divididos na seguinte
sequéncia: primeiramente estudaremos a dinamica delmde interacao onda-onda conser-
vativo para o caso puramente temporal, evidenciaremos coseportamento caobtico e as cha-
madas armadilhas dinamicas. Depois usaremos 0 mapaam® um modelo prototipo onde
algumas propriedades do modelo conservativo sdao bemneggle, por Gltimo, voltaremos ao
modelo de interacdo de ondas, porém com um grau de liberzpacial. Neste Gltimo assunto
0 Nosso objetivo principal sera analisar a transicacthieles regulares para estados turbulentos,
onde veremos que o caos na variedade temporal tera um iefipibotante na formacao destes
estados turbulentos.

Na sequéncia deste capitulo faremos uma revisao pifalica de alguns dos principais
artigos e livros presentes na literatura, que tratam ositssdeste trabalho e tém sido utilizados
para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Revisao da literatura

Como foi dito anteriormente, durante a maior parte destagegararemos 0s assuntos de
interacao onda-onda conservativa puramente temponadpa padrao e a interagao onda-onda
espaco-temporal em diferentes secdes. A primeira estias assuntos podem parecer desco-
nectados um do outro, porém a idéia basica & mostrammalimente a dinamica irregular do
modelo de interacdo de ondas conservativo e mostrar aaddhas dinamicas, usar o mapa
padrao que também & conservativo para explicar algumpadamentos das armadilhas que
aparecem no modelo anterior e, por Gltimo, aléem da dinan@mporal, analisaremos o efeito
gue um grau de liberdade espacial pode causar na dinamitadelo de interacao de ondas.
No Ultimo capitulo, onde apresentaremos alguns pasdhabalhos futuros, também apontare-
mos possibilidades onde a conexao destes assuntos sévamportante. Assim, dividiremos
esta secao da revisao bibliografica em duas partesmeepa secao associada a revisao sobre
a interacao onda-onda, tanto para o sistema puramenp®tahtomo para o sistema espaco-
temporal, e a segunda parte faremos para o mapa padrao.



1.1.1 A Interacao onda-onda

O fendbmeno de ondas & um assunto de grande relevancia ias dmeas da Fisica. Nesta
tese 0 modelo a ser analisado & um tipo de interacao queeaadre ondas. Alguns casos onde
a interacao onda-onda tem sido usada para explicar afgndmenos fisicos sao citados logo
abaixo.

A absorcao andmala do laser em plasmas de laboratariceado tratada em varios tra-
balhos sobre interacdes de ondas (CHIAN; RIZZATO, 19%ZENG et al., 1996). Em experi-
mentos recentes, foi observado que estas absor¢des pstimassociadas a subitas elevacdes
na temperatura de plasma (GLENZER et al., 2002). Um outro eas geracao de emissdes
de radio em plasmas espaciais (CHIAN et al., 1994; STENFRIUKLA, 1995), a geracao
de segundo harmonico, a amplificacao e a conversao pEyadncias mais elevadas em sinais
opticos (SHEN, 1984; YARIV, 1989). Nareferéncia (RUND{@TJ et al., 1998), € mostrado um
experimento onde um laser inicialmente de frequénciaixa o visivel, tem a sua fregiiéncia
elevada para faixa de raio-X ap6s atravessar um gasitaréfendmenos como este so tém sido
compreendidos através da optica nao linear. Um exemple racente de aplicacao, é a trans-
missao de energia através de micro-ondas (USUI et al2)20&ste caso, um satélite armazena
grandes quantidades de energia solar em baterias e rett@pana uma base em solo. Quando
estas ondas sao enviadas ao solo, elas interagem com &erancausando aguecimento e al-
terando a onda inicial. Todos este casos sao alguns exemplite a interacdo de ondas é de
interesse devido as suas aplicacdes tecnolbgicas e grande riqueza de fendmenos fisicos
presentes.

Nesta tese serao analisados, basicamente, dois tipogeds;iies onda-onda. O primeiro
€ a chamada interagao de trés ondas, neste caso as omdasifum tripleto ressonante, no qual
uma onda indutora decai e forma duas ondas filhas (o procegss@b também pode ocorrer).
O segundo tipo é a interagcao de quatro ondas. Neste gass tovamente um tripleto de ondas
similar ao caso de trés ondas, porém temos a presenca degundo tripleto. Este segundo
tripleto & formado por uma das ondas filhas que interageramente com a onda indutora
formando uma quarta onda.

Fazendo uma revisao historica na literatura sobre ipbes onda-onda, vemos que a
mesma interagdo foi introduzida separadamente em divéneas da Fisica. Um dos traba-
Ihos pioneiros foi realizado por Armstroegial. (ARMSTRONG et al., 1962), no qual ele trata
da interacao de ondas em um dielétrico nao linear. EnG3BEV; GALEEV, 1969) os autores
tratam a interacao de trés ondas imersas em um plasman@wste mesmo ano, Wilhelmsson



publicou um artigo (WILHELMSSON, 1969) onde obteve as e§eaqara interacao de trés
ondas, usando ondas transversais e longitudinais, atdavéeoria hidromagnética de plasma.
No ano seguinte Stenflo (STENFLO, 1970), ao invés de usarramthidromagnética, propos
analisar a interacao com o uso da teoria cinética, usas@guacdes de Maxwell em conjunto
com a equacao linearizada de Botzmann-Vlasov. Umasmdétalhada sobre a teoria cinética
e efeitos ndo lineares pode ser encontrada na referddBiBEGAWA, 1975). Todas as re-
feréncias citadas acima tratam da interacao de tréasoimdlependente do espaco, ou, casos
estacionarios dependentes apenas do espaco. A anadisoldcdes numéricas e analiticas,
para o caso dependente do tempo e uma dimensao espaciabodigdes perfeitas de res-
sonancia (sem frequiéncia de descasamento entre a9,opassaram a ser analisadas a partir
das seguintes referéncias (BERS et al., 1976; KAUP et@I'9)l As solu¢Bes analiticas foram
obtidas através do chamado método da transformacaspdtheamento inverso (ZAKHAROV,
MANAKOV, 1973; ABLOWITZ; SEGUR, 1981), através do qual ele-se solucdes de ondas
solitarias. Estes resultados estao de acordo com ososlstidnericamente (BERS et al., 1976).

Como podemos ver, muita atencao foi dada a interacamédeondas. A interacao de
guatro ondas foi estudada primeiro por Sugihara (SUGIHAR¥G8) e por Karplyuket al
(KARPLYUK etal., 1973). Solugdes mais gerais, incluireeergias negativas, foram propostas
por Walters e Lewak (WALTERS; LEWAK, 1977). A integrabilide e conseqiientemente a
descoberta da quarta integral de movimento foi provada pondtas (ROMEIRAS, 1983).
Todos estes trabalhos estudaram o caso de condi¢cOeggsede casamento entre as ondas,
porém trabalhos mais recentes tém demonstrado que csdeseato tem um papel fundamental
na transi¢cao de estados regulares para caobticos (CHtAN,e1994; PAKTER et al., 1997).
Todos estes casos foram analisados considerando a avdemporal independente do espaco.
O caso conservativo espaco-temporal s6 foi analisade reeentemente (LOPES; RIZZATO,
1999). Parte do trabalhos sobre a interacao espacotaima presenca de injecao e dissipagao
de energia, 0 qual & objeto de estudo desta tese, ja foicpdble pode ser encontrado nas
referéncias (SZEZECH et al., 2007(a), 2007(b)).

1.1.2 O Mapa Padiao

O espaco de fase de sistemas Hamiltonianos nao-intbgrago € inteiramente regular
e nem inteiramente cabtico. Estes dois comportament@snilios estao conectados por uma
complicada fronteira onde, dependendo do nimero de gmlibetdade, podem ou nao se
misturar. A dinamica regular consiste de 6rbitas confasasm toros do tipo quase-periddicos
ou periodicos, enquanto as 6rbitas cabticas preenckamitaas partes da superficie de ener-



gia, tais regides sao chamadas de mares caéticos (LIGBBERG; LIEBERMAN, 1992). No
geral, novos comportamentos tais como armadilhas dirfn{itASLAVSKY, 2002(b)) e di-
fusdao andmala (LATORA et al., 1999), aparecem em sistelimd@snicos nao integraveis, como
um resultado de uma combinacao nao trivial entre a regalde e a caoticidade. Estes novos
comportamentos levam tais sistemas a apresentar progeiedatatisticas distintas para as tra-
jetorias na parte cattica do espaco de fase (KARNEY, 1BBNSON et al., 1985; MEISS;
OTT, 1986; KUZNETSOV; ZASLAVSKY, 2002).

O termo armadilhas dinamicas & devido ao aprisionamentoagetorias em certos domi-
nios especificos no espaco de fase, onde estas traggtdbdam gastar um tempo arbitrariamente
longo. Tais comportamentos podem ser devidos a armadithéisass hierarquicas, rede de ar-
madilhas ou armadilhas de camadas estocasticas (ZASLX/3b02(b)). Em tais dominios
do espaco de fase, partes da trajetbria sao quase regudgresar da trajetoria completa ser
cabtica. Como foi mostrado recentemente, para quase &xpagos de fase de sistemas Ha-
miltonianos, esta topologia apresenta propriedadesafsaoti multi-fractais, onde trajetérias
regulares e cabticas estao arbitrariamente proximasutas outras (DENISOV et al., 2002;
OTT, 1993). Mesmo quando o espaco de fase parece totalradtieco &€ possivel encontrar
um numero finito de pequenas ilhas, onde no seu interioapsdrias sao cabticas (SHLESIN-
GER etal., 1993). Situacdes fisicas importantes, coonexemplo, o transporte nao Gaussiano
(andmalo) em fluidos ou a difusdao andmala, em variosrsias, podem ser relacionados com
a presenca de aprisionamentos no espaco de fase (MACKAY, €t984). Tais topicos po-
dem ser (teis para o calculo de perda de particulas emmatas aceleradores, taxas de reacdes
guimicas, taxas de aquecimento em ondas em plasmas e angtaasde fisica (IOMIM et al.,
1998).

A presenca de armadilhas em algumas partes do espagoedenfasistemas Hamilto-
nianos, &€ chamada as vezes de pseudo-ergodicidade (ZAS{¥\V1995). Estas armadilhas
podem levar a certas dificuldades para diversos diagngstaomo € o caso do espectro do
expoente de Lyapunov, devido ao seu calculo supor uma boaiamcao ergodica do espaco
de fase para tempos infinitos. A propriedade ergddica padesar totalmente valida, sendo
gue em sistemas Hamiltonianos ocorre a presenca de ilfpalsires imersas no mar caotico do
espaco de fase. Alem do mais, em sistemas Hamiltoniamoglo@s graus de liberdade, as tra-
jetorias no mar cabtico nunca podem entrar em uma ilhatrajasorias da ilha nunca alcangam
0 mar cabtico. Como uma primeira tentativa, podemos apaplasar a propriedade ergbdica
para a parte cabtica do espaco de fase. Porém, mesmacasstas armadilhas no espaco de
fase podem levar as trajetorias a gastarem enormes tempdsterminadas regides. Nestes



casos a propriedade ergodica necessitaria de enormesgqram ser valida. Em um artigo
recente (LEONCINI; ZASLAVSKY, 2002) tratando de um modeiditmensional de transporte
e mistura de fluidos, foi mostrado que a nao uniformidadespa@ de fase e a presenca de
ilhas regulares no interior do mar cabtico tem um impactusicieravel nas propriedades de
transporte para alguns sistemas. Uma revisao extensamdptirte andmalo, cinética fracional,
pseudo-ergodicidade e aprisionamento de trajetoriasstrata na referéncia (ZASLAVSKY,
2002(a)).

Nesta tese apresentaremos a dinamica de um sistema Haamittonao integravel do mo-
delo de interacao de quatro ondas conservativo e do mapaga\este Ultimo, mostramos que
este efeitos de aprisionamentos podem ser vistos com o reepde Lyapunov a tempo finito
(DAWSON et al., 1994). A existéncia do expoente de Lyapuagwrovada sobre condi¢cdes
gerais (WIGGINS, 1990). Em um sistema Hamiltoniano naegrével, o movimento cabtico
e regular coexistem no espaco de fase, o qual introduz gsaratiacoes na instabilidade local
ao longo da trajetoria cabtica de referéncia (OKUSHINMBO03). Estas variacdes estao relacio-
nadas com as alteracdes entre diferentes movimentos, cadtico e quase-regular (laminar),
podendo estes movimentos ocorrer em sistemas de baixasionahdade (SEPULVEDA et
al., 1989). Uma vez que as armadilhas ocorrem para temptssfiniuso do expoente de Lya-
punov a tempo finito &€ uma maneira de quantificar o efeito dasdilhas (SZEZECH et al.,
2005).

1.2 Organizacao datese

A divisao dos capitulos desta tese & feita da seguinteeimgano capitulo 2 contém um
embasamento teodrico sobre 0 modelo de interacao ondia-@spaco-temporal e temporal, 0
mapa padrao e alguns conceitos de dinamica; o capitustd3dévidido em secdes para cada
modelo dinamico tratado, com os resultados obtidos acohguos de discussodes; e por Gltimo,
o capitulo 4 contém as conclusdes obtidas da tese e ghgsssreis trabalhos futuros.



2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo discutiremos alguns conceitos que sarddafnentais para a posterior
compreensao dos resultados obtidos. O capitulo esidodivn trés secdes principais. A pri-
meira secao contém uma discussao sobre o modelo dagateonda-onda espago-temporal e
puramente temporal. Na segunda secao discutiremos olondelenapa padrao que nos ser-
vira na confirmacao e quantificacao dos resultadosiobfpara 0 modelo puramente temporal.
Na terceira e (ltima secao, discutiremos alguns copeéitndamentais de dinamica que serao
importantes para a discussao dos resultados.

2.1 Interacao onda-onda

Nesta secao introduziremos os modelo de interacdesdiEsajue aplicaremos neste tra-
balho. Na sequéncia, mostraremos as equacdes naodmespaco-temporais do modelo que
serdo aplicadas nesta tese. Discutiremos sobre asdégquaira a integracdo numeérica e a analise
linear deste modelo. Finalmente discutiremos o caso emsfae@delo &€ conservativo com
dinamica puramente temporal.

2.1.1 Obtendo a intera@o de onda-onda da equaio de Hasegawa-Mima

As equacdes que envolvem modelos de interacdo ondaapatecem em diversas areas,
sendo que a sua deducao podem ser obtida através dentbfeseposicdes. Podemos citar. por
exemplo, suposicao via regime modulacional de ZakhafF®&ICHEMBRUDER et al., 2000),
equacoes Vlasov (STENFLO, 1970) e Navier-Stokes (COS®BA £1988). Nesta se¢cao, mos-
traremos uma das possiveis deduc¢fes para as interagiedadas. Seguiremos de perto a
referéncia (HASEGAWA et al., 1979), para mostrar como nhaglde interacao de onda-onda
podem ser obtidas a partir da equacao de Hasegawa-Mima.

A equacao de Hasegawa-Mima é frequientemente usadag@seeever o comportamento



de ondas de deriva em plasmas. Tal equacao descreve a@velspaco-temporal do potencial
eletrostatico das ondas. O procedimento e as supogeba®btencao de tal equacao € descrita
a sequir.

Considera-se um plasma onde a temperatura dos ions & mmeritor que as dos elétrons
(Ti/Te < 1). Antes de chegarmos as equacdes do modelo, é conteededinir o parametro de

expansae
10 No Q
E=——=~ps|0(In—= ||~ —, 2.1
Wi Ot Ps ( Bo) Wi (2.1)
sendoQ = [ x v a vorticidade do fluido dos ions. O comprimento de onda sigeti$ao carac-
teristico & dado por
Te 12 1 C(mTe)l/z
B Nl Ve 2.2
o () - A 22)

ondeTe € a temperatura dos elétrons,ev sao a massa e a velocidade dos ions respectivamente.
Para um fluido de ions frios em um campo eletrostafice, — g, a equacao de movi-
mento é dada pela for¢a de Lorentz

dv e
a——ﬁD(P—FVX%h (2.3)

e a equacao de conservagao da densidade do nUmenasagxd) pode ser escrita como
(2.4)

sendov a velocidade do fluido de ionsy € massa dos ions g a carga elétrica dos iong£ o
potencial eletrostatico, &:;(c)2 & o vetor de freqiiéncia ciclotronica dos ions.

Via condi¢ao de quasi-neutralidade, a densidade denierdensidade de elétronsestao
relacionadas, e obedecem a distribuicao de Boltzmann

N =~ Ne = Np(X) exp(ip) ) (2.5)
Te
Aplicando a equacao (2.5) na (2.4) temos que
d ep
D'V——a (InnO—FTe), (26)

A equacao de vorticidad@ da onda de deriva pode ser construida tomando o rotacianal d
equacao de movimento (2.3) e notando que

dv odv ov 1_,
a_ﬁ_}_(v.m)v_ﬁ EDV —VxQ, (2.7)
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e
Ox(vxQ) = —QO-v+(Q-O)v—(v-0)Q (2.8)
= —QDL~VL—(V~D)Q. (29)
Nesse caso, temos que g
a(Q—F%i)‘f‘(Q‘i‘%i)DL'VL:O: (2.10)

onde o subscritd_ representa a componente perpendicular a dire¢ao doacaragnéticoz.
Considerando um caso pseudo tri-dimensional temos que

ovy

=<0, - 2.11
7 g|0, vy, (2.11)

sendo que& € um pequeno parametro introduzido na equacgao (2.1 desmsideracao é con-
sistente com a condi¢ao da existéncia de uma onda deadéfisicamente, esta consideragcao
corresponde ao fato que a inércia dos ions & desprerwirecao do campo magnético am-
biental.

A equacao (2.6) pode entao ser aproximada por

d e
DL.VL:_a (lnno—f—?(p)- (212)
e

Substituindo a equacao (2.12) na equacao (2.10) e asapdrametro de expansao (2.1),

d Wi +Q _d Wi Q ep|
dt [‘” (—noexqeqo/mﬂ ~ {'” (n—o) T TJ =0 (@13

Se usarmos o ordenamento da equacao (2.1), a vorticfllatlé dada pela derivia x B,

obtemos

Q= (Oxv,)-2=2-0x (D"’XZ) _ 12, (2.14)
Bo Bo
© d a
Opx 2z
a_29 _ : 2.1
dt ot Bo ’ (2.15)

as equacdes (2.13), (2.14) e (2.15) formam um conjunteafie para o potencial eletrostatico
Q.

Em um plasma de baixa pressgb= 8mp/B? < 1), as nado-homogeneidades do campo
magnético sao pequenas se comparadas com a densidadsiaha plAssumindo que; seja
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aproximadamente constante e usando as seguintes nomgbabzao tempo, espacape

weit =t, (2.16)
Xy

=X, 2.17
o = XY (2.17)
ey _
.= (2.18)

podemos observar que as equacoes (2.13), (2.14) e (2dm)em para

(3 ~ 2 nO
tl O [0 —In| — ) | = 2.1
5(0%0-0)~ [(0px2)-0] [cPp-in (12 )| <0 219
esta é a equacao de Hasegawa-Mima. O substrito suprimido, o operador gradiente signi-
fica que
0 0
O=X—+9—. 2.20
X6x+y6y (2.20)

Na presenca de nao-homogeneidades, a equacao de Waddgaa, admite uma onda
linear, onde a relacao de dispersao & dada por

W

= o =~[(kx2)-0lnnol/(1+K) = 1.

(2.21)

Na analise de turbuléncia da equacao de Hasegawa-Maoaveniente analisar a dinamica
no espaco de Fourier. Escrevernglao espaco de Fourier

P(x,t) 2; t)exp(ik - x) +c.c.]. (2.22)

Na teoria nao linear as amplitudes das ondas de derivaasiopbr:

dg
dt +|Cq((n( = Z /\k k//(ﬂ( (q(//, (223)

k+K +K'=0

Considerando um caso para o qual os trés primeiros modbarteamplitudes muito
maiores que os demais, tal que apenas a intetlagéd, + k3 = 0 seja significante, a equacao

(2.23) é dada por
dg

e e = N3 e, (2.29)
d
e i = N310501, (2.25)
d
B i = A0 65, (2.26)

dt
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onde
@) = @), (2.27)

Wj = W =123 (2.28)
e os coeficientes dos termos quadraticos sao dados por:

1 (Kaxkay — Kaykax) (K§ — K3)

1
Noz=3 e , (2.29)
1 (Kyykay — kixkay) (K2 — k3)
2 y Y/ \N3 2
Ni=3 > , (2.30)
1 (Kzykox — Kixkay ) (K3 — Kk2)
3 y Y/)\N2 1

Estas equacgOes foram usadas para explicar o mecanisraddéncia e trocas de ener-
gias em diferentes escalas (HASEGAWA et al., 1979). Umarsdtiva interessante, & se ao
invés de considerarmos a expansao de Fourier truncarésnmindos, considera-se um quarto
modo. A inclusao desta quarta onda é particularmenteaete para o estudo do efeito do
fluxo poloidal ( em inglés “zonal flow”) (LASHMORE-DAVIES etl., 2005). Estas regioes do
fluxo poloidal tem grandes implica¢des no confinamentoatéiqulas em uma plasma turbu-
lento (HASEGAWA et al., 1979). Seguindo a referéncia (LABSBIRE-DAVIES et al., 2005),

e considerando as seguintes condicdes de casamentospatores de onda:

ks =kq — ko, (2.32)

kg =kq +Ko. (2.33)

No caso de quatro ondas ocorre a participagao simultdeetis tripletos ressonantes.
Uma representacao esquematica desta interacaocgri® ondas esta na figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama da interacao.

Considerando estas condi¢cdes de casamento, a expan§@oider para quatro ondas, e
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aplicando-se na equacao de Hasegawa-Mima obtemos:

dd—q,zljtiwlfpl = N335+ N5 405 O, (2.34)
dd_quuiwztpz =N5105 0+ N 40 @, (2.35)
B im0 229
(j(j—(l,? +icum =N ,00, (2.37)

onde, a menos de alguns termos complexo conjugados, demmaacondicao de ressdnancia
de vetor de onda ter um sinal trocado com relacao a usaddgsmgawa, 0s termos e o0s coefi-
cientes para as ondas 1,2 e 3 sao idénticos ao caso anfeponcipal diferenca sao 0s novos
termos envolvendo a quarta onda, os novos coeficientes gtasatermos sao dados por:

1 (Kaykax — koxkay) (K — K2)

1
Na=3 o , (2.38)
1 (KayKax — KixKay) (K2 — k)
2 y y)(Kz — K1
Na=3 . , (2.39)
1 (Kaxkay — Kaykax) (K2 — K2)
4 xR2y y 2 1
Nio= > 112 - (2.40)

O conjunto de equac0des (2.34)-(2.37) representa o makdeioteracao de quatro ondas.
Enfatizamos novamente que existem diferentes formas dg;degara estas equacdes, sendo
gue aqui as deduzimos a partir da equacao de Hasegawa-Mima

2.1.2 Asequages

Na analise das equacdes de interacdes onda-ondagimmacomo base uma série de tra-
balhos (LOPES, 1995; PAKTER et al., 1997; LOPES; RIZZAT()9P Por simplicidade, con-
sideraremos as amplitudes adimensionalizadas, tal queefisientes dos termos quadraticos
das equacodes (2.34)-(2.37) sejam iguais a unidade. Bareambém uma pequena modificacao
na notagao, ao invés dos potenciais representados ipebmle ¢ usaremosA. Aleém disso,
acrescentaremos um grau de liberdade espacial que rearesssiveis nao-homogeneidades
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no plasma. Assim, o modelo de quatro ondas & dado pelo segoinjunto de equacoes:

OA(x1) | OA () PAKY g

A (X DA E) =T AZ(X 1A, (X 1) + v, Ar (X 1) +-D

ot A N ol
aAg(tX,t) Ve, 0A;()>(<,t) = —AL (DAL, 1) — T AL (X, 1) Ag(X, 1) + V2A (X 1), (2.42)
(3A3(,?(tx,t) Ve, 0A3(;()>(<,t) =iA3(X,t) — Ar(X 1) As(X, t) + VaAg(X,t), (2.43)
7} t 0A1(x,t .
A;(tx, )+vg4 ;(:((7 ) = 104A(X, 1) + T AL(X, ) A(X, ) + VaAg(X, 1), (2.44)

ondeA; >34 Sao as amplitudes complexas de cada uma das quatro ongdastresnente. O
fatorr representa a intensidade de interacao do acoplamepitdritripleto sendo que no caso
limite r = 0 0 conjunto de equacOes de quatro ondas recai no modeftégleridas. Os ter-
mosvy, ,,, representam as velocidades de grupo ao longo do espacmefidantesy; > 0

e V234 < 0 sao introduzidos fenomenologicamente, representanuoinjecao de energia na
ondd 1 e uma dissipacao nas ondas 2,3 e 4, respectivamenternisi® e d, representam
um descasamento de frequiéncia entre os tripletos. O wmygé® representa uma difusao,
gue corresponde a uma lenta variagao no espaco. A difesdum papel importante para que
ocorra uma saturacao no crescimento de modos espa®@ai®, veremos na proxima secao.
Quando trabalhamos com estas equacgdes no espaco derFaulifusao atua como um amor-
tecimento na geracao de grandes modos. Neste trabathcetreos o caso com um grau de
liberdade espacial, que sera representado na derivacialgam relacao a x nas equacodes das
amplitudes.

Na auséncia de injecao, dissipacao e difusao, eteagfio passa a ser conservativa. As-
sim, temos que o0 conjunto de equacdes espaco-temp@réig{(2.44) podem ser diretamente
derivadas de uma funcao densidade de Hamiltoniana. Cesaitb na referéncia (LOPES,;
RIZZATO, 1999), esta funcao pode ser obtida se escreveaa@quacdes de Hamilton na se-

guinte forma:
JdAj(x,t) oH JAj(x.t)*  SH

ot AT ot T oA’ (2.45)
onde foi introduzida a derivada funcional
6 _0 0 0 2.46)

SA] ~ 0A, axa<%)’

que permanece valida se substituirmrogor A*, e a Hamiltoniana totdfl pode ser escrita em

INa literatura usualmente a onda 1 & chamada de onda pai @uimchatora, enquanto as ondas 2,3 e 4 s&o
chamadas de ondas filhas.
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funcao densidade de HamiltoniaHacomo:

ﬁz/dxH:/dx[—A1A§ 54 AAA — (A A AL — ALAA;) + 83| Ag|?

4 oA
i 2_ AT
+idu|Adl FlvgJAJ dx}' (2.47)

Podemos ver que a Hamiltoniana nao depende explicitandentempo, ou seja, € uma
quantidade que nao varia no tempo. Além da funcdo Hami#ha, temos outras duas quanti-
dades conservadas no tempo:

CL— /dx[|A2|2— Ag2+[Adf?] (2.48)

Co— [ dx[|Au+ |Agf?+ |Aef?]. (2.49)

2.1.3 O Meétodo Pseudo Espectral

Nesta secao falaremos um pouco sobre o método de iné&gragnérica que aplicare-
mos para resolver as equacgdes das amplitudes (2.48)(23% métodos mais freqlientes na
resolucao de equacdes diferenciais parciais saotodoé&le diferencas (elemento) finitas e
0 método pseudo-espectral. Em problemas com condic@omterno periddicas e com pre-
cisao semelhante, o método pseudo-espectral apresantasto de tempo computacional de
aproximadamente dez vezes menor do que método de digaréngas (FORNBERG; MER-
RILL, 1997). Como consideraremos que as condi¢cdes deonmmtdas amplitudes (2.41)-
(2.44) também sao periodicas, utilizaremos o métodugs-espectral. Este método & base-
ado em uma importante propriedade da transformada de Fosegundo a qual uma deri-
vada continua pode ser transformada em um conjunto disdestquacdes (BUTKOV, 1988).
Neste caso aplicaremos a transformacao de Fourier ng@spaeescreveremos as amplitudes
Aj,{j =1,2,3,4} na seguinte forma:

N/2 _
A=Y aj, (t)g (2.50)
n=—N/2+1

onde o indicen representa o nimero do modo de Fourier. Neste trabalhaméxpenos esta
série entreN = 32— 1024 modos. Como estamos interessados apenas no iniceval@g de
modos espaciais, na maioria dos casos nao sera neoegsaniumero grande de modos de
Fourier para que a dinamica espacial seja corretamentatde#\plicando a transformagao de
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Fourier (2.50) nas equacoes (2.41)-(2.44), as eqsat@& amplitudes passam a ser dadas por:

aa;nt(t) + [iVgikn — Dkn?] @1, (t) = F[AoAg] — F [FAsA4] + vaay, (t), (2.51)
aa;nt(t) +Vgaknag, (1) = — F[ArAg] — F[rA1A] + vaaa, (1), (2.52)
aa;nt(t) +Vg3knag, (t) = 103as,(t) — 7 [A1Ag] + Vaag, (t), (2.53)
aa;nt(t) +Vgaknaa, (t) = 1048, (t) + .7 [A1AZ] + Vada, (1), (2.54)

onde o indicen representa cada um ddsmodos da transformada (2.50). No espaco de Fourier
podemos ver claramente o papel de saturacao do coefidertdifusaoD, que atua como um
termo de amortecimento para grandes comprimentos de onda.

O simbolo.# das equacdes (2.51)-(2.54) indica a convolucao dodupos nao lineares
entres as amplitudes. Um forma mais vantajosa, no sentitdmg® computacional, & calcular-
mos 0s produtos nao lineares das amplitudes no espage séalepois aplicar a transformada
de Fourier. Este procedimento evita a operacao de cog@oldos termos nao lineares. Apos
avaliarmos os termos nao lineares no espaco real, agganiransformada de Fourier nas
equacoOes diferencias parciais, fica restando resolvecamunto deN equacgoes diferenciais
ordinarias. Para a integracao destas equac0des miifare foi utilizado o integrador LSODA
(Livermore Solver for Ordinary Differential Equations, Wwiutomatic method switching for
stiff and nonstiff problemsEste integrador, desenvolvido por Linda Petzold e Alamdriarsh
(PETZOLD, 1983; HINDMARSH, 1983), tem um algoritmo pred#mrretor que torna mais
eficiente a integracao. A idéia, basicamente, & vatitimaaticamente o passo de integracao de
acordo com a dificuldade de integracao das equacOes.aléim de tornar a integragdao mais
rapida, também a torna mais precisa.

Aproveitamos ainda esta sec¢ao para introduzir um cangeié usaremos mais adiante,
gue é o conceito de variedade homogénea e variedadeomdogénea. Um sistema é dito estar
na variedade homogénea quando, no espaco de Fouriegsapenodon = 0 € diferente de
zero, 0 que corresponde, no espaco real, a auséncia desrasplaciais, sendo o seu perfil
espacial plano. Ja a variedade nao-homogénea oconme@uasistema apresenta, parg 0,
modos diferentes de zero no espaco de Fourier, os quaipageeeal, correspondem a modos
espaciais.
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2.1.4 Estabilidade da variedade homagnea

A analise da estabilidade da variedade homogénea pofkitseatravés da analise linear.
Para fazer esta analise fixaremos as condi¢cdes ini@aseguinte forma:

A(t=0)=ay,(t=0)=o #0, (2.55)
a,(t=0)=0, {j=2,34}, "0, (2.56)

as quais sao perturbadas por pequenos tednesa;, ek +a; e aj,, ~ e, tal que
aj,, < |</|. Esta escolha & conveniente para analisar a estabili@gade@ima grande amplitude
deA;. Ainda fixando

04 =0, (2.57)

arelacdo de dispers@a= w(k) pode ser obtida de

PsP — PR =0, (2.58)

onde
P, =i(—w-+vg,K), (2.59)
Ps = i(—w+Vg;K — 83), (2.60)
Py =i(—w+Vg,K — ), (2.61)

e
Pr= |72 (1—r2%) . (2.62)
Py

Salientamos que o simbolo gregarepresenta o vetor continuo da relagao de dispersao, en
quantok & o vetor de onda usado na transformacao de Fourier. Aaelde dispersao (2.58)
pode ser resolvida numericamente. Podemos ver, de acond@a ¢orma da perturbacao pro-
posta, que para valores reais kl@ imaginarios dew, a variedade homogénea é instavel. A
variedade somente sera estavel para valores reaisedguando a parte imaginaria defor
nula.

2.1.5 O modelo de quatro ondas puramente temporal

Na secao anterior vimos as equacdes do modelo de jatedeondas espacgo-temporal.
Porém, muita informacao da dinamica contida no modatamente temporal sera importante
na analise dos casos espago-temporais. Como mostranenpeéximo capitulo, em algumas
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situacdes a dinamica dos sistemas espaco-temporaiseggesentada apenas pela variedade
homogénea. Em outras palavras, recaimos no caso pueatesmgoral. Assim, na auséncia de
dinamica espacial, as nossas equac¢oes das amplitwdesrem:

g = PeOAs(t) A (DA(L) +viAu(t), (2.63)
dpjt(t) = —Au()A3(t) —rAL(DA4(L) + v2Ag(t), (2.64)
dpst(t) = —A(DA(t) —133Ag(t) + VaAg(t), (2.65)
d/?;t(t) = TAL(D)A(t) +10aA4(t) + Vaa(t), (2.66)

sendoA;(t) as amplitudes das ondas com componentes apenas temposaierndsv, 23 4
representam novamente a inje¢ao ou a dissipacao dgiz@éependendo do sinal .

Considerando a interagao conservativa, os termos 4 serao nulos (PAKTER et al.,
1997). Devido ao fato das amplitudes serem complexas, camp@oeentes reais e imaginarias,
as solucdes da interacao de quatro ondas sao repadasnmium espaco de oito dimensodes
(quatro reais e quatro imaginériasf;{. possivel introduzir a transformagao de variavgjis=
Fjl/ze“l’l, ] =1,2,3,4,tal que as equacoes (2.63)-(2.66) podem ser analisadas forma mais
conveniente:

F1 = 2(FiRFs)Y?cosp. — 2r (FiRFa) Y2 cospy, (2.67)
R = —2(FiRRs)Y2cosp_ — 2r(FiRFs) Y cosp, (2.68)
R = —2(FRRs)Y?cosg_, (2.69)
Fa = 2r(FLF2Fa)Y2cospy, (2.70)
@ = 1/2(H + &F3+ &Fa) (1/Fo — 1/F1) + (FiFo/Fs) Y 2ser{ @) — &3 (2.71)
@ = 1/2(H + &3+ &aFa) (- 1/Fo— 1/F1) — (PR /Fa)2sen( @) — &, (2.72)

onde ocorre uma conjugacao de fases que nos permiteeeesas fases comp. = @ — @ —
@3, @ = @+ @ — . Nosso sistema inicialmente tem 8 dimensodes e, devidojagagao de
fases, passa a ter 6 dimensdes. Alem do mais, temos queaoftdamiltoniana do sistema é
dada por:

H— 2(F1F2)1/2(F31/Zserrp_ — rF41/Zsen(p+)—63F3 — OuFa, (2.73)

sendo que no formalismo Hamiltoniano acirfg,» 3 4) € ¢1,2,34) SA0 0S Momentos e as coor-
denadas canOnicas, respectivamente. Note que temos ug#ofdl que nao depende explici-
tamente do tempo, ou seja, temos mais uma quantidade cadaeareste sistema. Aléem da Ha-
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miltoniana, o conjunto de equacdes (2.67)-(2.72) admiteas duas constantes de movimento,
conhecidas como relacdes de Manley-Rowe, expressagmateforma (LASHMORE-DAVIES,
1981):

FR+R+R = c, (2.74)
R-FR+F = o (2.75)

Uma quarta constante de movimento para o sistema de expiéZ®3)-(2.66) e a con-
sequente integrabilidade da interagao de quatro oralasecvativa foi apresentada para o caso
03 = 04 = 0 por Romeiras (ROMEIRAS, 1983). Para o caso odglg 0 ou d4 # 0, a quarta
constante nao permanece valida (LOPES, 1995), permagi@@penas a Hamiltoniana e as
relacdes de Manley-Rowe como constantes de movimentgimAdem-se um sistema com
mais graus de liberdade do que constantes de movimenta aplidavel a teoria de sistemas
Hamiltonianos quasi-integraveis.

Devido as constantes de movimento, & necessario eacamtrconjunto de condigdes ini-
ciais que satisfaca simultaneamente a Hamiltoniana erestardes de movimenty e cp. Por
simplicidade, & escolhida a Hamiltoniana com valor H=0Omaelo a obter o seguinte conjunto
de condicdes iniciais que preenche estes requisitos:

Fit=0)=c1—n, R({t=0)=c—n,
R(t=0)=0 Rt=0)=n, e (t=0)=m @ (t=0)=0, (2.76)

comn sendo um parametro que define diferentes condi¢cOesisici

2.2 O mapa padrao

Sistemas hamiltonianos quasi-integraveis com dois gilaugerdade representam uma
classe de sistemas com caracteristicas gerais, com camamtos independentes do sistema
especifico a ser tratado (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992r lBste motivo introduzire-
mos nesta se¢ao o modelo do mapa padrao que também ada® rotor pulsado. Assim
como no modelo de interagao de quatro ondas conservativapa padrao possui as mesmas
caracteristicas de sistemas Hamiltonianos com dois gealiserdade. Sendo assim, este mapa
nos servira como uma plataforma para elucidar alguns caarpentos dinamicos que também
serao encontrados no modelo de interacao de quatro.ondas
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2.2.1 Aequa@o

Os sistemas Hamiltonianos mais simples que podem exibérsdmaqueles que possuem
dois graus de liberdade. O mapa padrao &€ um dos mais esgjdasto que € um modelo
conveniente para se analisar 0 comportamento cabticatiesls Hamiltonianos com mapas
bi-dimensionais. O mapa padrao foi introduzido por Clvi{CHIRIKOV, 1979) como a
forma discreta das equacdes para o rotor pulsado, cujandtblaiana &€ dada por:

H(p,x,t):%pz—Kcos(x) i 5(t—n), (2.77)

n=—oo

ondep e X € 0 momento e a posicaokeé o chamado parametro de nao linearidade. O mapa
é considerado sobre um toro, tal que (—1, M) ex € (—71, 1), e pode ser escrito na seguinte
forma:

Phr1 = Pn—Ksemnxy,

Xn+1 = Xn+ Pn+1, (2.78)

ondepn, € X, sS40 as variaveis dinamicas do rotor logo ap6s o enépintsm dado pela funcao
delta em (2.77).E bem conhecido que paka> K¢ ~ 0,9 ha uma grande orbita cadtica que
evidencia o cenario de caotidade global (LICHTENBERG;RHRMAN, 1992).

Nos nossos resultados mostraremos que este cenario dedzate global nao é total-
mente ergodico. Em outras palavras, ele & ergbdico ptegpaendo que imerso no mar cadtico
do espaco de fase ocorrera a presenca de certas arrsatiiilBenicas que afetarao grandemente
o deslocamento das trajetorias. A formacao destas dimaadera discutida com mais detalhes
na proxima secao.

2.3 Conceitos de dinamica nao linear

Diferentemente das se¢0es anteriores onde introduzosiosodelos que abordaremos
nesta tese, aqui focaremos alguns conceitos de dinaradméar que serao fundamentais
para a compreensao e posterior discussao dos resultados.
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2.3.1 Teorema KAM e aprisionamentos no espaco de fase

Uma forma muito comum de descrever as equac¢des de mowimdatcorpos & usar o
formalismo Hamiltoniano. Neste formalismo o estado doegist € descrito pelo conjunto
de N coordenadas generalizadas= (gi1,02,-..,0n) € de N momentos generalizadgs =
(p1, P2, ---,Pn), ondeN esta relacionado com o numero de graus de liberdade donsistA
evolucao temporal neste formalismo € obtida atraveedaacdes de Hamilton (GOLDSTEIN,
1980) dadas por:

do dH(q,p)

_ 9h4.p) 2.7
at ap (2.79)
dp dH(q,p) :
_— = _—— = e 2
dt aql b I 17 7N7 ( 80)

sendo queH (q,p) € a chamada funcao Hamiltoniana. Qualquer conjunto dawes (p,q),
tal que as suas evolucdes temporais sejam dadas poroegudg forma (2.79) e (2.80), sao
chamadas de candnicas (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992).

Quando um sistema Hamiltoniano Negraus de liberdade possNiconstantes de movi-
mento, & possivel mostrar que pode-se realizar uma tnana€ao de coordenadas de um par
candnico(p, ) para um novo par candnidp,q), de forma que a nova fungdo hamiltoniana
H(p) dependa apenas explicitamente do momento%?—ie,: 0. As equagdes de movimento da
nova hamiltoniana passam a ser dadas por:

pi = 0 = constante (2.81)
. OH

| = — = = 2. 2
Qi 0 w = constante (2.82)

onde o vetoq representa variaveis ciclicas. Integrando-se a Uléquecao, obtém-se

g =wt+f. (2.83)

A solucao para estes sistemas é representada porNodosensionais, sendo que cada
componente da dimensao rotaciona com uma frequ@mckRorem, nem sempre € possivel en-
contrar asN constantes de movimento necessarias para garantir aahiédade de um sistema
comN graus de liberdade.

Uma possivel abordagem para este problema €& dada patapgedurbativa (OTT, 1993;
LICHTENBERG,; LIEBERMAN, 1992; SCHUSTER, 1995), que comeibasicamente em su-
pormos uma Hamiltoniana integravel qualquer acrescidantke pequena perturbacao. Escre-
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vendo uma Hamiltoniana perturbada como sendo a soma de umidtéfaana nao perturbada
(Ho) e uma perturbacgadg) multiplicada por uma constangg temos que:

H(p,q) = Ho(p) +&H1(p, q). (2.84)

A principal pergunta & sobre quais condi¢des a Hamétaaiperturbada (2.84) apresenta
trajetorias que permanecem confinadas a thrdémensionais. Para o caso onde isso for ver-
dadeiro, usando uma transformacdes de variaveis c@sera possivel reescrever a Hamilto-
niana comd (p,q) = H'(p).

Esta questao sobre o que ocorre com 0s toros quando éextiaal® uma pequena per-
turbacao, so foi respondida pelo teorema de Kolmogdt®84), Arnold (1963), Moser (1967),
usualmente chamado de teorema KAM. A validade deste tecaisgegura a existéncia do toro
diante uma perturbacao (OTT, 1993; LICHTENBERG; LIEBERN| 1992; SCHUSTER,
1995). A prova deste teorema é extensa e esta contidafeegneias (ARNOLD; AVEZ, 1968,;
MOSER, 1973). Nesta tese, apenas indicaremos quais éasd@o necessarias para este teo-
rema ser valido. As condi¢cbes a serem satisfeitas SGHLENBERG; LIEBERMAN, 1992):

1. aindependéncia linear das frequéncias

M- 6 # 0, (2.85)

2. a perturbacao deve ser suave (suficiente nimero dexdas continuas de)

3. condi¢des iniciais suficientemente afastadas daméssa, tal que satisfaga

M- | > yim| ™, (2.86)

para todosn. A variavelt & dependente do nimero de graus de liberdade do sistensua-da
vidade deH1, ey € dependente da perturbagddQuando estas trés condi¢des sao satisfeitas os
toros sobrevivem a perturbacao, e sdo chamados deKéglis(LICHTENBERG; LIEBER-
MAN, 1992).

Para uma perturbac&auficientemente grande todos os toros sao destruidosridaéo
3 temos que o Ultimo toro KAM a ser destruido & aquele agao de frequéncias € o nimero
“mais irracional” (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992).

Para compreendermos o que & o nimero mais irracionaless@eo usar alguns resulta-
dos da teoria de nUmeros. Um namero irraciddabde ser representado pela seguinte fracao
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infinita continua (OTT, 1993),

1
R=ag+ ———, (2.87)

as+
2 a3+a4~l%...

onde 0sg sao inteiros. Se truncarmos a fragao em um determiagdobtemos um valor

racional proximo do nimero irracional. Assim, o nUmenaeals irracional” & definido como

sendo o qual & mais lentamente aproximado por truncameéatfyacao (2.87). O nUmero que
converge mais lentamente a fracao &€ a chamada razéa aw seu valor & = @ (OTT,

1993).

Assim o teorema KAM nos assegura que toros com frequésafagentemente irracio-
nais sobrevivem a pequenas perturbacdes. A perguntahqtie surge agora & o que acontece
com os toros de frequéncias racionais. Para estes casmsama de Poincaré-Birkoff nos
diz que estes toros racionais se tornam pares de pontos fiptisas e hiperbolicos (OTT,
1993; LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992), sendo que a instatalile dos pontos fixos hi-
perboblicos serdo responsaveis pela formacao deesgdoticas em sistemas conservativos.

Um caso interessante € o de sistemas bidimensionais.d\eses, assim como uma linha
de dimensao um, divide um plano de dimensao dois, um torMis@para o espaco de fase
em duas regides distintas. Assim, podemos concluir quelalév propriedade da unicidade
da trajetoria, uma regido cadtica sempre vai ser sepgvad um toro KAM no espaco bi-
dimensional. Nestes casos os toros KAM atuam como se fosasamiras que nao podem ser
atravessadas por qualquer trajetoria.

Tendo em vista estes resultados, por algum tempo se pensaistemas hamiltonianos
bidimensionais eram compostos por regides regularesseptados por toros KAM (toros ir-
racionais) e mares caoticos devido a quebra dos torosnasioPorém, resultados numéricos
apontam que trajetorias caoticas inicialmente restd@taima regiao, apos longos tempos de
iteracao, podem migrar para uma regiao caobtica desti@bviamente nao podia se tratar de
um toro KAM, sendo que este representa uma barreira pasd@riajs cabticas independente
do tempo de iteracao do sistema. Esta questao permaastaberto até que foi proposta a
existéncia de objetos chamados de caAtVIACKAY et al., 1984). Este cantori, diferentes
dos toros KAM, formam barreiras parciais no espaco de f&eometricamente &€ como se
fosse um toro com pequenos canais, tais que se esperarmasstsaficientemente longos,
trajetorias cabticas podem atravessar por um dos camaisctando regides do espaco de fase

2A origem da palavra cantori & a proveniente da junczo dettr” com“tori” que significa toro em latim. O
termo “cantor” & uma referéncia ao conjunto de cantore Eshjunto, que & formado por segmentos de linhas, tem
uma propriedade interessante que é a sua dimensao terlonfraaionario (aproximadamente &), que & um
valor maior que a de um ponto (zero), porém menor do que urtha (um) (ALLIGOOD; YORKE, 1996).
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aparentemente distintas. Na figura (2.2) mostramos untsag@® da conexao de duas regidoes
do espaco de fase.

: F{egloes ST

- Caoticas

| /\ Fléros /\
— o >R

cantori

Figura 2.2: Representacao esquematica de um cantarsecaaais.

A existéncia deste cantori tem grande influéncia sobreocooorre o transporte de tra-
jetorias cabticas no espaco de fase em sistemas cotigesvdJma consequéncia direta &€ que
a hipbtese ergbddica nao é valida para tais sistemasieArg desta validade sera discutida com
mais detalhes na proxima sec¢ao.

2.4 Expoente de Lyapunov a tempo infinito e a tempo finito

Como veremos no capitulo de resultados, o expoente de hgamos fornecera informa-
¢cOes importantes sobre os toros KAM e o cantori que forasarétes na secao anterior, e sobre
a estabilidade espacial do modelo de interacao onda-esplgo-temporal. Por este motivo,
nesta secao faremos uma breve discussao deste corpeitee mostrara fundamental para
analise dos resultados.

Uma caracteristica comum em sistemas caoticos é a imsfinéidade. Esta caracteristica
esta relacionada com a chamada dependéncia sensitoaadigdes iniciais, ou seja, dadas duas
condicOes arbitrariamente proximas, apos um persodfigcientemente longo obtemos solucdes
totalmente diferentes. Uma forma de medir a dependémsc@adi¢cdes iniciais € através do
chamado expoente de Lyapunov (WOLF et al., 1985).
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Para definirmos o expoente de Lyapunov, considere inicisenem sistema continuo
descrito por um conjunto deequacdes diferenciais ordinarias. Sobre este sisteesadlhida
uma trajetoria onde é fixado um ponto inicigl Em torno do ponto iniciakp € monitorada
uma esfera infinitesimal de condi¢des iniciais de ®j0w). Apos evoluir temporalmente o
ponto inicialxg, a esfera de condi¢des iniciais se deforma, tornandoaselipsdide com eixos
principaisgi(t), i =1,2,...,n (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Evolucao temporal de uma esfera bidimensmsmaondicdes iniciais.

Assim, define-se o expoente de Lyapunov como sendo a medidaedoimento (ou
decréscimo) exponencial dos eixos princiga(s) que & dado por (WOLF et al., 1985):

A = lim fim Lin 80 (2.88)
g—0t—ot  £(Xo)
Respeitando os limites desta Gltima equacao temos que:
& (t) ~ &o(Xo) exp(Ait). (2.89)

Pode-se concluir entdao que a existéncia de pelo menos poeete Lyapunov positivo
esta associado com a divergéncia de trajetorias, qumeaécaracteristica de solu¢des caodticas
(WOLF et al., 1985).

Em um instante de tempaualquer o elemento de volumealimensional & dado por:

n

av(t) =[a&(t), (2.90)
il
substituindo a equacao (2.89) em (2.90) temos que:

oV(t) =0V (0) exp(_i)\it). (2.91)
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Deste (ltimo resultado podemos distinguir dois casos.if@giro ocorre quandéV (t) =
oV (0), ou sejay ; Ai = 0. Neste caso o elemento de volume se preserva e 0 sistemag¥-co
vativo. O segundo caso & quandd(t) < 8V (0), ou sejayi ; A < 0. Sistemas em que ocorre
a contragao do elemento de volume sao chamados de digsfpa

Alternativamente, o expoente de Lyapunov pode ser defimdteemos da matriz jacobi-
ana. Considerando uma trajetoria representada por umrveton N dimensdes o expoente de
Lyapunov pode ser escrito como:

1
)\k(ro,n):ﬁln(||D//1”(r)02/k||) (k=1,...,N), (2.92)
onden & um inteiro positivo D.#"(r) denota a matriz Jacobiana da enésima iterada do sistema,
calculada enng, e % € o autovetor correspondentelaésimo autovalor dB.#Z"(ro) .

Se tomarmos o nUmero de iteradasomo sendo um ndmero finito, temos o chamado
expoente de Lyapunov a tempo finito. Este Gltimo dependeodédicdo inicialrg, enquanto
opostamente para tempo infinito,

A= lim A(ro,n), (2.93)

tem praticamente 0 mesmo valor para todas condi¢cOegisici

A existéncia de um valor fixo para o expoente a tempo infenjarantida pelo teorema de
Oselede{OSELEDETS, 1968). Porém, salientamos que o resultade texsrema so é valido
para sistemas ergodicos. Como foi visto na secao antamxisténcia de cantori pode fazer que
trajetorias figuem aprisionadas em determinadas redi®espaco por um tempo longo, porém
finito. Nestes casos a hipbtese ergbdica, que se basedmndef que a média espacial & igual a
média temporal da trajetoria, falha. Na verdade, sistequ& apresentam estas caracteristicas
de aprisionamento sao chamados de pseudo-ergodicod £&ASKY, 2002(b)).

Devido a pseudo-ergodicidade presente em sistemas ldamitibs, mostraremos que o
uso do expoente Lyapunov finito fornecera um diagnostiaitormais rico em informagdes
sobre a dinamica de tais sistemas. O expoente de Lyapurem@tfinito possui sucessivas
flutuacBes no tempo, devido as contracdes e expags@asma trajetoria cadtica tipica sofre no
espaco de fase acessivel. Assim, faz-se (til definir ustallicdo de probabilidade. Definire-
mos f (Ak(rp,n)) como sendo a densidade de probabilidade do k-ésimo expdertyapunov
a tempo finito, para condicao inicieJ. Em outras palavrad,(Ax(ro,n))dAx € a probabilidade
do expoente de Lyapunov a tempo finito estar ehtre A, + dAy.

STambém chamado de teorema muiltiplicativo ergodico.
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2.5 Intermiténcia on-off

Outro conceito que sera til em nossa investigacao € intdrmiténcia on-off. Veremos
gue os comportamentos desta intermiténcia que seraatdesaui, aparecerao na analise de
resultados para o sistema de interacao de ondas egrago+ial.

A analise de sistemas que geram trajetorias cabtidas,dmo em problemas de mecanica
celeste, vem de longa data. Porém, nos (ltimos tempos ueméontrado um novo compor-
tamento em sistemas dinamicos. Este comportamento foiatha de intermiténcia on-dff
originalmente proposto por Platt (PLATT et al., 1993). Essistemas sao caracterizadas pelo
fato de uma ou mais variaveis permanecerem por longosgmricom valores constantes (es-
tado desligado) e, esporadicamente, estes perfis planeswsedriacdes abruptas. Na literatura
estas variagdes s&o usualmente chamadastdero8 (estado ligado). Na figura (2.4) ilustra-
mos como estados desligados sao abruptamente interrosmpmd estados ligados.

1_I T [ T [ T [ T I_
0,8} _
0,61 _

< 0,4F _

i Tl T2 T3 -
0,2 || —» | «—> | « > —

T i

| | | | | | | | |

5780 5800 5820 5840 5860

tempo

Figura 2.4: Figura esquematica dos estados ligados eyddseb da intermiténcia

O uso da palavra intermiténcia em sistemas dinamicos tas arigens em dinamica dos
fluidos (TOWNSEND, 1976). Este termo & usado na mecanicludios para descrever a

4Traduzido para o portugués intermiténcia ligada-deslig porém a sua traduczo n&o é freqiientemente usada
pela comunidade cientifica brasileira. Por isso, mantesesste termo em sua lingua original.
SEm sua lingua originddursts
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repentina transicao de regimes laminares para reginmbsglémtos. Nos nossos sistemas es-
ses regimes laminares corresponderao a perfis constanesiaveis, enquanto os turbulentos
designarao os “estouros” que eventualmente podem ocorrer

E importante salientar que existem certos pré-requipios sistemas dinamicos apresen-
tarem intermiténcia on-off. A primeira delas & que o sistaleve ter uma variedade invariante
cattica. A segunda & que a dimensao total do sistema de@® snenos uma maior do que a
da variedade.

Suponha quée seja um parametro de um sistema caotico, e que exista wnardiico
pc tal que, parg > pc passe a ocorrer intermiténcia on-off. Assim, para valgrespc, para
0S quais nao ocorre intermiténcia, a variedade invaidotnosso sistema €& o proprio atrator
cattico. Neste caso, as trajetorias sempre ficam restdatrator. Ja para 0s cagpg p,
o sistema deixa de ter o atrator ca6tico e passa a ser o tomaotico. Diferentemente do
atrator, estes conjuntos caobticos possuem uma pequegd fpasitiva de orbitas periddicas
transversalmente (com relacao a variedade) instassm, as trajetorias passam longos tem-
pos na variedade invariante. Porém, eventualmente pgegaimas a estas orbitas periddicas
que apresentam ao menos um expoente de Lyapunov trangwesgalo. Todas as vezes em
gue isso acontece, as trajetorias sao ejetadas paradmariddade invariante, e dizemos que
ocorreu um estouro. Na figura (2.5) mostramos um esquema ttessicao. Os intervalos de
tempo do estouro, comparado com o0s intervalos da traget@rivariedade, sao muito peque-
nos, e tendem a infinito quando se aproximade p.. A perda de estabilidade através deste
mecanismo & chamada de bifurcaczo blov¢0T T; SOMMERER, 1994).

Variedade
Invariante

|\

/

Trajetoria
(@) Caotica (®)

Estouro

.

Figura 2.5: Figura esquematica representando dois casasr@jetoria permanece na variedade
invariante (b) a trajetoria € ejetada da variedade iavéei

6Em portugu@s bifurcagao explosiva, este & um outrodeue manteremos em sua lingua original.
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Uma caracteristica de sistemas com intermiténcia og-afprobabilidade da distribuicao
dos comprimentos de tempo€ntre os estouros (ver figura 2.4). Estas distribuicossysm a
forma de uma lei de poténcia com um expoen82, & dada pela seguinte expressao (COVAS
etal., 2001):
P~ an 3/ 2exp A" 4 yexpg " (2.94)

Os termosa, 3,y e 9, sao constantes que variam de acordo com o sistema. Parém,
caracteristica principal de sistemas com intermitéoiaff, € a lei de poténcia apos sucessivas
medidas dos comprimentos de temposSendo esta uma forma de identificar sistemas que
apresentam intermiténcia on-off.
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3 Resultados e Discugses

Neste capitulo apresentaremos os resultados que obsveeste trabalho. Dividiremos
este capitulo em trés sec¢des, sendo cada uma delaadizdicim modelo especifico abordado.
Na primeira mostraremos 0s resultados para a interacdoothelas conservativa, na segunda
0 modelo do mapa padrao e na terceira 0 caso espaco-tdippmaa modelo de interacao de
ondas.

3.1 Modelo de interacao de ondas puramente temporal

Nesta secao comecaremos usando o corte de Poincararadisar a dinamica do mo-
delo de quatro ondas conservativo. A principal vantagemtitiean o corte de Poincaré para
o sistema de quatro ondas € que, devido ao fato da transfaonte variaveis reduzir o con-
junto de oito equacdes diferenciais para seis e, assoc@d as duas constantes de movimento
de Manley-Rowe (2.74) e (2.75), mais a Hamiltoniana (2.83istema permanece restrito a
uma superficie de energia tridimensional. Assim, quaedtizamos o corte, as trajetorias sao
analisadas num espaco bidimensional. O corte escolhiltrajetorias geradas pelo modelo,
ocorre na posicao em que a variakehtinge um valor minimo. Quando esta condicao de corte
é satisfeita, é feito um gréafico da varia¥elversus a combinacgao das variaveis ciclipag ¢
na forma o, — ¢-). Na figura (3.1) € mostrado um corte para um pequeno valtredééncia
de descasament®.

O corte da figura (3.1) € construido através de um congetmondicdes iniciais evoluido
temporalmente até um tempe= 10000 que satisfaz as constantes de movimento de Manley-
Rowe e a Hamiltoniana. Os valores destas constantes e desglgrametros serao mantidos
fixos durante esta secao, tais valores sao:

4=32 =10 H=0 &=0 r=1 (3.1)
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b -d

Figura 3.1: Corte de Poincaré pa¥a= 0,02.

Cada curva gerada no corte representa uma condicaol,mpai@ pequenos valores de
frequéncia de descasamento. Podemos observar um cameoto predominantemente re-
gular, onde a maioria das condic¢des inicias geram cunvages com excessao das condicdes
iniciais que preenchem a regiao proxima ao centro do cag@uais sao cabticas. O fato da
maioria das condic¢des iniciais apresentarem comportamegular & devido ao modelo de
guatro ondas conservativo ser integravel para o 6aso0 (ROMEIRAS, 1983). Assim temos,
para pequenos valores dg um comportamento muito proximo de sistemas integraeeide
todas as condicdes iniciais geram comportamentos meguldara o casédz # 0, 0 modelo
de quatro ondas inicialmente & um sistema com quatro gralibetdade, porém devido as
duas constantes de Manley-Rowe, o0 modelo recai no caso déstema Hamiltoniano com
dois graus de liberdade. Vimos no capitulo anterior queso ¢k sistemas Hamiltonianos
guasi-integraveis sao caracterizados por regidedaegse irregulares, onde as regides regula-
res (caso integravel) sao representadas por toros. Assilemos associar as regides regulares
para o caso quasi-integravel do modelo conservativo deaiaadas como sendo um corte de
um toro bidimensionalT?) com duas freqiléncias, e este corte gera as curvas qubsan
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vadas na figura (3.1). O fato das curvas serem densamentecpidss no corte & devido a
irracionalidade entre as duas freqiiéncias do toro.

Na figura (3.2) mostramos um corte da série temporal paramd®uma condi¢ao inicial
regular do corte mostrado na figura (3.1). As amplitudes dda®eletromagnéticas geradas
pelo modelo de quatro ondas sao compostas por partes neafjaaria, assim para analisarmos
a frequiéncia destas amplitudes usaremos o médulo glmdestas amplitudes.

2
A,

il HUMU“ “ MMUM“M | MMMMMU‘H“W Ll Wﬂ“ “1 MMHMU !ummdﬂ

n

H
I\)mOmHml\)mO'mth\)mO R N w b

2
A,

N O

2
|A]
=

==

i

p o

2
1A,

=
P o

0,50
! | L LL |
99400 99500 99600 99700 99800 99900 1000

t

Figura 3.2: Série temporal de uma condicao inicial em tegéo regular parés = 0, 02.

Através destas séries podemos observar um comportaapanrentemente periddico. Po-
demos ver também que cada amplitude & composta por dup®frgias, uma lenta e outra
rapida, que estdo relacionadas com as duas frequétwiasoT2. Alem disto, podemos con-
cluir que estas freqiiéncias sao, na verdade, quasigiesis devido ao fato desta condi¢ao
inicial gerar um toro irracional que preenche uniformeraenturva representada no corte. Na
figura (3.3) € mostrada uma analise de espectro de Foobes & série temporal da amplitude
da onda dois da figura (3.2).
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Figura 3.3: Espectro de poténcia de uma condic¢ao ireomlima regiao regular padg= 0, 02.

Na figura (3.3) mostramos uma analise de espectro de patéaé&ourier que nos fornece
as duas frequéncias que compdem a série temporal e apassiveis combinacdes lineares.
As duas frequéncias sao determinadas como sendo as ¢orasvde freqiiéncia linearmente
independentes e com 0s maiores picos de amplitude no esplecpoténcia. Na figura (3.3)
apontamos as duas frequéncias que satisfazem estesiti@gjaias suas combinacoes lineares,
as duas frequéncias possuem um valofe:0,005 ef; ~ 0,197.

No grafico da figura (3.4) € mostrada uma série tempora par mesmo valor de fre-
guéncia de descasamento do caso anted®e(0,02), s6 que agora € usada uma condicao
inicial em uma regiao caotica do corte. Podemos ver que@kgdes das amplitudes perderam
0 comportamento periddico presente no caso de uma @migial regular.

Realizando uma analise do espectro de poténcia de Foarg&rie temporal da onda dois,
mostrada na figura (3.4), podemos ver que 0s picos ja mathezdem definidos como no caso
em que a condicao inicial & regular. O fato do espectresgmtar picos largos reflete a perda
da periodicidade da série temporal.
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Figura 3.4: Série temporal de uma condicao inicial em wegéio irregular pards = 0,02.

O gréfico da figura (3.6) & gerado a partir das mesmas cdesligiciais e parametros do
corte anterior, s6 sendo alterado o valor da frequére@dedcasamento que foi aumentado para
o3 = 0,03. Podemos ver pelas curvas geradas no centro da figuray(@ Bs regides cabticas
aumentam com a freqiiéncia de descasamento. Na figuragfbgm podemos observar que
as regides cabticas sao limitadas por regides regylareseja uma condi¢ao inicial no inte-
rior de uma regiao cabtica nao pode atravessar umaoregifular. Isto &€ uma consequéncia
do teorema KAM para sistemas Hamiltonianos com dois gralibei®lade, onde os toros que
sobrevivem a perturbacao dividem o espaco em sub-esppe confinam as regides cabticas.
O aparecimento das regides cabticas & devido aos tomseajguebraram com o acréscimo
da perturbacdo. No caso do modelo de quatro ondas cotigeragerturbacao é introduzida
através da fregiiéncia de descasamento. O fato do caamnpemto irregular surgir no centro do
corte, & devido a curva separatriz cruzar o centro do corde esta localizado um ponto fixo
hiperbélico. Como foi discutido no capitulo anterior,av&scimo da perturbacao faz que as tra-
jetorias probximas ao ponto fixo hiperbolico passem porcomplexo processo de esticamento
e contracao, originando a trajetoria cadtica que @dagla no centro do corte de Poincaré da
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Figura 3.5: Espectro de poténcia de uma condicao inggialuma regiao irregular patg =
0,02.

figura (3.6).

No corte de Poincaré da figura (3.7) & mostrada uma andglipgra o mesmo valor da
frequéncia de descasamento do caso anterior. Esta figugsaara transicao entre a regiao
regular (toros KAM) e as regides caodticas. Podemos obsgue proximo as regides regulares
h&a a formacao de pequenas ilhas. Isto &€ uma consegquéméeorema de Poincaré-Birkoff, no
qual os toros racionais com um acréscimo de uma pertaob@cinam um conjunto de pontos
fixos elipticos e hiperbodlicos. Assim temos que conegidiciais proximas aos toros racionais
que foram quebrados com o acréscimo do descasamento dériceg formam trajetorias em
torno dos pontos fixos elipticos dos toros racionais.

Além destes comportamentos que foram citados, enfatizgom, na figura (3.7), também
€ observado o aparecimento de armadilhas dinamicas p@®fstemas. Vemos que, apesar
da condicao inicial mais a direita na figura ja ndo sersnperiodica, a trajetoria passa um
grande tempo proxima as ilhas, gerando uma acumulag@owatos até finalmente alcancar o
mar cabtico. Estes comportamentos sao evidéncias dtéegia dos cantori, que aprisionam
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Figura 3.6: Corte de Poincaré pa¥a= 0,03.

trajetorias em certos dominios do espaco de fase poofotegnpos, até que finalmente passe
por um dos furos destes cantori. A presenca de cantori écanaateristica geral de sistemas
Hamiltonianos com dois graus de liberdade. Na proximasegostraremos que através do
uso do mapa padrao, que também & um sistema conservatdmigigraus de liberdade, estes
cantori podem ser quantificados com o uso do expoente de hga@utempo finito.

3.2 O mapa padrao

Na sec¢ao anterior vimos o aparecimento de armadilhasrdaas e cantori no modelo de
interacao de quatro ondas conservativo. Agora nesgsagostraremos estes comportamentos
obtidos para o mapa padrao e como o expoente de Lyapunowa farito pode quantifica-los.

No grafico (3.8) mostramos o resultado obtido do espacase para um valor parti-
cular deK. Este resultado foi gerado a partir de uma Unica condig&gal iterada por um
longo tempo para garantir boas propriedades estatishiesse grafico podemos ver que grande
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0,03.

parte do espaco de fase € coberto por ilhas quase-pE#dilém disto, podemos ver que na
vizinhanca destas ilhas existem regides mais escurasuggem como resultado do efeito de
aprisionamento sofrido pelas trajetérias. Note que dsitoede aprisionamento para o mapa
padrao, & semelhante ao encontrado na interacao vatigarde quatro ondas mostrado na fi-
gura (3.7). Isto nos leva a concluir que uma analise suparfio espectro de Lyapunov pode
nos levar a valores errados. O movimento do sistema naseedé aprisionamento & aparen-
temente regular, e assim obtemos um valor menor do que o meppesitivo apresentado pela
dinamica fora das regioes de aprisionamento.

Uma visao geral do efeito de aprisionamento & apresentadaafico (3.9), onde & mos-
trado o maior expoente de Lyapunov em funcao do pararietieste grafico podemos ver trés
regides distintas: (i) para pequenos valoreKde expoente de Lyapunov cresce lentamente no
intervalo 08 < K < 2,2, isto esta relacionado com o efeito de aprisionamentmaés efetivo
nesta regido de parametros; (ii) adiante desta regiggaiemetrog2,2 < K < 4,7) algumas
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Figura 3.8: Espaco de fase do mapa padrao lgaral, 5.

ilhas se quebram diminuindo o efeito de aprisionamento goexnte de Lyapunov cresce mais
rapidamente nesta regiao; (iii) para valoresde 4,7 nao ha mais ilhas de grandes tamanhos
e vemos que o expoente de Lyapunov cresce ainda mais rapittanesta regiao.

No gréfico (3.10) mostramos uma distribuicao fddg(n)) obtida numericamente. Para
o célculo desta distribuicao foi escolhida uma coadi@iicial (pg,Xp) € iterada para longos
periodos de tempo para garantir que a trajetoria atraves® espaco de fase acessivel. Neste
caso o tempo de amostragem do expoente de Lyapunov a tentpddinixado emn = 100
segundo a equacao (2.92). Neste grafico mostramos édigio dos dois expoentes de Lya-
punov para o mesmo paramekalo espaco de fase que foi apresentado na figura (3.8). Vemos
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Figura 3.9: Maximo expoente de Lyapunov em fungcao daipatfoK .

que ambas as distribuicdes sao simétricas, isto &€ emsequéncia direta do sistema utilizado
ser conservativo (Hamiltoniano). Aléem do mais, temos usnltado interessante que & o fato da
distribuicao ser bi-modal, onde cada um destes modossmonde a diferentes contribui¢coes

do espaco de fase. Temos que o modo mais afastado de zeespoorde a contribuicao cabtica

do espaco de fase, onde acontece maiores expansoes¢oes)rno espaco de fase. Enquanto,
gue o modo mais proximo de zero, € devido a presenca deddnas, e neste caso a trajetoria

tem um comportamento parecido com as trajetérias regufdhas).

Na figura (3.11) mostramos o espaco de fase para6,0. Neste caso vemos que ha
poucas ilhas e a trajetoria cabtica preenche quase todpaze de fase. Assim, esperamos
gue a contribuicao das armadilhas seja muito pequenapag@sie fase. Na figura (3.12),
mostramos a distribuicao do expoente de Lyapunov, ond@seue o modo proéximo de zero
da contribuicdo das armadilhas desaparece.

Uma importante medida & quantificar a contribuicao ddefdo aprisionamento sobre a
trajetoria total. Para fazermos isto, calculamos adoata area do primeiro modo com relacao
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Figura 3.10: Distribuicao do Lyapunov a tempo finito do mpadrao par& = 1,5.

a area total da distribuicao do expoentes de LyapunaveRanplo, na figura (3.10) vemos que
a area do primeiro modo corresponde a cerca de 17% da &edadalistribuicao.

Quando o parametro de nao linearid&deresce, a influéncia das armadilhas em geral
tende a ser menor. Isto pode ser visto na figura 3.13(a), endestrada a fracao de tempo
da dinamica sob influéncia do aprisionamento em fungipadtametrd<. Nas figuras 3.13(b)

e 3.13(c) mostramos uma ampliacao de 3.13(a). Isto sugerea curva nao &€ suave com O
parametrd, apresentando muitas irregularidades. Isto &€ devidotaaltasempre ser possivel
encontrar um numero infinito de ilhas imersas no mar cadtic

Uma outra propriedade de sistemas Hamiltonianos que diszsiho capitulo anterior, sao
os chamados cantori (MACKAY et al., 1984; PERCIVAL, 1979;BRY, 1978). Como vimos,
estes cantori, ao contrario dos toros KAM, nao separans msidiferentes regides catticas
no espaco de fase. Porém, a travessia das trajetorea®atdestes cantori so pode ser feita
através de pequenos canais, isto afeta grandemente o tampato das trajetorias. Veremos
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Figura 3.11: Espaco de fase do mapa padraoate, 0.

gue a travessia da trajetbria destes cantori pode senaloisensando o expoente de Lyapunov
a tempo finito. Sabe-se que um cantori & sempre formado [Paquebra de um toro KAM,
a quebra do maior toro KAM do mapa padrao ocorre péara 0,971635406 (MACKAY et
al., 1984). Na figura 3.14(a) mostramos a trajetoria anéeatchvessar o cantori e 3.14(b) a
mesma trajetoria apos atravessar pgara 0,98 (levemente acima do valor critico). Na figura
3.15(a), podemos ver que a travessia do cantori faz com galwpmaximo da série temporal
do Lyapunov tenha um decréscimo de valor{2,5 x 10°). Isto ocorre devido a regizo do
espaco de fase ser mais restritiva ap6s a travessia daricant
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Figura 3.12: Distribuicao do Lyapunov a tempo finito do mpadrao par& = 6, 0.

Uma importante questao que surge é se os resultados shiaddistribuicdo do expoente
de Lyapunov a tempo finito dependem do tempo total da tréget®ara responder esta questao,
mostramos na figura 3.16 a distribuicdo para trés intesvae tempos da trajetorid) para
K =1,5. Vemos que o resultado & indiferente para os tempos ttdadigajetoria. Este resultado
pode ser interpretado da seguinte maneira, uma vez que ® tesg suficientemente longo
para a trajetbria visitar uma boa parte de espaco de faggppriedades estatisticas do espaco
de fase permanecem inalteradas.

Outra questao é se os resultados nao sao influenciattbeepgo de amostragem Na
figura 3.17 mostramos trés distribuicOes pidra 1,5 com diferentes tempos de amostragem.
Vemos que as distribuigcdes nao sofrem nenhuma graretagéio na sua forma.
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3.3 O modelo de interagao onda-onda espaco-temporal

Apbs termos mostrado nas sec¢des anteriores dois mopl@tamente temporais, agora
mostraremos os resultados obtidos da integracao dag@epié?2.41)-(2.44) para o modelo de
interacao de ondas espacialmente estendidas. Nosywéxesultados apresentados, fixare-
mos alguns parametros e condi¢des iniciais. Caso algstesl valores sejam alterados sera
explicitado no texto. Abaixo mostramos os valores fixados:

a;, =0,45+10,0; ap, = ag, = a4, = 0,0+10,0

aj, =0,0+10,0; j={1,2,3,4,en#0

Vg, =0,0; vg,=1,0; vg,=-1,0; vy, =-10;
r=00; =01 &=00, D=10,
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Figura 3.14: Espaco de fase do mapa padrao antes (a) es@epda travessia do Gltimo cantori
K =0,98.
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Figura 3.15: (a) Assinatura da travessia do cantori na $émporal do maior expoente de
Lyapunov a tempo finito. (b) Uma ampliacao da area de ssige

onde é acrescentada uma pequena semente espacial @ tipe- 0,001+ i0,001. O valor
fixador = 0,0 faz desaparecer a dinamica da quarta onda, e a intgpagda a ser de apenas
trés ondas neste caso. O efeito da quarta onda para o castep@mdéncia espaco-temporal
por enquanto nao sera analisado. A velocidade de dgyiva0 foi tomada sem perda nenhuma
de generalidade, pois &€ sempre possivel fazer uma tramsféo galileana de velocidades, tal
que as equagodes (2.41)-(2.44), nao dependam exple@ntevy, . As velocidades de deriva
devy, e Vg, foram tomadas com sinais opostos, este caso & conhecidnregime solitonico
(BERS et al., 1976) (devido as solu¢des de ondas sakbar
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Figura 3.16: Comportamento do expoente de Lyapunov a temipo&m funcao do tempo para
o calculo do expoente.

3.3.1 Excita@o nao linear dos modos espaciais

Os modosk, o nao contém variavel espacial e refletem apenas a diaa®@mporal do
processo de interacao de ondas. Nb6s podemos fazer ureevaf#o sobre isso no contexto
de um espaco de fase dBl @limensdes que &€ comprimido no espac¢o de Fourier. Assam, n
auséncia de modos de Fourier com ordem maior que zeroamiia® puramente temporal
podendo ser peribdica, quasi-periddica ou até cagime@®m sempre representando um estado
homogéneo no espago. Para o ca&se= v3, ocorre uma conjugacao de fase nas equacdes
de interacOes de ondas, isto possibilita mostrar que para&stado espacial homogéneo, o
espaco de fase completo do sistema fica restrito a um salgeespvariante de 3 dimensoes.
Denominaremos este sub-espag¢o como variedade homogérsssiemos o simbole? para
representa-lo (OTT, 1993). Este subespaco & invariamtsentido em que uma vez que a
condicao inicial & colocada 14, as trajetbrias gesguErmanecem em? para todos os tempos
futuros, e sendo assim, somente os mokjps sao excitados. Consequentemente, todos os
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Figura 3.17: Comportamento do expoente de Lyapunov a tempo &m funcao do tempo de
amostragem para o calculo do expoente.

modos espaciais nao-homogénkgs estao relacionados com as dire¢des transversas a

No grafico da figura 3.18(a) mostramos uma projecao bidsio@al de um subespaco
homogéneo das amplitudgs;| e |Az| em funcao do tempo pang 3 = —1,5. Neste caso
somente os modos puramente temporais sao excitados, aulag@r visto nas séries temporais
dos modosay o € a o nas figuras 3.18(b) e (c) respectivamente. Este Gltimo eégaoamente
peribdico, e pode ser visto na projecao do atrator dadiguk8(a) que se trata de uma orbita de
periodo 4. Nas figuras 3.18(d) e (e) podemos ver que a doaéimia da variedade homogénea
é nula, ou seja, nao ha modos espaciais gerados parasste ¢

Um dos pontos principais desta tese € a verificacao de @@eqeorrer a excitacao dos
modos espaciais & necessario um comportamento caéticaritkdade homogénea. Entretanto,
esta & uma condi¢ao necessaria, porem, nao suficieateo é ilustrado na projecao do atrator
da 3.19(a) para, 3 = —1,8, em que consideramos um caso onde a dinamica & tempaotalme
caotica, mas os modos espaciais nao homogéagppermanecem inativos. Da figura 3.19(b)
e (c) vemos que o comportamento dos modps e az o € essencialmente o que & esperado
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de um sistema puramente temporal, onde a amplitude da orela lirha taxa lineav; de
crescimento, mas devido ao acoplamento quadratico comdas @ e 3, o crescimento da onda
1 eventualmente satura.

Apbs a onda 1 ter alcancado um valor maximo, ela transfeneergia para as ondas 2 e
3, as quais permanecem praticamente inativas durante @roeggo linear da onda 1, como
& mostrado na série temporal da oreda, sendo esta conclusédo também valida para a onda
azo. Quando o modo de amplitude o decai abruptamente, as amplitudes da orgase az o
crescem e caem rapidamente na forma de picos de amplitudés.e&tes picos as ondas 2 e 3
devolvem a energia para a onda 1, a qual cresce hovamen&e@@stsso Se repete sucessivas
vezes formando basicamente o processo da interacao.n®=p#o dos valores do parametro
V2 3 ambos o valores de maximo e o intervalo de picos entre adtaogs variam caoticamente.
De acordo com as figuras 3.19(d) e (e) os magiose ay 1, respectivamente, se anulam como
no caso periédico anterior.

Se diminuirmos ainda mais a taxa de decrescimantg£ —3,6), aléem da dinamica dos
modos homogéneos permanecerem caobticos, agora 0s NEdusaEs passam a ser excitados
ver na figura 3.20(a). O crescimento linear e o decaimeradinéar da onda; o sao seguidos
por picos nas onda® o € modos espaciais nas ondag e ay > [figuras 3.20(b)-(e)]. Os picos
das amplitudes espaciais sao sincronizados com os pis@ngaitudes temporais, mostrando
gue a geracao dos modos espaciais esta conectada cowesgwao decaimento da onda 1 na
variedade homogénea. O fato dos modos espaciais permameicativos nos casos anteriores
pode ser interpretado considerando que os modos espamdisaasversalmente estaveis com
relacdo a variedade homogénea. Em outras palavrakjugugerturbacao que seja transver-
sal a variedade homogénea converge exponencialmerefaEntretanto, no caso mostrado
na figura 3.20, os modos espaciais perderam a estabilidats/érsal e a energia das ondas &
distribuida ao longo dos modos temporais e espaciaisppaovo a formacao de padrdes espa-
ciais. Enfatizamos que a variedade homogénea deve sessasieenente caodtica para fornecer
um mecanismo gerador de modos espaciais.

Um outro ponto de vista da variedade homogénea surge s&demrsos as amplitu-
des dos modoay n como sendo uma rede de osciladores acoplados no espagd,fderta
gue um comportamento cabtico apenas na variedade hoe®@e®. sem excitacdo de mo-
dos espaciais) corresponderia a um estado espacialmesterszado. Para medirmos tal
sincronizacao, discretizaremos o espaco realNemontos fixosx! e usaremos a seguinte
notagao:|Aq(i,t) = Aq (X = x,t)|. Consequentemente, a condi¢ao para esta red utmn-

1Lembrando que N corresponde ao nimero de modos da expaasaoie de Fourier
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tos estar completamente sincronizada & dada por (JOS$8):19

Aq(Lt) =Aq(2,t) =...=Aq(N,1), (3.2)

para qualquer tempo. Uma forma de evidenciarmos visuabrestés estados sincronizados,
fazendo um grafico dg\s (i,t)| em funcao deA,(j,t)| parai # j. Consequentemente, estados
sincronizados para um determinado tempo, de acordo comdic&on(3.2), corresponderao a
um ponto de uma reta com inclinagao de 45 graus, por outi@ lgualquer ponto fora desta
reta sera um estado nao sincronizado pQi$i,t) # Aq(j,t). Este grafico € mostrado nas
figuras 3.21(a) e (b), onde no eixo das abscissas foi escdlkidl e no eixo das ordenadas a
sobreposi¢abdos pontos d¢ = 2, ...,N. Podemos ver claramente que as figuras 3.21(a) e (b)
correspondem a um estado sincronizado e um nao sincraniEgpectivamente. Salientamos,
gue no primeiro caso a dinamica esta inteiramente r@strariedade homogénea, enquanto no
segundo caso a perda de sincronizagao do espaco estionalda com a perda da estabilidade
transversal da variedade homogénea.

Graficos espaco temporais também foram feitos parandisti tais regimes. Na figura
3.22(a) o caso de estados sincronizados é facilmentewalokeecomo perfis planos no espaco
evoluindo caoticamente no tempo, como no caso cabtico gumgnecia restrito na variedade
homogénea. Ja no caso seguinte, na figura 3.22(b), masttamcaso logo apos a perda da es-
tabilidade transversal, onde come¢am a surgir pequesdagises espaciais devido a excitacao
de modos espaciais de ordem mais baixa, caracterizando® @us estados cabticos espaco-
temporais. Se aumentarmos ainda mais as taxas de creszimeetcrescimento (em valor
absoluto) um nUmero maior de modos sao excitados comaadosha figura 3.22(c).

3.3.2 A perda de estabilidade transversal da diamica homognea

O mecanismo exato da perda de estabilidade da variedadegbose permanece vago
no sentido de que o espaco de fase do nosso sistema tem dimEssOes para usarmos a
analise de estabilidade linear. Em sistemas de baixa diovadidade esta perda de estabilidade
tém sido descrito devido a bifurcacdes de sela-nb strdticas ou forquilha (ZIMIN et al.,
2003). Para fazermos 0 mesmo, precisariamos saber paimerite qual € a 6rbita que perde
estabilidade transversal, e em seguida atribuir uma folwnaal a dinamica transversal desta
orbita. Como a priori ndo temos como fazer este procediopatevemos recorrer a meios

2Ao invés de fixarmos variavel j a um valor fixo fizemos a sobsigfio de 2 até N de tal forma que a condi¢io
de sincronizacao da equacao (3.2) seja completamatiséesta.
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Figura 3.21: Sobreposi¢cao dos graficos de retornpAg@,t)| vs. |Ay(j,t)|, ondex; =x; e
Xj, ] =2,3,...,N, sao os distintos pontos pertencentes da rede espagial, {& —1,8; (b)
V23 = —3, 6.
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Vi1 = 0, 1,V273 = —3, 6; (C) V1= O, 5’\/273 — _7, 0.
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indiretos de evidenciar o inicio da excitacdo dos modsaeiais via perda da estabilidade
transversal da variedade homogénea.

Um destes critérios recai ha observacao feita na segteior, de que a perda da esta-
bilidade transversal esta ligada com a perda da sincrgmzespacial. Existem varias formas
de se diagnosticar esta perda de sincronizacao. Nesigasa®lhemos o parametro de ordem
complexo que foi introduzido por Kuramoto (KURAMOTO, 2003)

N/2

=

Z0(t) = Ra(t) expi®a(t)) = © exp(i (1)), (3.3)

n=—(N/2)+1

ondeRy (t) e Pq(t), a = 1,2,3, sdao as amplitudes e angulos, respectivamente, de wmndeet
fase para cada um dbkpontos da rede espacial. Se tomarmos a média temporal dmetio
de ordem,

_ 1 /T
Re=lim = [ Rg(t)dt, (3.4)

T—ooo | n=0
€ computada ao longo de um tempo suficientemente longo ¢ab @stado assintético do sis-
tema tenha sido alcancado.

Um estado espacialmente sincronizado, correspondendaaimd@mica puramente tem-
poral restrita a variedade homogénea, & caracterizad®p= 1, implicando que todos os
vetores de fases estao sobrepostos coerentemente cona m@giitude para todos os instan-
tes de tempo e para todos os pontos da rede. Um valor mais #&Rg indica uma menor
coeréncia espacial no estado do sistema. Consequenragrerda de sincronizagao em um
sistema & um critério para o surgimento de estados espagigue & seguido pela perda da
estabilidade transversal da variedade homogénea.

Nas figuras 3.23(a) e (b) &€ mostrado um diagrama de bifaocda amplitudeA; (1,t)],
e a média temporal do parametro de ordenpara a onda 1, respectivamente, em funcio da
taxa de decréscime, 3 das ondas 2 e 3. Dentro da precisédo numeérica, os estadag)boaos
do espaco sao estaveis para valores da taxa de deovés@Eires quecg ~ —1,96, sendo
gue a partir deste vald®; deixa de ser igual a um, ver figura 3.23(b). A dinamica deedaile
homogénea pode ser peribdica ou caodtica dependenddalodeataxa de decréscimo, como
pode ser visto na figura 3.23(a). A Orbita inicia-se comqui-1 para pequenos valores| dgs)|
e sofre uma cascata de duplicacao de periodo até asheadticas desaparecerem devido a
uma crise e é seguida por uma janela de periodo-3. A perdstdbilidade transversal da
variedade homogénea ocorre logo apods as trés bandasatior @abdtico sofrerem uma crise
interna e fundirem em uma Unica grande o6rbita cadticagm
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Figura 3.23: (a) Diagrama de bifurcacao p&ka(1,t)| em funcdo da taxa de decrescimento
V23. (b) Média temporal do parametro de ordem da onda 1 versasaade decrescimento.
Foram computadas orbitas de comprimehte 2 x 10° e retiradas 1diteradas de transiente.

A dinamica paravs 3 < Vcr € predominantemente caottica, com pequenos intervalos de
janelas periodicas que podem ser vistas na figura 3.23(a)mésmo tempo, a maior parte
da dinamica cabtica esta associada com a excitagcaonddss espaciais, implicando que o
parametro de ordem seja diferente de um na figura 3.2E(lvf1lido enfatizar que o compor-
tamento cabtico da variedade homogénea & uma condeg@essaria para a geragao dos mo-
dos espaciais, 0 que pode ser visto claramente na ampliscdiagrama de bifurcacao figura
3.24(a), quando a orbita se torna periddica obteRos 1 (ver figura 3.24). Imersos no inte-
rior do diagrama de bifurcacdo mostrados na figura 3.28(ajem diversas janelas periddicas
microscopicas, uma das quais & mostradas na figura 3.25f& outra conclusao que tiramos
da figura 3.25(b), & que mesmo em regides cabticas o pardutie ordem & eventualmente
igual um, ou seja, sem modos no espaco. Esta conclusadestiordo com a que obtivemos
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para séries temporais das figuras 3.19(b)-(e), quanda@mastos uma série cabtica no tempo,
porém, sem geracao de modos espaciais.

o5
20

15

A1)

1,000

o 0,998

0,996

I ! I !
-3,54 -3,561 -348 -3,45 -342 -3,39
2,3

Figura 3.24: (a) Ampliacdo de uma janela periddica dgmdima de bifurcacao pafa;(1,t)|
em fungao da taxa de decrescimemi@. (b) Média temporal do parametro de ordem da onda
1 versus a taxa de decrescimento.

Uma segunda verificacdo numérica da perda da estalslidadransversal de7, € o
calculo do espectro de Lyapunov de todo o espaco de faseloSpie cada modo de Fourier
para cada uma das trés ondas complexas da interacaspmrde a um grau de liberdade do
espaco, teremod\bexpoentes de Lyapunov, que sdao computados através damemalizacao
de Gram-Schmidt. Da evolucao temporal ddé époentes de Lyapunov mostramos os trés
maiores do espectro na figura 3.26. Como vimos anteriornjesta o caso puramente temporal
comv, = v3 a variedade homogénea é tridimensional. Sendo assimgept caso a variedade
homogéneaz admite um Gnico expoente de Lyapunov positivo.

Quando o parametro de controigs assume valores para os quais a variedade homogénea
€ nao caobtica [figura 3.26(a)], os trés maiores expsatd_yapunov decaem a zero com uma
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Figura 3.25: (a) Ampliacdo de uma janela periodica ndcépica do diagrama de bifurcacao
para|A;(1,t)| em funcéo da taxa de decresciment@. (b) Média temporal do parametro de
ordem da onda 1 versus a taxa de decrescimento.

lei de poténcia, o que &€ um indicativo que estes valoresigbps assintoticamente. Enquanto o
desaparecimento do primeiro expoente ja era esperadayargéncia dos outros dois expoen-
tes & uma confirmagéo que a variedade homogénea édraakuente estavel pavaz > vcr.
Esta conclusao é confirmada quarda> O e a dinamica da variedade homogénea é caotica,
como visto na figura 3.26(b). Quando o valgir € escolhido em uma regidao onde ocorre
a existéncia de modos espaciais, 0s dois maiores expadmigsmpunov sao positivos como
pode ser visto na figura 3.26(c). Indicando que, alem dandicd temporal da variedade ho-
mogénea ser cabtica, algumas orbitas perderam a sumlidatde transversal. Por Gltimo, na
figura 3.26(d), mostramos um caso onde caos espaco-telnegtaanais desenvolvido. Neste
caso, alem dos dois maiores expoentes de Lyapunov serdimgs)odemos ver que o terceiro
deixa de convergir para zero. Este resultado indica qusjyabsiente, mais de uma direcao
transversal perdeu sua estabilidade.
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Figura 3.26: Evolucao temporal dos trés maiores exgseté¢ Lyapunov. As taxas de cresci-
mento e decrescimento usadas foramway 0,1,vo3 = —1,5; (b) v1 =0,1,v,3 =—1,8; (C)
v1=0,1v3=—-3,6;(d)vy =0,1,v,3=—5,8.
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3.3.3 Intermiténcia On-Off e transigdo caos espaco-temporal

Nesta se¢ao veremos a relacao entre a perda da estdbilichnsversal e intermiténcia
on-off. Antes da transicau, 3 > Vcgr, a dinamica temporal & caodtica ou periodica, ficando
confinada na variedade homogén#ga Ap0s a transicao, as Orbitas proximas a variedade
sofrem estouros que as fazem se afastar da variedade hoeaod@vido a excitagao dos modos
espaciais [ver figura 3.21(b)]. Tais excursdes, entretas#io limitadas e as Orbitas acabam
retornando as vizinhancas g#&, e a orbita permanece la por algum tempo até sofrer urnm@sto
novamente. Um exemplo representando este comportamendsteado na figura 3.27(a), na
qual tragamos a evolucao temporal da amplitude do esipgeiFouriefay 1|. A série salta de
zero para valores diferentes em determinados intervalteswigo, representado os estouros que
forcam a variedade homogénea através da excitagalne@r dos modos espaciais.

Os intervalos onde nao ha modos espaciais correspondeaiididade, ou ainda a in-
tervalos de tempo no qual a dinamica permanece na vizjahdawariedade homogénea até
sofrer uma dinamica caobtica transiente. Como indicadimosa 3.27(a), denotaremascomo
sendo o intervalo de tempo entres estes estouros. Sendstgaergervalos de tempos variam
grandemente, & conveniente definirmos uma distribuiighfrequiéncia®(7), tal queP(T)dt
representa o numero de intervalos entre os estourosteatre- dr. Na figura 3.27(b) descreve-
mos 0s resultados numéricos para esta distribuicaoat&pilidade obtida para uma trajetoria
iterada para um longo periodio=£ 4 x 10°). Para a taxa de decrescimemtg foram usados os
mesmos valores das sec¢des anteriores no qual inicisv@sgtacao dos modos espaciais.

A distribuicdo se comporta como uma lei de poténcia pagupnos valores de periodo
entre estouros e como uma exponencial para grandes pgri@@juste nao linear para os
resultados numéricos é

P(1) = coT~¥/2e 4T 4 cpe %7, (3.5)

O expoente-3/2 na lei de poténcia do ajuste nao linear &€ uma assinahivarsal da
chamada intermiténcia on-off, a qual foi inicialmenteadh para sistemas de baixa dimensio-
nalidade (PLATT et al., 1993; HEAGY et al., 1994). A caudalnsa da figura 3.27(b) € uma
caracteristica de sistemas ruidosos atravessando uanedgi&io on-off.

A bifurcacao on-off ocorre quando um sistema dinamiamgspindo uma variedade in-
variante cabtica, esta probxima a um ponto de bifurgaggor algum motivo, 0 parametro de
bifurcacao varia de alguma forma irregular (PLATT et 8893). Assim, o sistema alterna entre
estados de inatividade, com parametros pré-bifumagara um estado com estouros para 0s
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Figura 3.27: (a) Evolugao temporal do modo espacial dei€oay 1| e representacéo dos inter-
valos der; entre os estouros pavaz = —3,6. (b) Distribuicao de probabilidade dos intervalos
Tj paravp 3 = —3,6.
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casos pos-bifurcacdo. No nosso sistema conjecturan®$ara esta transicao ocorrer, uma

orbita periddica instavel deve perder sua estabilidaalesversal através de uma bifurcacgao.

Devido a caracteristica de uma randomicidade intrimglecdinamica cabtica (na variedade ho-

mogénea), a dinamica transversal € forcada de tal meagee o sistema atravessa flutuacdes e
eventualmente passa por um ponto de bifurcacao.

A existéncia de intermiténcia on-off associada a eg@tados modos espaciais revela
muitas caracteristicas interessantes deste sisteramitio.” Concluimos o papel fundamental
da orbita caobtica na variedade homogénea para a excitiags modos espaciais. Quando isto
ocorre, eventualmente uma o6rbita perioddica instawelinterior de.#, perde sua estabilidade
transversal. Consequientemente, surge um processo itgetechamado on-off, onde espora-
dicamente a oOrbita é ejetadada da variedade homogéneampPa oOrbita retorna a vizinhanca
da variedade7, indicando que esta volta a ser transversalmente estavel.

3.3.4 Efeito da difusio na limitacao na gera@o de modos espaciais

A analise anterior foi realizada para um modesto nUmenmo@os de Fouriel = 32).
Nossos resultados foram comparados ddom256 modos e nao manifestam qualquer diferenca
quantitativa para o surgimento do caos espaco temponafiguea 3.28). Isto ndo é surpreen-
dente, ja que no inicio na geracao de modos espaciaigrgia se concentra inicialmente na
variedade homogénea e gradualmente comeca a ser trdagfara os modos baixos espaci-
ais. Este cenario s6 esperamos ser alterado quandaesitzvem uma regiao de caos espacial
mais desenvolvida, onde a forte interacao entre ass/difierentes escalas espaciais leva a uma
rapida redistribuicao de energia para os menores comeptos de ondas, tal que o uso de um
grande nimerdl de modos de Fourier se torne necessario.

Um dos pontos chaves envolvidos em um processo da geracamal turbuléncia mais
desenvolvida € a redistribuicdo de energia entre 0s siodim menor e maiores comprimentos
de onda. Esta redistribuicao de energia fica evidentadpaonsideramos a média espectral
como sendo (LOPES; RIZZATO, 1999):

VN2 — \/ZN—123—1”2|aa,n|2_ (3.6)

1Y o1 laanf?

A evolucao temporal desta média espectral € mostratigura 3.28 para 32 e 256 modos.
Como foi dito acima, apesar das evolugdes para ambosmems de modos serem diferentes
guantitativamente, a tendéncia geral € a mesma, com pesjultervalos de tempos entre os
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Figura 3.28: Média espectral em funcao do tempo paraaiifes nimeros de modos de Fourier.
Usamos os seguintes valoi@s= 1,0;v; = 0,1 evy 3 = —4,5.

estouros. Estes estouros correspondem aos instantes eareqeggia da dinamica cabtica da

variedade homogénea é distribuida aos modos espaflassaltamos que o0 exato momento

onde ocorrem estes estouros é irrelevante, no sentidostaremos mais interessados em suas
propriedades estatisticas para longos periodos de telRggém, estas propriedades s6 devem
permanecer validas no inicio da geracao dos modosiespapiando o nUmero de excitacao de

modos espaciais & pequeno. Conforme formos progredimdoypa caso onde o caos espago-

temporal torne-se plenamente turbulento, um nimero enésale modos de Fourier seria ne-

cessario para descrever as trocas de energia entre geapegeenas escalas.

Uma outra comparacao sobre a influéncia do nimero de snedoostrada na figura
3.29(a), onde as evoluc¢des temporais da média esps@&trabmparadas para um numero cres-
cente de modos de Fourier, para o caso onde nao ha difgpacial D = 0). Como uma
tendéncia geral, vemos que as médias crescem até atingima saturacao, onde este valor &
cerca de 13 do nUmero de modos. Isto significa que caos da variedaded®@rea atua como
uma bomba continua de geragao de modos de Fourier,iagr @t tltimo modo de Fourier e
causando uma saturagao no crescimento da média espectra
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Figura 3.29: Média espectral em funcao do tempo paraifajethtes nimeros de modos de
Fourier no espaco, e (b) diferentes valores do coeficieatdifisao. Fixamos nestes casos
V1= O, 1 €Vo3= —4,5.
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Os casos mostrados na figura 3.29(a) foram feitos na aas@adajualquer difusao espa-
cial. Na figura 3.29(b), fixamos o nimero de modos de Foumdde- 512, e analisamos como
o valor da média espectral se comporta em funcao do ceefiicde difusdao. Podemos ver cla-
ramente que quanto maior o coeficiente de difusao, mais l@aixvalor de saturacao da média
espectral. Porém, ressaltamos que as saturacdeBpafheD = 102 tém significados dife-
rentes, sendo que, no primeiro caBo£ 0), saturou-se o0 nimero maximo de modos de Fourier
da simulagao, enquanto no segundo cé&de-(10~2), saturou-se devido a difusio do sistema.
Estes casos de saturacao maxima de modos de Fourienwnt@envolvem erros de natureza
da limitacao numérica, nao havendo mais o comportaondinmico da perda da estabilidade
transversal da variedade homogénea no qual estamosssads nesta tese.

Os aspectos gerais do efeito da difusao na excitacao ddesmespaciais podem ser abor-
dados através de uma simples analise linear. Quando dguwatep sao suficientemente pe-
quenas podemos negligenciar os modos quadraticos e soeosalucao linear com a forma
Aq(x,t) ~ Agn(t)€k, Substituindo na equag&o nao linear obtemos

dA1n
dt

~ (V1 — k2D — iknVg1)Aun. (3.7)

O termo entre parénteses, o0 qual representa a taxa denteesciou decrescimento da
amplitude da onda, diminui quanfioé aumentado. Isto explica porque a difusao limita o cres-
cimento da excitacdo dos modos espaciais. Aléem do ceef&lD, vemos que esta limitacao
também ocorre de forma quadratid)( aumentando o comprimento de onda. Se desconside-
rarmos a velocidade de grupo da onda, por nao ter um papeacnesta aproximacao, igua-
lando os termos entre parentéses a zero e isolando o vetordde obtemos um valor critico
denotado pokeyit ~ \/W Assim temos que para um valor de vetor de onda maiokge
0 termo em parentéses se torna negativo, e segundo aedir@sr, &€ amortecido.

Na figura 3.30 mostramos a dependéncia da amplitude do nmedwouriera; , com o
numero de modm para diferentes valores de coeficiente de difusao. O vaitica@keit, in-
dicado por um simbolo distinto em cada curva, marca apracamente o valor onde para um
namero de modo de Fourieracima, & fortemente amortecido. Isto se mostra ser cengist
com a aproximacao e os resultados obtidos. Discrep@séia observadas na figura 3.30 para
grandes valores de coeficiente de difusao. Isto se deyg@simacoes realizadas para se obter
Kerit, j& que nesta aproximacao foram descartados os terawbn&ares. Aléem do mais, esta
analise linear falha em regides onde a variedade honeag@&periddica, como por exemplo nas
janelas periddicas mostradas nas ampliacdes das fig22&) e (b). Esperariamos a geracao
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Figura 3.30: Amplitude do modo de Fourier em funcao do sspectivo nimero de modo, para
diferentes valores de coeficiente de difusao, fixamos siesi®s/; = 0,1 ev,3 = —4,5. Os
circulos indicam o valor critico do nimero de onda espeda teoria linear.

de modos espaciais paras estas regides na analise fineam os termos nao lineares tém um
papel fundamental no surgimento destas janelas per&dica

Por Gltimo, faremos conclusBes gerais sobre todos eekstque foram obtidos nesta
Secao para o nosso sistema espacialmente estendido. oo a analise linear das ampli-
tudes indica o valor maximo de modo espacial que deve séadrc Porém, esta analise nao
funciona nas regides de janelas periodicas que vimosiagsatinas de bifurcacao. Alem disto
vimos, através deste diagrama, que para o surgimento desnespaciais € imprescindivel a
existéncia de uma variedade homogénea cattica. Condélilm da necessidade de caos na
variedade homogénea, o parametro de ordem nos indicabqueaos nao & uma condi¢ao su-
ficiente para que comece a geracao de modos espaEiaiscessario que o atrator caotico da
variedade homogénea perca sua estabilidade devido anbiteafieriodica transversal instavel.
Quando isto acontece, 0 espectro de Lyapunov apresentanpelus dois expoentes positivos,
um devido a variedade homogénea ser caobtica e o segunidio deperda da estabilidade trans-
versal. Uma outra informacao importante que obtivemqaea distribuicao dos periodos de
tempo da atividade transversal (geracao de modos esg)a@dece a uma lei de poténcia com
expoente -3/2, o que indica a existéncia de intermitémaiaff.
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Ainda hoje na comunidade cientifica ndo ha um consensadkeégo exato mecanismo
de geracao de turbuléncia. Nesta tese indicamos algasmgredientes que sao fundamentais
para o inicio do caos-espaco temporal. O conjunto delesmitica uma possivel rota para um
inicio intermitente de turbuléncia. Outra coisa impotéaabordada neste tese, & que a perda
de estabilidade transversal pode também explicar o nsroaniipo bomba estocastica. Neste
mecanismo de bomba estocastica, nao existe um conjuteondristico de equacdes, como
0 proprio nome sugere, eles sao gerados de forma estacabtostramos nesta tese através
de um modelo deterministico, que a variedade homogértdeadaz o papel de uma bomba
gue cria modos espaciais. Este mecanismo atua de formenitéete e observamos a perda
de estabilidade transversal, o que nos ajuda a compreertdanrsicao de sistemas caobticos
puramente temporais para sistemas espaco-temporésosad
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4  Conclues e trabalhos futuros

Iniciamos o capitulo de resultados mostrando o modeloteéesgao de quatro ondas con-
servativo puramente temporal. Para este modelo vimos aricetipico de sistemas quasi-
integraveis, com o espac¢o de fase composto por ilhas ftamnpor toros KAM e os mares
cabticos. Alem destes comportamentos tipicos, obsersa presenca de armadilhas dinamicas
gue aprisionam as trajetorias, porém diferentementstatos KAM, para tempos suficiente-
mente longos essas trajetorias se conectam com difenagides do espaco de fase. Estas
armadilhas estao associadas a presenca de um can®fiprua uma barreira parcial, onde
existem pequenos furos pelos quais eventualmente adtiagpodem escapar. Estes cantori
afetam fortemente o deslocamento das trajetérias nqesigaiase e a hipotese ergodica nao &
mais valida para tais sistemas.

Através do uso do mapa padrao mostramos que as disfiésido expoente de Lyapu-
nov a tempo finito podem ser Gteis para a analise da infla&tas regides de armadilhas nos
espacos de fase Hamiltoniano. Enquanto que tipicatsribhersas em regides cabticas exibem
distribuicbes com forma gaussiana para 0s expoente dribypa a tempo finito, centradas no
valor para o Lyapunov a tempo infinito, orbitas que sofregite$ das armadilhas podem desen-
volver um segundo maximo proximo a zero. O uso das distilas do expoente de Lyapunov
a tempo finito quantifica o efeito destas armadilhas com &elactoda dinamica, dando-nos
uma fracao de tempo que o sistema permanece sobre a m#udas armadilhas, através do
calculo da area relativa ao segundo maximo. Vimos quefestao ndo possui um comporta-
mento suave em funcao do parametro de nao linearidadeorrem grandes oscilagcdes devido
ao processo sucessivo de criagcao e destruicao de ina® @aumento (ou diminuigcao) de

Estes resultados sao robustos no sentido que sao imgesisitm relacao ao tempo finito
de amostragem do expoente de Lyapunov e ao tempo total éttiaj Apesar de termos
usado o0 mapa padrao para mensurar estas armadilhas clisaestes resultados permanecem
validos para uma grande classe de outro sistemas naoamwsg como por exemplo, o modelo
de interacao de quatro ondas conservativo puramentestamp
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Apobs termos trabalhado com sistemas puramente temparafsamos o caso do mo-
delo de interacdo de trés ondas espaco-temporal. Piagpam cenario para a explicacao do
inicio do caos espaco temporal por uma excitagao m&atidos modos espaciais gerados pela
dinamica caotica de um atrator de baixa dimensionaliéagacialmente homogéneo. Em ter-
mos matematicos, deve haver um subespaco invariantesme espaco de fase do sistema)
contendo um atrator ca6tico sem modos espaciais. A enetggasferida deste estado cabtico
para a excitagao dos modos espaciais nao-homogéneos.

O inicio do caos espaco-temporal ocorre quando umaabpgitiddica instavel, imersa
no atrator caodtico espacialmente homogéneo, perde bilekide transversal (com relacao a
variedade homogénea). Apesar destas orbitas pergdipaesentarem pequenas regides, even-
tualmente uma trajetéria do sistema passa suficienterpente e € ejetada da variedade ho-
mogénea.

Tendo isto em vista, tais Orbitas transversais possuenteito pronunciado em uma tra-
jetoria proxima a este subespaco homogéneo. Duramtesvperiodos de tempo tais trajetorias
permanecem aprisionadas nas vizinhancas deste estadg®oao, nao havendo dinamica es-
pacial. Quando a trajetoria aproxima-se de uma Orbitstrersalmente instavel, ela deixa de
estar em um estado homogéneo e passa a um estado com stoioeg excitando os modos
espaciais. Porém, devido ao prevalescimento das otbi#lasversalmente estaveis, as orbitas
retornam aos estados homogéneos. Estes comportameamsigiiios sao chamados de inter-
miténcia on-off.

Quando os modos espaciais sao excitados, a energia reldeiaos estados espacialmente
homogéneos sao redistribuidos através de um procesgmitente. Assim esperamos que 0
surgimento desse modos espaciais ocorra de forma irregagaregioes iniciais da perda da
estabilidade transversal.

Vimos que segundo a aproximacao linear, a condicaediatribuicdo de energia é limi-
tada por efeitos difusivos. O nivel de saturacdo da émelgs modos espaciais depende do
valor do coeficiente de difusao, sendo que esta limitag@eenta com um expoente que & igual
ao quadrado do numero do modo espacial. Nesta tese, almsdemmodelo de interacao de
trés ondas com uma dimensao espacial. Porém, estes tampatos de inicio de geracao de
modos espaciais sao gerais, e este cenario que descsepemuanece valido para uma grande
classe de outros sistemas espacialmente estendidos.

Até aqui citamos as conclusdes sobre os trabalhos qumffeios. Agora falaremos
um pouco sobre algumas possibilidades para trabalhofutimicialmente, para o caso dos
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sistemas conservativos, vimos que através da série tahfmexpoente de Lyapunov a tempo
finito, a transi¢ao entre as armadilhas para mares csdgm uma assinatura clara. Poderiamos
usar estas assinaturas como uma forma de quantificar ogiloede tempo em que cada arma-
dilha dinamica afeta o sistema. Como no espaco de fasaittasiihas de diferentes escalas de
tamanho, poderiamos determinar os periodos de temporidéoapmento caracteristicos para
cada ilha, e analisar a relagao de tamanho da ilha compstiesios.

Seria interessante analisar como a transicao de reg®asmadilhas dinamicas para os
mares cabticos afetariam o caso de sistemas acopladasadsate. Logicamente, este aco-
plamento aumentaria a dimensao efetiva do sistema e eergnte desapareceria a existéncia
do cantori. Porém, poderiamos criar um acoplamento wecidnal do tipo mestre-escravo, de
tal forma que o sistema mestre permanecesse com as suaegadps originais. O sistema
mestre atuaria como uma bomba, no qual as trajetoriagimente permanecem nas proxi-
midades de um regime quasi-integravel e eventualmentsitaan para um sistema caotico.
Isto poderia trazer efeitos interessantes, tanto naapestS deslocamentos das trajetérias e de
COMO ocorre a sincronizagao para tais sistemas.

No caso de sistemas espaco-temporais, para um sistemejgeggandido coNl modos
de Fourier, o calculo numeérico do espectro de Lyapunowlgawa computacao ddsequacdes
nao lineares, maibl® equacdes devido ao calculo da matriz jacobiana. Esteepso exige
um grande esforco computacional, e 0 aumento do nUmeroodi®srexige um aumento ao
quadrado do nUmero de equacgdes a serem computadasodstés uma limitacao d¥ = 64.
Porém, no artigo (GOZALES et al., 1999), mostrou-se que Buna casos nem sempre é
necessario computar todo os elementos da matriz jacop@@aa obtencao dos maiores ex-
poentes de Lyapunov. A aplicagao desta técnica poderiaifir um nimero maior de modos
de Fourier. Além disto, nos possibilitaria também o ckdade distribuicdes do expoente de
Lyapunov a tempo finito, ja que estas distribuicdes detaande tempos relativamente longos
para se obter uma boa estatistica. O céalculo da distéibulo segundo maior expoente de Lya-
punov a tempo finito se mostraria particularmente Gtil rengjficacao da perda da estabilidade
transversal que ocorre no nosso sistema espacialmemelieste

O uso de numeros maiores de modos de Fourier possibiltearibém, analisar regides
onde nao se esteja no inicio do caos espacgo-temporal regides onde o caos espago-temporal
esteja mais desenvolvido. Este nimero maior de modosisgg@tante para analisar a troca
de energia que pode ocorrer entre pequenos e grandes modaoslige destes casos seria um
grande passo em aproximar este sistema por um sistema easegar turbuléncia plenamente
desenvolvida. Com os avan¢os de novas técnicas de cogapytaralela nos tltimos tempos,
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a viabilidade destes novos trabalhos se torna mais proxima

Por Gltimo, poderiamos também citar como um possivdlalizo futuro, o calculo dos
coeficientes que aparecem nos termos quadraticos no nmagliglteracdes entre ondas. Quando
deduzimos o modelo a partir das equac¢des de Hasegawa;Mimos que havia uma expressao
para tais coeficientes. Como neste trabalho estavamassetelos em analisar 0os possiveis
comportamentos dinamicos de sistemas espacialmentalekis, assumimos por simplicidade
gue estes coeficientes eram iguais a unidade. Porém, leathtna que estejam interessados em
aplicacdes, o calculo destes coeficientes poderia Bartonportante.
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