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RESUMO

Neste trabalho, características de propagação de modos hibridos e de radiação 
eletromagnética no espaço livre em guias de onda de seções retangulares parcialmente 
preenchidos por dielétrico, são teoricamente analisadas. São apresentadas as equações 
modais da onda eletromagnética propagante no guia, com detalhamento de sua 
obtenção, destacando a adequação dos modos híbridos às condições de contorno da 
estrutura. Uma análise paramétrica envolvendo o nível de preenchimento e o 
comportamento da polarização cruzada em função da freqüência é incluída nesta 
pesquisa. Os resultados obtidos demonstram um bom desempenho da máxima 
polarização cruzada sobre ampla faixa de freqüência de operação monomodo do modo 
híbrido LSE10, dominante no guia de onda retangular parcialmente preenchido com 
camada dielétrica no plano E ( E-plane dielectric slab). Uma antena cometa piramidal 
de modo híbrido específica também foi analisada, considerando-se o caso de cometas 
com pequeno flare angle e utilizando-se a teoria de correção esférica de fase na 
abertura do elemento irradiador.

Palavras-chave: Guia de onda retangular parcialmente preenchido; antena cometa 
piramidal; modos híbridos; polarização cruzada.
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ABSTRACT

The propagation characteristics of hybrid modes and the electromagnetic radiation in 
free space of rectangular sections guides loaded with dielectric slabs, are analyzed in 
this work. Are presented the modal equations of the electromagnetic wave traveling in 
the waveguide, by derivation detail of equation and boundary conditions adequate of 
structure. A parametric study involving the dielectric loading level and the behavior of 
the cross-polarization is also included. The obtained results shows a good performance 
for the maximum cross-polarization on a wide frequency band for the hybrid mode 
LSE10, dominant in the rectangular waveguide loaded by E-plane dielectric slab. A 
hybrid-mode pyramidal horn is also analyzed theoretically, considering the case of 
hom with small flare angle and using the theory of spherical correction of phase in the 
opening of the radiator element.

Key-words: Rectangular waveguide partially filled; pyramidal hom antenna; hybrid 
mode; cross polarization.



1 A P R E S E N T A Ç Ã O D A D I S S E R T A Ç Ã O

1

P r et e n d e- s e, c o m o pr o p ó sit o d e st a di s s ert a ç ã o, e x e c ut ar u m e st u d o 

pr eli mi n ar s o br e g ui a s d e o n d a d e s e ç õ e s r et a n g ul ar e s c o m pr e e n c hi m e nt o di el étri c o 

hí bri d o, o u s ej a, c arr e g a d o s c o m di el étri c o s d e dif er e nt e p er mi s si vi d a d e el étri c a, 

vi s a n d o o b s er v ar a i nfl u ê n ci a q u e e st a c a m a d a di el étri c a e x er c e s o br e c ar a ct erí sti c a s 

d e r a di a ç ã o d o g ui a, t al q u al, o ní v el d e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a m á xi m a d o di a gr a m a d e 

r a di a ç ã o, atr a v é s d e u m a a n áli s e t e óri c a a c er c a d o c o m p ort a m e nt o d o s m o d o s hí bri d o s 

pr e s e nt e s n o i nt eri or d o g ui a e m q u e st ã o e d a d eri v a ç ã o d a s e q u a ç õ e s p ar a os c a m p o s 

r a di a d o s p el a a b ert ur a d e st e g ui a, c o n si d er a n d o- s e a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e.

C o m o i nt uit o d e ati n gir o o bj eti v o e x p o st o a ci m a, o tr a b al h o di vi d e- s e d a 

s e g ui nt e f or m a:

N o c a pít ul o 2, a pr e s e nt a- s e u m d e s e n v ol vi m e nt o t e óri c o, d e b a s e p ar a 

o bt e n ç ã o d a s e q u a ç õ e s m o d ai s d a o n d a el etr o m a g n éti c a pr o p a g a nt e n o g ui a r et a n g ul ar 

e t a m b é m a t e ori a e n v ol vi d a n o e st u d o d e r a di a ç ã o el etr o m a g n éti c a e m c a m p o 

di st a nt e.

N o c a pít ul o 3 s ã o a b or d a d a s c ar a ct erí sti c a s d a c o m et a pir a mi d al, o n d e n a 

s e ç ã o 3. 1 é di s c uti d a a g e o m etri a d o di s p o siti v o s o b o f o c o c o n str uti v o. N a s e ç ã o 3. 2, é 

a pr e s e nt a d o u m m o d o d e o bt e n ç ã o d a s e q u a ç õ e s p ar a o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s 

pr o p a g a nt e s n a c o m et a pir a mi d al p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d a c o m di el étri c o, p el o u s o d a 

t e ori a d e c orr e ç ã o e sf éri c a d e f a s e, b e m c o m o a d eri v a ç ã o d a s e q u a ç õ e s r a di a ç ã o p ar a 

o di s p o siti v o, c o n si d er a n d o- s e a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e.

N o c a pít ul o 4, s ã o a pr e s e nt a d a s si m ul a ç õ e s q u e e n v ol v e m o c o m p ort a m e nt o 

d o s m o d o s hí bri d o s, c a m p o s r a di a d o s e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a e m fii n ç ã o d o



p r e e n c hi m e nt o gr a d u ai c o m di el étri c o d e u m g ui a r et a n g ul ar e c o m et a pir a mi d al 

e s p e cífi c o s. N a s e ç ã o 4. 1, é a pr e s e nt a d a a f a míli a d e c ur v a s d e di s p er s ã o p ar a os 

m o d o s hí bri d o s pr o p a g a nt e s n o g ui a d e o n d a r et a n g ul ar, t o m a n d o- s e c a s o s di v er s o s d e 

pr e e n c hi m e nt o p or di el étri c o. N a s s e ç õ e s 4. 2 e 4. 3, s ã o a pr e s e nt a d o s di a gr a m a s d e 

r a di a ç ã o n o e s p a ç o li vr e p ar a o g ui a r et a n g ul ar e a c o m et a pir a mi d al, c o n si d er a n d o- s e 

c a s o s di s cr et o s d e pr e e n c hi m e nt o, r e ali z a n d o- s e t a m b é m u m a a n áli s e p ar a m étri c a, c o m 

o i nt uit o d e e vi d e n ci ar o c o m p ort a m e nt o d a r e s p o st a d o si st e m a d e vi d o a o 

pr e e n c hi m e nt o gr a d u al d o g ui a c o m m at eri al di el étri c o, t o m a n d o a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a 

e a fr e q ü ê n ci a c o m o p ar â m etr o s d e r ef er ê n ci a.

P or fi m, d e s e n v ol v e- s e u m a di s c u s s ã o a c er c a d o tr a b al h o c o m o u m t o d o, 

r e s er v a n d o m ai or at e n ç ã o a o s r e s ult a d o s o bti d o s n a s si m ul a ç õ e s. Ai n d a, a pr e s e nt a- s e a 

bi bli o gr afi a g er a d a p el o pr e s e nt e e st u d o e s u g e st õ e s p ar a tr a b al h o s p o st eri or e s.

2



2  G U I A D E O N D A R E T A N G U L A R P A R C I A L M E N T E P R E E N C H I D O

3

2 . 1 M O D O S T R A N S V E R S O S E M G UI A S D E O N D A R E T A N G U L A R E S C O M 

P R E E N C H I M E N T O H O M O G Ê N E O

N a c o n str u ç ã o d e s ol u ç õ e s p ar a e str ut ur a s el etr o m a g n éti c a s, m uit a s s ã o as 

c o nfi g ur a ç õ e s d e c a m p o q u e s ati sf a z e m a s E q u a ç õ e s d e M a x w ell e as c o n di ç õ e s d e 

c o nt or n o e n v ol vi d a s n o pr o bl e m a. Q u a n d o a e str ut ur a e m q u e st ã o é o g ui a d e o n d a 

r et a n g ul ar pr e e n c hi d o c o m a p e n a s u m m at eri al h o m o g ê n e o, ( v ej a a Fi g ur a 1), u m 

c o nj u nt o cl á s si c o d e m o d o s u s a d o s c o m o s ol u ç ã o s ã o o s m o d o s T r a n s v er s o M a g n éti c o 

( T M) e o Tr a n s v er s o El étri c o ( T E) [ 1], P ar a o m o d o T E a c o m p o n e nt e d e c a m p o 

el étri c o ( E) n a dir e ç ã o d e pr o p a g a ç ã o é n ul a e p ar a c o nfi g ur a ç ã o T M a c o m p o n e nt e d e 

c a m p o m a g n éti c o ( H) é n ul a n a ori e nt a ç ã o d e pr o p a g a ç ã o d a o n d a. P or c o n v e n ç ã o, 

n e st e tr a b al h o s er á c o n si d er a d o q u e a o n d a pr o p a g a- s e n o s e nti d o p o siti v o d a dir e ç ã o z 

d o pl a n o c art e si a n o, s e n d o q u e p ar a os m o d o s T E e T M q u a n d o n ã o s e g ui d o s d e 

i n di c a ç ã o d a dir e ç ã o d e ori e nt a ç ã o s u b e nt e n d er- s e- á q u e e s s a dir e ç ã o é z. N o e nt a nt o, 

o f o c o d e i nt er e s s e e st á n o c o nj u nt o d e m o d o s n o q u al o b s er v a m - s e a m b a s as 

c o m p o n e nt e s E e H n a dir e ç ã o z, c h a m a d o s m o d o s hí bri d o s. E st e s m o d o s s ã o 

r e s ult a nt e s d a c o m bi n a ç ã o li n e ar d e m o d o s d e g e n er a d o s T E e T M [ 2] e s ã o si mil ar e s 

a o s m o d o s tr a n s v er s o s T E e T M c o m ori e nt a ç ã o n a s dir e ç õ e s x e y. N e st a s e ç ã o s er á 

a pr e s e nt a d a a d eri v a ç ã o d o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s p ar a o s p ar e s d e m o d o s T E X, 

T M X e T E y, T M y, c o m o e st u d o pri m ári o p ar a a n áli s e d o s m o d o s hí bri d o s q u e s e 

s e g uir á e m s e ç õ e s p o st eri or e s.



4

F I G U R A 1  G UI A D E O N D A R E T A N G U L A R

y

b

H o, s 0

z
a

2. 1. 1 M o d o s Tr a n s v er s o s T E x e T M x

O c o nj u nt o d e m o d o s tr a n s v er s o s c o m ori e nt a ç ã o n a dir e ç ã o x é f or m a d o 

p el o s m o d o s T E X , c o m c o m p o n e nt e E n ul a n a dir e ç ã o x, e T M X c o m c o m p o n e nt e d e 

c a m p o H n ul a n a dir e ç ã o x. A s e x pr e s s õ e s p ar a o s m o d o s T E X e T M X p o d e m s er 

o bti d a s a p artir d o s p ot e n ci ai s v et or e s, m a g n éti c o ( Ã ) e el étri c o ( F  ).

O s p ot e n ci ai s e x pr e s s o s e m ( 2. 1) e ( 2. 2) d e v e m at e n d er, r e s p e cti v a m e nt e, às s e g ui nt e s 

e q u a ç õ e s:

F  = F x( x, y, z). a x  + F y( x, y, z). a y  + F z( x, y, z). a z

A -  A x( x, y, z). a x + A y ( x, y, z). a y + A z( x, y, z). a z ( 2. 1)

(2 .2 )

v 2 a  + p 2 a  = q

V 2 F + J 3 2 F  = 0

( 2. 3)

( 2. 4)

O n d e P é a p art e i m a gi n ári a d a c o n st a nt e d e pr o p a g a ç ã o ( y) d o m ei o. S e n d o y -  a  + y/ ?

e c o m o o g ui a é c o n si d er a d o s e m p er d a s, a  = 0, p c orr e s p o n d e à pr ó pri a c o n st a nt e d e 

pr o p a g a ç ã o.



O s c a m p o s E e H r e s ult a m d a s o m a d e c o m p o n e nt e s i n di vi d u ai s E A, E p, H A 

e Hf , q u e p or s u a v e z s ã o o bti d a s a p artir d o s p ot e n ci ai s v et or e s A  e F  [ 1],[ 2] e [ 3],

E = E A + E F = - j c o A - j - ^ — V ( V . A ) - - V x F  ( 2. 5)
C Oj d S s

H = H + H F =  — Vx A -  j ú) F ~  / —  V.( V. F) ( 2. 6)
fl c o/is

N o m o d o T M X o p ot e n ci al v et or F  d e v e s er n ul o e Â  p o s s uir c o m p o n e nt e 

s o m e nt e n a dir e ç ã o x, p ar a q u e s e o b s er v e H x = 0, c ar a ct erí sti c a n e c e s s ári a n e st e 

m o d o. A pli c a n d o t ai s c o n di ç õ e s e m ( 2. 6) p o d e- s e v erifi c ar s u a v ali d a d e. P ort a nt o, o 

c o nj u nt o d e c a m p o s E e H r e s ult a nt e s p ar a o m o d o T M X s ã o:

E T M>( F y, z) = - j
C OJ U S

í  ^   \

A 2  J

. -   . 1  õ 2 A x  _
A x. a x - j  a y - j

c oj us d x d y

1 ô 2 A x _  
-. az

c o/js d y õz

rr ,  \ r\ —  1 ô A x ^   1 õ A x  _
H ( x , y, z ) = O a x + ------ —  a y -------------az

/ a ôz  / a õ y

( 2. 7)

(2 .8 )

O n d e, d e a c or d o c o m ( 2. 1) e ( 2. 3) A x  d e v e s ati sf a z er a e q u a ç ã o d e o n d a e s c al ar:

' V 2 A x ( x, y, z ) + fl 2 A x( x, y, z ) ( 2. 9)

P ar a e n c o ntr ar a s ol u ç ã o d a e q u a ç ã o dif er e n ci al p ar ci al ( 2. 9), s er á utili z a d o o m ét o d o 

d a s e p ar a ç ã o d e v ari á v ei s [ 4], T o m a n d o,

A x ( x, y, z ) = X ( x ) Y { y ). Z ( z )  ( 2. 1 0)

e s u b stit ui n d o e m ( 2. 9), s e g u e q u e:
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' ê L  i L  Ü .  « 2 ''
K õ x 2 õ y 2 õ z 2   y

X ( x ) Y ( y ) Z ( z ) = 0

Y ( y ) Z ( z ) ^ P -  + X ( x ) Z ( z ) ‘̂ p -  + X ( x ) Y l j , ) ^ ^ - * l ) 2 X ( x ) Y ( y ) Z ( z ) = 0   ( 2. 1 1)
d x ‘ <i y <2z

Di vi di n d o a m b o s os l a d o s d a e q u a ç ã o ( 2. 1 1) p or Xf xj Zf yj Zf zj r e s ult a e m,

i  ^ ( * ) . + _ l £ i m + _ l £ z í í ) + /, 3 = 0 ( 2 1 2 )
X( x) < &2  7(j;) af y 2  Z( z) d z 2

A n ali s a n d o ( 2. 1 2), c o n cl ui- s e q u e a s o m a d o s tr ê s pri m eir o s t er m o s d e v e r e s ult ar e m 

u m v al or c o n st a nt e e i g u al a , e m q u al q u er p o nt o ( x, y, z), p ar a q u e a i g u al d a d e s ej a 

v áli d a. C o n s e q u e nt e m e nt e, c a d a u m d o s tr ê s t er m o s d e v e s er c o n st a nt e t a m b é m. 

B a s e a n d o- s e n e st e ar g u m e nt o,

1 d 2 X ( x )  2  1 d 2 Y( y)  0 2  1 d 2 Z ( z )

X ( x ) d x 2  ’ Yi y ) d y 2  ^   ’ Z( z) tf e 2  ^

o u alt er n ati v a m e nt e,

d 2 X ( x )

2

d x 2

d 2Y( y)  

d y 2

J 2 Z( z)

íf e 2

■ + /j; x ( x ) = o

+ ( 3 2 Y  ( y) = 0

+ 0 , 2 Z( z) =  0 ( 2. 1 3)

O n d e ( 3x, / ? e / ?. s ã o c o n st a nt e s e r el a ci o n a m - s e c o m / ? n a f or m a s e g ui nt e:

fi x 2 +fi y 2 + fi, 2 = fi 2 ( 2. 1 4)



A  s ol u ç ã o p ar a c a d a u m a d a s e q u a ç õ e s dif er e n ci ai s or di n ári a s e m ( 2. 1 3) é c o n h e ci d a e 

f a cil m e nt e e n c o ntr a d a n a lit er at ur a m at e m áti c a [ 4], D e p o s s e d a s s ol u ç õ e s X( x), Y( y) 

e Z( z) b a st a q u e a s s u b stit u a m o s e m ( 2. 1 0) p ar a q u e s e o bt e n h a a s ol u ç ã o p ar a e q u a ç ã o

( 2. 9). A s ol u ç ã o p ar a ( 2. 1 3) é d a d a p or,

A e ~i M  + B ej M  ( 2. 1 5)

O u n a f or m a tri g o n o m étri c a

C c os( { 3 g ô) + Ds Q n(/ 3 d @) ( 2. 1 6)

o n d e 0  p o d e s er s u b stit uí d o p or x, y o u z n a s s ol u ç õ e s ( 2. 1 5) e ( 2. 1 6). L o g o, o bt é m- s e 

s ol u ç ã o d e ( 2. 9)

A x ( x , z )  =  [ Cj c os(( 3xx) + D x  s e n(/ ? x x)][ C 2 c o s(fi y y ) + D 2  s e n(fi y y) [ A 2e ~lílz: ( 2. 1 7)

N o g ui a d e o n d a r et a n g ul ar a pr e s e nt a d o n a d a Fi g ur a 1 os c a m p o s el étri c o s

t a n g e n ci ai s às p ar e d e s m et áli c a s s ã o n ul o s. P ari n d o d e st a pr e mi s s a as s e g ui nt e s 

r el a ç õ e s d e c a m p o s ã o v áli d a s:

C a m p o s t a n g e n ci ai s à s p ar e d e s l at er ai s d o g ui a

7

E z m > ( x = °’° -  y -  b’ z ) = E z m > ( * = a, 0 < y < b, z) =  0 ( 2. 1 8)

( x = ° >° -  y -  b >z ) =  ( * = a $ < y < b, z ) = 0  ( 2. 1 9)

C a m p o s t a n g e n ci ai s a o t o p o e a b a s e d o g ui a

E z m'  ( ° -  x -  F y  = ° ’z ) = E z m ,  ( 0 < X < a, y = b, z) = 0 ( 2. 2 0)

E x T M‘  ( ° -  x -  a >y  = ° > z)  = E x t m> ( 0 < x < a, y = b, z) = 0  ( 2. 2 1 )
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D e vi d o a g e o m etri a d o g ui a ( v ej a Fi g ur a 1), f a z- s e n e c e s s ári o a p e n a s q u e a s ol u ç ã o 

at e n d a a u m d o s p ar e s d e c o n di ç õ e s ( 2. 1 8) o u ( 2. 1 9) e ( 2. 2 0) o u ( 2. 2 1) p ar a q u e a 

s ol u ç ã o s ej a v áli d a e m t o d o g ui a. P ort a nt o, s el e ci o n a n d o o p ar d e r el a ç õ e s [( 2. 1 8), 

( 2. 2 0)], o bt é m- s e:

D e ( 2. 1 7) e m ( 2. 7)

E z T M  >  z ) = - ^ L [- Cj s e n(/ ? xx) + D,  c os(/ ? x x )j[ c 2 c o s(J3 y)  + D 2  s e n( 0 y) ] A e ~ JÍI’!
C OjJ £

( 2. 2 2)

A pli c a n d o ( 2. 1 8) e m ( 2. 2 2)

>  E z j M >( x = 0 ’ ° - y - b’ z') =: 0

E z m*  ( x = ° >° - y - b >z) = _ [ A )t C 2 c os(fi yy)  + D 2  s e n{ p y ^ A e ~i PzS = 0
c o/ ue '

L o g o, Z), = 0 ( 2. 2 3)

^  E z T M >( x = a’ ° - y - b’ z " >= 0

E z t m> ( x = a, 0 < y < b, z)  = [- Q s e n (J 3x a) ] [ c 2 c os ( p y y )  + D 2  s e n {( Sy y) } A e ~ ]^ z = 0

L o g o,

[- Cj s e n(/ ? xa)] = 0 = >  s e n(/ ? xa ) = 0  = > f 3x = rH! L  ̂ m -  0, 1, 2   ( 2. 2 4)

A pli c a n d o ( 2. 2 0) e m ( 2. 2 2)

^  E z T MX( 0 < x < a, y = 0, z) = Q

E z t m x (  ̂-  x -  a A = 0 a ) = [_ L, se n( y 9 xx) + Dl  c os( y 9 x x)][ C 2 } A e ~jfiz Z = 0

L o g o, C 2 = 0  ( 2. 2 5)

>  E z 7 M > ( 0 < x < a, y = b, z) = 0



E z t  m >  (° -  x -  a >y = b’ z) = [“ C 1  s e n( & x)l[ A  s e n{ p y b ^  A e ~ i p ‘ z   =  0

L o g o,

\d 2 s e n(/ ? y Z>)] = 0 = > s e n(fí y b) = 0  = > P y =- r- >  « = 1, 2, 3   ( 2. 2 6)
b

E m b or a n = 0 s ej a s ol u ç ã o p ar a ( 3y n a s e nt e n ç a a ci m a, n ã o é v al or v áli d o e m ( 2. 7), p oi s 

a n ul ari a o p ot e n ci al v et or n a dir e ç ã o x e c o n s e q ü e nt e m e nt e a o n d a p ar a o m o d o T M X.

T o m a n d o o pr o d ut o d e c o n st a nt e s Cj. D 2. A 3  i g u al a u m a t er c eir a c o n st a nt e 

B mn  e s u b stit ui n d o- a j u nt a m e nt e c o m ( 2. 2 3), ( 2. 2 4), ( 2. 2 5) e ( 2. 2 6) e m ( 2. 7), r e s ult a n a 

e x pr e s s ã o:

A ( x, y >z) = B mn  c os(/ ? x x) s e n (f 3y y) e ~ }^ z ( 2. 2 7)

C o m ( 2. 2 7) e m ( 2. 7) s e p ar a m- s e os c a m p o s E e H p ar a o c a s o T M X:

C o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o E A x.  y. z)

E x m'  ( X’ T, ^) = ~ j — ( p 2 -  fi x 2) c o s(fí xx) s e n(/ 3 y y) e ~ w-z
C Oj d S

E y m > < *, >’, - ) = j - ^ - P J y  s e n(/ ? x x ) c o s(/ ? v > j e ~} Pr ~
C Ofi S

E z t  m > c os(/ 3 xx) c o s(/ 3 y y ) e - ^
i M c o/ us

C o m p o n e nt e s d e c a m p o m a g n éti c o H , ( x, y, z )

H x m A *, y, z ) = o

Hy m * ( x, y, z ) = - J — p z  c os(/ ? x x) s e n{ p y y) e ~l P =z
J U

Hz m>  (x >y >z) = c os( P xx ) c os( P yy) e ~J ^ z

9

(2. 2 8)

( 2. 2 9)

( 2. 3 0)

( 2. 3 1)

( 2. 3 2)

( 2. 3 3)



A s e x pr e s s õ e s d e c a m p o E e H p ar a o c a s o T E X p o d e m s er o bti d a s d e 

m a n eir a si mil ar a o c a s o T M X , p ort a nt o, al g u n s p a s s o s s er ã o o miti d o s. C o n si d er a n d o- 

s e a g or a Â =  0 e s o m e nt e a c o m p o n e nt e n a dir e ç ã o x d e F .

1 0

zr r  \  n -   1 5 F x _  1 d F x  _E T E X( x, y, z ) = 0 a x   —  a y +  — — a z  ( 2. 3 4)
e ôz  e õ y

. 1

C Oj U£ y õ x J

. 1 õ 2 F x  _  . 1 õ 2 F x  _
H ( x, y, z ) = - j   t - t  + A F x. a x  -  j  — — ã y - j  z ~r ~- a z   ( 2. 3 5)

0)/j £ d x õ y  ( úji £ d y dz

O n d e F x  q u e s ati sf a z a e q u a ç ã o d e o n d a e s c al ar

V 2 F x( x, _ y, z) + fl 2 F x ( x, y, z ) ( 2. 3 6)

é d a d o n a f or m a d e ( 2. 1 7), c o m o s e g u e:

F x( x, y, z)  = [ C, c o s ^ x ) + D x  s e n(/ ? xx )j[ c 2 c o s(/ ^ y) + D 2  s e n{ p y y ^\ A 2e ~l P: Z ( 2. 3 7)

S u b stit ui n d o ( 2. 3 7) e m a m b a s e q u a ç õ e s ( 2. 3 4) e ( 2. 3 5) e a pli c a n d o a s c o n di ç õ e s d e 

c o nt or n o [( 2. 1 8),( 2. 2 0)] r e s ult a n o c o nj u nt o d e c a m p o s E e H p ar a o m o d o T E X, 

m o str a d o a b ai x o:

C o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o E  ( x, y, z )

E x T E, ( x, y, z ) =  0 ( 2. 3 8)

E y w, ( X, y, z) = 7 % /)..  s e n ( / ) , í ) c o s ( / ? , ( 2. 3 9)
£

E zt bx ( x, y, z) = ~ — ( 3y  s e n(p x x ) s e n( fi yy ) e ( 2. 4 0) 
£



C o m p o n e nt e s d e c a m p o m a g n éti c o H T E X( x, y, z )

H x t e, (x, y, z ) = - ^ 2) s e n( ^ x ) c o s{ p y y) e ~ JÍ3-z ( 2. 4 1 )

H y T E > ( X , y ,  z ) =  j ^ 2 2 - p  P  c o s(/ ? x ) s e n(/ 3 y ) e ~ l fi::  ( 2. 4 2 )
C O/ LI S y

H z ( x, y, z) = ^ z m - p p  s e n(j 3 x x)s e n(j 3 y y) e ~l P: Z  ( 2. 4 3 )
C OJJ S

O n d e

F Â x >y >z )  = 4 *. s e n(/ ? x x ) c o s ( P y y) e ~ 1 %: ( 2. 4 4 )

17171
P x = —  ,   m = 1, 2, 3 ( 2. 4 5 )

a

" = 0 > > > 2  ( 2. 4 6 )

P 2 = p ; + P y + p ;  (2 .4 7 )

1 1

2 . 1. 2 M o d o s Tr a n s v er s o s T E y e T M y

O s m o d o s tr a n s v er s o s T E y e T M y s ã o a n ál o g o s a o s T E X e T M X, s e n d o q u e o 

T M y p o s s ui c o m p o n e nt e H y = 0 e o T E y c o m p o n e nt e E y = 0. D e vi d o a e st a 

si mil ari d a d e, o m ét o d o p ar a o bt e n ç ã o d o s c a m p o s p o u c o dif er e d o a pr e s e nt a d o n a 

s e ç ã o 2. 1. 1. P ort a nt o, p ar a e vit ar q u e o tr a b al h o t o m e- s e r e p etiti v o, o s p a s s o s 

i nt er m e di ári o s s er ã o n e gli g e n ci a d o s e p artir- s e- á dir et a m e nt e p ar a a a pr e s e nt a ç ã o d a s 

r el a ç õ e s fi n ai s.

P ar a o m o d o T M y :

A y( x, y, *)  = B „: s e ní/ Vl c o sI/ ?, VI E ( 2. 4 8)



C o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o E m y  ( x, y, z )

E x m >  X y  z ) =  c os( y? xx ) s e n (/ ?y ) e ~ ^ z
C Oj U S

R y m y ( x, y, z ) = - J  — (fi 2 -  / ? / )s e n(/ ? x x) c os( J 3 vy ) e - Ĵ : 
c o/ us y

E z m y ( x, y, z ) = — p y p 2 s e n(/ ? x x) s e n(/ ? v) e “;/i-':
C O/J. S

C o m p o n e nt e s d e c a m p o m a g n éti c o H m l ( x yy, z )

H x { x, y, z )  = J — P z s e n( ( 3xx ) c o s(fí y ) e ' lí}'-2
jJL

H y m y ( x, y, z ) =  0

H z m > ( x- y-.z )  = P y  s e n(/ ? x x ) s e n y ) e'jfi‘l
H

O n d e

0  ni n
p x =   , m = 1, 2, 3

a

P y = ^ ,  « = 0 , 1 , 2  
b

P 2 = P X2 + P y 2 + P, 2 

P ar a o m o d o T E y :

F y  X  y , z ) = A mn c os(/ ? xx) s e n(fi y y) e ~ Ĵ *

C o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o E ( x, y, z)

E x T e ( x , y , z ) - - J ^ y P ,  c o sl/ ^ x j s e n l/í. r ) ^ *'

E y T£, ( x, y, z ) = 0

E z t e, (x, y, z ) = ' ^ y p .  s e n í s e n l  /í. v

( 2. 4 9)

( 2. 5 0)

( 2. 5 1)

( 2. 5 2)

( 2. 5 3)

( 2. 5 4 )

( 2. 5 5)

( 2. 5 6)

( 2. 5 7)

( 2. 5 8)

( 2. 5 9 )

( 2. 6 0)

( 2. 6 1)



1 3

C o m p o n e nt e s d e c a m p o m a g n éti c o H ( x, y, z)
T  E y

A _
H x ( x, y, z ) = j 2 2 m . p p  s e n(fi x x ) c os ( P y) e ~ Ĵ : ( 2. 6 2)

C O/ LI S

H y 7e Â *, y, z )  = -/ ? ví ) c o s(/ ?,i) s e n(/ ? 7 y ) ^ - “’- ( 2. 6 3)
c o/ u s  7

Hz ( x, y, z )  = - ^ 22- P P c o s( P x) c o s( P y) e ~j A" ( 2. 6 4)
c ùfze

O n d e

Ï1Î7T
A = - f - .  » 1 = 0, 1, 2 ( 2. 6 5)

P , = ' p ,  « = 1 . 2 , 3  ( 2. 6 6)
b

p 2 = p ; - + p y 2 + p : -  ( 2. 6 7)

2. 2 M O D O S  HÍ B RI D O S  E M G UI A S  D E O N D A R E T A N G U L A R E S 

P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D O S

Os g ui a s s el e ci o n a d o s p ar a a n áli s e n e st a s e ç ã o s ã o a pr e s e nt a d o s n a s Fi g ur a s 

2 e 3. S ã o g ui a s r et a n g ul ar e s d e p ar e d e s m et áli c a s pr e e n c hi d o s c o m c a m a d a s d e d oi s 

dif er e nt e s m at eri ai s di el étri c o s. P ar a t ai s e str ut ur a s el etr o m a g n éti c a s a s c o n di ç õ e s d e 

c o nt or n o a s er e m at e n di d a s n a c o n str u ç ã o d e s ol u ç õ e s d o s c a m p o s E e H, e st ã o al é m 

d a o b s er v a ç ã o d e c a m p o t a n g e n ci al n ul o n a p ar e d e d o g ui a, t a m b é m, a s c o n di ç õ e s d e 

c o nti n ui d a d e d e c a m p o s E e H t a n g e n ci ai s ' a i nt erf a c e di el étri c a, d e r e gi õ e s di sti nt a s, 

n o i nt eri or d o g ui a, d e v e m s er i n cl uí d a s. O s m o d o s T E e T M i n di vi d u al m e nt e n ã o 

p o d e m s u prir e s s a s c o n di ç õ e s, e x c et o p ar a a f a míli a d e m o d o s T E m0 [ 2] e [ 3], q u e 

at e n d e as c o n di ç õ e s d e c o nt or n o d a e str ut ur a a pr e s e nt a d a d a Fi g ur a 2 ( vi d e a n e x o 1). 

O s m o d o s a pr o pri a d o s p ar a r e pr e s e nt a ç ã o d a o n d a g ui a d a n e st a e str ut ur a, g u ar d a d a a 

e x c e ç ã o cit a d a, s ã o o s m o d o s hí bri d o s [ 2], E m g ui a s p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o s c o m 2



o u m ai s m at e ri ai s di el étri c o s o s m o d o s hí b ri d o s r e c e b e m a s d e n o mi n a ç õ e s: 1) S e ç ã o 

L o n git u di n al M a g n éti c a ( L S M ), p a r a o g r u p o d e m o d o s q u e p o s s ui s u a s c o m p o n e nt e s 

d e c a m p o m a g n éti c o a p e n a s a o l o n g o d a i nt e rf a c e di el étri c a e 2 ) S e ç ã o L o n git u di n al 

El étri c a ( L S E X p a r a o s m o d o s c o m c o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o n o r m ai s a i nt erf a c e 

di el étri c a, n ul a s. P a r a o bt e n ç ã o d o s c a m p o s H e E  n o s m o d o s L S E e L S M, g er al m e nt e 

s ã o u s a d o s d oi s p a s s o s d e i nt e g r a ç ã o, c o m o a p oi o d e f u n ç õ e s p ot e n ci ai s n o p a s s o 

i nt e r m e di á ri o e ntr e a f o nt e e o s c a m p o s, p a r a d i m i n u i r a c o m pl e xi d a d e d o pr o c e s s o. 

F u n ç õ e s p ot e n ci ai s d e H e rt z s ã o u s a d a s c o m m ai o r fr e q u ê n ci a, n ã o d e s p r e z a n d o, 

c o nt u d o, a s ol u ç ã o p o r m ei o d o s p ot e n ci ai s Â  t  F f  q u e t a m b é m é v áli d a. S e g u e n a 

p r ó xi m a s e ç ã o o m ét o d o d e e xtr a ç ã o d o s c a m p o s p a r a o s m o d o s L S E e L S M, p arti n d o 

d o s p ot e n ci ai s d e H ert z.

FI G U R A 2 G UI A R E T A N G U L A R C O M I N T E R F A C E  FI G U R A 3  G UI A R E T A N G U L A R C O M I N T E R F A C E 

ni R  F t w  a n q  p l a n o  Y Z d i e l é t r i c a  n q  p l a n o  x z

1 4

z  2

2. 2. 1 C o m p o n e nt e s d e C a m p o e E q u a ç õ e s C a r a ct e rí sti c a s p a r a o M o d o L o n git u di n al 

El étri c o ( L S E )

P a r a o m o d o L S E o p ot e n ci al v et o r d e H ert z d o ti p o m a g n éti c o ( f i * ) é u s a d o 

c o m o f u n ç ã o a u xili a r n a o bt e n ç ã o d a s ol u ç ã o d o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s. 

C o n si d er a n d o a g e o m etri a d o g ui a d a Fi g u r a 2, o v et o r f l k a d e q u a d o d e v e r á p o s s uir 

c o m p o n e nt e s o m e nt e n a dir e ç ã o x,



(2 .6 8 )

1 5

F u n d a m e nt a n d o- s e n a s e q u a ç õ e s d e M a x w ell c o m a a pli c a ç ã o d a s c o n di ç õ e s 

d e L or e nt z [ 1], as e q u a ç õ e s d e c a m p o s ã o e x pr e s s a s n a f or m a:

F LS E X = - j co ^ N x f [ h ( 2. 6 9)

H L s e ‘ = V x V x n „  ( 2. 7 0)

O í n di c e x f oi e s c ol hi d o p ar a d e si g n ar o s m o d o s a pr o pri a d o s p ar a o g ui a d a Fi g ur a 2. 

A di ci o n al m e nt e, f í;i d e v e s ati sf a z er a e q u a ç ã o d e o n d a,

V 2n „ + £ r ( x )/ ? 2n „ = 0  ( 2. 7 1)

o n d e s r( x)  é a p er mi s si vi d a d e el étri c a r el ati v a d o di el étri c o e a s s u m e o s s e g ui nt e s 

v al or e s n o i nt eri or d o g ui a d a Fi g ur a 2:

f £ 7 %  0 < X < S
« • ( * ) = ,'   _ .. ( 2. 7 2

1, s < x < a

E x p a n di n d o ( 2. 7 1)

 ̂  +  ̂  + ^ P  + e r( x)/ 3 2n h = 0  ( 2. 7 3)
õ x  d y  õz

A e q u a ç ã o d e o n d a ( 2. 7 3) e st á n a f or m a d e u m a e q u a ç ã o dif er e n ci al p ar ci al e 

p o d e s er r e s ol vi d a p el o m ét o d o d a s e p ar a ç ã o d e v ari á v ei s, c o m o n o c a s o d a e q u a ç ã o

( 2. 9). R et o m a c o m o s ol u ç ã o:

f l h = [ C, c o s( y 3 x x ) + D,s e n {f 3 x x ) ^ f 2  c o s( y6y y )  + D 2s e n( P y y ^ A 3e ^ ^ :  ( 2. 7 4)



o n d e

P :- + ( 3 y 2 + ( 3 ^ e r ( x ) ( 3 2

1 6

( 2. 7 5)

P or si m pli ci d a d e, a s ol u ç ã o p ar a e q u a ç ã o ( 2. 7 4) s er á a pr e s e nt a d a e m d u a s p art e s, d e 

a c or d o c o m a r e gi ã o di el étri c a.

N a r e gi ã o S 1 ( o < x < 5, 0 < y < b, z)  c o m m at eri al p d = p o e Sd = £ o s r

fi; = [c,- * c os( J 3 ^ x) + Df s <! nt J } ^ x) %:!  c os í ^  + D U e n ^ y p t e ' ^   ( 2. 7 6)

c o m

P j + 0 »  ( 2. 7 7)

N a r e gi ã o S 2 (s < x < a, 0 < y < b,  c) c o m m at eri al )i o e o

fl° = [ c° c os(/ ? x0 ( a -  x)) +  A° s e n( p M ( a -  x))][ c 2° c os {f 3y 0y) + D ° s e n{f 3 y 0y) ] Al e ~l P-z

( 2. 7 8)

c o m

^ o 2 + ^ o 2 + A- 2 = ^ o 2 = « W o ( 2. 7 9)

O n d e p d e P o s ã o a s c o n st a nt e s d e pr o p a g a ç ã o n a s r e s p e cti v a s r e gi õ e s.

A s c o n di ç õ e s d e c o nt or n o r e q u er e m q u e os c a m p o s el étri c o s t a n g e n ci ai s às 

p ar e d e s m et áli c a s d o g ui a r e d u z a m - s e a z er o, s u p o n d o p ar e d e s c o m c o n d uti vi d a d e 

p erf eit a, e q u e o s c a m p o s el étri c o s e m a g n éti c o s t a n g e n ci ai s n a i nt erf a c e di el étri c a 

s ej a m c o ntí n u o s. I st o p o st o, a s c o n di ç õ e s d e c o nt or n o a pr o pri a d a s p ar a o g ui a d a 

Fi g ur a 2 s ã o:
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R e gi ã o Sl, n a s p ar e d e s d o g ui a:

E z[ se X ( x  = 0, 0 < y < b , z ) - 0

E zls E‘ ( 0 < x < s, y = 0 , z) = E z dLS E> ( 0 < x < s , y  = b, z) = 0

R e gi ã o S 2, n a s p ar e d e s d o g ui a:

E z ° ls e, ( x = a, 0 < y < b, z ) = 0

E z °lse X ( s < x < a, y = 0, z) = E z °ls e, (s < x < a, y  =  b, z) -  0

C o nti n ui d a d e n a i nt erf a c e di el étri c a d o g ui a:

E z Ís e > ( x = s, 0 < y < b, z ) =  E z ° ls ej ( x -  s, 0 < y  < b, z)

H z dLSEX ( x = s, 0 < y < b, z)  = Hz[s£ X ( x = s, 0 < y < b, z)

( 2. 8 0)

( 2. 8 1)

( 2. 8 2)

D e m o d o g er al, s e m c o n si d er ar a s r e gi õ e s S 1 e S 2, e x p a n di n d o a s e x pr e s s õ e s 

d e c a m p o e m ( 2. 6 9) e ( 2. 7 0), o bt é m- s e:

P or d efi ni ç ã o,

V x n  =

ã x ã y ã z

õ _ a _ d

d x d y d z

n , U y n 2

=  ci x
a n   a n ,

V
d y  d z

+ a y
a n ^

d z  d x
\ + a z

a n ,   a n .

d x  d y
( 2. 8 3)

O n d e d e ( 2. 6 8),

V x ü ,  =
a n ,  _  a n ,  _
 - a y - - — ^- a z

d z  d y j
( 2. 8 4)



S u b stit ui n d o e m ( 2. 8 4) a s ol u ç ã o ( 2. 7 4), o bt é m- s e:

1 8

ã \

d y
= P y [ c, C O S (J 3xx) + A  s e n(/ ?r x ) ] [ - C 2 s e n(/ ? v v) + D 2  c o s (/ ?

—T

= - J P,  [ c, c o s (/ 3x x ) + Dl  s e n(/ ? x x) }[ C 2 c os (( 3y y ) + D 2 s e n(/ ? v >-)]. 4 3e
oz

- J p z 2

V x  = -[ C, c o s (J 3x x) + D 1 s,t n(f 3 xx )\ A 3e l p ~-:
i P z i C 2c os ( P yy ) + D 2 ™ { P yy))i y +.

KP y  [- C 2 s e n(/ 3 y y ) + D 2 c o A p y y )\i z

L o g o, a s c o m p o n e nt e s d e c a m p o el étri c o p o d e m s er e s crit a s n a f or m a:

(2 .8 6 )

= ~ 0JI MP P :  I Ci c o s ( ^ x ) + Dl  s e n(/ ? xx)].[ C 2 c os (fi y y) + D 2  s e n {( Sy y)\f ~,l 3:: ã y   ( 2. 8 7)

Ê z L m,  = j ú) u A, P y [ C, c o s{ p x x)  + A  s e n ( A * )l[- C 2  s e n(fi y y) + D 2  c o s ( p y y ) Y 1 P:: ã z  ( 2. 8 8)

A pli c a n d o o r ot a ci o n al e m ( 2. 8 4) o bt é m- s e a e x pr e s s ã o p ar a o c a m p o m a g n éti c o.

h l s e * = v x v x n ,  =

õ x õ y ã z
a a d

ct c d y ô z

0
ô n h - Õ U h

ôz d y

: - a x
5 Í 1 » + a J n »

V d y 1  d z 2
+ a y

õ x d y
+ a z

õ x dz

( 2. 8 9)

E x p a n di n d o ( 2. 8 9), r e s ult a:

H x ls e, = ( p y + A 2) a 2[ Cj c os(fi x x) + A  s e n( A x)].[ C 2 c os(/ ? v v) + D 2 s ç n( p yy ) Y l P'-: ã x  ( 2. 9 0) 

H y LS E,  = P x p y A,  [- A s e n ( A A + A  c o s( A x )j[- C 2 s e n( p y y)  + A  c o s(/ ? y >’)] A; ^ r A;  ( 2. 9 1)

H z r ^  = - j P x P 2 A 3  [- C, s e n ( A x) + A  c os(/ ? xx )j[ c 2 c o s { p y y )  + D 2  s e n( p  y f e - ^ ã z   ( 2. 9 2)
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Os  c a m p o s e m ( 2. 8 6), ( 2. 8 7), ( 2. 8 8), ( 2. 9 0), ( 2. 9 1) e ( 2. 9 2) f or a m o bti d o s 

p ar a o c a s o g e n éri c o L S E X. N o e nt a nt o, c o n si d er a n d o as r e gi õ e s S I e S 2 n o g ui a, as 

e x pr e s s õ e s d e c a m p o E e H p o d e m s er r e e s crit a s, s e g ui n d o a si m b ol o gi a a d ot a d a e m 

( 2. 7 6) e ( 2. 7 8), c o m o s e g u e:

> R e gi ã o S 1:

Ê Xd LS Ex ~ 0 ( 2- 9 3)

Ê y d LS E* =  [ Ci c os(/ 3 x dx) + D ?  s e n(/ ? Vííx)]

[ C 2 c o s( p y dy ) + D d  s e n( ( 3y dy)] y~i Pz Zci y

Ê - d LS E > = P yd [ C? c o s(fi x dx) + D f  s e ni/ T ^ x )]

[ - C 2 s e n(/ 3 y dy) + D d c os(( 3y dy ) Y ]^ : ã z

Ê x d Ls B‘  = i P y ? + P 2 k  b , " C 0 S( A , * )  + D d  s e n(/ ? X£Í x )]

[ C d c o s ( P y dy ) + D d st n { p y dy ) Y lí}--z ã x

H y * LS E > = ( 3x d( 3y d At  [- Ct  s e n ( ^ x ) + D ?  c os(/ ?r d x)]

[ - C 2 s e n(/ 3 y dy) + D d c o s (fi y dyf e ~i p *z ã y

H z dLS E > = - J ^ P . X  [- C' s e n ( ^ x ) + D ?  c o s ( ^ x ) ]

[ C d c o s (/ 3y dy ) + D d s ç n ( p y dy ) Y }f >: Zã z

( 2. 9 4)

( 2. 9 5)

( 2. 9 6)

( 2. 9 7)

( 2. 9 8)

> R e gi ã o S 2:

É x o LS E, = 0  ( 2. 9 9)

P ’} ’ 0 L S  E 1   =  P - -  [ Q °  C O S ( A o  ( «  -  * ) )  +  A °  S e ü ( P x O  ( a  ~  * ) ) ]

[ C 2° c os(( 3y 0y ) + D°2 st n { p y Gy ) Y Jp: Zã y

É z o lse X = J új X P yo  b, ° c ° s( A o A -  X)) + A ° s e n( A o ( a ~ x » ]

[ - C 2° s e n ( A 0 v) + A  c o s ( p y()y ) Y ,íi:: ã z

( 2. 1 0 0)

( 2. 1 0 1)



2 0

^ XC W  = ( Py G + P M  l Ci° C OS < A o ( a ~ *)) + A ° S e n( Ac O ( « -  *))] 

[ c 2° c o s (fi y 0y) + D°2 st n ( p y(jy ) Y Jpr- ã x

H y \ S E > = - P ^ P yí Ài  [- Cf s e n(/ 3 x0 ( a  -  x)) + D, 0 c os(/ ? x0 ( a -  x))] 

[- Cf s e n ( p y 0y)  + D 2° c os

H -'\ se,  = j P « P A  [- Q 0s e n(/ ? x0 ( a -  x)) + D,° c os(/ ? x, ( a -  x))]

[ C 2° c os( J 3yíjy )  + D U e n i p ^ y ^ f ^ ^ ã z

(2 .1 0 2 )

( 2. 1 0 3)

( 2. 1 0 4)

A pli c a n d o- s e a g or a o c o nj u nt o d e c o n di ç õ e s d e c o nt or n o ( 2. 8 0) a ( 2. 8 2) n a s 

e q u a ç õ e s ( 2. 9 9) a ( 2. 1 0 4), o bt é m- s e as e x pr e s s õ e s d e c a m p o v áli d a s n a e str ut ur a.

D e ( 2. 8 0) e m ( 2. 9 5):

E z Is b> ( x = 0, 0  < y < b, z ) = j c o/ J Áf p yd [ c f ][- Cf  s e n{ p y dy )  + Df c o sifi y dy ) Y , p--: ã z  = 0 

C o n cl ui- s e q u e Cf = 0  ( 2. 1 0 5)

D a c o n di ç ã o,

E z dLS£í  ( 0 < x < s, y  = 0, z) = j c o/j Af ( 3yd [ üf  s e n( p x dx ) \ ü f \ ~ ] P:: ã z = 0

C o n cl ui- s e q u e Df = 0  ( 2. 1 0 6)

E z ^  ( 0 < x < s, y = b, z) = j c ofi Af p yd [ üf  s e n(/ ? xdx)][- Cf st n ( J ydb ) \' ]^ 2ã z  = 0

r et o m a, Cf s e n(fi y db) = 0   = > fi yd = —   c o m n - 0 ,  1, 2 ( 2. 1 0 7)



2 1

D e m o d o si mil ar a o s p a s s o s a nt eri or e s, as c o n di ç õ e s ( 2. 8 1) s u b stit uí d a s e m ( 2. 1 0 1) 

r et o m a m,

C, ° = 0  ; D 2 — 0 ; p  q =  ( 3 d  =  c o m n = 0, 1, 2  ( 2. 1 0 8)
b

P o d e- s e t o m ar a e s cr e v er os p ot e n ci ai s d e H ert z ( 2. 7 6) e ( 2. 7 8), s u b stit ui n d o n e st e s o s 

r e s ult a d o s ( 2. 1 0 5), ( 2. 1 0 6) e ( 2. 1 0 8).

flí = K ,  s e n (/ ? „, x ). c o s (/ V K A ‘ ( 2. 1 0 9)

n ; = B l ms t n ( f i J a - x ) ). c o S( P r, y y e - ‘ >-’  ( 2. 1 1 0)

O n d e B° mn  e B dmn  s ã o c o n st a nt e s e r e pr e s e nt a m o pr o d ut o d e c o n st a nt e s,

B dmn  = A d C d D d   e B l = A l C D »  ( 2. 1 1 1)

N ot a- s e q u e a s c o n st a nt e s / 3y0 e ( 3yd s ã o i g u ai s b e m c o m o a c o n st a nt e / ?,,

q u e i n cl u si v e f oi gr af a d a d e f or m a i n di s cri mi n a d a, n a s d u a s r e gi õ e s d o g ui a. D e f at o 

u m r e s ult a d o c o er e nt e, u m a v e z q u e é c o n s e q ü ê n ci a dir et a d a c o n di ç ã o d e c o nt or n o 

q u e i m p õ e a c o nti n ui d a d e d o s c a m p o s t a n g e n ci ai s n a i nt erf a c e di el étri c a, i st o é, n a 

Fi g ur a 2 o s c a m p o s d e v e m p o s s uir c o n st a nt e s d e pr o p a g a ç ã o i g u ai s n a s dir e ç õ e s y e z 

a o l o n g o d e t o d a a e str ut ur a. A s c o m p o n e nt e s e m x d a s c o n st a nt e s d e pr o p a g a ç ã o n o s 

d oi s m ei o s n ã o p o s s u e m s ol u ç ã o dir et a. E ntr et a nt o, p arti n d o d a s c o n di ç õ e s d e 

c o nti n ui d a d e d e c a m p o s n a i nt erf a c e di el étri c a ( 2. 8 2), o bt é m- s e a s r el a ç õ e s:

K n  s e n < ^ x A) = B° mn  s e n(/ ?r 0 ( a -  s))

e

-  Pti K n  c o sifi x d S) =  c o s(J 3x0 ( a -  s))

( 2. 1 1 2)

( 2. 1 1 3)



2 2

M o nt a n d o u m si st e m a c o m as e q u a ç õ e s ( 2. 1 1 2) e ( 2. 1 1 3),

B L S e n( P * J S) -  B l n S m ( P X 0 ( a ~ S) > = 0

P x d B L  c o s ( P xJs) + P x() Blr,  c o s(/ ? x 0 ( a - s ) ) = 0

( 2. 1 1 4)

O u n a f or m a m atri ci al [ b ][a ] = [ o],

s e n(/ 3 xds) - s e n ( p x 0( a - s ) )  

P xd  c os( p xds) + p x0 c os( J 3 x0 ( a -  s ))

r B d  "m n " 0 “

' B°L mn - 0
( 2. 1 1 5)

P ar a q u e a s ol u ç ã o s ej a n ã o tri vi al, o d et er mi n a nt e d a m atri z B d e v e s er n ul o. 

R e s ol v e n d o ( 2. 1 1 5) o bt é m- s e a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S E X, c o m o s e g u e:

Px d  c ot C B x ds)  + P x0  c ot( y ? x 0 { a - s ) ) = 0

o n d e,

( 2. 1 1 6)

\ 2
n n \  ^ 2

P X d  = 1  ®  M S 0 £ r - \  ~ T   - P - -   ^ 0 = 1 ®  M S 0 -   - H  ~ P :

n n
( 2. 1 1 7)

A a n áli s e d e c a m p o p ar a a e str ut ur a d a Fi g ur a 3 é f eit a d e f or m a si mil ar a 

a nt eri or s e n d o q u e o m o d o a d e q u a d o a g or a é o d e n o mi n a d o L S E y. O p ot e n ci al d e 

H ert z t a m b é m é d o ti p o m a g n éti c o f l fc, n o e nt a nt o, p o s s ui a p e n a s c o m p o n e nt e e m y.

n „ = ã y y/ h( x, y) e -] Pz: ( 2. 1 1 8)

O p ot e n ci al f í ft d e v e s ati sf a z er a e q u a ç ã o d e o n d a ( 2. 7 1), s e n d o q u e:

e r( y) =
[ á r, Q < y < h  

I 1, h < y < b
( 2. 1 1 9)



O s c a m p o s d eri v a m d a s e q u a ç õ e s d e M a x w ell,

2 3

E l s e >   = - y ' a > / / V x i\ } (2 .1 2 0 )

h l s e * = v x V x n , (2 .1 2 1 )

o n d e,

v x n , =
r a n, _ a n, _ )

 - a x + - ^j L a z
õz  ÕX\

( 2. 1 2 2)

V x V x n ,  =

a x a y ã z
õ õ õ

õ x õ y õz
Ô Tl h

0
a n,

õz Õ X

= a x
K õ x õ y j

+ a y
a ïi »  a 3 n / f  aíi-r 3

Õ X 2  Õ Z 2
+ a z

a f o,

K õ y õz  y
( 2. 1 2 3)

A pli c a n d o as c o n di ç õ e s d e c o nt or n o,

R e gi ã o Sl, n a s p ar e d e s d o g ui a:

E z l s e t  ( x  = 0’° -  y -   h ’ =  E z ( x =  a , 0 < y < h , z ) =  0L S  E y

E z 1 s e  y  ( 0 < x < a , y  = 0, z ) = 0

( 2. 1 2 4)

R e gi ã o S 2, n a s p ar e d e s d o g ui a:

E z ° is e’ ( ° -  x -  a, y  = b, z )  = 0

E z ° ls e> ( x = 0 , h < y < b , z ) = E z ^  ( x = a, h < y  < b, z ) = 0

( 2. 1 2 5)



C o nti n ui d a d e n a i nt erf a c e di el étri c a d o g ui a:

E z 1s e > ( ° ^ x < a, y = h , z ) ^  E z [ S Er ( 0 < x < a , y  = h, z )

<

H zls s - ( 0 ^ x < a , y  = h, z ) = H z 0̂  ( 0 < x < a , y  = h, z )

O bt é m- s e os c a m p o s e a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S E y.

> R e gi ã o Sl:

Ê x d LS E > = c o u AÍ J;  c o s(/ ? ^ x). s e n{/ 3y dy) e ~ ] p-J a x  

È y dis E >  = 0

Ê- d LS Ei = j ú ) M Í J xd  s e n(( 3x dx). s e n( p y dy ) e' i Pr ~ ãz  

E x d LSE > = - Ai n P x d P y d [se n(/ ? xd x) }[c os(/ ? Víi v)]e' l p:: ci x

f f j - v = k / + y M . W p ^ ) \ h < p » y ) Y w’: à y

Ü Zd LSE >  = -j P y d P z At n c os(/ ? Xíf x) c os( p y dy) e ~ l P-J ã z 

O n d e

= A dmn  c o s ( ^ x ). s e n(/ Sy dy). e ~ Ĵ

A L = A d C d D d

> R e gi ã o S 2:

Ê x o LS By = oni A- mJ :  c os(/ ? x Clx).s e n(/ ? v0 ( b -  y)) e ~ Ĵ : ã x 

É y° LS E >  = °

E z o l s e > = j co E A L P x o s e n(/ 3 Mx ). s e n(/ 3 y0 ( b -  y)) e ~!^ : ã z 

Ü x \ s e > = A' L P x, P y(1 [ s e n ( ^ 0x )][ c o s ( ^ 0 ( b -  j) )] e ‘ ^ 5 x  

Hy ois B* = ( p J  + A 2 V l  [ c os 0 9 x0x)l[s e n( y ? y0 ( Z> -  

W  = J P y o P Al n c o s( P x0x) c os( J J y 0( b - y ) ) e ^ z ã z

( 2. 1 2 6)

2 4

(2. 1 2 7)

( 2. 1 2 8)

( 2. 1 2 9)

( 2. 1 3 0)

( 2. 1 3 1)

( 2. 1 3 2)

( 2. 1 3 3)

( 2. 1 3 4)

( 2. 1 3 5)

( 2. 1 3 6)

( 2. 1 3 7)

( 2. 1 3 8)

( 2. 1 3 9)

( 2. 1 4 0)



2 5

O n d e

^ L = 4 ° C A °

fi; = <, c o s O S Itli ) s e n(/ ? , (i > - y ) ) r ‘ >-

f i  x <)  f i x d

m n

a
c o m m = 0, 1, 2

( 2. 1 4 1)

( 2. 1 4 2)

( 2. 1 4 3)

D e ( 2. 1 2 6) f or m a- s e o si st e m a,

A L  s e n ^ / O  -  A l  s e n( B  0 ( b - h ) ) = 0

fi y d K n c o s(fi y d h) + / V I  c o s ( ^ 0 ( b -  h)) = 0

( 2. 1 4 4)

N a f or m a m atri ci al [ o }[ a ] = [ o],

st n( fi y d h)  - S Q n(/ 3 y 0( b - h ) ) r < im n ' o "

f i y d  c o s ( A »  f i y o  c os(/ ? v0 (7> -  /?)) _ ' A°
_  m n _

0
( 2. 1 4 5)

P ar a q u e a s ol u ç ã o d e ( 2. 1 4 5) n ã o s ej a tri vi al, d e v e- s e i g u al ar o d et er mi n a nt e d e  a 

z er o. O bt e n d o- s e a s si m a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S E y.

f i yd c ot(fi yJ h) + / ? 0 c ot(/ ? 0 ( b - h ) ) = 0 ( 2. 1 4 6)

o n d e,

fi y d = J v 2 u s 0£ r -  I —  - f i l   fi y o = J ® 2/ *?,
a « y

-fi z ( 2. 1 4 7)
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2 . 2. 2 C o m p o n e nt e s d e C a m p o e E q u a ç õ e s C ar a ct erí sti c a s p ar a o M o d o L o n git u di n al 

M a g n éti c o ( L S M)

O m o d o L S M, pr e s e nt e e m g ui a s d e o n d a p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o s c o m 

di el étri c o s, é c ar a ct eri z a d o p or a pr e s e nt ar c o m p o n e nt e s d e c a m p o m a g n éti c o a p e n a s a o 

l o n g o d a s e ç ã o q u e di vi d e as r e gi õ e s di el étri c a s d o g ui a. Utili z a m - s e o s p ot e n ci ai s d e 

H ert z d o ti p o el étri c o ( f l e) p ar a o bt e n ç ã o d o s c a m p o s E e H, p arti n d o d a s e q u a ç õ e s d e 

M a x w ell n a f or m a dif er e n ci al [ 1],

o n d e £ é a p er mi s si vi d a d e d o m ei o d e ntr o d o g ui a. D e p e n d e n d o d o pl a n o n o q u al e st á a 

i nt erf a c e di el étri c a s e fl, a s s u m e m as s e g ui nt e s f or m a s.

P ar a a e str ut ur a d a Fi g ur a 2 o m o d o a d e q u a d o é o L S M X, q u e a pr e s e nt a:

h l s m  = j o ) s V x ii e ( 2. 1 4 8)

( 2. 1 4 9)

f l  e = ã x y/ h( x, y) e ~ }l3:2 ( 2. 1 5 0)

( 2. 1 5 1)

P ar a a e str ut ur a d a Fi g ur a 3, n a q u al o m o d o é r e pr e s e nt a d o p el a si gl a L S M y,

( 2. 1 5 2)

(2. 1 5 3)
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O s p ot e n ci ai s e m ( 2. 1 5 0) e ( 2. 1 5 2) d e v e m s ati sf a z er a e q u a ç ã o d e o n d a:

v 2n e + ^ 2n ê = o ( 2. 1 5 4)

o n d e p é a c o n st a nt e d e pr o p a g a ç ã o n o e s p a ç o li vr e. O m ét o d o p ar a r e s ol v er u m a 

e q u a ç ã o dif er e n ci al p ar ci al a o s m ol d e s d a e q u a ç ã o ( 2. 1 5 4) f oi a pr e s e nt a d o n a s e ç ã o

2. 1. 1. P ort a nt o, a s ol u ç ã o p ar a ( 2. 1 5 4) é n a f or m a:

c ar a ct erí sti c a d o m o d o L S M d e f or m a m ai s di d áti c a s er á c o n si d er a d o i ni ci al m e nt e 

c a s o L S M X . P ar a o m o d o L S M y s er ã o a pr e s e nt a d o s o s r e s ult a d o s d e f or m a s u ci nt a, 

c o m a p e n a s al g u n s p a s s o s i nt er m e di ári o s r el e v a nt e s, e vit a n d o a s si m r e p eti ç õ e s 

d e s n e c e s s ári a s, h aj a vi st a q u e o s pr o c e s s o s s ã o si mil ar e s. E x p a n di n d o as e q u a ç õ e s

( 2. 1 4 8) e ( 2. 1 4 9) o bt é m - s e p ar a o m o d o L S M X:

n e = [ Cj c os(/ ? xx) + D ]  s e n(/ ? xx) }[ c 2 c o s{/ 3y y ) + D 2 s e n(( 3y y ^ A z e ~l P::  ( 2. 1 5 5)

P ar a a pr e s e nt ar o pr o c e s s o d e o bt e n ç ã o d o s c a m p o s e e q u a ç ã o

( 2. 1 5 6)

H LS M>  = j( O S 0€ r ( x) ( 2. 1 5 7)

o n d e,

V x V x n e = - < ( 2. 1 5 8)

( 2. 1 5 9 )



2 8

A pli c a n d o a s c o n di ç õ e s d e c o nt or n o ( 2. 1 2 4) a ( 2. 1 2 6) e m ( 2. 1 5 6) e ( 2. 1 5 7),

r e s p eit a n d o- s e as c ar a ct erí sti c a s d a s r e gi õ e s di el étri c a s i nt er n a s a o g ui a, o bt é m- s e as

e x pr e s s õ e s d e c a m p o e a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o.

> R e gi ã o S 1:

=  + ^-- 2 í- 4-  c o s( A. A )' s e n( P y dy ) e ~ ] Pr' ã x  ( 2. 1 6 0 )

= - Ai n Pt d P y d  s e n(f 3x dx) c os,( J 3y dy) e ~ lf 3;: ( 2. 1 6 1 )

^ Z< W  = J P. i P-- A L  s e n(/ ? x d x) s e n(/ ? v^ ) A J/ Vã z ( 2. 1 6 2 )

H x ^ = 0  ( 2. 1 6 3)

H yj LS M> = ú) £ o £ r A dmn P z C O s( P x d x ). s e n ( P y d y ) e - J/ 3:z ã y  ( 2. 1 6 4)

^ Zc W  = - j ( ú £ o£r A L P y d c o s ( ^ x ). c o s{/ 3y dy) e ~ W: Z ã z  ( 2. 1 6 5)

O n d e

n ;  = Ai,  c os Off ^ x) s e n(/ ? „ >).ír " ’-' ( 2. 1 6 6)

A L = A t C ; D Í  ( 2. 1 6 7)

> R e gi ã o S 2:

= ( &< ■/ + A 2 } 4!  c o s(fi XÍJ( a -  x )). s e n( p yí)y) e ~líi =zci x  ( 2. 1 6 8)

Êy° L S M‘  = A<L Px o Py O Se n(fi x o( a ~ x ) ) . C  O S ( f i ( 2. 1 6 9) 

^ l s m* = - J P x o P: A L ^ ( J 3 J a - x ) ) s t n ( P y(]y ) e'jfí:: ã z  ( 2. 1 7 0)

^ Xd LS M‘ = 0 ( 2. 1 7 1)

Êy° L S M' = a s 0A<L Pz  c os O ^ o ( a -  x)). s e n(j 3 y(Jy ) e -, A: ã y  ( 2. 1 7 2)

= -j ° > £ o Al J y «  c o s( A o ( a “ x)). c o s( P y 0y ) e - Ĵ : ã z ( 2. 1 7 3)
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O n d e

n ° = A° mn  c os(J 3x0 ( a -  x)).s e n( p y 0y). e ~ Jfiil

Al  = 4 ° Q ° A °

Y17Ï
P y O  ~  P y d  '  ' c o m n = 1, 2, 3

( 2. 1 7 4)

( 2. 1 7 5)

( 2. 1 7 6)

D a s c o n di ç õ e s q u e s oli cit a m c o nti n ui d a d e d o s c a m p o s n a i nt erf a c e di el étri c a 

( 2. 1 2 6) f or m a- s e o si st e m a,

A L f i r c o s ( P x d s ) -  A L  c o s( ^ x0 ( a - s ) ) = 0  

f x d A L  s e n( P x ds) + P x 0 A° mn  s e n(/ ? x 0( a - s ) ) = 0

( 2. 1 7 6)

N a f or m a m atri ci al [ < b}[ A] = [ o],

C ° S ( P x d S ) - c o s ( P rti a - s ) )  " \ A Í n ~m n " o'

_ P x d  s e n( p x ds) P x o s e n( p x 0( a - s) ) _ ' A°_ m n  _ 0

( 2. 1 7 7)

P ar a q u e a s ol u ç ã o d e ( 2. 1 7 7) n ã o s ej a tri vi al, d e v e- s e i g u al ar o d et er mi n a nt e d e O a 

z er o. O bt e n d o- s e a s si m a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S M X.

P x d  t a n ( / L  O  +  P x o s r  t a n ( & 0  ( a  -  í ) )  =  0 ( 2. 1 7 8)

o n d e,

r ri 7í ^ 2 r  \ 2 n n  i
■ Pz ( 2. 1 7 9)

C o n si d er a n d o a g or a o m o d o L S M y , o s c a m p o s d e v e m s er o bti d o s a p artir d o 

p ot e n ci al d e H ert z d o ti p o el étri c o s o m e nt e c o m c o m p o n e nt e s n a dir e ç ã o y,



c o n si d er a n d o o c a s o d o g ui a p ar ci al m e nt e c arr e g a d o d a Fi g ur a 3. A s e q u a ç õ e s q u e 

d et er mi n a m os c a m p o s s ã o:

3 0

E L  ^  = ã X

r õ 2n  N r " 2

v õ x õ yj

h l s m > = J a >e 0e r ( y )

+ a y
a 2n „ ô 2r O  - f ô 2 n '

V
õ x  Ô Z 2

+ a z

ô U e _ Õ Ue  _ ^
 - a x + — - —a z
ôz  ÕX

o n d e,

V x F L  =
d U e _ Ô Ue ^
 a x + — — a z
ôz  ÕX

v à y d z J
( 2. 1 8 0)

( 2. 1 8 1)

( 2. 1 8 2)

V x V x n  =

ã x a y ã z
ô õ ô

õ x õ y õz
d n e

0
s n e

õz õ x

= a x
f  a 2i O  _ ( õ 2n   ô 2 n   ̂ f  a 2irr ^

õ x õ y
+ a y

õ x 2  Ôz 2
+ az

dl n e

v õ y õz j

( 2. 1 8 3)

A s ol u ç ã o a pr o pri a d a p ar a Í Te e m c a d a r e gi ã o d o g ui a, t al q u e os c a m p o s 

el étri c o s t a n g e n ci ai s à s b or d a s a n ul e m- s e, s ã o:

n , = B mn S Qn(fi x o x ) c os( Ji}y 0( b - y ) ). e  

Ut = B dmn  s e n (/ ^ x ). c o s{ P y dy ) . e - ^

- i P - j ( 2. 1 8 4)

( 2. 1 8 5)

c o m B° mn = A ° C ° D °  e B* m =   .

S u b stit ui n d o ( 2. 1 8 4) e ( 2. 1 8 5) e m ( 2. 1 8 0) e ( 2. 1 8 1) r e s ult a n a s e x pr e s s õ e s d e c a m p o 

p ar a o m o d o L S M y.

> R e gi ã o Sl:

E x d L S M  >  = - K n Pz d Py d c o s G ^ x ) s e n(/ ? y dy ) e , p-: Õx ( 2. 1 8 6 )



ê ' V  = ( p* d + /?--2t e , s t n ( P x d *)• c o s ( P y d y ) e ~i P : Z 5 y  

Ê- d LS M> = J P y d P z K n   x d x ) s z n( p y dy) e ~ j P-: a z

( 2. 1 8 7)

( 2. 1 8 8)

3 1

^ X< W  = - œ £ o£ r Bt n P z s e n ( / ^  x ). c o s(p y dy) e ~ I p--: â x  ( 2. 1 8 9 )

% w > = °  ( 2 - 1 9 0 )

^ Z V  = J C O£0£ r B Í n P x d C° S( P x d X) C° S( P y d y) e ~l/ 3: Zãz  ( 2. 1 9 1 )

> R e gi ã o S 2:

^ x \s M > = K n P x o P y o  c o s(/ ? x0x ) s e n ^  ( b -  y )) e ~ } Pr- â x  ( 2. 1 9 2)

Êy° L S M > =  f e o 2 + P : 2) b L  s e n-( P x 0x ). c o s( P y 0( b - y ) ) e - J/3 =: a y  ( 2. 1 9 3)

Ë Z ols m >  = - J P yt P z K n 5 e n( p x 0x ) s e n ( P y 0 ( b -  y)) e ~ } P'-: a z  ( 2. 1 9 4)

^ 0Î WJ =-( o e QB l J . s t n ( P Mx ). c o s { p y(){ b - y ) ) e -i P’z ã x  ( 2. 1 9 5)

^ W = °  ( 2 1 9 6 )

= j a £ o B L P x o c o s( P x0x). c os(/ 3 y0 ( b -  y ) ) e'l p--: a z ( 2. 1 9 7)

O n d e

Y H T C

Px o ~ Px d ~ —   c or n m =  1, 2, 3  ( 2. 1 9 8)
a

D a s c o n di ç õ e s d e c o nti n ui d a d e d o s c a m p o s t a n g e n ci ai s n a i nt erf a c e 

di el étri c a r e s ult a o si st e m a:

B dmne r c os(/ 3 y dh) -  B° mn  c o s ( ^ 0 ( b - h ) ) = 0

( 2. 1 9 9)

P y d K n  s e n(/ ? v»  + P y 0 B° mn s e n(/ 3 y0 ( b - h ) ) =  0



3 2

O u n a f or m a m atri ci al [ o}[ £] = [ o],

s r o o s { p y d h)  - c o s { p y(3{ b - h ) ) B dmn  _ T o 

Pyd s e n(( 3y d h) (i yi) s e n(/ ? y0 ( b -  h)) ' _ B° mn _ [ o
(2 .2 0 0 )

P ar a q u e a s ol u ç ã o d e ( 2. 2 0 0) n ã o s ej a tri vi al, d e v e- s e i g u al ar o d et er mi n a nt e d e c p a 

z er o. O bt e n d o- s e a s si m a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S M y.

2. 3 C A M P O S E L E T R O M A G N É TI C O S R A DI A D O S N A R E GI Ã O D E C A M P O 

DI S T A N T E

A nt e n a s d e a b ert ur a c o n stit u e m u m a gr a n d e cl a s s e d e a nt e n a s q u e e mit e m 

o n d a s el etr o m a g n éti c a s atr a v é s d e u m a a b ert ur a r a di a nt e. A nt e n a s d o ti p o r efl et or a s e 

c o m et a s s ã o e x e m pl o s d e a nt e n a s d e a b ert ur a u s a d a s e m si st e m a s d e r a di ofr e q ü ê n ci a s 

e mi cr o o n d a s. O g ui a d e o n d a r et a n g ul ar r a di a n d o a p artir d a a b ert ur a n a s u a 

t er mi n a ç ã o o u atr a v é s d e sl ot s  m o nt a d o s a o l o n g o d e s u a s u p erfí ci e m et áli c a t a m b é m 

e x e m plifi c a e st a cl a s s e d e a nt e n a s. N e st a s e ç ã o s er ã o i n v e sti g a d a s a s c ar a ct erí sti c a s d e 

r a di a ç ã o n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e p ar a o g ui a r et a n g ul ar p ar ci al m e nt e c arr e g a d o, 

c o n si d er a n d o a a b ert ur a d e s u a t er mi n a ç ã o r a di a n d o n o e s p a ç o li vr e, e m e s p e ci al p ar a 

o g ui a W R 1 1 2 [ 5] c arr e g a d o c o m m at eri al di el étri c o d e p er mi s si vi d a d e sr = 2, 3 2 p ar a o 

m o d o d o mi n a nt e L S E 1 0. I ni ci al m e nt e s er á a pr e s e nt a d o o pr o c e s s o d e o bt e n ç ã o d o s 

c a m p o s el etr o m a g n éti c o s n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e g er a d o s a p artir d o s c a m p o s

Py d  t a n( A »  + Py o £r  t a n O ^ o ( b - h ) ) = 0 ( 2 .2 0 1 )

o n d e,

(2 .2 0 2 )
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ta n g e n ci ai s à a b e rt u r a d o g ui a, u s a n d o p ot e n ci ai s v et o r e s a u xili a r e s, c o m b a s e n a t e ori a 

d a e q ui v al ê n ci a d e c a m p o s [ 1],[ 2] e [ 3].

2. 3. 1 E q u a ç õ e s d e R a di a ç ã o p a r a o s C a m p o s n a A b e rt u r a d o G ui a

O P ri n cí pi o d a E q ui v al ê n ci a d e C a m p o s  é f r e q ü e nt e m e nt e u dlÍ2 a d o n a s ol u ç ã o 

d e p r o bl e m a s d e r a di a ç ã o el etr o m a g n éti c a. C o n si st e b a si c a m e nt e n a cri a ç ã o d e u m 

p r o bl e m a m at e m áti c o e q ui v al e nt e a o p r o bl e m a el etr o m a g n éti c o o ri gi n al d e m o d o q u e 

s u a s ol u ç ã o s ej a e n c o ntr a d a d e f o r m a m ai s si m pl e s. E st e p ri n cí pi o é b a st a nt e 

a b r a n g e nt e e p o s s ui al g u m a s i m pl e m e nt a ç õ e s cl á s si c a s [ 2 ] e [ 3 ] d e ntr e a s q u ai s d e v e * 

s e d e st a c a r o T e o r e m a d a E q ui v al ê n ci a d e C a m p o s  p r o p o st o p o r L o v e  [ 3], 

I ni ci al m e nt e, c o n si d e r e u m a s u p e rfí ci e f e c h a d a i m a gi n á ri a S q u e s e p ar a u m m ei o 

i s otr ó pi c o e m d u a s r e gi õ e s V | e V 2  c o m o n a Fi g u r a 4. S u p õ e - s e q u e t o d a s a s f o nt e s 

e st ã o l o c ali z a d a s n a r e gi ã o V) e q u e a m b a s S e V j e st ã o li v r e d e f o nt e s.

FI G J R A 4   I L U S T R A CA o D O P R I N C i PI O D A E Q UI V A L Ê N C I A D E C A M P O S

( c ) E q ui v al e nt e d e L o v e
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O t e or e m a i n di c a q u e o s c a m p o s Ei, Hi e m V 2 pr o d u zi d o s p el a s f o nt e s Jj, Mj e m Vi 

( pr o bl e m a ori gi n al) s ã o i g u ai s a o s q u e pr o d u zi d o s p or u m si st e m a d e f o nt e s virt u ai s J s, 

M s n a s u p erfí ci e S. S u p o n d o q u e o s c a m p o s n o i nt eri or d a s u p erfí ci e S p ar a o m o d el o 

e q ui v al e nt e s ã o E e H, a s f o nt e s virt u ai s e m S s er ã o d e n si d a d e s s u p erfi ci ai s d e c orr e nt e 

el étri c a s e m a g n éti c a s i n d u zi d a s p el o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s t a n g e n ci ai s à 

s u p erfí ci e ( Fi g ur a 4( b)), q u e o b s er v a n d o- s e as c o n di ç õ e s d e c o nt or n o p o d e m s er 

e s crit a s p or,

J s = n x [ H l - H ] , M s = - n x [ E l - E ].  ( 2. 2 0 3)

P el o T e o r e m a d a U ni ci d a d e  [ 6], q u e é b a s e p ar a o pri n cí pi o d a e q ui v al ê n ci a d e 

c a m p o s, s a b e- s e q u e a p e n a s o s c a m p o s t a n g e n ci ai s E o u H s o br e a s u p erfí ci e s ã o 

n e c e s s ári o s p ar a a d et er mi n a ç ã o d a s ol u ç ã o d o pr o bl e m a, o u s ej a, c o n h e c e n d o a 

di stri b ui ç ã o d e c orr e nt e el étri c a e m a g n éti c a e m S é p o s sí v el e n c o ntr ar a s ol u ç ã o p ar a 

o pr o bl e m a e q ui v al e nt e. E m a di ç ã o, e st e, a s s e g ur a q u e a s ol u ç ã o p ar a o s d oi s si st e m a s 

é ú ni c a. E nt ã o, c o m o c o n s e q ü ê n ci a d o t e or e m a d a u ni ci d a d e, ar bitr a- s e q u e os c a m p o s 

E e H n o i nt eri or d e S s ã o n ul o s ( Fi g ur a 4 ( c)). A s f o nt e s virt u ai s s ã o p ort a nt o 

r e e s crit a s n a f or m a,

Jl = n x H ^  , M l = - n x £ 1.  ( 2. 2 0 4)

E n c o ntr a d a a f or m ul a ç ã o p ar a as f o nt e s e q ui v al e nt e s é p o s sí v el c al c ul ar p arti n d o d el a s 

os c a m p o s r a di a d o s n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e atr a v é s d a s e q u a ç õ e s i nt e gr ai s p ar a o 

e s p a ç o li vr e [ 6] a pli c a d a s s o br e a a b ert ur a, s u p o n d o pr e vi a m e nt e q u e n ã o h á 

o b st á c ul o s e ntr e a f o nt e e o p o nt o d e o b s er v a ç ã o. A s i nt e gr ai s d e r a di a ç ã o p o d e m s er 

r e s ol vi d a s c o m o a u xíli o d e p ot e n ci ai s v et or e s A  (r e s ult a nt e d e J L ) e F  (r e s ult a nt e d e 

M l  ) u s a n d o a s s e g ui nt e s r el a ç õ e s [ 6]:



3 5

-i = — Í U
4, t J J

- ds'

F
4 n Í H - úfe'

( 2. 2 0 5)

( 2. 2 0 6)

FI G U R A 5  SI S T E M A D E C O O R D E N A D A S P A R A  FI G U R A 6  A P R O XI M A Ç Ã O P A R A R E GI Ã O D E

A N Á LI S E D E A N T E N A S D E A B E R T U R A C A M P O DI S T A N T E

O n d e R é a di st â n ci a e ntr e a f o nt e e o p o nt o d e o b s er v a ç ã o. P ar a a o c a s o d o p o nt o d e 

o b s er v a ç ã o l o c ali z a d o n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e o p ar â m etr o R p o d e s er a pr o xi m a d o 

p or R ~ r p ar a v ari a ç õ e s d e a m plit u d e e R ^ r - r' c o s, ç  p ar a v ari a ç õ e s d e f a s e. A s 

Fi g ur a s 5 e 6 il u str a m a g e o m etri a d o pr o bl e m a. C o m o a o n d a r a di a d a o b s er v a d a e m P 

é d o ti p o e sf éri c a , é i nt er e s s a nt e tr a b al h ar e m c o or d e n a d a s e sf éri c a s. Ai n d a, o s 

c a m p o s Ê  e H  s ã o p er p e n di c ul ar e s e ntr e si e a m b o s s ã o p er p e n di c ul ar e s e m r el a ç ã o a 

dir e ç ã o r , c ar a ct eri z a n d o a s si m u m c a m p o tr a n s v er s o el étri c o e m a g n éti c o ( T E M) e m 

r el a ç ã o a r  q u e é a dir e ç ã o d e pr o p a g a ç ã o d a o n d a. P ort a nt o, o s c a m p o s n a dir e ç ã o r 

e m b or a e xi st a m p o d e m s er d e s pr e z a d o s q u a n d o c o m p ar a d o s c o m a s c o m p o n e nt e s n a s 

dir e ç õ e s 9 e (j >. A r el a ç ã o e ntr e o s p ot e n ci ai s v et or e s e o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s 

p o d e s er e s crit a p or :

è A = -j ( o { A e 6 + A ^ ) ( 2. 2 0 7)
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H  F   = - j a  Á  F g ê   +  F f < j > ) ( 2. 2 0 8)

o n d e

E f  — tjH f  x r ( 2. 2 0 9)

O c a m p o el étri c o t ot al n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e é o bti d o d a s o m a d e ( 2. 2 0 7) e

A e q u a ç ã o ( 2. 2 1 0) e n v ol v e a m b o s os p ot e n ci ai s v et or e s, o u s ej a, é r e s ult a nt e d o s d oi s 

ti p o s d e d e n si d a d e d e c orr e nt e. P or d u ali d a d e, d e ( 2. 2 1 0) o bt é m- s e a e q u a ç ã o p ar a H ,

2. 3. 2 A pli c a ç ã o d o Pri n cí pi o d a E q ui v al ê n ci a d e C a m p o s p ar a o C a s o d o G ui a 

P ar ci al m e nt e C arr e g a d o

C o n si d er e o g ui a d a Fi g ur a 7, r a di a n d o n o e s p a ç o li vr e a p artir d a s u a 

e xtr e mi d a d e. O pr o bl e m a e n q u a dr a- s e n o c o n h e ci d o pr o bl e m a d e r a di a ç ã o p or 

a b ert ur a s r et a n g ul ar e s, a m pl a m e nt e a b or d a d o p or di v er s o s a ut or e s [ 3 9]-[ 4 2], O 

pri n cí pi o d a e q ui v al ê n ci a d e c a m p o s , a pr e s e nt a d o n a s e ç ã o 2. 3. 1, p o d e s er a pli c a d o n a 

a n áli s e d a a nt e n a d e a b ert ur a e m q u e st ã o. P ar a t al, o c ál c ul o d o s c a m p o s n a r e gi ã o d e 

c a m p o di st a nt e, p art e d o pr e s s u p o st o c o n h e ci m e nt o d a e x at a di stri b ui ç ã o d e c a m p o s 

s o br e a a b ert ur a. N o e nt a nt o, e st a pr e mi s s a é s a bi d a m e nt e i m pr ati c á v el. P ar a c o nt or n ar 

e st e e ntr a v e, al g u m a s a pr o xi m a ç õ e s d e v e m s er utili z a d a s, e ntr e el a s, u s ar a fí si c a óti c a 

a o i n v é s d a g e o m étri c a. P ar a si m plifi c ar a a n áli s e, c o n si d er e m o s q u e a di stri b ui ç ã o d e 

c a m p o n a a b ert ur a é c o n h e ci d a e r e s ult a nt e s o m e nt e d o m o d o d o mi n a nt e L S E 1 0. 

L o g o, s u b stit ui n d o n = 0 e z = 0 ( o b s er v e a l o c ali z a ç ã o d a ori g e m d o si st e m a 

c art e si a n o n a Fi g ur a 7, o n d e a a b ert ur a e st á m o nt a d a s o br e o pl a n o z = 0)

( 2. 2 0 9),

(2 .2 1 0 )

(2 .2 1 1 )
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F I G U R A 7 G UI A D E O N D A P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D O R A DI A N D O N O E S P A C O LI V R E A P A R TI R D A 

S U A T E R MI N A Ç Ã O

n a s e q u a ç õ e s ( 2. 1 9 4) a ( 2. 2 0 5) o bt é m- s e o s c a m p o s t a n g e n ci ai s à a b ert ur a:

E' =

- B( újj, Pz s e n{f 3x dx) ã y  

-  ca jj, pz s e n[/ ? x0 ( a -  x)] ã y

p ar a 0 < x < s, 0 < y < b  

p ar a s < x < a, 0 < y < b

( 2. 2 1 2)

H =

B p z 2 s, e n{fí x dx) à x  

/ 3, 1 s e n[/ ? x0 ( a -  x)] à x

p ar a 0 < x < s', 0 < y < è  

p ar a s < x < a, 0 < y < b

( 2. 2 1 3)

S u b stit ui n d o ( 2. 2 1 2) e ( 2. 2 1 3) e m ( 2. 2 0 4) a s f o nt e s e q ui v al e nt e s n a a b ert ur a s ã o 

o bti d a s,

J

h  x { b/ 3z 2 s e n{fí x dx)  ô x) 

n x ( f i z 2 s e n [/ 3 x 0( a - x ) ]  ô x)

p ar a 0 < x < 5 , 0 < y < b  

p ar a s < x < a, 0 < y < b

( 2. 2 1 4)



M  =

-  h  x ( - B c o/ ufí,  s e n( p x dx) â y) p ar a 0 < x < s , 0 < y < b

( 2. 2 1 5)

- h x(- c oj u/ 3 z s e n[ y 5i 0( a - x ) ] â y ) p ar a s < x < a, 0 < y < b

3 8

B d
O n d e a c o n st a nt e B é d a d a p el a r a z ã o  , q u e d e ( 2. 1 1 3) p o d e s er o bti d a e e x pr e s s a

p or:

B =  ( 2. 2 1 6 )
s e n { p x dx)

U s a n d o ( 2. 2 0 4) e m ( 2. 2 0 5) e ( 2. 2 0 6) e as a pr o xi m a ç õ e s p ar a R, pr o d u z:

Ã  = - ^ - h x  f f// e ~j k( r ~r' C0 S<p) d s'  ( 2. 2 1 7)
4 k  T V  7

F  = - ^ - » x j ] £ ,  e ~l k{-r- r' C0 S<p) d s'  ( 2. 2 1 8)

A s i nt e gr ai s d e r a di a ç ã o e m ( 2. 2 1 7) e ( 2. 2 1 8) p o d e m s er d e n ot a d a s p or:

I " = \ \ Ü t e ]kr'c m,f d s ' ^ ^ H xt ( x', y') e ^ ^ n 6^ ^ y ^ e ^ > d x' d y'   ( 2. 2 1 9)

\ E = jj £ , ejkrc0S <pd s' - \\ E y t ( x', y')  ( 2. 2 2 0)

O n d e, d a Fi g ur a 7, o el e m e nt o dif er e n ci al d e ár e a d s  ’ = d y ’d z ’ e r ’c os( q >) = x ’s e n 9 c os <j > 

+ y ’s e n d s e ntj).  N ot e q u e a s i nt e gr ai s ( 2. 2 1 9) e ( 2. 2 2 0) s ã o tr a n sf or m a d a s i n v er s a s d e 

F o uri er ( d u pl a s) d o s c a m p o s t a n g e n ci ai s à a b ert ur a. N o c a s o e s p e cífi c o a q ui e st u d a d o, 

d e a c or d o c o m ( 2. 2 1 2) e ( 2. 2 1 3), a s i nt e gr ai s s ó p o s s uir ã o c o m p o n e nt e s n a s dir e ç õ e s:

T H = l Hx â x  e í E = l Ey à y (2 .2 2 1 )
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C o n s e q ü e nt e m e nt e,

i  = ^ ^ z x ( l f â x ) = ^ ^ l  Hx ây  ( 2. 2 2 2)
4 n r 4 n r

p  p-f r p p-j ^
F =  —   â z x (l Eâ y) = —  l Eâ x ( 2. 2 2 3)

4 n r 4 n r

A pli c a n d o a tr a n sf or m a ç ã o d e c o or d e n a d a s r et a n g ul ar e s p ar a e sf éri c a s [ 4], as 

e x pr e s s õ e s p ar a os p ot ê n ci a s v et or e s e m ( 2. 2 2 2) e ( 2. 2 2 3) p o d e m s er r e e s crit a s p or:

( 2. 2 2 4)

/ = ^ 7 ^  + ( ! ^ ]  ( 2 2 2 5 )

o n d e

l g = I f c o s # s e n ^

I ? = 1 " c o s ^

I f - l E c o s O c o st p

l E = - l E st n <j > ( 2. 2 2 6)

S u b stit ui n d o ( 2. 2 2 4) e ( 2. 2 2 5) e m ( 2. 2 1 0) o bt é m - s e a s c o m p o n e nt e s d e É  n a r e gi ã o d e 

c a m p o di st a nt e n a f or m a c o m p a ct a, r a di a d o s a p artir d a a b ert ur a n a t er mi n a ç ã o d o g ui a 

p ar ci al m e nt e c arr e g a d o p ar a o m o d o L S E 1 0,

4  n r

(2. 2 2 7)

( 2. 2 2 8)



E x p a n di n d o a s e x pr e s s õ e s p ar a a s c o m p o n e nt e s e m ( 2. 2 2 7) e ( 2. 2 2 8),

4 0

E g = - j k —---- ((ü h P z + 7 7 C O S #/ ?. 2) s e n ^
4 n r

J j ^ s e n ^ x )  e
0 0 

b a

+ J J s e n [/ ? x 0( a - x ) ] e

j k( x' s o n 9 c o s (f > +y' s e n 9 st nfi') _t \ i  i
■\

d x' d y'

j k ( x ’s e n 9 c os <fi +y'se n 9 s e n <fi)

\ 0

( 2. 2 2 9)

f  b

E ç -  ~ j b ~ — c o s 6 + Tj P: 2) c os(f)

\

J J. & s e n G ^ x ) e
0
b a

J f  s e n[/ ? x0 ( a - x ) ] e

0 0 
b a

+
V  o í

j k( x' s e n 9 c o s ^ + ■'̂s e n ^ s e n ^ ) ^ ^ *, ^ y ,

y £(;t'sen #cos ^ + '̂se n ^se n )̂ £ (̂', £^y1

J

( 2. 2 3 0)

A s i nt e gr ai s e m ( 2. 2 9) e ( 2. 3 0) p o d e m s er r e s ol vi d a s utili z a n d o- s e f err a m e nt a s 

c o m p ut a ci o n ai s di s p o ní v ei s.
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3   C O R N E T A P I R A M I D A L P A R C I A L M E N T E P R E E N C H I D A

A nt e n a s d o ti p o c o m et a s ã o e xtr e m a m e nt e p o p ul ar e s e m si st e m a s d e 

c o m u ni c a ç õ e s n a f ai x a d e mi cr o o n d a s. E st e di s p o siti v o é u s a d o e m c o nj u nt o c o m o 

g ui a d e o n d a p ar a pr o p or ci o n ar u m a tr a n si ç ã o s u a v e p ar a o n d a q u e pr o p a g a- s e d o g ui a 

p ar a o e s p a ç o li vr e. P o s s ui c ar a ct erí sti c a s d e b ai x o V S W R, alt o g a n h o e l ar g ur a d e 

b a n d a r el ati v a m e nt e a m pl a. A c o m et a pir a mi d al é u m e x e m pl o cl á s si c o e m uit o u s a d o 

d e c o m et a d e s e ç ã o r et a n g ul ar. D e ntr e as di v er s a s f or m a s d e i m pl e m e nt a ç ã o, e st a 

e n q u a dr a- s e a o u s o c o m g ui a s r et a n g ul ar e s. T e n d o e m vi st a t ai s pr o pri e d a d e s, n e st e 

c a pít ul o, c ar a ct erí sti c a s d a c o m et a pir a mi d al s er ã o a b or d a d a s. I ni ci al m e nt e n a s e ç ã o

3. 1, s o b o f o c o c o n str uti v o, o n d e a g e o m etri a d o di s p o siti v o s er á e x pl or a d a. E m 

s e g ui d a, n a s e ç ã o 3. 2, s er á a pr e s e nt a d a u m a di s c u s s ã o a c er c a d o s c a m p o s 

el etr o m a g n éti c o s pr o p a g a nt e s n a c o m et a pir a mi d al p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d a c o m 

di el étri c o e t a m b é m a d eri v a ç ã o d a s e q u a ç õ e s d e r a di a ç ã o p ar a o di s p o siti v o 

c o n si d er a n d o- s e a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e.
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3 . 1 C O R N E T A PI R A M I D A L

A c o m et a pir a mi d al n a d a m ai s é q u e u m g ui a r et a n g ul ar c o m a b ert ur a s 

a n g ul ar e s e m s u a s p ar e d e s. N a Fi g ur a 8 e n c o ntr a m - s e al g u n s d et al h e s a c er c a d a 

g e o m etri a d a c o m et a.

FI G U R A 8 A N T E N A C O R N E T A PI R A MI D A L
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D a a n áli s e d a g e o m etri a d a a nt e n a a pr e s e nt a d a n a Fi g ur a 8 u m c o nj u nt o d e 

r el a ç õ e s p o d e s er o bti d o. I ni ci al m e nt e, t o m a n d o o pl a n o E ( Fi g ur a 8), p L p o d e s er 

o bti d o u s a n d o a s m e di d a s bi e p e p el a r el a ç ã o:

D e a c or d o c o m o T e or e m a d e Pit á g or a s,

Í- U V

P e = P l  + A \ P e ~
\  Z J

r o

U J
A =

2 K

l p - - T

P x = b  i •
P e ( 3. 1)

D a Fi g ur a 8, e n c o ntr a- s e a r el a ç ã o e ntr e tri â n g ul o s a pr e s e nt a d a n a Fi g ur a 9.

FI G U R A 9 D E T A L H E D A G E O M E T RI A D A A N T E N A C O R N E T A PI R A MI D A L

P or s e m el h a n ç a d e tri â n g ul o s, d a Fi g ur a 9, o bt é m- s e:

A _ A  n -  ( bi ~ b) Pi-   .. D x -  —---- —   q u e p el a s u b stit ui ç ã o d e ( 3. 1) t o m a- s e:
' b x b ] A  b\

( l ~ 2 j
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b ,  4
( 3. 2)

R e e s cr e v e n d o ( 3. 2),

P e = b  li
i

+ —
4

( 3. 3)

D e f or m a a n ál o g a, p ar a o pl a n o H ( Fi g ur a 9) a s s e g ui nt e s r el a ç õ e s s ã o v áli d a s:

Pi = a
P h   1

1 A 2
a r   4

( 3. 4)

D 2 =( a 1 -  a) P h '   1

a x  4

P h = ai
D

- a j
+ -

( 3. 5)

( 3. 6)

Ai n d a, d e v e- s e o b s er v ar q u e a c o m et a s ó s er á r e ali z á v el s e a s m e di d a s Di e D 2 f or e m 

i g u ais. L o g o, a r el a ç ã o r e s ult a nt e d e ( 3. 2) e ( 3. 5) d e v e s er at e n di d a.

í  _ r \ 2(  ( „ \n  n

P h ~
V

a x - a  

V J

a,

v 2 j \  b \  J

2

P e ~ ( 3. 7)

O u alt er n ati v a m e nt e:

c o s ( ^ ) = Dy^ L

A
L,

L e c os( y/ e) = L h c os( y/ h) ( 3. 8)



3 . 2 A N Á LI S E  D E  C A M P O S  E L E T R O M A G N É TI C O S N A  C O R N E T A 

PI R A M I D A L P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D A

4 5

A  c o m et a pir a mi d al p o d e s er tr at a d a c o m o u m g ui a d e o n d a r a di al d eri v a d o 

d a d efl e x ã o a n g ul ar d a s p ar e d e s d e u m g ui a r et a n g ul ar. O si st e m a d e c o or d e n a d a s 

cilí n dri c o é a pr o pri a d o p ar a r e pr e s e nt a ç ã o d a s c o m p o n e nt e s d e c a m p o el etr o m a g n éti c o 

d a o n d a q u e pr o p a g a- s e n o i nt eri or c o m et a. E st e m o d o d e o bt e n ç ã o d o s c a m p o s 

e n v ol v e f u n ç õ e s d e H a n k el, p or tr at ar e m- s e d e o n d a s T E e T M e m c o or d e n a d a s 

cilí n dri c a s. O m e s m o m ét o d o p o d e s er e st e n di d o à a n áli s e d e c a m p o s n a c o m et a 

pir a mi d al p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d a. U m a v e z t o m a d o o g ui a r et a n g ul ar p ar ci al m e nt e 

pr e e n c hi d o c o m o el e m e nt o ali m e nt a d or d a c o m et a e m q u e st ã o, os m o d o s e x cit a d o s 

s er ã o m o d o s hí bri d o s L S E e L S M t al q u al n o g ui a r et a n g ul ar p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o, 

c o m a a di ç ã o d e u m t er m o d e r etifi c a ç ã o d e f a s e n a s c o m p o n e nt e s d e c a m p o. E st a 

a pr o xi m a ç ã o é v áli d a d e s d e q u e t o m e m o s c o m et a s c o m p e q u e n o s â n g ul o s d e a b ert ur a, 

c a s o c o ntr ári o d e v e- s e a pli c ar m ét o d o s p ert ur b a ci o n ai s. N a s e ç ã o 2. 2 f or a m d eri v a d a s 

as e x pr e s s ã o p ar a os c a m p o s el etr o m a g n éti c o s pr o p a g a nt e s n o g ui a r et a n g ul ar 

p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o. D a s r el a ç õ e s o bti d a s p ar a a f a míli a d e m o d o s L S E n a s e ç ã o

2. 2. 1, p o d e- s e v erifi c ar q u e o m o d o L S E 1 0 é o m o d o d o mi n a nt e n a e str ut ur a d a Fi g ur a 

2 ( v er fi g ur a n a p g. 1 4). S e n d o q u e u m g ui a r et a n g ul ar d e c ar a ct erí sti c a s fí si c a s e 

el étri c a s si mil ar e s a o g ui a a pr e s e nt a d o n a Fi g ur a 2 é u s a d o c o m o ali m e nt a d or d a 

c o m et a d a Fi g ur a 1 0, ar bitr a- s e, n e st e e st u d o, q u e a c o m et a e st ar á e x cit a d a u ni c a m e nt e 

p el o m o d o L S E 1 0. S e a c o m et a p o s s uir di m e n s õ e s t ai s q u e s e u c o m pri m e nt o a xi al s ej a 

m uit o m ai or q u e a s di m e n s õ e s d a a b ert ur a, é v áli d a a s e g ui nt e a pr o xi m a ç ã o p ar a o s 

c a m p o s, d o s m o d o s d e b ai x a or d e m, t a n g e nt e s à a b ert ur a d a c o m et a :

Et =

(3 .9 )

E d  c os P x d

í \\
7 D C

\ a\ j
. C F. ô y'

a,  , a. b.  . b . 
p ar a — L < x' < s  — - L < y  < _l

2  2  2  2

E 0 c os P « F 1 —

<h.
. C F à ÿ p ar a Í Ü

2
S -  —  < X f  < — , ~ — < y ’  < —h.

2
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o n d e C F  « €   ̂   é o  t e i m o d e c o m p e n s a ç ã o d e f a s e n o s p l a n o s E  e H  ( v e r 

d e t al h e d a F i g u r a 8 ). E s t e t e r m o q u á d ri c o é i n t r o d u zi d o p a r a c o r ri g i r a d e f a s a g e m  q u e 

a o n d a g u i a d a e x p e ri m e n t a n o i n t e ri o r d a c o m e t a.

F M à Uft A 1 0  A M T C N A C O B N F T A PI R A MI D A L P A R CI A L



4 R E S U L T A D O S

4. 1  L E V A N T A M E N T O D A S C U R V A S D E DI S P E R S Ã O

A s e q u a ç õ e s c ar a ct erí sti c a s p ar a os m o d o s L S E e L S M s ã o e q u a ç õ e s 

tr a n s c e n d e nt ai s, s e m s ol u ç õ e s dir et a s. M ét o d o s n u m éri c o s p ar a l o c ali z a ç ã o d e r aí z e s 

c o m a p oi o d e al g orit m o s r e c ur si v o s p o d e m s er u s a d o s p ar a e xtr a ç ã o d a s r aí z e s d e st a s 

e q u a ç õ e s.

N e st a a n áli s e c o n v e n ci o n o u- s e q u e a o n d a pr o p a g a- s e n a dir e ç ã o z n o 

s e nti d o p o siti v o. P ort a nt o, é i nt er e s s a nt e q u e as e q u a ç õ e s c ar a ct erí sti c a s d o s m o d o s 

hí bri d o s s ej a m r e e s crit a s c o m o f u n ç õ e s d e ( 3 Z, b a st a n d o p ar a t al s u b stit uir as r el a ç õ e s 

d e ( 3x’s e ( 3y’s n a s e q u a ç õ e s c ar a ct erí sti c a s d o s r e s p e cti v o s m o d o s. O u s ej a:

S u b stit ui n d o ( 2. 1 1 7) e m ( 2. 1 1 6) o bt é m- s e p ar a o m o d o L S E X,

a > i u e 0s r -
í n n ^ 2

V °  J

- f i z 2. c ot C O / u sí) s r
v °  J

+ . C O J U £ 0 ~

í V  n n
-  P z 2 c ot O) j u s 0

í  U 7 T

( 3 Z 2 { a - s ) =  0

( 4. 1)

D e ( 2. 1 4 7) e m ( 2. 1 4 6) r e d u z a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a p ar a o m o d o L S E y a pr e s e nt a d a a 

s e g uir,



D e ( 2. 1 7 9) e m ( 2. 1 7 8) p ar a o m o d o L S M X, c o m o s e g u e,

4 8

\C Õ-/ US0£r

f   \ 2 f
_ 2

—  - B ,  t a n
b J P-

v

í   \ 2
» ^ 1  O 2

T   JV

+  J ú )  J U £ 0 -

í   V
- p z . £r t a n 0 ^ 0 - 1  — = 0

( 4. 3)

E d e ( 1 2 7) e m ( 1 2 6) t e m- s e p ar a o m o d o L S M y a e q u a ç ã o c ar a ct erí sti c a,

C O fj £ 0 £ r  -
a J

~ P z ~ t a n
K a j

~ Pz h

+ . ú) H £ o -
\ a )

-  P. 2 . sr t a n 0  j us 0 -
r m n ^ 1

- p , 2( b - h ) =  0

( 4. 4)

Os f at or e s m e n  a s s u m e m v al or e s i nt eir o s, d e a c or d o c o m ( 2. 1 0 8), ( 2. 1 4 3), 

( 2. 1 7 6) e ( 2. 1 9 8), i n di c a n d o a p o s si bili d a d e d e u m a i nfi ni d a d e d e m o d o s pr o p a g a nt e s 

n o g ui a. N o e nt a nt o, n e m t o d o s o s m o d o s e st ar ã o pr e s e nt e s n o g ui a, d e p e n d e n d o i st o 

d a fr e q ü ê n ci a d e o p er a ç ã o utili z a d a. C a d a m o d o p o s s ui u m a fr e q ü ê n ci a mí ni m a a 

p artir d a q u al c o m e ç a a pr o p a g ar- s e. N e st e p o nt o li mítr of e e ntr e a pr o p a g a ç ã o e a 

l at ê n ci a d o m o d o, a fr e q ü ê n ci a é c h a m a d a d e f r e q ü ê n ci a d e c o rt e. N o c ort e a c o n st a nt e 

d e pr o p a g a ç ã o é n ul a. P ort a nt o, b a st a s u b stit uir ( 3 Z= 0 n a s e q u a ç õ e s ( 4. 1) a ( 4. 4) p ar a 

q u e s e o bt e n h a m as fr e q ü ê n ci a s d e c ort e d e c a d a m o d o n o g ui a. P ar a il u str a ç ã o, 

t o m a n d o- s e a e q u a ç ã o ( 4. 1) n o c ort e, fi x a n d o- s e o p ar â m etr o n  e f a z e n d o v ari ar a 

fr e q ü ê n ci a a n g ul ar ú),  s er á o b s er v a d o a o c orr ê n ci a d e u m n ú m er o m  d e r aí z e s p ar a a 

e q u a ç ã o. C a d a r ai z e n c o ntr a d a s er á p ort a nt o a fr e q u ê n ci a d e c ort e d o m o d o m, n  

e s p e cífi c o, c o n stit ui n d o- s e a s si m u m a f a míli a d e m o d o s. U m a f or m a d e r e pr e s e nt a ç ã o 

d a s f a míli a s d e m o d o s L S E e L S M, pr o p a g a nt e s n o g ui a, é atr a v é s d e c ur v a s d e 

di s p er s ã o. N e st e c a s o, o t er m o di s p er s ã o d e n ot a a dif er e n ç a q u e o c orr e e ntr e a 

v el o ci d a d e d e pr o p a g a ç ã o d a o n d a n o m ei o e a v el o ci d a d e d e gr u p o q u e v ari a c o m a



fr e q ü ê n ci a c o. N a s Fi g ur a s 1 1 a 1 6 a pr e s e nt a m - s e a s c ur v a s d e di s p er s ã o p ar a o g ui a 

W R 1 1 2[ 5] ( a = 2 8, 5 0 m m e b = 1 2, 6 2 m m ) c o m p ar e d e s m et áli c a s p erf eit a m e nt e 

c o n d ut or a s ( P E C) pr e e n c hi d o p ar ci al m e nt e c o m c a m a d a d e m at eri al di el étri c o 

i s otr ó pi c o d e p er mi s si vi d a d e el étri c a r el ati v a i g u al a 2, 3 2 ( P T F E- P olit etr afl u or etil e n o) 

n o pl a n o Y Z. A s p er d a s n o di el étri c o f or a m n e gli g e n ci a d a s p or s er e m í n fi m a s O 

gr áfi c o s e xi b e m o c o m p ort a m e nt o d a c o n st a nt e d e pr o p a g a ç ã o fi z e m f u n ç ã o d a 

fr e q ü ê n ci a p ar a os pri m eir o s m o d o s pr o p a g a nt e s. Ai n d a, p ar a m el h or vi s u ali z a ç ã o d o s 

r e s ult a d o s, a c o n st a nt e d e pr o p a g a ç ã o a pr e s e nt a d a n o s gr áfi c o s e st á n or m ali z a d a p el a 

c o n st a nt e d e pr o p a g a ç ã o n o v á c u o. E st e e st u d o p ar a m étri c o si m ul a o pr e e n c hi m e nt o 

gr a d u al d o g ui a c o m m at eri al di el étri c o, t o m a n d o c a m a d a s d e l ar g ur a s dif er e n ci a d a s 

q u e v ari a m d e s d e o g ui a pr ati c a m e nt e o c o a o q u a s e c o m pl et a m e nt e pr e e n c hi d o. 

P er c e b e- s e q u e e m t o d o s os c a s o s a pr e s e nt a d o s o m o d o L S E ? 0 é o q u e i ni ci al m e nt e

pr o p a g a- s e n o g ui a, m oti v o p el o q u al p ar a e st a c o nfi g ur a ç ã o o m o d o é dit o d o mi n a nt e.

N o s c a s o s e xtr e m o s, pr e e n c hi m e nt o d e 5 % e 9 5 % d o g ui a, o m o d o

d o mi n a nt e t a n g e n ci a as r et a s d e r ef er ê n ci a Pz/  = 1 e P ZÁ  -  4 2 3 2  q u e e q ui v al e m

a o s li mit e s d o g ui a o c o e c o m pl et a m e nt e c h ei o, r e s p e cti v a m e nt e, o q u e i n di c a n e st e s 

c a s o s u m a c o n v er g ê n ci a d o s m o d o s hi bri d o s L S E e L S M p ar a o s m o d o s hí bri d o s T E e 

T M [ 2], N ot a- s e t a m b é m q u e c o m a i n s er ç ã o d o di el étri c o a fr e q ü ê n ci a d e c ort e d os 

m o d o s d e sl o c a- s e p ar a e s q u er d a, o u s ej a, os m o d o s p a s s a m a pr o p a g ar à u m a 

fr e q ü ê n ci a m e n or. N a s Fi g ur a s 1 7 e 1 8 a pr e s e nt a m - s e, r e s p e cti v a m e nt e, as c ur v a s d e 

di s p er s ã o p ar a o g ui a o c o e c o m pl et a m e nt e pr e e n c hi d o, n a s q u ai s e vi d e n ci a- s e a 

c orr el a ç ã o e ntr e os m o d o s p ar a dif er e nt e s dir e ç õ e s d e r ef er ê n ci a a d ot a d a s. E m s e g ui d a 

n a Fi g ur a 1 9, p ar a r eit er ar o e st u d o d o c o m p ort a m e nt o d o s m o d o s hí bri d o s, s ã o 

a pr e s e nt a d o s c o n c o mit a nt e m e nt e a s c ur v a s p ar a o s m o d o s d o mi n a nt e s n o g ui a 

p ar ci al m e nt e c arr e g a d o, o c o e c h ei o.
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C A M A D A DI E L É T RI C A ( s r = 2. 3 2) D E L A R G U R A s = 0. 6 a
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L S E 1 0. G UI A D E O N D A R E T A N G U L A R W R 1 1 2 P A R CI A L M E N T E C A R R E G A D O ( e R = 2. 3 2 1.

5 8

y i 3 2

1 2  1 4  1 6

Fr e q ü ê n ci a ( G H z)



4 . 2 A N Á LI S E  P A R A M É T RI C A  P A R A  0   G UI A  R E T A N G U L A R 

P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D O

N e st a s e ç ã o, t ê m- s e o i nt uit o d e e st u d ar o c o m p ort a m e nt o d o s c a m p o s 

r a di a d o s n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e, c o m vi st a s n a i nfl u ê n ci a q u e o di el étri c o u s a d o 

n o pr e e n c hi m e nt o d o g ui a e x er c e s o br e o di a gr a m a d e r a di a ç ã o. C o n si d er a n d o o g ui a 

W R 1 1 2, p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o c o m m at eri al di el étri c o d e p er mi s si vi d a d e el étri c a er 

= 2. 3 2 ( P T F E), o p er a n d o c o m a p e n a s o m o d o d o mi n a nt e L S E 1 0 e x cit a d o, s e n d o u s a d o 

c o m o di s p o siti v o irr a di a d or. P ar a di s p o siti v o s ali m e nt a d or e s e a nt e n a s e m g er al, 

m e di d a s d o s c a m p o s s o b p ol ari z a ç ã o cr u z a d a e c o- p ol ar s ã o u s u al m e nt e r e q u eri d a s. 

S e g ui n d o a afir m a ç ã o a nt eri or, n a pr e s e nt e a n áli s e, o s c a m p o s el etr o m a g n éti c o s 

r a di a d o s p el a a b ert ur a d o g ui a r et a n g ul ar, s er ã o c al c ul a d o s t o m a n d o- s e o s pl a n o s E t H  

c o p ol ar e a a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a n o pl a n o <j > =45°. O c ál c ul o d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a 

b a s ei a- s e n a T e r c ei r a D efi ni ç ã o d e L u d wi g  [ 4 3], c o m o a pr e s e nt a d o a s e g uir:

E c ^ p ol a r  = E 9  S e n ^ + £, C O S  ̂ ( 4. 5)

Ec o a d a  = E o  c o s<j > -  Ef,  s e n <f > ( 4. 6)

N o s di a gr a m a s d e r a di a ç ã o e xi bi d o s n a s Fi g ur a s 2 0 a 2 5 f or a m c o n si d er a d o s 

tr ê s pl a n o s d e i nt er e s s e. O pl a n o ^ = 0, dit o pl a n o H,  o n d e o c orr e a m á xi m a 

i nt e n si d a d e d o c a m p o m a g n éti c o, o pl a n o E,  e m = 9 0 °, o n d e o b s er v a- s e a m á xi m a 

i nt e n si d a d e d e c a m p o el étri c o e o pl a n o d e <f > = 4 5 °, n o q u al a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a é 

m á xi m a. O s di a gr a m a s cit a d o s f or a m c al c ul a d o s p el o u s o d a s e q u a ç õ e s 2. 2 2 9 e 2. 2 3 0. 

C o m o c o nj u nt o d e di a gr a m a s c al c ul a d o s, si m ul a- s e o pr e e n c hi m e nt o gr a d u al d o g ui a 

c o m c a m a d a s d e di el étri c o q u e v ari a m d e s = 0. 0 5 a a s = 0. 9 5 a. P or m ei o d e st e e st u d o 

p ar a m étri c o, p o d e- s e o b s er v ar q u e o di el étri c o g er a alt er a ç õ e s c o n si d er á v ei s n o 

di a gr a m a d e r a di a ç ã o, s e n d o q u e p ar a c o nfi g ur a ç ã o e m q u e s = 0. 4 a o di a gr a m a 

a pr e s e nt a s u pr e s s ã o d o l ó b ul o tr a s eir o c o n si sti n d o n a m el h or r el a ç ã o fr e nt e- c o st a s n a 

a n á h s e. P ar a l o c ali z ar q u e c o nfi g ur a ç ã o r e s p o n d e c o m m e n or v al or d e pi c o d e 

p ol ari z a ç ã o cr u z a d a, f oi tr a ç a d a a c ur v a d a Fi g ur a 2 6. E st a, d e s cr e v e o c o m p ort a m e nt o

5 9



d a m á xi m a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a c o m r el a ç ã o a e s p e s s ur a d a c a m a d a di el étri c a, 5. Os 

m el h or e s r e s ult a d o s s ã o o bti d o s q u a n d o s = 0. 4 a, ( v ej a Fi g ur a 2 6), o n d e o ní v el d e 

p ol ari z a ç ã o cr u z a d a m á xi m a é c er c a d e - 5 9 d B, e m v al or e s n or m ali z a d o s. P ar a e st a 

c o nfi g ur a ç ã o, f oi f eit o o l e v a nt a m e nt o d a c ur v a d e r e s p o st a d o s ní v ei s d e p ol ari z a ç ã o 

cr u z a d a m á xi m a e m f u n ç ã o d a fr e q ü ê n ci a, c o m o a pr e s e nt a d o n a Fi g ur a 2 7. N e st a, 

e vi d e n ci a- s e u m a q u e d a a c e nt u a d a d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a c o m o a cr é s ci m o d a 

fr e q ü ê n ci a, a o l o n g o d a f ai x a d e o p er a ç ã o m o n o m o d o L S E 1 0, a pr e s e nt a n d o m e n or 

ní v el d e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a, - 5 9 d B, p ar a fr e q ü ê n ci a d e 7 G H z.

6 0

F I G U R A 2 0  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A 

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 0 5 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z.

Pl a n o E - C o _ p ol a r  
Pl a n o H - C o _ p ol a r  
Pl a n o 4 5° - X _ p ol a r

9 0



6 1

FI G U R A 2 1  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 2 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z.

1 Pl a n o E - C o _ p ol ai

— ■ — Pl a n o H - C o _ p ol a r

— -  ■ Pl a n o 4 5 ° - X _ p ol a r

FI G U R A 2 2  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A 

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 4 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z.

-  — Pl a n o E - C o _ p ol ai
— ■ — Pl a n o H - C o _ p ol a r
— — “ Pl a n o 4 5 ° - X _ p ol a r

9 0



6 2

FI G U R A 2 3  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 6 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z.

0

Pl a n o E - C o _ p ol ai
— ■ — Pl a n o H - C o _ p ol a r
— “  ■ Pl a n o 4 5 ° - X _ p ol a r

FI G U R A 2 4  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A 

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 8 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z.

—  Pl a n o E - C o _ p ol a r

— • — Pl a n o H - C o _ p ol a r

— — ■ Pl a n o 4 5 °  -  X _ p ol a r



6 3

FI G U R A 2 5  DI A G R A M A S D E R A DI A Ç Ã O P A R A O G UI A W R 1 1 2 C A R R E G A D O C O M C A M A D A

DI E L É T RI C A D E L A R G U R A s = 0. 9 5 a. ( sr = 2. 3 2) e f = 7 G H z

9 0

1  Pl a n o E - C oj p ol a r  
— • — Pl a n o H - C o _ p ol a r  

Pl a n o 4. 5° - X__ p ol ar

FI G U R A 2 6  M Á XI M A P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A E M F U N Ç Ã O D O P R E E N C HI M E N T O D 1 E L É T RI C O, s.

G UI A D E O N D A R E T A N G U L A R W R 1 1 2 ( a = 2. 8 5 0 c m E b = 1. 2 6 2 c m), sr = 2. 3 2. f = 7 G H Z.

P r e e n c hi m e nt o ( s/ a)
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F I G U R A 2 7  M Á XI M A P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A E M F U N Ç Ã O D A F R E Q U Ê N CI A. s = 0. 4 a. G UI A D E 

O N D A R E T A N G U L A R W R 1 1 2 ( a = 2. 8 5 0 c m E b = 1. 2 6 2 c m). cr = 2. 3 2.

4. 4  4. 8  5. 2  5. 6  6. 0  6. 4  6. 8  7. 2  7. 6  8. 0  8. 4

F r e q u ê n ci a ( G H z)



4. 3 A N Á LI S E  P A R A M É T RI C A  P A R A  C O R N E T A  PI R A M I D A L 

P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D A

6 5

A s a nt e n a s d o ti p o c o m et a s s ã o di s p o siti v o s q u e pr o m o v e m u m a tr a n si ç ã o 

s u a v e p ar a o n d a q u e i ni ci al m e nt e pr o p a g a n d o c o nfi n a d a e m u m g ui a, irr a di a e m u m 

e s p a ç o a b ert o. Di v er s o s e st u d o s j á f or a m r e ali z a d o s c o m o i nt uit o d e a p erf ei ç o ar o 

d e s e m p e n h o d e st e di s p o siti v o [ 4 4]-[ 4 6], d e ntr e os q u ai s p o d e- s e d e st a c ar: o u s o d e 

p ar e d e s di el étri c a s [ 4 7] e [ 4 8], e x cit a ç ã o d e m o d o s hí bri d o s o u m últi pl o s m o d o s [ 4 9]- 

[ 5 8] e a i n s er ç ã o d e c orr u g a ç õ e s às p ar e d e s d a c o m et a [ 5 9]-[ 6 2], C o m a a pli c a ç ã o 

d e st a s t é c ni c a s c o n s e g u e- s e e m m uit o s c a s o s r e d u zir o s l ó b ul o s s e c u n d ári o s e a 

p ol ari z a ç ã o cr u z a d a à ní v ei s m e n or e s q u e os r e q u eri d o s p el o s si st e m a s d e 

c o m u ni c a ç ã o, s e n d o q u e os r e s ult a d o s m ai s e x pr e s si v o s s ã o o bti d o s p el o u s o d e 

t é c ni c a s mi st a s [ 6 3].

N e st a s e ç ã o s er ã o a pr e s e nt a d o s os r e s ult a d o s d o e st u d o p ar a m étri c o r el ati v o 

a o pr e e n c hi m e nt o gr a d u al p or di el étri c o d a c o m et a pir a mi d al, c o m o s q u ai s o bj eti v a- s e 

i n v e sti g ar o c o m p ort a m e nt o d o di a gr a m a d e r a di a ç ã o n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e e 

t a m b é m c o m o v ari a m os v al or e s d e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a m á xi m a p ar a e st e di s p o siti v o. 

E st a a n áli s e é si mil ar a r e ali z a d a c o m o g ui a r et a n g ul ar n a s e ç ã o 4. 2.

N a si m ul a ç ã o utili z a- s e o g ui a r et a n g ul ar W R 1 1 2 ( di m e n s õ e s, a = 2. 8 5 0 c m e 

b = 1. 2 6 2 c m) c o m o ali m e nt a d or d a c o m et a pir a mi d al, a m b o s p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o s 

c o m di el étri c o d e p er mi s si vi d a d e sr = 2. 3 2 ( P T F E). P ar a fr e q ü ê n ci a d e o p er a ç ã o d e 7 

G H z, f oi t o m a d a u m a c o m et a c o m s e mi-fl a r e a n gl e  d e 1 2° n o pl a n o E, 5. 4 ° n o pl a n o H 

e c o m D = 3 3. 5 c m ( v ej a Fi g ur a 9, p g. 4 3). P ar a fr e q ü ê n ci a d e o p er a ç ã o utili z a d a 

a p e n a s o m o d o hí bri d o d o mi n a nt e L S E 1 0 é e x cit a d o n a e str ut ur a d a c o m et a, d e a c or d o 

c o m di s c u s s ã o a pr e s e nt a d a n a s e ç ã o 3. 2. N o c ál c ul o d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a, utili z o u- 

s e a t er c eir a d efi ni ç ã o d e L u d wi g [ 4 3], c o n si d er a d o o pl a n o <j > =45°. N a s Fi g ur a s 2 8 à 

3 3 a pr e s e nt a m - s e o s di a gr a m a s d e r a di a ç ã o p ar a c o m et a pir a mi d al e m q u e st ã o, n o s 

q u ai s v erifi c a- s e a i nfl u ê n ci a q u e a c a m a d a d e di el étri c o e x er c e s o br e o di a gr a m a d e 

r a di a ç ã o n a r e gi ã o d e c a m p o di st a nt e. P er c e b e- s e u m a gr a d u al d ef or m a ç ã o, o u e m 

o utr a s p al a vr a s, u m a p ert ur b a ç ã o d a si m etri a d o di a gr a m a n o pl a n o H e m r el a ç ã o a o



e i x o 9 = 0 °, c o m a v ari a ç ã o d a r a z ã o s/ a. N ot e q u e e s s a a s si m etri a n ã o o c orr e n o pl a n o 

E, h aj a vi st a a g e o m etri a d o pr o bl e m a. Q u a n d o s = 0. 4 a o di a gr a m a a pr e s e nt a- s e c o m 

m el h or r el a ç ã o fr e nt e- c o st a s, Fi g ur a 3 0, e m c o m p ar a ç ã o c o m a s d e m ai s c o nfi g ur a ç õ e s 

a v eri g u a d a s n a si m ul a ç ã o. N a Fi g ur a 3 4 a pr e s e nt a- s e a c ur v a d e v ari a ç ã o d a m á xi m a 

p ol ari z a ç ã o cr u z a d a e m f u n ç ã o d o pr e e n c hi m e nt o di el étri c o, s. E m s = 0. 4 a o c orr e a 

m el h or sit u a ç ã o p ar a a m á xi m a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a n o e st u d o p ar a m étri c o, c o m ní v el 

e m c er c a d e - 8 9 d B. O c o m p ort a m e nt o d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a e m f u n ç ã o d a 

fr e q ü ê n ci a, c o n si d er a n d o- s e a c o nfi g ur a ç ã o d o g ui a q u e r et o m o u m el h or ní v el d e 

p ol ari z a ç ã o cr u z a d a n o e st u d o p ar a m étri c o a nt eri or, é a pr e s e nt a d o n a Fi g ur a 3 5. N ot a- 

s e u m a a c e nt u a d a r e d u ç ã o d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a c o m o i n cr e m e nt o d a fr e q ü ê n ci a, 

c o m mí ni m o d e a pr o xi m a d a m e nt e - 8 9 d B o b s er v a d o e m f = 7 G H z. A f ai x a d e 

fr e q ü ê n ci a a d ot a d a n o gr áfi c o d a Fi g ur a 3 5 f oi t o m a d a d e a c or d o c o m a c ur v a d e 

di s p er s ã o d o g ui a W R 1 1 2 ( v ej a Fi g ur a 1 3, p g. 5 2), o n d e 4. 4 G H z é a fr e q ü ê n ci a d e 

c ort e d o m o d o L S E 1 0 e 8. 4 G H z é a fr e q ü ê n ci a s u p eri or p ar a o p er a ç ã o m o n o m o d o.

6 6
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FI G U R A 2 8  DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E  E 5. 4 ° N O P L A N O H  . a 1 = 2. 8 5 0 c m, b 1 = 1. 2 6 2 c m, a = 1 7. 1 0 0 c m, b = 7. 5 7 2 c m.

er = 2. 3 2 . s/ a = 0. 0 5 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

9 0

—  Pl a n o E- c o p ol a ri z a ç ã o 
■ ■ Pl a n o H - c o p ol a ri z a ç ã o
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F I G U R A 2 9 DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E E 5. 4 ° N O P L A N O H , a 1 = 2. 8 5 0 c m, b 1 = 1. 2 6 2 c m, a = 1 7. 1 0 0 c m, b = 7. 5 7 2 c m.

sr = 2. 3 2 , s/ a = 0. 2 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

9 0

Pl a n o E - c o p ol aii z a ç ã o  

Pl a n o H - c o p ol a ri z a ç ã o
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F I G U R A 3 0  DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E E  5. 4 ° N O P L A N O H .  a 1 = 2. 8 5 0 c m. b 1 -  1. 2 6 2 c m. a = 1 7. 1 0 0 c m. b = 7. 5 7 2 c m.

sr = 2. 3 2 . s/ a = 0. 4 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

9 0

— Pl a n o E - c o p ol a n z a ç ã o  

' ■ Pl a n o H - c o p ol a n z a ç ã o
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F I G U R A 3 1  DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E e  5. 4 ° N O P L A N O H  , a 1 = 2. 8 5 0 c m, b 1 = 1. 2 6 2 c m, a = 1 7. 1 0 0 c m, b = 7. 5 7 2 c m.

sr = 2. 3 2 , s/ a = 0. 6 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

9 0

1 2 0 ^  '   I  '   ^   6 0

Pl a n o E - c o p ol a n z a ç ã o  

™ — ' Pl a n o H - c o p ol a n z a ç ã o
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7 1

FI G U R A 3 2  DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E  E 5. 4 ° N O P L A N O H . a 1 = 2. 8 5 0 c m. b 1 = 1. 2 6 2 c m. a = 1 7. 1 0 0 c m. b = 7. 5 7 2 c m.

sr = 2. 3 2 . s/ a = 0. 8 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

0

“ ■“ “  Pl a n o E - c o p ol a ri z a ç ã o  
“  “  ■ Pl a n o H - c o p ol a m a ç ã o

2 7 0
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FI G U R A 3 3  DI A G R A M A D E R A DI A Ç Ã O P A R A A C O R N E T A PI R A MI D A L: S E MI- F L A R E A N G L E  1 2° N O

P L A N O E e  5. 4 ° N O P L A N O H ,  a 1 = 2. 8 5 0 c m, b 1 = 1. 2 6 2 c m, a = 1 7. 1 0 0 c m, b = 7. 5 7 2 c m.

sr = 2. 3 2 , s/ a = 0. 9 5 E f = 7 G H z. P O L A RI Z A Ç Ã O C R U Z A D A N O P L A N O 6 = 4 5 °

9 0

Pl a n o E - c o p ol a ri z a ç ã o  
— — ■ Pl a n o H - c o p ol a ri z a ç ã o

-i 0



F l G y R A 3 4  M A XI M A P O L A RI Z A C A o  C R U Z A D A E M F U N C A O D O P R E E N C HI M E N T O P I & g T P If y »  m

N O P L A N O é M S *. C O R N E T A P J R A Ml D A L S E M I - F L A R ?  A N G l  f  1 2 » N O P L A N O £  E S 4 » N Q

P L A N O K . 1 1  = 2  5 5 0 c m b 1 *  1 2 6 2 a r v » = 1 7  1 D O c a n b = 7  5 7 2 g n g  = 2 3 2 E  f * 7 G H ?

P r e e n c hi m e nt o d a c o r n et a ( s/ a)

FI G U R A 3 5 M A XI M A P O L A RI Z A C A O C R U 2 A D A V E R S U S F R E Q U Ê N CI A N O P L A N O è = 4 S » C O R N E T A 

PI R A MI D A L S E M I - F U * R E  A H G L Ê  1 2 ° N O P L A N O g  E S 4 » N O P L A N O N  a 1 = 7 8 5 0 c m  M 

» 1 2 6 2 c m. a = 1 7 l O O c n v b »  7 S 7 2 o n  f j  = 2 3 2 & / a « 0. 4

F r e q u ê n ci a ( G H z)
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C O N C L U S Ã O

DI S C U S S Ã O

N e st e tr a b al h o f oi f eit o u m e st u d o s o br e g ui a s d e o n d a d e s e ç õ e s 

r et a n g ul ar e s p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o s c o m m ai s d e u m m at eri al di el étri c o, 

e nf ati z a n d o o m o d o s hí bri d o s pr o p a g a nt e s n a e str ut ur a e c ar a ct erí sti c a s d e r a di a ç ã o n o 

e s p a ç o li vr e.

E m a n áli s e i ni ci al f oi t o m a d o o g ui a d e o n d a r et a n g ul ar W R 1 1 2 

p ar ci al m e nt e pr e e n c hi d o c o m di el étri c o d e p er mi s si vi d a d e el étri c a 2. 3 2 ( P T F E), 

c a m a d a e st a di s p o st a n o pl a n o E (. E- pl a n e di el e ct ri c sl a b).  D o l e v a nt a m e nt o d a s c ur v a s 

d e di s p er s ã o c o n st at o u- s e q u e o m o d o d o mi n a nt e n o g ui a é o L S E 1 0 e m t o d o s os c a s o s 

d e pr e e n c hi m e nt o d o e st u d o p ar a m étri c o. O b s er v o u- s e q u e p ar a o g ui a o p er a n d o 

a p e n a s n o m o d o d o mi n a nt e e c arr e g a d o c o m c a m a d a di el étri c a c orr e s p o n d e nt e à 4 0 % 

d o v ol u m e t ot al, o s ní v ei s d e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a m á xi m a s ã o r e d u zi d o s a - 5 9 d B. 

E st a c o nfi g ur a ç ã o, s = 0. 4 a, t a m b é m a pr e s e nt a u m a m el h or r el a ç ã o fr e nt e- c o st a s q u a n d o 

c o m p ar a d a c o m os d e m ai s r e s ult a d o s d o e st u d o p ar a m étri c o e a r e s p o st a p ar a o m e s m o 

g ui a c o m pr e e n c hi m e nt o h o m o g ê n e o. C o m o c o m e nt a d o a nt eri or m e nt e, a cr e dit a- s e q u e 

m el h or e s ní v ei s d e p ol ari z a ç ã o cr u z a d a p o d e m s er o bti d o s p el o u s o d e di el étri c o s c o m 

p er mi s si vi d a d e el étri c a m ai or q u e o utili z a d o n e st e tr a b al h o. C a b e di z er n o e nt a nt o, 

q u e m at eri ai s c o m sr el e v a d o s i ntr o d u z e m n o si st e m a p er d a s p o r r efl e x ã o n a tr a n si ç ã o 

e ntr e o g ui a o c o e o g ui a p ar ci al m e nt e c arr e g a d o c o m di el étri c o. A pr e s e n ç a d o 

di el étri c o d e sl o c o u a f ai x a d e o p er a ç ã o d o m o d o pri n ci p al, c o m o e s p er a d o, d e 5- 9 

G H z d o m o d o T E 1 0 d o mi n a nt e n o g ui a v a zi o, p ar a 4. 4- 8. 4 G H z n o m e s m o g ui a c o m 

c arr e g a m e nt o di el étri c o p ar ci al (s = 0. 4 a).

E m u m s e g u n d o m o m e nt o f oi t o m a d a u m a a nt e n a pir a mi d al d e m o d o hí bri d o 

p ar a a n áli s e t e óri c a. P ar a u m c a s o p arti c ul ar d e c o nfi g ur a ç ã o d a c o m et a ( di m e n s õ e s, 

a b ert ur a e â n g ul o d e fl a r é ) u m e st u d o p ar a m étri c o si mil ar a o r e ali z a d o s o br e o g ui a d e



o n d a r et a n g ul ar f oi r e ali z a d o. V erifi c o u- s e q u e o c arr e g a m e nt o d a c o m et a pir a mi d al 

g er a m o d o s hí bri d o s, e m e s p e ci al n e st e e st u d o o m o d o d o mi n a nt e L S E 1 0, q u e alt er o u 

o di a gr a m a d e r a di a ç ã o q u a n d o c o m p ar a d o a o di a gr a m a p ar a o m e s m o g ui a v a zi o. E m 

a di ç ã o, e xi st e u m a r a z ã o d e c arr e g a m e nt o ( s/ a) óti m a o n d e o ní v el d e p ol ari z a ç ã o 

m á xi m a é r e d u zi d o. E st e e st u d o c o n si d er o u o c o m p ort a m e nt o d a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a 

t e n d o e m vi st a p ar â m etr o s c o m o c arr e g a m e nt o ( s/ a) d o g ui a e fr e q ü ê n ci a. Ní v ei s 

r e d u zi d o s f or a m o bti d o s ( a b ai x o d e - 6 0 d B) a o l o n g o d e q u a s e m et a d e d a oit a v a. O 

di el étri c o c a u s o u d ef or m a ç õ e s n o di a gr a m a d e r a di a ç ã o e e m f u n ç ã o d a g e o m etri a d o 

pr o bl e m a, alt er o u o di a gr a m a d e r a di a ç ã o n o pl a n o H, r e d u zi n d o- s e l ó b ul o s l at er ai s 

c o m pr e e n c hi m e nt o d e n ul o s, o q u e p o d e s er v erifi c a d o n a Fi g ur a 3 0, o n d e n ot a- s e a 

f alt a d e si m etri a d o di a gr a m a e m r el a ç ã o a o ei x o d e 0 o. E st a si m etri a é o b s er v a d a n o 

g ui a v a zi o e é m a nti d a a p e n a s n o pl a n o E.

A s c ur v a s d e r e s p o st a d a m á xi m a p ol ari z a ç ã o cr u z a d a o bti d a s n o s e st u d o s 

p ar a m étri c o s r e ali z a d o s s o br e o g ui a W R 1 1 2 e a c o m et a pir a mi d al s ã o si mil ar e s. 

P o d e- s e o b s er v ar e st a si n g ul ari d a d e n o s p ar e s d e r e s p o st a s d a s Fi g ur a s. Fi g ur a 2 6, 

Fi g ur a 3 4 e Fi g ur a 2 7, Fi g ur a 3 5. Pr ati c a m e nt e as c ur v a s dif er e n ci a m - s e a p e n a s e m 

m a g nit u d e, o n d e a s r e s p o st a s p ar a a c o m et a a pr e s e nt a m ní v ei s c er c a d e 3 0 d B a b ai x o 

d os ní v ei s c al c ul a d o s p ar a o g ui a r et a n g ul ar W R 1 1 2.

S U G E S T Õ E S P A R A T R A B A L H O S F U T U R O S

E st e tr a b al h o a p o nt a p ar a n e c e s si d a d e d e tr a b al h o s f ut ur o s, d e ntr e os q u ai s

cit o:

• O e st u d o m o d al d e e str ut ur a s hí bri d a s, r e ali z a d o n e st e tr a b al h o, p o d e s er 

utili z a d o c o m o b a s e p ar a e st u d o d o c a s a m e nt o m o d al e ntr e g ui a s r et a n g ul ar e s 

d e dif er e nt e s c ar a ct erí sti c a s d e pr e e n c hi m e nt o di el étri c o. P ort a nt o, s u g er e- s e o 

e st u d o d e u m p erfil óti m o p ar a o c a s a m e nt o m o d al e ntr e u m g ui a d e o n d a o c o e
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o utr o c o m pl et a m e nt e c arr e g a d o.

• N a a n áli s e d e s e n v ol vi d a n e st a di s s ert a ç ã o f or a m utili z a d a s al g u m a s 

a pr o xi m a ç õ e s, as q u ai s p o d e m s er r e vi st a s e m tr a b al h o s p o st eri or e s.

• U s o d e a ni s otr o pi a n o di el étri c o;

• I n cl uir o ef eit o d e difr a ç ã o;

• U s o d o M ét o d o d o s M o m e nt o s ( M o M) p ar a a n áli s e d a e str ut ur a hí bri d a.

P R O D U Ç Ã O BI B LI O G R Á FI C A A S S O C I A D A À DI S S E R T A Ç Ã O

O e st u d o d e s e n v ol vi d o n e st a di s s ert a ç ã o p o s si bilit o u a g er a ç ã o d e d oi s 

arti g o s t é c ni c o s os q u ai s f or a m a c eit o s e m c o nf er ê n ci a i nt er n a ci o n al e e m p u bli c a ç ã o 

p eri ó di c a n a ci o n al t al c o m o li st a d o a b ai x o:

• VI T A L, D. S.; D E S C A R D E CI, J. R. P ar a m etri c A n al y si s o f O p e n- e n d e d 

Di el e ctri c- Sl a b- L o a d e d R e ct a n g ul ar W a v e g ui d e. J o u r n al o f Mi c r o w a v e s a n d  

O pt o el e ct r o ni c s, v ol. 2, N ° 4, p p. 2 2- 2 9, 2 0 0 1.

• VI T A L, D. S.; D E S C A R D E CI, J. R. P ar a m etri c A n al y si s o f t h e P yr a mi d al 

H o m P arti all y Fill e d. A c eit o n a I nt e r n a ci o n al C o nf e r e n c e o n Mi c r o w a v e s,  

R a d a r a n d Wi r el e s s C o m u ni c ati o n s - M I K O N 2 0 0 2 q u e r e ali z ar- s e- á n o 

p erí o d o d e 2 0 à 2 2 d e m ai o d e 2 0 0 2 e m G d a n s k, P ol ô ni a.

• VI T A L, D. S.; D E S C A R D E CI, J. R. A n áli s e P ar a m étri c a d a C o m et a Pir a mi d al 

P ar ci al m e nt e Pr e e n c hi d a. Arti g o s u b m eti d o p ar a o X Si m p ó si o Br a sil eir o d e 

Mi cr o o n d a s e O pt o el etr ô ni c a - S B M O. q u e r e ali z ar- s e- á n o p erí o d o d e 1 2 à 1 6 

d e a g o st o d e 2 0 0 2 e m R e cif e, Br a sil.
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A N E X O I

A F A M Í LI A D E M O D O S T E m0 C O M O S O L U Ç Ã O P A R A O G UI A D E 

O N D A P A R CI A L M E N T E P R E E N C HI D O

A s e x pr e s s õ e s p ar a o s c a m p o s E e H p o d e m s er o bti d a s c o n si d er a n d o- s e 

Í  = 0 e s o m e nt e a c o m p o n e nt e n a dir e ç ã o z d e F .

1 ô Fz  _  1 õ Fz  _
E ( x, y, z )  =----------- a x-\  a y  + O az

s d y   e õ x

. 1 ô 2 Fz  _ . 1 õ 2 Fz  _  . 1
H ( x, y, z ) = - j    y - y - a y - j -

( Új À£ ÕX ÕZ  00j U£ õ y õz a >n£
ü L
õ z 2

- p- Fz. ã z

( A -l)

( A- 2)

O n d e,

F z( x, y, z)  = [ C, c os ( p x x) + A  s e n( p x x )j[ c 2 c o s {fi y )  + D 2  s e n{f 3y y )\ A ze ~l P: Z  ( A- 3)

C o m o il u str a a Fi g ur a A -l, o g ui a d e o n d a p o s s ui n o s e u i nt eri or d u a s r e gi õ e s c uj o s 

m at eri ai s di el étri c o s s ã o di sti nt o s e p ort a nt o as e q u a ç õ e s ( A -l), ( A- 2) e ( A- 3) d e v e m 

s er r e s crit a s n a f or m a:

E  = •

E d  = ■

E °  = ■

1 Ô Ff  _  1 õ Ff  _
- a x-\ — a y

£ d ÕX

1 Õ F°

£ 0 õ y
- a x-

1 õ F.° _ 
— a y

£ 0 ÕX

( A- 4)



8 3

/ /  =

*  .   . 1 8 * f ;  .  . 1  ( dJ  „
-------------í- x u ~ ) --------------- — < *y ~ _ j   -_ _ _ * — T + 0
< úfis 4 ô x ô z  ú > ns d õ y â z  ú)j 4 S a  l ^ & 2

F f Ã z

h > . - j - ± J Z £ L
C Û̂l Sfj Õ x dt ( O MS, d y & y  J v m s \ & '   ) '

A Z

O n d e

( A - 5)

F. *  = IC f  c oV ^ + D ?  m 0 9 * * ) J| C Í < M P * y ) + D i  s e o ( A - 6 )  

/', ° =| C,,I c o s [ ^ 0;, ( a -j r ) ] + Z ) 10s e n [ A;,( a -í ) ] Jl C j 0 c o s ( ^ > ) + í ) J0 s e n ( A;, > ) j 4 e - / A'   ( A - 7)

O s í n di c e s O t d  i n di c ar a a r e gi ã o n a q u al a s ol u ç ã o é v áli d a, 

d  - » p ar a r e gi ã o d o di el étri c o ( Q Z x í s . O Z y Z b )  

0 - » p a r a o u (  s m a t Q ú y z b )

A s c o n di ç õ e s d t c o nt o r n o n e c e s s á ri a s e s u fi ci e nt e s s ã o a s s e g ui nt e s: 

N a r e gi ã o d o di el étri c o ( O ú x í s . O s  v í b }

E f  ( O ú x í s , y  =  0 ) = £ / ( 0  £ r  £ s ; > > - £ ) = 0   t a n g e n ci ai s à b a s e e a o t o p o  ( A » 8)

£ ^ ( x = 0 ; 0 £ > > £ £ ) =  0 t a n g e n ci ai s à p a r e d e l at er al  ( A- 9)
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D e ( A- 4) e ( A- 6),

£ d = _ P ± _ ] p * c os(/ 3 ̂ x ) + D d s e ní/ ^ xj J f- C ^ s e n{ p ^  + D *  c o s O ^ j/ ) ] ^ - ^ * ’  ( A- 1 0)
8  d

\ - C dx s e n ^ x )  + D X c o s(/ ? ^ x)][ c 2d c os(/ ? A >') + D *  s e n{ p ^ y ^ e ^ 2  ( A-l 1)
_  P d x

A pli c a n d o ( A- 8) e m ( A - 1 0) r e s ult a:

D d -  0 e -  C 2 s e n ( P J ) )  = 0 P d y  —

n n
c o m n = 0, 1, 2 ( A - 1 2)

A pli c a n d o ( A- 9) e m ( A -l 1) r e s ult a:

D ?  = 0 ( A - 1 3)

N a r e gi ã o d o ar ( s < x < a , 0 < y < b )

E °( s < x < a ; y  = 0) = E °( s < x < a ; y  = b) =  0 

E °  ( x = a ; 0 < y  < b)  = 0

t a n g e n ci ai s à b a s e e a o t o p o  ( A - 1 4)

t a n g e n ci ai s à p ar e d e l at er al  ( A -l 5)

D e ( A- 4) e ( A- 7),

E°x  = - —  [ C,° c os[/ ? 0x ( a -  x)] + D°  s e n[/ ? 0x ( a -  x)]][- C 2 s e n + D°2  c o s( ^ 0>, ^ )] a 0 -it e

( A - 1 6)

El  = ^ [ c ; s e n[/ ? „, ( a -  x ) ] - D, 0 c os[/ ? 0>  -  x)]][ c » c o s O V ) + A" s e n O V o N V '' -

( A- 1 7)

A pli c a n d o ( A - 1 4) e m ( A - 1 6) r e s ult a:

d ; = o e -  C 2° s e n (fi 0 b) = 0 B  = —P o y  b c o m n = 0, 1, 2 ( A - 1 8)
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A pli c a n d o ( A -l 5) e m ( A - 1 7) r e s ult a:

D, ° =  0 ( A - 1 9)

R e e s cr e v e n d o ( A- 6) e ( A- 7) d e f or m a si m plifi c a d a, p el a s u b stit ui ç ã o d e ( A - 1 2), ( A- 
1 3), ( A - 1 8) e ( A - 1 9)

F z  = B L  c o x ) ■ c os(fi d y y) e ~ 1 P: Z 

A° = K n  c o s[ 0 Ox( a -  x)]. c o s{ p 0yy ). e'll3: Z

A s e x pr e s s õ e s p ar a as c o m p o n e nt e s d e c a m p o d e ( A- 4) e ( A- 5) r e d u z e m à:

( A- 2 3)

( A- 2 4)

N o ar

A
K  = — B° mn  c o s [fi 0 x( a - x ) ]. s e n (fi 0vy). e -J Pzz

0 y J

K  =  ^ R l. s e n [ / ? 0;c( a - x ) ]. c o s ( A A ) A ^

r o _ . s e n[/ ? 0 x( a - x ) ]. c o s (/ ? 0 y ). e' ]^
C õfl S  o

( A- 2 5)

( A- 2 6)

( A- 2 7)

H 0 = M e l b I  x o s[/ ? 0 >  -  x)].s e n ifi 0yy ) ^  
ú){i e 0

( A- 2 8)

, k l z £ Ô ,
C 0j U £ ()

H > ]  r.- r , ,  c o s [ Ai ( a _ J)] c os( P ayy ) S -' >’ ( A- 2 9)

N o di el étri c o

E dx  = —  T C, c o s ( ^ x ). s e n

K  = ^  s e n ( ^ x ). c o s ( ^ ). e - ^ - - -

( A- 3 0)

( A- 3 1)

H dx = £ ^ B dmn. st n ( p dxx). c os(l 3 dyy ). e - ^
C Ofl £ G£r

( A- 3 2)

H  y  = ̂ — ^ B dmn. c o s(/ ? & x ). s e n (/ ? >') V ^ r 
C Ú H£d

( A- 3 3)
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U :  A  \ :,. c 0 s( p dxx). c osi. pír y ) e
ú)j us 0s r

-s P-.z ( A- 3 4)

O n d e: B l  =  C,° C 2° 4 B dmn = C d C d A " P oy = Pdy =
n n

( A- 3 5)

P ar a v erifi c ar a v ali d a d e d a s s ol u ç õ e s ( A- 2 5) a ( A- 3 4) d e v e- s e t e st ar a r el a ç ã o e ntr e os 

c a m p o s el étri c o s e m a g n éti c o s n a r e gi ã o d e fr o nt eir a e ntr e o s di el étri c o s. C o n si d er a n d o 
a c o n di ç ã o d e c o nti n ui d a d e d e c a m p o el étri c o t a n g e n ci al à i nt erf a c e di el étri c o/ ar:

E°y ( x = s ; 0 < y < b ) = E y ( x = s ; 0 < y < b )   t a n g e n ci ais à i nt erf a c e di el étri c o/ ar  ( A- 3 6)

A > * - K n  ■ s e n L # 0 x ( a  -  ■ *)]• C 0 S ( A > y y ) £ r  =  -  A *  K n   ^ s ) . c os( J 3 , y ) ( A- 3 7)

O bs: De vi d o a r el a ç ã o d e ort o g o n ali d a d e e ntr e os c a m p os el étri c o e m a g n éti c o, d a c o n di ç ã o d e c o nti n ui d a d e das 
c o m p o n e nt es d e c a m p o m a g n éti c o H x, n or m ais à i nt erf a c e di el étri c a, r es ult a u m a r el a ç ã o i d ê nti c a a ( A- 3 7)

C o n si d er a n d o a g or a o s c a m p o s el étri c o s n or m ai s à i nt erf a c e di el étri c o/ ar, q u e d e v e m 
o b e d e c er a r el a ç ã o [ 1 ]:

£ E -  £ E^  d ^ x  —  0  x e r E d = El ( A- 3 8)

E nt ã o,

P o y B L  c os[/ ? o,( ^ -- ?)]s e n(/ ? 0^ )  = p ^ B ^  c os(/ ? árs ). s e n ( ^. y ) ( A- 3 9)

D a c o n di ç ã o d e c o nti n ui d a d e d e c a m p o m a g n éti c o t a n g e nt e à i nt erf a c e di el étri c o/ ar 
r e s ult a:

H ( x -  s ; 0 < y < b ) = H d  ( x = 5; 0 < y < b)  t a n g e n ci ais à i nt erf a c e di el étri c o/ ar  ( A- 4 0) 

S u b stit ui n d o ( A- 2 9) e ( A- 3 4) n a c o n di ç ã o ( A- 4 0) o bt é m - s e,

{ p. ; - A, 2) ü L c os[/ ? 0i < <i- 5)]. c o s(/; 0^ ) £, = { p ; - ^ B ^ c o s i ^ s y c o s i ^ y )   ( A- 4 1) 

S a b e n d o q u e,

P i = ú) 2M£o£r ~ P dl + P dy 2 +/ V  e Po = C ° 2 -  Pox + Poy ~ + P i   ( A'42)



A  r el a ç ã o ( A- 4 1) p o d e s er e nt ã o e s crit a n a f or m a,

8 7

( Po/ + fi o y 2) K » c o s [/ 3 Qx( a- s) ]. c o s( J J 0yy ) £ r = ( p j  + p ^ B ^ . c o s i P ^ . c o s i p ^ y )  ( A- 4 3)

P or fi m d e v e- s e v erifi c ar q u e r el a ç ã o r et o m a a c o n di ç ã o d e c o nti n ui d a d e d a 

c o m p o n e nt e d e c a m p o m a g n éti c o H y  n a i nt erf a c e di el étri c o/ ar:

H y ( x = s , 0 < y < b )  = H y  ( x = 5 ; 0 < y < b )   t a n g e n ci ais à i nt erf a c e di el étri c o/ ar ( A- 4 4) 

P o y K n  c o s [ P 0x( a  -  s)] s e n(/ ? 0^ ) =  P ^ B dnn  c o s(/ ? &s). s e n { p ^ y )   ( A- 4 5)

C o m p ar a n d o a s r el a ç õ e s o bti d a s e m ( A- 3 9) e ( A- 4 5) p o d e- s e c o n cl uir q u e e st a s s ó 

s er ã o v áli d a s si m ult a n e a m e nt e q u a n d o n = 0, o u s ej a, p el a i g u al d a d e d e z er o s. P ort a nt o, 

os m o d o s tr a n s v er s o el étri c o q u e at e n d e m à s c o n di ç õ e s d e c o nt or n o d a e str ut ur a s ã o 

a p e n a s a f a míli a d e m o d o s T E m0 . C o n s e q ü e nt e m e nt e, as r el a ç õ e s ( A- 3 7) e ( A- 4 3) 

r e s u m e m- s e à:

p 0x. Bl n S e n[/ S 0x( a - s ) ] s r + p dx. B dn m.s & a( píbcs)  = 0 ( A- 4 6)

P ox K n  c o s[ 0 Ox ( <a -  s ) X  -  p j  . B dmn. c os( J S ^s) = 0 ( A- 4 7)

R es ol v e n d o o sist e m a d e e q u a ç õ es f or m a d o p or ( A- 4 6) e ( A- 4 7) o bt é m-s e a e q u a ç ã o 
c ar a ct erísti c a p ar a o m o d o T E mo :

P ox  ■ c ot [ Pox ( a -  s )] + Pdx ■ c oti P ^ s) =  0 ( A- 4 8)

O n d e

Px d  = Px o = ^ ® 2 M£ 0 - P 2 ( A- 4 9)
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C a m p o s n a A b ert ur a:

E d,

E ; = ^ B l s e n { / 3 „ J a - x ) ]

“ -   s e n(/ ? „ x)
c o /i s 0 s r

H t =

H ,,  . s e n l/ U « - * ) ]
C O/ USç

H Í = j & E i S 2 } b I  c o s ( / ^ )
C O/ d S 0 £ r

h : =j
c o j u s 0

K n ^ s [ / 3 0x( a - x ) ]

( A- 5 0)

( A- 5 1)

( A- 5 2)

( A- 5 3)

( A- 5 4)

( A- 5 5)


