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Resumo

Desenvolve-se uma teoria baseada na termodinamica estendida para uma mis-
tura binaria constituida de {ons e elétrons, sujeitos & agdo de um campo magnético
externo B, caracterizando um gis completamente ionizado.

Os campos basicos desta teoria sdo as densidades de massa parcial, velocidade
parcial, tensor pressio parcial e fluxo de calor parcial, perfazendo um total de
vinte e seis campos escalares, cujas equacoes de balanco sao obtidas a partir da
equacao cinética de Boltzmann.

Do principio da indiferenca ao referencial e principio da entropia, restringe-
se a generalidade das equagdes constitutivas, conduzindo-nos a um conjunto de
equacdes de campo. Deste conjunto de vinte e seis equagdes, seis delas serdo
utilizadas na determinacdo das densidades de massa dos ions e dos elétrons, da
velocidade da mistura e de sua temperatura. Considerando os constituintes da
mistura a uma mesma temperatura 7', restam dezenove equagdes que fornecerao
os deviantes do tensor pressdo dos ions e dos elétrons da mistura, os fluxos de
calor dos fons e dos elétrons além do vetor corrente elétrica, a partir da inversao
de tensores de segunda e quarta ordem.

As leis fenomenolégicas de Ohm, Fourier e Navier - Stokes sao obtidas, identifi-
cando-se os coeficientes de transporte da mistura: os tensores de viscosidade de
cisalhamento, condutividade térmica e condutividade elétrica e os tensores dos
efeitos cruzados, associados & difusdo-termo e termo-difusdo, verificando-se as
relagdes de reciprocidade de Onsager para estes coeficientes de transporte.

Através de uma escolha adequada de forgas e fluxos termodinamicos, os efeitos
termoelétricos, termomagnéticos e galvanomagnéticos sao também obtidos e ana-
lisados.
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Abstract

A theory based on extended thermodynamics is developed for a binary mixture
in the presence of magnetic field B, which characterizes a completely ionized gas.

The basic fields of this theory are the twenty-six scalars fields of partial mass
densities, partial velocities, partial pressure tensors and partial heat fluxes. The
balance equations are obtained from the Boltzmann kinetic equation.

From the material frame indifference principle and the entropy principle, the
generality of the constitutive equations is restricted, leading to a system of field
equations. From this system of twenty-six equations, six of them are used to the
determination of mass density of the ions, the mass densitiy of the electrons, the
velocity of the mixture and its temperature.

We have considered the constituints of the mixture at the same temperature
T so that the remaining equations will provide the pressure deviators of the ions
and of the electrons of the mixture, the heat fluxes of the ions, the heat fluxes of
the electrons and finally the electric current vector, through inversions of second-
order and fourth-order tensors.

The phenomenological equations of Ohm, Fourier and Navier-Stokes are
obtained, and we have identified the transport coefficients of the mixture: the
shear viscosity tensor, the thermal conductivity tensor, the electric conductivity
tensor and the tensors of cross effects, wich are associated with diffusion-thermo
and thermo-diffusion. We have verified the Onsager reciprocity relations for these
coeflicients.

With an appropriate choice of thermodynamic forces and fluxes the thermo-
eletric, thermomagnetic and galvanomagnetic effects are also obtained and
analised.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 Historico

A termodinamica é uma area da fisica que se ocupa de problemas associados com
a energia térmica, e particularmente com sua conversao em outras formas de ener-
gia, além de processos de transferéncia de energia entre o sistema e a vizinhanga.
Outro conceito também caracteristico da termodinamica é a entropia. Ambos
conceitos ocorrem direta ou indiretamente em todos os problemas considerados
pela termodinamica.

Nossas experiéncias diarias com os fenémenos naturais e sua percepgao estao
limitados a fendmenos envolvendo objetos de tamanhos macroscépicos. Considera-
se que tais fendmenos macroscépicos obedecam aos principios da termodinamica,
a saber, a primeira e a segunda lei da termodinamica.

Os fenémenos estudados pela termodinamica se dividem em duas grandes ca-
tegorias: sistemas em estado de equilibrio e sistemas fora do estado de equilibrio.
Fenémenos macroscépicos pertencendo a primeira categoria tém sido estuda-
dos desde os primeiros desenvolvimentos da termodinamica. Fenomenos fora
do equilibrio, mas que ocorrem nas suas proximidades, tém sido estudados ha
muito tempo, estendendo o dominio da termodinamica além dos fendomenos do
equilibrio, descritos pela termostdtica, onde, de acordo com M. Planck (1858-
1947), somente processos reversiveis sdo considerados.

Embora a nogao de processos irreversiveis estivesse presente na termodinamica
de processos em equilibrio, isto é, na termostatica, a partir dos trabalhos de S.
Carnot (1796-1832) (mdquinas térmicas e seu rendimento), W. Thomson (1824-
1907) e R. Clausius (1822-1888) (segunda lei da termodinamica), foi este ultimo
que introduziu um elemento novo na teoria: uma fungao de estado que Clausius
denominou entropia. E um conceito fundamental que fornece uma informagao
quantitativa sobre a reversibilidade ou irreversibilidade de um processo termodi-
namico: passagem de um sistema isolado, de um estado de equilibrio para outro,
quando vinculos internos sao rompidos, permitindo que o sistema atinja um novo
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estado de equilibrio de maior entropia ou maior desordem.

No contexto da mecanica estatistica, que constitul a base microscépica da
termodinamica, a entropia estd associada a idéia de ordem: um sistema orde-
nado, por exemplo, uma rede cristalina tridimensional cujos &tomos tém posigoes
fixas, tem uma entropia menor do que teria um gas com o mesmo numero de
atomos ocupando o mesmo volume da rede, porque estes nao guardariam mais
uma posigao fixa, seu movimento seria totalmente aleatorio.

A termodinamica é uma teoria de campo com o objetivo principal de determi-
nar as variaveis de campo independentes desta teoria. Na teoria termodinamica
de fluidos estes campos sido geralmente a densidade, a velocidade e a tempe-
ratura. E bem sabido que as equagoes de campo necessarias sao obtidas a partir
das equagdes de balango de massa, momento linear e energia, estas equagoes sendo
complementadas pelas chamadas equagoes constitutivas, que relacionam o tensor
pressao, o fluxo de calor e a energia interna com os campos acima mencionados.

Eo objetivo da termodinamica reduzir as equagoes constitutivas por meio de
leis e regras bem definidas. Uma destas leis é o que nés usualmente chamamos
de segunda lei da termodinamica. Devemos, entretanto, usar esta expressao com
cuidado, porque ha inimeras formas da segunda lei da termodinamica. Em ou-
tras palavras, ha varios postulados para se quantificar a irreversibilidade de um
processo fisico. Esses diferentes enfoques nao sao necessariamente equivalentes. E
nosso objetivo examinar os postulados e as estruturas das teorias termodinamicas.

Dentro da estrutura de uma teoria termodinamica, um conjunto apropriado
de axiomas utilizados deve, primeiramente, ser tao geral quanto possivel e, em
segundo lugar, deve conduzir a resultados que possam ser compativeis aos resul-
tados obtidos pelos métodos da fisica estatistica.

A razado desta afirmagio é que a mecanica estatistica estd baseada numa es-
trutura axiomatica diferente das teorias fenomenoldgicas, tal que a uma teoria
fenomenoldgica deve ser atribuido um conteido de maior veracidade fisica quando
conduzir a resultados que coincidem com aqueles fornecidos pela mecanica es-
tatistica.

A termodinamica é uma extensdo da termostatica do século XIX. Esta ultima
é uma teoria para processos fisicos nos quais o movimento, representado pela
equacao de balango do momento linear nao desempenha papel importante. Supo-
mos que os resultados da termostatica sao conhecidos. Para mencionar apenas um
deles, recordamos que a existéncia da entropia e da temperatura absoluta segue
de um combinagdo das equagbes de balango de massa e energia, e da hipé6tese
devido a Clausius que o calor nao flui espontaneamente de um corpo mais frio
para um mais quente.

Enquanto que em algumas teorias termodinamicas se considera a priori a
existéncia de quantidades tais como a entropia ou com a temperatura absoluta,
em outras teorias nao se introduz nenhuma destas quantidades, mas tenta-se
provar suas existéncias a partir da exploragido da teoria desenvolvida.

A termostatica estd relacionada a processos reversiveis, nos quais uma inversao
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temporal conduz a outro processo termostatico possivel.

Uma das primeiras teorias tratando de processos irreversiveis esta relacionada
aos nomes de C. Eckart (1902-1973) em 1940, J. Meixner (1908-1994) em 1943, S.
R. de Groot (1916- ), L. Prigogine (1917- ). Esta teoria foi muito aplicada
nos anos 40 e 50, e hoje em dia é conhecida como termodinamica dos processos
irreversiveis, (TIP).

Na TIP, a temperatura absoluta é suposta ser uma quantidade primitiva, cuja
existéncia tem sido provada na termostatica, e, quanto a entropia, sua existéncia
é aceita a priori. Considera-se a entropia como quantidade ja definida, porque
consideram-se somente estados muito préximos do equilibrio termodinamico, para
os quais a existéncia de uma entropia em equilibrio esta assegurada. Esta su-
posigao forca a TIP a tratar com processos termodinamicos que se desviam
ligeiramente do estado de equilibrio. Tal restricdo conduz a tao bem conhecida
linearidade das equagdes constitutivas da teoria.

A TIP estd baseada na hipdtese de equilibrio local para a variagdo de en-
tropia que acompanha os processos irreversiveis do sistema, € em equagoes
constitutivas lineares que relacionam forgas termodinamicas aos seus fluxos, re-
presentando os processos fisicos de interesse. Na formulagdo de tais equagoes
constitutivas, as relagdes de reciprocidade de L. Onsager (1903-1976) desempe-
nham um papel importante, no sentido de relacionar os chamados coeficientes de
transporte entre si e com a irreversibilidade do processo.

Historicamente, as raizes da termodindmica dos processos irreversiveis sao
encontradas nas leis fenomenoldgicas de escoamento viscoso obtidas por I. Newton
(1643-1727) em 1687, condugdo de calor por J. Fourier (1768- 1830) em 1822,
difusao por A. Fick (1829-1901) em 1855 e condugdo elétrica por G. Ohm (1787-
1854) em 1826. Um outro enfoque parece ter comegado com J. L. Bertrand
(1822-1900) em 1887, que primeiro mostrou o papel de destaque da produgao
de entropia em sistemas fora do equilibrio. Uma teoria geral, particularmente
para sistemas nos quais dois ou mais fenémenos de transporte lineares estdo
acoplados, tais como os efeitos eletrocinéticos, tratados por Reuss em 1809 e os
efeitos termoelétricos por Thomson em 1854, sofreu um grande avango devido a
Onsager, como ja citado.

A teoria termodinamica dos processos irreversiveis restringe-se a sistemas
que possam ser tratados como sistemas continuos, para os quais a condigao de
equilibrio local esteja assegurada. Para isto, consideramos que podemos dividir
o sistema em estudo em células pequenas o suficiente tal que as propriedades
termodinamicas do sistema variem muito pouco em cada célula, mas variem o su-
ficiente tal que as células possam ser tratadas como subsistemas termodinamicos
macroscopicos, que estao em contato com uma vizinhanga. Feito isto, asssociamos
a cada célula varidveis e funcgdes termodinamicas, consideradas homogéneas em
cada célula. Entretanto, também desejamos varid-las de célula para célula, de tal
maneira que as variaveis termodinamicas possam ser descritas como campos de-
pendentes do espago e do tempo. Serd nossa primeira tarefa estabelecer equagoes



4 CAPITULO 1. INTRODUGCAO

de balango para estas variaveis, dando-nos uma descrigao local da termodinamica
do sistema.

E a hipétese do equilibrio local que torna possivel definir a entropia local
n(x,t), que é uma fungdo das varidveis que caracterizam o equilibrio local, da
mesma maneira que a entropia no equilibrio depende dos parametros que carac-
terizam o equilibrio termodinamico. Isto implica que a forma diferencial funda-
mental:

T T T

é valida localmente, onde 7 é a entropia especifica, € a energia interna especifica,
T a temperatura, p a pressao, V o volume, u, o potencial quimico especifico do
constituinte « e ¢, sua concentragao.

Neste dominio da termodinamica dos fenémenos irreversiveis, questdes impor-
tantes surgem, considerando a existéncia da entropia, a validade e o alcance da
hipétese do equilibrio local para a variagao da entropia, as equagoes constitutivas
nao lineares, e muitas outras.

Portanto, consideramos aqui as condigoes sob as quais a hipdtese de equilibrio
local é valida, baseadas nos métodos da mecénica estatistica. No caso de gases
ideais, Meixner em 1941 a 1943 estudou a solu¢do de S. Chapman (1888-1970)
e D. Enskog (1884-1947) da equacdo de L. Boltzmann (1844-1906) e concluiu
que a hipdtese do equilibrio local pode ser assegurada para sistemas nos quais a
variagao de temperatura numa distancia da ordem do livre caminho médio [ é
muito menor que a temperatura média numa célula de dimensoes de !:

AT 1|VT|

~ 1 2

dn=tde+ Lav -3 Hge, (1.1)
a=1

onde V denota o gradiente. A variacao de pressao, de maneira similar, é:

Ap 1|V
ap UVl

; . 1. (1.3)

Para a velocidade macroscépica v (X, t), sua variagdo deve ser muito pequena
numa distancia da ordem do livre caminho médio /, quando comparada a veloci-
dade do som wv;:

Av V.|

~~
~

1. :
- o < (1.4)

Na termodinamica de processos fora do equilibrio, a equagao de balanco de
entropia desempenha um papel central. Esta equagdo expressa o fato de que a
entropia em um elemento de volume varia com o tempo por trés razdes. Em
primeiro lugar ela muda porque um fluxo de entropia flui para dentro ou para
fora do elemento de volume, em segundo lugar, porque hd uma fonte de en-
tropia devido ao fendomeno de irreversibilidade dentro do elemento de volume,



1.1. HISTORICO 5

e em terceiro lugar devido a suprimentos externos. A produgao de entropia é
sempre uma quantidade ndo-negativa, ja que a entropia pode somente ser cri-
ada, nunca destruida. J4 para processos reversiveis, a produgao de entropia se
anula. Esta é a formulacao local da segunda lei da termodinamica. O objetivo
principal é relacionar a produgao de entropia implicitamente aos varios processos
irreversiveis que ocorrem num sistema. Para isso, necessitamos das leis de con-
servagao macroscopicas de massa, momento linear e energia, na forma local, isto
é, nas formas diferenciais.

Essas leis de conservacgao contém quantidades como fluxos de difusdo, fluxo de
calor e tensor pressao que estdao relacionados ao transporte de massa,
energia e momento linear. A producdo de entropia pode entdo ser calculada
se fizermos uso da equagdo de J. Gibbs (1839-1903) (1.1), que conecta a taxa de
variacao da entropia de cada elemento de massa a taxa de mudanca de energia, de
volume e a taxa de mudancga na composi¢ao, na mistura. A producao de entropia
tem uma forma simples: é a soma de termos, cada um sendo o produto de um
fluxo caracterizando um processo irreversivel, e um quantidade chamada de forca
termodindmica que estd associada a ndo uniformidade do sistema (gradiente de
temperatura e gradiente de velocidade, por exemplo) ou aos desvios de algumas
varidveis de estado internas de seus valores de equilibrio (o potencial quimico,
por exemplo). A produgao de entropia pode portanto servir como uma base para
a descri¢ao de processos irreversiveis que ocorrem no sistema. O conjunto de leis
de conservacao, juntamente com a equagdo de balango de entropia é incompleto,
pois este conjunto de equagOes contém os fluxos irreversiveis como parametros
desconhecidos e ndo pode portanto ser resolvido.

A este ponto nds devemos portanto suplementar nossas equagdes por um con-
junto adicional de equacOes fenomenoldgicas as quais relacionam os fluxos ir-
reversiveis e as forgas termodinamicas aparecendo na equagao da produgao de
entropia. Em primeira aproximagao os fluxos sao fun¢oes lineares das forgas ter-
modinamicas. Porém é muito provavel que alguns processos irreversiveis sejam
descritos por leis fenomenoldgicas nao lineares. Tais processos se situam fora do
alcance da TIP. Entretanto, para tais processos, consideraremos relagoes lineares
que serdo validas dentro de uma regido limitada as proximidades da condigao de
equilibrio.

Sabe-se empiricamente que para uma grande classe de fenomenos irreversiveis,
sob a acao de uma ampla variedade de condigbes experimentais, os fluxos ir-
reversiveis sao fungoes lineares das forcas termodinamicas, como expresso por
leis fenomenolégicas, introduzidas ad hoc na termodinamica dos processos irre-
versivels. Portanto, a lei de Fourier para a condugdao de calor estabelece que
o fluxo de calor é uma funcao linear do gradiente de temperatura, e a lei de
Fick estabelece que hd uma relagao linear entre o fluxo de difusdo e o gradi-
ente de concentragdo. Também se consideram efeitos cruzados entre os varios
fendmenos, ja que cada fluxo pode em principio ser uma fungao linear de todas
as forgas termodinamicas que sao necessarias para se caracterizar a producao de



6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

entropia. O efeito Soret ( C. Soret (1854-1904)), que resulta da difuséo associada
a um gradiente de temperatura é um exemplo de efeito cruzado. Muitos outros
existem, tal como os efeitos termoelétricos, o grupo de efeitos termomagnéticos e
galvanomagnéticos, e também os efeitos eletrocinéticos.

A termodinamica fora do equilibrio na forma aqui tratada € restrita principal-
mente ao estudo de fendmenos lineares. Muito pouco de sua natureza suficiente-
mente geral é conhecida além deste dominio linear. Juntamente com as equagoes
fenomenoldgicas, o conjunto original de leis de conservacao deve ser dito com-
pleto no sentido de que agora dispomos de um conjunto de equagdes diferenciais
parciais para os parametros de estado de um sistema, que deve ser resolvido a
partir do conhecimento das condic¢bes de contorno.

Nos restringindo a regido linear, podemos escrever, genericamente:

Ji =) Lix Xy, (1.5)
k

onde J; e X; sao as componentes dos fluxos e forcas termodinamicos aparecendo
na expressao de produgao de entropia, que é da forma:

g = ZJiXi- (16)

As quantidades L;; sdo chamadas de coeficientes fenomenoldgicos e as relagoes
(1.5) s&o denominadas de equagdes fenomenolégicas ou equagdes constitutivas.
Os coeficientes da matriz diagonal L;; sdo seus coeficientes préprios e sao re-
presentados pelos coeficientes de condutividade térmica e de difusao, por exemplo.
Os demais coeficientes L;k(t # k) sdo os coeficientes cruzados. Eles descrevem a
interferéncia entre os k processos irreversiveis ocorrendo no sistema.

Algumas colocagbes importantes podem ser feitas relacionando a matriz dos
coeficientes fenomenoldgicos que relacionam os fluxos e as forgas termodinamicas
que compde a expressao da produgdo de entropia. As relagbes de reciprocidade
de Onsager fornecem um ntimero de relagoes entre estes coeficientes, reduzindo
o numero de quantidades independentes e relacionando distintos efeitos fisicos a
cada uma delas. E um dos objetivos principais da termodinamica dos processos
irreversivels estudar as consequéncias fisicas das relagbes de reciprocidade em
aplicacOes da teoria a varias situagoes fisicas.

O calculo da produgao de entropia fornece um meio de se encontrar os fluxos
e as forgas termodinamicas conjugados necessarios para o estabelecimento de
equagoOes fenomenoldgicas, nas quais os coeficientes de transporte obedecem as
relagbes de reciprocidade de Onsager, que evidenciam a reversibilidade do pro-
cesso quanto a uma inversdo temporal.

A propriedade de invariancia quanto a reversdo temporal expressa o fato de
que as equagoes de movimento da mecanica, classica ou quantica, das particulas
de um sistema sdo simétricas com relagdo a uma inversdo temporal. Isto significa
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que se adotarmos um dado sentido para marcar a sequéncia cronolégica dos even-
tos, o movimento retrégrado serd também um movimento fisicamente possivel,
com a mesma lei de forca, com o cuidado de se alterar as condigoes de contorno
do problema, como por exemplo reverter o sentido da velocidade e atribuir novos
valores para a posigao e velocidades iniciais.

Na presenca de um campo magnético B externo, a propriedade de reversao
quanto a inversdo temporal implica que as particulas retornam a trajetéria inicial
somente se as velocidades das particulas e o sentido do campo magnético forem
revertidos. Isto provém da forma da expressao da forca de Lorentz, devido a
A. Lorentz (1853-1928), que é proporcional ao produto vetorial da velocidade
da particula e do campo magnético. Uma situagao similar se da em sistemas
sob rotagdo. Neste caso, as particulas readquirem sua trajetdria inicial se as
velocidades das particulas e a velocidade angular w forem revertidas, desde que
as particulas estejam sujeitas a forga de Coriolis, devido a G. Coriolis (1792-1843),
que é proporcional ao produto vetorial da velocidade da particula e da velocidade
angular. '

Na condigio de equilibrio termodinamico, a producdo de entropia o desa-
parece, isto é, as forcas termodindmicas se anulam. Em conformidade com o
conceito de equilibrio, também se requer que todos os fluxos termodinamicos em
o desaparecam simultaneamente com as for¢as termodinamicas.

Utilizando-se a hipétese de equilibrio local valida para uma grande variedade
de problemas na fisica macroscépica, pode-se desenvolver uma termodinamica
de processos irreversiveis mais geral incluindo fenémenos néo lineares [2]. Uma
importante consequéncia desta extensao é que teremos de tratar com insta-
bilidades e estados criticos associados ao sistema. Este novo enfoque da ter-
modindmica tem incluido ndo somente a descrigado do comportamento do sistema,
mas também de suas flutuagdes. Nas vizinhangas do equilibrio, tem-se um en-
fraquecimento das flutuagdes, significando que as condigdes de estabilidade sao
satisfeitas. Ao contrario, na regiao longe do equilibrio podemos admitir o for-
talecimento dessas flutuagoes, gerando instabilidades. Esta nova apresentagao
macroscopica dos fenémenos irreversiveis provocou uma importante dualidade na
termodinamica: por um lado, uma regidao de leis lineares, para vinculos fracos,
onde a termodinamica mantém sua bem conhecida caracteristica de ciéncia rela-
cionada a destruigao de estruturas; e por outro lado, na regiao fora do equilibrio,
instabilidades podem ser geradas, possibilitando-se interpretar a termodinamica
como uma ciéncia de elaboragio de novas estruturas.

Examinaremos, de qualquer forma, se a TIP é de fato tdo geral quanto se
menciona, ja que parte da existéncia a priori da entropia, cuja forma funcional se
apresenta tao geral quanto é possivel na TIP. E claro, do ponto de vista da TIP
nao se estabelece somente a existéncia da entropia, mas também sua dependéncia
funcional, que é aceita completamente.

A TIP pode ainda ser subdividida em dois grupos. Um deles é conhecido
como TIP usual ou teoria classica dos processos irreversiveis (CIT).
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Sua hipétese fundamental é a do equilibrio local, estabelecendo que cada
ponto macroscépico do sistema é um estado de equilibrio. Segue-se que todas
as relagoes estabelecidas na termostatica permanecem validas fora do equilibrio,
com a condicao de formula-las localmente. Esta teoria tem a forma bilinear nas
chamadas forgas (causas) e fluxos (efeitos). Postulou-se que os fluxos e forgas
estao relacionados por expressdes chamadas fenomenologicamente leis, com coe-
ficientes satisfazendo as relacoes de simetria propostas por Onsager em 1931. Os
adeptos dessa escola de pensamento sdo identificados nos dias atuais como “on-
sageristas” (C.Truesdell (1919- ) em 1969). A CIT é aplicavel a sistemas em
condi¢bes préximas do equilibrio. Por outro lado, a descri¢ao linear é claramente
inadequada a sistemas com complicadas estruturas internas, como corpos com
memodria. Além disso, a evolugdo das equagoes diferenciais governando o com-
portamento das variaveis basicas € do tipo eliptico ou parabdlico, indicando que
qualquer onda se propagara com velocidade infinita ou imaginaria. As limitagoes
do enfoque cldssico motivaram pessoas como Coleman em 1964, Truesdell em
1969, Noll em 1974 a proporem uma nova teoria, a termodinamica racional, que
analisaremos mais tarde.

A outra teoria foi estendida por I. Miiller (1936- ) e por ele denominada
“Erweiterte Thermodynamik”, que foi mais tarde traduzida para termodinamica
estendida, EIT. Esta teoria foi assunto de sua dissertagdo em 1966 [6] e uma
versao resumida foi publicada na Zeitschrift fir Physik em 1967 [7].

E estruturalmente diferente da CIT em dois pontos. O primeiro é que nao
considera necessariamente que:

) fluxo de calor
fluxo de entropia =

temperatura absoluta’

O segundo ponto se refere a dependéncia da entropia fora do equilibrio de
quantidades que se tornam nulas no estado de equilibrio termodinamico.

A relagdo acima é uma das hipoteses basicas da TIP.

Podemos dizer que a EIT generaliza a teoria classica dos processos irreversiveis
além da hipétese do equilibrio local. Apresenta um formalismo tao simples quanto
possivel, estando em completo acordo com a teoria cinética e a teoria das flu-
tuagoes, evitando o paradoxo da propagacao de ondas térmicas e de cisalhamento
com velocidades infinitas. Em contraste com outras teorias, os fluxos dissipativos
(fluxos de calor, fluxo de difusdo e o tensor pressdo) nao sao tratados de maneira
dependente mas sado elevados a condi¢ao de variaveis independentes. Esta teoria
se iniciou com Miiller nos esforgos de se obter velocidades finitas de propagacao
de ondas, apresentando analogia com a teoria cinética dos gases, que é sua im-
portante motivacao.

Uma teoria fenomenoldgica de treze campos de densidade, velocidade, tem-
peratura, tensor pressao e fluxo de calor foi formulada por Miiller dentro do
contexto da TIP. Miiller denominou-a estendida porque ela estende o conjunto
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de varidveis. A teoria fol motivada pelo desejo de se ter velocidades finitas de
propagacao de ondas térmicas e de cisalhamento.

O alcance da teoria foi ampliado por G. Lebon, D. Jou, J. Casas-Vazquez (8],
J. Rubi e outros, que concentraram atencao na descrigao que a teoria fornece
para flutuagdes fora do equilibrio.

Faremos abaixo uma breve descrigdo sobre o surgimento da EIT e de sua
motivagao.

Os fisicos acreditam que as equagOes diferenciais que descrevem os proces-
sos fisicos devem ser hiperbodlicas, tal que excluam agao a distancia. Porém, as
equagoes da termodindmica irreversivel, tais como as leis de Navier - Stokes e de
Fourier sdao parabdlicas. Esta incompatibilidade tem impelido a formulagao da
termodinamica estendida.

As leis de Fourier, Fick e Navier - Stokes foram argumentos propostos ad
hoc para descrever os fenomenos de condugao de calor, difusdo e tensdo em flu-
idos. Isto quando ainda ndo havia se desenvolvido a termodinamica fora do
equilibrio. Muito mais tarde, essencialmente quando os artigos de Eckart [9], [10]
apareceram, é que estas leis foram incorporadas a termodinamica dos processos
irreversiveis. Aquela teoria, embora ndo totalmente sistematizada, é simples e
tem grande valor sugestivo. Faremos uma breve descrigdo de como a TIP chegou
as leis de Fourier e Navier - Stokes.

O objetivo da TIP é a determinagdo dos cinco campos que caracterizam o
fluido em estudo:

e campo de densidade de massa p (x,1),
e campo de velocidade v; (x,1),

e campo de temperatura T (x,1),

para todos os pontos do fluido e para todos os tempos.

Para atingir este objetivo, necessitamos de equagbes de campo que estdo
baseadas nas equacgbes de balango da mecanica e da termodinamica, isto é, as
leis de conservagao de massa, momento linear e de energia interna. Sem a con-
sideragao de forgas externas, obtemos:

- 0vi _
p pazz_7

Como ha cinco equagdes em (1.7), elas ndo sdo equagdes de campo para os
campos basicos citados: T ndo aparece em (1.7) e além disso ela contém novas
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quantidades, como o tensor pressdo p;;, o fluxo de calor ¢; e a energia interna
especifica e.

Para que o sistema de equagdes (1.7) se torne um sistema fechado, nés devemos
encontrar relagdes entre p;;, ¢; € € € os campos basicos p, v; e T. Estas relagoes
sao chamadas de relagoes constitutivas.

Na TIP tais relagoes sdo derivadas de uma maneira heuristica a partir da
desigualdade entrdpica, que estd baseada na equagao de Gibbs da termodinamica
dos processos em equilibrio:

=7 (6 - 56), (18)

onde a representa a derivada material da quantidade a:

0 0

a

Na equagdo (1.8), n é a entropia especifica, € e p sao considerados fungoes

de (p, T') como representadas pelas equagdes calérica e térmica de estado. A
eliminagio de € e p entre as equagdes (1.8) e (1.7); 3 conduz a equagao:

. 0 ) 0 1 1 0 i 1/1 ai
pn+ dz; (%) = Qza_xl(f) + —ft<z'j> 3.’:_J<> + T(‘gtn-{-p)azi, (1.10)

onde t;; = -p;; é o tensor tensao.

A expressao acima deve ser interpretada como uma equacao de balango de
entropia. Tal interpretagdo implica que:

e o fluxo de entropia seja dado por:

q:

e a produgdo de entropia tenha a forma:

o=

g 0T 1 Ovg; 1 (1 )av,-

T e o _t 'l a m —tTT .
202 ' T <9 8g, T T3 TP g,

(1.12)

Uma anélise da equagdo (1.12) mostra que a producido de entropia é uma
soma de produtos de forgas e fluxos termodinamicos, de forma que identificamos
como fluxos termodinamicos o fluxo de calor ¢;, o deviante do tensor tensao t<;;>
e a pressao dinamica Il = %t" + p, e como forgas termodinamicas o gradiente de

temperatura %, o deviante do gradiente de velocidade %il e o divergente da
' J

velocidade g—;’%.
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T,
A
vr T~ q
O/
Y \O
T1 > T,

Figura 1.1: A Lei de Fourier.

A produgao de entropia deve ser nao-negativa. Supondo somente relagoes
lineares entre forgas e fluxos termodinamicos, a TIP assegura que as equagoes
fenomenoldgicas baseadas nos fluxos e forgas termodinamicos sao da forma:

oT
L= >
q1 K’axi’ K'_O,
(’)vi
Paii> =2p5——  p20, (1.13)
Tj>
6’01'
II=)\ A>0.
Ba:i’ 20

Juntamente com as equagdes caldrica e térmica de estado, € = €(p,T) e
p =p (p,T), estas sdo as equagdes constitutivas da TIP. Elas sao conhecidas como
as leis de Fourier e Navier-Stokes, sendo & o coeficiente de condutividade térmica,
p o coeficiente de viscosidade de cisalhamento e A o coeficiente de viscosidade
volumétrica, todos sendo fungoes de p e T.

Se estas leis forem aplicadas as equagbes de balanco da mecanica e da ter-
modinamica, resultam num sistema de equagdes parabodlicas que prediz veloci-
dades infinitas de propagacdo de calor e de viscosidade de cisalhamento. O
fenomeno tem sido chamado de paradoxo da conducdao do calor, e concluimos
que as leis de Fourier e Navier - Stokes, na forma em que se encontram, sao as
responsaveis por tal acontecimento.

Em 1948, C. Cattaneo escreveu um artigo intitulado “Sulla Conduzione del
Calore” [11], no qual ele se dirigiu & questdo do paradoxo da condugdo do calor.
Ele modificou a lei de Fourier e baseou seus argumentos na teoria cinética dos
gases.
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Cattaneo obteve uma equacio diferencial hiperbdlica para a propagacao do
calor, que foi chamada equagido de Cattaneo. Mais tarde, Muller tentou incorpo-
rar a equagao de Cattaneo e fazer uma modificagao correspondente na equagao
de Navier-Stokes na TIP. Ele foi capaz de obter velocidades finitas para ondas
de calor e de cisalhamento. A teoria emergente foi chamada de termodinamica
estendida dos processos irreversiveis, a ja denominada EIT.

A teoria estendida é caracterizada por termos fora do equilibrio na expressao
para a entropia e por um fluxo de entropia modificado, ambas suposigdes ad hoc.
Porém, pode-se mostrar que existem justificativas na teoria cinética dos gases.

Cattaneo reviu um antigo trabalho de J. C. Maxwell (1831-1879), que da
uma interpretagio molecular da condugio do calor. Para compreender a esséncia
dessa interpretagdo, focalizamos a atengao num pequeno elemento de volume
de dimensoes da ordem do livre caminho médio das moléculas, no qual age um
gradiente de temperatura, representado esquematicamente pela seta a esquerda,
havendo um fluxo de calor dado pela seta a direita, como descrito na Figura 1.1.

Uma particula movendo-se para cima carregara, em média, maior quantidade
de energia do que uma particula movendo-se para baixo. Portanto, um par de
particulas carregard uma energia liquida para cima, isto ¢, oposta ao gradiente
de temperatura. Esta quantidade de calor passa através da camada média desse
elemento de volume, e obtém-se:

e Lei de Fourier estacionaria:

oT
o= —x 2T 1.14
q 9z, (1.14)
Cattaneo alterou ligeiramente essa descricao de Maxwell, argumentando que
h4 um tempo de retardo entre a saida das particulas de seus pontos de partida e
a sua passagem através da camada média. Se a temperatura varia no tempo, é
claro que o fluxo de calor num certo instante de tempo dependera do gradiente
de temperatura num tempo anterior ao atual. Parece razoavel formular o que
Cattaneo chamou de:
e Lei de Fourier ndo - estacionaria:
oT OT \e
; = —K - =T
1 [ 6 Z; (8 xz) ] ’
da

. : : _ a ,
onde a* representa a derivada temporal da quantidade a = 5 + v; 5.-

Se as equagdes (1.14) e (1.15) forem inseridas na equagao de balango de energia
(1.7)3, para um corpo em repouso com densidade constante:

(1.15)

L, O0g
T = :
pPET + a(L'i 07 (1 16)
obtemos as equagdes diferenciais para a conducao do calor:
e de (1.14):
T = — AT, (1.17)

per
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e de (1.15):
. K
T = —[(AT) - 7 (AT)"], (1.18)
p €T
onde €7 = a e AT = 882T
Nenhuma das equagdes (1.17) e (1.18) sdo hiperbdlicas e portanto provocam
velocidades infinitas para a propagacao de ondas térmicas. Cattaneo deve ter
notado isto, porque realizou modificagbes na equagdo (1.15), supondo que o o-
perador 7(d/dt) seja pequeno tal que:

(1-1-‘-1-)" 1l (1.19)
a 7 dt ‘
Nesta aproximagdo, a equagao (1.15) assume a forma:
oT
i li = — ; 1.20
%+T74 v (1.20)

que é conhecida como a equagao de Cattaneo. Ela é a equagao de Fourier modi-
ficada, e se combinada com a equagao da energia (1.16), teremos:

T4+ T = — AT. (1.21)
per
Esta equacao é hiperbdlica, se 7 > 0, e prediz velocidade de propagacao finita

dos pulsos térmicos:

K

v=% .
PELT

(1.22)

Concluimos que a transi¢ao da equagdo (1.15) para (1.20) é importante por
fornecer velocidades finitas e por substituir equagoes parabdlicas por hiperbélicas.
Embora a transicdo seja impossivel de se justificar rigorosamente, Cattaneo ar-
gumentou que a derivacdo é correta se ambos 7 e d/dt forem pequenos.

Cattaneo apontou uma diregdo, e seu trabalho motivou Muller a tentar derivar
modificagdes das leis de Fourier e Navier-Stokes a partir dos principios da TIP.

Miiller notou que os argumentos da TIP poderiam ser usados para derivar
a equacdao de Cattaneo. Tudo o que ele necessitava era supor que a entropia
especifica 7, que era considerada somente fungao de € e p, deveria depender de
¢; também. Entretanto, se ¢; é uma variavel possivel em 7, nao ha razao porque
n nao possa depender também de t;;> e II. £ claro, estas dependéncias seriam
tais que  é um escalar e que apresenta um maximo no equilibrio, onde ¢;, t<;;> e
IT desaparecem. Portanto, restringindo-se a termos quadraticos, Miller permitiu
que n dependesse dos escalares g; ¢;, t<ij> t<ij>, II* com coeficientes negativos a,
b, ¢, e portanto a equagdo de Gibbs generalizada (1.8) fornece:

o1
p = T(e— p—p+2aTq1q1+2th<”>t<,J> +2cTIII). (1.23)
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Utilizando as equagdes (1.7);3, elimando p e €, obtemos uma equagio de
balanco de entropia da forma:

P+ ai(qf) = qi(a—(alg—) +2padi)
+t<,]>(%‘r-g”<1 +2pbicis) + H(:lr g: +2pcll). (1.24)
.7 7

Interpretamos ¢; = ¢;/T como o fluxo de entropia, e o lado direito da equagao
(1.24) como a producao de entropia, sendo a soma de produtos compostos de
fluxos termodinamicos:

G t<ij>, 1L (1.25)
e de forcas termodinamicas modificadas:
8 T 2 6‘ (2% . 6 v; -
- i 2pT btcij>, =—+2pcTIL 2
6.’132' 2pT aq 81?]>+ p bt<]> axl_*_ pc (]‘ 6)

H4 um ponto inerentemente fraco na TIP que provém da equacao de Gibbs
para o balanco de entropia, porque a interpretacao do fluxo de entropia ¢ ambigua.
E possivel acrescentar o termo K t<;js q; + LIl g;, com coeficientes arbitrarios K
e L, ao fluxo de entropia usual ¢; = ¢;/T sem se alterar a estrutura da produgao
da entropia como uma soma de produtos de forgas e fluxos termodinamicos. Se
isto for feito, o fluxo de entropia assume a forma:

¢ = %+Kt<ij> g+ LT g, (1.27)
e o balanco de entropia fornece:
0 ¢; 0 (4
P+ 5 —pn+;9—x—(T +Kteys g5 + LT g)
_ 0 . at<ij> 3H
1 6U<2 3q<,~ 3 a
%] 1 II . .

+icij> (Ta J>+2pbt<]>+K8xj>)+ (Ta azz) (1.28)

Os fluxos termodindmicos sdo os mesmos: ¢;, t<ij>, I, mas as forgas ter-
modinamicas sao diferentes de (1.26), devido ao fato que compensamos a mudanga
no fluxo de entropia ¢; alterando também a produgao de entropia. Considerando-
se relagbes fenomenoldgicas lineares entre as forgas e os fluxos termodinami-
cos, obtemos:

a T 6 t<1'j> 6 H )

gi=—k(5——2paT?¢i— KT* 9> - T*[ —

9z, 9z, FE (1.29)
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Jvgi : 9 g<i
t<ij>=2ﬂ(axj>+2prt<ij>+KTaxj> )’ (1'30)
o v; . 0q
= (a$i+2pTcH+LTaxi). (1.31)

Portanto, a lei de Fourier (1.13); é agora substituida por (1.29), a qual (sem
a consideracao dos termos sublinhados, que sdao introduzidos pela modificagao
do fluxo de entropia), é equivalente a equacdo de Cattaneo (1.20). Também
uma mudanga correspondente surge na Lei de Navier-Stokes, porque agora temos
(1.30) e (1.31) ao invés de (1.13)33.

Esta teoria é chamada termodinamica estendida dos processos irreversiveis,
EIT, porque agora o conjunto de varidveis nos quais a entropia especifica e o
fluxo de entropia dependem foi ampliada, em comparagdao com a CIT. Apds esta
alteracao na TIP usual, um grande numero de trabalhos tém aparecido, todos
utilizando a metodologia de Miller.

Em contraste com a TIP, que considera a temperatura como quantidade pri-
mitiva e a hipétese de estados ligeiramente afastados do estado de equilibrio,
h4 uma teoria que propoe dependéncias funcionais a entropia, e é chamada de
termodinamica racional, TR. A denominacao racional representa o alto grau de
axiomatizacao contido na estrutura da teoria. Uma comparagao dessas teorias
deve ser, sem duvida, util.

Até meados de 1960, a TIP era a unica teoria termodinamica sitematizada.
Uma teoria emergente foi a termodinamica racional TR (Truesdell 1969), que foi
mais eficiente na compreensao dos elementos essenciais da termodinamica. Esta
teoria nao fornece novos resultados, pelo menos para o fluido simples nao viscoso
condutor de calor, mas indica novas maneiras de se derivar os antigos resultados.
Os passos decisivos da teoria foram dados em 1963 por B. Coleman (1930- )
e W. Noll (1925- ) e mais tarde, primeiramente num sentido mais restrito em
1966 e entao de forma completamente geral por Miiller em 1971.

Na TR o conceito de equilibrio local é abandonado e substituido pelo con-
ceito de memoria: o comportamento do material € suposto ser determinado nao
somente pelos valores atuais das variaveis mas também pela historia do material,
dos valores anteriores das varidveis (funcdes de resposta). Miiller, em 1968, se
posicionou contra a forma proposta para o fluxo de entropia, que na TR € igual
ao fluxo de calor dividido pela temperatura absoluta. O argumento de Miller é
motivado pela teoria cinética dos gases, onde é mostrado que, na aproximagao
para fluido de Navier-Stokes, o fluxo de entropia contém termos adicionais.

Ambas, TIP e TR podem ser motivadas a partir da termostatica. Entretanto,
algumas diferencas basicas devem ser observadas. A principal reside no fato
de que na TR a segunda lei é interpretada como uma restricio as respostas
constitutivas. Esta é uma interpretacdo nova que foi introduzida em 1963 por
Coleman e Noll.
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A TR difere da TIP nao somente pela forma da segunda lei da termodina-
mica, mas devido a sua metodologia de enfoque. Como faz a TIP, a TR deriva
todas as suas consequéncias a partir de uma desigualdade. E esta desigualdade
que expressa a irreversibilidade contida na segunda lei.

A maioria dos postulados termodinamicos pode ser motivada utilizando-se a
desigualdade:

gg/‘,pndv+%_ﬁv ¢inida—/vP0dU:/VPSd”207 (1.32)

onde p denota a densidade de massa, ¢; o fluxo de entropia, S o seu suprimento
e o sua produgao. V é o volume considerado do sistema em estudo, n; é o vetor
unitério normal & V, 9V sendo o contorno de V' considerado.

Uma motivagao desta desigualdade utilizando argumentos gerais da termosta-
tica pode ser encontrada em Truesdell e Toupin (1960) e Truesdell (1969).

A desigualdade (1.32) deve ser interpretada ponto a ponto. Se suas quanti-
dades apresentam comportamento suave, ela pode ser colocada na forma:

pi+divg; —pS=po >0, (1.33)

mas esta forma geral da segunda lei é usada somente por Miiller e seus seguidores.
Truesdell, Coleman e Noll e outros consideram que:

@:% e a=%, (1.34)
onde ¢; denota o fluxo de calor, r o suprimento de energia interna e 7' a tempe-
ratura absoluta.

Na interpretagao fornecida pela equagdo (1.33) o fluxo de entropia nao esta
especificado e é denotado simplesmente por ¢;. Classicamente, ¢; é substituido
por ¢;/T tal que se assume uma hipdtese sobre a existéncia da temperatura abso-
luta. Na opinido de Miiller, somente a temperatura empirica é uma quantidade
fisica cuja existéncia nao necessita ser questionada.

Os trabalhos de Miiller, Lebon, Jou, Casas-Vazquez e Rubi, na versao esten-
dida da TIP tornaram as dificuldades daquela teoria mais ébvias. Em particular,
nao hé uma escolha sistemadtica para o fluxo de entropia e nao esta claro como
os termos inerciais se apresentam nas equagoes de campo.

T. Ruggeri [12] considerou estas questdes, e seu estudo motivou I-Shih Liu
e Miiller a darem um nova interpretagdo a EIT. Eles incorporaram a teoria a
TR com multiplicadores de Lagrange, fornecendo uma termodinamica estendida
racional (TRE). Seus resultados sdo surpreendentes: para o géas classico ideal sao
idénticos aqueles da teoria cinética dos gases. Em 1984, Greco e Miiller aplicaram
a TRE ao gis de Bose. A TRE de gases monoatomicos densos de treze campos
foi formulada pela primeira vez por Kremer e Beevers em 1984 [13], e mais tarde
desenvolvida por Kremer e Liu em 1985, Kremer em 1987b, Miiller e Kremer em
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1987. A TRE de gases monoatomicos densos foi reformulada por Liu e Kremer em
1989, como um teoria de quatorze campos [14]. Em 1986, Liu, Miiller e Ruggeri
trataram o problema de gases relativisticos [15]. Em 1987, Kremer aplicou a
teoria & misturas de gases ideais [16] e em 1989 tratou de gases poliatomicos [17].
Liu e Miiller em 1983 adaptaram o método conhecido como iteragdo Maxwelliana
da teoria cinética dos gases e relacionaram a TRE a TR.

Os principais elementos da termodinamica racional estendida sdo:

e equagodes de campo do tipo de balanco,
e equacoes constitutivas dependendo do estado presente local,
e entropia dependendo das variaveis de estado.

Este conjunto de argumentos conduz a equagdes de campo de primeira or-
dem, simétricas e de natureza hiperbdlica, permitindo o estudo de problemas de
contorno e o tratamento de ondas de choque.

As modificagdes feitas pela termodindmica estendida conferem a teoria com-
pleto acordo com a teoria cinética dos gases, em particular, com a versao do
método dos 13 momentos de H. Grad (1923-1986). De fato, a teoria esta limitada
a gases, ou de uma maneira geral, a corpos cujas particulas constituintes possuam
grande livre caminho médio.

Fénons e fétons apresentam essa caracteristica, e portanto € razoavel trata-los
pela termodinamica estendida.

A teoria estendida de 13 ou 14 campos, porém, descreve experimentos de
ressonancia e detalhes do espalhamento de luz somente ligeiramente melhor do
que a teoria convencional. Esses detalhes requerem a ampliagao do numero de
campos basicos.

A melhor maneira de apresentar uma comparacao entre as varias formulagdes
da termodinamica é resumi-las como na Figura 1.2.

1.2 Estrutura Molecular de um Gas

As consideragbes iniciais sobre a constituicdo da matéria foram marcadas por
ceticismos e controvérsias, aliados a pequena, as vezes inexistente, comprovagao
experimental dos fatos estudados. Em 1771, concluiram-se os trabalhos para a
primeira edi¢do da Enciclopédia Britannica. O termo atomo, preparado por W.
Smellie (1740-1795), é assim descrito:

“Atomo. Em filosofia, uma particula de matéria tao diminuta que ndo admite
divisdo. Sdo os menores corpos e sdo concebidos como 0s primeiros principios ou
as partes componentes de qualquer grandeza fisica.”

Democrito (460-371 a.C) devia estar em desacordo, ja que nao considerava
os atomos necessariamente diminutos. Epicuro (341-270 a.C) podia ter objetado
que o atomo possui estrutura, embora nao possa ser dividido em partes menores
por meios fisicos. Ambos teriam achado incompleta a defini¢do, pois ela nao
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Termostatica
TIP TR
CIT. EIT Usual Estendida
Eckart Muller 1

Meixner Jou 1—_—_1 Lig

de Groot Casas-Vazquez
Miiller Truesdell Muller
Liu Coleman Ruggeri

Noll Kremer

Prigogine Lebon

Figura 1.2: Hierarquia das diferentes teorias da termodinamica.
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menciona que os atomos, como se supunha, existiam numa variedade infinita de
dimensdes e de formas, permanecendo cada uma delas incapaz de se transformar
em outra.

E concebivel, porém, imaginar que um dialogo entre os gregos e os fildsofos
do fim do século XVIII poderia té-los levado a um acordo, pois nos dois mil anos
que os separaram, pouquissimo havia mudado no que diz respeito a compreensao
da estrutura basica da matéria.

A intuicdo de que os gases sao formados por particulas discretas data, pelo
menos, do século XVIIL. D. Bernoulli (1700-1782) pode ter sido o primeiro a
afirmar que a pressio de um gis é devida as colisdes das particulas contra as
paredes do recepiente onde estdo contidas. Ele pode ser considerado, juntamente
com J. Herapath (1790-1868), J. Waterston (1811-1883), J. Joule (1819-1884), A.
Kronig (1822-1879), Clausius e Maxwell um dos fundadores da teoria conhecida
hoje em dia como teoria cinética elementar.

Bernoulli e Herapath mostraram que, se a temperatura permanece constante,
a pressdo de um gas era inversamente proporcional ao volume do recipiente (lei
de Boyle), e que era essencialmente independente da forma do recipiente.

Em 1857, Clausius modificou a equagao do gas ideal, considerando as moléculas
de tamanho finito. Em seu dltimo artigo, em 1859, introduziu o conceito de livre
caminho médio e portanto tornou-se o primeiro a analisar os fenémenos de trans-
porte. Nesses estudos ele introduziu a hipdtese sobre o nimero de colisoes entre
as moléculas do gas, Stoffzahlansatz, que desempenhou um papel importante no
trabalho de Boltzmann.

Os mestres da teoria cinética do século XIX eram atomistas, por definicao.
No artigo de Clausius de 1857, “Sobre o Tipo de Movimento que Designamos
por Calor”, a distingdo entre sélidos, liquidos e gases esta relacionada com os
diferentes tipos de movimento molecular. Em 1873, Maxwell afirmou:

“Ainda que com o passar dos tempos tenham ocorrido catdstrofes, e tal-
vez possam ainda ocorrer nos céus, ainda que sistemas antigos possam ter sido
destruidos e novos sistemas possam emergir de suas ruinas, as moléculas de que
se compde estes sistemas (a Terra e todo o Sistema Solar), permanecem intac-
tas e frias: continuam hoje como foram criadas, perfeitas em nimero, medida e
peso.”

Embora a teoria cinética dos gases seja hoje em dia uma teoria importante
na fisica, no tempo de Bolzmann era muito combatida por fisicos e matematicos.
Entre eles estavam o co-fundador da fisico-quimica F. Ostwald (1853-1932), e E.
Zermelo (1871-1953), que consideravam, de maneira geral, que as moléculas nao
sao mais do que ficgdes matematicas e a energia, nas suas variadas formas, a
realidade fisica primaria.

De um modo geral, podemos dizer que as criticas formuladas contra o ato-
mismo apolavam-se sobre a existéncia insuficiente de dados experi-
mentais capazes de confirmar ou nio a hipdtese atomica. Para os criticos desta
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hipétese, uma vez que o dtomo nao era observavel, e nao podia sé-lo, ele nao se-
ria real. A auséncia de realidade observacional podia significar, como muitos dos
seus criticos voluntariamente acreditavam, que toda questao sobre o atomo seria
metafisica. Além disso, as qualidades de Boltzmann como conferencista brilhante
nao se refletiam nos seus artigos cientificos, as vezes muito longos, ocasionalmente
obscuros e frequentemente densos. As criticas eram tao severas que Boltzmann
escreveu no prefacio da segunda parte se seu livro sobre teoria cinética dos gases

em 1898 [25]:

Gerade in dieser Zeit aber mehrten sich die Angriffe gegen die Gastheorie. Ich
habe nun die Ueberzeugung, dass diese Angriffe lediglich auf Missverstandnissen
beruhen, und dass die Rolle der Gastheorie in der Wissenschaft noch lange nicht
ausgespielt ist... Es wdre daher meines FErachtens ein Schaden fur die Wis-
senschaft, wenn die Gastheorie durch die augenblicklich herrschende ihr feind-
selige Stimmung zeitweilig in Vergessenheit geriethe, wie z. B. einst die Undula-
tionstheorie durch die Autoritdt Newton’s. 1

Em 1906, Boltzmann se suicidou em Duino, na costa Adridtica, € nos anos
seguintes a sua morte, a teoria atomica da matéria ficou definitivamente esta-
belecida a partir das explicagdes tedricas sobre o movimento browniano e a deter-
minacao experimental do nimero de Avogadro com base na teoria do movimento
browniano.

Ostwald cedeu em 1908. E. Mach (1838-1916), fisico e filésofo, outro par-
tidario da teoria energicista, morreu sem estar convencido. J. Perrin (1870-1942),
que recebeu o Prémio Nobel em 1926 pelo trabalho sobre o movimento browniano,
assim escreveu sobre as lutas sobre a realidade das moléculas:

“ A teoria atomica triunfou. Seus adversdrios, numerosos até pouco, renun-
ciaram, um apds outro, as dividas que durante muito tempo foram legitimas e,
sem duvida, uteis.”

A teoria cinética considera os gases constituidos de um nimero muito grande
de particulas, que na maior parte do tempo se movem independentemente através
do volume que as contém. O movimento livre é brevemente interrompido quando
uma particula se choca com as paredes do recipiente ou com outras particulas.
Se a energia potencial de interacido puder ser desprezada em comparagio com sua
energia cinética, diz-se ser o gas ideal ou rarefeito e, em caso contrario, gis real
ou denso.

Para se ter uma idéia das dimensoes caracteristicas para um gas ideal, iremos
supor suas particulas como esferas rigidas de diametro a. Como um mol de um
gas ideal, a uma temperatura de 273,15 K e pressdo de 1 atm (1,01 x 10° Pa)

!Justamente nesta época aumentam as criticas contra a teoria dos gases. Estou certo que
estas criticas baseiam-se em desentendimentos e que o papel a ser desempenhado pela teoria
dos gases na ciéncia ainda nao terminou... A meu ver seria um prejuizo para a ciéncia se a
teoria dos gases por causa da atual disposi¢ao hostil reinante fosse conduzida ao esquecimento,
como foi por exemplo a teoria ondulatéria por causa da autoridade de Newton.
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ocupa um volume de 2,24 x 1072 m?® e tem um mimero de particulas igual ao
nimero de Avogadro Ny = 6,02 x 102® /mol, o nimero de particulas em 1 m?
é da ordem de 2,68 x 10%® particulas. Se imaginarmos o volume molar dividido
em células cibicas, com uma particula por célula, o volume de cada célula sera
aproximadamente de 3,72 x 10726 m3, o que resulta num comprimento de aresta
igual a 3,34 x 107° m. Portanto, podemos dizer que a distincia média entre as
particulas d, é da ordem do comprimento de uma aresta, isto é, d ~ 3,34 x 107°
m.

Uma relagdo importante entre uma grandeza microscépica (velocidade média
quadratica de uma particula do gis u) e uma grandeza macroscépica (tempe-
ratura do gas T') é fornecida pelo principio da equiparti¢do da energia que nos
diz: em equilibrio, a cada grau de liberdade esta associada uma energia média de
+ kT por particula (k = 1,38 x 1072 J/K é a constante de Boltzmann). Para um
gas monoatomico onde sé existem trés graus de liberdade translacionais, temos:

1 3
—m <v®>=—kT. (1.35)
2 2
Na equagdo acima, m é a massa da particula, v a sua velocidade e < > denota
a média sobre todas as velocidades. Se fizermos u? =< v? >, temos a relagio

entre a velocidade média quadratica u e a temperatura do gas T

u = \/—?zénz (1.36)

Considere agora uma particula teste que se move com velocidade média quadra-
tica u numa regiao onde a densidade do numero de particulas é n. Pode-se con-
cluir que, por unidade de tempo, a particula teste colide com todas as particulas
cujos centros estao dentro do cilindro de base 7 a? e altura u. Consequentemente,
a frequéncia de colisdo v é dada por:

v=nrau, (1.37)

enquanto que o tempo médio entre duas colisdes 7, que é o inverso da frequéncia

de colisao, é dado por:
1 1
—= (1.38)

T = T
v nmafu

Define-se livre caminho médio [ como sendo a distancia média percorrida por
uma particula entre duas colisdes, portanto:

1

nma?

l=ut =

(1.39)

Considerando que o ntimero de particulas em 1 m? seja da ordem de 2, 68 x 102°
particulas, forneceremos alguns valores das dimensdes caracteristicas para um
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gas rarefeito, por exemplo, o argonio. Sendo M = 39,95 u.m.a. sua massa
molecular, a distancia média entre as particulas d é da ordem do comprimento
de uma aresta, igual a 3,34 x 10™° m. Iremos considerar o diametro molecular
do 4tomo de argonio da ordem de a = 3,00 x 10~°m, portanto, a relagao entre
a distancia média e o diametro das moléculas é em torno de onze. A velocidade
térmica média das particulas do gas, a uma temperatura de 273 K é 412 m/s, e
o livre caminho médio das particulas tem o valor [ = 1,32 x 10~7 m, ou seja, é
440 vezes o diametro molecular a. Um gas nestas condigoes pode ser considerado
como um gas rarefeito, devendo-se comportar como um gas ideal.

Em geral, gases constituidos de particulas neutras a pressoes até a ordem de
100 atm podem ser considerados como gases ideais, pois nestas condigdes a pro-
babilidade de ocorrer colisdes ternarias (colisdes simultaneas entre trés particulas)
é pequena em comparagao com as colisdes binarias. Por outro lado, gases sujeitos
a temperaturas entre 50 K e 100.000 K podem ser tratados como gases classicos
ideais, pois, neste intervalo de temperatura, nem os efeitos quanticos nem os
efeitos relativisticos sdo importantes. Esta ultima observacao nos permite des-
crever o movimento das particulas a partir das leis da mecanica classica Newto-
niana. Estes limites ndo sdo absolutos, pois a densidade do niumero de particulas
nao pode ser considerada como arbitraria. Para se assegurar que, nestes limites,
os efeitos quanticos e os efeitos relativisticos podem ser desprezados, as seguintes
condigbes devem ser satisfeitas:

e o comprimento de onda de de Broglie \;g de uma particula deve ser muito
menor que a distancia média entre as particulas d:

AdB < d, (1.40)

- (3mkT)\/?
onde h = 6,62 x 1073* Js é a constante de Planck,

e a velocidade térmica média de uma particula v deve ser muito menor que
a velocidade da luz no vécuo, isto é, u < 2,99 x 10® m/s.

1.3 Gas Ionizado

Considera-se geralmente que existem trés estados distintos de agregacao da maté-
ria: sélido, liquido e gasoso. A distingao basica entre eles esta na diferenga entre
as forgas de ligacao que mantém suas particulas constituintes unidas. Estas forgas
de ligacao sao fortes num sélido, fracas num liquido e praticamente inexistentes
num gas.

Aquecendo-se uma substancia sélida ou liquida, seus dtomos ou moléculas
adquirem energia cinética até que sdo capazes de vencer a energia potencial de
ligagao. Isto conduz a transi¢bes de fase, as quais ocorrem a uma dada tempe-
ratura constante para uma dada pressdo. A quantidade de energia requerida para
a transigao de fase é chamada de calor latente.
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Se energia suficiente é fornecida a um gas molecular, ele gradualmente se
dissociara em um gas atomico, como resultado de colisoes entre as particulas cujas
energias cinéticas excedem a energia de ligacao. A temperaturas suficientemente
elevadas, um gas ionizado ou plasma é formado. Entretanto, esta transi¢do de
um gas para um plasma ndo é uma transigao de fase no sentido termodinamico,
pois ocorre com o aumento gradual da temperatura.

A denominagio plasma foi dada por I. Langmuir (1881-1957), em 1929, para
descrever o gas fluorescente que aparecia em experiéncias de descargas elétricas
em tubos. A palavra vem do grego e significa “algo que se modela”, e descreve
adequadamente a maneira na qual o gas superaquecido preenche a forma do tubo
e da maneira como responde aos campos aplicados.

O plasma é um conjunto de fons e elétrons livres, iguais em nimero, que pode
ser chamado de quarto estado da matéria, em analogia com a teoria defendida
pelos antigos fildsofos gregos, na qual o universo consistia de quatro elementos:
terra, agua, ar e fogo. E claro, os plasmas observados na ionosfera, no espaco
interplanetario, no meio interestelar, na atmosfera do sol e estrelas, no material
de explosdes de supernovas, na regiao em torno de estrelas de néutrons e buracos
negros tém uma relagdo direta com o quarto elemento grego, o fogo, devido
também ao comportamento tao distinto de um plasma dos sdlidos, liquidos ou
gases.

Em 1879, W. Crookes (1832-1919), apds seu trabalho pioneiro com descargas
elétricas em tubos de vidros, escreveu: “ o fendomeno nestes tubos de descarga
revela para a ciéncia fisica um mundo novo, um mundo onde a matéria pode estar
em um quarto estado...”.

Esta forma singular de matéria exibe um comportamento especial, pois con-
siste de um numero muito grande de particulas carregadas de sinais opostos. As
propriedades de um plasma sdao determinadas através da interagao entre essas
particulas, sendo que uma particula carregada estd sob a agao de um campo
elétrico e interage com outras particulas carregadas de acordo com a lei de
forga de Colulomb, que depende do inverso do quadrado da distancia de se-
paragdo entre elas. Devido ao longo alcance das forgas eletromagnéticas, cada
particula carregada interage simultaneamente com um numero consideravel de
outras particulas carregadas, resultanto em importantes efeitos coletivos. As
forcas Coulombianas, sendo de longo alcance, diminuem sua intensidade muito
mais lentamente que as demais forcas de interagdo, fazendo com que o tempo de
interacao entre duas particulas carregadas seja maior que o tempo de atuagio
entre particulas com outras forgas de interagao.

As propriedades de um plasma sido determinadas através da interagao entre es-
sas particulas. Uma das caracteristicas basicas que distinguem o comportamento
de um plasma de liquidos e sélidos é a existéncia de efeitos coletivos.

Devido ao longo alcance das forgas eletromagnéticas, cada particula carregada
no plasma interage simultaneamente com um ndmero considerdvel de outras
particulas carregadas, resultando em importantes efeitos coletivos. A presenca



24 CAPITULO 1. INTRODUCAO

de tais efeitos coletivos constitui a principal caracteristica de um plasma.

O comprimento de Debye é um parametro importante para a descrigao dos
efeitos coletivos num plasma. Ele fornece uma medida da distancia acima da qual
a influéncia do campo elétrico de uma particula carregada é sentida por outras
particulas carregadas do plasma. As particulas arranjam-se de tal maneira que
elas efetivamente barram quaisquer campos eletrostaticos dentro de uma distancia
da ordem do comprimento de Debye. Esta blindagem é uma consequéncia dos
efeitos coletivos exibidos pelas particulas do plasma. O célculo desta distancia
de blindagem foi realizado pela primeira vez por P. Debye (1824-1966) para um
eletrdlito, sendo diretamente proporcional a raiz quadrada da temperatura T e
inversamente proporcional a raiz quadrada da densidade do nimero de elétrons

Ne, OU seja:
okT :
Ap =4[22 (1.41)
Ne €

onde k é a constante de Boltzmann, ¢, a permissividade do vécuo (8,85x107"?
F/m) e e a carga elementar (1,6x107° C).

Geralmente Ap é muito pequeno. Por exemplo, em uma descarga num gas
onde valores tipicos de T' e n. sdo aproximadamente 10* K e 10 elétrons/m?,
respectivamente, obtemos Ap = 10™* m. Para a ionosfera terrestre, valores
tipicos para T e n. sao aproximadamente 1000 K e 10*? elétrons/m?>, fornecendo
Ap= 1073 m. Para plasmas interplanetérios, por outro lado, o comprimento de
Debye é de varios metros.

E conveniente definir uma esfera de Debye como uma esfera dentro do plasma
de raio igual a Ap. Quaisquer campos eletrostaticos originados fora da esfera de
Debye sao efetivamente barrados pelas particulas carregadas e nido contribuem
significativamente para o campo elétrico existente em seu centro.

Cada particula carregada no plasma interage coletivamente somente com as
cargas que existem dentro da esfera de Debye, seu efeito sobre as outras cargas
sendo negligenciado. As esferas de Debye sio portanto regides de polarizagao,
contendo muitas particulas, que estao constantemente entrando e saindo da in-
fluéncia dessas esferas. O ntumero de elétrons Np dentro de uma esfera de Debye
é dado por:

Np = é7rA3Dne = %w{eokT]v%.

3 (1.42)

Um requesito necessario para a existéncia de um plasma é que as dimensées
fisicas do sistema sejam grandes quando comparadas a Ap. Se L for uma di-
mensao caracteristica do plasma, entao o primeiro critério para a definicao de um
plasma é:

L > Ap. (1.43)

Ja que o efeito de blindagem é o resultado do comportamento coletivo das
particulas situadas dentro da esfera de Debye, é também necesséario que o nimero
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de elétrons dentro da esfera de Debye seja muito grande. Um segundo critério
para a definicdo de um plasma é, portanto:

ne Ap > 1. (1.44)

O inverso do lado esquerdo da equagdo (1.44) é chamado frequentemente de
parametro de plasma:

1
g - Ne Ag,Da
a condicdo g < 1 sendo chamada de aproximacao de plasma.

Plasmas em geral sdo bons condutores de eletricidade, devido & alta mobi-
lidade dos elétrons, e também bons condutores de calor. O intervalo de tempe-
ratura considerado sera 10® —10° K, e densidades entre 10'® e 10?5 particulas/m?3.

O sistema em estudo se constitui de um gas ideal (argonio, por exemplo),
a pressdo de 1 atm, que se encontra sob a acao de um campo magnético B
<5 x 10® G e de um campo elétrico E < 5 x 10 V/cm, a uma temperatura de
aproximadamente 13000 K, quando seu grau de ionizagao é de aproximadamente
1% , podendo-se considerar o gas completamente ionizado. Objetiva-se essencial-
mente a determinacdo dos coeficientes de transporte para a mistura de gas de
elétrons e gas de fons, dentro do contexto da termodinamica estendida racional,
desenvolvida no Capitulo 2, baseada principalmente nos trabalhos de Miiller [5],
[29], e nos trabalhos de Kremer [16], [18], [19], [21]. A motiva¢do das equagdes
de balango de massa parcial, momento linear parcial, tensor pressao parcial e
fluxo de calor parcial provém da equagao de Boltzmann.

A equacgdo de Boltzmann descrevera a evolucao de um sistema de particulas de
duas espécies distintas (elétrons e {ons) sujeitos a uma forca externa representada
pela forga de Lorentz. Consideramos que as equagoes cinéticas irreversiveis, tais
como a equagao de Boltzmann, sdo equacdes fundamentais que representam as
equagoes de movimento das particulas do sistema, tais como a equagao de Newton
e a equacao de E. Schrodinger (1887-1961).

Da sistematica utilizada, identificamos os termos constitutivos da teoria.

A transicao da termodinamica estendida para a termodinamica usual, no
Capitulo 3, conduz as leis fenomenoldgicas que governam o sistema: leis de
Fourier, Ohm e Navier-Stokes. Apresentam-se as relagoes de reciprocidade de
Onsager, além dos coeficientes associados aos efeitos termoelétricos, galvano-
magnéticos e termomagnéticos. No Capitulo 4 apresentamos as conclusoes do
trabalho.

Utilizaremos a notagao cartesiana para tensores, assim como a convengao de
soma de Einstein:

(1.45)

e parénteses envolvendo N indices representam a parte simétrica destes indices,
isto €, a soma de todas as permutagdes possiveis dividida por N! :
1

Aur = 3

[(Az'j + Aji)or + (Ajx + Axj)vi + (Ari + Aik)vj]a (1.46)
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e colchetes envolvendo N indices representam a parte antissimétrica destes
indices:

1

(A - 43), (La7)

e parénteses pontiagudos envolvendo N indices representam a parte simétrica
sem traco em relagao aos indices:

A =

1
A<1']'> - A(’LJ) - §Arr6ij- (148)



CAPITULO 2

TERMODINAMICA
ESTENDIDA

2.1 As Equacgoes de Balancgo

Desde o fim do século passado, a teoria cinética da matéria tem se apresentado
como um tema de interesse para os fisicos. A equagao de Boltzmann apresenta-se
como uma das mais antigas contribui¢oes para a teoria cinética da matéria.

A equagao foi obtida por Boltzmann no artigo intitulado “Weitere Studien
tiber das Warmegleichgewicht unter Gasmolekiilen” [20], de 1872, com o propdsito
de se estabelecer uma teoria cinética para gases diluidos.

A equagdo de Boltzmann descreve a evolugao temporal de uma funcao dis-
tribui¢do de uma particula de gas constituido de um numero muito grande de
dtomos (N = 10?%). Conhecendo-se a lei de forga é possivel escrever as equagdes
de movimento das N particulas, cuja solu¢do daria a exata evolu¢ao temporal do
sistema. Embora factivel do ponto de vista tedrico, do lado pratico seria uma
tarefa tremendamente laboriosa e também desnecessaria, uma vez que o que é
possivel medir sdo propriedades macroscépicas do gas e ndo o comportamento de
cada particula individualmente.

Primeiramente Maxwell, e mais tarde Boltzmann reconheceram que a e-
xisténcia de um grande numero de particulas num gas possibilitaria a descrigao
dessas particulas através do emprego de métodos estatisticos. A necessidade
de uma descrigdo exata do movimento de cada particula do gas foi portanto
substituida pela descrigdo provavel dessas particulas.

O gas mais simples é o gas diluido ou ideal, composto por particulas monoaté-
micas interagindo através de um campo de forga simetricamente esférico e obe-
decendo as leis da mecanica classica.

Se d for o alcance da forga intermolecular ( ou o tamanho da molécula), [ o
livre saminho médio e considerarmos que d < [, podemos dizer que o tempo

!

= 2,5 de uma colisdo deve ser muito menor comparado com o tempo to = —5

27
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entre duas colisdes, sendo < v > a velocidade média de uma molécula do gas, tal
que a restricao a gases diluidos significa que as moléculas passam a maior parte
do tempo movendo-se livremente, colidindo eventualmente com outras particulas
em colisdes bindrias e de maneira bem menos frequentemente colidindo com as
paredes do recipiente.

A equagao cinética de Boltzmann tem sido aplicada com sucesso a uma grande
classe de fenomenos fisicos, tais como processos de transporte em gases ideais,
em plasmas, em ondas de choque, gas de elétrons em sélidos, descrevendo a taxa
de mudanga da fun¢ao distribuicdo dos componentes do sistema.

Em relagio ao estado de plasma, é frequentemente dito que cerca de 99%
da matéria no universo se encontra nesse estado, ou seja, na forma de um gas
ionizado, com os atomos dissociados em ions positivos e elétrons. Esta é um
estimativa razoavel, do ponto de vista de que interiores de estrelas, nebulosas e
a maioria do hidrogénio interestelar se encontram nesse estado. Podemos dizer
que vivemos em 1% do universo no qual os plasmas nio ocorrem naturalmente.

A razdo disso provém da férmula de M. Saha (1893-1956) [3], que fornece a
quantidade de ioniza¢ao de um gas, através da relagao:

D

T n 2,4 x 108 27t (2.1)

)
Ny n;

onde n; e n, sdo, respectivamente, a densidade dos atomos ionizados e dos 4tomos
neutros, T' € a temperatura do gas em graus Kelvin, k é a constante de Boltzmann,
e U; é a energia de ionizacgao do gas, isto é, a quantidade de energia necessaria para
remover o elétron mais externo do atomo. Esta energia é geralmente expressa
em elétron-volt. Para o gds aqui considerado (argonio), é igual a 15,76 eV, e n,
da ordem de 2,68 x 10%® particulas/m?>, sendo que, para se obter 1% de ionizacao
(a partir desta proporgdo o gis pode ser considerado completamente ionizado),
a temperatura necessaria é de aproximadamente 13000 K.

Notamos que para fornecer uma energia térmica k7' de 1 eV para um sis-
tema, requer-se uma temperatura de 11600 K. Conclui-se que somente a altas
temperaturas a energia cinética média das particulas 3 k T'/2 excede a energia de
ionizagdo. Entretanto, verifica-se que um consideravel grau de ionizagdo pode
ser atingido mesmo que a energia térmica das particulas esteja bem abaixo da
energia de ionizagdo, desde que algumas particulas com velocidades mais altas
tenham energia suficiente para produzir ionizagao através de colisdes. O grau de
equilibrio no processo ¢ entao determinado pelo balanco entre a taxa de ionizagao
por colisoes e a taxa de recombinagao.

Para o ar atmosférico, a uma temperatura ambiente, obtém-se uma fragao de
ionizacao extremamente baixa:

ng

— 107122, (2.2)

Nn
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se considerarmos que a energia de ionizagao do nitrogénio, seu constituinte mais
abundante, é de 14,53 eV para uma densidade da ordem de 2,68 x 10725 particulas
/m3.

Com o aumento da temperatura, o grau de ionizacao permanece baixo até
que U; seja aproximadamente igual a poucas vezes o valor de kT'. Entao, com o
aumento da temeratura, a razao 7 aumenta rapidamente e o gas atinge o estado
plasmatico. Aumentando-se ainda mais a temperatura, n, torna-se menor que
n; e o plasma torna-se completamente ionizado. A ocorréncia natural de plasmas
a altas temperaturas é a razdo de designa-los como o quarto estado da matéria,
o termo quarto estado da matéria sugerindo a idéia de que a adicao de energia
produz a transicao de fase, elevando a matéria de um estado a outro superior.

A férmula de Saha nos permite estimar o grau de ionizagdo do sistema em
estudo. O seu significado fisico reside no fato de que, quando um atomo de um
gas € ionizado, ele sofre uma colisao de alta energia que lhe retira o elétron mais
externo. Num gas relativamente frio, tais colisoes raramente ocorrem, desde que
o 4tomo deveria ser acelerado por uma série de colisdes favoraveis, até acumular
essa alta quantidade de energia. O fator exponencial na equagéo (2. 1) expressa o
fato de que o nimero de dtomos rapidos cai exponencialmente com ;7%. Quando
um atomo é ionizado, ele permanece carregado até que ele encontre um elétron.
Ocorre a recombinacao e o atomo torna-se neutro novamente. A taxa de recom-
binagdo depende claramente da densidade dos elétrons, dada por n;. A densidade
de equilibrio dos fons diminui com n;, esta € a razao do fator ;117 na equacao (2.1).

Qualquer gas ionizado nao pode ser denominado de plasma, mas é claro,
sempre existe um certo grau de ionizagdo em qualquer gas: no ar atmosférico,
por exemplo, ha um pequeno grau de ionizagao, conforme a equagédo (2.2), devido
principalmente a raios césmicos ou radiagao ultravioleta, mas isto nao é suficiente
para chama-lo de plasma.

Um plasma pode ser definido como um conjunto de particulas carregadas que
exibe um comportamento coletivo. Consideremos as forgas agindo numa molécula
arbitraria. Se nao houver forca eletromagnética presente, a molécula se movera
livremente até colidir com outra molécula, e essas colisdes governam seu movi-
mento. A situagao é completamente diferente em um plasma, onde as particulas
possuem cargas. Como essas cargas se movem, elas podem gerar concentragoes
de carga positiva ou negativa, que ddo origem a campos elétricos. As cargas
em movimento geram correntes elétricas e portanto, campos magnéticos. Estes
campos afetam o movimento das particulas carregadas, distantes.

O movimento coletivo num plasma é devido a forga coulombiana de longo
alcance, indicando que o movimento das particulas depende nao somente das
condigdes locais, mas também do estado do plasma em regides remotas.

O estado de um gas ionizado (plasma), pode ser completamente especificado
através de fungdes de distribuigao fu(X,ca,t) que caracterizam cada particula
componente do sistema, onde denotamos por x a posigio de uma particula do
constituinte o na mistura de v constituintes do gas ionizado e por c, sua veloci-
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dade.

Do conhecimento da fungdo distribuicao, os valores médios das varias quan-
tidades fisicas de interesse podem ser sistematicamente deduzidos e utilizados
para se descrever o comportamento macroscépico do plasma. A dependéncia da
fungdo distribuicdo com relacao as variaveis independentes x, ¢, e t é governada
pela equacao de Boltzmann. Para escrever esta equagao, Boltzmann introduziu
o espago de fase p, de seis dimensdes (trés coordenadas de posi¢do e trés de mo-
mento linear de cada particula). Assim, em uma célula do espago p de volume
dxdc,, pequena do ponto de vista macrocdpico mas suficientemente grande para
conter muitas particulas, haverd f,(X, cq,t)dxdc, particulas da espécie a, a um
instante de tempo ¢, com coordenadas entre x e x 4+ dx, com velocidades entre
Cq € Cy + dcg.

Supomos que cada particula esteja sujeita a uma for¢a externa F,. Na
auséncia de interagOes entre as particulas, uma particula de espécie a com co-
ordenadas (X, c,) no espago de fase, num instante de tempo ¢, sera encontrada,
apos o intervalo dt, nas novas coordenadas (x', c,,) tal que:

X'(t+ dt) = x(t) + cq dt, (2.3)
c, (t+dt) = cq () + fa dt, (2.4)
onde f, = %:- é a aceleracdo da particula (ou a forga especifica) e m, sua massa.

Portanto, todas as particulas da espécie a que ocupam o elemento de volume
dxdc, no espago de fase no instante de tempo ¢, ocuparao um novo elemento de
volume dx’dc!, apés um intervalo de tempo dt, conforme a Figura 2.1. Desde
que estamos considerando as mesmas particulas em ¢ e em t + dt, teremos, na
auséncia de colisoes:

fa(x', Lt + dt)dx'dc!, = fa(x, cq,t)dxdc,. (2.5)

O elemento de volume dxdc, deve alterar sua forma como resultado do movi-
mento das particulas. A relagdo entre o novo elemento de volume, dx’dc/, e o
inicial, dxdc,, é dado por:

dx'dc!, = |J| dxdc,, (2.6)

onde J é o Jacobiano da transformagao das coordenadas iniciais (X, c,) para as
finais (x/,c.). Mostra-se no apéndice A que para a transformagao definida pelas
equagdes (2.3) e (2.4), |J] =1, tal que:

dx'dc!, = dxdc,, (2.7)

e a equagao (2.5) torna-se:

[fa(X', €l t + dt) — fa(X, ca,t)] dxdc, = 0,
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(t+dt)
e
Q/ dx’ dcl,
dx dc,
0 Xo

Figura 2.1: Na auséncia de colisoes, as particulas situadas no elemento de volume
dx dc,, a um instante de tempo ¢, ocupardo o elemento de volume dx’ dc!,, apés
um intervalo de tempo dt.

[fa(X + codt,co + T, dt t+ dt) — fo(X, Ca,t)] dx de, = 0. (2.8)
Dividindo-se a equagao acima por dxdc, dt e passando ao limite quando dt —
0, obtém-se:
0 fa 0 fa 0 fa
o = 2.
ot T 0z; dc? 0, (2:9)

que ¢é a equagao de Boltzmann na auséncia de colisoes, onde f é a forga especifica
(forca por unidade de massa).
A equacdo (2.9) pode ser escrita como:

+ 7

D f,
Di =0, (2.10)
onde o operador:
D g 0 o 0
E_—B_Z+ciaxi+fi o (2.11)

é a derivada total em relagdo ao tempo, representando a conservagio dos pontos
representativos no espago de fase, ja que sua densidade permanece constante no
tempo. Este resultado é conhecido como teorema de Liouville, aplicivel somente
ao caso especial de auséncia de colisdes, bem como de radiagido, e também a
sistemas onde a produgao ou perda do nimero de particulas ndo é importante.
Quando os efeitos devidos as interagdes entre as particulas sido considerados,
a equacao (2.9) necessita ser alterada. Como resultado de colisdes durante o
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(t + dt)

dx' dc!,

dx dc,

0 Xa

Figura 2.2: Representacido esquematica do movimento de um elemento de vo-
lume dx dc, no espago de fase, mostrando particulas entrando e saindo deste
elemento de volume, como resultado de colisées durante o intervalo de tempo dt.

intervalo de tempo dt, algumas das particulas da espécie «, inicialmente no ele-
mento de volume dxdc, do espaco de fase sdo removidas, e particulas da espécie
o inicialmente fora deste elemento de volume passardo a constitui-lo. Geral-
mente, o nimero de particulas da espécie & no elemento de volume dxdc,, num
instante de tempo t, sera diferente do numero de particulas da espécie « dentro
do mesmo elemento de volume no instante de tempo ¢ + dt, conforme a Figura
2.2. Denotamos esse ganho ou perda de particulas da espécie a como resultado
de colisdes durante o intervalo de tempo dt, no elemento de volume dxdc,, por:

9 fa
i

) dxdeq dt. (2.12)

Portanto, a equacdo (2.9) torna-se:

Ofa | o0fa | ;a0fa (0 fa
+co 5 ; =

ot tian T e = ()

(2.13)

onde (aaf;) l denota a taxa de mudanga de f.
Co

A equagao (2.13) € incompleta, desde que a forma precisa do termo colisional
nao é conhecida.

Se (aafta)col = 0, porém se a forga que age sobre as particulas incluir os campos
internos, devido ao movimento de todas as particulas do plasma, além da parte
devida aos campos aplicados, teremos a equagdo de A. A. Vlasov [3].

Por outro lado, quando o termo de colisdo é considerado simultaneamente com
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as interagbes coulombianas das particulas carregadas com as outras particulas do
sistema, teremos a equacdo de Fokker-Planck (A. D. Fokker (1887-1972))[3].
8 fa

A determinacado de (-87:_) l é feita com base nas seguintes hipdteses:
co

e primeira hipdtese: para um gas rarefeito somente as interacGes entre os
pares de particulas (colisGes bindrias) sdo levadas em consideragao,

e segunda hipdtese: os efeitos das forgas externas sobre as particulas durante
a colisdo sdo pequenos em comparagdo com as forgas que agem entre as
particulas,

e terceira hipotese: em qualquer posicdo = e tempo t as velocidades de duas
particulas ndo estdo correlacionadas. Esta suposi¢do é conhecida com su-
posicdo do caos molecular,

e quarta hipdtese: a variacao da fun¢do distribuigao f, ndo é muito grande ao
longo de um intervalo de tempo 7* que € suficientemente grande em com-
paracao com o tempo de duracao de uma colisao 7., porém suficientemente
pequeno em comparagao com o tempo médio entre duas colisées 7, isto é,
T K 7 L 7. Logo, a funcdo distribui¢do f, é constante ao longo de uma
distancia compardvel ao tamanho das particulas, porém variavel ao longo
de uma distancia comparavel ao livre caminho médio.

Considere-se duas particulas do gas cujas velocidades assintéticas pré-colisi-
onais sdo denotadas por c, e c:. Na Figura 2.3 a particula com velocidade c,
estd situada no ponto O, enquanto que a outra particula esta se aproximando do
plano segundo um &ngulo reto e com velocidade relativa gg, = cg — co. Este
movimento relativo é ainda caracterizado pelo parametro de impacto b e pelo
angulo azimutal e.

Podemos entio dizer que, no intervalo de tempo dt todas as particulas com
velocidades entre cg e cg + dcg e que se encontram no cilindro de colisao de
volume ggo dtbdbde, irdo colidir com as particulas com velocidades entre c, e
¢, + dc,, localizadas no elemento de volume dx em torno do ponto O. O nimero
de particulas com velocidade entre cg e cg + dcg no cilindro de colisdo é dado
por:

f(x,cp,t)dcg gpo dt bdbde. (2.14)

Essas particulas irdo colidir com todas as particulas com velocidades entre c,,
e ¢y + dc, e que se encontram no elemento de volume dx em torno do ponto O,
ou seja:

f(x, cq,t)dx dcy,. (2.15)

Logo, o numero total de colises que ocorrem no elemento de volume dx e
intervalo de tempo dt é dado por:

f(x,cg,t)dcg gga dt bdbde f(x, cq,t) dx de,. (2.16)
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Se dividirmos a equagao (2.15) por dx dc, dt, integrarmos sobre todas as com-
ponentes da velocidade cg de —oco a +00, sobre o angulo azimutal € de 0 a 27 e
sobre todos os valores do parametro de impacto b de 0 a +o0, obteremos a den-
sidade do numero total de colisdes por intervalo de tempo dt, que anula pontos
do espago de fase y com velocidade c, no elemento de volume dc, dx:

(Y=)7 = [ 5x,c0,0) S, t) g bidbdedes. (2.17)

Na equacdo (2.17) representamos somente por um simbolo de integracao todas
as integrais descritas acima.

Ha colisdes, porém, que criam pontos com velocidade ¢, no elemento de vo-
lume dxdc,. Esta criacdo resulta de colisdes de particulas cujas velocidades
assintéticas pré-colisionais sdo c, e cj, velocidades assintéticas pés-colisionais ¢,
e cg, diregao do vetor apsidal k' = —k, parametro de impacto &' = b e angulo
azimutal € = e+ 7. Esta colisdo é denominada de colisdo de restituigao, enquanto
que a anterior é conhecida como colisdo direta (vide Figuras 2.3 e 2.4).

1
colis@o diretg
% %~ Ca
QLD
]
\‘1" cilindro de coliso
colisGo de
restituigdo Z ]
<\ ‘ —J

Figura 2.3: Geometria de uma colisdo binaria para o calculo de (aaf;’) ;
co
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Tomando-se por base a andlise anterior podemos afirmar que a densidade do
numero total de colisdes que ocorrem no elemnto de volume dx e tempo dt, para
a colisdo de restituicao é dada por:

f(x,cp,t)dcy g' dt bdbde f(x, ¢, t) dx dc,. (2.18)
c, c,.
Y /"f
k
e

(a) g

(b)

Figura 2.4: (a)Colisdo direta; (b)Colisdo de restituicao.

Da equagéo (2.7) e do fato que g5, = gpa, podemos escrever a equagao (2.17)
na seguinte forma:

f(x,¢5,t) f(x,¢,,t) dxdt ggo bdbde de, deg. (2.19)

Logo, a densidade do nimero total de colisdes por intervalo de tempo dt, que

cria pontos no espago de fase p com velocidade ¢, no elemento de volume dx dc,
é expressa como:

0 fa\+ ’ ’
(F2),= / (%, € t) (%, €l t) g bdbde deg. (2.20)
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As quatro hipéteses e os argumentos que conduzem as equagdes (2.17) e (2.20)
recebem na literatura a designagdo alema de Stofizahlansatz que significa: su-
posigao sobre o numero de colisdes.

Com base nos argumentos e resultados acima, a equagdo (2.13), com

afa 6fa afa -
( ot )col = ( ot ):ol - ( ot )col’

toma a forma:

afa a f
ot T 3a,

o= Z/ fof5— fafbeta) goabdbdedcg.  (2.21)

A equagdo (2.21), denominada de equagdo de Boltzmann é uma equacao
integro-diferencial para a fun¢do distribuigao f,, sendo deduzida aqui para o
caso de gases monoatomicos. Nela, as seguintes abreviagdes foram introduzidas:

;Efa(X,Ca,t) féEfﬁ(X7c,lﬁat), faEfa(X,Ca,t), fﬁzfﬁ(xacﬁat)-
(2.22)
A interagdo das particulas carregadas com os campos eletromagnéticos é dada
pela forca de Lorentz f&:

fo= %{Ei + (ca x B), (2.23)

quando se movem com velocidade ¢, a carga do constituinte a sendo dada por
€, € Sua Massa Por M.

Um plasma consiste de no minimo duas espécies de particulas com cargas
opostas (o = E para os elétrons e a = I para os {ons), e para cada uma delas é
valida uma equagdo do tipo (2.21).

A equagdo de transferéncia para o constituinte o da mistura é obtida através
da multiplicagdo da equacdo (2.21) por uma fungdo arbitraria 14 (X, cqa,t) € inte-
gracao da equagao resultante sobre todos os valores de ¢,. Obtém-se:

%/¢afadca+é%/¢ac?fadca

o | o O e
_/[ ot tec Ci 0$ +m_a[E +(C°‘XB)]aC?} fadca
= 3 [~ ) fu £} g0 blbde de e, (2.24)
B=1

considerando-se o resultado:

d o Ji o g o
/ ¢afafd f@bf fueidS =0, (2.25)
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onde e; é o vetor unitario e dS o elemento de area de uma superficie que estd
situada em pontos infinitamente distantes no espago das velocidades. A nulidade
da integral na equagdo acima resulta do fato de que a funcao distribuigdo f,
decresce rapidamente para grandes valores de c,.

A funcao distribuicdo é uma descrigdo microscopica de um sistema. Uma
descrigdo macroscépica se faz pela especificagio de valores médios de propriedades
do sistema tais como densidade, velocidade, tensor pressao, fluxo de calor, etc.

As equagoes de balanco podem ser obtidas a partir da equagao de transporte
(2.24), fazendo com que 1, assuma os seguintes valores: mq,my ¢, mq C C¥,
mq C# C2/2, fornecendo as equagdes de balanco de densidade de massa parcial
Pa, densidade de momento linear parcial p, v, tensor pressao parcial pg e fluxo
de calor parcial ¢, respectivamente. Nestas condigdes temos:

po= [ e fudea, (2.26)
pav? = [mact fudes, (2.27)
Pl = / Mg C&C2 fo dea, (2.28)
i = [ 5maClCE fuden. (2.29)
Outros momentos da fungao distribuigao sao:
Pl = / M CF CF CF fo dea, (2.30)
P = [ ma CF CF CF C fude. (2.31)

A velocidade peculiar C{ é definida através da relacio:

CZ =cf —vf. (2.32)

2

A partir das equagdes (2.26) e (2.27), temos que:

/ Mo OF fo deg = 0. (2.33)
Para a mistura, temos que:
Z pa = P, (2.34)
a=1
Y Pati = pus, (2.35)
a=1

onde p € a densidade da mistura e v; sua velocidade.
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A partir da definicdo da velocidade do constituinte o e da velocidade da
mistura, definimos:

uf =vJ —v; € a velocidade de difusdo do constituinte «, (2.36)
J7 = paul € o fluxo de difusdo do constituinte «, (2.37)
v
€a 44 , yoe
Ji=> —=J é o vetor corrente elétrica. (2.38)
a=1 Ma

Para a velocidade de difusdo vale a seguinte relagao:

> paui =0, (2.39)
a=1

isto €, que existem v — 1 velocidades de difusao linearmente independentes.
Portanto, obtemos as seguintes equagoes de balango:
e Equacio de balanco de densidade de massa parcial (o = my):
0 po + 0 pa V¢
8t 6 I,

A densidade de produgdo de massa do constituinte « € nula, pois o termo de
colisdo da equacao de Boltzmann nao considera as reagées quimicas.

= 0. (2.40)

e Equacdo de balango de densidade de momento linear parcial (¢ = mq c¢¥):

ov? dv¥  Ip%  eqpa
L2V, e O o E: + (v* x B)]] + P2, 2.41
pa gy PV T B, o [Bit (v xB)]+ P (2.41)

-+

onde: ,
Pr=Y / ma (€' = &) fu £} g5 bdbde dc}, de, (2.42)
B=1
representa a densidade de produgdo de momento linear do constituinte o devido
as forgas de interagao entre os constituintes da mistura.
¢ Equagdo de balango do tensor pressdo parcial (o = mq CF CF):
op Ovip
J + k

« v 9p%... 49¢ 294
2+ 2pf ) 4 PPeisk> | 2 296 4 2 T

ot Oz 0y Oz 59x; 5 5'_:ck R
o 2€a 4 .
= FP; + “T;;Pk(i €5)kt Bi, (2.43)
onde:
P =3 /ma(C;“O;" — C2 C3) fa f) 9pa bdbdedcy dea, (2.44)
B=1

a o _2( a o o
Pijk> = Pijk ~ & (q,- ik + 45 ik + g5 61-3-). (2.45)
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e Equacio de balango de fluxo de calor parcial (1, = m, CZ C2/2):

0q¢* O¢fvy 1 0p%i o ovy 2 ,0v: T 61}?
5t T o5, T2 0z TP< 30, T5% 54, T30 o,

L2 00k P5 0P P 0Pk 3pG P | ea
' — 5 =@ s ——+ —epxBegy, (24
5 637/9 Pa 0z 2pa 0z v 2 pa + Mo €ijk Ich ( 6)

onde:
=2 / %“‘a(czl C{' — C2CP) fa fj 95 bdbde dcy dey, (2.47)
B=1

sendo que na obtengdo da equagdo (2.46) utilizamos o resultado (2.43).
Da conservagao da densidade de momentum total e da energia total, temos
que:

> P =0, (2.45)
a=1
> PY=0. (2.49)
a=1

Além disso, a estrutura do sistema (2.40), (2.41), (2.43) e (2.46) mostra que
o fluxo em uma equagdo é sempre igual & densidade na préxima equagao. Isto
significa que a densidade de energia €, € relacionada ao traco de pg através da
relacao:

Ea = ! Pa - 3pa

20, " 2ps]

que € valida para gases ideais monoatomicos, onde p,, €4 € po S30, respectiva-

mente, a pressdo parcial, a energia interna especifica parcial e a densidade de
massa parcial.

No entanto, a equagao de Boltzmann nao € a unica equagao cinética utilizada
na toria de transporte em plasmas. Ha quatro equagdes cinéticas utilizadas:
equagdo de Boltzmann, de Landau, de Balescu-Lenard e equagoes cinéticas aco-
pladas, sendo util uma pequena comparagao entre elas.

A equagido de Boltzmann é a base da teoria cinética de gases neutros, e foi
a primeira equc¢ao cinética utilizada no céalculo de coeficientes de transporte em
plasmas (Chapman e Cowling 1952). Seu uso com um potencial coulombiano
conduz a dificuldades de convergéncia a longas distancias. Por outro lado, a
equagao de Boltzmann € ainda a ferramenta bésica na teoria de gases fracamente
ionizados.

A equacgdo de Landau faz uso de um modelo de colisao que leva em conta o
longo alcance das forgas coulombianas de uma maneira mais adequada que feito
pela equagdo de Boltzmann, sendo que a equagdo de Balescu- Lenard da uma
descri¢ao mais correta das interagoes de longo alcance num plasma.

(2.50)
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Ha algumas equagobes cinéticas compostas, que foram propostas independen-
temente por Hubbard (1961), Kihara e Aono (1971), Kleinsmith (1976,1977) e
por Mondt (1979). Elas combinam as caracteristicas das trés equagdes prévias
utilizando algum tipo de interpolagdo que assegure a convergéncia, tanto para
pequenos como para grandes distaancias.

2.2 Teoria Termodinamica de Misturas de v
Gases Ideais

O objetivo da termodinamica estendida de uma mistura de v gases ideais monoat6-
micos € a determinagdao de 13 v campos escalares:

po = densidade de massa parcial,

¥ =

& = velocidade parcial,

p;; = tensor pressao parcial,
¢7 = fluxo de calor parcial . (2.51)

Nesta teoria exploramos o principio da indiferenga ao referencial e o principio
da entropia, conduzindo-nos a equagoes constitutivas lineares, que, a menos de
constantes desconhecidas, sdo as mesmas daquelas obtidas pela teoria cinética.

Para atingir este objetivo, sdo necessarias equagoes de balango, as quais serao
fornecidas pelo conjunto de equagdes (2.40), (2.41), (2.43) e (2.46). Entretanto,
este conjunto de equagdes nido serve como equagdes de campo para 0s campos
basicos (pa, vf, P, ¢f) porque campos adicionais surgiram, como:

piijk>,p?jjkapiaaPi?aQ?' (252)
Denotando os campos (2.52) genericamente por C* e supondo que sdo quan-
tidades constitutivas que dependem dos campos basicos (2.51), obtemos:

C* = C*(pg, vl 0l dl), (B=1,2,...,v). (2.53)

Se as fungbes constitutivas C* forem conhecidas explicitamente, podemos
inserir (2.53) nas equagdes de balanco (2.40), (2.41), (2.43) e (2.46) e portanto
obter um conjunto de equagdes de campo para os campos basicos (2.51). Cada
solucao desse conjunto é chamada de processo termodinamico.

Restringiremos a generalidade da relagdo (2.53) através das seguintes
consideragoes:

e principio da indiferenga ao referencial,
e principio da entropia,

e teoria linearizada.
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2.2.1 Exploracao do Principio da Indiferenca ao Refe-
rencial

Também chamado de principio da objetividade ou isotropia do espago, este
principio foi introduzido por A. L. Cauchy (1789-1857), S. Zaremba (1863-1942)
e G. A. Jaumann (1863-1924) em mecanica dos sdlidos. Ele estabelece que as
equagoes constitutivas devem ser invariantes em relacao ao estado de movimento
de seus sistemas de referéncia. Formulada em termos matematicos, a objetivi-
dade requer que as equagoes constitutivas sejam invariantes em relacio a trans-
formacoes euclideanas:

:l:: = O,’j(t) z;+ bi(t) (2.54)

onde z; e z} sdo coordenadas do ponto material com relacao aos eixos cartesianos

em repouso em dois referenciais Euclideanos, O;;(t) é uma matriz ortogonal de-

pendente do tempo e b;(t) a distancia entre as origens dos dois referenciais, um

deles inercial e o outro nao inercial. '
Se um tensor se transforma da seguinte maneira:

iik... = Oia Ojp Oky... Aapy (2.55)

com relagdo a transformagao (2.54), ele é dito ser um tensor objetivo, para uma
matriz ortogonal prépria.

O principio da objetividade postula que as fungdes termodinamicas como
energia interna parcial, por exemplo, se transformam como escalares objetivos,
isto é, permanecem invariantes, enquanto que o fluxo de calor parcial e o fluxo de
entropia parcial se transformam como vetores objetivos e o tensor pressao parcial
como tensor objetivo:

€, = €q,
¢ = 0i45,
¢ = 05 65,
p" = OuOjiphy- (2.56)

Um exemplo de quantidade ndo objetiva é a velocidade, que se transforma como:
’U: = O,‘j v; + Oij z; + i)i (257)

que claramente nao é um vetor objetivo, devido a presenga de dois termos adi-
cionais do lado direito. A aceleragdo também nao é um vetor objetivo e portanto
a lei de Newton do movimento na mecéinica racional nao envolve quantidades
objetivas. Como consequéncia, passando de um referencial inercial para um nao
inercial, a forma da lei de Newton deve ser modificada, substituindo-se os termos
nao objetivos da aceleragdo pela soma de quatro termos: a aceleragio relativa,
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de Coriolis, centrifuga e de Euler. Individualmente, cada termo nao é objetivo,
mas sua soma é e portanto a equagio de movimento é objetiva, dependendo do
sistema de referéncia via velocidade angular. Portanto:

— Oyjt; = 2W; (v] — b)) — Wi (2 — b)) + Wi (25— b;) + b, (2.58)

onde o primeiro termo desta soma é a aceleracao de Coriolis, o segundo a ace-
leracao centrifuga, a aceleracido de Euler dada pelo terceiro termo e a aceleracao
devido a translacao relativa sendo dada pelo tltimo termo. Nesta equagdo W;; =
Oik Ojr = —Wj; é a matriz da velocidade angular de um referencial com relagao
ao referencial inercial.

O principio da indiferenca ao referencial requer que as funcdes constitutivas C*
tenham a mesma forma em ambos os referenciais, inerciais ou ndo. Da exploracao
deste principio segue-se que as fungdes constitutivas C* n3o podem depender das
velocidades parciais v, mas somente das velocidades relativas:

Ve = v — vl (2.59)
Entao: v
C* = C%pa, V2, 05, 47), (a=1,2,..,v). (2.60)

2.2.2 O Principio da Entropia

O principio da entropia pode ser estabelecido da seguinte maneira:

e a entropia é uma quantidade aditiva tal que pode ser escrita uma equacgao
de balan¢o da forma:

Oh

En +—(hvk+¢k)~a (2.61)

o a densidade de entropia h = p7n e o fluxo de entropia ¢, sdo quantidades
constitutivas que dependem dos campos basicos (pa,v{,ps,q7). Esta de-
pendéncia € limitada pelo principio da indiferenca ao referencial, informando-
nos que a dependéncia é da forma:

(h ¢k) (paa ‘/ia)p?jj) q?) ’ (262)
e a produgao de entropia o é positiva semi-definida para todos os processos
termodinamicos:
dh

St (hvk + i) > 0. (2.63)
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A desigualdade entrépica acima ndo € valida para todos os campos (2.51),
mas somente para aqueles que sdo solugdes das equagdes de campo. I- Shih Liu
(1943- ) [23] mostrou como as restrigdes podem ser levadas em conta através
do uso de multiplicadores de Lagrange.

E construida uma desigualdade maior, multiplicando-se cada equagao de
balango (2.40), (2.41), (2.43) e (2.46) por um multiplicador de Lagrange da
forma A%, A7, A, A¥, somando-se sobre todos os componentes a = 1,2,...,v e
subtraindo-os da desigualdade (2.63):

on 0 o |0 Pa 3an2’
5t T aay Ut ) = ZA [Bt Bx,;]

v « o ap% N
=S o (G G ) + G- 2o gy e B - 2]
J

a=1 at amj My
op%  0p% vy N 0p2;.
_ Aa ij ij 2p 1) <igk>
Z l T oe TP g, T Taa,
4 aqa 2 3qk o €a &
592, T 50w, FE T2, P B
dq? aq‘?‘vf; 1 0p%. 0 v 2 o v
_ A : 1 L T ik < c_x J
az_:l [ ot 0z + 2 Oz P> g, Oz 5 7 dz;
+Zq 0 vf _i_gq?%_&l.a.pﬂ_l&iap%k
5 axj- 5% 0z pa Ok 2 po Oz
o 3 o o Co [+%

De acordo com o lema de Liu [23], a desigualdade (2.64) é valida para cada
solugao (pa, v, pf, ¢f) das equagdes de balango (2.40), (2.41), (2.43) e (2.46),
entao a nova desigualdade é vélida para campos arbitrarios (pc,,vf’,pf}, q%). Os
A’s dependem dos campos (pa, v{, p;, ¢)-

Inserindo as equagdes constitutivas (2.60) na desigualdade (2.64), concluimos
que a desigualdade resultante é explicitamente linear nas derivadas:

dpa Ovy Opf O0g¢F Opa Ovi Ipf 9¢f

] ] ] ] 3 ] 3 . 2.
9t 9t 9t 0t 9z 9z, Dax’ Oz, (2.65)
Ja que a desigualdade (2.64) vale para quaisquer campos

(Pas v P55 45), (2.66)

vale também para campos arbitrarios das derivadas (2.65).
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A desigualdade (2.64) (da forma Az + B > 0) poderia ser violada a menos
que A = 0, ou seja, que os coeficientes dessas derivadas fossem nulos:

Oh
= A, 9.
3 (2.67)
86‘2"‘ =po AT (a=1,2,...,v —1), (2.68)
L 9k
= —p, N, 2.
;av,-a pu A (2.69)
Oh
— = A% 2.
817,0_[7 139 ( 70)
Oh
= \¢ 2.71
aq:y T ( )
a¢k _ v (Aﬁ apgrsk> + lAﬁ 8pfssk> n <Aa _ _}E) u® (2 72)
apa e TS apa 9 T 8)00: p k>

a‘(ﬁk — zl/: Aﬂ apirsk> + l/\ﬁ apfssk
a‘/;a =t TS 8‘/;‘1 2 T a‘/ia

2 7
+pa AJ up +2A7 p, + AT P s + 5 gl + 3/\? qa
7 hpa
+ (Pa Aa + A;‘fsp:‘s + g X: q:,z - "‘5—'> 5z'k, (a = 1,2, ey UV — 1), (273)

v—-1
1

O _ "X (15 OPeras | 1,5 0P, v v
ava = ; Afs a<‘/:> + 5 /\E 8 Vak — Pv Ai Up — /\'r Porik>
1 a,f=1 1 %

a=

2 v Vv 7 v Vv v v v 7 v v Uh
—2A:zpz-r_—5-)‘qu —-g/\z q; — (pVA +Arsprs+5)‘r q, —_pp )5ik7 (274)

8¢k — ZV: (Aﬁ api'rslc> 4+

g
- )\ﬁ 8prssk>
9p%  p= 9 p

1
2 7 0pg

3 o3 [e4 AT (o3 1 ’?1‘ e}
+AL Sk + AT uf — 20 P Siyk — 3 % AG S5k (2.75)

9 v P B 1 0 B 4 2
aj: -3 (Afs P<‘:k> _*__)\f%qsgi +gA§‘k+3A;’T5ik+/\?u,‘:. (2.76)



2.2. MISTURAS DE v GASES IDEAIS 45

A desigualdade residual tem a forma:

3 AP + pa= (Ei + (v* x BY)]

a=1

+ Y A [P“ + 2 Pk(z €5)ki Bz]
a=1

ea o
+ Z /\a |:Qa % p(U Pa - — €5k By q; > 0. (277)

Se somarmos cada uma das equagdes (2.68) e (2.69) sobre todos os a =
1,2,...,v — 1 e subtrairmos as duas equacoes resultantes, obteremos:

S pa Al =0, (2.78)
a=1

Da mesma maneira, para as equagdes (2.73) e (2.74) temos que:

v

7 o
Z (paAa+Arsprs+ ’\aqr —%h> 6ik

a=1 5
2 7
TG AT =0 (2.79)

Tomando o trago, a parte simétrica sem trago e a parte antissimétrica da
equagao (2.79), obtemos:

+p0‘ A;I ’U. + 2Arz pkr + /\g pc<¥rik>

Y 5 1
h=Z[paAa+3Arsprs+2/\zqg+§pa zuz:l? (280)
a=1
. o, a 9 o a

> [Pa iUks + 27 P, + A Plis 5 A% Qk>] =0, (2.81)

a=1
S [po MG gy + 2 A% Py, + A 8] = 0. (2.82)
a=1

Utilizando-se a expressdo (2.78) e o conjunto de equagdes (2.80)- (2.82), pode-
mos escrever a desigualdade residual (2.77) como:

v

o o o o o o 3 o
> [Ai Pr+ A5 P+ A (Q P(u Pj))]

a=1

v—1
+ Y pahs (22— 2 E,-) > 0. (2.83)
a=1 o

my
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Das equagdes (2.67)-(2.76), constatamos que os multiplicadores de Lagrange
nao dependem da forca externa especifica 2= E;. Consequentemente, a desigual-

dade (2.83) é linear em (84— E;, — == Ei) e poderia ser violada a menos que os
m my

(o3

multiplicadores de Lagrange A$ fossem nulos para todo o = 1,2,...,v — 1. Uti-
lizando as equagdes (2.68), (2.69) e (2.78), obtemos:

h
A =0, Va=12,..,v, 36V~°‘ =0, Ya=1,2,..,v—1, (2.84)

T

isto é, os multiplicadores de Lagrange A sao nulos e a densidade de entropia h
nao depende das velocidades relativas V*.
Com o resultado (2.84), as equacgdes (2.67)-(2.76), (2.80)-(2.83) sofrem al-

teracoes e tomam a seguinte forma:

Oh oh Oh Jh
= Aa, —_— = 0’ _ = A~a~, = /\‘_” 2
3 ave = Bpg T B (2:85)
a¢k _ v <Aﬁ apg'rsk> +}_/\ﬂ 8pfssk) + (Aa~ﬁ> u® (2 86)
apa = TS 6pa 2 T apa p k> .
gk _ < Opersks | 15 0p0
= A'B ZLSTSE2 _Aﬁﬂ a o AY %
oV ﬁ=1< #Tave T3 aya ) AR A P
2 7 7 o
FEATA T (pa A NS+ S g h 5’;) Su (287)
a¢k _ 2‘/: Aﬁ 8pi'rsk> +}_)\ﬁpfssk + A%y if‘i @ s, ___1_1‘_7(;1; as.
apij _ﬁ=1 Ts 8[’% 9 't 81)% 1y 'k P Dr(i %5)k 2 o (1 99)k>
(2.88)
dpr & ap° 1 ,0p° 4 2
— Aﬁ <rsk> __/\[3 rssk ZAS Z Ao 51' A & 9.
r ;‘;1( G T2 agr ) TahET A kA (28
o o 5 o a a o
h: Z [pCtA +§A'rsp7‘s+2/\k qk]’ (290)
a=1
- a a o, a 9 a o
Z [2 Ar<i pk)'r +AT p<rik> + g)‘<i Qk>] = 07 (291)
a=1
> [2A% Pl + M) =0, (2.92)

a=1

v

o7 o] o e 3 (e o

a=1 a
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2.2.3 A Representacao das Equagoes Constitutivas

Ja que estamos interessados numa teoria linear, nés supomos que as equagoes
constitutivas para:

o (o3 o (e} o A

p<ijk>apijjk7Pi 7Pij>Qz' (2-94)

sejam lineares nas variaveis p%... (deviante do tensor pressao parcial), ¢¢ (fluxo
J p(zg) ) qz _

de calor parcial) e V* (velocidade relativa parcial).
Da equagao (2.86), vemos que %;% tem um termo dado por:

Aﬂapfssk — 6h apfssk
" apa aqf 6)001 ’

(ver eq.(2.85)4) (2.95)

ap? . - . .
e —g;“—ﬂk possui termos que sao de ordem zero e de primeira ordem nas variaveis
a

v v v 4 dh . . )
P%ij>» 47, V. Porém 5gf comega com um termo de primeira ordem, tal que:

r

?iapfssk
6 q'r@ 8 Pa

comeca com um termo de segunda ordem. Concluimos que devemos conhecer ¢,
incluindo termos de segunda ordem e h incluindo termos de terceira ordem.
De acordo com a teoria cinética de misturas de v gases ideais, as quanti-
o N o o
dades pZ,;x> € pf;;r dependem somente das varidveis do constituinte . Portanto
supomos que:

(2.96)

pzijk> = ﬁZi]’k)(pav ‘/ia’pgj? q?)v p%jk = ﬁ?jjk(pa’ ‘/iaap?ja qia)v (297)

e representamos as quantidades constitutivas da seguinte maneira:

Plijk> =0, (2.98)

p%jk = Xg(pa,pa)‘sik + Xi(Pmpa)Piib, (2.99)
v v—1

Pr =3 Mlsql +Y MY VE, (2.100)
B=1 B=1

P = Ra, (2.101)

Cij> = Z O’aap’ii», (2.102)

B8=1

v v—1

Qr=3 QL ’ +3 QL V., (2.103)
B=1 B=1

1 v
h=h° + 5 Z [h}h pgrs> p1r3> + h%'v qTﬁ q;Y]

By=1
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+— Z haﬁ'v p<7's> p<5k> p<kT> + E haﬁfy p<7‘s> q-r qs’ (2104)
aﬁ‘y— a,B,7=1
v,v—1
Z o dk + Z @ Ve + Z gDk OF + Y P pPokes V. (2.105)
a=1 a,B8=1 a,f=1

Os coeficientes M ;...0% ; dependem da densidade parcial p, e da pressio

parcial p, = ”5’.

Além disso, temos que:

> aﬁ—z 1,=0, j4qued P =0, (2.106)

a=1 a=1
2
hl af = hﬁa’ hiﬁ = hﬁa’ hiﬂ’y ha'yﬁ? (2.107)
3 B Simétricoem «,f,7. (2.108)

2.2.4 Consequéncias da Desigualdade Entrépica e Re-
presentagoes

Inserimos a densidade de entropia (2.104) nas equagdes (2.85), obtemos os mul-
tiplicadores de Lagrange:

oR® 1 X [0h]
A® S 8 b o> P "” ? 2.109
apa + 2 Pyl [ apa p<rs> p<'rs> + qr qr ( )
RS 1 X [Ohh, [,
AS = - Y 4P 2.11
1 3Pa + 2 ﬁ%l [ ap p<1'3> p<7‘s> + qr qr ( 0)

1 v
<2J> Zh ﬁp<u> + Z ( aﬁ7p<r<z>P<J>r>) 5 haﬁ'y q<1 q]>7
ﬁ'y_ By=1
(2.111)
Z haﬁ qt + Z hﬁa'yp<zr> q;. (2.112)
Byy=1

Inserimos as equagdes (2.104), (2.109)-(2.112) na equagao (2.90), obtemos um
polindmio em pZ;.. e ¢. Se este polindmio é identicamente igual a zero, entdo
seus coeficientes serdo nulos:

v OR® 5 ahol
+=ps—|—-h"=0, 2.113
c;[ 6pa p apa ( )

v O h; 5 0 hl 7
> [Pa apﬁ: + 3 api’y} + —hb,y =0, (2.114)

a=1 3
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[ OhG, 5 Ohh, 2
o + = Pa +3h% =0 2.115
;::1 P b 37 Op, . (2:115)

De maneira andloga, da equacdo (2.91), e do conjunto de equagdes (2.109)-
(2.112) obtemos:

2hh5+ > pyhl5=0, (2.116)
y=1
aho v »
+3> pohpe =0, (2.117)
Opa 5o
9h%54+5 > pyhias=0. (2.118)
v=1

A equacdo (2.93) é identicamente satisfeita.
Exploramos agora as equagdes (2.86)-(2.89), inserindo as representagoes (2.98)-
(2.105) e os multiplicadores de Lagrange (2.109)-(2.112), obtendo:
(i) de (2.86):
?io_l@ — _1_h2 an

apa 5 B 5;):, (2.119)
0 ( Pﬁ) (3h° h°> \
= (6.5— 22 - =], 2.120
0 pa T ) \0pa b (2.120)
des, 19x 1 9 x°
— o 6a h2 ~ 14 o .
Dpe  20p, o0 er TG MBay T (2.121)
965
B0 = 0. (2.122)
(i) de (2.87):
5 Oh° On® A°
2 — —— — — ———
Po = 3 Pa ape + pa <8pa ; ) , (2.123)
2 0h°
e = 2Pahlg+ = — bap. 2.124
©p Palap+ 3 5~ Oas (2.124)
(iii) de (2.88):
deh 1 5 Pa
%5~ _p? %——f—hgﬂ, (2.125)

8 2 B0
LI (m - fﬁ) on (2.126)
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8 3 1 0 o
(10,37 — lhz 6aﬁ 8Xa _ __2_ + lh4 aXa _ 5p ,
Opa. 2 77 OPa  Pa Opa  Pa

(iv) de (2.89):
L2010
Poa = 3 apa7

4
3 1
Soﬁa = ghaﬁ

2.2.5 A Identificacao da Temperatura Absoluta

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

Primeiramente fazemos a derivada de (2.120) em relagdo & pressdo parcial e a
derivada de (2.126) em relacdo a densidade de massa parcial e entdo igualamos

ambas as derivadas:

0% v} B 0% v}
9Py 0 pa B apaap’v’
0% h°
Y ) =0.
( B ’Yﬁ)apwapa

Escolhendo a # 8 =+, concluimos que:

92 1O
3pﬁ3pa—0 V a#p.

Inserindo (2.123) em (2.126), obtemos:

0% h° 5 Oh° anr® 5 0*h°

26 — bup ot 2P = 0,
P o padps 3% 80, 8pa T 3% 3pn 0

Escolhendo o # f e usando a equagdo (2.135), concluimos que:

0% Ko
0papp

=0 V a#p.

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)
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Inserindo (2.123) em (2.120), obtemos:

0 h° 0% h° an® 5 0% h°

5a "611 — +t 3 a. a_
ﬁapﬁ+pﬁ3pa0pﬁ e 37 8p.0pp

= 0. (2.138)

Escolhendo o # 3 e usando a equagdo (2.135), obtemos:

82 hO

—— =0 VY a#8. 2.139)
0 pa0pp # (

Das equagdes (2.135), (2.137) e (2.139) concluimos que:

b = Z hg (Par Pa) - (2.140)

a=1

Das equagdes (2.113) e (2.140), temos que:

0 ho 5 Oho
=2, Ll 2.141
paapa (pa> 3P 0 pa ( )

Da equagio (2.141) e da relagio p, = 2 pq €4, transformamos a equagio:

RO 9 (ho) . <h°>
di—2%]| = <2 1dps + -2 | dp, 2.142
(pa) 0 po \ Pa P 0Ps \ Pa P ( )

e an 1
o(B) -2 (28 e ()]

Portanto 2 ( ) o fator de integracdo da forma pfaffiana d e, + py d <p%), cuja
A2

em

integral fornece o = n?, entropia especifica em equilibrio. Se identificarmos o
fator de integracao 3 ( 32(;) como o reciproco da temperatura absoluta T, do
constituinte a: 2 (9RO
1
- = — 2.144
3 (3 ) T, ( )
e segue-se a equagao de Gibbs:
dnd = - dey + d-l— (2.145)
7704 - Ta o Pa Pa . -

Agora mostraremos que: (i) de (2.124), (2.130) e (2.144):

hog=0 V a#p, (2.146)
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1

L=pl = _ .
hOt (o e 4 2pa Ta
(ii) de (2.131), (2.132) e (2.147):
1
1 _—
(,Qa - T b

= (3 = — 2
Pa = ‘7‘90404 - 5pa Ta
(iii) de (2.129), (2.148)-(2.150):
hig=0 YV a#p,
4

- —5pa Ts (X(lx - Sﬁ>'

Pa
(84
(I‘oa =Poa |\ — —— |-
Pe P

(v) de (2.121) e (2.148)-(2.150):

(iv) de (2.123) e (2.141):

h%a,, =0 V o,fB,7 diferentes entre si.
(vi) de (2.118), (2.152) e (2.154):
4 _ 36
s T (x - 22)

Pa

h: = h

Com estes resultados € possivel escrever as equagoes resultantes como:

o (AN o (N 1 |
P pa \aTa) 30" 0pa \paTa) " 3puTe

0 (1>_~_ 2 ax°
5 pa T (xl—%ﬁ“—) dpa’

9 ( 1 )_ 1 (3)(}, 9 8}(2)
apa paTa paTa (X}X—%) 8Pa 5pa apa ’

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.156)

(2.157)

(2.158)
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()t
pa \T. 5pa Ta (x4 — 222)

9 ( 1 )_ 1 [axg_
0pa \paTu PaTa(X},—s—&) 0 pa

Pa

33

(2.159)

)| e

2.2.6 A Introducao da Temperatura Absoluta como uma

Variavel e os Resultados Finais

Fazemos uma mudanga de variaveis, isto é, usaremos o par (pa, ) no lugar de

(Pos Pa)- Através das relagdes:

o).~ (Gc).,*
(apa P 9 pa Ta+

<3fa) _ (%)«
0 py pa— 0T,

é possivel obter-se formas alternativas para as condigdes (2.156)-(2.160):

)
)i
Ta 2

Iﬁ 9 pa _*__3:'0_0‘
Pa \OT, o 2 Pa

(%) _ 5pa
Oba)y,  Pa
Oxa) _ 5Pa (9Opa
aT.) =~ o \aT.) T
Pa 14
(570),. =5 (55
0pa)r. Pa \ 0 pa

<<’9><L) _ 1 <3pa) (xl _ Tpa
aTa Po pa 8Ta Pa o p

Integrando (2.163)-(2.167) e (2.145), obtemos:

5
2

Po = T4 Fyo (24) com zo =

. 1T, /FaF’
Xa—" Fa

2y

dz, + aé) ,

—~

2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168)

(2.169)
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Xg=5Ta (/F F"d +a ) + a2, (2.170)

Za
-3 et al. (2.171)

Nas equagdes (2.168)-(2.171) F! é a derivada de F,, em relagdo ao seu argu-

mento (z,) e al,a?,ad sdo constantes.

a) Tar o
Escrevemos agora a forma final dos coeficientes que aparecem nas repre-
sentagdes das equagdes constitutivas (2.99), (2.104) e (2.105), sendo que para
a densidade de entropia nao escreveremos os coeficientes de termos de ordem

superior a dois:

o

Pa

Pa = Td Fy(24) com zo = —, (2.172)
Tz
h - ho + 2 ﬁzl h,}jfy p<1-s> p<'rs> + hﬁ*y q'r qr] (2173)
Y’Y—'
haﬂ = YV a#p, (2.174)
1
Rl =hl =— R, = .
[e'X¢] o QTapa, aﬂ 0 Va#ﬁ, (2 175)
R:, =h2 = — 4 (2.176)
o o 5paT (Xa SP:)
v,v—1
=Y wha+ Z%Vk + Y R d Y Papbis Vi (2.177)
a=1 a=1 o,f=1 a,f=1
1 h? ho)
1 2 o
Co =7 Po=Pa|———], 2.178
- (b2 (2.175)
o =0 V a#p, (2.179)
2
wia5w2=—5p 7 Pap =0 (2.180)

2.2.7 Resumo das Consequéncias da Desigualdade Entroé-
pica e as Representagoes

A relagao:

2019 1
35 = T (2.181)

permitiu a mudanga das variaveis (pa, Po) — (pa, ). Consequentemente, p, e
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€ = g—ﬁf tornam-se fungdes de p, e T, € a equagao de Gibbs (2.145) torna-se:

1 | de Jde D
0 o o _ (o7
dn, = = [5T T, + (5Pa _p§> dpa] ) (2.182)

As equagoes constitutivas (2.99), (2.104) e (2.105) tém a seguinte forma, como
funcoes de Fio(zq):

F, F! 7T, [ [ Fu F! 3
pzy]k [5T0‘ </ ad"a+a > + i:léik‘*‘ F [/ d +a :lp<ik>7

Zao P
(2.183)
v 3 Folt 5Fa 3
h——;[/’a [5/(2_3z§>dza+aa]
29,47
g (2184
4pa T p<7-5> p<7'$> 5pa TO( [% (f EOZ(TF“dZa + aé) - %]] ( )

g ql(: 3 Fc; 5F0‘ 3 o 2 o a
I Y e R E R et |

a=1 \
(2.185)

2.2.8 Resultados para uma Mistura de Gases Classicos
Ideais

A equacgdo térmica de estado para um gas classico ideal é dada por:

o k
po = Lk T,, Fo= "z, (2.186)

My My

onde k é a constante de Boltzmann e m, é a massa molecular do constituinte a.
Inserindo (2.186), nas equagdes (2.183)-(2.185), obtemos as equagdes consti-
tutivas para pf;.., h e ¢x para uma mistura de gases cldssicos ideais:

o pOt

2 7 T2
pf}jk = <5%‘ +5T3 al + GZ) 61,k +7 ( +—a ) piik)a (2187)

d T2 m 1
h = EE (In = + =2 131 _
Z [ My (n Pa k‘ a) 4paT p<r.9> p<r3>

7 -1
2T, TT2 pa
_ [5?—‘;—— (1+§ pf ai)] ngf}, (2.188)
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b=

a=1

3
k [&] T‘E a 2 o o
%L‘l'k;p%— (ln—+a;3) Uy —gp—Tp<kT> q, | - (2189)

Se nesse conjunto de equagoes (2.187)-(2.189) as constantes al, e a2 forem

nulas, esta teoria estara em completo acordo com a teoria dos 13v momentos de
Grad na teoria cinética dos gases.

2.2.9 A Definicao de Equilibrio e a Desigualdade Entroé-
pica

Definimos equih'brio como um processo no qual (12v — 4) produgdes P, P, QF
(com Y4_; = Yrv_1 P2 = 0) desaparecem. Isto significa que (12v — 4)
variaveis, ou comblnagao de variéveis devemn desaparecer em equilibrio. Esta
condigao sera satisfeita se as velocidades relativas V;* = v — v?, a diferenca de
temperaturas A* = T, — T, os deviantes do tensor pressdo parcial p%, . e os
fluxos de calor parcial ¢ desaparecerem em equilibrio.

Utilizando-se as equagdes (2.48) e (2.49), obtemos uma nova forma para a

desigualdade residual:

< o o o o pzi‘> o 5pa o
agl [A<11>P<zj> + /\i <Q1 - p_aJ—Pj - ’2—P—a_Pi ):l

v—1 1 2
+ Z_:l [g (A:tr - A:r) P.:s - g A:'r Psa Vs‘a:I 2 0. (2190)

Inserimos os multiplicadores de Lagrange (2.109)-(2.112), as equagdes (2.156)-
(2.160) e as representagdes (2.100)-(2.103) na equagao (2.190), negligenciando
termos de terceira e quarta ordem nas variaveis (V;*, Af,p%;;-, ¢f), obtemos:

v Oa o 1 v—1 v
oc=- Z gv Psrs> pgr3> Z V (Z ﬁqr + Z )

a,ﬁ=l2p°‘ & Voz 1

v 1 v 50: 11/1 5a
-2 Z(iﬁ 2 M")qrqr+z Z(Ka pM )quf’
a=1Ya g1 Pa

aﬁl

+§R (a 1) 0, (2.191)

onde:

Ga=5paTa[7Ta(/FF‘l’d +a}) - 5%1]. (2.192)

zOt o
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Da equagédo (2.191) segue-se que a producdo de entropia o:
0 = 6(pas Ta, V¥, 02455, 47) = 6(par Toy A%, Vi, P15 4F)
tem um minimo no equilibrio, isto é:

o |5= 6(pa, T, 0,0,0,0) = 0.

As condigOes necessarias para o ser um minimo no equilibrio sao:

oo
0Xa

0% o |
0X,0Xg P

[E=0’ \

é definida nao negativa,

onde X4 = (A%, V%, p2iis,45)-

()

Segue-se da equagdo (2.195); que:

do
0 A,

]E=0

e portanto R, |[g= 0.

57

(2.193)

(2.194)

(2.195)

(2.196)
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CAPITULO 3
TERMODINAMICA USUAL

3.1 Termodinamica Usual de Misturas de v +4
Campos

O sistema em estudo é constituido de uma mistura bindria de fons (o = I) e
elétrons (o = E), caracterizando um gas completamente ionizado (plasma). A
descricao do sistema baseia-se no conhecimento dos campos escalares de densidade
de massa parcial, velocidade parcial, fluxo de calor parcial e tensor pressao parcial,
totalizando 26 campos escalares.

O objetivo da termodinamica usual de uma mistura de v gases ideais é a
determinacao de v + 4 campos escalares de:

po = densidade de massa parcial,
v; = velocidade da mistura, (3.1)

T = temperatura da mistura.

[remos supor que todos os constituintes da mistura se encontram a uma mesma
temperatura 7.

Para atingir este objetivo, utilizamos as equagdes de balango da densidade
de massa parcial (2.40), a equagido de balango da densidade de momento linear
parcial (2.41) e o trago da equagdo de balanco do tensor pressdo parcial (2.43),
estas duas ultimas equacbes somadas sobre todos os constituintes da mistura,
obtendo-se portanto:

0pa O oy

91 T 9ay P =0, 32
dv; 0v; | 0pi; S €apa o
pW-*_pv]azJ + 833] —OZ::I My [E1+(v XB)Z']’ (33)

59
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81)1'

0 0
57 PO+ 5 (pevi+4;) +pi; 9z, = Ji Ei + (v x B)i], (3.4)

J
onde pe é a densidade de energia interna da mistura, p;; o tensor pressio da
mistura e ¢; o fluxo de calor da mistura, definidos por:

Y 1
p6=;(paea+§paui), (3.5)
pij =) (Pf} + pa u; U}’), (3.6)
a=1
- o o 1 a, 2 a o
qi:Z(paeaui +q; +§paui Ua-}-piju]-), (37)
a=1

sendo

6i=Ei+(V X B),

As quantidades constitutivas da termodinamica usual de misturas de v gases
ideais sao o deviante do tensor pressao p«ij;>, o fluxo de calor ¢;, o fluxo de difusao
J? ou o vetor corrente elétrica J;.

Para se obter tais equacées constitutivas, substituimos os resultados (2.36)-
(2.39), (2.98)-(2.100), (2.102), (2.103) e (2.168) na equagio de balanco do mo-
~ mento linear parcial (2.41), na equagdo de balango do tensor pressio parcial (2.43)
e na equacdo de balango do fluxo de calor parcial (2.46).

Na equagao de balango da densidade de momento linear parcial, substituimos
a = F e a =1 e subtraimos estas equagoes. Com o auxilio da definicao:

00 1
Fgo=(—+—), 3.8

g <pa pu) (3:8)
obtemos:

e Equacdo de balango do momento linear:

Jv

i 10 10 1 0p%;. 1 9pL,;
Z (Fpp JE) + oM g B 4 —SPE 2 OPL, - OP<i> 2 TP<iy>

dt Oz, /_o;aa:,- pr0z; pgp Oz, pr Oz
oul, 5 oul, ; 10uE 5 10ul ; dvy g 10v
S Y Apeeus. < 7}, S M B o AP “FepJE + - —FppJF
Ozjs> 7 Ozjs 4T3 0z, R Oz, et 0z £p; +38:1:T BB
ouf oul
. E i .1 E I v E
I [FMY : FM1 C+[FMYF '
+a.’I33] J 6(12J] U [ ]EEQz +[ ]Efqz +[ ]EEJz
tei( 2 — L) 4 (=2 4+ L) (37 x B).. (3.9)

mg mj PEME  prmy

Tomando a parte simétrica sem traco da equagio de balango do tensor pressao
parcial (2.43), obtemos:
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¢ Equagdo de balango do tensor pressao:

8v[J o 6'0[, o apii]'> § a aUT % ani
dtp<1,3> +p<zk> oz + p<jk>m + Uk a.’L'k + 3 P<ij> axr 5 a$j>
8v<1 3u 81)2 8“@‘ 2 0v< 8022-
o i 1 (e} 7'61 2 o
+p<kz> (amk + awk]) +p<k1> (amk axk]) p<kr> dzx J + p 8:vj>
5 ous L 2e
+3 p<z]> 9z, Z Uaﬁp<m> + pk<z ej>i Bi, a=([,E). (3.10)
ﬂ_
De maneira semelhante, obtemos:
e Equacao de balanco do fluxo de calor:
d dvy; aq¢ ouy 0 vy 3“‘[’2 9 ,0v
L P P A PR PR P Ll P
5Pay 1 O9pPaOT 1 Spay/ T oT 1 Opay
+4T( B )5$i+( Po )<4T3xk 2 Pa 830) <ik>
P> PGk L1y 5Pa\OPlis _ <A (s 9Pa IYCAW:
pa 0Tk +2(" pa)awk Z( “F 204 ")’
v—1 5 N €q
+3(QYs - 2” M)V + eug} Br, a=(L,E).  (3.11)
g=1 a

3.1.1 Equacoes Constitutivas para Jj, q; € p<ij>

Para a obtencdo de tais equacgdes constitutivas, realizamos um processo seme-
lhante a uma iteragdo Maxwelliana no sistema de equagdes (3.9)-(3.11), que con-
siste em se considerar no lado esquerdo deste conjunto de equagdes auséncia de
fluxos de calor e deviantes do tensor pressdo, ou seja, condigdo de equilibrio,
mantendo-se o lado direito inalterado. Obtém-se entao um sistema de equacoes
que nos permite obter equagdes constitutivas para p%;.., ¢ e J¢.

Primeiramente nos ocuparemos das equacoes (3.9) e (3.11), juntamente com
as consideragoes acima mencionadas. Fazendo-se @ = E e o = I na equagao
(3.11) modificada, obtém-se o conjunto de equagdes:

2
(i?xk—"j;ii)gi (= 5PEMEE)5m+ Ee”kB’”}

(QEI 5§E MEI)% (QEE 5pEME'E)V1 (3.12)

2
(%X}_%gi):[( - ;pIMII)5 +%fijkBk] q;
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+(Q1z - 5p’M1E)q, (@Y, - 51”’M,,)v’ (3.13)

Nestas mesmas condigoes, a equagao de balango de momento linear (3.9) toma
a seguinte forma:

1dps 10ps
pp 0zi  prow

= [FMYgeqf + [FMgrq! + [FMYFlgJE

eE er €E €] .
+€z(— - —) * (PE mg * PI ml) (JE x Bl (3.14)

O potencial quimico u, do constituinte « é definido por:

Yo -—-ca—Tna—i-&-, (3.15)

o

e valem as seguintes relagoes:

0 o 1 0po

== , 3.16
0pa  Pa0pa (3.16)
aﬂa 1 0pa
o+ — . 1
aT ~ T 58T (3.17)
Portanto temos que:
_ Lo 10 2 ey
pgp 0z;  proz; mg  mj

0 E— € /€ e 5,27 k ky 0 /1
=T (T ) 7y w3 (e~ w s (7))

e a partir das equagdes (3.16)-(3.17), a equagao (3.14) pode ser escrita como:

0 ~ ; 5 k ky 0 (1
o (C7 ) -7 w2 G ) 5w (7

= [FM)55 P +[FM%)51 ¢/ +[F MY Flgg JE+ (—2—+—L)(JZxB).. (3.19)
PEME  pImI

No conjunto de equagdes (3.12)-(3.13), fazemos as seguintes substituigdes:

VE = Fgg ——2™ g yl=_p,"ET g (3.20)
Egmy—ermg Egmy—ermeg
5pq 5
QY — Peya¥y = HeY, (Q%y - 222ME)) = HYY, (3.21)

2 pa 2pp
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5po: , 5p|6 )
(Q%h —5,-Ma5) = Hyg, (@b — 5 ,-Mjo) = H. (3.22)

Entdo as equagdes (3.12)-(3.13) e (3.19) tornam-se:

5pE 25pE 6T
+Hgp Fri nETM g, (3.23)

EEM] —€ermg

(_5_21 . 25p[)5‘T

aTX T AT p; [HU&J + = fuk Bk] 9 +Higa’

~H} Fyy——2"L g (3.24)
EpMr —Eermpg

eEmf*emeT[ mEgmp 0 (HE‘"P:I)_E

k(m; —_ m}_:;) 8T
mgEpmry T T

mgmy 0zx;

5
eEmI——emeax,' 2
MEMI___ s €EPIM[ + €[ pEME
1]
eEmr —ermg pE pr(egmy — ey mg)

+[FMgpqf + [FMgrq. (3.25)

= [[FM" Flgg

EgjkBk] Jj

3.1.2 Leis de Ohm, Fourier e Navier-Stokes

As incégnitas do sistema de equagdes (3.23)-(3.25) sdo os fluxos de calor parciais
qF e ¢! e o vetor corrente elétrica J;. Primeiramente nos ocuparemos da equagao
(3.24), a qual fornecer4d uma expressao para ¢/, que é da seguinte forma:

1 8T 5 25 5} 25 2
quf—:{ﬂj—[( 1) (41‘; 1 4TP1) Hu(:; 1 4T3;11)6£3_k8k
+() (S - DP) s + 5[ Bl Fr s,

EEM] — €IME

mgmry mpgmy

€I rrq v

— L H}, H}, Fry ik B +( ) HY, Fir B:B;|
mr EpMy —Eermeg EpMr—€e€rmeg

E

q; er

2
+I—3;[m(HH) Higbi; + — - Hi HipenBe = (=) HigBiB|,  (3.26)

através da determinacdo da inversio do tensor de segunda ordem [H}?I&j +

—;f;c,;jkBk], conforme o Apéndice B.
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O resultado (3.26) € substituido na equagdo (3.23), obtendo-se, através da
inversio de um tensor também de segunda ordem, uma expressio para ¢~:

s_ 9T

=T [aZ6i; + bEeisu By + £ BiB;] + Jy[a 78 + b e B + ¢§ BiB;. (3.27)
J

Substituindo-se a equagdo anterior na equagio (3.26), obtém-se uma nova
expressao para ¢;:
r_ 9T, I 1 1 I 1
q; = 5;[(17\5;,' + bree B + CTB,'B]'] + J; [aJ(S,-J- + bjein Br + CJB,'BJ'], (3.28)
7

onde os coeficientes aT ! bT 7 c?f sao dados no Apéndice C.

Substituindo-se as equagdes (3 27) e (3.28) na equacdo (3.25) e definindo:

mgm;  0(pE — pr)

“- egmy—ermg  0z; = &4 (3-29)
obtemos:
_ 0T e g Il o 1l ol In R
A; = £y [aT&J + brer B + cTB,B,] + J; [aJc?” + b€ Br + cJB,B]], (3.30)
3

onde os coeficientes af. ;, by, J,cT 7 sao dados no Apendlce C.

Do conhecimento dos fluxos de calor parciais ¢ e ¢, dados respectivamente
pelas equagdes (3.27) e (3.28), podemos obter a equagdo do fluxo de calor to-
tal para a mistura, a partir da equagio (3.7). Restringindo-nos a uma teoria
linearizada, esta equagdo pode ser escrita da seguinte maneira:

v

g= (¢+ -;—pa uf). (3.31)

a=1
Portanto, obtemos a seguinte expressdo para o fluxo de calor total da mistura:

oT
q; = 8:1,‘ [(CET + aT)(SU + (bT + bT)ekaBk + (OI‘ + CT)B B; ]
'3

5 —
+ ;[ (a5 el T (m1 = mp) )85+ (b5 +b0)eiu B+ (5 +ch) BBy (3.32)

€EE™M —€1MmEg

Reescrevemos as equagdes (3.30) e (3.32) nas seguintes formas:

T

A; = F,,g + Dy J;, (3.33)
(9T

qi = Utga + R J]‘) (334-)
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onde:
F,'j = (aff&ij + b%eijkBk + C%BiBj), (3.35)
Dij = (a;éﬁ + bgéijkBk + CjBiBj) (336)
Uij = (af + af)éij + (b7 + br)eije By + (¢ + 1) BiB;, (3.37)

R;; = (a§+a5+§kT (m; = mp) )

R —— 8ij+ (b7 +b3)eijn Bu+(c5+c)) BiB;. (3.38)

A equagdo (3.33) é a lei generalizada de Ohm para o sistema, sendo D;; o
tensor associado a condutividade elétrica, e a equacdo (3.34) é a lei generalizada
de Fourier para o sistema, sendo U;; o tensor associado a condutividade térmica.
Os coeficientes dos termos cruzados sao dados por Fj; e R;;, estando associados,
respectivamente, a termo-difusdo e a difusdo-termo.

A fim de identificarmos o coeficiente de viscosidade de cisalhamento, uti-
lizamos a equacdo (3.10) e as consideragbes mencionadas no inicio da subsegao
3.1.2. Fazemos (¢« = E) e (o = I) e obtemos entido o seguinte conjunto de
equagoes:

2 €E

<t E I E
2PE8xj> = OEEP<ij> + OEIP<ij> + P Pr<i€i>k B, (3.39)
Ovgi I B 2er g
2P18xj> = OIP<ij> T OIED > + ;;Pkafblel, (3.40)
que pode ser escrito como:
2ps dz;> = Alijs<hi>Per> T OBIDGj>) (3.41)
J
2pzaxj> = Alijs><kt>Pepi> T IIED i (3.42)
onde:
E 22
Alij><ri> = _Qm'_*E(fququsil + €13 Bybik + €xiqgBybji + €1ig Byjk)
o 2
"|‘_§‘£(5ik5jl + dudjk — 50ii6u1), (3.43)
€
€r

Aliiscrs = —m(fquBq@'t + €1jq Bybik + €kig Bybjt + €11q Bydjk)

2
+%£(5ik5jl + 5,'15]'10 — §5ij5kl)- (3.44)
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Substituindo-se o termo p%;;, da equagio (3.41) na equacio (3.42), obtemos
uma expressao. para o deviante do tensor pressido devido aos elétrons da mistura,
p’jkb, da seguinte forma:

8'U<k
A<u><lc1> 0z A<a]><kl>p<kl>’ (3.45)
onde:
A<l]><kl> = (PI PEE)(‘szké]l + 5;15]k 36ij5k1)
PE °L (¢ Bybit + €510Bybit + €ikg Bybst + €10 8,6, 3.46
-UEI ml(ejkq g0it + €519 Bgdik + €ikg Bybji + €itq Bybjk) (3.46)
e
OEE OII | OIE 2eger 2
AL s = ( DR R i —— ) (Bt + e — 3%ii0k)
l,eg o e; o
ﬁ—Q—(m_EE"O'—;I[ + mII O_if)(ejqu 511 + ejqu 61/(: + equB 6]1 + leqB 6]k)
3 ege
—iﬁ(&k&& + 6uB;By + 0,5 B;Bi + 6;,B; By
4 4 4 \
—-§6k1BiB]— — g(gijBsz + 55,‘_7'6sz ) (347)
Se multiplicarmos ambos os lados da equacdo (3.45) por (A™1):5,. .5 obte-

mos, a partir da equagio (D.15) do Apéndice D uma expressao para pZ, ., da

formas:
9 9 U<k
77<u><k1> 9z

pgij> (3.48)

E ’ . . ’
onde 7Z;:5 <mn> € O tensor viscosidade de cisalhamento devido aos elétrons da

mistura, sendo dado por:

1
E —
N<ij><mn> = “5[(/4 1)<U><k1> A<kl><mn>]

2
= cl(&-méjn + 6in6jm - "3°6ij5mn)

+62(eiquq5jn + e'i'n.qué‘jm + ejquq&in + 6_7"n,qu6im)

4 4 4 2
+CB(6szJBn+6mBJBm+6ijan+6JnBzBm_gézJBmBn_§6mnBzB]+§6z_16mnB~)
+C4(6iquqBjBn + CianqBJ'Bm + EjquqBiBn + EjanqBiBm)

1 1 1
+65(BiBijBn — §5¢ijBnB2 — §6mnB,'BjB2 + §5ij6mnB4)7 (3.49)

onde os coeficientes ¢y, ..., cs estdao dados no Apéndice E.
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Para a obtencdo de pi,-b, substituimos o resultado (3.48) na equacao (3.41).
Com o auxilio das equagdes (3.43) e (3.49), obtemos:

ov
I I <m .
Plij> = ~2Mij><mn> P (3.50)

onde 7<;j><mn> € 0 tensor viscosidade de cisalhamento devido aos fons da mistura,
sendo dado por:

2

Neij><mn> = A1 (8imbin + Sindjm — 38ii6mn)
+d2(€imgBgOjn + €ingByjm + €jmqBgbin + €jngBybim)
+d3(6z‘mBjBn+6inBij+6ijiBn+6jnBiBm_§6z‘ijBn—§6mnBiBj+%5ij6mnBz)
+d4(€img By BjBn + €ingByB; By + €jmqByBi By, + €jng By Bi Br)
+ds(B;BjBm By, — %6¢ijBnB2 - 313‘6mnBiBjB2 + %5,-j6mnB4), (3.51)

onde os coeficientes dy, ...ds estdo dados no Apéndice E.

Para a mistura, obtemos, da equagdo (3.6) que a pressdo total é a soma
das pressdes parciais devido aos elétrons e ions da mistura, ja que estamos con-
siderando uma teoria linear:

P<ij> = Pi‘p + piij>' (3.52)
A partir das equagdes (3.48), (3.50) e (3.52), obtemos uma expressao para o

tensor pressdo total da mistura, dado por:

a'U<m
ii> = —2M<ij><mn o .
P<ij> N<ij><mn> PN (3 53)

que é a lei de Navier-Stokes para a mistura, onde:
’ =nZ. + L, (3.54)
N<ij><mn> = Neij><mn> T M<ij><mn> :
é o tensor viscosidade de cisalhamento total da mistura, tendo a seguinte forma:

2
N<ij><mn> = N(a)(bimOjn + indjm — géij(smn)

+T’-(§l(€iquq6jn + €ingBybjm + €imgBebin + €jngBybim)

c 4 4
+%(6imBjBn+6i-n.BjBm+5ijiBn+6jnBiBm_géiijBn—g‘smnBiBj'l'%Bzéij(smn)
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+E%(eiquqBjBn + €ingByBjBm + €jmqByBiBn + €jng By Bi Bn)
+n(e)(B-B-B B, — l6-~B B, B? l& B;B; B? l6-15 B* 3.55
B4 19 mPn 3z]m'n. —3mnz] +gz]mn )7 ()
com:
Ne) =c+di, N = Blex + da), (3.56)
M) = B*(c3 + ds), Nd) = B®(cq +d4), Ne) = B*(cs + ds). (3.57)

Supondo o campo magnético na direcao z, e de acordo com o Apéndice F,
obtemos os componentes do tensor pressao nao nulos:

Peos> = -zmggz, (3.58)

P<zy> = P<ya> = —27]33:: + 2775222, (3.59)

P<oz> = P<sz> = —27752:: - 27;332::, (3.60)

P<yy> = —27723;)2 —2(m — TIZ)ZZZ -2 42;)2, (3.61)
Peys> = Pezy> = 774212 +2(m — 2772)3::;' - "42::’ (3.62)
P<zz> = —2(m — 7]2)2;}% - 27222;): +2 4222 (3.63)

que sao dados em funcgdo de uma combinagao linear de cinco coeficientes: 7,
N2, M3, M4, s, definidos pelas equagdes (F.12)-(F.16) do Apéndice F.

3.2 Relagoes de Onsager

No conjunto de equagdes (3.23)-(3.25) para ¢F, ¢/ e J; , realizamos um desacopla-
mento em relagao aos fluxos de calor parciais. Isto significa que a equagao (3.23)
dependerd apenas do fluxo de calor devido aos elétrons da mistura, e a equagao
(3.24) dependera somente do fluxo de calor devido aos ions da mistura. Esta mo-
dificacdo é realizada com base na teoria cinética de gases ionizados, desenvolvida
em [24], e permitira a verificacdo das relacdes de reciprocidade de Onsager para
os coeficientes de transporte da mistura.
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A analogia com [24] é justificada pelo fato de que a massa dos elétrons ¢ muito

menor que a massa dos lons, fazendo com que as integrais de colisdo que tornam
o sistema acoplado se anulem, simplificando-o.

Assim, obtemos o seguinte conjunto de equagdes para g7, ¢/ e J;:

2
(it~ 170) g, = ke + Ccn Bl o

mgm
+Hyp Fep Al Ji

) (3.64)
EEM —€E€rmeg
5pr_, 25p7\ 0T
(EXI 4T pI) oz; [HH i + E”k Bk]

v mEmj
"‘HH FII Ji

, (3.65)
eEgmry—ermeg
6Em1—€ImET[ mgmy 0 (NE_/‘I)_E]_{_?_k(mI"mE) or
mgEmyg eEgmy — ermeg 8.’13,' T T

2 mrmg Oz;

_ [[FMVF]EE mEgmy 5+ (egprmi+ erpg mEg)
eEm[—ermg pE pr(eg mr — egymg)
+[FM)gp qf + [FMEr4q].

Para se obter os fluxos de calor parciais q]E e q} é
inversos dos seguintes tensores de segunda ordem:

€5k Bk] JJ'

(3.66)

necessario conhecer os

HE g6 + = fkaBlw Hj6;; + 6kak, (3.67)
mg
calculados através do Teorema de Cayley-Hamilton no Apéndice B
Entao resolvemos o sistema de equagdes (3.64)-(3.65) e obtemos:
ro L g B B; B;
g = E (Hggp)" 65 — —‘“HEEGU’C ko ( E) }
5pE 25p%\ 0T v mgmy
- — - F Jil, 3.68
X[(4T XE 4TpE) 8.’1:]' HEE EEeEmI—elmE ] ( )
e
€1 er\?
g = i [(Hu)2 i~ H?z €ijk B + (E) B; Bj]
5p1 1 25pI 8T mgEgmy
F ; .6
X[(4TX 4Tp1)a +HH HeEmI—eImEJ]]’ (3 9)

sendo que IZ e I sao dados no Apéndice G.
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Se substituirmos os resultados (3.68) e (3.69) na equagao (3.66), obtemos a
lei de Ohm para a mistura, que é da forma:

o mgmy 0 (KE — pI 1.1 oT
J,—-— alj[eEm[—CImE Ta:l:]( T ) 6]] T(Q‘I)”awj’ (3‘70)

o:; sendo o tensor condutividade elétrica e (Qs);; o tensor de termo-difusao.
O tensor condutividade elétrica é definido da seguinte maneira:

o —1\J EEM[ —EITME\2
o =—(S ,-]-( —— ) . (3.71)

A partir da equagao (B.8) do Apéndice B, das equagdes (G.10)-(G.12) e sendo
IJ dado pela equagao (G.12) do Apéndice G, obtemos a seguinte forma para o;;:

Egmy — CImE)
mgpmyg I3

O'ijZ(

[[FMVF]EE - [FMq]EE IF (Hig)'Hpg Fre

[GE prmi+erpgmeg

1
g L q1\2 gV R
+[FM]B1 I(HII) HIIF”]‘S“ pI PE™MIME

1
5 HEEHEEFE‘E"[FMq]EI H}JIH}/IF”]QJ‘/CB/C]

+[FM?) EETE
[[FMVF]EE ~ [FM )z 75 (HEEV Hyg Fep + [FMg; ,(Hm HY; Fu

€E 1% 2 €1 v 2
—[FM"]EEEE(m—E) HYg FesB® + [FM"]EIE(m—) HY; F11 B?)

egmr—ermen\2 1 /e my+ er pgmg 1 eg
+( EM] I E) _J[( EpPImMy P +[FMq]EE HEEHEEFEE
mgmy I3 PIPE MEM] IFmg

16[

Tm (Hgg) Hgp Fre

~[FM gy Hiy HY Fr] — [[FMY Flog — [P M)se 7

IE
2 7V ¢E v
+[FM"]E1737(H}11) HYy Fr| x [ - [FMq]EE@(;E) Hgg Feg
1 €1\2 v
+[FMq]E,E(m_I) HYy F11] B:B;). (3.72)

O termo de termo-difusdo é definido por:

mEmj

(Qy)ij = oik Rij, (3.73)

€Egm] — €eImg

onde:

SpE 25 p3
Ry; = [FMq]EE(TXlE - 4[)5)(62}5)@
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5kT (mp —

2 mirmeg

HPM (2R - B p’)(@:) ME) s (3.74)

4

1 €u €q \ 2
(Qa)kj = E[(Hia)25kj — —(Hia)er B + (m—a) B.Bj|, (a=E,I). (3.75)
a o

A partir do conhecimento do vetor corrente elétrica J; da equacdo (3.70),
substituimos seu valor nas equagdes (3.68) e (3.69), com o objetivo de se os
fluxos de calor parciais ¢ e qf. As duas equagdes resultantes sio substituidas

na equacao (3.31), fornecendo a lei de Fourier para o sistema, que é da seguinte
forma:

aT mgmy 0 (pE—pI
= — ki — (Qy)is T — ¢l 3.76
q F‘:Jaxj ( q)J[eEmI_eImE 623]( T ) 6]] ( )
onde k;; é o tensor condutividade térmica e (Qg):; € o tensor de difusdo-termo.

O tensor condutividade térmica é dado, com base nas definicdes (3.73) e (3.74),
por:

2 2
__[(QE)ij(SZZ%X}E_f;IZZ) (QI)u(5PI 1 42;1;[1)

+%(Q5)ik(QJ)kj], (3.77)

onde:
mgmy

(@s)ik = (Qr)ix (QEE SiE MEE) Fgg

EEM] — €IME

mgmy —§kT (mI-—mE)

5p1
—(Qr)ik (QU MU)F P R —— mEélk’ (3.78)
e o tensor de termo-difusdo (Q),):; é definido pela relagao:
(Qq)ij = (@s)ik 0kj) (3.79)

com base nas equagdes (3.71) e (3.78).

Quando dois ou mais processos de transporte irreversiveis tais como a condugao
de calor e condugao elétrica, por exemplo, ocorrem simultaneamente em um sis-
tema termodinamico, os processos podem interferir entre si. Onsager provou
um conjunto geral de relagdes reciprocas tratando a simetria para processos ir-
reversiveis, tais como processos de difusdo e fluxo de calor, estabelecendo a e-
xisténcia de relagoes associando os coeficientes de transporte entre si e aos efeitos
do campo magnético aplicado. Nesses casos, as relagoes de Onsager tém a forma:

Ai;i(B) = Aji(—B) (3.80)
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se A;; representar um coeficiente de transporte genérico. Se nenhum campo
magnético estiver aplicado, a equagao (3.80) toma a forma simétrica:

Aij = Aj,'. (381)
A partir da equagdo (3.72), verificamos a relagio
0i;(B) = 0;i(—B), (3.82)

para o tensor condutividade elétrica o;;.
Para o tensor condutividade térmica, dado pela equagdo (3.77), verificamos
que:
ki;(B) = &;i(—B), (3.83)

Com relagao aos coeficientes de termo-difusao (Qs)i; e difusdo-termo (Q,):;,
dados respectivamente pelas equagdes (3.73) e (3.79), se considerarmos

Hip Fer

(?.M 1_35_@)’
4 AE  4pg

H}; Fip

52[ 1 _ 251)? ’
4 I 4p;

[FM]pp = [FMgr = (3.84)

verificamos que estes coeficientes satisfazem as relagoes de Onsager:

(Q1)i;(B) = (Q):;(B) = (Qq)5i(—B) = (Qs);:(—B). (3.85)

Portanto, constatamos que na termodinamica a verificagdo das relagoes de
reciprocidade de Onsager (3.82), (3.83) e (3.85) é alcancada somente mediante
certas consideragoes. Primeiramente, se realizarmos o processo de desacopla-
mento dos fluxos de calor, ou seja, se utilizarmos as equagbes (3.12) e (3.13)
numa forma simplificada, ndo acoplando numa mesma equagdo o fluxo de calor
devido aos ions e aos elétrons da mistura, verificaremos as relagdes de Onsager
dadas pelas equacdes (3.82) e (3.83). Por outro lado, somente se os termos de
produgdo do momento linear [FM?)gg e [FM s satisfizerem as condigdes im-
postas pela equagio (3.84) é que a relagdo de Onsager (3.85) se verificara.

3.3 Efeitos Termoelétricos, Termomagnéticos
e Galvanomagnéticos

Estes efeitos estao associados a um fluxo simultaneo de calor e de corrente elétrica
no sistema e podem ser definidos da seguinte maneira:

1) Efeitos Termoelétricos: sdo os efeitos causados num gés por uma corrente
elétrica ou por um gradiente de temperatura, quando nenhum campo magnético
externo esta presente.

ii) Efeitos Galvanomagnéticos: quando uma corrente elétrica percorre o gés e
este estd sujeito a um campo magnético externo.
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iii) Efeitos Termomagnéticos: caracterizados pela existéncia de um campo
magnético externo e por um gradiente de temperatura aplicado ao gas.

Os efeitos galvanomagnéticos e termomagnéticos, por sua vez, podem ser di-
vididos em duas classes:

a) Efeitos transversais: que se manifestam perpendicularmente ao campo
magnético externo.

b) Efeitos longitudinais: que se manifestam no mesmo sentido do campo
magnético externo.

Apresentaremos todos os efeitos, considerando-se as equagoes (3.33) e (3.34),
que relacionam o campo elétrico A; e o fluxo de calor total da mistura g; como

funcdes do gradiente de temperatura % e do vetor corrente elétrica J;. Para o

calculo destes efeitos, decompomos as e('quagées (3.33) e (3.34) em componentes
cartesianas z, y e z, obtendo, portanto:

— oT oT oT
Az; - zz% + ny_ag + szg; + D(L‘.’L'Jl‘ + D:z:ny + Dzsza

Ay =Fo9L + £, 9L + 7.9 4 Do Jo + Dy J, + D,
Az = Fzz%% + Fzy%% + Fzz%lz-" + Dzz']a: + Dzny + DzzJ27

(3.86)
4o = Use 9L + Uny §L + Uns G + Ruo e + RuyJy + Reas,

0. = V9L + U0 9L + U 9L + Recd + Ruydy + Rec..

Z

Se estabelecermos que que o campo magnético exterior esta dirigido segundo
o eixo positivo de z, isto é, o vetor indugdo magnética é dado por:

B = (0,0, B), (3.87)

calcularemos, com base nas defini¢des apresentadas no Apéndice C, os seguintes
efeitos:

3.3.1 Efeitos Termoelétricos

Na determinacao destes efeitos, consideramos B = 0 nos coeficientes das equagoes
(3.33) e (3.34) e tanto o gradiente de temperatura como o vetor corrente elétrica
na direcao z, obtendo-se portanto:

oT
Ax:Fzz' zx YT, .
=+ Day (3.88)
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T
4z = Uza: —aa—; + sz ']x- (389)

Observando-se estas equagdes, relacionamos os seguintes coeficientes repre-
sentativos de seus efeitos:

Coeficiente de condutividade elétrica o

A condutividade elétrica é definida como sendo a razao entre a densidade de

corrente elétrica J, e o campo elétrico A,, para um sistema isotérmico. Portanto,
temos que:

o= (i—i) or_y (3.90)

O valor deste coeficiente pode ser obtido a partir das equagdes (3.88) e (C.33),
obtendo-se:
eEgEmr—ermeg

g = — [[FMVF]EE

mgmjy

mgmjy

+ [FMpsYs + [FM)5Ys]
(3.91)

€gmy —€rmg

Coeficiente de condutividade térmica «

Este coeficiente é definido como sendo a razao entre o fluxo de calor e o negativo
do gradiente de temperatura, quando ndo ha difusdo (corrente elétrica).

g=(~ 6fl?;6x) - (3.92)

que pode ser determinado a partir das equagdes (3.89) e (C.15) e (C.21);, obtendo-
se entao:
Hig

nzYl{ 11

(H})? = 1] = Xa(H,) (3.93)

Coeficiente da forga termoelétrica ¢

Quando um gradiente de temperatura é aplicado a um gas ionizado, verifica-se
que além de um fluxo de calor, uma corrente elétrica percorrera o gas no sentido
da regiao de baixa temperatura.

Apés ser atingido o estado estaciondrio (quando cessa esta corrente), haveré
um acumulo de elétrons nessa regiao, e consequentemente a producao de um
campo elétrico.

O coeficiente da forca termoelétrica é um coeficiente que mede quantitati-
vamente o fenémeno do surgimento de um campo elétrico quando existe um
gradiente de temperatura num gas sem difusdo. Por definigao:

Ay
€= (6T/ax)h=0. (3.94)
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A partir das equagdes (3.88) e (C.30). temos que:

mgm| [ﬁ(mz —mg) (k5 —pr)
egmr—ermget 2 mgmg T

€ =

[F M| 51 Xa(Hip)?
+Y1( = [FM%)ps + [FMQ]E,%@(H;,)?)]. (3.95)

Coeficiente de Peltier II*

Em analogia ao efeito Peltier, que estd relacionado com o acréscimo ou decréscimo
de temperatura em uma juncdo de uma liga metéalica quando, através desta, flui
uma corrente elétrica, definimos em termos da forca termoelétrica o coeficiente
de Peltier:

II* = —Te, (3.96)

que é também conhecida como a segunda relagdo de Thomson.
A partir da equacdo (3.95), obtemos:

Tmgmi (5, (mi—mg) (45— p)
= 5k - — [FM? 72
H EEM[ — €IME [2 mgmjy T [ ]E1X2(HII)
Hig
Y (= [FMJsp + [FM)er—f (Hir)")|. (3.97)

3.3.2 Efeitos Galvanomagnéticos e Termomagnéticos

Como ja afirmamos anteriormente, estamos interessados no caso em que o gas
estd submetido a um campo magnético cujo vetor indugdo magnética é dado por
B = (0,0, B)..

Supomos que exista uma corrente elétrica percorrendo o gas, denominada de
corrente primaria, que tem a dire¢ao do eixo z e o sentido positivo deste eixo.

Os efeitos longitudinais num campo magnético longitudinal possuem os mes-
mos coeficientes daqueles obtidos anteriormente para os efeitos termoelétricos,
pois o campo magnético ndao altera o movimento dos elétrons segundo a direcao
z. Portanto, nao os trataremos aqui.

Os efeitos transversais podem ainda ser classificados como isotérmicos e adiaba
ticos. A seguir, analisaremos todos os tipos de efeitos transversais que ocorrem
num gas sujeito a um campo magnético externo.

3.3.2.1 Efeitos Transversais Isotérmicos

Denominamos efeitos isotérmicos aqueles efeitos que se manifestam quando o gra-
diente de temperatura perpendicular a corrente primaria e ao campo magnético
se anula, ou seja:

or

3, = (3.98)



76 CAPITULO 3. TERMODINAMICA USUAL

a) A primeira condicdo a ser tratada é aquela em que nenhum gradiente de
temperatura esta presente e a corrente elétrica transversa a corrente primaria é
nula, isto é:

9T _ 0T _
dr Ody

Desta condigdo obtemos dois coeficientes:

J, = 0. (3.99)

Coeficiente isotérmico da condutividade elétrica ¢*
Por definigdo:

ot == (3.100)
Das equagbes (3.86); e (C.33), este coeficiente pode ser escrito como:

O'i = —eEmI_eImE [[FMVF]EE
mgEgmyg

mMe My

+ [FM%geYs + [FM)g1Ys
EEMr —ermg

+B*([FM|5sYa + [FM?)51Yi0)| . (3.101)

Coeficiente isotérmico de Hall R

O efeito Hall é o fendmeno da produgao de um campo elétrico (A,) transverso a
uma corrente elétrica segundo a diregao z, na presenca de um campo magnético
B na direcao z. Se a Figura 3.1 representar esquematicamente uma lamina do
fluido, identificamos o coeficiente isotérmico de Hall a partir da relagao:

A, = (3 xB), R, (3.102)
ou seja: A
i _ By

R = B (3.103)

A partir das equacdes (3.86)2 e (C.34), obtemos:

R— ___mEm [ €EEPI™MI +€IPEME (FM?]55bE
egmr —ermg 'pg pr(egmy — ey mg)
+HF M) pr(Yar + Y12 B%)|. (3.104)
b) A segunda condi¢do a ser considerada impde que, além do gradiente de

temperatura %f— = 0, nao existe nenhuma corrente elétrica segundo as direcoes z

e Yy, ou seja:

oT

i

Com esta condi¢ao, determinaremos trés coeficientes (seguindo a numeragao
inicial):

Jp=J,=0. (3.105)
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B

Ay
Figura 3.1: Descri¢ao do efeito isotérmico de Hall.

Coeficiente isotérmico de Nernst T

O efeito Nernst é o fendmeno da produgdo de um campo elétrico transverso A,
devido a um fluxo de calor ¢, através do gas, na presenga de um campo magnético.
O coeficiente do efeito Nernst é definido por:

: A
T =4 .
BoT/dz (3.106)
A partir das equagdes (3.86); e (D.31), este coeficiente adquire a seguinte forma:
T = — Bl [[FM) g + [FM)5i(Ys + YsB2)]. (3.107)

€My — €ITME

Coeficiente isotérmico de Ettinghausen-Nernst T

Este efeito é analogo ao efeito da forca termoelétrica (na classe dos efeitos ter-
moelétricos), porém agora na presenca de um campo magnético aplicado ao gés.
E um efeito longitudinal & corrente primaria e seu coeficiente é definido por:

—_ Ax
T 9T/oz

A partir das equages (3.86) e (C.30), segue-se que:

PES

(3.108)

i _ MBI [§k(m1— mg) (4B — p1)
EE My —EeEfTmMmg 2 mgpmy T

—B?([FM°)gEYs + [FM?)gYs)|. (3.109)

— [FM%geYs — [FM)E1Ys
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Coeficiente isotérmico da condutividade térmica x'

Por definicao: .
- T oT/9z

e das equagdes (3.86)4, (C.15) e (C.21);, este coeficiente assume a seguinte forma:

(3.110)

K= —|(Yi + ¥5) + BY(Y; + Y5)]. (3.111)

3.3.2.2 Efeitos Transversals Adiabaticos

Denotamos por efeitos adiabaticos aqueles que ocorrem quando o fluxo de calor
perpendicular a corrente primaria e ao campo magnético se anula, ou seja:

q =0, (3.112)
com a condi¢do suplementar de que:
oT
9. = 0 quando J, #0. (3.113)

Esta ultima condigdo é devida a grande condutividade térmica do gds ionizado
aqui considerado, que faz com que um fluxo de calor, que acompanha a corrente
elétrica, seja rapido o bastante, tal que a temperatura, segundo a diregao z se
mantém constante.

a) Como primeira condi¢do, impomos que tanto o gradiente de temperatura
na direcdo da corrente priméria, como a corrente elétrica e o fluxo de calor per-
pendicular a esta corrente sejam nulos. Portanto, definimos:

oT
—5;=Jy=qy:0. (3.114)
Se impusermos a condicdo (3.114) no sistema de equagdes (3.91), este toma a
seguinte forma:

oT

T

Ay = Fy %_3; + Dy Jo, (3.116)
oT
oT

0= Uy G+ Rue T (3.118)

A partir deste sistema de equacbes determinaremos trés coeficientes, que
seguem a numeragao ja estabelecida para os efeitos isotérmicos.
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Coeficiente adiabatico da condutividade elétrica o°

Por definig3o:

a Jz
g = A (3.119)
e a partir das equagdes (3.115) e (3.118), segue-se que:
U,
ot = v (3.120)

Dm Uyy - Ryx ny,

Coeficiente adiabatico de Hall R*

Este coeficiente é analogo ao coeficiente de Hall dado pela equacédo (3.103), porém
agora satisfazendo-se as condigbes (3.114) e ndo mais as condigdes (3.99). Assim:

By
¢ = . 121
R 7B (3.121)
Das equagdes (3.121) e (3.123), este coeficiente pode ser escrito como:
Re = Dol = By foe. (3.122)

BU,,

Coeficiente adiabatico de Ettinghausen P

O efeito Ettinghausen é o fendmeno do surgimento de um gradiente de tem-
peratura transverso g—z devido a passagem de uma corrente elétrica segundo a

direcdo x, na presenga de um campo magnético, como esquematizado na Figura
3.2. Portanto, temos que:

orT
ou seja:
_0T/0y

A partir da equagdo (3.118), obtém-se que:

Rys

P=-5u.

(3.125)

b) Quatro efeitos termomagnéticos sdo obtidos quando ndo hé difusido com
a condi¢do suplementar que o fluxo de calor transverso a corrente primaéria seja
nulo. Desta maneira, temos a segunda condigao:
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vT

Figura 3.2: Descricao do efeito adiabatico de Ettinghausen.

Novamente, do conjunto de equagdes (3.86) e da condigao (3.126) obtemos as
seguintes equagoes:

Ay = szg—z+F$yaa—§, (3.127)
A, = Fy, %—i: +F, %g, (3.128)
%o = Usq g—z 4+ Uy %%, (3.129)
0="U,, ?9_: +U,, g—z, (3.130)

e podemos entdo calcular os quatro efeitos mencionados:

Coeficiente adiabatico de Nernst Q°

Este é o fenémeno do surgimento de um campo elétrico A, devido a um gradiente
de temperatura segundo a dire¢ao z, na presenga de um campo magnético, como
representado na Figura 3.3. Concluimos que:

A, = (VT x B), Q% (3.131)

ou seja:
__ A
~ 0T/8z B’

Q° (3.132)
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Figura 3.3: Descricao do efeito adiabatico de Nernst.

Das equagbdes (3.128) e (3.130), podemos escrever o coeficiente acima na seguinte
forma:

1 Uyo

Q= (Fye — o Fuy). (3.133)

Coeficiente adiabatico de Ettinghausen-Nernst Q**

Este coeficiente também é chamado de coeficiente adiabatico da forga termoelétrica
e € definido por:

A
e 134
"= 5T78a (3.134)
Através das equagdes (3.126) e (3.130), este coeficiente toma a seguinte forma:
U
O = (Fpp — Fry =22). .
0 = (= 25) 3135

Coeficiente adiabatico da condutividade térmica «°®

a _. ql‘
= 5ree (3.136)
Das equagdes (3.129) e (3.130), segue-se que:
k8= (= U + Us Use (3.137)
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Figura 3.4: Descrigao do efeito adiabatico de Righi-Leduc.

Coeficiente adiabatico de Righi-Leduc S

Este coeficiente é definido como sendo o fenémeno do aparecimento de um gra-
diente de temperatura transverso quando existe um gradiente de temperatura ao
longo da direcdo z e um campo magnético aplicado ao gas, como mostrado na
Figura 3.4. Portanto, temos que:

oT

ou seja:
0T /0y
A partir da equagdo (3.130), este coeficiente assume a seguinte forma:
U,
S == 3.140
BU,, ( )

No sentido de proprocionar uma maior compreensao a respeito dos efeitos
aqui analisados, construimos o quadro abaixo, relacionando causas e efeitos:

CAUSA EFEITO NOME
DO EFEITO
densidade de corrente campo elétrico Hall
gradiente de temperatura | Ettinghausen
gradiente de temperatura campo elétrico Nernst
gradiente de temperatura | Righi-Leduc




CAPITULO 4
CONCLUSAO

A termodinamica racional estendida, cujos desenvolvimentos iniciais estao rela-
cionados aos nomes de Miller, Ruggeri, Liu, Kremer, apresenta-se como uma
teoria que procura evitar os paradoxos das teorias precedentes e obter resultados
possiveis de serem comparados aqueles fornecidos pela teoria cinética dos gases.
O sistema em estudo se constitui de particulas carregadas (fons e elétrons),
caracterizando um gas completamente ionizado (plasma). A forca externa es-
pecifica é dada pela forca de Lorentz f¢ = P~ [Ei -+ (ca X B)i].
A metodologia da termodinamica estendida, desenvolvida no Capitulo 2, mos-
tra-se capaz de identificar todos os termos constitutivos da teoria. Estes, inseri-
dos nas equagdes de balango, fornecem as equagdes de campo. Com o objetivo
de se determinar os termos constitutivos da teoria, realizamos uma transicao
da termodinamica racional para a termodinamica usual, considerando, das vinte
e seils equagoes iniciais, seis que fornecerao as densidades de massa dos ions e
dos elétrons, a velocidade da mistura e sua temperatura. Das vinte equagoes
restantes, consideraremos dezenove, ja que estabelecemos que todos os constitu-
intes da mistura estao a uma mesma temperatura. Portanto, destas dezenove
equagOes obtemos os deviantes do tensor pressao dos ions e dos elétrons da mis-
tura, os fluxos de calor dos fons e dos elétrons além do vetor corrente elétrica,
a partir de inversoes de tensores de segunda e quarta ordem. Desta maneira, as
leis de Ohm, Fourier e Navier - Stokes sdo obtidas para o gas ionizado.
Identificamos todos os coeficientes de transporte para a mistura, verificando-
se as relagoes de reciprocidade de Onsager na presenca de um campo magnético
externo e as condigdes sob as quais estas relagdes permanecem vélidas dentro da
teoria desenvolvida.
A partir de uma escolha adequada de forgas e fluxos termodinamicos os efeitos
termoelétricos, galvanomagnéticos e termomagnéticos foram obtidos e analisados,
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permitindo uma caracterizacao mais ampla do sistema.

Com relagdo a trabalhos futuros, pode-se analisar a propagagio de ondas e
também se considerar os elétrons da mistura como um gas de elétrons (gas de
Fermi) e os ions como um gas classico, ja que na temperatura aqui considerada
os elétrons se encontram completamente degenerados.



APENDICE A

A.1 CALCULO DO JACOBIANO NO ESPACO
DE FASE

Para se determinar o Jacobiano da transformagao definida nas equagdes (2.3) e
(2.4), utilizamos a defini¢do:

0(x',cl) B o0(z,y', 2, e, e’ )

J = = e (A.1)
0 (x,¢cq) 0(z,y,2,c2,c2,c2)
que corresponde a um determinante de uma matriz 6 x 6:
(22 2y 9cg’
oz dzx oz
az' 3y’ 8cg’
9y 9y "' Oy
(J) = . (A.2)
oz’ 3y ac2!
dcg 9dcg 7" Ocg
Podemos expressar a forga externa f, em duas partes:
f' | ea
fo = — + —(co x B), (A.3)
Mg Mg

onde f,’ é uma forga independente da velocidade e o segundo termo é uma forca
dependente da velocidade devido ao campo magnético B aplicado.
As derivadas parciais que compde (J) sdo dadas por:

oz’ o0c’ 1 0f
b=, = — it .
O0z; b 0z; my Oz (A4)
oz 0c! ea O
Lo udt, i = 64+ 22 L (¢, x B)dt. .
dc} ’ oct 6J+maacj‘(c x B) (A-5)
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A matriz (A.2) pode ser expressa na seguinte forma:

(D ()2
(J)= ; (A.6)
(J)s (J)a

onde os (J)is, com ¢ = 1,2,3,4 representam as seguintes matrizes 3 x 3:

100
(J)I:(O 1 0), (A7)
00 1

dt afl af/ afl
(J)2:m_a 3y By o1 |° (A-8)

100
(N)s=dt| 0 1 0 |, (A.9)
00 1
1 —%aB,dt <=B,dt
(J)a=| t=B.dt 1 —zaBdt |. (A.10)
—fB,dt faB,dt 1

O célculo do determinante da matriz (A.6) consiste em transformé-lo em
uma matriz diagonal superior: o determinante serd o produto dos elementos da
diagonal principal.

Negligenciando termos da ordem de (dt)?, verificamos através desse método
que |J| = 1.

No caso aqui considerado, a interagao das particulas carregadas com os cam-
pos eletromagnéticos B e E é dada pela for¢a de Lorentz:

f& = =[E; + (ca x B)J, (A11)

My

com f’' = e, E.



APENDICE B

B.1 INVERSAO DE UM TENSOR DE SE-
GUNDA ORDEM

Do teorema de Cayley-Hamilton, podemos representar um tensor de segunda
ordem S por:

(8%)ij — L1(8%)ij + Lx(S)ij — I36;; = 0, (B.1)
onde:
Il = Sii,
- 1 2 2
L= 5[(&;) - (S )u], (B.2)
1 1 1
Iy = 3(8%)i — 5(S:)(8%)15 + 5(Si)’,

sao os invariantes de S.

Seja S;; um tensor qualquer que é fungido de um vetor axial B, logo sua
representagao é dada por:

(Sij) = aéij + bE,’jkBk + cB,-Bj, (B3)

com a, b, ¢ constantes. O tensor inverso (S™!);; pode ser obtido multiplicando-se
a equagao (B.1) por (S71),;:

1
(571 = ya ((5%)ij = 1Sy + L) (B.4)
Como:
I = 3a® + acB?, (B.5)
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I, = 3a® + 2acB’ + * B, (B.6)
Iy = (a* + b*B*)(a + ¢B?), (B.7)
entao:
1

(571 =

(a2 + szz)(a T CB2) [a(a + CBZ)(S,'J' — b(a + ch)fijkBk

+(0* ~ acB) B.B;]. (B.8)



APENDICE C

C.1 APRESENTAGAO DOS COEFICIENTES
DAS EQUACOES (3.27) E (3.28)

Se definirmos:

o = gy~ Doty - (Y 2oty ) [y - Boryy), ()

—[H}%‘E Ii%I(Hu)Z (mI) h;?IHIEBzJ [;Z_*_mj I

Hi
LB HY), (C.2)

2= [%+;fl Iif’HUHIE] ~[Hyp— IZ“(H}’I) | [~ (211)2%1 Higl, (C.3)
X = %(%‘X}s - f—;%—), 2= %(ZPTIX} - 42;1)21)’ (C.4)

Y = U[Xl — Xo h[r; (Hir) ], Y, = Ij‘EIHn —Xi, (C.6)

Ys = —u[Xs + X, Ii’?E’(H},)"’], Y, = Iigf “Lyux,  (C7)

Ys = X2(H}I1)2 - (Hu) Y, (0-8)

13
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HIE 6[ HI

Yo = 73 5 (H}1)Ys - - IBEH}JIbg, (C.9)
€er H H
Y: = *m—IH}].er - (Hu) b7 + L mr 1 —-HiY, (C.10)
€r HIE (H}]I)2 H}]E
Ys = mr II HIIYZ’ Yo = TX4 - ZFH}IIY;% (C]‘l)
Hig er H}
Yio=-Zf —Efy Y, - - ;,EHHb (C.12)
I
er Hj, Hig e y2ym , €1 Hip
Yii=— —7 X4 — 7 (Hi) b5 + — A7 — HirYs, (C.13)
Y, = o HIEHq Ya, (C.14)
entao temos que:
ok =Y, + Y, B2, (C.15)
by = [EHEIHII ~X; ‘H’[Xl IE (H”) X2] (C.16)
B U [ E€1\2,4 HI({JI q \2
g = —E(m—I) HgXa + IEHEIHII( )X2 +z[X T IE (H1r) X2]
Hl;/ery2
2 EI(°I
+B?[ - 2 7 (m—I) Xa), (C.17)
o =Y, +Y,B?, (C.18)
H
b _ ut HII X4 — ] 7 (H;I) X, (C.19)
H H}
(:5" = Igl( ) X4 + v IE'I}III X4 - Z[ IE (HII) X4]
H}
R TEA ] e

ah =Y; +YsB?, oL =Y+ YiB? (C.21)
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€r \2 Hq H er 2H
C§"=X2(“‘) —Cg(H;I):z_‘IE'Fm—HH —LEbF — (mz) —LEdf

mI I:{ .[3 13
2f _ (er\2Hip g
+B2 (mI) 7 f), (C.22)
ay =Yo+ Y1oB?, b} =Y+ Y12 B, (C.23)

er\2 H} er H? er\2 H?
05:X4(m_1) __IE(H}II)%}E'*‘EL—IHH [;EbE (mz) IIEEa§

+B?[ - (;fl)zﬁf,EcE]. (C.24)

Nas equagbes acima consideramos:

I = ay(a® + B2B?), (C.25)
com: er
a; = H‘I]I’ b1 = m—I, C1 = 0, (C26)
e:
I3E = (a% + b;Bz)((ZQ + CQB2), (C27)
onde: =
a; = Hgp — IEII(HII)2 (C.28)

_ €E er HZ?I _ er ZHEI
by = m—E +— my I —+ HiHig, &= _(mz) 1 —T Hig- (C.29)

C.2 APRESENTACAO DOS COEFICIENTES
DA EQUAGAO (3.30)

A partir das definigdes do Apéndice C.1, escrevemos os coeficientes da equagao
(3.30) na seguinte forma:

mp my [iﬁ(mf —mg) (ke — p1)

J _ — 9 E
ay > et T [FM?)|gpar

€gmy — €rMmEg

~[F Mg}, (C.30)
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J _ mgEmy q E q 2 ;
b = = [[FM?) 55T + [F M| pi(Y7 + YaB?)], (C.31)
J Mg mI E I
= — Mq FMq .*
o= [FM)psef + [FMOref], (C.32)
0} = ———L L ([FM" Flog— 2L | [FM*)5p(Ys + Y, B?)
EgpMmr—ermeg EEMr—ermeg
+HFM]51(Ys + Yi0BY), (C.33)
b= mEmr qlepprmiterppme) py o e
eEm[ — ermg [PE pr(egmr — ermg) ! l5sb;
+HFM)5r(Yas + Y BY), (C.34)
J mEmI E 1
= — M1 FM? . .
&=~ [[FM e + [FM]prc]] (C.35)



APENDICE D

D.1 REPRESENTACAO DE UM TENSOR DE
QUARTA ORDEM

Na obtencao do tensor viscosidade de cisalhamento total da mistura:

_ . E 1
N<ij><kl> = Ncijs<ki> T N<ij><ki> (D.1)
é preciso inverter um tensor de quarta ordem, a saber, A2§j><k,> a fim de se
. E I . ~
determinar ng;;5 cps € Neijs<hi> (Vide equagdes (3.49) e (3.51)).
Necessitamos, portanto, representar um tensor de quarta ordem, simétrico

sem traco nos indices zj e kl, além de apresentar uma dependéncia em relagao a
um vetor axial B.

Se Dfjy; € um tensor de quarta ordem, entao Dfjya; b; cx d; € um escalar onde
a, b, c, d sio vetores arbitrarios. Escolhemos os invariantes quadrilineares em a,
b, c, d de D a;b;ck di(E,a,b,c,d) da tabela dos escalares invariantes [28]:

2
W,vy, ., v, — Va.Va,Va.Vg,tTW2,Va.W Vo, Va- WV, v Wy, (D.2)

onde W é um tensor antissimétrico (equivalente a ), sendo que Z;; = €4 By.

Portanto:

Dy, arbscidy, = ag(a-b)(c-d) + az(a-b)(c-Ed) + az(a-b)(c- Ezd)
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—2 ] «
+ayz(a - =°d)(b - Z%c). (D.3)
. a4 . . s
Tomando a derivada 5aro%, 5504 considerando-se os argumentos de simetria:

ort = D > Do = Do (D.4)
e considerando-se que Z;; = €;;x By, obtemos:
ort = Broijon + By (6t + 6ubjx) + B356:; Br By + 05 61 B; B;

+ 85 (€i1g By bk + €ikgBebj1 + €1g By ik + €jigBybir)
+B¢(8:ixBjBi + 64 B; By, + ;1 B: Bi + 6,,B; By)
+B7 (€ikg By B Bi + €1y By B; By + €j1q By Bi By + €148, B; By)
+Bs B B; By B, (D.5)
onde A¢,...,08 sao fungdes de B.
Sendo:
Zij>kl = Dz]kl 3an15w’v (D-6)

obtemos a partir da equagdo (D.5):
D%;isr = B3 (8ikbjt + 6udjx — 35115“) + B56r(B:B; — 332513)
185 (€itg By 0k + €ikgBybji + €51gBybix + €514 By6i1)
4
+B¢ (6ix B; Bi + 60 B; By + 6;xB; B + 6;,B; B, — §5ijBkBl)
+ 67 (€ikqg By BjBi + €114 B, BBy + €1, B, Bi B + €51, B, B; By.)

1
+ﬁ8a(BiBjBsz - §BkBlB25ij)- (D7)

’ o .
O célculo de Dg;;,,,, fornece:

o a 1
D<2J>TT _3ﬂ4(B B26¢J)+4IBG( 3B2 z])+18832( B'_'S_Bz‘sij)'
(D.8)
Sendo: :
?j<k1> = D?jkl 3D1]7‘7'5k1’ (Dg)

obtemos a partir da equagdo (D.5):

2 1
Gi<kts = Ba (861 + 8adjk — ’3"5ij5kl) + 056i;(BxBi — -3-5le2)
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+8%(€itgBqabjk + €ikgBebji + €j1gBqbik + €jkqBgbit)
4
+38(6aB;jBk + 6ixB;B; + 6;B; B, + 6, B; B; — §BiBj6kl)
+B7(€itg By B; Bk + €ixqg By B; Bi + €j1By Bi Bk, + €5k By B; By)
1

+ﬁg(BiBjBkB[ — §B,‘Bj325k[). (D.IO)

O célculo de D .5 fornece:

1 1 1 .
D7 1> = 3B5(BxBi — §5k132) +4 35 (BxBi — §B25kl) + Bs B*(BB; — §B25k1)~

(D.11)
O tensor procurado é definido por:
<ig><kl> = Dijkl - §D<ij>r'r6k1 - §Drr<kl>6ij - §D7-7~336ij5kl- (D12)
Da equagdo (D.5), se fizermos i = j =r e k = [ = s, obteremos:
Di,, =9P7 + 6065 + (365 +385 +455 + B 55)B?, (D.13)

e das equagoes (D.5), (D.8), (D.11) e (D.13), a equagao (D.12) toma a forma:

2
D%;iscki> = B (661 + 6ubje — §5i]~6k,)
+65 (€itg By Sk + €ing Bybjt + €j1gBaik + €jkq Bybir)
4
3
+ﬂ?(fiquqBjBk + EiquqBJ‘BI + €j1quBin + ejquqBiBl)

4 4
+05 (64 BBk + 6ixB; B + 6;B; Bk, + 66 Bi Bi — §6leiBj — =0;;BeBi + §5ij5le2)

1 1 1
+,@8a(BiBjBkBl — gB,-Bsz&cl — gBkBIB26ij + §5ij6k1B4)- (D.14)

D.2 INVERSAO DE UM TENSOR DE
QUARTA ORDEM

Se o tensor de quarta ordem considerado é da forma (D.14), podemos inverté-lo,
sendo que:

A<,}j><k1>A<kl><mn> = 5 (61m 6]77. + 6i'n. 6]m - 5511 6mn)7 (D15)

onde o lado direito representa a matriz identidade para o tensor A<ij><mn>-



96 APENDICE D.

Se:
2
A<k1><mn> = a(5km 5111. + 6Im 6lm - g‘skl 5mn)

+b(€nkq Bq 6lm + €mkg Bq 5ln + €nlg Bq 6km + €mlq Bq 6kn)
+¢(8km Bi Bu + 8k Bt B + 81 By Bu + 61 By By

4 4 4

-5 Ymn . m Pn N 5 6mn 2
35 By B, 35sz B+9 ki B)

+d(€émkg By Bt Bn + €ntg By Bt B + €mig By B By + €nig By By By )
1 1
+6(Bk B B, B, — §B2 By B bmn — 3 B? B, B, 611 + 9 B* 6mn)a (D.16)

. -1 . ~
e se o tensor inverso AZ,,, .45 tiver uma representagao semelhante, ele pode ser
obtido através da relacdo (D.15), fornecendo:

_ 1 2
(A <ijo<pt> = {1482 BY) [a(6ik i1+ a6k — 551']' 5k1)

+b (5ik €jir Br + i1 €jir Br + i €itr By + 81 €iker Br)

(3ab® —a’c+4b*B’c—aB*c*—2abB?d —a B*d?)
(a24+02B?+2aB?c+ Bic?+2bB*d + B%d?)

X(5ik B; B, + 6;; Bj Bi + 6;x Bi Bi + 61 B; By
_4 4

3 3

(36> —2abc—bB*c* +a*d +2b*B*d — bB*d?)
(a24+02B*+2aB?c+ Bc?+2bB*d + B¢d?)

4
B; B; 6k — = Bx Bi 65 + 5 B? 6ij 6k1)

X (Eikr B, B; B + €. B; B; By + €jk. B, B; Bi + €, B, B; Bk)

(360* —36ab’c+4a’c* — 2802 B?c* +4aB*c® +24a’bd
(3a+4B2?c+ Be)(a?+ b2 B*+2aB?c+ B4c?2+2bB*d + B® d?)
7203 B?2d+8abB?cd+12a*B*d* +36b* B*d* +4aB*cd? —3d%e
(3a+4B?c+ Be)(a?+ b2 B*+2aB?c+ B*c? +2bB*d + B%d?)

aB®d’e¢ —15ab?* B?’e¢ —2a’ B’ce — 1602 B*ce + a B*c*e + 2abB*de)
(3a+4B%?c+ B*e)(a?+ b2 B*+2aB?c+ B4c?2+2bB*d + B®d?)

1

3

1 1
x(BiBjBkB,—ngB;BjékI— B2BkB,5,-,-+§B46,~j5kl)]. (D.17)
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D.2.1 CASO PARTICULAR

Na equagdo (D.16), se d = e = 0, obtemos o tensor inverso A2}j><k1> (vide
equagao (3.49)), fornecendo:
—1\*E 1 5 2
(A7) cijsehs = i 140 BY) [a(5ik it B bsk — 385 )

+b (5ik €jir Br + b1 €jkr By + 85k €itr Br + 61 €ikr Br)

(3ab® —a?c+4b? B*c—aB%c?)
(a2 4+ b2 B%?+2aB?c+ Bc?)

(5ik B; B + 64 B; Bx

4 4
+é;x Bi Bi + 6;: B; By, — -3-31' B; by — 3

(3 —2abc—bB?*c?)
(a2 4+ 02 B?2+2a B?c+ B*c?)

X(éikr B, B; B + €y B, B; By + €jkr B, B; B/ + €, B, B; Bk)
4(96* —9ab’c+a’c® —Tb0*c* B2+ ac® B?)
(3a+4B?c)(a? + b2 B2 +2aB%*c+ Bc?)

1

1 1
X (Bi Bj B, B, — §Bz B; Bj k1 — §B2 By B, 51'3' + 5 B* 51"1' 6k1)]. (D.18)

4
By B 6;; + 5 B?§;; 5k1)
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APENDICE E

E.1 APRESENTACAO DOS COEFICIENTES
DO TENSOR VISCOSIDADE DE
CISALHAMENTO 78 ..~

Se definirmos:

— = E.1

T Al 48, B YT 4(dd + 4% BY) (E-1)

- 3ag by — a4 cg + 4b% cg B? — ag ¢k, B? (£.2)
> 7 4(a} + 40} B?)(a} + b3 B2+ 2ag cg B? + ¢ BY)’

o = be(3b% — 2ag cg — c% B?) (E.3)
* 7 4(ak + 404 B2)(ak + b4 B2+ 2ap cg B2 + ¢ BY)’

B 4(9b% —9ag by cp + a% ¢k — Tb% ¢k B® + ag 3, B?) (B.4)
ag = :
4(a% +4b% B?)(3ag + 4 cg B?)(a% + 0% B2+ 2ag cg B? + ¢ BY)’

de:
onee OEE OII | OIE 2eper
ap = — + + B , (E5)
2 OEI 2 OFIMEM]
l/eg o1 . er 0gg 3 egper
by = —=(SEJIL | €1 OEB 2 _cemer E.
5 2(mE Opr  mp UEI)’ e 20grmgmy’ (E.6)
e, a partir da equacgdo (3.46), considerando-se:
o e
ar=pr—ppos, b=—2°L (E.7)

)
OEI OEImj
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verificamos que o produto dos tensores (A™'):s 115 € AYxs cmas fornecerd o
. . . E ’ .
tensor viscosidade de cisalhamento nZ;;5 <5, que é da forma:

2
nfij><mn> = cl(éim(sjn + 6in5jm - §6ij6mn)

+c2(€iquq5jn + 6i'n,q-Bqé‘j-m + €imq Bqain + 6j'n,qu(Sim)

4 4
+C3(8im B3 B+ 5in B3 Bon 5 Bi Bt S Bi B 5053 B B3 Bi By 5 51361 )
+C4(6iquqBjBn + EianqBij + ijquBiBn + ejanqBiBm)
1 1 1
+C5(B,'BijBn — g&iijBnBz — g(smnB,’Bsz + §6ij6mnB4), (ES)
com:
a=—(afPar+4af b; B, (E.9)
c2 =—a2EaI+a‘lgb1, c3 = —afal—abeBz-i—fiazEbI, (E.10)
ca=—alar+afb;, cs=4aPb;—afa;. (E.11)

E.2 APRESENTACAO DOS COEFICIENTES
DO TENSOR VISCOSIDADE DE
CISALHAMENTO 7L .=

O tensor viscosidade de cisalhamento devido aos ions da mistura é dado pela
equagao (3.51), onde:

1 pg OEE eg Ca eg C o
2 1 EE
dl = ——= + C1 —14 B ; d2 = — + Cy ; (El?)
20p1 OEI mE OE[ ME OE] OEI
€E C4 OEE €E C2
dz3 = —— B+ ¢ +3 , (E.13)
mg ORI OEI mE OEI
OEE €E C3 OEE €E C4
ds = c4 , ds=—(cs—2 + 4 ) (E.14)
OEI] MEOE] OEI ME OB



APENDICE F

F.1 COMPONENTES DO TENSOR VISCOSI-
DADE DE CISALHAMENTO

A partir da equagdo (3.54) podemos determinar os elementos componentes do
tensor viscosidade de cisalhamento 7<;j><mn>. Para isso, necessitamos escolher
uma dire¢ao para o campo magnético B. Se escolhermos B = (B,0,0), e re-
alizando as substituicoes nos indices ¢, 7, m e n naquela equagdo, obtemos os
coeficientes da viscosidade de cisalhamento nao nulos:

4
N<zz><zz> = 5(37]@) + 477(c) + 77(6))3 (Fl)

N<zz><yy> = N<zr><zz> = N<zz><zz> = N<yy><zr>
2

= 9(377(a) + 41(¢) + 1)) (F.2)

1
N<yy><yy> = N<zz><zz> = 5(1277(:1) +41(c) + (e ), (F.3)
N<yy><yz> = T<yy><zy> = N<yz><z2> = Nl<ey><z2> = 277(!)), (F4)

1
N<yy><zz> = N<zz><yy> = 5(*5%) + 410) + N(e)) (F.5)
N<zz><yz> = N<zz><2y> = N<yz><yy> = NM<zy><zy> = _277(1)), (FG)
N<ey><zy> = N<zy><ye> = N<ye><zy> = N<ye><yz> = N(a) T N(c)> (F.7)
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N<zy><zz> = N<zy><ze> = N<ye><zz> = N<yz><za> = N(b) T N(d)» (F.8)
N<zz><zy> = N<zz><yz> = M<zo><zy> = N<zz><yr> = _(77(6) + 1)) (F.9)
N<zz><zz> = N<ez><zz> = N<zz><ee> = N<zz><zz> = N(a) T 1(c)> (F.10)
N<zy><yz> = N<zy><zy> = N<yz><yz> = N<yz><zy> = N(a)) (F.11)

Se definirmos a seguinte combinagdo dos elementos tensoriais acima:

M = N<zz><az> — N<ca><yy> = %(377(@ + 41() + (), (F.12)
1

M2 = N<yy><yy> — N<yy><zz> = §(6U(a) + 4n() + N(e))s (F.13)

N3 = 2N<ay><zy> = 2(N(@) + (), (F.14)

N4 = 2M<yy><yz> = 410(b), (F.15)

M5 = —2M<ay><azz> = —2(N@) + M) (F.16)

conseguiremos, deste modo, representar todos os elementos do tensor viscosidade
de cisalhamento em termos de uma combinagao das defini¢des (F.12)-(F.16).

Podemos verificar este fato, determinando os elementos do tensor pressao, a
partir da equagdo (3.53). Obtemos que:

a'v<1r: 8U<y av(z )

P<oa> = _2(77<$x><rz>87x>" + 7I<xx><yy>"5‘$—y: n<zx><zz>5—z_> (F.17)
Sendo nulo o trago do deviante de um tensor:
IS rel el ®13
e da equagido (F.12), obtemos:
P<ce> = —2m Oves (F.19)

R
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Do mesmo modo:

- _9 6 V<«zr 3 V«z 8 Vgy
P<zy> = —2\N<ay><azy> 73— T N<ay><zz> 37— T N<oy><yz> 37—
a:lfy> 9] Tz> Jdzx

av<z)

+77<a:y><z:c> 8 (FQO)

sendo o tensor g—;—’—fﬁ um tensor simétrico, e das definigdes (F.14) e (F.16), obtemos:

8U<I 3v<x

s = Peyes = —2 2 . F.21
P<zy> = P<yz> LEr P + Ly (F.21)
Para:
6v<x 6 U a v(a:
P<zz> = _2(77<$Z><a:y> _8‘y—>‘ + N<zz><az> _3— + N<ze><ys> 7—— 8
3v<z
r2><2T ) F.22
T<zz><za> 6mx>) (F.22)
considerando as equagdes (F.14) e (F.16), obtemos:
3 V<«z 6 V<x
= Desps = -9 . F.23
P<zz> = P<ze> = +215 FE 13 s ( )
Para o elemento:
Ovey dv Jve
P<yy> = —2(n<yy><xz>ﬁ T N<yy><w> 5 oz, S + 77<yy><yz>a -
87) z av(z
FN<yy><azy> 75— a = + N<yy><zz> 5—-;2_)’ (F-24)

e das equacodes (F.12)-(F.13), (F.15) e (F.18), temos:

6'U< 6'U<z (9v<
= -2 Y —9(ny — my)—Z2 — 2 Y .25
P<yy> 772a$y> (771 172)6$z> 14 a$z> (F )

Para:
ov ov
P<yz> = —2(77<yz><yy>a <Y 4 77<yz><yz>a =Y
Ove, Ove,

+77<yz><zy>8 = + N<ye><zz> 73— 9, = (F'26)

a partir das equagdes (F.12), (F.13), (F.15), temos:
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a 'U<y a v<z av(y
P<yz> = P<zy> = 774(9 — N4

2 -2 ) .
. U 9.5 + 2(m ﬂz)axD (F.27)

De maneira semelhante:

61J<$ é?U<y
6 Tos + N<zz><yy> a—

y>

P<zz> = —2 (77<zz> <zT>

é)v<y é)U<z éyv(z)

FN<czz><yz> —3 + N<zz><zy> _8 + Ne<zz><zz> _(9
Z:> xy> Zz>

(F.28)

e a partir das equagodes (F.12)-(F.13) e (F.15), temos que:

ov Jve, dv .
P> = —2(m — n2)8x<i - 27}283:1 + 2774a$<i (F.29)
Y z z

Dessa forma, mostramos que cada elemento do tensor viscosidade de

cisalhamento pode ser representado como uma combinacao linear de 7y, 77, 73,
N4 €17s-




APENDICE G

G.1 APRESENTACAO DOS TERMOS IT E

I, DAS EQUACOES (3.68) E (3.69)

Da equagdo (B.7) do Apéndice B, sabemos que:

I3 = (a* + b B*)(a + ¢ B?).

Entao, se:
I§ = (a} + b} B*)(ag + cg B?),
com: ex
ag = H%E) bE = m—E, Cg = 0,
temos que:
E _ yy9 'BRY CE\? 2
Iy = HE‘E[(HEE) + (mE) B ]
Se:
13{ = (a3 + b3 B*)(ay + ¢; B?),
com: e
= H} by = — =0
ar II» I mI’ cr )
obtemos o resultado:
I _ 179 q\2 €r1\2 2
I3 = HII[(HU) + (mz) B ]

(G.7)

G.2 APRESENTACAO DO TERMO I3 DA

EQUACAO (3.72)

Considerando-se a equacdo (B.7) do Apéndice B, temos que:
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I; = (a® + b* B*)(a + ¢ B?). (G.8)
Entao, se:
I] = (a* + b* B*)(a + ¢ B?), (G.9)
com:
1
a= [FMV ]EE"‘ [FMQ]EEIE(H%E) Fgp + [F[MQ]EII3 (HII) HII Fip, (G.IO)
prmieg + ermg pg I eg
b= + [FM? H HY.F
1 PEME My [ ]EE EE YEE U'EE

1 e

~[FM*)er L HH HY, Fyp, (G.11)
3

|

1
:—[FMq]EE ( ) HEEFEE‘*'[FMq]EII
3

% (fi) HY Fu,  (G12)

obtemos:

I = [([FMV lee — [FM°)gE IE (Hiz)* Hyp Fee

1 4 N\2 17V e er 1l eg ., v
+[F M%) <7 I (Hir) Hi; FII) X(PE mE+PI m1+[FMq]EEE m_EHE'E Hgg Fee

1

1 e
<L HIIH}/IFU) B x[[FM" Flgg— (M )55 15 (HEE) Hyp Fee

—[FMEgr = 1T
e
[FMq]EI (Hu) Hi; Fir + (“ [FM g I_E (m—E) Hyp Fep

HFMar 113( LY |y, Ful) BY). (G.13)
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