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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o modelo de reemissio térmica, obtemos a ex-
pressao geral para a forca Inverno-Verdo e analisamos alguns casos particulares de in-
teresse para este estudo. A seguir, procedemos a uma analise dos principais parametros
fisicos envolvidos, com o objetivo de adquirirmos uma melhor compreensao de como a
forca Inverno-Verao age fisicamente.

Aplicamos a forga Inverno-Verao a um corpo-teste e comparamos resultados
analiticos com integracbes numéricas. Além disso, efetuamos uma comparagao do efeito
Inverno-Verao com outros efeitos nio-gravitacionais como o efeito Yarkovsky, Poynting-
Robertson e Noite-Dia (Yarkovsky Generalizado), analisando suas possiveis aplicagoes
em problemas atuais.

Como resultado adicional obtemos uma for¢a nova, consequéncia da genera-
lizagao do efeito Yarkovsky, que é complementar ao efeito Inverno-Verao. Mostramos,
também, que estas duas forcas térmicas (Inverno-Verao e Yarkovsky Generalizada) so-
madas resultam na Forca Térmica Total, que possibilita a aplicagao simultanea desses

dois efeitos.
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INTRODUGCAO

O efeito Inverno-Verao é um efeito térmico, consequéncia de uma distribuicao
anisotrépica de temperaturas na superficie do corpo. E um efeito simples, presente
no nosso cotidiano: quase todos os corpos quando expostos a uma fonte de radiagao
térmica, sofrem a acio de uma forga chamada Forga Inverno-Verdo que é consequéncia
desse efeito. A acdo dessa forga, em geral, é mais sensivel no decorrer de periodos longos,
uma vez que sua ordem de grandeza é pequena, o que dificulta a observagao direta do

fenémeno em si, apesar dele estar presente em quase tudo que nos cerca.

Em termos de dinamica orbital torna-se de fundamental importancia para a
compreensiao dos mecanismos que afetam a érbita de um fragmento de asterdide, ou o
niicleo de um cometa extinto, por exemplo. Tem lugar, também, na formagao do nosso
Sistema Solar cuja origem estaria ligada & NSP (Nebulosa Solar Primitiva). A NSP teve
suas linhas gerais propostas por Laplace, em 1796. A matéria interestelar da nuvem, ao
se agrupar em graos através de colisdes sucessivas, formaria gradativamente, objetos de

dimensdes asteroidais e, por processo analogo, os planetas.

Visando explicar a existéncia de asterdides nos dias de hoje, alguns fisicos de-
fendem a idéia de que apenas uma parte desse material teria se agrupado, o restante teria
sobrevivido as colisdes dando origem ao aglomerado de material asteroidal, a aproxi-
madamente 2.8 U.A. do Sol, conhecido como o Cinturdo de Asterdides. De forma
semelhante se explicaria a existéncia da nuvem de Qort onde se concentraria parte do

material original da NSP. Os NEOs, Near Earth Objects, pertencem ao grupo de cor-
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pos celestes com maior probabilidade de impacto com a Terra. Com o aprimoramento
das técnicas de observacao de objetos préximos a Terra, aumenta o nimero de NEOS
detectados, e crescem as discussoes em torno do perigo representado por esses objetos.
Em 1992, 20 novos NEOS (Near-Earth Objects) foram registrados somando um total
de 163. O censo, no entanto, é imcompleto para objetos com dimensoes menores do
que 8 km (Ivar, o maior asterdide préximo a Terra j& observado, tem aproximadamente
8 km de didmetro). Estima-se que apenas 0,1% dos objetos com diametro menor do
que 100 m sdo conhecidos [5], restando portanto, os outros 99, 9%, dos quais nao temos
registros.

Para os objetos cuja origem estd associada ao cinturao de asterdides en-
tra em discussao a causa do deslocamento desses corpos para posi¢oes proximas a
Terra. Uma explicacio possivel estd na agéo da ressonancia 3:1 com Jupiter que au-
menta a excentricidade da 6rbita [10]-[11] trazendo o asteréide para regioes proximas
de Marte quando eventualmente, terd sua drbita modificada e passard a pertencer ao
grupo de asterdides do tipo Apolo *. A ressonancia secular, também, tem sido citada
como uma explicagao para o deslocamento desses fragmentos para posigdes préximas a
Terra [9]. Resta, porém, explicar como esses corpos sao lancados para as regides de
ressonancia ? Para os objetos maiores uma explicagdo possivel esta nos impactos que
ocorrem no proprio cinturao de asterdides, com subsequente langamento de fragmentos
para as regides de ressonancia [6]. No caso de fragmentos menores (com dimensées na
ordem de grandeza do metro), os efeitos de reemissao térmica, como por exemplo o
efeito Yarkovsky [7], representam uma possibilidade de explicagao do fenémeno.

Atualmente, devido ao interesse crescente da comunidade cientifica, e da
populacdo em geral, pelo perigo em potencial que objetos proximos a Terra representam
para a nossa seguranca, aumentam os esforcos no sentido de compreeder as forcas que
atuam nesses objetos, determinando mudangas em suas orbitas, e langando-os para
regides onde as probabilidades de impacto sdo significativas.

A probabilidade de impacto com a Terra, para objetos com dimensées na

* Os asteréides do tipo Apolo possuem érbitas excéntricas com afélio no cinturao de asterdides e periélio

menor do que 1 U.A.; sdo importantes porque cruzam a 6rbita da Terra.
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ordem do km, capazes de promover um desastre global nio é desprezivel e, pode ser
comparada em potencial destrutivo 3 diversos problemas enfrentados pela humanidade,
hoje [5]. No entanto, corpos menores tem probabilidades muito mais significativas, uma
vez que, seu nimero ¢ muito maior, com potencial de colisdo capaz de representar um
perigo real, principalmente, para impactos com grandes cidades. No apéndice calcu-
lamos a energia liberada no impacto para um corpo metalico com 10 m de diametro e

mostramos como essa energia varia em fungao do angulo de colisao com a Terra.

Em 1989 o asteréide 1989FC, cujo poténcial de impacto é de 1.000 megatons
(1 MT = 42X 105 J), passou préximo a Terra (distancia: menor do que 2 vezes a
distancia Terra-Lua), reacendendo as discussdes sobre o perigo de uma possivel colisao
com a Terra e, suas consequéncias. Em seu artigo [5], Chapman e Morrison, procuram
alertar, basicamente, para o fato de que a importancia de determinado evento nao reside
apenas na probabilidade deste ocorrer, mas também, na magnitude dos danos causados
(ntimero de vidas perdidas, consequéncias a longo prazo para o ecossistema, etc.) caso

venha a ocorrer.

Dentre as forcas nao-gravitacionais responsaveis por perturbagoes na 6rbita
de um meteordide, as forgas de reemissao térmica tem um papel importante no processo
responsével pelo surgimento de novos NEOS, oferecendo uma possibilidade de explicar,
como objetos distantes podem ter suas 4rbitas alteradas, & ponto de cruzarem a 6rbita
da Terra. Inverno-Verdo, Yarkovsky e Poynting-Robertson sao exemplos desse tipo de
forca que existe, basicamente, devido ao fato de que os corpos celestes possuem inércia

térmica, e estdo em constante movimento em relacio & fonte de radiagao.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos o modelo de reemissao
térmica, modelamos o efeito Inverno-Verio e o efeito complementar Yarkovsky Gener-
alizado. Obtemos a forca Inverno-Verao para o sistema cartesiano (xyz) centrado no
corpo-teste, € em seguida para o sistema osculador (rsw). A seguir, obtemos a aceleragao
Inverno-Verao para o caso especial em que o eixo de rotacao do corpo se encontra no
plano, e para o caso geral quando o eixo de rotagdo pode ter orientagao arbitraria.
Uma vez que, a forga Inverno-Verao é uma forca nova, pouco conhecida, necessitamos

compreender como ela age fisicamente. No segundo capitulo procedemos, entao, a uma
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analise de alguns dos parametros fisicos envolvidos, tais como: angulo de atraso, raio
do corpo, distancia a fonte de radiagao, etc.

No terceiro capitulo obtemos a forca Yarkovsky e a for¢a Yarkovsky Gen-
eralizada, a partir do modelo térmico apresentado. Comparamos o0s efeitos Inverno-
Verao, Yarkovsky, Yarkovsky Generalizado e Poynting-Robertson através do moédulo
da componente transversal média da aceleragdo. No quarto capitulo aplicamos a forga
Inverno-Verao a um corpo-teste e acompanhamos a evolucéo dindmica de seus elementos

orbitais, comparando resultados analiticos com integragbes numéricas.



CAPITULO 1

MODELAGEM DO EFEITO INVERNO-VERAO

1.1 O Efeito Inverno - Verao

Quando o eixo de rotagao do corpo néo é perpendicular ao plano orbital da
fonte de energia radiante (movimento aparente da fonte no sistema de referencia do
corpo), o dia em um hemisfério possue um periodo mais longo do que a noite. No
outro hemisfério acontece exatamente o fenémeno inverso, a noite é mais longa do que
o dia. Vemos entdo, que quando o eixo de rotagao do corpo é perpendicular ao plano
orbital do Sol o dia e a noite terao periodos iguals em ambos os hemisférios, como
acontece no dia dos equinécios para a Terra. No hemisfério mais iluminado havera mais
absorgao e reemisséo de energia radiante. Em consequéncia, teremos uma distribuigao
de temperaturas, na superficie do corpo, mais significativa, e chamaremos este hemisfério
de hemisfério verao. No outro hemisfério ocorrerd o oposto e, teremos entao o hemisfério
inverno. Se o hemisfério verdo reemite mais energia radiante do que o hemisfério inverno,
temos uma for¢a de radiagio adicional que impele o corpo na diregdo de seu eixo de
rotagio, com sentido do hemisfério verdo para o hemisfério inverno. Este é o efeito
Inverno-Verao.

Este efeito sazonal depende de forma crucial da geometria spin- dérbita. Se
o eixo de rotacio é normal ao plano orbital, o efeito é nulo. Se o eixo de rotagao se
encontra ao longo do plano orbital, paralelo & diregéo de incidéncia da radiagéo, o efeito

é maximo.
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Figura 1.1 - A Forga de Reemissao Térmica

1.2 Efeitos de Reemissao Térmica

Quando, energia radiante proveniente de uma fonte incide sobre a superficie
de um corpo, é parcialmente absorvida, transforma-se em calor e em seguida é reemi-
tida. O corpo aquecido emite radigio com espectro de frequéncias proporcional a sua
temperatura. A perda de momento estd diretamente ligada & frequéncia dos fétons
emitidos, e portanto, & temperatura do corpo. Quando a temperatura T é igual para
todos os pontos da superficie a perda de momento é a mesma em todas as direcoes e
nao ha forca resultante. No entanto, quando a distribuigdo de temperaturas é desigual
os vetores momento nao se cancelam e a forga resultante é diferente de zero. Em geral,
a reemissao de energia se d4 de forma assimétrica (ou seja, os vetores momento rido se
cancelam) uma vez que o corpo possue inércia térmica e estd em movimento.

Neste trabalho o corpo em estudo é esférico, homogéneo, possue movimento

de rotagdo e se encontra em érbita ao redor de uma fonte de energia radiante.
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Figura 1.2 - A Forga Inverno-Verao versus Colatitude do Sol

A energia irradiada pela fonte ird causar um aumento na temperatura do
corpo iniciando assim um processo de reemissao térmica da energia radiante absorvida.

Durante este processo o corpo perde momento e surge entao uma forga térmica.

Quando o eixo de rotacao do corpo estd inclinado em relagao a direcao de
incidéncia da radiacio podemos distinguir duas regides diferentes: a regiao 1 onde os
periodos de sombra e de luz se alternam (noite- dia); e a regido 2 que, nao apresenta
alternancia entre os periodos de sombra e de luz (s6 dia ou sé noite). Veja a Fig.(1.1)
A medida que o corpo se desloca ao longo de sua 6rbita, a drea coberta por 1 e 2
sofre variacoes, de tal forma que, quando a regido 1 aumenta, 2 diminue e vice-versa,
Fig.(1.2). Além disso, observe que a duragéo do dia (ou da noite) na regiao 1 apresenta

uma dependéncia em relagao a colatitude '
Para um sistema de referéncia centrado no corpo a for¢a de reemissdo térmica

possue componentes em trés diregoes: x, y e z. Chamamos a componente na dire¢gao do

eixo z (eixo de rotacao) de forca Inverno- Verdo (Fyy) e a componente no plano xy de
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for¢a Noste-Dia (fND) ou Yarkovsky Generalizada, conforme a Fig.(1.1).

A fim de uma melhor visualizagio, vamos agora analisar o caso em que o eixo
de rotacdo do corpo se encontra no plano orbital, como mostra a Fig.(1.2). Observe
como as regides 1 e 2 se alternam na superficie do corpo a medida que, este se move
ao redor do Sol (fonte de energia). Podemos, a grosso modo, associar as regioes 1 e 2
as forcas Noite-Dia e Inverno-Verao, respectivamente. Na Fig.(1.2) associamos a forca
Inverno-Veréo & regiao 2 e mostramos como ela varia em médulo e direcao.

Ao longo de um periodo orbital, portanto, a intensidade das forgas Frye FN D
sofre uma variagéo ciclica fun¢ao da colatitude do Sol (senf’,cosf’). Teremos pontos
em que a for¢a Noite-Dia é nula e a forga Inverno-Verao é méxima (A e E) e pontos em

que ocorre justamente o contrario (C e G).



Modelagem do Efeito Inverno -Verao 9

1.3 O Modelo de Reemissao Térmica

O efeito de reemissao térmica da energia radiante absorvida por um corpo que
possue movimento de rotagao, e se encontra em érbita ao redor de uma fonte pontual de
energia, pode ser compreendido com o auxilio de um modelo que consiste, basicamente,
na resolucio da equacio de condugéo de calor dependente do tempo [3]. Este modelo é
similar ao proposto por Afonso e Foryta (1989), porém com uma formulagdo matemadtica
mais simples e, oferece resultados mais abrangentes.

Supomos que o corpo é esférico, homogéneo e de raio R. Procuramos entao,
resolver a equagio de conducdo de calor aplicando as condigbes de contorno apropriadas
de forma a obtermos a distribuicio de temperaturas na superficie do corpo.

A equacio de condugio de calor e as condigdes de contorno para a superficie

sao dadas por:

VT = %%t@, (1.3.1)

e

kg—f lr=r +e0cT* = al; (1.3.2)
Onde:
T - temperatura,
t - tempo,
p - densidade de massa do corpo,
C, - calor especifico do corpo a pressao constante,
k - condutividade térmica do corpo,
I - irradiancia total,
a - absorvidade de radiagio na superficie do corpo,
o - constante de Stefan-Boltzmann,

r - distancia radial medida a partir do centro do corpo.
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O fluxo que é carregado para fora da superficie por condugdo e radiagao é
contrabalanceado pelo fluxo que chega. O corpo irradia como um corpo negro, com
emissividade e.

A temperatura num dado ponto da superficie do corpo é dada por:

T = To + AT; (1.3.3)

onde T, é a temperatura média e AT é a variagdo em relagdo a média. Temos entao:

I=1I+Al, (1.3.4)

ou seja, uma irradidncia I é responsdvel por um aquecimento T e I é a irradiancia
constante da fonte que fornece ao corpo uma temperatura Tp. A temperatura média

estd relacionada a irradiancia média por:

eaTy = alp. (1.3.5)

Se AT « Ty, entdo temos:

T* = T¢ + 4T3 AT, (1.3.6)

de acordo com a expansdo binomial.
Substituindo as equagdes (1.3.3) em (1.3.1) e a seguir a (1.3.4) em (1.3.2)

obtemos:

2 pCy 3(AT)
=—_£ 1.3.
ka(aAT) l,=r +4e0To (AT) = oAl (1.3.8)
r
Agora suponha que AT e AJ variam com o tempo de acordo com e~ "¢, onde

i = —11/2, logo podemos escrever

AT(r,0,¢,t) = AT(r,6,d)e™ ", (1.3.9)
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AI(6, ,1) = AI(6, ¢)e™""; (1.3.10)

onde v é uma frequéncia e 8 é a colatitude e ¢ a longitude.

Neste caso, (1.3.7) resulta em:

VH(AT) = —-K*(AT); (1.3.11)
onde:
K?= ﬂ’;& (1.3.12)

Em coordenadas esféricas, (1.3.11) pode ser escrita da seguinte forma:

19 [ ,0AT 1 9 (. AT 1 AT -
— — g =—-K . 3.
(r or ) + r2 sin § 06 (sm 06 ) + r2sin’ § 0¢? K°AT. (1.3.13)

Podemos resolver esta equagao usando o método da separacao de variaveis.

Se:
AT(r,0,4) = A(r)B(8)C(4), (1.3.14)
entao, temos:
Cj;f +m?2C =0, (1.3.15)
2 (o2 4 (104 Damo- 25) o0, (s
;?; <r251d—f) + (K*r* —(1+1))A=0. (1.3.17)

E obtemos a seguinte expressao para a eq.(1.3.14):
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[e*S) 1
T=5" 5" CimP(cos)ji(Kr)e™?; (1.3.18)
=0 m=-1
onde P™(cosf) sdo as fungdes associadas de Legendre (de grau 1" e ordem "m”) e
J1(Kr) é a funcdo esférica de Bessel.

Os coeficientes C ,, podem ser encontrados se colocarmos Al (6, ¢) na forma

de uma expansao polinomial de Legendre:

oo l
Al(8,¢) = I Z z ft,m P™ (cos 8)e'™?; (1.3.19)

=0 m=—1

onde Iy é a irradiancia da fonte na altitude do corpo e fim sdo os coeficientes da

expansao. Substituindo a eq.(1.3.18) na eq.(1.3.9) e a eq.(1.3.19) na eq.(1.3.10), temos:

o) 1
(r,6,9,t) Z Z Cr.m P (cos 8)j1(Kr)e'™Pe ™, (1.3.20)
=0 m=-—1
oo 1 . .
AIB,¢,t) =T Y Y frmP"(cosf)e™Pe™™". (1.3.21)
=0 m=-—1

A seguir, substituindo as egs.(1.3.20) e (1.3.21) na equagéo de condigao de

contorno (1.3.8), obtemos:

[ZI—O Zm——l CI m (COS 6)]1(}\ 'r) 1m¢e—iut] | .
37‘ r=

+4ecT? Z Z CimP["(cos8)51(Kr)e e™?e ]

“|=0 m=—

-~.

) l
=a I’Z Z fl,mP,m(COSO)ei"‘¢e_i”t},

que resulta em:

[k 951(Kr)

or lr=r +4€0’T3j1(]\'—'r‘)] Cim = (alr)fi,m,
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e, portanto:

Iofi,m
Crm = alofi,

= . . 1.3.22
’ 4ecT3j(KR) + kQJ'{S#Z lr=R ( )

Ent#o, a solugdo linearizada das equagdes diferenciais (1.3.1) e (1.3.2) é

oo ! Lo
alofi,mP"(cosf)e im¢ o —ivt
AT(R,0,4,t) =Y > — T (1.3.23)

3
1=0 m=-1 460T ]l(Kr) or |r=R

Podemos escrever:

1 3]1( r)
onde:
1 ajl(KT‘) _ 8ln],(K7~)

J(KR)  or lr=r=—3,—" Ir=n;

1 Onu(Kr)
X = Re {JI(KR) Iar Ir=R} ’

Substituindo a eq.(1.3.24) na eq.(1.3.23), vemos que:

m ime ,—ivt
AT(R,8,,t) = Z Z fimalo P (cos 6)e k‘; . (1.3.25)
I=o0 m———l 450Tg + kX) (1 + Z:&Tg’iﬁ)

A seguir, definindo as seguintes varidveis:

. kY
T deo TP+ KX

§ = arctan; (1.3.27)
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temos:

o
flmaIOPl cose)e'md?e—wt
AT(R,6 | N
0 zz_; mz_:_ (4ecT§ + kX)(1 — i€) (1.3.28)
Mas, como:
1 143 it

- 148 1+

obtemos a seguinte expressio para a distribuigao de temperaturas na superficie do corpo:

T(R,6,4 t)=i }_lj fr.maloP™(cos B)eimbe~ivtetd (13.29)
B = A R LR L -

Quando a fonte de energia radiante é pontual apenas os termos l=1,m=0e
m = 1 séo considerados, uma vez que todos os outros termos séo nulos. A expressao final

para a variagdo na irradidncia pode ser obtida substituindo a eq.(1.3.19) na eq.(1.3.10):
AI(8,$,t) = I e[ f1,0PP(cos 6) + f1,1P] (cos8)e*?]; (1.3.30)

onde P?(cos ) = cosf e P} (cosf) = sin6. E, portanto,
AI(8,6,t) = Io[f1,0 cos e + f11sinfe’$+V]. (1.3.31)

A variagdo na irradidncia deve ter uma representagao real, logo:

AI(8,¢,t) = Io[f1,0cosBcosvt + fi1sinf cos(¢ — vt)]. (1.3.32)

Vamos, agora, encontrar o analogo geométrico da equagao acima. No sistema
de referéncia (x,y,z) centrado no corpo, os pontos P (ponto arbitrario na superficie do

corpo) e P’(posigéo aparente do Sol) sdo representados pelos vetores posigao pep'.
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Figura 1.3 Irradiancia versus Coordenadas do Ponto

Observe na fig(1.3) que a irradiancia varia, de ponto a ponto, e é fungao do

aneulo entre os vetores posicao unitarios p e p’, de forma que, temos a seguinte relagao:
bl b] g

I=1Io+ AI(). (1.3.33)

Em coordenadas esféricas temos:

p = sinf cos é1 + sin @ sin $7 + cos 9ic,

p' = sinf'cos ¢ + sin 6'sin ¢’ + cos o'k,

cosa =p-p' =sinb'sinfcos(¢ — ¢') + cos §’ cos . (1.3.34)

A variacdo na irradiancia pode ser expressa da seguinte forma:
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Al{a) =nglgcosa; (1.3.35)

onde ny é o fator de normalizagéo. Integrando Al para a regido iluminada na superficie

do corpo, obtemos:

[OE]

/ Al = Al e, (1.3.36)
0

n¢lo /2 cosada = Al qz; (1.3.37)
0

e portanto, Al,,, = nsly. Aplicando a relagéo (1.3.34) na eq.(1.3.35) obtemos:

AI(8,¢,t) = nslp[ cos@' cosf +sinb’ sinbcos(¢ — ¢')); (1.3.38)
Inverno—Verdo Noit;:Dia

onde as coordenadas (8', ') representam a posigao aparente da fonte pontual de energia
radiante, para um determinado instante t.

O primeiro termo da equagdo estd relacionado com o efeito Inverno-Verao,
¢ maximo para 6’ = 0(cos#’ = 1), e determina uma assimetria na distribuicao de
temperaturas ao longo do eixo z, enquanto que o segundo termo com o efeito Noite-
Dia que é maximo para §' = Z(sin§ = 1) e determina uma assimetria no plano xy.
Observe que & medida que o corpo se move ao longo de sua trajetéria, cos 6’ e siné’
aumentam ou diminuem a intensidade dos efeitos Inverno-Verdo e Noite-Dia. Existe
uma relacdo direta entre a coordenada 8’ do Sol (posigao aparente) e a intensidade das
forcas Inverno-Verao e Noite-Dia.

Comparando as egs.(1.3.32) e (1.3.38) obtemos as seguintes relagoes:

fio=ng e fig =nysiné’, (1.3.39)

cos vt = cos @’ e cos(¢ — vt) = cos(¢p — ¢'). (1.3.40)
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Um corpo girante em orbita ao redor da fonte de energia radiante apresenta
dois movimentos periédicos a serem levados em consideragao: o movimento de rotagao
(v = vro) € 0 movimento orbital (v = v,,). Para simplificar a analise do problema
faremos a suposicao de que o eixo de rotagdo encontra-se no plano orbital do corpo
e vamos analisar os dois movimentos individualmente. Quando v = v,,, §' = cte,

¢' = vrot € a eq.( 1.3.38) se transforma em:

AI(6,¢,t) =nsly| cosb cosf +sinb' sinb cos(¢ — vrot)]; (1.3.41)
Inverno—Verao Noz—Dia

onde §' é constante e portanto, somente o efeito Noite-Dia apresenta dependéncia em
relacao ao movimento de rotagao do corpo.

Quando v = v, 8' = v,,t, ¢' = cte e da eq.(1.3.38) temos:

AI(6,¢,t) = nglo[ cos vort cos § +sinv,,t sin 6 cos(¢ — &); (1.3.42)

~
Inverno—Verao Noite—Dia

onde #' nao é constante. Neste caso, ambos os efeitos Inverno-Verao e Noite-Dia de-
pendem de v,,.. Basicamente, temos apenas um efeito Inverno-Verao, que depende
fundamentalmente, do movimento orbital do corpo, porém temos dois efeitos Noite-
Dia; o primeiro como consequéncia da existéncia do movimeto de rotagao e o segundo
como consequéncia do movimento orbital. A Terra, por exemplo, possue um noite-dia
com duracao de 24 horas e um noste-dia com duragio de 1 ano.

Considerando, simultdneamente, o movimento orbital e o movimento de

rotacao do corpo, podemos escrever a eq.(1.3.38) da seguinte forma:

AI(8,¢,t) = ngly| €08 Vort €OS f +sinv,,tsin 6 cos(¢ — vrot)]. (1.3.43)

W
Inverno—Verao Noitte— D1ta
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1.4 Arrasto Térmico: Forga Resultante

Se um corpo emite radiacio de acordo com a lei de Lambert, entdo os fétons

emitidos levam consigo momento na razio de

—2¢0

dF = T“dA (1.4.1)

onde ¢ é a velocidade da luz e dA é um vetor elemento de 4rea. Substituindo T*, temos:

b 27
F= 3260 / (Tg+4T3 AT)(sin 6 cos $i+sin 0 sin ¢j+cos 8k)R? sin 6dfd¢. (1.4.2)
¢ Jo Jo
Os termos T sdo eliminados quando integramos sobre a superficie do corpo,
resultando:

L —16eaclyT3R?e~i(¥t=9) fim
F= ‘
3c Z Z (460 T3 + kX)(1 + €2)2

=0 m=-I

27
X / / P™(cos 0)e'™? (sin 6 cos ¢ 1 + sin  sin ¢ 7 + cos 8 k)sin 6 d6 dé, (1.4.3)
o Jo
e portanto,

—8anR27re‘i(”“6)

9 (1+ 722) (1 + )}

F= [fiaG+i7)+ fio k], (1.4.4)

A forca devida a reemissio da radiagido deve ter uma representacao real, logo:

—8anR27T

ﬁ = 1 {flil [COS(Vt - 6); + Sin(l/t ) ] + f] 0 COS l/t }
9c (1+4—0—T§)(1+€2)5‘ —— ~
¢ Noite—Dia Inverno—Veriao

(1.4.5)
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Dividindo esta equacao pela massa do corpo esférico (%was) obtemos a

seguinte expressdo para a aceleragao:

@= B {f1,[cos(vt — 8)2 + sin(vt — 8)7] + f1,0 cos(vt — §k};

—

W
Noite—Dia Inverno—Verao

onde:

~2aly
B= : .
3pcR (1+ 755) (1 +¢2)3

(1.4.6)

(1.4.7)

Temos portanto, uma forga resultante com duas componentes. Uma no plano

xy do corpo (equatorial) e outra na dire¢do do eixo z (spin). A primeira forca é devida

ao efeito Noite-Dia e a segunda ao efeito Inverno-Verdo. Usando a eq.(1.4.6) e a relagao

(1.3.39) podemos escrever:

arv = ny By cos(8' — 52)]2,

@np = nys By sin(6' — &) [cos(qS' — 6,)i — sin(¢' — &, )3] ;

onde:

B, = —20]0
T3 R(l EX) ) (1 4 ¢2)3
pc + g1 ) ( +£7)2
—2al,
B2_ o0 3

3pcR (1+ 220 ) (1+ €3}

portanto, a expressao geral para a aceleragao ¢ dada por:

a= nf{Bl sin(6' — &,) [cos(qb' — 61)2 — sin(¢’ — 51)3] + Bj cos(8' — 52)1;};

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

(1.4.12)
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onde §; é o angulo de atraso para o movimento de rotagao; é, é o dngulo de atraso para
o movimento orbital do corpo; e ny o fator de normalizagdo, cujos valores maximo e
minimo sao respectivamente, 1/2 e 1/4, como mostramos a seguir na eq.(1.4.13).

A medida que a posigao aparente do Sol P'(#’',¢’) varia a distribuicdo de
temperaturas na superficie do corpo sofre alteragdes. O corpo possue inércia térmica
e portanto, necessita de um certo tempo finito para passar de uma configuracao, ou
distribuicdo, de temperaturas para outra. O movimento orbital do Sol (no referencial
do corpo) altera constantemente a distribui¢do de temperaturas na superficie do corpo
em estudo. A cada configuracio de temperaturas estd relacionado um determinado
angulo ', que representa a colatitude do Sol, e que ird determinar a intensidade das
forcas Inverno-Verao e Noite-Dia que o corpo ird sentir depois de um determinado tempo.
Devido 3 inércia térmica o angulo a ser considerado num determinado instante t serd
¢’ — §,, uma vez que a forga que atua no corpo neste instante é devida a distribuicao de -
temperaturas existente num instante anterior (quando a colatitude do Sol era 6'—6;). De
forma semelhante, a forca relacionada a 6’ sera sentida, apenas, num instante posterior.

Podemos obter o fator de normalizagdo ny integrando a eq.(1.3.38) de —f3 a

7 — f3, conforme a Fig.(1.3):

s+e g+ -3
nglo [cos 9'/ cos 6 df + sin 0'/ sin 0 d9/ cos(¢p — ¢') d(d — ¢’)] = Io;
—(3-¢) —(5~¢) 3
(1.4.13)

onde § = § —@¢em— =7 +0. Portanto, quando 6'=0, 8 = Z, e integramos de — %

2
a 7 e, quando §'= %, 5 =0e integramos de 0 & 7. A eq.(1.4.13) resulta em:
n¢Io[2cos?6 + 4sin?6’) = Io, (1.4.14)

e portanto:

1

e G 1.4.15
s 2(1+ sin29’) ( )

Observe que o fator de normalizacao depende da colatitude do Sol. Seus
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valores maximo e minimo sao, respectivamente, 1/2 e 1/4. Fisicamente, isto significa
que a distribui¢do de temperaturas é mais uniforme para 8 = 7/2 (ny = 1/4), do que
para = 0 (ny = 1/2). A intensidade da for¢a Térmica Resultante é tanto maior
quanto maior for a diferenca entre as temperaturas maxima e minima na superficie do
corpo.

Quando as frequéncias orbital e de rotagdo sao nulas, vy, = vor = 0,Y =

0,X = %,51 =, =0, e a Eq.(1.4.10) se transforma em:

—2alyny

{sinf' [cos(¢'): — sin(¢')7] + cos(8)k}. (1.4.16)
3pcR (1 + m)

a=

1.5 Angulo de Atraso

A varidvel angular é definida na Eq.(1.3.27) é chamada de dngulo de atraso
e representa o angulo entre a direcdo de absor¢do da radiacao e sua reemissao. A
magnitude do dngulo de atraso depende de caracteristicas fisico-quimicas do corpo tais
como: condutividade térmica (k), calor especifico (Cp), e densidade de massa (p), que
determinam sua inércia térmica, além de variaveis fisicas importantes como: frequéncia
angular (v), raio do corpo (R), e distdncia & fonte de energia radiante (r).

Da eq.(1.3.26), temos:

§ = arctan (- —o—— ) 15.1)
= arctan 4TS T FX ) (1.5.

onde Tp é a temperatura média do corpo para uma determinada distancia r da fonte.
Podemos escrever Ty em funcao de r, da seguinte forma:

T\ 1/2

Ty =T (—) ; (1.5.2)

r
onde Tp; ¢ a temperatura média para r; = 1U.A.
Para determinarmos o angulo de atraso necessitamos conhecer X e Y. Através

de uma pequena mudanca de varidveis podemos escrever a eq.(1.3.24) como segue:
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X +:Y = - ; 1.5.3
N (.’E) dz z=KR ( )
ondez=KRe
, sinT CoST
nz)=— - — (1.5.4)
Logo:
., . 2xcosz+ (z® —2)sinz
X 4= R(sinz -~ zcosz) ' (1.5.5)
onde:
O\ 12
z = (“”; ”) R. (1.5.6)

X e Y podem ser calculados de forma direta com o auxilio de (1.5.5) e (1.5.6),
porém, com o objetivo de entendermos melhor os resultados obtidos mais adiante vamos

expandir a eq.(1.5.5) em série. De (1.5.4) temos:

4 3,6 5 87 109__123:11

dir(z)| 2 34, 56, 78 ¢ 910, 1112
i | _, 3 wmotwT ot Tt Tt T (158)

Da eq.(1.5.3) temos:

dj1(z)

Kd:z:

. = j1(z) Zan z", (1.5.9)

r= n=0

ou

1/2 34 ; 56 5 78 - _2 2 4 3
= —.z——:c +——-:c ——.—x + ... _§a0$+ §a2—§ao T
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2 4 6 2 4 6 8 7
+ §a4—g,‘az+ﬁao z° + 5‘16 5'a4+7'a2——a0 x

o (1.5.10)

onde K = z/R, e

Qg =

1
R’

4 134 3'
2=\ T R
(4 6 155 3'

a4y = gaz—ﬁao-i-R 7

(4 6 8 178 3!
W= \EH T AT TR )2

etc., e a, = 0 para n impar. Temos entao:

X +1Y = ap + a2z’ + agz + agz® + ... + an2™ + .. (1.5.11)
onde n = 0,2,4,6, ....
Substituindo n = 0, 2,4,6

,...porm=0,1,2,3,... na eq.(1.5.11) obtemos:

X 4+iY =ap+ a1z’ + apz* + azz® + .. (1.5.12)

onde, a férmula de recorréncia para an, €

o= Jam—i-1 20+ 2 n(2m+1)(2m +2)] 3!
KZ " L2l+—3))_' m= ’)+(_1) : R(2n)1(+3)! ) 5 (1:513)

Usando a eq.(1.5.6) em (1.5.12) obtemos:

X = % 4 2R3y — v R7ks + 1SRV kg — VPR Skg + ... (1.5.14)
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Y = —vRky, + v®*R%k3 — v*R%s + v" R¥3k, — PR kg + ... (1.5.15)
onde v é a frequéncia angular, R o raio do corpo, e k, = %“’- by.

A seguir, alguns valores da constante b, que independe das caracteristicas do

corpo em questao:

b, = —0.005714
bs = —0.0002539
by = —0.00001220

etc...
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Figura 1.4 - Forca Inverno-Verao

1.6 Efeito Inverno-Verao sem Angulo de Atraso

Quando o eixo de rotagdo do corpo estd orientado ao longo do plano orbital
do corpo, paralelo & direcio de incidéncia da radiagéo térmica, temos 6’ = 0 (ou 6’ = )
e sin @' = 0 (portanto, ndo hé efeito Noite-Dia). A forga de reemissdo térmica é devida,
unicamente, ao efeito Inverno-Verao. Para ' = 0, por exemplo, a eq.(1.3.38) resume-se

a:
AI(0) =nyslycosb; (1.6.1)
onde ny é o fator de normalizagéo. Integramos AJ como segue:

/_2 ng¢l cos 8d6 = Iy, (1.6.2)

2

e, obtemos ny = 1 € Al = 2.
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Observe que a colatitude §' = 0 corresponde ao polo norte do corpo. Com-
parando esta equacao com a eq.(1.3.32) temos f1,0 = sefi1= ;sind =0ewvt=0.
Das eqs. (1.5.14), (1.5.15) e (1.5.1) obtemos X = 1/R,Y =0 e § = 0. Desta forma, a

equagao para a aceleragao é dada por:

-

—alpk
3pR (1+ 7orrs)

; (1.6.3)

a=

que esta de acordo com Afonso et al.(1989). Este resultado em particular pode também
ser obtido resolvendo a equagéo de calor de Laplace, independente do tempo. A Fig.(1.4)
mostra como a assimetria na perda de momento encontra-se distribuida ao longo do eixo

de rotacdo z, originando a for¢a Inverno- Verao.
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Figura 1.5 - Angulo de Atraso e a Forca Inverno- Verao

1.7 Efeito Inverno-Verao com Angulo de Atraso

s=M172

Considerar o angulo de atraso, para o efeito Inverno-Verao, significa consid-

erar a inércia térmica e o movimento orbital do corpo. A frequéncia fundamental que

determina o angulo de atraso, neste caso, é a frequéncia orbital. De (1.4.8) e (1.4.13),

temos:

@ = nsBycos(8' — 6)k;

onde:

1

nf= ———————,
I = 91 +sin’ @)

—20’[0

B, =

3pcR (1 + 46—?7%) (1 +§§’)3?

(1.7.1)
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E, portanto

a=

1 —alycos(8' — § i
— [ e C(:i( ) ]k. (1.7.2)
(1+5i0"0) 3R (14 2 ) (1+ €D)*

O fator de normalizagao ny é funcdo de ¢, a colatitude do Sol. E igual a 1/2
para @' = 0 (somente efeito Inverno-Verao), 1/4 para § = 7/2 (somente efeito Noite-
Dia), e possui valores intermedidrios para §' = arbitrarto uma vez que, neste caso, os
dois efeitos coexistem. Observe que Al .. é igual a Iy/4 para o efeito Noite-Dia, e Iy /2
para o efeito Inverno-Verdo, pois a diferenga entre temperaturas méxima e minima ¢é
maior para o efeito Inverno-Verao do que para o efeito Noite-Dia. Isto significa que a
forca de reemissao térmica, também, devera ser maior.

Observe na Fig.(1.5) como o angulo de atraso desloca os pontos de maximo e

minimo para a forca Inverno-Verao.

1.8 Eixo de Rotacao no Plano Orbital

Quando o eixo de rotagao (eixo z) encontra-se no plano orbital, vt = nt; onde

n é o movimento médio do corpo. A eq.(1.7.2) transforma-se em:

B 1 —aly cos(nt — 6, -
a = 1 — ; [ k’(: ) ! k. (181)
(1 + sin’nt) 3pcR<1+§;—f~§)(1+fz)2
No sistema de referencia (R,S,W) temos:
f = — cosntf 4 sinnts; (1.8.2)

onde, @ = 0, uma vez que o eixo de rotacao estd no plano. A aceleracdo pode ser

colocada na seguinte forma:

d@= Rr + S§; (1.8.3)
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onde:
R=df=ak? ¢ S=ad.5=aks (1.8.4)
ou
R = —acosnt e¢ S =asinnt. (1.8.5)
O moédulo da aceleragio @ é dado por:
C t—6
_ Coos(nt — &), (1.8.6)
(1 + sin“nt)
onde:
—al,
C= 2 (1.8.7)

3pcR (14 25 ) 1+ 6D}

Logo, as componentes transversal e radial da aceleragao podem ser expressas da seguinte

forma:
-6
S = ¢ cos(rlzt2 2) s1m nt,
(1 + sin®nt)
— t—46
= ¢ COS(_n2 2) cos nt.
(1 + sin“nt)
Calculando a média de R e S para uma revolugao temos:
1 27
<S8 >=— / S d(nt),
27T o
ou seja,

F

C 27 t M t ] 27 2.2 t
< S>= —[c0552/ w—d(nt)+31n62/ S
2 o (14 sin”nt) 0

.

=0

(14 sin® nt)

(1.8.9)

(1.8.10)

t)]a
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‘)

<

of%

<8 >=(1--)Csiné,. (1.8.11)

Repetindo o procedimento para a componente R, obtemos:

NG

<R>=(1+ )~ Ccoséy; (1.8.12)

portanto, R e S médios sao dados por:

5 I, cos(6

<R>=(1+%) clocosth) (1.8.13)
- 3pCR <1+ :l—e;_’l%) (1 ‘*‘f?j)5
3 —alysin(6

<S>=(1- V2 alo sin(6;) (1.8.14)

27 3pcR (14 £5%5) (1 + &)

Temos, entdo, ny = 1.70 para a componente radial e ny = 0.30 para a compo-
nente transversal. Isto ocorre, porque, durante um periodo orbital R¢é sempre positiva,
enquanto que S nio. Como, o fator de normalizacao utilizado, atualmente, em céaculos
que envolvam o efeito Inverno-Verdo, é igual a 1/4, ou seja, ny = 0.25 encontramos uma
diferenca de, aproximadamente, 600% para R e 15% para S.

Vamos, agora, repetir os procedimentos do item anterior com o objetivo de
obtermos R e S para ny = 1/4. Se supormos que a distribuicao de temperaturas para
§' = arbitrario é idéntica ao caso em que &' = 7/2 teremos ny = 1/4. A eq.(1.4.9)

transforma-se em:
] IO ! -
AI(B,¢,t) = 7 o8 Bcost'. (1.8.15)

Como o eixo de rotacao encontra-se no plano orbital, vt = nt, e podemos

escrever
, Iy
AI(8,6,t) = Vihas Bcosnt. (1.8.16)

Comparando esta equagao com a eq. (1.3.32), temos fi; = 0, fio = 1/4 €

v=n. E aeq. (1.4.8) resulta em:
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—aly cos(nt — 6,) k

= — - (1.8.17)
6pcR (1 + 4’;%?) (1+&2)=
As componentes R e S médias para uma revolugao sao:

1, )

<R>= a ”cors( ) -, (1.8.18)
120cR (14 57 ) (1 + )}

—alysin(é

< S>= alo sin(8) (1.8.19)

120 (14 #2555 ) (1 + )}

O efeito Inverno-Verao é inversamente proporcional ao quadrado da disténcia

do corpo & fonte de energia radiante. Podemos colocar esta relagao em evidéncia, por

exemplo, para um corpo-teste com as seguintes caracteristicas: p = 2500 kgm™3; o =

e= 1.0, k=15Wm'K™ 1 Cp, = 103Jkg~'k~1; R = 0.5m. Obtemos:

(R) =Cr — e (S) =Cs — (1.8.20)
Que resulta em:
—§; (1.8.21)

onde: C, = +2.06398 x 1078U.A.2ano" 2, e C, = —1.30460 x 10~8U.A.3ano™2.

Como (m = $7pR?) podemos escrever a componente transversal da seguinte

forma:

—naR?I, sin(6)
9mc (1 + -——54}:3‘:}0) (14¢€2)2

<S>= (1.8.22)

Este resultado possui uma forma similar ao obtido por Rubincam(1987).
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1.8.1 A Forga Inverno-Verao e as Equagoes de Gauss

Com o auxilio das equagoes de Gauss, podemos obter uma expressao analitica
para a variacao dos elementos osculadores de um corpo devido a uma forca de per-

turbacao. As equacgdes de Gauss para o semi-eixo maior e a excentricidade sao:

da 2 .
- = m[Re sin f + S(1 + ecos f)], (1.8.1.1)

_ .231/2
de _ (i_e_)__[Rsinf{- S{cos f + cos E)]. (1.8.1.2)

dt na

A média de (1.8.1.1) e (1.8.1.2) para uma revolugao ¢ dada por:

<%ctl> _ - _262)1/2_. [< Resin f > + < S(1 +ecos f) >], (1.8.1.3)
€
_ 2/
<Z_:> _a na)l 2 [< Rsin f > + < S(cos f + cos E) >], (1.8.1.4)

respectivamente. Sendo que, a média de uma fun¢ao M para um periodo orbital ¢ dada

por:

1 T
(M) = /0 Madt

n 27

- 2Md
<M) 27 H J, v Mdf

onde, H = na? (1 — 62)1/2 é o momento angular. Logo, temos:

1

2w
— 2
(M) = oma? (1= 62)1/2/0 r’ Mdf (1.8.1.5)

De (1.8.8) e (1.8.9) temos:
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R _C |:cos &y cos? f +sindy cos f sin f}
B (1 4 sin?)

5 C[sin6g sin® f 4 cos 83 cos f sinf]

(1 4 sin®)

onde C = %’-, e Cy é uma constante. Podemos entdo, calcular a média de cada termo

na eq.(1.8.1.1). Para o primeiro termo, temos

, - Co ]2” cos? fsin f
= ) —d
(Rsin f) 2ma?(1 — e2)1/2 [COS 2 Js (1 + sin” f) 4
2™ cos fsin® f
in 6 —————df| =0 1.8.1.7
+ sin 2/0 (1+sin2f) f] ( 1)

e, para o segundo

{S(1+ecosf)) = (S) +e(Scos f))

temos
Co ) T sin?f ]
_ S > J d 1.8.1.8
($) ora?(1 — e2)l/? [Sm 2/0 (1 + sin® f) / ( :
< _ Co 5 /27T cos? fsinfdf
< COSf> = 2ra2(1 — e2)1/2 €08 02 o (14 sin?f)
27T sin® fcos f
s [ Tsin’feosf ) o 1.8.1.9
+ sin 2/0 (1+sin2f) f] ( )
Portanto,

. .
‘/:> Co sin by (1.8.1.10)

(S(1+ecos f)) = (S) = (1 -2 e

Para a eq.(1.8.1.2) temos:
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(S(cos f + cos E)) = (Scos f) + (S cos E);

onde (Scos f) = 0 e cos E = 2=, e portanto
ae p )

(S(cos f + cosE)) = -2(5) - -i—(r5>

onde <S> é dada pela eq.(1.8.1.8), e

rS) = —Co(1 — 52)1/2 < : am sinzf )
< S> - 2ma sn62A (1 +sin2 f)(l + ecos f)df (18111)

Usando (1.8.1.8) e (1.8.1.11) obtemos:

_ Cysindy 7 sin’f
{S(cos f + cos E)) = 2rale(l — €)1/ [/0 1+ sz’n2f)df
2 [T sin® f _ '
—d-e )/0 (1 + sin®)(1 + ecos f) df}’ (1.8.1.12)

2
onde, utilizamos r = %E—:S—)f— Expandindo (1 + ecos f)™! em série

(14+¢cosf)™ =1 ecos f+e?cos” f = cos’ f+e* cost f — ..

podemos escrever

_ Co sin é, I sintf ) 27 sin? f cos? f
(S(cos f + cos E)> T 2ra?(1 — e2)1/? [e /0 (1 +sin® f) df +e /0 (1 4 sin’ f) af
27 . 4 4
5 sin® f cos® f
te /0 T df + ] (1.8.1.13)

Substituindo as Eqs.(1.8.1.7) e (1.8.1.10) em (1.8.1.1), e as Eqs.(1.8.1.7) e
(1.8.1.13) em (1.8.1.2) obtemos:
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da V2 Cy sin o
N (1 X2 2
<dt> < 2 )47ra1/2(1 —e?)’ (1.8.1.14)

de Cosin by [ / o sin’ f 3 / ™ sin* f cos® f
a/ o S df+ .| (1811
<dt> wa ™ [y (1‘|'Sinzf)f+e o (1L+sin®f) I (1.8.1.15)

Para pequenas excentricidades as eqs.(1.8.1.14) e (1.8.1.15) se transformam

em:
da V2\ Cy sin b,
de e Cp sin 89
=V = . 1.8.1.17
< dt> 4n(1 4 /2)a?/? ( )
Integrando as equagdes acima, otemos finalmente:
3\/5 Cs 2/3
Cs
e = €eg €TP ——3—/2—(t —tg)].- (1.8.1.19)
4ma,
onde, Cy = Cosinbz  (bserve que C, é negativo, e portanto, o efeito € dissipativo.

1+v2) ”

Podemos concluir, portanto, que o semi-eixo maior € a excentricidade irao decrescer ao

longo do tempo.
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Figura 1.6 - Componentes R, S, e W do Vetor Unitario k

1.9 Eixo de Rotagao com Orientagao Arbitraria

Vamos agora, obter as componentes R, S, e W da aceleragao Inverno- Verao,
para o caso geral em que o eixo de rotagdo ndo se encontra necessariamente, no plano

orbital.

Nessas condi¢oes podemos escrever a eq.(1.7.2) da seguinte forma:

. c :
a= m cos(8' — 62)k (1.9.1)

O vetor unitdrio k pode ser decomposto em duas componentes: k., e ky.

Conforme a Fig.(1.6) temos:

-

krs = [cosalrs, (1.9.2)
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kw = [sin aw;
onde: s = — cos ntr + sinnts. E, como k= Er, + Ew, temos:
k = cos a[— cosntf + sin ntd] + [sin afb.

Logo, as componentes R, S e W de @ sao dadas por:

R= ﬁ cos(#' — §2) cos a cosnt,
sin

S = —(_1—*-—059_’)_ cos(8’ — &) cos asinnt,
sin

C .
= m COS(GI - 52) Sin <.

1.9.1 Aceleragao Transversal S

(1.9.3)

(1.9.4)

(1.9.5)

(1.9.6)

(1.9.7)

Desejamos uma expressao geral para (S) em elementos osculadores, quando

o eixo de rotacdo nio estd no plano da érbita. O vetor posigao unitario 7 é dado por:

# = [cos Q cos(w + f) — cos I'sinQsin(w + ]z + [sinQcos(w + f)

+ cos I cos Qsin(w + f)]§ + [sin I sin(w + £)] 2;

onde:

I - Inclinacao da érbita ao equador da Terra,
Q - Posi¢do nodal do plano equatorial,

w - Argumento do perigeu,

f - Anomalia verdadeira.

(1.9.1.1)
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O vetor unitdrio s perpendicular ao raio vetor é dado por:

§= [— cos Qsin(w + f) — cosIsichos(w+f)]:f: + [—sianin(w+f)

+cos I cos Q cos(w + f)]§ + [sin 1 cos(w + IIER (1.9.1.2)

e, o vetor unitério W que completa o sistema RSW é dado por:
W = [sin I sin(w + f)]& + [—sinI cos Q]9 + [cos I]z. (1.9.1.3)

O vetor unitario na direcao do spin pode ser representado por:

k=kyz+k,g+k.2 (1.9.1.4)

onde:
K24+ klI+E2=1 (1.9.1.5)
O vetor aceleracao esta direcionado ao longo do eixo ke, é proporcinal a cos ¥,

isto é,
g o cos Uk, (1.9.1.6)

onde:
cos¥ =7k, (1.9.1.7)

#-k=—cosd'

A aceleragio S perpendicular ao raio vetor é entdo obtida de a via

95}
il

1371
>

(1.9.1.8)
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Usando (1.9.1.1) e as equagoes seguintes, vamos obter a média para S fazendo

(w + f) variar de 0 a 2. Como

& = C cos Uk, (1.9.1.9)

temos:

S =C[(#-k)k] -3, (1.9.1.10)

Qy

= C’{ [(cochos(w-l—f) — cos I sin Q2 sin(w +f)):2 + (sichos(w + 1)

+ cos I cos Qsin(w + f))y) + (sinIsin(w + f)) 2] : [kza“: +kyg+ kzi] }lAc (1.9.1.11)

E portanto,

S = C’{ [cochos(w + f) — cos I sin Q sin(w +f)]kz

+ [sinQ cos(w + f) + cos I cos Qsin(w + f)] ky + [sin[ sin(w + f)] kz}

X (kr:i + kyy + kzé> . { [— cos O sin(w + f) — cos I sin Q cos(w + f)]f:

+[— sin Q) sin(w + f) + cos I cos 2 cos(w + f)]ﬂ + [sinIcos(w + f)}i} (1.9.1.12)

Fazendo a média sobre (w + f) de 0 a 27, temos:

<S>=0. (1.9.1.13)
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Vamos repetir o procedimento anterior, agora porém, levando em consideragao
o angulo de atraso substituindo na eq.(1.9.1.11) w+ f porw + f — 4. Aqui, 7 =74 é 0

vetor posi¢ao unitario atrasado compativel com o arraste térmico. Neste caso, temos:

@ =C(fq - k)k; (1.9.1.14)

onde 7o - k = — cos(8 — §,). O que resulta em:

3, (1.9.1.15)

S = C{ [cochos(w + f —6) — cos I sinQsin(w +f—5)]kx + [sichos(w + f—9)

+ cos I cos Qsin(w + f — 5)]ky + [sinIsin(w +f- 5)] kz}

X (kza“: + kyg + kzé) . { [— cos 2 sin(w + f) — cos I sin 2 cos(w + f)]a”:

+ [— sin ) sin(w + f) + cos I cos Q cos(w + f)]z} + [sinIcos(w + f)]f} (1.9.1.16)

Fazendo a média, como anteriormente, obtemos finalmente,
<S5>=< S5 >naz [1 - k2 + %(Skz —1)sin® I + k. sin2I(k, cosQ — k. sinQ)

+=(k2 - kz) sin? I cos 29 + k. k, sin® I sin 29] . (1.9.1.17)

N



CAPITULO 2

ANALISE DOS PARAMETROS FISICOS

2.1 Aceleracdes Radial e Transversal versus Distancia & Fonte

Para um corpo qualquer, (R) e (S) podem ser expressas em funcao da distancia
3 fonte e do angulo de atraso §;. O angulo de atraso devido ao movimento orbital do
corpo, também, é funcio da distdncia & fonte, e portanto, (R) e (S) transformam-se
numa fun¢éo simples da distancia & fonte de energia radiante e dos parametros do
corpo.

Em geral, a frequéncia orbital de um corpo que orbita o Sol é pequena se
comparada a sua frequéncia de rotagdo, logo o angulo de atraso 2 serd muito pequeno
(aproximadamente 107! graus para nosso corpo-teste) e portanto, (R) serd maior em
médulo do que (S) uma vez que, (R) é fungio de cosdz e (S) de sind,. A diferenca
em médulo entre R e S médios sofre uma atenuagao, e a distancia entre as duas curvas
diminui, como mostra a Fig.(2.1), & medida que o corpo se aproxima do Sol. Este
comportamento das curvas R e S encontra justificativa na dependéncia da aceleragao
em relagao ao angulo de atraso. Observe na Fig.(2.2) o comportamento do angulo de

atraso em funcao da distancia a fonte de radiagao.

2.2 Aceleracoes Radial e Transversal versus Raio do Corpo

A direcio do vetor aceleragéo varia quando consideramos corpos de diferentes
tamanhos. A dependéncia da aceleracao Inverno-Vero em relagdo ao raio do corpo nao
é simples, porém, certos aspectos da Fig.(2.3) podem ser entendidos se analisarmos o

comportamento do angulo de atraso em fungao do raio do corpo. A medida que o raio do
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corpo diminui [(S)| perde peso enquanto |(R)| ganha, ou seja, a for¢a tende a orientar-se
na direcio radial, como mostra a Fig.(2.3). Isto ocorre, devido ao comportamento de
8, para raios decrescentes, veja as Figs.(2.4) e (2.5).

Na Fig.(2.6) analisamos a dependéncia do médulo de (S) com o raio do corpo,
para trés distancias diferentes. Observe que existe uma regido de mdximo para [{SH-
Esta regido se desloca para a esquerda, & medida que nos aproximamos do Sol: a 2.8
U.A. temos um maximo para corpos com raio r = 8m; & 1.0 U.A. parar = 4m; e a
0.5 U.A. para r = 2m. A seguir, na Fig.(2.7) repetimos a anélise para o0 médulo de
(R). Observe que, |(R)| cresce de forma regular, e nao apresenta as regiGes de maximo,
que caracterizam a componente |(S)|. A explicagdo na existéncia, ou nao, das regioes
de miximo para R e S médios est4 associada ao comportamento do angulo de atraso
e a existéncia de uma dependéncia em relagdo as varidveis X e Y, apresentadas nas

eqs.(1.5.14) e (1.5.15), respectivamente.

2.3 Angulo de Atraso versus Distancia a Fonte

Uma vez que, o angulo de atraso influi de forma significativa no comporta-
mento da aceleragéo Inverno-Verdo, torna-se interessante uma analise mais detalhada
do mesmo. O angulo de atraso é fungdo da distancia  fonte e portanto, possui valores
que variam a medida que o corpo se aproxima ou afasta do Sol. Além disso, quando
consideramos corpos com constituigio semelhante, porém com tamanhos diferentes, ob-
servamos alteragdes no comportamento da curva para o angulo de atraso. Da eq.(1.5.1)

vemos que:

Y

. 3.1

520( Tg' X, (23 )
A" B

sendo que, a forma caracteristica da curva apresentada em (2.2) é dada pelo termo B da
eq.(2.3.1), que é a razao entre a parte imaginaria Y e a parte real X da expressao dada
pela eq.(1.3.24), veja as Figs.(2.8) e (2.9). A seguir, a Fig.(2.10) mostra a variagao no
angulo de atraso como fungao da distancia & fonte, e do raio do corpo (raio = 2, §, 10,

e 20 metros).
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~ . -2
Aceleragdo em moédulo (m-s )

MODULO DAS ACELERAGCOES MEDIAS <R> e <S>

Raio do corpo = 0.5m

5
10
_____ <R>
5 ......... <S>
\
-7
10 g
A\
'Q‘ ~
107}, S~
\\ \\\\
-1 o T —
10 ‘~“ —
“al T —
oy T :
1 2 3

Distancia do corpo a fonte de energia (U.A.)

Figura 2.1
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ANGULO DA ATRASO 5 )

5, = Angulo de atraso devido ao
movimento orbital do corpo.

0.5
F)
= 0.4t
|
o
N
w
o -
[72]
g 0.3
<
o
©
o
>
c 0.2
«
0.1 . -
0 1 2

Distancia do corpo a fonte de energia (U.A.)

Figura 2.2

Raio do Corpo=0.5m
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MODULO DA ACELERACAO MEDIA <R> e <S>

Distancia a fonte = 0.5 U.A.

10%;
i
~ S I >
of o LT =
w10 \ -
s \
= N
S w0
3 T
E \\\\\\\\
% T
o 10Mh--
o] 1 -
] b Tl
© 1 T
Q ----------
Q i
g e |
10 ' . l .

Raio do corpo (M)
Figura 2.3
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ANGULO DE ATRASO 5,

Distancias consideradas:

50

0.5 UA.
1.0 U.A.
2.8 UA.
--—-—= 2.8 U.A.

R ] S — 1.0 UA.
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5 //

= /
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o L]

3 ="

=) /

< 4 A o

Vi
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0 "3 A N . 2
0 10 20 30 40

Raio do corpo (m)

Figura 2.4
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ANGULO DE ATRASO 5 |,

Distancias consideradas:
0O5UA.,10UA. e28 UA.
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Raio do corpo (m)

Figura 2.5
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P - -2
Aceleragdo em médulo (m-s ™)

MODULO DA ACELERACAO MEDIA <S>

Distancias consideradas:

05UA,10UA. e28UA.
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[\ ——— 0.5UA
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Raio do corpo (m)

Figura 2.6
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~ - -2
Aceleracdo em modulo (m-s”)

MODULO DA ACELERACAO MEDIA <R>

Distancias consideradas:

05UA,10UA e28UA.

10
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,\‘\ _____ 2.8 UA
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Raio do corpo (m)

Figura 2.7
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TEMPERATURA MEDIA NA SUPERFICIE DO CORPO

T =T,/

r = distancia do corpo a fonte de energia
T o = Tem. média do corpo para 1.0 U.A.
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Distancia do corpo a fonte de energia (U.A.)

Figura 2.8
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MODULO DE Y/X

Raio do corpo considerado:
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Distancia do corpo a fonte de energia (U.A.)

Figura 2.9
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CAPITULO 3

COMPARACAO COM OUTROS EFEITOS

3.1 Efeito Yarkovsky

Quando o eixo de rotagao do corpo é perpendicular ao plano orbital da fonte,
§' = %, cos§' = 0 (portanto, nao ha efeito Inverno-Verao), e sinf' = 1, ou seja a forga
de reemissdo térmica se deve, iinicamente, ao efeito Noite-Dia. Nestas condigoes o efeito

Noite- Dia se iguala ao efeito Yarkovsky, e a eq.(1.3.38) resume-se a:
AI(6,4,t) = nslysinf cos(p — wt), (3.1.1)

onde w é a velocidade angular do corpo, e ny o fator de normalizagao. Integramos AI

como segue:
Tor3
/ / nslysinf cos(¢p — wt) df d(¢ — wt) = Io, (3.1.2)
0 J

e, obtemos ny = i e Al ez = 173 Usando (1.3.39) obtemos fi o = % e fia= %sin@’ =

i. A expressao para a acelera¢do resulta em:

—O{I()

6pcR (1+ 155 ) (1 + €0}

a=

[cos(wt — 6)2 + sin(wt — 5)3] (3.1.3)

Noite e dia possuem periodos iguais para todas as latitudes. Este efeito pode

ser chamado de efeito Yarkovsky. Neste caso, a forga térmica resultante é igual a forga

Yarkovsky (F‘ Y)-
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Figura 3.1 - A Forca Yarkovsky

O efeito Inverno-Verao é nulo (cos 8’ = 0) e o angulo de atraso 6 é igual a ¢;.
A Fig.(3.1) mostra como a assimetria na perda de momento resulta em uma forga no
plano xy que, para este caso especial, coincide com o plano RS. A aceleracao possue,

entao, apenas duas componentes no sistema RSW, uma radial e outra transversal:

R

.7 = d.(coswts + sinwtj), (3.1.4)

S

@.5 = d.(sinwiz 4 coswtj). (3.1.5)
Calculando o valor médio de S para uma rotagao obtemos:

I
<S>= 20 sin . (3.1.6)

6pcR (1 + 4—%) (14 €2)%
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O efeito Noite-Dia depende de forma crucial da gemetria spin-6rbita. Quando
o eixo de spin é normal ao plano orbital (§' = 7/2) o efeito é maximo, e é conhecido

como efeito Yarkovsky.

3.2 Efeito Noite-Dia

A eq.(3.1.3) para a aceleragao Noite-Dia (Yarkovsky) pode ser usada apenas,
para um corpo cujo eixo de rotagdo é perpendicular & seu plano orbital (' =n/2 =
constante). Uma vez que, essa restrigio é muito forte, pois limita as possibilidades de
aplicaciio em casos reais, vamos agora, obter a equagao da aceleracao Noite-Dia para o
caso geral em que &, a colatitude do Sol, varia ao longo de um periodo orbital.

Para tornar a andlise do problema mais simples, vamos supor que ny = 1/4 e
que o eixo de rotacio encontra-se no plano orbital. Desta forma, obteremos a aceleragao
Noite-Dia complementar & aceleragdo Inverno-Verao para este caso (eixo no plano).
Lembrando aqui, que as forgas Noite-Dia e Inverno-Verao sao apenas as componentes
Xy e z, respectivamente, da for¢a Térmica Total, vamos proceder a anélise do problema,

conforme a Fig.(3.2). A aceleragéo pode ser expressa da seguinte forma:
= qrs + 0w = QrsTS + Ay, W; (3.2.1)
onde s é o vetor unitario no plano RS. Como ars = acosdi, a, = asin b1, e

rs = sinntr + cos nts, (3.2.2)

temos:

@ = acos 6, (sinntf + cosntd) + asindyw. (3.2.3)
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Figura 3.2 - Eixo z no Plano e a Aceleragao Noite-Dia

Ou seja, a aceleragao possui trés componentes no sistema (R,S,W):

R = B, sin(nt — §2) cos é; sinnt, (3.2.4)
S = B, sin(nt — é2) cos §; cosnt, (8.2.5)
W = B sin(nt — §3) sindy; (3.2.6)

onde usamos a = Bj sin(nt — J2).

A média para uma revolugao ¢ dada por:

< §>= B, cosél(

2w 2
5 cos 0y / sin nt cos nt d(nt) —sin d; / cos?nt d(nt)), (8.2.7)
™ 0 0

- > (. -’
—

=0 =27
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< S >= —Bj cos 6; sin ;. (3.2.8)

De forma semelhante, otemos:

< R >= Bj cos 6 cos b3, (3.2.9)

<W >=0. (3.2.10)
Substituindo B; nas eqgs.(3.2.8) e (3.2.9), resulta:

51 sin 6
< §>= oo cos 1 9in % : (3.2.11)

120cR (14 £33 ) (1 + €D)?

< Ro>=— aly cos 61 cos 6, (3.2.12)

120cR (1+ 55 ) (1 +€1)

Vamos agora, comparar os efeitos Noite-Dia e Yarkovsky com o efeito Inverno-
Verio através de uma analise do médulo de suas componentes transversais médias. A
Fig.(3.4) apresenta (S) (em médulo) para os trés casos: Inverno-Verao (eixo de rotagao
no plano), Noite-Dia ( eixo de rotagdo no plano) e Yarkovsky (eixo de rotagéo perpen-
dicular ao plano: Noite-Dia). A medida que nos aproximamos do Sol observamos que
os efeitos se aproximam em intensidade. Para, aproximadamente, 0.6 U.A. observamos
uma regifo onde as trés curvas se encontram e os efeltos se equivalem. Porém, pa,fa
distancias menores do que 0.6 U.A. apenas Inverno-Verdo e Noite-Dia mantém essa
equivaléncia; o efeito Yarkovsky comega a perder em intensidade para os outros dois
efeitos. Esta regido de transisdo depende das caracteristicas do corpo, portanto, corpos
com raios diferentes, por exemplo, terdo regides de transicao diferentes (mais proximas

ou mais distantes do Sol).
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3.3 Efeito Poynting-Robertson

Quando um corpo em movimento emite radiagdo, observamos que os fotons
emitidos no sentido do movimento, tém frequéncia maior do que a frequéncia observada
quando o corpo estd em repouso (efeito Doppler). E, de forma semelhante, os fétons
emitidos em sentido contrario ao movimento do corpo tém frequéncia menor do que em
repouso. Portanto, um corpo em repouso, com distribuigao de temperaturas isotropica,
emite radiagdo com a mesma frequéncia em todas as diregbes e todos os momentos
(associados aos fétons) se cancelam. Neste caso, nao hé forga atuando sobre o corpo.
Porém, se o corpo estiver em movimento a perda de momento nao sera a mesma em
todas as direces: os fétons emitidos no sentido do movimento terao suas frequéncias
aumentadas; enquanto que no sentido contrério as frequéncias serao menores. Uma vez
que a perda de momento serd maior no sentido do movimento surge, como consequéncia,
uma forga em sentido contrario, veja a Fig. (3.3). Este é o efeito Poynting-Robertson.

A forca Poynting-Robertson encontra-se sempre no plano orbital do corpo,
logo a aceleragéo possui apenas as componentes radial e transversal no sistema (R,S,W)
dadas, a seguir, por:

r2 r2

o
R=al S - _’L>, (3.3.1)

Sz—a—f;

(3.3.2)
T
onde, ¢ é a velocidade da luz, f é a anomalia verdadeira, e f sua derivada temporal.
Observe, ainda, que o é uma constante que depende do raio da particula, e
de sua densidade volumétrica

2. 10!
a= ——E)i———cmzs—1 (3.3.3)
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Figura 3.3 - Efeito Poynting-Robertson

A seguir, na Fig.(3.5) vemos uma comparagao entre os médulos da aceleracao
transversal dos efeitos Poynting-Robertson e Inverno-Verao para o nosso corpo-teste
(raio = 0.5 m) em funcdo da distancia & fonte. O efeito Inverno-Verdo é mais significa-
tivo, neste caso, do que o efeito Poynting-Robertson.

Tanto o efeito Inverno-Verao quanto o efeito Poynting-Robertson tem sua
intensidade modulada pelo raio do corpo. Veja, agora, na Fig.(3.6) como [(S)| varia
em funcio do raio do corpo para os dois efeitos. A componente (S) do efeito Poynting-
Robertson é mais significativa para raios menores do que 0.5 metros, porém, para raios
acima desse valor o efeito Inverno-Verdo ganha em intensidade. No ponto de encontro
entre as duas curvas os efeitos se equivalem. A distancia de 2.8 U.A. a equivaléncia
entre os dois efeitos ocorre para corpos com raio igual a 0.5 metro, porém a medida
que nos aproximamos da fonte de energia este valor diminui. De forma geral, o efeito
Inverno-Verao é mais forte do que o efeito Poynting-Robertson, para corpos da ordem

do metro.
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MODULO DA ACELERACAO MEDIA <S>
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CAPITULO 4

APLICACOES

4.1 O Problema de Dois Corpos com a Perturbagao Inverno-Verao

Vamos, agora, aplicar a for¢a Inverno-Verdo ao nosso corpo-teste, consi-
derando que o eixo de rotagao do corpo.encontra-se no plano. O corpo possui frequéncia
de rotacdo arbitraria e frequéncia orbital igual & 1/T; onde T é o periodo orbital. No

sistema osculador a aceleragio é expressa por (1.8.18) e (1.8.19); onde usamos:

1 2 1 1/2
I() = I()l (;) y To = T01 <;) . (4.1.1)

Io; = 1400W m~2 e Ty; = 298 K sao, respectivamente, a irradiancia e a temperatura
médias para uma distancia igual & 1.0 U.A. As condigGes iniciais sdo: semi-eixo maior
(Ap) igual a 2.8 U.A., excentricidade (Ep) igual a 0.01 e demais elementos osculadores
nulos.

A forca Inverno-Verio é dissipativa, logo semi-eixo maior e excentricidade irao
decrescer ao longo do tempo. Nas Figs.(4.2) e (4.3) temos a variagao do semi-eixo maior
e da excentricidade devido a forca de perturbagao Inverno-Verdo, para o problema de
dois corpos (Sol e meteordide).

Comparamos os resultados obtidos analiticamente, eqs.(1.8.1.16) e (1.8.1.17)

com os resultados obtidos através de calculo numérico.
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4.2 O Problema de Trés Corpos com a Perturbagao Inverno-Verao

Nas figs.(4.4) e (4.5) temos a variagdo do semi-eixo maior e da excentricidade
para o problema de trés corpos (Sol, Jipiter e meteordide). O programa que integra

numéricamente o sistema de equagdes (Apéndice 2) dado a seguir:

dw; dwy dws .

pralaldt = WS praiaie (4.2.1)
dw kmg km;

dt‘* =W - if(wl—mj)+az, (4.2.2)
dws kk, km;

7 = — 3 Wy — Ti] (L&JQ - y,) + ay, (423)
dw kmg km;

8 — _ w3 — 3] (w3 — z;) + a:. (4.2.4)

dt r3 r3

utiliza o método de Runge-Kutta de 5% ordem [1]. Os dados de entrada e saida sao
expressos em elementos osculadores, enquanto que os calculos internos sao efetuados
em coordenadas cartesianas.

As condi¢bes iniciais sdo: Ag = 2.84 U.A., Ey = 0.01 e demais elementos
osculadores nulos. Observe que, o semi-eixo maior decresce gradativamente, até atingir
aproximadamente, 2.82 U.A., quando entra em ressonancia com Jupiter (5:2). Neste
ponto, o valor médio para o semi-eixo maior se estabiliza em torno de 2.82 U.A. e o corpo
é aprisionado; a excentricidade aumenta significativamente transformando o formato da

6rbita e aproximando o meteoréide dos planetas internos ao cinturao de asterdides.
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DISCUSSAO

A forca Inverno-Verao tem sua diregdo controlada pelo angulo de atraso que
determina a proporgao de suas componentes radial e transversal. Para nosso corpo
teste, por exemplo, o angulo de atraso cresce a medida que este se aproxima do Sol.
Isto significa que a componente tranversal da aceleragao ganha intensidade e o efeito
Inverno-Verao torna-se mais sensivel. Observe porém, que a aproximadamente 0.06
U.A. (10 raios solares), a curva que representa o angulo de atraso muda de inclinagao
decrescendo rapidamente. Neste ponto a forga Inverno-Verao tende a orientar-se por
completo na dire¢ao radial. A componente radial da aceleragdo Inverno-Verao, no plano,
é mais significativa do que sua componente transversal. A evolugio secular dos elementos
orbitais para um corpo com eixo de rotagdo no plano é consequéncia portanto, da agao
da componente transversal da aceleragao.

Distancia a fonte de energia radiante e raio do corpo, sao fatores que determi-
nam mudancas no médulo e na dire¢do da for¢a Inverno-Verao. A curva que representa
a aceleracio média S possui um pico, que se desloca para diferentes valores da distancia
3 fonte de energia e seleciona os corpos que irao sentir a for¢a Inverno-Verao com maior
intensidade. A 2.8 U.A. o pico estd na faixa doé oito metros, quatro metros para 1.0
U.A., dois metros para 0.5 U.A. e assim por diante. Portanto, existe um fator seletivo
caracteristico do efeito Inverno-Verao ligado ao tamanho do corpo. Este fator seletivo
pode ter influenciado a formagao do nosso Sistema Solar. Distéancia a fonte de radiagao
e diametro do corpo sao fatores capazes de alterar a intensidade e diregao das forgas at-
uantes no corpo, criando uma espécie de ordem na formagao progressiva de um Sistema
Planetario.

O efeito Inverno-Verdo é um efeito dissipativo capaz de perturbar todos os

elementos orbitais do corpo, uma vez que a agao de sua for¢a nao se restringe ao plano



Discussao 71

orbital, e cuja ordem de grandeza pode ser maior do que no efeito Poynting-Robertson.
Sua aplicagao esta relacionada a estudos que envolvam o processo de formagao de Sis-
temas Planetdrios, assim como, na evolu¢ao dos elementos orbitais de satélites artificiais,
fragmentos de asterdides, nucleos de cometas extintos, etc...

A forga Inverno-Verao somada a forca Noite-Dia (Yarkovsky Generalizada)
compode a chamada for¢a Térmica Resultante que atua em corpos aquecidos. Aliada
a outras forgas, como por exemplo, a perturbagdo gravitacional de Jupiter, é capaz
de explicar a evolugao orbital de fragmentos de asterdides provenientes do Cinturao
de Asterdides, e sua consequente aproximac¢do da Terra. A forca Yarkovsky tem sido
utilizada, de forma nao realista, para explicar a evolugdo orbital de fragmentos de
asterdides cuja frequéncia de rotagao é grande o suficiente para tornar o efeito Yarkovsky
desprezivel. Além disso, a aplicabilidade do efeito Yarkovsky depende do conhecimento
da frequéncia de rotagao do corpo, que nem sempre é ficil de se determinar. O efeito
Inverno-Verao nao depende da frequéncia de rotagdo, o que torna sua utilizagdo mais

simples e seus resultados mais precisos.



CONCLUSAO

O efeito Inverno-Verdo é um efeito puramente dissipativo que perturba todos
os elementos orbitais do corpo,, uma vez que a acao de sua for¢a ndo se restringe ao
plano orbital. Nao depende da frequéncia de rotagao do corpo e pode ser expresso em
fun¢ao do inverso do quadrado da distancia a fonte.

Quando complementado pelo efeito Noite-Dia (Yarkovsky Generalizado) re-
sulta no efeito Térmico Total, que é mais significativo do que o efeito Yarkovsky.

Associado a forga de perturbagao de Jupiter é capaz de explicar como corpos
provenientes do cinturdo de asterdides chegam as regioes de ressonancia, onde tem suas
excentricidades aumentadas a ponto de cruzarem a orbita dos planetas internos ao
cinturao.

Além disso, apresenta um efeito seletivo associado ao raio do corpo e a
distancia a fonte, que pode ser usado em estudos que envolvam a formacao de Sistemas

Planetarios.
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Energia de Colisio versus Angulo de Impacto

Um meteordide em rota de colisdo com a Terra possui um potencial de im-
pacto que depende da velocidade de colisao. A velocidade do meteordide pode ser
decomposta em duas velocidades relativas, uma paralela a velocidade orbital da Terra

e outra perpendicular, como segue:

Um = Up|| + UmL.

A velocidade de colisdo é dada por:

Ve = (V| — UT) + Um L,

Ve = [(vm” - UT)Z + vm_l_z]l/z;

onde, v, = Um 088, vm1 = U siné, e a equagdo acima se transforma em:

ve = [(vm cosf — v7)? + (v sin 6)7] 12, (1.1)
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90°

Figura - Angulo de Impacto: Terra versus Meteoréide

A energia liberada no impacto é dada por:

2

E = —muv;. (1.2)

1
2

Supondo que o corpo ¢ esférico (m = Zpd?), obtemos:
6P

T

E pd3v2. (1.3)

A energia pode ser expressa em termos de megatons (MT) de TNT, através da seguinte
relagao:
E= l%pd%'g’ / 4.19 x 10°; (1.4)

onde, p é a densidade volumétrica (ton/km?), d é o diametro do meteordide (km), e vc

a velocidade de colisao (km/s), e
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<)

U
LMT = 4,19 x 10°ton —

5-

=419 x 10"°J

A Tabela, a seguir, mostra a energia liberada na colisao de um meteordide
ferroso (10 m de diametro e velocidade orbital igual a 40 km/s) com a Terra (velocidade
orbital igual a 30 km/s) para diferentes angulos de impacto. Observe como a velocidade
de colisao varia significativamente para cada angulo.

Podemos, ainda, considerar a velocidade de colisao como uma constante.
Neste caso, se variarmos o didmetro do corpo vamos obter as mesmas energias para
cada angulo, ou seja, para cada valor de energia ha um didmetro equivalente d., e por-
tanto, podemos dizer que o corpo aumenta ou diminu: de tamanho conforme a diregao
e sentido da colisdo.

Uma colisdo frontal com a Terra aumenta o didmetro do corpo de 10.0 para

14.5 metros enquanto que, o oposto diminue o diametro para 4.0 m.

Tabela

Angulo 8 (graus) 0 30 60 90 120 150 180
Velocidade de colisao V (km/s) 10,0 20,5 36,1 40,0 60,8 67,7 70,0
Energia equivalente (MT de TNT) 0,05 0,21 0,31 0,80 1,85 2,30 2,46
Diametro relativo d,(m) 4 6,4 7,3 10 13,2 142 145

Corpos com didmetro inferior a 50 metros, em geral, sdo detectados quando
j4 estdo muito préximos da Terra. A magnitude do impacto depende do angulo entre
as velocidades orbitais do meteordide e do alvo em questao. Para a Terra, por exemplo,
o horario dé maior risco para um impacto é de 0 horas até as 12 horas, quando, tanto
a taxa de incidéncia quanto a magnitude dos impactos atingirao valores maximos.

Qualquer programa de detecgao de NEOS visando a defesa de nosso planeta
contra possiveis impactos, devera ter equipe e esfor¢os redobrados neste horario, pois

as chances serao bem mais significativas do que no periodo das 12 as 24 horas.
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O Problema de Trés Corpos com Perturbagao Nao-Gravitacional

Um corpo sob o efeito da atracao gravitacional do Sol, e de Jupiter apresenta

duas aceleragoes de origem gravitacional a serem levadas em consider¢do na equagio

de movimento. Se, além disso, acrescentarmos uma perturbag¢ao nao gravitacional,

teremos uma terceira aceleragdo que chamaremos de a@,. A equac¢do de movimento para

esse corpo € dada por:

~— —

=, r Tx -
r3 T3 P

onde, o centro de massa do sistema coincide com o centro de massa do Sol.

No referencial XYZ do Sol, temos:

dp = azt +ayj +a.k,

r=uz1+y) + zk,

T; = :Bj;-{- yjj + Z]‘];‘,

Fo=(z =22+ (y —y;)j + (2 — 25)k.

(1)

(3)

(4)
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Figura - O Problema de Trés Corpos
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Sendo que, a velocidade e a aceleragao do corpo sao dadas por:

_dr_de. dy. dzg
Ta @ Tl T

3

d*v . d2$¢+ d*y
diz - a7 ae

A

I k.

7+

7=

Substituindo as eqs.(2), (3) e (7) em (1) resulta em

&z, dy. dz. kmg 4 - .
gt T tgph = e ettt eh]

km;
3

Impondo, agora, a igualdade de vetores

d2z kmg kn;tl (r— 2

A2 3

]) + ay,

[(z — ;)i + (y — y;)] + (z — 2;)k] + [azt + ay] + a:k].

(6)

(7)

(8)
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segue:

W =2z, w2 =Yy, w3 = Zj
e suas derivadas
dz dy dz
w = — = — = —
A AT o= @
dwy d’z dws d’y dwe d*z
dt  dt?’ dt — dt*’ dt — de?’
Substituindo no sistema equivalente original obtemos:
@ — dws _ dﬂ — (9)
de v dt PR
dLU4 km km;
—zl—t—-:— .r3sw1‘ riJ(wl—xj)+az, (10)
dws kk, km;
= e -y ay, (1)
dw(; kms ka .
o T s w3 =~ (ws — z5) + a.. (12)

*

Portanto (9), (10), (11), e (12) formam um novo sistema de equagoes, cuja
solucdo pode ser obtida numéricamente. A aceleragao perturbadora a, deve ser expressa

no sistema cartesiano (X,Y,Z). O programa para obtengao da solugao numeérica desse
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sistema de equagoes, ntiliza o método de Runge- Kutta de 5* ordem [1]. Os dados de

entrada e saida sao expressos em elementos osculadores, enquanto que os calculos inter-

nos sao efetuados em coordenadas cartesianas. A seguir, mostramos a transformacio

do vetor aceleracao d, de sistema osculador para sistema cartesiano.

Transformagao da Aceleragao: de sistema osculador (RSW) para sistema

cartesiano (XYZ)

Nas eqs.(10), (11) e (12) a aceleracdo perturbadora a, deve ser expressa em

elementos cartesianos. A matriz de transformacao é dada por:

De forma que

N D By

P, Q. R,
= Py Qy Ry
P, Q. R:
T =P, 2+ Pyy+ P:z;
§=Q:2+Qyy+ Q:2;
w=R;z+ Ryy + R.%;

P, = cosQcos(w + f) — senfdcosIsen(w + f),

P, = senflcos(w + f) + cosQcosIsen(w + f),

P, = senlsen(w + f),

Q. = —cosQlsen(w + f) — senQcoslcos(w + f),
Q, = —senflsen(w + f) + cosQcosIcos(w + f),

Q. = senlcos(w + f),

R, = senlsen(w + f),
R, = —senlcos(l,

R, = cosl.

(13)

g> »



Apéundice 2 80

Portanto, um vetor qualquer pode ser transformado de wn sistema para outro
de forma direta, através de uma simples substitui¢ao. Dado o vetor aceleragao d,, por

exemplo, no sistema de referéncia RSW:
dp = arT + a8 + ayW; (14)

podemos expressa-lo no sistema XY7Z, substituindo na equagdo acima os vetores

unitarios 7, § e w. Desta forma obtemos:

a= [aer + aan + asz]j + [arPy + asz + awRy]ﬁ + [(I,TP; + ast + asz] zZ. (15)

E, de forma semelhante obtemos a transformagao inversa.
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