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parcial para a obtenção de grau de Mestre em Fı́sica.

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Luiz Viana
Co-orientador: Prof. Dr. Sandro Ely de Souza Pinto

Curitiba

2009



P436o Pereira, Rodrigo Frehse
     Órbitas periódicas instáveis, sincronização de caos e transientes em redes
hiperbólicas / Rodrigo Frehse Pereira. –  Curitiba, 2009.
      105 f. : il. color. ; 30 cm.
       

      Dissertação - Universidade Federal do Paraná, Setor de Ciências Exatas, 
Programa de Pós-Graduação em Física, 2009.

      Orientador: Ricardo Luiz Viana – Co-orientador:  Sandro Ely de Souza 
Pinto.
      Bibliografia: p. 94-95. 

     1. Física.  2.  Órbitas periódicas instáveis.  3. Tempo de sincronização.     
I. Universidade Federal do Paraná.   II. Viana, Ricardo Luiz   III. Pinto, Sandro 
Ely de Souza.   IV. Título.

CDD: 521.3







Agradecimentos
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• À minha namorada, Sabrina, pelo carinho, dedicação e paciência na correção do manus-

crito e pela compreensão do tempo que o mestrado me consumiu;

• Ao Dr. Ricardo Luiz Viana, pela orientação desse trabalho;

• Ao meu co-orientador, Dr. Sandro Ely de Souza Pinto, por minha formação acadêmica e

pelas proveitosas discussões;
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“Se uma coisáe muito dif́ıcil de fazer,
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Resumo

As órbitas periódicas instáveis são o esqueleto sobre oqual a dinâmica caótica é cons-
truı́da. Imerso em uma sela ou atrator caótico, existe um conjunto infinito enumerável de tais
órbitas. Esse conjunto infinito contável, embora possua medida de Lebesgue nula, suporta a
medida natural dos atratores caóticos e o decaimento da medida para selas caóticas. Relações
exatas e expansões em séries convergentes para quantidades dinâmicas fundamentais, tais como
a entropia topológica e a taxa de escape, podem ser constru´ıdas em termos das órbitas periódicas
instáveis para sistemas hiperbólicos. Nesse trabalho, um sistema caótico de alta dimensão foi
analisado pelas ferramentas da teoria das órbitas periódicas. Mais especificamente, uma rede
composta de diversos mapas de Bernoulli acoplados foi estudada. A hiperbolicidade dessa rede
pode ser provada e, portanto, o formalismo das órbitas periódicas formalmente pode ser apli-
cado. A intensidade do acoplamento de cada par de sı́tios depende da distância entre eles na rede
de acordo com uma lei de potência. As trajetórias tı́picasdessa rede podem exibir sincronização,
desde que o estado sincronizado, dado por uma variedade unidimensionalS , seja estável. De
modo a determinar a estabilidade local dessa variedade, o espectro de Lyapunov das trajetórias
sincronizadas foi avaliado. A análise da estabilidade global desse estado foi calculada pela
expressão para a medida natural em termos do conjunto densode órbitas periódicas instáveis
imersas emS . Para os casos em queS é globalmente estável, experimentos numéricos para
o tempo de sincronização foram realizados. O comportamento errático e instável observado
nas trajetórias do estado dessincronizado, bem como os tempos de sincronização médios muito
longos, estabeleceram a hipótese sobre a existência de uma sela caóticaG no espaço de fase da
rede. O decaimento exponencial temporal tı́pico no númerode trajetórias capturadas pela sela
foi verificado, para o qual a taxa de escape pode ser calculada. As órbitas periódicas instáveis
deG foram numericamente determinadas pela implementação dométodo de transformação de
estabilização e, então, a topologia da sela caótica pôde ser analisada. Uma vez que uma ex-
pressão analı́tica biunı́voca para a associação simbólica às órbitas periódicas foi encontrada, a
expansão em ciclos primos pôde ser formalmente aplicada ea taxa de escape deG calculada. A
exatidão dos resultados obtidos, quando comparados com o ajuste do decaimento exponencial
das trajetórias, formalmente comprova a existência da sela caóticaG . Conseqüentemente, o
tempo de sincronização médio é associado ao tempo de vida média da sela caótica imersa no
espaço de fase da rede.

Palavras-chave: órbitas periódicas instáveis, sincronização de caos, sistemas hiperbólicos,
tempo de sincronização, transientes caóticos, expans˜ao em ciclos primos.



Abstract

Unstable periodic orbits are the skeleton upon which the chaotic dynamics is built.
Embedded in a chaotic saddle or attractor, there is a denumerable infinite set of such orbits.
This countable infinite set, although has zero Lebesgue measure, supports the natural measure
of chaotic attractors and the measure decay for chaotic saddles. Exact relationships and conver-
gent series expansions for fundamental dynamical quantities, such as topological entropy and
escape rate, can be constructed in terms of unstable periodic orbits for hyperbolic systems. In
this work, a high-dimensional chaotic system was analyzed by the tools of periodic orbit the-
ory. More specifically, a lattice composed by several coupled Bernoulli maps was studied. This
lattice hyperbolicity can be proved and, therefore, the periodic orbit formalism formally can be
applied. The coupling intensity of each pair of sites depends on the lattice distance between
them in a power-law fashion. Typical trajectories of such lattice can exhibit synchronization,
provided that the synchronization state, given by a one-dimensional manifoldS , is stable. In
order to determine the local stability of this manifold, theLyapunov expectra of synchronized
trajectories was evaluated. The global stability analysisof such state was computed by the natu-
ral measure expression in terms of the dense set of unstable periodic orbits embedded inS . For
the situations in whichS is globally stable, numerical experiments for the synchronization time
were performed. The observed unstable and erratic behaviorof the desynchronized state tra-
jectories as well as the very long average synchronization times establish the hypothesis about
the existence of a chaotic saddleG in the lattice phase space. The typical temporal exponential
decay in the number of trajectories trapped by the saddle wasverified, for which the escape
rate could be computed. The unstable periodic orbits ofG were numerically determined by the
implementation of the stabilization transformation procedure and, therefore, the topology of the
chaotic saddle could be analyzed. Since an analytical expression for the one-to-one symbolic
association to the periodic orbits was found, the prime cycle expansion could be formally ap-
plied and the escape rate ofG computed. The correctness of the found results, when compared
with the trajectories exponential decay fit, formally provethe existence of the chaotic saddle
G . Consequently, the average synchronization time is associated with the average lifetime of a
chaotic saddle embedded in the lattice phase space.

Keywords: unstable periodic orbits, chaos synchronization, hyperbolic systems, syn-
chronization time, chaotic transients, prime cycle expansion.
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1 Introduç ão

A teoria de sistemas dinâmicos é um ramo da matemática quetrata da análise de

equações parametrizadas por um escalart, usualmente denominadotempo. Basicamente, para

um dado sistema, busca-se determinar a soluçãox(t) que especifica o estado do sistema no

tempot. Normalmente, esse estado é também função dex(0), ou seja, a evolução temporal

do sistema depende do ponto de partida, ditocondiç̃ao inicial de x(t). Caso cada condição

inicial do sistema especifiqueunicamenteuma solução, diz-se que tal sistema dinâmico éde-

termińıstico.

Os sistemas dinâmicos determinı́sticos estão presentesem todos os ramos da Fı́sica.

Na Mecânica Clássica, o sistema estudado é composto pelas equações de Hamilton1 e a solução

desejada são as coordenadas generalizadas dos componentes do problema em termos do tempo

t e da configuração inicial. A evolução temporal dessas soluções definem trajetórias no espaço

de fase 2N-dimensional, sendoN o número de graus de liberdade do problema. Na Mecânica

Quântica, embora a função de onda2 Ψ(x, t) possua uma interpretação probabilı́stica, essa é

obtida através da solução da equação de Schrödinger.Como essa equação eΨ(x,0) determi-

nam unicamenteΨ(x, t), a equação de Schrödinger define um sistema dinâmico determinı́stico

em um espaço de fase de dimensão infinita: o espaço de Hilbert. Portanto, a descrição fı́sica

de diversos fenômenos naturais depende dos resultados provenientes da teoria de sistemas

dinâmicos.

O modo como a soluçãox(t) de um sistema dinâmico, dado por

x(t + τ) = Φτx(t), (1.1)

1Ou, equivalentemente, as equações de Euler-Lagrange, ouainda, as equações de Newton.
2Identicamente para a função de onda no espaço dual dos momentos.
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sendoΦτ um operador de evolução temporal, é obtida, depende, e muito, da forma deΦτ .

Especialmente, quandoΦτ representa um operador não-linear, a soluçãox(t) em termos de

x(0) pode ser muito difı́cil de se obter. A não-linearidade do operador de evolução temporal do

sistema (1.1) possibilita o surgimento de soluções extremamente complexas: soluções caóticas.

A teoria matemática desenvolvida para a análise desses sistemas é conhecida como Teoria da

Dinâmica Não-Linear. Nessa teoria, apenas sistemas dinˆamicos determinı́sticos e não-lineares

são considerados. Uma vez que a equação de Schrödinger ´e linear emΨ(x, t), a teoria do caos

não trata dos sistemas dinâmicos determinados pela Mecânica Quântica3.

A história da teoria dos sistemas dinâmicos não-lineares funde-se com a da Mecânica

Clássica, mais especificamente, com a mecânica celeste, pois foi Poincaré, em 1890, o primeiro

a notar o mecanismo topológico que leva a soluções caóticas enquanto estudava a estabilidade

do problema de três corpos. No princı́pio, a existência decaos em um sistema foi tratada,

pelos fı́sicos, como uma aberração do modelo, algo que deveria ser evitado. Já os matemáticos,

dentre eles Birkhoff, Lyapunov, Andronov e Arnold, iniciaram na primeira metade do século

XX o desenvolvimento de ferramentas para a análise de soluc¸ões caóticas, com introdução de

métodos de análise qualitativa de equações diferenciais (1). Vale ressaltar aqui que o operadorΦτ

em (1.1) pode representar tanto a evolução temporal paraτ ∈R, ou seja, para tempos contı́nuos,

ou para tempos discretos,τ ∈N. No primeiro caso, o operadorΦτ define umfluxo, enquanto

que no segundo, define ummapa. Poincaré desenvolveu, durante seu estudo do problema de

três corpos, uma ferramenta que se tornou fundamental no estudo de sistemas caóticos: a seção

de Poincaré. Essa ferramenta permite a determinação de um mapad-dimensional, dito mapa

de Poincaré, a partir de um fluxo de dimensãod + 1, através da definição de uma seçãoϒ

conveniente,d-dimensional no espaço de fase do fluxo. O mapa então é dadopor um operador

a tempo discreto,Φτ , tal que sua solução resulta nos cruzamentos da soluçãodo fluxo original

com a superfı́cieϒ, como está ilustrado na figura 1.1. Embora a forma do mapa obtido dependa

da escolha deϒ, pois a posição dos cruzamentos dependem da forma e localização da seção, as

propriedades métricas e topológicas do sistema são invariantes quanto à escolha de tal seção.

3Entenda-se aqui que esta afirmação se refere à “velha” Mecânica Quântica, existem diversas equações de onda
não-lineares presentes na Mecânica Quântica “contemporânea”.
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Para sistemas fortemente caóticos, qualquer hiper-superfı́cie d-dimensional suave é igualmente

adequada para a obtenção do mapa de Poincaré(2). Nos casos em que não se pode verificar

a condição de caos forte, a escolha deϒ deve ser empiricamente motivada: a seção deve ser

determinada de modo a gerar o máximo de interseções com a solução original do fluxo. Assim,

em princı́pio, a análise realizada para um fluxo(d + 1)-dimensional é válida para mapasd-

dimensionais e vice-versa.

Na segunda metade do século XX, a Teoria da Dinâmica Não-Linear voltou a se fundir

à Fı́sica com as contribuições de Lorenz, em 1963, que observou o comportamento aperiódico

em um sistema de equações simplificado para o modelamento atmosférico e, um pouco mais

tarde, com Ruelle e Takens que, em 1971, associaram ao caos a turbulência em fluidos. Desde

então, a teoria dos sistemas dinâmicos não-lineares temcaminhado, lado a lado, com o desen-

volvimento da Fı́sica.

Figura 1.1: A linha representa uma solução de um dado fluxo representada no espaço de fase
tridimensional. Também estão ilustrados uma seção de Poincaréϒ e os pontos que seriam
determinados pelo mapa de Poincaré. Fonte: Alligoodet. al. (2).

Outro fato importante, que também ocorreu na década de 1970, foi o inı́cio do desen-

volvimento de computadores pessoais com alto poder de processamento4. A simulação com-

4Computadores comerciais, que custavam muitas vezes menos que os super-computadores à valvula que exis-
tiam na época.É claro que, o “alto poder de processamento” de três décadas atrás é comparável com o das
calculadoras cientı́ficas que dispomos hoje.
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putacional tornou-se, portanto, mais uma ferramenta para aanálise dos sistemas caóticos, ou

não-lineares, de um modo geral. Isso permitiu um avanço significativo na observação de novos

fenômenos associados ao caos, pois comportamentos assintóticos de sistemas não-lineares po-

diam ser investigados em minutos, através da solução numérica da equação (1.1). Mas deve-se

ressaltar que, devido à instabilidade e à complexidade, essa abordagem não fornece, de modo

geral, todo o conhecimento sobre as soluções do sistema, esim apenas do caso especial nume-

ricamente investigado. Do ponto de vista prático, muitas vezes, esse resultado já é suficiente,

mas do ponto de vista teórico, geralmente acrescenta muitopouco, quando nada. Assim, embora

forneça uma ferramenta bastante útil, o desenvolvimentodos microcomputadores acarretou um

retardo no avanço da teoria de Sistemas Dinâmicos. A idéia geral que deve ser seguida para a

pesquisa em sistemas dinâmicos e que motivou o desenvolvimento dessa dissertação pode ser

resumida parafraseando-se Guckenheimer e Holmes, pág. ix(1):

“Uma observação um pouco tendenciosa, na qual, porém, contém alguma ver-

dade, é que matemáticos puros tendem a pensar em alguma propriedade interes-

sante (ou estranha) e então construir um sistema dinâmicocujas soluções a exi-

bam. Em contraste, a regra tradicional dos engenheiros ou matemáticos aplicados

é considerar um dado sistema (talvez um modelo que ele ou elatenha construı́do)

e encontrar quais são suas propriedades. Nós principalmente adotamos o segundo

ponto de vista, mas a nossa exposição pode parecer, às vezes, esquizofrênica, pois

estamos apresentando idéias do primeiro grupo em problemas do segundo. Ainda,

nós percebemos que as propriedades de um sistema especı́fico não podem ser des-

cobertas a menos que se saiba quais são as possibilidades, e, muitas vezes, essas são

reveladas apenas pela teoria geral abstrata. A teoria e a pr´atica progridem melhor

de mãos dadas.”

1.1 O caos

O conceito de caos já não é estranho aos fı́sicos, uma vez que na maioria dos livros

modernos de Mecânica Clássica, esse assunto é abordado com bastante relevância - como por
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exemplo a ref.(3). Isso porque o comportamento caótico está presente em diversas situações

fı́sicas. Seja

xn+1 = g(xn) (1.2)

uma realização para o operadorΦ1 em (1.1), tal queg : ω → ω define um mapa, sendoω ⊆Rd

o seu espaço de fase. Diz-se que (1.2) é um mapa caótico quandog apresenta sensibilidade às

condições iniciais em todo seu domı́nioω, isto é, para todox0 ∈ ω existe umε > 0, tal que,

para cadaδ > 0, existe umx′0 ∈ ω e umn∈N de modo que

‖x0−x′0‖ < δ e ‖xn−x′n‖ > ε, (1.3)

sendoxn ex′n dados recursivamente por (1.2)(4) e‖ · ‖ uma norma conveniente.

Uma das principais caracterı́sticas de um sistema caóticoé que, por definição, a determinação

do vetor de estadoxn a partir dex0 será, necessariamente, incerta por pelo menos um fatorε,

para qualquer precisão finitaδ na determinação do estado inicialx0. Essa precisãoδ pode repre-

sentar tanto a limitação em uma medida experimental ou a precisão utilizada em uma simulação

computacional. Ou seja, se um sistema é caótico, a previsibilidade formalmente garantida para

sistemas determinı́sticos fica comprometida, principalmente para longos temposn.

Mas isso não significa que, se um modelo é caótico, então “o mundo está perdido”.

Muita informação ainda pode ser extraı́da do modelo, embora não seja possı́vel saber exata-

mente qual será o seu estadoxn paran ≫ 1. Suponha que as soluções de (1.2) permaneçam

limitadas para qualquer tempon. Caso isso não ocorra, não há problema de previsibilidade,

pois sabe-se que limn→∞‖xn‖→ ∞. Como as soluções limitadas devem satisfazer sempre (1.3),

essas devem estar continuamente se afastando entre si, mas contidas em uma região limitada do

espaço de fase. Isso só é possı́vel se as soluções estiverem confinadas em uma regiãoA ⊂ ω

que possua uma estrutura fractal(5). Diz-se então queA é oatrator cáotico de (1.2)5 Assim,

embora não se saiba a exata posição dexn em ω, sabe-se quexn ∈ A . A análise de siste-

mas caóticos é então realizada em função da observaç˜ao que esses são ergódicos, ou seja, para

5Note que a condição de quetodasas soluções do mapa finalmente são restritas àA foi imposta, bem como
que o mapa (1.2) goza de sensibilidade às condições iniciais emω , condição (1.3).
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qualquer função testeϕ(x), é verdade que(6)

lim
T→∞

1
T

T−1

∑
t=0

ϕ(xt) =
∫

A

ϕ(x)dµ(x), (1.4)

sendo dµ(x) = ρ(x)dx e µ(A ) a medida natural do atratorA . A notaçãoµ(x) se refere à

medida do subconjuntoC = limδy→0{y ∈ ω : dist(x,y) < δx} (7). Essa medida representa a

freqüência com que a vizinhança dex é alcançada pela evolução temporal de uma condição

inicial x0 tı́pica e arbitrária. Portanto, mesmo sendo impossı́vel determinarxn, paran ≫ 1 e

com precisão finita, a ergodicidade dos atratores caóticos permite que qualquer quantidade de

interesse possa ser extraı́da do sistema a partir de (1.4), desde queµ(x) seja conhecida.

A expressão (1.4) foi definida como sendo válida para condições iniciais tı́picas. Esse

conceito refere-se a pontosx0 contidos em um conjunto de medida de Lebesgue não-nula. Um

conjunto de medida de Lebesgued-dimensional nula é aquele que pode ser coberto6 por uma

união de caixasd-dimensionais, cujos volumes são arbitrariamente pequenos (8). As condições

impostas para queA seja um conjunto caótico requeremg não-linear, resultando no compor-

tamento errático tipicamente observado nos sistemas caóticos. Mas essas mesmas condições

implicam a existência de soluções para (1.2) dadas por

xn+p = g(p)(xn) = xn, (1.5)

sendo que a notaçãog(p)(x) = g◦ g◦ · · · ◦ g(x) (p composições) foi utilizada. Isto é, a cada

p tempos, o sistema retorna ao mesmo estado inicialxn. Diz-se que um pontoxn que satisfaz

(1.5) é um ponto de perı́odop, ou p-periódico de (1.2). O conjunto dep pontos dados pelas

sucessivas aplicações do mapag(x) emxn define aórbita periódicadexn:

{

xn,xn+1, · · · ,xn+(p−1)} ≡ {xn+k}p−1
k=0 . (1.6)

Note que (1.6) é uma solução do mapa (1.2) que viola a requisição aperiodicidade. E, de fato,

existem infinitas soluções da forma de (1.6) contidas emA
(5), mas essas nunca são diretamente

observadas, pois o conjunto detodasas órbitas periódicas forma um conjunto de medida de

Lebesgue nula e, portanto, são ditospontos at́ıpicosdo mapa.

6No sentido de estar contido.
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A determinação da medida natural de um atrator caótico torna-se, então, o objetivo

principal da análise de um sistema caótico, pois o conhecimento deµ(A ) permite o cálculo da

média temporal de qualquer quantidadeϕ(x) sobrequalquertrajetória tı́pica do sistema a partir

de (1.4). Nesta dissertação, uma metodologia poderosa para a determinação da medida natural

de um atrator caótico será investigada em detalhes. Basicamente, a relação(7)

µ(A ) = lim
p→∞ ∑

x∈A

1
L(x)

≡ 1 (1.7)

será explorada, sendo que o somatório se estende sobre todos os pontosp-periódicos contidos

em A e L(x) é uma função que quantifica a instabilidade do pontox – mais detalhes serão

expostos no capı́tulo 3. Note queµ(A ) = 1 refere-se ao fato queA é o único atrator caótico

deg(x). Percebe-se da expressão (1.7) que, embora os pontos peri´odicos formem um conjunto

de medida nula, as órbitas periódicas suportam a medida natural de um atrator caótico. Como

de posse deµ(A ) e da equação (1.4) toda informação de um sistema caótico pode ser obtida,

a equação (1.7) revela que um conjunto instável de medidanula contém toda a informação da

dinâmica caótica emA .

A investigação da igualdade (1.7) é conhecida como a teoria de órbitas periódicas

instáveis. No capı́tulo 3, a derivação dessa expressão, bem como diversos resultados proveni-

entes da mesma, serão apresentados. Deve-se notar que se todas7 as órbitas periódicas contidas

em um subconjuntoB ⊂ ω são conhecidas bem como seus coeficientes de estabilidadeL(x),

então a verificação de queµ(B) = 1 através de (1.7) informa que, necessariamente,B contém

um atrator caótico que é óunico estado assintótico do sistema estudado. Esse resultado será

essencial para a determinação da estabilidade global de um conjunto, realizada no capı́tulo 4.

1.2 As redes de mapas caóticos acoplados

Como foi discutido no inı́cio desse capı́tulo, a criação puramente abstrata de um sis-

tema dinâmico que goze de algumas propriedades é uma prática comum na teoria de Sistemas

Dinâmicos, justificada por criar um suporte para a análisede problemas de interesse prático.

7Embora o número de órbitas periódicas instáveis seja infinito, essas formam um conjunto infinito contável(4).
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Nesse sentido, a construção de um sistemaLd-dimensional dado por

yn+1 = F(yn) ≡ AG(yn), (1.8)

sendoyn ∈ Ω um vetorLd-dimensional eG(y) uma função vetorial, dados por

yn ⊜



















x(0)
n

x(1)
n

...

x(L−1)
n



















e G(yn) ⊜



















g(x(0)
n )

g(x(1)
n )

...

g(x(L−1)
n )



















, (1.9)

g : ω → ω um mapa caóticod-dimensional,A uma matrizLd×Ld real e constante, tal que,

L−1

∑
l=0

[A]k,m+ld = 1, (∀k,m) (1.10)

não necessitaria de uma justificativa fı́sica. Em (1.10),[A]a,b representa o componente da linha

a e colunab deA, e a condição indicada garante que o espaço de fase de (1.8) seja dado por

Ω = ω ⊗ω ⊗·· ·⊗ω = ωL. (1.11)

Nota-se que, por construção, a equação (1.8) forma um sistema caótico de alta dimensiona-

lidade8. A análise dinâmica desse sistema certamente contribuiria para a teoria de sistemas

dinâmicos e, de maneira indireta, para todas as aplicações dessa teoria nos mais diversos ramos

da Fı́sica. Mas o sistema definido pela expressão (1.8) possui mais de uma motivação de cunho

prático.

Desde queA não seja a matriz identidade, o sistema dado por (1.8) defineumarede de

mapas cáoticos acoplados. A cada instante de tempon, cada componente do vetor de estadoy

evolui segundo o mapa caóticog e, então, é composto de uma combinação linear de todos os

outros componentes:

y(k)
n+1 =

L−1

∑
l=0

d−1

∑
m=0

[A]k,m+ldgm(x(l)
n ), (1.12)

8Para valores altos deL.
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sendogm(x) dado por

g(x) ⊜

[

g0(x) g1(x) · · · gd−1(x)

]T

(1.13)

e T denotando transposição. Assim, a cada passo de tempon, a evolução temporal dex(m) é

influenciada pelos(L−1) outros mapasg(x). Diz-se, portanto, que a matrizA define o acopla-

mento entre osL mapasg(x). O sistema (1.8) é denominado uma rede, pois pode-se imaginar

que cada mapag(x) determina a dinâmica em uma localização espacial bem definida, umśıtio.

Uma rede de mapas acoplados é formada de dois componentes essenciais: o mapa caóticog(x),

que define a dinâmica local em um sı́tio, e a conectividade entre os sı́tios, determinada porA.

Uma rede de mapas da forma (1.8) pode ser obtida a partir da discretização espaço-

temporal de uma equação diferencial parcial, como a que rege a dinâmica de um fluido, por

exemplo(9). Dentre os diversos fenômenos dinâmicos que uma rede de mapas acoplados podem

apresentar, como a supressão de caos, intermitência e estruturas fractais de alta dimensionali-

dade, a possibilidade de sincronização de caos e as condic¸ões para que essa ocorra formam o

objeto de estudo dessa dissertação.

A sincronização de caos é definida pela uniformidade espacial dos componentes da

rede, ou seja, quando todos os sı́tios encontram-seexatamenteno mesmo estado,

x(0)
n = x(1)

n = · · · = x(L−1)
n .

Diz-se, então, que a rede (1.8) está sincronizada no tempon. Um fato interessante, que cha-

mou a atenção da comunidade cientı́fica para o estudo de redes de mapas caóticos acoplados,

foi a observação de que essas redes, a despeito da naturezacaótica da dinâmica local, podem

apresentar sincronização(9). Ou seja, mesmo para uma condição inicialy0 dada por

x(k)
0 6= x(l)

0 , (∀k, l) (1.14)

a evolução temporal de (1.8) pode resultar em sincronizac¸ão paran > 0.

Existem diversas maneiras de se estudar a sincronização em redes de mapas acoplados,

como por exemplo através de uma abordagem envolvendo a troca de informação entre os sı́tios,
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utilizando-se do ferramental fornecido pela Teoria da Informação(9). Outra metodologia, dada

pela análise geométrica do espaço de faseΩ, consiste em estudar a sincronização em termos da

estabilidade das soluções sincronizadas. Para isso, define-se a variedade de sincronização,

S = {y ∈ Ω : x(k)
n = x(l)

n ∀k, l}, (1.15)

e estuda-se a estabilidade transversal deS , ou seja, se perturbações transversais àS são propa-

gadas ou amortecidas pela evolução temporal da rede. Perceba que, por construção, a dinâmica

emS é caótica e determinada porg(x). Nessa dissertação, o critério geométrico para a estabi-

lidade será investigado.

No capı́tulo 4, os conceitos envolvendo a sincronização ea estabilidade do estado

sincronizado, definido por (1.15), serão formalmente expostos e exemplificados. As condições

para queS seja localmente estável serão derivadas a partir da estabilidade linear, enquanto

que a estabilidade global do estado sincronizado será analisada a partir do conjunto de órbitas

periódicas instáveis imersos emS e da relação (1.7) entre essas órbitas e a medida natural do

conjunto que as contém.

Recentemente, Cencini e Torcini(10) investigaram numericamente uma realização do

sistema (1.8), exposta na seção 4.2 dessa dissertação.Eles argumentaram que, apesar deS

ser linearmente estável, a sincronização não era observada. Com base em suas observações,

eles concluı́ram que a análise linear da estabilidade do estado sincronizado não é suficiente para

caracterizar a sincronização para uma certa classe de dinâmica local, a saber: mapas fortemente

não-lineares possuindo uma descontinuidade ou mapas contı́nuos com regiões de derivada com

valores muito altos. No capı́tulo 4, utilizando o ferramental para a análise métrica e topológica

de sistemas caóticos desenvolvido nos capı́tulos 2 e 3, será mostrado que, para a rede estudada

na referência(10), as condições para a estabilidade linear e global deS coincidem e, portanto,

a análise da estabilidade linear, nesse caso, ésuficientepara se observar a sincronização.

Uma vez determinadas as condições para que a sincronização ocorra, diversas simulações

numéricas são apresentadas no capı́tulo 5, ilustrando como a rede evolui de um estadoy0 des-

sincronizado para o estadoyn ∈ S sincronizado. O tempon necessário para se observar a
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sincronização, denominadotempo de sincronização, será então investigado.

SejaΣ a vizinhança linear deS definida por

Σ = lim
δ→0

{y ∈ Ω : dist(y,S ) < δ} (1.16)

e sejaΓ a região do espaço de fase dada por

Γ = Ω−Σ. (1.17)

QuandoS é globalmente estável, tem-seµ(Σ) = 1 e, obviamente,µ(Γ) = 0 , pois, por definição,

µ(Ω) = 1. O tempo de sincronização é então definido como o menor inteirots tal que sey0 ∈ Γ,

entãoyts ∈ Σ. A discrepância entre os resultados aqui apresentados comos obtidos por Cencini

e Torcini(10) será então explicada em termos da enunciação e comprovação da seguinte hipótese:

Hipótese:A observação de longos tempos de sincronização ou, maisespecificamente,

de longos tempos de sincronização médio,〈ts〉, é devido à existência de uma sela caóticaG ⊂

Γ, cuja entropia topológia é menor, mas muito próxima, quea entropia topológica do estado

sincronizado. Assim, a evolução deyk errática emΓ para 06 k < ts é caótica, mas possui

duração finita, i. e.,ts < ∞.

A verificação dessa hipótese, dada no capı́tulo 5, também é feita em termos das órbitas

periódicas instáveis da rede, mas agora considerando aquelas contidas emΓ. Os pormenores

de como tais órbitas são detectadas estão indicados na seção 5.3. Por fim, será demonstrado

que todas as soluções tı́picas de (1.8) finalmente sincronizam seS é localmente estável, sendo

os resultados observados(10) equivocados devido à subestimação do tempo necessáriopara a

sincronização nas simulações numéricas.
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2 Os sistemas cáoticos

Neste capı́tulo, serão apresentados alguns fundamentos matemáticos para o tratamento

de sistemas caóticos. De modo algum pretende-se fazer uma exposição completa da teoria,

sendo essa limitada às propriedades utilizadas na análise realizada nos capı́tulos subseqüentes.

Por isso, apenas sistemas dinâmicos a tempo discreto serão utilizados, ou seja, a evolução tem-

poral da variável de estadox0 ∈ ω é determinada por um mapad-dimensionalF : ω → ω de

modo que

xn+1 = F(xn), (2.1)

sendon ∈ N o tempo discreto eω ⊆ Rd o espaço de fase em que o mapaF é definido. Isso

porque mapas são mais fáceis de tratar, tanto numericamente quanto analiticamente, e podem

apresentar caos em baixa dimensão. Por exemplo, seF for não invertı́vel, é possı́vel que a

dinâmica de (2.1) seja caótica mesmo parad = 1. As ilustrações das definições e propriedades

dadas nesse capı́tulo envolverão, portanto, o mapa de Bernoulli – definido na próxima seção –

que é unidimensional. Como nos capı́tulos 4 e 5 será realizada a análise dinâmica de sistemas

L-dimensionais compostos deL mapas de Bernoulli acoplados, os exemplos aqui apresentados

representam parte do desenvolvimento proposto para essa dissertação.

Embora a imensa maioria dos problemas de interesse fı́sico envolvam fluxos, isto é,

sistemas dinâmicos definidos por equações diferenciaisordinárias, a teoria desenvolvida para

mapas é de grande valia, pois, em princı́pio, pode-se sempre construir um mapa de Poincaré

apropriado e se obter um mapa (d−1)-dimensional de um fluxod-dimensional. Quando não

indicado o contrário, as definições e resultados indicados formam uma versão compilada do

conteúdo presente nas Refs.(2, 4, 5, 8, 11).
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2.1 A instabilidade e o caos

Dois componentes essenciais estão presentes na dinâmicacaótica: instabilidade e ape-

riodicidade. A instabilidade é tipicamente caracterizada pela divergência exponencial de duas

trajetórias inicialmente próximas com a evolução temporal do sistema. O exemplo mais simples

possı́vel de um sistema instável é dado pelo mapa unidimensional

xn+1 = βxn, (2.2)

sendox0 ∈ω =R eβ > 1. A figura 2.1(a) representa uma simulação do mapa (2.2), comβ = 3,

para duas condições iniciais muito próximas.É evidente que as trajetórias divergem ao infinito

e, também, a distância entre ambas, indicada por∆xn na figura 2.1(a). Apenas as primeiras 10

iteradas de (2.2) estão indicadas para evidenciar a divergência inicial das trajetórias.

0 2 4 6 8 10
n

50

100

150

200

x n

x
0
 = 0,199

x
0
 = 0,201

∆x
n

0 20 40 60 80 100
n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x n

(a)

(b)

Figura 2.1: (a) Os primeiros pontos da série temporal do sistema instável (2.2), comβ = 3.
A linha tracejada indica a distância entre as duas trajetórias. (b) A série temporal do mapa de
Bernoulli (2.5) para as mesmas condições iniciais e parâmetros da figura (a). As trajetórias são
agora instáveis e aparentemente aleatórias.
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Deve-se notar que a instabilidade do mapa (2.2) não gera nenhuma imprevisibilidade,

pois é direto de (2.2) que

∆xn = β n, (2.3)

por simples substituição. Assim, a evolução temporal de apenas uma trajetória já fornece o

resultado de todas as trajetórias possı́veis. Caso se deseje o n-ésimo valor de uma trajetória

iniciada emy0, basta calcular

yn = β n±xn, (2.4)

sendo o sinal±dado pelo sinal de(y0−x0). Portanto, apenas a instabilidade não gera caos.

A aperiodicidade pode ser obtida em (2.2) ao se alterar o espaço de faseω = R para

um toro unidimensionalω =T= [0,1) (2). Assim, a variávelxn de estado pode ser considerada

como um ângulo. Uma maneira conveniente de se escrever o mapa (2.2) restrito ao toroω é

xn+1 = βxnmod1, (2.5)

sendo queamodb representa a operação

a → 0 6 a+kb6 1. (k∈ Z) (2.6)

O mapa (2.5) é denominado deslocamento de Bernoulli ou mapade Bernoulli e desem-

penha uma importante função para a teoria de sistemas caóticos (4). Uma ilustração de como

as trajetórias do mapa de Bernoulli evoluem no tempo está indicada na figura 2.1(b), na qual

β = 3 foi utilizado e as mesmas condições iniciais da figura 2.1(a) foram tomadas. A instabili-

dade continua evidente, pois já nas primeiras iteradas as trajetórias rapidamente se distanciam.

Nota-se, porém, que a limitação do espaço de fase no toroT introduziu o caráter errático e

aperiódico nas trajetórias de (2.5).

A figura 2.2 representa a ação do mapa (2.5) para diferentesvalores deβ . Nessa

monografia, por razões que ficarão claras nas próximas sec¸ões, valores fracionários paraβ
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também serão considerados. O que fica evidente na figura 2.2, na qual

φ =
1+

√
5

2
≈ 1,618, (2.7)

é que para qualquerβ > 1, existem pontosx∈ω com mais de uma pré-imagem, ou seja, existem

yk tais que

x = βyk mod1,

comk > 1. Logo, para qualquer valor deβ tal que o (2.5) é instável, o mapa de Bernoulli é não

invertı́vel e, portanto, pode apresentar caos unidimensional. A não-linearidade dos mapas de

Bernoulli pode ser vista de duas formas: através da existência das descontinuidades, localizadas

emx = a/β , sendoa determinado por (2.6) comb = 1, ou através da observação que (2.5) é

um mapa contı́nuo em um espaço unidimensional não Euclidiano e não-linear, o toroT. De

qualquer modo, o mapa de Bernoulli possui todos os pré-requisitos para apresentar caos. A

caoticidade de (2.5) será verificada na seção 2.5, com o auxı́lio da dinâmica simbólica.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x

n

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x n
+

1

β = 3
β = 2
β = φ

x
n
 = x

n+1

Figura 2.2: A ação do mapa de Bernoulli, equação (2.5), para diferentes valores deβ .
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2.2 A medida natural

Como foi argumentado na introdução, devido à instabilidade e aperiodicidade das

soluções de um sistema caótico, muitas vezes, é conveniente abandonar o conceito de trajetória

e substituı́-lo pelo conceito de medida. Para fins práticos, ambas as abordagens fornecem o

mesmo resultado referente às quantidades médias do sistema, devido à ergodicidade dos siste-

mas caóticos(6), expressa por

lim
T→∞

1
T

T−1

∑
t=0

ϕ(xt) =

∫

A

ϕ(x)dµ(x), (2.8)

sendoϕ(x) uma função teste arbitrária,A ⊂ω o conjunto caótico considerado eµ(x) a medida

natural do subconjuntoA ⊃C = limδx→0{y ∈ ω : dist(x,y) < δx}. A medida natural pode ser

definida da seguinte maneira(2):

Definição 1 A medida naturalµ(A) de um conjunto A⊆ ω é dada por

µ(A) = lim
n→∞

lim
r→0

#{xk : dist(xk,A) < r}n−1
k=0

#{xk}n−1
k=0

(2.9)

para qualquerx0 tı́pico emω.

Na expressão (2.9), a notação #{· · ·} significa o número de elementos do conjunto

{· · ·}. Portanto, por definição, a medida natural de uma regiãoA do espaço de faseω repre-

senta a fração de tempo que uma trajetória visitaA ou suas vizinhanças. Devido ao caráter

aparentemente aleatório das soluções de um sistema caótico, µ(A) pode ser interpretado como

a probabilidade de se encontrar uma trajetória tı́pica emA em um dado instante de tempon.

Observe que, por definição, essa probabilidade já é normalizada, poisµ(ω) = 1.

A medida natural é associada a uma densidade de trajetórias por

dµ(x) = ρ(x)dx. (2.10)

A densidadeρ(x) pode ser numericamente estimada através de um histograma de freqüência da

evolução temporal de diversas1 condições iniciais aleatoriamente escolhidas emω. A densidade

1A rigor, devido à ergodicidade, apenas uma trajetória comn → ∞ é suficiente. O conjunto de trajetórias
aleatórias é tomado para se compensarn finito.
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das trajetórias do mapa de Bernoulli foi estimada dessa maneira, para diferentes valores deβ ,

e está indicada na figura 2.3. Nota-se queρ(x) é uma função constante por partes, para todos

os valores deβ indicados. Especialmente paraβ ∈N, essa densidade é constante e igual a um

para todox∈ [0,1). A comprovação desse resultado foi reservada ao capı́tulo seguinte, na seção

3.1. Note que, apesar deβ = φ ser o número mais irracional que existe(12), a densidadeρ(x)

apresenta apenas dois patamares possı́veis. Esse resultado será explorado na seção 2.5.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x

0

1

2

3

4

ρ(
x)

β = 1,1
β = φ = 1,618...
β = 3

Figura 2.3: Densidade da medida do mapa de Bernoulli para diferentes valores deβ .

2.3 Os expoentes caracterı́sticos

As duas principais caracterı́sticas de sistemas caóticos, a instabilidade e a aperiodici-

dade, podem ser quantificadas através da introdução dos expoentes caracterı́sticos: os expo-

entes de Lyapunov e as entropias topológicas e de Kolmogorov-Sinai. Nessa seção apenas as

definições serão expostas, pois o desenvolvimento e o cálculo desses expoentes serão realizados

nos capı́tulos posteriores.

2.3.1 O expoente de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov de uma trajetória{xk} quantificam a estabilidade desta

quanto a perturbações infinitesimais tı́picas. Para a definição, considereg : ω → ω um mapa
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caóticod-dimensional e sua expansão em série de Taylor até primeira ordem:

g(x) ≈ g(x′)+Dg(x)|x′(x−x′), (2.11)

sendoDg(x) a matriz Jacobianad-dimensional cujos elementos são dados por

[Dg(x)]ab =
∂ga(x)

∂x(b)
. (2.12)

Assim, a cada iterada, duas trajetórias infinitesimalmente próximas, dadas por{xk} e {x′k}

afastam-se segundo

δxn = Dg(xn)|x′n.

Pela regra da cadeia, encontra-seδxn = ∏n−1
k=0 Dg(xk)|x′k. Assim, define-se osd expoentes de

Lyapunov deg(x) calculados sobre{xk} como(8)

hk = lim
n→∞

1
n

ln‖Dg(n)(x0)vk‖, (2.13)

sendovk o k-ésimo autovetor da matriz JacobianaDg(xn) e xn ≡ g(n)(x0). A figura 2.4 repre-

senta, de modo esquemático, a ação do mapag nas trajetórias vizinhas ax. A deformação do

espaço de fase é quantificada pelos expoentes de Lyapunov.A esferad-dimensioanl em 2.4(a) se

deforma em um elipsóide cujos eixos são ampliados ou reduzidos exponencialmente a uma taxa

dada porhk. Tais eixos são determinados pelas autodireções deDg(xn), dadas pelos autoveto-

resvk em (2.13). Esses autovetores definem, portanto, direçõesprincipais para a dinâmica. De

fato, as variedades estáveis e instáveis, indicadas pelas linhas azul e vermelha, respectivamente,

na figura 2.4, são tangentes aos subespaços definidos pelosautovetores estáveis e instáveis(8).

Define-se um autovetorvk como estável sehk < 0 e instável casohk > 0 (2).

A construção indicada na figura 2.4 é formalmente garantido pelo seguinte teorema(2):

Teorema 1 Seja E uma esfera unitária emR
d, e sejaA uma matriz d×d. Sejam a20, · · · ,a2

d−1

ea0, · · · ,ad−1 os autovalores e autovetores unitários da matrizAAT , respectivamente. Então,

1. a0, · · · ,ad−1 são vetores unit́arios mutuamente ortogonais;
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2. os eixos da elipseAE são amam para0≤ m< d.

(a) (b)

x g(x)

Figura 2.4: A ilustração pictórica da deformação do espaço de fase quantificada pelos expoentes
de Lyapunov. (a) Uma esfera de condições iniciais próximas a um pontox é mapeada para um
(b) elipsóide em torno deg(x), sendo que os eixos se expandem nas direções instáveis e se
contraem nas estáveis.

Embora os expoentes de Lyapunov sejam definidos em termos de uma trajetória{xk},

esse não deve depender da condição inicialx0, desde que esta seja tı́pica, devido à ergodicidade

indicada em (2.8).

Percebe-se que sed = 1, a expressão (2.13) se torna

h0 = lim
n→∞

1
n

n−1

∑
k=0

ln

∣

∣

∣

∣

dg(xk)

dx

∣

∣

∣

∣

, (2.14)

e, portanto, de (2.5) obtém-se

h0 = lnβ , (2.15)

em acordo com a observação feita na seção anterior: o mapa é instável paraβ > 1.

2.3.2 As entropias

Enquanto os expoentes de Lyapunov quantificam a instabilidade deg, as entropias

aqui apresentadas referem-se à complexidade e à aperiodicidade verificada. A definição des-

sas entropias requer o desenvolvimento de um particionamento sistemático do espaço de fase.
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Considere queω pode ser decomposto emJ conjuntos disjuntoswk, tal que

ω = w1∪w2∪· · ·∪wJ.

Define-se a função entropia para a partição{wk} por

H({wk}) ≡
J

∑
k=1

µ(wk) ln

(

1
µ(wk)

)

, (2.16)

sendoµ(wk) a medida natural do mapag na porçãowk do espaço de fase. Define-se também

µ(wk) ln

(

1
µ(wk)

)

≡ 0, se µ(wk) = 0. (2.17)

A expressão (2.16) é motivada pela entropia de Shannon,

hshan= −∑
i

pi ln(pi), (2.18)

que quantifica o grau de imprevisibilidade em um processo probabilı́stico, sendo a soma sobre

todos os eventos possı́veis caracterizados pela probabilidadepi
(8). Agora, considere sucessivas

partições do espaço de fase,{w(n)
k }, dadas por

w(n)
k = w(n−1)

a ∩g−1(w(n−1)
b ) (2.19)

para qualquer para,b = 1, · · · ,J. A notaçãog−1(wk) refere-se ao conjunto de todos os pontos

que são mapeados parawk pela ação deg. Gerando partições cada vez menores a partir de

(2.19), define-se a entropia da partição original{wk} como

hµ ({wk}) = lim
n→∞

1
n

H({w(n)
k }). (2.20)

Perceba que o somatório em (2.16) estende-se de 1 àJn. O resultado (2.20) depende do partici-

onamento inicial{wk} escolhido. Para eliminar essa dependência, define-se a entropia métrica,

ouentropia de Kolmogorov-Sinai, por (8)

hKS = sup
{wk}

hµ({wk}). (2.21)

O particionamento do espaço de fase{wk} que resulta emhKS é dito a partição geratriz deω

para a medidaµ.
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A entropia de Kolmogorov-Sinai fornece a taxa exponencial com que um sistema

caótico gera informação. Para ver isso, considere que uma condição inicialx0 pode ser obser-

vada apenas com uma precisão finita, como ocorre em qualquermedida experimental. Agora,

considere a evolução temporal exata da trajetória{xk}, tal qual seria dada pela evolução do

experimento em questão. A observação seqüencial de qual partiçãowk a trajetória visita a cada

tempon informa em que partiçãow(n)
k a condição inicialx0 estava. No limiten→ ∞ o volume

da partiçãow(n)
k vai a zero e a posição inicial é unicamente determinada, com precisão absoluta.

Nesse sentido, diz-se que acompanhar a evolução temporalde uma trajetória caótica fornece

informação sobre o sistema. O máximo de informação poriterada é obtido quando o particio-

namento inicial{wk} é ótimo, ou seja,hKS fornece a taxa máxima de informação criada por um

sistema caótico. A positividade dehKS implica caos.

De maneira geral, pode-se provar(6) que a entropia métrica é, no máximo, igual à soma

dos expoentes de Lyapunov positivos deg:

hKS 6 ∑
hk>0

hk, (2.22)

sendo a igualdade válida para sistemas que satisfazem o axioma A - ver seção 2.6.

A definição da entropia topológica segue o mesmo particionamento do espaço de fase,

mas considera apenas o número de partiçõesN ({w(n)
k }) que não são vazias, isto é, que possuem

µ(w(n)
l ) > 0. Define-se então a quantidade

hT({wk}) = lim
n→∞

1
n

ln
[

N ({w(n)
k })

]

, (2.23)

como a taxa de crescimento exponencial do número de partiçõesw(n)
k não vazias. Agora, maxi-

mizandohT({wk}) sobre todas as partições iniciais possı́veis, encontra-se aentropia topoĺogica

do mapag (8):

hT = sup
{wk}

hT({wk}) (2.24)

Note que, pela definição dehT , a entropia topológica do mapag fornece a taxa de crescimento

máxima do número de partições necessárias para se localizar o atrator, uma vez que as partições
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comµ(wk) = 0 não são consideradas.

De modo geral, é verdade que(8)

hT > hKS (2.25)

e, portanto, a positividade dehT também implica caos. Note que ambas as entropias definidas

nessa seção envolvem o crescimento do número de partiç˜oes para se especificar uma trajetória

do mapag. Por isso essas entropias são utilizadas para quantificar acomplexidade dos sistemas

caóticos.

2.4 A sela cáotica

A exposição desenvolvida até agora foi considerando trajetórias confinadas a atratores

caóticos, ou seja, o comportamento caótico dessas trajetórias continua indefinidamente. Em

muitas situações, observa-se comportamento caótico apenas por perı́odos finitos de tempo, ditos

transientes cáoticos. Isso ocorre quando existe no espaço de faseω um conjunto caótico, com

as mesmas propriedades discutidas anteriormente, mas que não é atrativo. Esses conjuntos são

denomindadosselas cáoticas.

Uma sela caótica também possui, pelo menos, um expoente deLyapunov positivo e

as entropias topológica e de Kolmogorov-Sinai não nulas.SejaΓ uma região do espaço de

faseω que contenha uma sela caóticaG . Uma vez queG é não atrativa, as trajetórias emΣ ≡

ω −Γ jamais entram emΓ. Suponha agora que um número muito grande de condições iniciais,

N0(Γ), seja aleatoriamente distribuı́do emΓ. A evolução temporal dessasN0(Γ) condições

iniciais forma um conjunto de trajetórias iniciadas emΓ, sobre o qual as quantidades métricas e

topológicas da sela serão determinadas. SejaNn(Γ) o número de pontos que ainda permanecem

emΓ apósn iteradas do mapa. ComoG não é um atrator, observa-se

Nn(Γ) 6 Nm(Γ). (n > m) (2.26)

As quantidades caracterı́sticas de qualquer sistema caótico, seja um atrator ou uma
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sela, são determinadas no limite den→ ∞. Por definição, espera-se que

lim
n→∞

Nn(Γ) = 0. (2.27)

As trajetórias que escapam deΓ, isto é, que deixam o conjuntoΓ, no tempon, o fazem

seguindo a variedade instável da sela caóticaG . Sobre essa variedade, bem como nas suas

vizinhanças, a dinâmica é instável e suave, sendo que astrajetórias se afastam exponencialmente

rápido, a uma taxa determinada pelos expoentes de Lyapunovpositivos. Desconsiderando-se as

primeiras iteradas, espera-se que as trajetórias que permanecem emΓ estejam nas proximidades

das variedades estável ou instável deG . Aquelas que estão próximas à variedade instável,

deixarãoΓ exponencialmente rápido. Aquelas próximas à variedadeestável, se aproximarão de

G para então alcançar uma rota de escapevia variedade instável2. Portanto, espera-se que, para

n≫ 1 (5),

Nn(Γ) ∼ e−γn, (2.28)

sendoγ chamado detaxa de escapeda sela caóticaG . As definições dos expoentes carac-

terı́sticos da seção anterior podem ser aplicadas a selascaóticas, desde que o decaimento do

número de trajetórias seja compensado, fazendo-seµ(w(n)
k ) → eγnµ(w(n)

k ) na definição da en-

tropia métrica e considerando para o cálculo dos expoentes de Lyapunov o conjunto exponen-

cialmente pequeno de trajetórias que permanecem emΓ paran≫ 1.

Note que, quanto mais instável forG , maior deve serγ. Como as trajetórias que

demoram para escapar são aquelas que permanecem nas vizinhaças da variedade estável, quanto

mais densa emΓ for tal variedade, menor deve ser o escape. De maneira geral,observa-se(5)

γ = ∑
hk>0

hk−hKS, (2.29)

sendo essa identidade formalmente verificada para sistemassatisfazendo o axioma A. Note que

as três quantidades em (2.29) representam taxas temporaise possuem dimensão de[tempo]−1.

O recı́proco dessas quantidades definem escalas de tempo caracterı́sticas do sistema. Enquanto

2Em completa analogia com a dinâmica observada nas vizinhanças de um ponto fixo instável do tipo sela.
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que otempo de Lyapunov,

tlyap ≡ 1
h0

, (2.30)

caracteriza o tempo médio de preditibilidade em um sistemacaótico, o recı́proco da taxa de

escape,

〈τ〉 ≡ 1
γ
, (2.31)

define otempo de vida ḿediodo transiente caótico.〈τ〉 representa o tempo necessário para que

o número de trajetórias emΓ caia para 1/ede seu valor inicial.

2.5 O operador de transferência e a din̂amica simb́olica

Como foi verificado na seção anterior, é possı́vel definirum particionamento do espaço

de fase tal que, ao se obervar a seqüência de partições visitadas por uma trajetória no limiten→

∞, a localização da condição inicial pode ser unicamentedeterminada. Essa é uma propriedade

intrı́nseca de sistemas caóticos. Se um sı́mbolo for associado a cada um dosJ componentes

da partição geratriz, definida por (2.21), a evolução temporal de qualquer trajetória{xk} deg

pode ser unicamente representada por uma seqüência simb´olica infinita. Basta que os sı́mbolos

representem, seqüencialmente, as partições visitadaspela trajetória. O procedimento pode ser

invertido e, para cada seqüência infinita, uma, e apenas uma, trajetória está associada. Assim, a

associação de um sı́mbolo para cada elemento da partição geratriz define de maneira biunı́voca

adinâmica simb́olica do mapag.

Para os mapas de Bernoulli investigados no inı́cio desse capı́tulo, pode-se mostrar que a

partição geratriz é dada pelas regiões de suavidade do mapa. A associação de uma trajetória com

uma seqüência simbólica é diretamente realizada considerando-se a ação, ou não, do módulo 1

na trajetória.

Segundo a definição da entropia topológica e da sistemática apresentada para a associação

simbólica, vê-se quehT dada por (2.24) representa a taxa de crescimento exponencial do número

de seqüências simbólicas permitidas ao sistema. Assim,uma vez conhecidas as regras de
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transições entre as partiçõeswk, é possı́vel se obter a entropia topológica do sistema. Como

exemplo, considere que o espaço de fase é particionado em apenas dois subconjuntos e associe

o sı́mbolo “0” e “1” para um deles.

0 1

Figura 2.5: Representação do itinerário mais simples possı́vel: seqüência simbólica binária com
todas as transições possı́veis. Ao se desconsiderar a transição indicada em vermelho, tem-se um
exemplo trivial da proibição de algumas transições.

A dinâmica de um mapag é refletida nas regras de transição impostas à dinâmica

simbólica. Considere a figura 2.5, na qual as setas indicam as transições permitidas. Note que,

ao se considerar todas as transições, as seguintes seqüˆencias podem ser observadas:

n = 1 n = 2 n = 3
011→

01→ 010→
001→

0→ 00→ 000→ ·· ·
1→ 10→ 100→

101→
11→ 110→

111→

, (2.32)

ou seja, a cada nova iterada, cada seqüência simbólica gera mais duas, dadas pela

repetição da seqüência acrescida de um “0” ou um “1”.É evidente que o número de sı́mbolos

possı́veis dobra a cada iterada e, portanto,

hT = ln2,

para a partição binária em que todas as transições sãopossı́veis. A regra de transição exposta

na figura 2.5 representa o mapa de Bernoulli paraβ = 2,00.

Um exemplo um pouco mais ilustrativo é obtido também da figura 2.5, mas agora

desconsiderando a transição indicada em vermelho, isto ´e, assumindo que a partição associada
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ao “1” é totalmente mapeada para a partição “0”. Nesse caso, as seqüências permitidas são:

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4
0101→

01→ 010→ 0010→
001→ 0010→

0001→
0→ 00→ 000→ 0000→ ·· ·
1→ 10→ 100→ 1000→

1001→
101→ 1010→

, (2.33)

Note que, agora, o número de novas possibilidades não é trivialmente determinado,

como no caso anterior. A introdução damatriz de transfer̂enciatorna-se extremamente útil para

essa análise(11). SejaT uma matrizJ×J tal que seus elementos são dados por

[T]a,b =











1 caso g(wa)∩wb 6= ∅

0 caso g(wa)∩wb = ∅

.

Para o caso considerado, a matriz transiçãoT é 2×2 e dada por

T ⊜







1 1

1 0






, (2.34)

sendo que assumiu-se “0” paraw1 e “1” paraw2. Observe que essa associação é arbitrária. Por

construção, o elemento[Tn]a,b representa o número de caminhos distintos para se alcançar a

partiçãowb, partindo-se dewa, emn iteradas do mapag. Portanto, o númeroKn de seqüências

simbólicas de tamanhon possı́veis é dado por

Kn =
J

∑
a,b=1

[Tn]a,b ⊜

[

1 1 · · · 1

]

Tn



















1

1
...

1



















. (2.35)

Uma expressão assintótica paraKn é obtida expandindo-se os vetores indicados em
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(2.35) na base dos autovetores deT; o resultado encontrado é

Kn =
J−1

∑
a=0

catn
a = tn

0

J−1

∑
a=0

ca

(

ta
t0

)n

, (2.36)

sendota o a-ésimo autovalor deT, decrescentemente ordenados segundo as suas magnitudes,

e as constantesca dadas em termos dos componentes dos autovetores associados. Assim, a

entropia topológica do sistema é dada por

hT = lim
n→∞

1
n

lnKn = lnt0. (2.37)

A convergência da série (2.36) é garantida devido à transitividade assumida ao mapag que gera

a seqüência simbólica. Por definição, sistemas que satisfazem o axioma A são transitivos.

De posse do resultado (2.37), a entropia topológica do sistema que gera a seqüência

simbólica (2.33) é facilmente determinada. Os autovalores deT, dada por (2.34), são

t+ =
1+

√
5

2
≡ φ (2.38)

t− =
1−

√
5

2
≡ φ− (2.39)

e, portanto,

hT = lnφ .

Logo, a simples imposição de que “1” apenas mapeia “0” resulta em uma redução considerável

na entropia topológica do sistema. Uma inspeção rápidada figura 2.3 indica que a associação

do sı́mbolo “0” para o intervalow0 = [0,β−1) e o sı́mbolo “1” para o intervalow1 = [β−1,1)

resulta exatamente no itinerário indicado em (2.33) quando β = φ . Assim, a dinâmica simbólica

do mapa de Bernoulli paraβ = φ é dada pela figura 2.5, desconsiderando-se a transição indicada

em vermelho.

2.6 A hiperbolicidade

Uma regiãoA ⊆ ω do espaço de faseω de um mapag : ω → ω d-dimensional é dita

hiperb́olica, ou o conjuntoA possui estrutura hiperbólica, se seguintes condições são satisfeitas
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(7):

1. As variedades estávelW e(x), cuja dimensão éde, e instávelW i(x), com dimensãodi , tal

qued = de+di , não são tangentes entre si ede edi são constantes, para todox ∈ A ;

2. Existe uma constanteκ > 1 tal que para todox∈A , sev é um vetor tangente à variedade

instável, então

‖Dg(x)v‖ > κ‖v‖,

e sev é tangente à variedade estável, então

‖Dg(x)v‖ 6
1
κ
‖v‖.

Da condição 2, pontos próximos sobre a mesma variedade estável se aproximam através da

evolução temporal deg pelo menos tão rápido quantoe−κn. Analogamente, pontos próximos

sobre a variedade instável se afastam pelo menos tão rápido quantoeκn. Por exemplo: os autova-

loresηk deDg(p)(x) calculados sobre um pontop-periódicox∗p devem satisfazer|ηk(x∗p)|> κ p,

nas direções instáveis, e|ηk(x∗p)| 6 κ−p, nas direções estáveis. Essas condições são expressas

na seguinte definição de estrutura hiperbólica(1):

Definição 2 SejaI um conjunto invariante deg. Uma estrutura hiperb́olica paraI é uma

decomposiç̃ao direta, cont́ınua e invariante TI ω = E(e)
I

⊕E(i)
I

com a propriedade de que exis-

tem constantesκ > 0 e0 < η < 1 tais que

1. sev ∈ E(e)
I

, ent̃ao |Dg(n)(x)v| ≥ κηn|v|;

2. sev ∈ E(i)
I

, ent̃ao |Dg(n)(x)v| ≤ κη−n|v|.

Sistemas, cujo o espaço de fase possui uma estrutura hiperbólica, são ditossistemas

hiperb́olicos. Se existir emω uma regiãoA , sendoµ(A ) > 0, tal que uma das condições

acima não é satisfeita, o sistema é ditonão-hiperb́olico. Portanto, existem dois tipos de não-

hiperbolicidade: um conjunto pode ser não-hiperbólico por apresentar tangências entre suas
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variedades estáveis e instáveis ou se a dimensão dessas variedades não for constante para todo

x ∈ A .

Os sistemas em que a medida natural obedece

lim
n→∞

µ(A∩g(n)(B)) = µ(A)µ(B), (2.40)

para quaisquerA,B⊂ ω, são ditos “mixing”. A condição (2.40) implica ergodicidade, indicada

na equação (1.4), mas o contrário não é necessariamente verdade - “mixing” é mais geral que

ergodicidade. A existência de um conjunto denso de órbitas periódicas instáveis emω garante

que o sistema é “mixing”(8).

De posse das definições de estrutura hiperbólica e “mixing”, pode-se enunciar oaxi-

oma A:

Axioma A O mapag : ω → ω é mixing eω possui estrutura hiperb́olica.
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3 As órbitas periódicas inst́aveis

3.1 A medida natural em função daśorbitas períodicas inst́aveis

Nesta seção uma expressão para a medida natural de um atrator em função das órbitas

periódicas contidas neste atrator será derivada. Este resultado justifica, de maneira formal, a

afirmação de que as órbitas periódicas instáveis comp˜oe o esqueleto sobre o qual a dinâmica

caótica é construı́da. O desenvolvimento apresentado a seguir assume quef : Ω →Ω é um mapa

caóticod dimensional satisfazendo o axioma A, enunciado na seção 2.6, e é devido à Grebogi,

Ott e Yorke(7).

Uma maneira sistemática de se particionar o espaço de faseé considerar células delimi-

tadas pelas variedades estáveis e instáveis. Denote cadacélula porCk. Se estas partições forem

pequenas, a curvatura das variedades podem ser desprezadase pode-se aproximar estas células

por paralelogramas, como indicado na figura 3.1. Devido à hipótese de sistema hiperbólico, as

variedades cruzam-se sempre de modo não tangente, logo, a construção destes paralelogramas

é sempre possı́vel.

Considere agora uma partição especı́ficaCj e um conjunto de condições iniciais res-

peitando a medida natural do atrator caótico nesta partição. Apósn iteradas, algumas destas

condições iniciais podem retornar àCj . Como estamos assumindo sistemas que satisfazem o

axioma A, a fração de condições iniciais1 que retornam paraCj quandon→ ∞ é igual à medida

natural desta célula,µ(Cj).

Sejax0 uma das condições iniciais que retorna àCj apósn iteradas. Esta construção

está representada esquematicamente na figura 3.2, onde a variedade estável está representada

1Para isto, assumem-se infinitas condições iniciais.
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e

(b)

C k

Figura 3.1: a) Ilustração esquemática da partição do espaço de fase em termos das variedades
estáveis, indicadas em azul, e instáveis, indicadas em vermelho. b) Aproximação por paralelo-
gramas: as célulasCk são suficientemente pequenas para que a curvatura das variedades possa
ser desprezada(7).

na horizontal e a variedade instável na vertical. Embora a figura esteja ilustrando um espaço

bidimensional, entende-se que localmente, dentro e nas vizinhanças de cada célulaCj , estas va-

riedades são representadas por espaços Euclidianos com dimensãode, para a variedade estável,

e di , para a variedade instável, sendo, portanto, as linhas apenas uma representação pictórica

unidimensional de espaços com dimensãode edi .
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Figura 3.2: Representação esquemática da fração da área deCj que retorna apósn iteradas(7).

As linhasab e c′d′ formam um segmento das variedades estável e instável, respecti-

vamente. A imagem apósn iteradas do segmento sobre a variedade estável está indicada pela

linha a′b′, enquanto que an-ésima pré-imagem do segmento sobre a variedade instável é dada

pela linhacd. Agora, pode-se determinar o conjunto de pontos dentro deCj que retornam a

esta partição apósn iteradas. Para isto, considere os segmentos da variedade instávele′ f ′ eg′h′
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passando pora′ eb′, respectivamente (ver figura 3.2). Por construção, estesdois segmentos for-

mam a imagem apósn iteradas dos segmentose f e gh, que representam porções da variedade

estável. Assim, todos os pontos no interior do retânguloe f ghrachurado na figura 3.2 retornam

àCj apósn iteradas e estão contidos no retânguloe′ f ′g′h′.

Necessariamente, a interseção dos dois retângulos contém um ponto fixo do mapan-

vezes iterado, seja ele um ponto de perı́odon ou m tal quen = rm e r ∈N+. Por hipótese, este

ponto é uma sela com dimensão instáveldi e dimensão estávelde. A expressão para a medida

pode então ser relacionada às órbitas periódicas fazendo este argumento comxn = x0 ≡ x∗, ou

seja, construindo estes retângulos indicados na figura 3.2considerando o ponto de perı́odon.

As dimensões de tais retângulos podem agora ser associadas aos autovalores dex∗. SejaLi(x∗)

eLe(x∗) respectivamente o produto da magnitude dos autovalores instáveis e estáveis dex∗:

Li(x∗) =
di−1

∏
k=0

|ηk(x
∗)| (3.1)

Le(x∗) =
d−1

∏
k=d−de

|ηk(x
∗)|, (3.2)

sendoηk(x∗) os autovalores deDfn(x∗) decrescentemente ordenados segundo suas magnitudes,

|η0(x∗)| > |η1(x∗)| > · · · > |ηdi−1(x
∗)| > 1 > |ηd−de(x

∗)| > · · · > |ηd−1(x
∗)|. (3.3)

Ao assumirCj tão pequena de maneira que a curvatura das variedades seja nula,

considera-se que a dinâmica emCj é dominada pelo termo linear defn, ou seja,

xn = f(x∗)+Dfn(x∗)(x0−x∗), (3.4)

portanto, todos os segmentos considerados na construçãodos retângulos na figura 3.2 sobre a

variedade estável têm sua magnitude reduzida pelo fatorLe(x∗) e aqueles sobre a variedade

instável têm sua magnitude ampliada pelo fatorLi(x∗) . Assim, a área do retânguloe f gh, que

forma a pré-imagem dee′ f ′g′h′, delimitado verticalmente pelas porções da variedade instável

é determinada pelo fator 1/Li(x∗). Uma vez que a medida natural do atrator varia suavemente

na direção instável eCj é pequena, pode-se assumir que nesta célula a medida do atrator é

uniforme. Logo, a fração da área deCj ocupada pelo retânguloe f gh é dada por 1/Li(x∗).
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Como paran→ ∞ esta fração é igual à fração de condições iniciais que retornam àCj , tem-se a

expressão para a medida natural da célula em função dos autovalores instáveis dex∗:

µ(Cj) = lim
n→∞ ∑

x∗∈Cj

1
Li(x∗)

, (3.5)

na qual o somatório foi introduzido de maneira a considerara contribuição de todos os pontos

fixos x∗ do mapan vezes iterado contidos emCj pois, devido à ergodicidade, a medida natural

é aditiva.

Duas observações são necessárias na derivação de (3.5). Primeiramente, embora este

resultado seja obtido através da aproximação linear do mapafp dentro deCj , a expressão para

a medida é formalmente válida, pois pode-se mostrar que esta aproximação difere no máximo

por um fator 1± ε do valor obtido por um cálculo mais detalhado, sendoε dependente das

dimensões deCj e da segunda derivada defp(x∗). Como se pode escolherCj arbitrariamente

pequeno, sempre é possı́vel fazerε → 0 e, portanto, (3.5) é formalmente válida.

x0

xn

x0

xn

a b

c´

d´ 

a´ b´

c

d

Figura 3.3: Exemplo de localização proibida para as imagens e pré-imagens quando as células
Ck formam partições de Markov(7).

A segunda observação é que na construção dos retângulos na figura 3.2 considera-

se que a imagem deab e a pré-imagem dec′d′ estão completamente contidas emCj . Esta é

uma condição necessária para o desenvolvimento de (3.5). O ponto a ser considerado é que

tais células podem ser escolhidas como partições de Markov do espaço de fase e, como con-

seqüência, um segmento interior deCj não pode ser mapeado, nem pode ter sua imagem, parci-

almente fora deCj , por definição. Como sistemas que satisfazem o axioma A necessariamente

possuem partições de Markov, situações como a indicadana figura 3.3 não ocorrem.
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Um exemplo simples, mas esclarecedor da aplicabilidade da expressão (3.5), pode ser

obtido ao se analisar o mapa de Bernoulli. Como foi visto no capı́tulo anterior, para determina-

dos valores deβ , a determinação da dinâmica simbólica desse mapa pode ser feita de maneira

sistemática. Paraβ ∈N comβ > 1 existemβ partições do espaço de fase e a cada uma des-

sas um sı́mbolo é associado. Para cada ponto deΩ = [0,1), a seqüência simbólica associada

é a expansão dex∈ Ω na baseβ . Como cada seqüência simbólica está associada a um ponto

periódico do mapa, é possı́vel determinar todos os pontosperiódicos do mapa. Assim, através

de (3.5), pode-se determinar a medida de cada partição. Sejam

Cj =

[

j
β

,
j +1

β

)

, ( j = 0,1, · · · ,β ) (3.6)

as β partições deΩ. Como paraβ inteiro todas as seqüências simbólicas são possı́veis, o

número de pontos fixos dan-ésima iterada do mapa em cada uma das partições é dado por

Nn(Cj) =
β n

β
= β n−1, (3.7)

pois existemβ n sı́mbolos eβ partições. Assim, comoLi(x) = β n para todos os pontos de

perı́odon emΩ, tem-se de (3.5):

µ(Cj) = lim
n→∞ ∑

x∈Cj

1
β n = lim

n→∞

Nn(Cj)

β n

µ(Cj) = lim
n→∞

β n−1

β n =
1
β

. (3.8)

Portanto, através das órbitas periódicas do mapa de Bernoulli, conclui-se que paraβ inteiro, a

medida de todas as partiçõesCj dadas por (3.6) são iguais. Como todas as partições possuem

o mesmo tamanho, a medida é uniforme em todo o espaço de faseΩ, como foi verificado na

figura 2.3, sendo a densidade da medida dµ(x) = ρ(x)dx dada por

ρ (x) = 1, β ∈ {k : k∈N,k > 1} .

Considere agora o caso deβ = φ , no qual se sabe que a medida não é uniforme. O

espaço de fase pode ser particionado em duas células,

C0 =
[

0,φ−1) e C1 =
[

φ−1,1).
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Novamente, o autovalor de qualquer ponton-periódico éφn. Basta determinarNn(Cj). Para

isso, retoma-se a expressão para a matriz de transição desse mapa, dada pela equação (2.34):

T ⊜







1 1

1 0






. (3.9)

Como foi visto no capı́tulo anterior, os elementos da diagonal deTn representam o número de

seqüências simbólicas distintas com tamanhon que terminam com o sı́mbolo associado a cada

linha, ou seja, o número de pontosn-periódicos distintos em cada uma das partições do espac¸o

de fase. Portanto,Nn(Cj) = [Tn] j j .

A determinação dos elementos deTn pode ser feita de maneira elegante com a introdução

dos números de Fibonacci(12):

F0 = 0, F1 = 1 e Fn = Fn−1 +Fn−2, (n > 1) (3.10)

de modo que

Tn−1 ⊜







Fn Fn−1

Fn−1 Fn−2






. (3.11)

Note que, por indução, (3.11) é obtida:

T2 ⊜







1 1

1 0













1 1

1 0






=







1+1 1+0

1+0 1+0






=







2 1

1 1







T3 ⊜







1 1

1 0













2 1

1 1






=







2+1 1+1

2+0 1+0






=







3 2

2 1







T4 ⊜







1 1

1 0













3 2

2 1






=







3+2 2+1

3+0 2+0






=







5 3

3 2







... .
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Assim, determina-se o número de pontos fixos emCj :

Nn(C0) = [Tn]00 = Fn+1 (3.12)

Nn(C1) = [Tn]11 = Fn−1. (3.13)

Como os números de Fibonacci podem ser expressados por(12)2

Fn =
1√
5

[

φn−φn
−
]

, (3.14)

sendoφ− ≡ (1−
√

5)/2, tem-se a expressão da medida das duas partições:

µ(C0) = lim
n→∞

1√
5

[

φn+1−φn+1
−
]

φn =
φ√
5

(3.15)

µ(C1) = lim
n→∞

1√
5

[

φn−1−φn−1
−
]

φn =
(φ −1)√

5
, (3.16)

nas quais os fatos queφ−1 = (φ −1) e φ− < φ foram utilizados. Observe que

µ(C0)+ µ(C1) =
φ√
5

+
φ −1√

5
= 1.

Considerando o tamanho das partições, obtém-se

ρ(x) =















φ2
√

5
se x∈

[

0,φ−1
)

φ√
5

se x∈
[

φ−1,1)
, (β = φ) (3.17)

exatamente o resultado obtido nas simulações da figura 2.3.

Nessa seção, foi mostrado que as infinitas órbitas periódicas instáveis contidas em um

atrator caótico suportam a medida natural deste atrator. Aaplicabilidade da expressão (3.5)

foi exemplificada para o mapa de Bernoulli. No capı́tulo seguinte, esse mesmo resultado será

utilizado para a análise de redes hiperbólicas de mapas deBernoulli acoplados.

3.2 A taxa de escape em função daśorbitas períodicas inst́aveis

A expressão (3.5) relaciona a medida de umatrator caótico às órbitas periódicas

instáveis contidas neste atrator. Como foi indicado na sec¸ão 2.4, é possı́vel que uma trajetória

2Esse resultado é obtido através da solução das express˜oes recursivas definidas por (3.10).
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apresente um comportamento caótico por um tempo finito. Para isso, basta que a trajetória es-

teja em uma regiãoΓ ⊂ Ω que contenha uma porção ou a totalidade de uma sela caótica G .

Ainda assim é possı́vel relacionar as propriedades dinâmicas deG com as órbitas periódicas

contidas nessa sela caótica. A taxa de escapeγ, que é uma quantidade intrı́nseca e fundamental

da sela caótica, pode ser obtida em termos da estabilidade das órbitas periódicas com procedi-

mento análogo ao da seção anterior. Essa derivação também é devida à Grebogi, Ott e Yorke

(7).

Deve-se considerar que, uma vez que as célulasCk agora contêm uma porção de uma

selacaótica, o número de trajetórias que retornam apósn iteradas será reduzido por um fator

e−γn, uma vez que o número total de trajetórias que permanecem em G decai exponencialmente

com o número de iteradasn – ver equação (2.28):

Nn(G ) ∝ e−γn. (3.18)

Repetindo o procedimento para atratores, utilizando a mesma argumentação da su-

avidade da medida ao longo da variedade instável e das dimensões pequenas das célulasCk

e considerando o termo (3.18) no fato de que as áreas indicadas na figura 3.2 representam a

medida deCk no limiten→ ∞, obtém-se

lim
n→∞

enγ ∑
x∗∈Γ

1
Li(x∗)

= 1, (3.19)

paraG ⊆ Γ. Assim, evidenciandoγ, a expressão para a taxa de escape em termos das órbitas

periódicas contidas na sela caóticaG é obtida:

γ = lim
n→∞

1
n

ln

(

∑
x∗∈Γ

1
Li(x∗)

)−1

. (3.20)

Essa expressão está em concordância com a relação (2.29) para taxa de escape. Note que

quanto maior forLi(x∗), ou seja, quanto mais instável forx∗, maior a contribuição da órbita

{x∗m}n−1
m=0 para o escape de trajetórias, mas quanto maior o número de ´orbitas de perı́odop, mais

termos não-nulos são somados eγ é diminuı́do. Uma vez que o número de órbitas periódicas

na sela contida emΓ cresce exponencialmente a uma taxa dada pela entropia topológicahT(Γ),
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observa-se queγ aumenta com a instabilidade do sistema e diminui com a complexidade do

mesmo. Como a entropia topológica é relacionada com a entropia KS pela equação (2.25),

hT(Γ) > hKS(Γ), (3.21)

a expressão (2.29) é qualitativamente recuperada.

Para o caso em queDf(n)(x∗) não depende dex∗, ou seja, para sistemas lineares por

partes, a expressão (3.20) é dada na forma

γ = lim
n→∞

1
n

ln

(

Pn(Γ)

∏di−1
k=0 |ηk(x∗)|n

)−1

,

na qualPn(Γ) é o número de pontos com perı́odon emΓ. Uma vez que esse número é dado por

(3.18) e que3

hk = ln |ηk|,

a expressão

γ = ∑
hk>0

hk−hT(Γ) (3.22)

é obtida. Nesse caso, a comparação com (2.29) fornece

hT(Γ) = hKS(Γ), (3.23)

o que é geralmente válido para sistemas hiperbólicos(8) e, portanto, a expressão (2.29) é quan-

titativamente recuperada a partir de (3.20). Por fim, note que seγ = 0 nas equações (3.19) e

(3.20), ou seja, não há escape eG é um atrator caótico, a expressão (3.5) é recuperada.

3.3 A detecç̃ao deórbitas períodicas

Uma vez que as órbitas periódicas formam o esqueleto da dinâmica caótica, o conheci-

mento do conjunto de todos os pontos periódicos possibilita a análise de tais sistemas, pois esse

3Como a matriz Jacobiana do mapa é constante, o espectro de expoentes de Lyapunov é dado pelo logaritmo
neperiano dos autovalores deDf(x), ηk, pois sex∗ é um ponto de perı́odon, entãoηk(x∗) = ηn

k .
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conjunto fornece a expressão para a medida natural do atrator e, através desta medida, devido

à ergodicidade, qualquer quantidade métrica pode ser obtida. Portanto, a análise das órbitas

periódicas é uma ferramenta poderosa para o tratamento desistemas caóticos. A dificuldade

surge na determinação desse conjunto. Apenas em poucos casos é possı́vel determinara pri-

ori a partição do espaço de fase e utilizar a relação biunı́voca entre a dinâmica simbólica e as

órbitas periódicas para se obter o conjunto de todos os pontos periódicos, como foi feito na

seção anterior para o mapa de Bernoulli.

A determinação dos pontos periódicos também pode ser feita através da solução da

equação

fp(x∗) = x∗. (3.24)

Mas, devido à não-linearidade do mapaf, a solução analı́tica é, na maioria das vezes, impossı́vel

mesmo para mapas unidimensionais e perı́odosp pequenos. Uma alternativa é utilizar métodos

numéricos iterativos para encontrar as soluções de (3.24). De maneira geral, constrói-se um

sistema

g(x) = fp(x)−x (3.25)

e utiliza-se algum método numérico para encontrar os zeros deg, uma vez que

g(x∗) = 0⇒ fp(x∗) = x∗. (3.26)

Como o mapaf é não-linear, o comportamento deg em torno dex∗ pode tornar-se bastante

irregular conformep cresce e os métodos tradicionais de solução apresentam problemas de

convergência. Por exemplo, o método de Newton-Raphson, dado por

xn+1 = xn+δx, (3.27)

com

δx = −Dg(x), (3.28)

possui convergência quadrática nas vizinhanças dex∗, mas sua convergência é garantida apenas
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se a semente inicial utilizada estiver na vizinhança linear de x∗. O volume dessa vizinhança

pode se tornar tão pequeno de maneira que nenhuma simulaç˜ao com precisão finita seja capaz

de iniciar uma semente dentro dessa vizinhança e, assim, alguns pontos periódicos não serão

localizados(13).

Nesse trabalho, será apresentado e utilizado um método dedetecção de pontos periódicos

instáveis capaz de determinar, em princı́pio, todas as órbitas periódicas de um sistema caótico

para qualquer perı́odo. Esse método e a exposição são devidos à Schmelcher e Diakonos(14).

O método consiste em construir um conjunto de novos sistemas{sk(x) : k = 1, · · · ,M}

a partir do mapaf(p)(x) que possuam pontos fixos exatamente nas mesmas posições dos pon-

tos fixos def(p), mas que sejam estáveis em pelo menos um dos sistemassk. Também é ne-

cessário que as transformações{Lk : f(p) → sk} preservem o número de pontos fixos. Isto é,

as transformaçõesLk apenas alteram a estabilidade dos pontos fixos def(p), nenhum ponto é

criado ou destruı́do. De maneira geral, o númeroM de transformações necessárias para tornar

estável todos os pontos fixos def(p) é pequena, ou seja, uma mesma transformaçãoLk estabiliza

diversos pontos fixos. Caso tais transformações existam,a detecção dos pontos fixos torna-se

simples: condições iniciais tı́picas dos novos sistemassk convergirão, após algum tempo tran-

sitório, para algum ponto fixo estável. Esse ponto, por construção, é um ponto fixo instável de

f(p).

Uma possı́vel realização para os sistemassk é

xn+1 = sk(xn) = xn+Ok

[

f(p)(xn)−xn

]

, (3.29)

na qualOk é uma matrizd× d invertı́vel, cujos elementos[Ok] jl são constantes. Note que

(3.29) satisfaz a correspondência biunı́voca entre os pontos fixos def(p) esk, por isso requer-se

a existência da inversa deOk. A grande versatilidade desse método está no fato de existir um

conjunto finito de matrizesOk que estabilizamtodosos pontos fixos def(p).

Pode-se mostrar que

Ok = ςPODkP
−1, (3.30)
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sendoς > 0 um parâmetro de controle,ODk = diag[±1,±1, · · · ,±1] eP uma transformação de

similaridade tal que

P−1 [Dg(x)]P = diag[η0,η1, · · · ,ηd−1]−1. (3.31)

Uma vez que

Dg(x) = Df(p)(x)−1, (3.32)

P é necessariamente composta dos autovetores deDf(p)(x) arranjados em colunas. A estabilização

é dada para um 0< ς < ςC. Tipicamente,ςC é uma função decrescente dep.

Nos casos em que a transformaçãoP depende do ponto fixox∗ que se deseja estabilizar,

a determinação deOk, e conseqüentemente,sk, não pode ser feita através de (3.30) sem que o

ponto fixo já seja conhecido. Nesses casos, pode-se mostrarqueM(d) = 2dd! matrizes são

suficientes, sendo as matrizesOk definidas por

[Ok] jl = {±ς ,0} , (3.33)

de modo que em cada matrizOk exista apenas um elemento não-nulo em cada linha e em cada

coluna. Para sistemas de baixa dimensionalidade,d 6 3, o número de sistemassk é relativa-

mente pequeno:

M(1) = 2, M(2) = 8, M(3) = 48.

Verifica-se ainda que diversas matrizes estabilizam o mesmoconjunto de pontos fixos, princi-

palmente em sistemas que apresentam simetrias. Assim, o número de transformaçõessk ne-

cessárias para se estabilizar todos os pontos fixos é finitae tipicamente menor queM.

O intervalo para o parâmetroς em que a estabilização é obtida é determinado pela

análise da estabilidade linear do ponto fixox∗ no novo sistemask. A matriz Jacobiana é dada

por

Dsk(x) = 1+Ok

[

Df(p)(x)−1
]

, (3.34)

e, portanto, o ponto fixox∗ será estável no sistemask se, e somente se, todos os autovalores de
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Dsk(x∗) forem menores que a unidade, em módulo. Se, novamente, os autovalores de (3.34)

forem representados porη j e ordenados de maneira decrescente segundo suas magnitudes, os

limites paraς são determinados por|η0| < 1, ou seja,ςC é obtido por

|η0| = 1. (3.35)

Como tipicamente (3.34) depende dex, os valores deςC também dependem da órbita periódica

que se deseja estabilizar.

A velocidade da convergência do método também é uma func¸ão deς . Note que, no

novo sistemask, o expoente de Lyapunov máximo associado ao ponto fixox∗ é dado por

h0(x∗) = ln |η0| < 0. (3.36)

Portanto, espera-se que a distância entre duas trajetórias, o ponto fixo e a trajetória gerada pela

iteração do método, tenham sua distância reduzida exponencialmente no tempo a uma taxa

determinada porh0(x∗):

dist(xn,x∗) ≈ dist(x0,x∗)e−n|h0(x∗)|. (3.37)

Assim, caso o valor de (3.36) seja conhecido, o número esperado de iteradas para a convergência

até uma dada precisãoθ pode ser estimado:

n >
1

|h0(x∗)|
ln

(

dist(x0,x∗)
θ

)

. (3.38)

Logo, o númeron de iteradas do método necessário para se detectar o ponto fixo com precisão

θ é inversamente proporcional a|h0(x∗)|. Comoh0(x∗) é o maior dos expoentes de Lyapunov

associados ao ponto fixo, a otimização da detecção é obtida quandoς é escolhido, de tal forma

que

0 > h0(x∗) = h1(x∗). (3.39)

Estes resultados surgem da análise dinâmica tı́pica do sistemask.

Por fim, é possı́vel adaptar o método (3.29) para que não haja mais o parâmetro livre
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ς . Para isso, faz-seς → 0 em (3.29) de maneira a se obter o novo sistemas′k:

lim
ς→0

xn+1−xn

ς
= O′

k

[

f(p)(xn)−xn

]

ẋ = O′
k

[

f(p)(x)−x
]

, (3.40)

sendoOk = ςO′
k. Desse modo, a dependência comς não é mais explı́cita e os pontos fixosx∗,

tais que(ẋ)x=x∗ = 0, são obtidos através da integração numérica de (3.40).

A mesma sistemática desse método pode ser utilizada para se localizar ciclos instáveis

em fluxos(15), apenas substituindof(p) pelo mapa de Poincaré obtido através da integração do

fluxo e da terminação de uma superfı́cie de Poincaré apropriada. A forma deste mapa não

precisa ser conhecida, apenas define-sex como um determinado cruzamento da superfı́cie e

f(p)(x) como op-ésimo novo cruzamento.

Através desse método, as órbitas periódicas instáveis de qualquer sistema caótico po-

dem, em princı́pio, ser determinadas.

3.4 A expans̃ao em ciclos primos

Como foi visto na seção anterior, é possı́vel determinarnumericamente o conjunto de

todos os pontos periódicos de um mapa caótico para um determinado perı́odop. A dificuldade

do método é que o número de pontos cresce exponencialmente com o perı́odo,

Pp ∝ exp(hT p), (3.41)

sendohT > 0 a entropia topológica do sistema. Portanto, para perı́odos grandes, o número de

pontos periódicos pode se tornar tão grande de maneira a inviabilizar o tratamento numérico. De

outro lado, o resultado que apresentado para a medida natural em atratores caóticos e para a taxa

de escape de selas caóticas em termos das órbitas periódicas requer o limite dep→ ∞. Nesse

ponto, chega-se a uma contradição que aparentemente inviabilizaria o uso de (3.5) para sistemas

em que a determinação dos pontos periódicos é necessariamente numérica. Esse problema pode

ser elegantemente contornado em sistemas hiperbólicos aose considerar a expansão em ciclos



44

primos. O desenvolvimento apresentado a seguir é devido àCvitanovicet. al. (11).

Como as expressões em termos dos autovalores instáveis das órbitas periódicas para

um atrator caótico derivadas na seção 3.1 são obtidas tomando-seγ = 0 nas expressões da seção

3.2, derivadas para uma sela caóticaG ⊂ Γ, cuja taxa de escape é dada porγ, a expansão em

ciclos primos apresentada será para a expressão (3.20):

γ = lim
n→∞

1
n

ln

(

∑
x∗∈Γ

1
Li(x∗)

)−1

, (3.42)

na qual, como já foi demonstrado, a soma se estende sobre todos os pontos fixosx∗ de f(n)(x).

Com base na formulação apresentada na seção 3.1, define-se a medidãµn(Γ) como a fração de

trajetórias que ainda permanecem emΓ no tempon. Essa medida pode ser aproximada por

µ̃n(Γ) =
(n)

∑
x∗∈Γ

1
Li(x∗)

, (3.43)

sendo a soma sobre todos os pontosn-periódicos, exatamente como na equação (3.5). ComoΓ

contém uma sela caótica,

lim
n→∞

µ̃n(Γ) = 0, (3.44)

e, segundo a equação (3.42),

lim
n→∞

µ̃n+1(Γ)

µ̃n(Γ)
= e−γ . (3.45)

A fim de se encontrar uma maneira sistemática de se calcular tal limite, convenientemente

define-se a função

µ̂(z) =
∞

∑
n=1

µ̃nzn, (3.46)

dada pela soma de todas as medidas fornecidas pelos pontos deperı́odon, ponderadas por um

fatorzn. Como a comparação de (3.43) com (3.42) fornece

µ̃n(Γ) ≈ e−γn, (3.47)
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a série em (3.46) pode ser resolvida:

µ̂(z) =
∞

∑
n=1

(

e−γz
)n

=
ze−γ

1−ze−γ , (3.48)

desde quez< eγ . Uma vez que o somatório (3.46) diverge se os termoszn forem maiores que

µ̃n paran≫ 1, dados pela equação (3.47), a definição da função (3.46) justifica-se pelo fato de

que (3.48) diverge paraz= eγ , ou seja, a taxa de escapeγ pode ser determinada pelo menor

polo dessa expressão.É a existência da forma (3.48) para a divergência de (3.46)que permite a

formulação da expansão em ciclos primos.

Note que os pontos fixos

x∗ = f(n)(x∗) (3.49)

podem ser pontos de perı́odon ou perı́odonp tal quen = knp, sendok um inteiro não nega-

tivo. Nesse caso, diz-se que o perı́odo primo dex∗ ≡ x∗np
é np, cuja órbita prima é dada por

{f(m)(x∗np
)}np−1

m=0 . As órbitas periódicas geradas pork repetições da órbita prima dex∗np
pos-

suem autovalores dados por
[

η(x∗np
)
]k

e, pela regra da cadeia, todos os pontos da mesma órbita

possuem os mesmos autovalores. Assim, a expressão

µ̂(z) =
∞

∑
n=1

zn
(n)

∑
x∗∈Γ

1
Li(x∗)

, (3.50)

obtida da substituição de (3.43) em (3.46), pode ser rearranjada em termos dos ciclos primos:

µ̂(z) = ∑
p

np

∞

∑
k=1

(

znp

Li(x∗np
)

)k

, (3.51)

sendo o primeiro somatório sobretodasórbitas periódicas primas, compostas denp pontos ex∗np

um ponto qualquer da órbita. O termonp provém do fato de que todos os pontos da mesma órbita

contribuem com o mesmo fator para a medida, pois possuem exatamente o mesmo autovalor. A

combinação dos dois somatórios em (3.51) ainda abrangetodosos pontos periódicos contidos

emΓ, apenas com a ordem dos somatórios alterada.

Fazendo uso do resultado (3.48) em (3.51), elimina-se a dependência emk e uma
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expressão envolvendo apenas as órbitas periódicas primas é obtida:

µ̂(z) = ∑
p

np
znp/Li(x∗np

)

1−znp/Li(x∗np
)
. (3.52)

Deve-se ressaltar que a soma em (3.52) envolvetodasasórbitasde perı́odo primo. No desenvol-

vimento de (3.52) a partir de (3.46) nenhum termo dos somatórios envolvidos foi desprezado,

portanto, a expressão (3.52) em termos dos ciclos primos éexata.

Comoγ é determinado a partir dez= eγ , tal que (3.52) diverge, é conveniente escrever

esta expressão na forma

µ̂(z) = −z
d
dz∑

p
ln

(

1− znp

Li(x∗np
)

)

. (3.53)

Definindo o produto infinito

1/ζ (z) = ∏
p

(

1− znp

Li(x∗np
)

)

, (3.54)

sendo o produtório sobre todas as órbitas de perı́odo primo, é possı́vel encontrarz tal que (3.52)

diverge através de 1/ζ (z) = 0 em (3.54). Por razões históricas, a função (3.54) é conhecida

como função zeta deΓ (11).

O produtório da função zeta pode ser expandido em somatórios agrupando-se as órbitas

de mesmo perı́odonp:

1/ζ (z) = 1− ∑
x∗1∈Γ

z
Li(x∗1)

− ∑
x∗2∈Γ

z2

Li(x∗2)
− ∑

x∗3∈Γ

z3

Li(x∗3)
−·· · . (3.55)

A expansão (3.55) assume a forma apresentada devido ao fatode que todos os ciclos de perı́odo

np são ponderados pelo mesmo fatorznp/Li(x∗np
), ou seja, os termos cruzados do produtório

em (3.54) se cancelam exatamente. Uma vez queLi(x∗np
) cresce exponencialmente comnp, a

expansão (3.55) converge exponencialmente. Nos casos em que a matriz Jacobiana do mapaf é

constante e uniforme,

Li(x∗np
) = exp

(

np ∑
hk>0

hk

)

, (3.56)

sendohk o k-ésimo expoente de Lyapunov do mapa, a taxa de convergência exponencial da



47

expansão (3.55),

∑
x∗n+1∈Γ

zn+1

Li(x∗n+1)
/ ∑

x∗n∈Γ

zn

Li(x∗n)
≈ e−λ , (3.57)

é dada por

λ ≡ −hKS(Γ) = γ − ∑
hk>0

hk, (3.58)

pois z= eγ e a entropia deΓ é relacionada aos expoentes de Lyapunov positivos e à taxade

escape pela equação (2.29).
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4 As redes hiperb́olicas - a sincronizaç̃ao de caos

Uma rede de mapas caóticos acoplados é caracterizada por dois componentes essenci-

ais: a dinâmica local em cada sı́tio da rede, determinada por um mapa caótico, e a conectividade

entre os sı́tios, determinada pela forma em que cada elemento da rede influencia na dinâmica

de todos os outros sı́tios(9). Tais redes podem surgir da discretização do espaço e do tempo em

um sistema governado por equações diferenciais parciais, como em problemas de fı́sica de flui-

dos, ou da construção direta de um sistema discreto, como adescrição de um gás de partı́culas

interagindo apenas por colisões, sendo o tempo discretizado em termos das mesmas. Ainda, as

redes de mapas caóticos acoplados podem ser utilizadas para criptografia em comunicação, por

exemplo, uma vez que formam uma maneira sistemática de se construir sistemas caóticos de

alta dimensionalidade(9).

Devido à ampla aplicabilidade das redes de mapas acoplados, muita atenção aos as-

pectos dinâmicos desses sistemas foi devotada nas últimas duas décadas. Entre os diversos

fenômenos presentes nessas redes, como a supressão de caos, intermitência e estruturas fractais

de alta dimensionalidade, a observação da sincronizaç˜ao de caos ganhou bastante destaque. Em

poucas palavras, a sincronização ocorre quando todos os mapas da rede, apesar da natureza

errática e instável de suas trajetórias quando desacoplados, passam a apresentar exatamente a

mesma evolução temporal.

Neste capı́tulo, uma classe especial de redes será estudada: as redes hiperbólicas de

mapas acoplados. Isso porque, como foi verificado nos capı́tulos 2 e 3, a maioria dos resultados

formais para sistemas dinâmicos caóticos assumem a hiperbolicidade. Como ficará claro no

capı́tulo 5, o estudo da sincronização de caos em redes hiperbólicas surge, nessa dissertação,
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como um exemplo da aplicabilidade da teoria das órbitas periódicas em sistemas caóticos.

4.1 As redes hiperb́olicas de mapas caóticos acoplados

Nos capı́tulos anteriores, diversas propriedades e resultados formalmente válidos para

sistemas hiperbólicos foram expostos. Nesse trabalho serão considerados apenas mapas de

Bernoulli linearmente acoplados em redes simétricas e periódicas. Isso porque é possı́vel provar

que tais redes são hiperbólicas e, portanto, pode-se fazer uso de todo o ferramental apresentado.

Considere um sistema dinâmico definido por

xn+1 = F(xn) = Af(xn), (4.1)

no qualxn é um vetorLd-dimensional, cujos componentes sãox(l ,m)
n (l = 0,1, · · · ,L−1;m =

0,1, · · · ,d−1),A é uma matrizLd×Ld com coeficientes constantes ef(x) é uma função vetorial

Ld-dimensional, tal que1

f (l ,m)(xn) = g(l ,m)(x(l ,0)
n ,x(l ,1)

n , · · · ,x(l ,d−1)
n ), (4.2)

e g é um mapad-dimensional caótico definido emω ⊆ Rd. A equação (4.1) define, por-

tanto, uma redeLd-dimensional deL mapas caóticosd-dimensional acoplados. Denomina-se a

posição de cada um dosL mapas como um sı́tio da rede e diz-se queg define a dinâmica local

da rede. A matrizA é dita matriz de acoplamento e é essa matriz que define a topologia da rede,

determinando a conectividade entre os sı́tios.

Dependendo da forma deA, o espaço de fase deF(x), Ω, pode ser escrito comoΩ =

ωL = ω ⊗ω ⊗·· ·⊗ω. A condição suficiente para que isso ocorra é

L−1

∑
k=0

[A] j(kd+m) = 1, (4.3)

para quaisquerj = 0,1, · · · ,Ld−1 em= 0,1, · · · ,d−1. Nessa dissertação apenas acoplamentos

satisfazendo (4.3) serão considerados e, portanto, o espaço de fase em que a rede é definida é

1Os limites para os ı́ndices são definidos de forma não usuale aparentemente não intuitiva de 0 àL−1, ao
invés de 1 àL, por conveniência no tratamento subseqüente.
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dado porΩ = ωL. Assim, diz-se que a rede (4.1) é hiperbólica se o espaço de faseΩ apresentar

estrutura hiperbólica - ver seção 2.6.

No caso especial de mapas de Bernoulli acoplados, tem-sed = 1 e o mapag é dado

pela equação (2.5):

g(x) = βxmod1, (4.4)

comω = [0,1), ou seja,Ω = [0,1)L e

xn ⊜

[

x(0)
n x(1)

n · · · x(L−1)
n

]T

, (4.5)

f(xn) ⊜

[

g(x(0)
n ) g(x(1)

n ) · · · g(x(L−1)
n )

]T

(4.6)

⊜ β
[

x(0)
n x(1)

n · · · x(L−1)
n

]T

mod1,

na qual T representa transposição. A notação simplificadax(l ,0)
n ≡ x(l)

n é utilizada por se tratar

de um mapa unidimensional. Assim, a rede (4.1) pode ser escrita na forma

xn+1 = Fβ (xn) = βA [xn−kn] , (4.7)

na qualkn é um vetorL-dimensional que retém a ação do módulo 1, ou seja,βk(l)
n é um inteiro

que satisfaz

0 6 β (x(l)
n −k(l)

n ) < 1. (4.8)

SejaJ o maior inteiro tal queJ < β . Assim, os possı́veis valores dek(l)
n são

k(l)
n ∈

{

j
β

: j = 0,1, · · · ,J
}

. (4.9)

A imposição de que a rede seja periódica e simétrica, de modo que os sı́tiosl = 1 e

l = L−1 influenciem identicamente o sı́tiol = 0, delimita a forma da matriz de acoplamento

A. Mais especificamente, a periodicidade e simetria da rede requerem queA seja uma matriz

circulante(16) - vide apêndice A.

Uma vez que a rede (4.7) é linear por partes, a matriz Jacobiana da rede não depende
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explicitamente da posição em que é calculada:

DFβ (x) = βA. (4.10)

Nesse caso, a matriz Jacobiana é exatamente a mesma em todosos pontosx∈Ω, pois o mapa de

Bernoulli é linear por partes com inclinaçãoβ constante. ComoA é, por construção, circulante,

DFβ (x) também o é. Assim, o espectro de autovalores da rede:

ηk = βα j (k = 0,1, · · · ,L−1) (4.11)

é conhecido, sendo

α j =
L−1

∑
t=0

[A]0te
−(2π i) t j

L (4.12)

os autovalores deA, dados pela equação (A.8), e osηk ordenados de maneira decrescente em

termos de suas magnitudes, exatamente como em (3.3).

Note que foi utilizado o fato de que o autovalor de uma matriz(aA) é dado poraαk,

sendoαk o autovalor da matrizA e a um escalar. Para cada autovalorηk, existe um autovetor

unitárioak associado, cujos componentes são dados pela equação (A.9):

a( j)
k =

1√
L

e−(2π i) jk/L. (4.13)

O autovetorak aponta em uma direção estável deFβ (x) se|ηk| < 1 e em uma direção instável

se|ηk| > 1. As dimensões estável,de, e instável,di , da rede são determinadas pelo número de

autovaloresηk cuja magnitude é menor ou maior que a unidade, respectivamente.

Define-se então os subespaços tangentes estávelEe(x) e instávelEi(x) dex ∈ Ω como

Ei(x) = lim
ck→0

{

y : y =
di−1

∑
k=0

ckak +x

}

, (4.14)

Ee(x) = lim
ck→0

{

y : y =
L−1

∑
k=L−de

ckak +x

}

. (4.15)

Por definição, as variedades estável e instável dex são tangentes àEe(x) e Ei(x), respecti-

vamente. Uma vez que os autovetores de uma matriz circulantesão ortogonais entre si, não

ocorrem tangências entre as variedades estável e instável.



52

Como a matriz Jacobiana (4.10) é igual para todox ∈ Ω, de e di são constantes para

todos os pontos do espaço de fase, comd = de+di . Como os autovetores de (4.10) também são

os mesmos para todox ∈ Ω, qualquer vetor

v ∈ Ee(x)

é mapeado de tal modo que

Fβ (v) ∈ Ee(Fβ (x)),

e de maneira análoga parav ∈ Ei(x). Logo, a decomposição deT Ω em dois subespaçosEe(x)

e Ei(x) é consistente com a dinâmica. Assim, o espaço de faseΩ no qual a rede (4.7) é defi-

nida possui estrutura hiperbólica. Portanto, qualquer rede composta deL mapas de Bernoulli

linearmente acoplados, cujo acoplamento é simétrico e periódico, é umarede hiperb́olica.

Durante todo o desenvolvimento, assumiu-se|ηk| 6= 1. Dependendo da forma deA, é

possı́vel que existam um ou mais autovaloresαk = ±β−1, de maneira que

|ηk| = 1. (4.16)

Nesses casos, a rede não é hiperbólica devido à existência de uma direção central. A seguir será

visto que, para o estudo da sincronização de caos nessa rede, a situação (4.16) nunca ocorre.

4.2 As formas de acoplamento

Como foi argumentado no inı́cio desse capı́tulo, uma rede demapas acoplados é ca-

racterizada por dois componentes: a dinâmica local e a topologia da rede. Na seção anterior, a

hiperbolicidade de redes de mapas de Bernoulli acoplados foi verificada, fixando a dinâmica lo-

cal para os mapas unidimensionais dados por (4.4). Ainda naquela seção, algumas imposições

quanto à topologia da rede foram consideradas: o acoplamento deve ser linear, simétrico e

periódico, de modo que a matriz de acoplamentoA em (4.1) seja circulante, e os componentes

deA devem satisfazer (4.3) para queΩ = ωL. Mesmo diante dessas restrições, diversas topolo-

gias podem ser consideradas. Uma forma de acoplamento bastante interessante, por considerar

a interferência de cada componente da rede como uma função da distância entre os sı́tios, ilus-
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trada de maneira esquemática na figura 4.1, é dada por(16–18):

[A]km = (1− ε)δkm+
ε

ν(σ)

(

1−δkm

rσ
km

)

, (4.17)

na qualrkm≡ min{|k−m|, |L−k+m|} é a distância entre os sı́tios eν(σ) é uma constante de

normalização, dada por

ν(σ) = 2
L′

∑
t=1

t−σ , (4.18)

comL′ ≡ (L−1)/2. A normalização garante que (4.3) seja satisfeita.ε caracteriza a intensidade

do acoplamento, poisε = 0 desacopla todos os sı́tios, eσ é dito o alcance do acoplamento.

Percebe-se que nos casos limitesσ → 0 o acoplamento global é recuperado, com todos os sı́tios

da rede contribuindo identicamente com o fatorε/(L−1), e no casoσ → ∞ o acoplamento de

primeiros vizinhos é recuperado, sendo que apenas os sı́tios adjacentes contribuem comε/2.

Controlando os dois parâmetros da rede,ε e σ , é possı́vel investigar a influência

da intensidade da conectividade na dinâmica do sistema, sendo que nesse trabalho apenas o

fenômeno da sincronização será analisado. Diversos outros tipos de acoplamento podem ser

considerados, envolvendo outras formas de dependência com a distância, ou ainda, sistemas em

que cada mapa é conectado apenas com uma fração dos sı́tios da rede, podendo estes serem os

primeiros vizinhos ou distribuı́dos em toda a rede de algumamaneira sistemática(9).

L=9

l=0

l=1

l=2

l=3

l=4l=5

l=6

l=7

l=8

Figura 4.1: Ilustração pictórica da topologia da rede cuja intensidade do acoplamento decai com
a distância entre os sı́tios, segundo uma lei de potência.
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4.3 A sincronizaç̃ao

Nesta seção será desenvolvido um critério que caracteriza a sincronização na rede (4.1).

Tal critério determina se um vetor de estado está ou não noestado sincronizado. Caso não esteja,

quantifica quão dessincronizado o sistema está.

4.3.1 A dist̂ancia à variedade de sincronizaç̃ao

A proximidade de uma trajetória ao estado sincronizado pode ser quantificada através

da distância geométrica entre eles. Isso resulta da decomposição do vetor de estadox em dois

componentes:

xn = (xn ·n⊥)n⊥ +
(

xn ·n‖
)

n‖, (4.19)

sendon‖ um versor unitário contido emS e n⊥ um versor unitário perpendicular àS . Por

construção,

n‖ ⊜
1√
L

[

1 1 · · · 1

]T

, (4.20)

no qual T representa transposição. Utilizando a norma Euclidiana2 tem-se

|xn|2 =
L−1

∑
l=0

(

x(l)
n

)2
= (xn ·n⊥)2+

(

xn ·n‖
)2

. (4.21)

Evidenciando(xn ·n⊥) ≡ dn nessa expressão e substituindo (4.20) em (4.19), encontra-se

d2
n =

L−1

∑
l=0

(

x(l)
n

)2
−
(

1√
L

L−1

∑
l=0

x(l)
n

)2

⇓

dn =

√

√

√

√

1
L

L−1

∑
l=0

(

x(l)
n

)2
−
(

1
L

L−1

∑
l=0

x(l)
n

)2√
L. (4.22)

O primeiro radicando nada mais é que a dispersão quadrática espacial entre os sı́tios da rede:

χ2
n ≡

〈

(xn)
2
〉

−〈xn〉2

2A escolha da norma é arbitrária para quantificar unicamente a distância ao estado sincronizado. A norma
Euclidiana é utilizada apenas pelo apelo geométrico.
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e, portanto, pode-se expressar a distância de um ponto da trajetória à variedade de sincronização

em termos da raiz quadrada dessa dispersão:

dist(xn,S ) ≡ dn = χn

√
L. (4.23)

Note quedn = 0 implicaχn = 0 que implica sincronização, uma vez que

χn = 0 ⇒ L
L−1

∑
l=0

(

x(l)
n

)2
=

(

L−1

∑
l=0

x(l)
n

)2

⇒ x(l)
n = x(k)

n (4.24)

para quaisquerl ,k = 0,1, · · · ,L−1.

4.4 A vizinhança linear da variedade de sincronização

O estado sincronizado é alcançado quandodn = 0. Nesse caso, a variável de estadoxn

é determinada por

x(l)
n = x(k)

n . (l ,k = 0,1, · · · ,L−1) (4.25)

Por construção, uma trajetória sincronizada no temponpermanecerá sincronizada para qualquer

tempo posterior. Isso porque o estado sincronizado definidopor (4.25) é invariante devido à

condição (4.3). O conjunto de pontos que caracterizam o estado sincronizado define a variedade

de sincronizaçãoS :

S = {x : x(0) = x(1) = · · · = x(L−1)}, (4.26)

ou, equivalentemente,S = {x : d = 0}. A variedade de sincronização possui a mesma dimensão

que os mapasg que compõem a rede e, emS , a dinâmica é unicamente determinada por esse

mapa. Assim, uma trajetória está no estado sincronizado se, e somente se,xn ∈ S . Mas, por

construção,S é invariante tanto para tempos futuros como para tempos passados, i. e., uma

trajetória emS não pode deixar o estado sincronizado mesmo paran →±∞. Por argumento

inverso, uma trajetóriafora deS em um tempon qualquer não poderá jamais estar emS em

um tempo posterior ou anterior. Ou seja, a rigor, uma vez quex0 /∈S , nunca se observaxn ∈S
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para qualquern, ou seja,

x0 /∈ S ⇒ dn > 0 ∀n. (4.27)

O resultado (4.27) sugere que não há sentido em falar sobresincronização caracterizada por

dn = 0, pois isso formalmente ocorre apenas para os casos triviais dados pord0 = 0. A questão

é que, sob certas circunstâncias, observa-se

lim
n→∞

dn = 0. (4.28)

Isto é, embora a trajetória nunca alcance o estado sincronizado, é possı́vel que a distância entre

ambos caia assintoticamente a zero. Identicamente quando aintegral

∫ ∞

0
e−xdx = 1 (4.29)

é resolvida. A rigor, esta integral diverge, pois a área sob a curva determinada pore−x é infinita,

uma vez quee−x jamais cruza o eixo das abscissas. Mas se a integral (4.29) for discretizada e

decomposta em uma soma infinita,

∫ ∞

0
e−xdx = lim

∆x→0

∞

∑
m=0

e−m∆x∆x = lim
∆x→0

∆x
∞

∑
m=0

(

e−∆x
)m

= lim
∆x→0

∆x
1

1−e−∆x = lim
∆x→0

∆x
1

1−1+∆x
= 1, (4.30)

encontra-se uma série que converge. Logo, o resultado (4.29) é válido. Note que no limite

∆x→ 0 as substituições feitas em (4.30) são formalmente válidas.

É conveniente, portanto, definir uma vizinhança∆ da variedade de sincronização como

Σ∆ = {x : dist(x,S ) < ∆} , (4.31)

na qual define-se a distância entre um ponto e um conjuntoS por

dist(x,A ) = min{dist(x,y) : y ∈ A } . (4.32)

Assim, define-se avizinhança linearΣ deS como sendo

Σ = lim
∆→0

Σ∆. (4.33)
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O fato de que emΣ a rede pode ser formalmente escrita como um mapa linear, cujaexpansão

em série de Taylor se dá em torno deS , será explorado na próxima seção. Observe queΣ não

é, necessariamente, um conjunto invariante e, portanto, ´e possı́vel que trajetórias tı́picas da rede

entrem e saiam deΣ com a evolução temporal do sistema.

Nas próximas seções, analisar-se-á a estabilidade, local e global, do estado sincro-

nizadoS , a fim de determinar os critérios para a sincronização em uma rede de mapas de

Bernoulli acoplados.

4.5 A estabilidade do estado sincronizado

Uma vez que buscam-se trajetórias que assintoticamente seaproximam deS , é ne-

cessário determinar a estabilidade do estado sincronizado.

4.5.1 A estabilidade local - O espectro de expoentes de Lyapunov

O estado sincronizadoS é localmente estávelse trajetórias emΣ aproximam-se deS

com a evolução temporal do sistema. Note que, emS , a dinâmica pode ser decomposta em

dois componentes, um longitudinal e outro transversal, exatamente como foi feito em (4.19). A

dinâmica longitudinal é determinada pelos mapas desacoplados e, portanto, toda a análise da

porção longitudinal do estado sincronizado já foi feitano capı́tulo 2.

A estabilidade local transversal deS é totalmente caracterizada pelos expoentes de

Lyapunovhk calculados emS nas direções transversais. Isso porque, por definição,os expoen-

tes de Lyapunov quantificam a convergência ou divergênciade perturbações infinitesimais, ou

seja, perturbações transversais àS , mas contidas emΣ.

Segundo a definição (2.13), o espectro de expoentes de Lyapunov3 da rede pode ser

facilmente determinado, pois, devido à forma do acoplamento, a aproximação linear da rede em

torno deS é representada por uma matriz circulante(16). Assim,

hk = lim
n→∞

1
n

ln‖DF(n)
β (x)vk‖

3Ou, por simplicidade, espectro de Lyapunov
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torna-se

hk = ln‖DFβ (x)ak‖ = ln |ηk|, (k = 1, · · · ,L−1) (4.34)

sendo os autovaloresηk dados por (4.11). Comoa0 é o autovetor paralelo àS , considera-se

apenask = 1, · · · ,L−1 como sendo as(L−1) direções transversais àS .

A estabilidade deS é então caracterizada pela condição

hk < 0. (k = 1, · · · ,L−1) (4.35)

Por definição, o estado sincronizadoS é estável se, e somente se, a condição (4.35) é satisfeita.

A partir de (4.34), pode-se encontrar a expressão para o espectro de Lyapunov da

rede de mapas de Bernoulli acoplados considerada – equações (4.7) e (4.17). Substituindo-

se as constantes de acoplamento (4.17) na expressão (A.8) para os autovalores de uma matriz

circulante, chega-se à

αk = (1− ε)+
ε

ν(σ)

L−1

∑
t=1

(

1
rσ
t0

)

e−(2π i)kt/L

= (1− ε)+2
ε

ν(σ)

L′

∑
t=1

(

1
tσ

)

cos

(

2πkt
L

)

,

na qual a simetria da rede foi utilizada. Uma vez que esses autovalores satisfazem

α1 = αL−1 > α2 = αL−2 > · · · > αL′ = αL′+1, (4.36)

sendo a degenerescência devida à simetria, tem-se

η1 = βα1

η2 = βαL−1

η3 = βα2

η4 = βαL−2

...

ηk =











βα(k+1)/2 se k é ı́mpar

βαL−k/2 se k é par
, (4.37)
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para os casos em que|αL′| < |α1|. Caso|αL′| > |α1|, o ordenamento dos autovalores é exata-

mente o inverso do apresentado em (4.37).

Portanto, o espectro de Lyapunov do estado sincronizado é

h0 = lnβ (4.38)

hk = lnβ + ln |(1− ε)+2
ε

ν(σ)

L′

∑
t=1

(

1
tσ

)

cos

(

π (k+1)t
L

)

| (k ı́mpar)

hk = lnβ + ln |(1− ε)+2
ε

ν(σ)

L′

∑
t=1

(

1
tσ

)

cos

(

π (L−k) t
L

)

| (k par)

sendo que todos osk = 1, · · · ,L− 1 representam direções trasnversais àS e h0 = lnβ é o

expoente de Lyapunov do mapa desacoplado. Caso|αL′| > |α1|, deve-se trocark → L−k em

(4.38).

De posse dos expoentes de Lyapunov transversais deS , é possı́vel determinar os

valores deσ e ε que resultam emhk < 0 (k > 0) para um dado tamanho de redeL. Para a rede

considerada, essa análise foi feita por Anteneodo e colaboradores(16). Os valores crı́ticos que

caracterizam a transição da estabilidade deS podem ser obtidos fazendo-se

h1 = 0, (4.39)

o que resulta em duas expressões paraε em função deβ , σ eL:

εc =
(

1−β−1)/

(

1− 2
ν(σ)

L′

∑
t=1

cos(2πt/L)

tσ

)

(4.40)

ε ′c = (1+β−1)/

(

1− 2
ν(σ)

L′

∑
t=1

cos(2πtL′/L)

tσ

)

, (4.41)

obtidas simplesmente considerando a condição (4.39) em (4.38) para os dois ordenamentos

possı́veis dos autovalores em (4.37). Observe que os valores crı́ticos dos outros parâmetros

para queh1 = 0 podem ser diretamente obtidos pela inversão das express˜oes (4.40) e (4.41).

Para a rede (4.7), o espectro de Lyapunov calculado paraS é, na verdade, o espectro

de Lyapunov de qualquer trajetória emΩ, pois a rede é linear por partes e a matriz Jacobiana é

dada por (4.10) independentemente da trajetória.
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Os critérios de estabilidade desenvolvidos nessa seçãoconsideram apenas aestabili-

dade localda variedade de sincronização, através do espectro dos expoentes de Lyapunov. Em

princı́pio, a estabilidade local garante4 apenas que trajetórias na vizinhançaΣ deS finalmente

alcançam o estado. De maneira geral, observa-se que, para diversos tipos de acoplamento e

dinâmica local, a estabilidade local deS coincide com a convergência de trajetórias tı́picas em

Ω para o estado sincronizado(9).

Recentemente, Cencini e Torcini(10) investigaram numericamente a transição para o

estado sincronizado da rede (4.7) em função da intensidade e alcance do acoplamento, bem

como do número de mapas envolvidos, paraβ = 1,1. Eles argumentam que, para redes for-

madas por mapas descontı́nuos acoplados, a estabilidade linear deS não é suficiente para se

garantir a observação da sincronização. Na seção seguinte, a análise da estabilidadeglobal

deS será realizada e, através desta, serão determinados os intervalos de parâmetros para os

quais a sincronização necessariamente é observada. Umainvestigação detalhada da aparente

discordância entre os resultados numéricos observados em (10) e a análise da estabilidade global

do estado sincronizado será apresentada no capı́tulo 5.

4.5.2 A estabilidade global - A medida natural

Nesta seção serão determinados os critérios para queS sejaglobalmente estável, ou

seja, para que todas as trajetórias tı́picas emΩ assintoticamente tendam àS . Esse resultado é

possı́vel devido à hiperbolicidade da rede, verificada na seção 4.1, e à expressão para a medida

natural de um conjunto em termos das órbitas periódicas instáveis imersas nesse conjunto, dada

pela equação (3.5).

O resultado apresentado aqui engloba a rede em estudo, mas émais geral: abrange

todas as redes hiperbólicas da forma (4.1) cujas matrizesA são tais que o espaço de fase da

redeΩ é dado porΩ = ωL. Por simplicidade do tratamento, reserva-se a notaçãoηk para os

d(L−1) autovalores transversais ao estado sincronizadoS e denota-se porΛk osd autovalores

4A observação de sincronização nas trajetórias emΣ é garantida apenas para esse caso, uma vez que a rede é
hiperbólica. Para sistemas não-hiperbólicos, a negatividade de todos os expoentes de Lyapunov transversais pode
não ser suficiente para inferir a convergência dessas trajetórias.
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associados às direções longitudinais. A variedade de sincronizaçãoS agora é dada por

S =
{

x : x(0,k) = x(1,k) = · · · = x(L−1,k),k = 0,1, · · · ,d−1
}

. (4.42)

Como emS a dinâmica é determinada por

yn+1 = g(yn), (4.43)

na qualy ∈ ω e ω ⊆Rd, sendog é um mapa caótico e hiperbólico. Sejam

|Λ0(y∗)| > · · · > |Λdi(y
∗)| > 1 > |Λd−de(y

∗)| > · · · > |Λd−1(y
∗)| (4.44)

os autovalores ordenados decrescentemente por suas magnitudes de um ponto periódico instável

y∗ ∈ A , sendoA ⊆ ω o atrator caótico deg(y). Em (4.44),de e di denotam, respectivamente,

a dimensão estável e instável dey∗, comde+di = d. O conjunto de pontos periódicos emA é

denso, por definição. Sejaℓ(y∗) o produto das magnitudes dos autovalores instáveis dey∗:

ℓ(y∗) =
di−1

∏
k=0

|Λk(y
∗)|. (4.45)

Como assume-se hiperbolicidade parag, a expressão (3.5) é formalmente válida emω e, para

qualquer conjuntoB ⊆ ω, é verdade que

µ(B) = lim
p→∞ ∑

y∗∈B

1
ℓ(y∗)

, (4.46)

sendo que a soma estende-se sobre todos os pontosp-periódicos deg contidos emB. Por

definição, encontra-se

µ(A ) = lim
p→∞ ∑

y∗∈A

1
ℓ(y∗)

= 1≡ µ(ω). (4.47)

Considere agora uma rede composta deL mapasg(y) acoplados. O espaço de fase é

dado porΩ = ωL. Como assume-se (4.1) hiperbólica, a expressão (3.5) também é formalmente

válida emΩ. Sejax∗ um ponto periódico da rede pertencente àS , ou seja,x∗ é um ponto em

Ω composto deL repetições dey∗. Todos os pontos periódicosx∗ ∈ S possuemD ≡ d(L−1)

direções transversais, às quais podem ser associados osseguintes autovalores ordenados por sua
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magnitude,

|η0(x∗)| > · · · > |ηDi(x
∗)| > 1 > |ηD−De(x

∗)| > · · · > |ηD−1(x∗)|, (4.48)

sendoDi e De o número de direções transversalmente instáveis e est´aveis emS , respectiva-

mente, comD = De+Di .

Agora, segundo (3.1), escreve-se

Li(x∗) = ℓ(y∗)
Di

∏
k=0

|ηk (x∗) | (4.49)

como o produto detodosos autovalores instáveis do ponto periódicox∗ ∈S . Note que o termo

ℓ(y∗) considera os autovalores instáveis dex∗ nas direções longitudinais.

A partir das órbitas periódicas instáveis contidas emS , pode-se determinar uma ex-

pressão para a medida da vizinhança linearΣ de S . A dinâmica emΣ já é conhecida pela

análise linear feita na seção anterior. Substituindo-se (4.49) em (3.5) paraΣ, obtém-se

µ(Σ) = lim
n→∞ ∑

x∗∈Σ

1
Li(x∗)

, (4.50)

sendo que a soma se estende sobre todos os pontos fixos da rede (4.1) contidos emΣ. Uma vez

que a rede é hiperbólica eS é invariante, pode-se fazer∆ → 0 em (4.33) de maneira que todos

os pontos periódicos da rede estejam contidos emS . Logo, pode-se escrever

µ(Σ) = lim
n→∞ ∑

y∗∈ω

(

1
ℓ(y∗)

)

(

1

∏Di
k=0 |ηk (x∗) |

)

, (4.51)

na qual entende-se quex∗ é um vetor composto porL repetições dey∗.

Assim, a equação (4.51) fornece uma expressão para a medida da vizinhança linear

do estado sincronizado. Segundo a definição 1, a medidaµ(Σ) representa a fração de tempo

que uma trajetória tı́pica do sistema permanece emΣ. Para queΣ seja globalmente estável, é

necessário queµ(Σ) = 1. Comparando (4.51) com (4.47), observa-se que

1

∏Di
k=0 |ηk (x∗) |

= 1 (∀x∗ ∈ Σ) (4.52)



63

implica

µ(Σ) = µ(ω) = 1, (4.53)

ou seja, a vizinhança deS é globalmente estável setodasas órbitas periódicas deS forem

transversalmente estáveis. Uma vez que a rede é assumida hiperbólica, se|η0(x∗)| < 1 para

algumx∗ ∈ S , então|η0(x∗)| < 1 para qualquerx∗ ∈ S .

Este resultado demonstra que se (4.52) é satisfeita, então µ(Σ) é globalmente estável.

Mas observe que (4.52) implicaDi = 0, o que implicah1 < 0 e coincide com a condição (4.35)

para a estabilidade local deS . Ou seja, seDi = 0, todasas trajetórias tı́picas emΩ assinto-

ticamente tenderão àΣ. ComoS é localmente estável emΣ, todasas trajetórias tı́picas deΣ

assintoticamente tenderão àS . Portanto, para redes hiperbólicas de mapas caóticos acoplados,

a estabilidade local deS , caracterizada pela negatividade de todos os expoentes de Lyapu-

nov transversais, implicaestabilidade globaldo estado sincronizado. Esse é um dos principais

resultados desse trabalho.

Como conseqüência direta, as expressões (4.40) e (4.41)determinam os parâmetros

crı́ticos para quetodasas trajetórias tı́picas da rede (4.7) sincronizem. No cap´ıtulo seguinte

será explorado o porquê de simulações numéricas aparentemente contradizerem esse resultado.
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5 As redes hiperb́olicas - os transientes

No capı́tulo anterior, as condições para a sincronizaç˜ao de caos em redes hiperbólicas

foram determinadas através da análise da estabilidade global do estado sincronizado em função

das órbitas periódicas imersas na variedade de sincronizaçãoS . Neste capı́tulo, uma realização

de rede hiperbólica dada porL mapas de Bernoulli linearmente acoplados, com interações de

longo alcance decaindo com a distância entre os sı́tios como uma lei de potência, será investi-

gada em detalhes. Mais especificamente, a rede

xn+1 = Af(xn), (5.1)

comA definido na equação (4.17),

[A]km = (1− ε)δkm+
ε

ν(σ)

(1−δkm)

rσ
km

, (k,m= 0,1, · · · ,L−1) (5.2)

ν(σ) dado por (4.18) e a dinâmica local determinada pelo mapa de Bernoulli, equação (2.5),

f (k)(x) = βx(k) mod1, (x ∈ Ω = [0,1)L) (5.3)

será analisada. Os critérios (4.40) e (4.41) serão verificados numericamente e a discrepância

entre os resultados apresentados por Cencini e Torcini(10) e as expressões analı́ticas do capı́tulo

4 será elucidada em termos das órbitas periódicas instáveis da rede.

5.1 O tempo de sincronização

As simulações computacionais envolvendo a sincronização obedecem o seguinte algo-

ritmo:
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1. L condições iniciaisy(k)
0 são sorteadas aleatoriamente com probabilidade uniformeno inter-

valo [0,1);

2. Caday(k)
0 é iteradoTw vezes com o mapa de Bernoulli, equação (2.5), a fim de se obter uma

condição inicial para o vetor de estado da rede respeitando a medida do mapa desacoplado;

3. O vetor de estado da rede é determinado porx(k)
0 = y(k)

Tw
;

4. A rede (5.1) é iterada até quedn < θq, quando infere-se a sincronização, ou até quen> Tmax,

quando diz-se que a sincronização não foi observada.

O passo 2 é considerado para que o vetor de estado inicialx0 represente uma condição

inicial tı́pica da rede. Para mapas de Bernoulli, nos quais oatrator caótico preenche todo o

espaço de faseω = [0,1), tomar um conjunto de condições iniciais aleatórias emω pode não

representar uma amostragem real do espaço de fase, uma vez que a densidadeρ(x) é tipicamente

não uniforme1, mas certamente todas as trajetórias consideradas são t´ıpicas. Nos casos em que

o atrator caóticoA não preenche todo o espaço de faseω, a simples escolha aleatória de

x0 pode representar uma condição inicialat́ıpica. Os parâmetrosTw = 10w e θq = 10−q são

escolhidos de maneira a se obter uma aproximação satisfatória dos limitesTw → ∞ e θq → 0.

Nessa dissertação, a “aproximação satisfatória” para Tw foi a seguinte: considere a densidade

ρn(x) determinada numericamente para um conjunto de milhares de condições iniciais iteradas

até o tempon, como foi feito na figura 2.3. Por construção,ρ0(x) = 1. Define-se portantoTw

como o menor inteiro que satisfaz

∫

ω
|ρTw−1(x)−ρTw(x)|dx ≈

∫

ω
|ρTw(x)−ρTw+1(x)|dx, (5.4)

ou seja,Tw é o número de iteradas necessárias para a distribuiçãoinicial ρ0(x) relaxar para o

estado estacionário. Tipicamente, para o mapa de Bernoulli, w = 3 é suficiente.Tmax é um

parâmetro de corte devido à limitação computacional. Com os computadores comerciais de

hoje, é possı́vel fazer simulações envolvendo bilhõesde iteradas em apenas alguns minutos.

1Sendo uniforme apenas paraβ ∈N comβ > 1.
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Note queθq → 0 recupera a definição da vizinhança linear (4.33) deS . Como emΣ a

dinâmica transversal àS é dominada pelos autovalores da matriz Jacobiana, é verdade que

dn+m = dne−m|h1|, (5.5)

paraxn ∈ Σ. Assim, define-seθq como o maior valor para o qual a relação (5.5) seja válida para

todom> 0 edn < θq. Tipicamente,θq é uma função da dinâmica local, do tamanho da rede e

da forma e intensidade do acoplamento. Nas simulações em que não for indicado o contrário,

foram utilizadosw = 3, q = 10 eTmax = 1010.

Na figura 5.1, a série temporal dedn para uma condição inicial tı́pica está representada

para três alcances de acoplamento distintos. A intensidade do acoplamentoε foi determinada

de modo a fixar o maior expoente de Lyapunov transversal,h1, como sendoh1 = −0,02. Esse

critério, embora arbitrário, fornece uma sistemática para comparar, qualitativamente e quantita-

tivamente, os diferentes sistemas definidos por pares distintos de parâmetros(ε,σ). A dinâmica

transversal emΣ é dominada porh1 e, portanto, equivalente para todos os sistemas. O fato co-

mum aos três casos, indicados na figura 5.1, é que a trajetória oscila de forma errática por um

certo tempo até quedn decresça monotonicamente a zero.

O tempo necessário para quedn alcanceθq é definido comotempo de sincronização

ts. Atente para o fato que em 5.1(c) as primeiras 13000 iteradasda rede foram omitidas para

não sobrecarregar a figura. Fica claro quets depende dos parâmetros da rede. Quando outras

condições iniciais são utilizadas, mesmo determinadassegundo o mesmo algoritmo, o tempo de

sincronização observado pode variar, embora o comportamento observado seja qualitativamente

o mesmo do apresentado na figura 5.1.

O tempo de sincronização ou, mais especificamente, o tempode sincronização médio,

〈ts〉, é uma quantidade dinâmica relevante na análise de redesde mapas acoplados. No caso

de um experimento, esse seria o tempo necessário para que o sistema relaxasse ao estado de

comportamento espacial sincronizado.

EmboraS seja globalmente estável, a trajetória permanece distante, e por alguns ins-

tantes de tempo, se distanciando, do estado sincronizado. Esse comportamento está evidente nas
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Figura 5.1: A série temporal dedn paraL = 15 eβ = 1,1 com (a)σ = 0,00, (b)σ = 0,50 e (c)
σ = 1,00 , sendoε ajustado para queh1 = −0,02.

três situações apresentadas na figura 5.1 e será investigado em detalhes nas próximas seções.

A dependênca de〈ts〉 com os parâmetros da rede pode ser observada na figura 5.2,

paraL = 15 eβ = 1,1 fixados. A curva crı́tica dada por (4.40) está indicada pela interface

entre as regiões colorida e branca. Observe que, próximo aessa curva,h1 / 0. Uma vez que a

distância à variedade de sincronização diminui, no máximo, a uma taxa exponencial dada por

|h1|, o tempo de sincronização próximo à curva é grande quando comparado com acoplamentos

mais intensos, dados porε ≈ 0,50, nesse caso. Note também que〈ts〉 varia suavemente em

todo o espaço de parâmetros acima da curva crı́ticaεc. Isso é uma conseqüência direta da

hiperbolicidade da rede.

O que é intrigante no resultado da figura 5.2 é a existênciade valores grandes para〈ts〉

mesmo para pares de parâmetros(ε,σ) distantes da curvaεc(σ), região na qual os expoentes

de Lyapunov transversais deS são todos negativos e distantes de zero.
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Figura 5.2: O tempo de sincronização médio log10〈ts〉, indicado na escala de cores, em função
do acoplamentoε e do alcanceσ paraL = 15 eβ = 1,1. A região em branco não pertence à
região de sincronização, pois nelah1 > 0.

5.2 A taxa de escape

Nesta seção, a hipótese da natureza topológica dos grandes tempos de sincronização

observados na figura 5.2 será levantada. Como verificado na seção 4.5, a rede (5.1) é linear por

partes e o espectro de Lyapunov (4.38) é o mesmo para qualquer trajetória emΩ, não apenas

para as trajetórias no estado sincronizado. Ou seja, as trajetórias representadas na figura 5.1

também possuem

h0 = lnβ > 0. (5.6)

Embora a direção instável dessas trajetórias dessincronizadas seja paralela àS , a po-

sitividade de um dos expoentes de Lyapunov indica que elas s˜ao instáveis. Note queh0 > 0

e o caráter errático dedn na figura 5.1, aparentemente aleatório, sugerem que essas trajetórias
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são caóticas. Isto é, sabe-se que uma vez sincronizada, atrajetória fica limitada à variedade de

sincronização, na qual, por construção, existe o atrator caótico do mapa desacoplado. Mas o

comportamento das trajetórias na figura 5.1 e a condição (5.6) indicam comportamento caótico

mesmo fora do estado sincronizado.

Considere que a trajetória seja caótica2 e que os parâmetros da rede são ajustados para

queS seja globalmente estável, conforme análise da seção 4.5. Seja tambémΓ = Ω−Σ todo

o espaço de fase da rede, exceto a vizinhança linear deS . Assim, o tempo de sincronizaçãots

pode ser caracterizado como o tempo em que a trajetória permanece emΓ. ComoΣ é uma região

invariante, poisS é invariante e estável emΣ, qualquer trajetória que deixaΓ jamais retorna.

Tem-se, portanto, a seguinte situação: toda trajetóriatı́pica emΩ finalmente e assintoticamente

se aproximará deS , mas durante um tempots, que pode variar de trajetória para trajetória, as

trajetórias comportam-se de maneira errática emΓ. Como as trajetórias nunca retornam àΓ,

observa-se que a dinâmica emΓ satisfaz os pré-requisitos para que exista um conjuntoG ⊂ Γ tal

queG seja uma sela caótica - a definição de sela caótica, bem como suas propriedades, é dada na

seção 2.4. Desse modo, o tempo de sincronização,ts, pode ser considerado o tempo transiente

de uma trajetória em uma sela caótica. Isto é, o comportamento errático dedn na figura 5.1 seria

associado ao caos transiente na selaG . Uma vez queΓ contém uma sela caótica, é verdade que,

paraN0(Γ) ≫ 1 condições iniciais uniformemente distribuidas emΓ, tem-se (2.28):

Nn(Γ) ∝ e−γn, (n≫ 1) (5.7)

sendoNn(Γ) o número de trajetórias que permanecem emΓ apósn iteradas eγ a taxa de escape

deΓ, dada pela equação (2.29):

γ = ∑
hk>0

hk−hKS. (5.8)

O decaimento exponencial do número de trajetórias emΓ é tipicamente observado. Na

figura 5.3,Nn(Γ) como uma função den está indicado para os mesmos parâmetros utilizados na

2Como foi exposto no capı́tulo 2, caos está associado à positividade de dois expoentes crı́ticos: o expoente
de Lyapunov e a entropia-KS. O comportamento errático das trajetórias indicadas na figura 5.1 sugere entropia
positiva. Na seção seguinte, através da expansão em ciclos primos da seção 3.4, a positividade da entropia será
demonstrada.
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figura 5.1. Nota-se que, paran≫ 1, o decaimento é exponencial, fornecendo mais um indicativo

da existência de uma sela caóticaG em Γ. As linhas tracejadas na figura 5.3 são relativas ao

ajuste de (5.7) pelo método dos mı́nimos quadrados, desconsiderando-se as primeiras iteradas

em que o comportamento é não exponencial.

Figura 5.3: O número de trajetórias no estado dessincronizado em função do tempon, para
2×104 condições iniciais e os mesmos parâmetros da figura 5.1:L = 15 eβ = 1,10,σ indicado
na legenda eε ajustado para queh1 = −0,02.

A taxa de escapeγ foi calculada através do ajuste de (5.7) para todo o intervalo de

parâmetros em que〈ts〉 foi determinado na figura 5.2 e o resultado está indicado na figura 5.4,

sendo log10γ dado pela escala de cores. Os valores deγ > 10 foram omitidos para evidenciar

na escala de cores o comportamento mais próximo à curva cr´ıtica εc, novamente indicada pela

interface entre a região inferior branca e a colorida.

Percebe-se a semelhança entre as figuras 5.2 e 5.4, tanto nospadrões apresentados

quanto nos valores, sendo uma o negativo da outra, justificando assim a escolha da escala lo-

garı́tmica na base 10 paraγ. Na verdade, o tempo de sincronização está diretamente relacionado
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Figura 5.4: O logaritmo da taxa de escape, log10γ, indicado em escala de cores, calculado no
espaço de parâmetrosε×σ paraL = 15 eβ = 1,10. Os valores comγ > 10 não estão indicados.

com a taxa de escapeγ, uma vez que, como indicado na equação (2.31),

〈τ〉 =
1
γ
, (5.9)

é o tempo de vida médio de uma trajetória em uma sela caótica. A expressão (5.9) pode ser

obtida através do seguinte cálculo:

Seja pn a probabilidade de se observar a sincronização de uma trajetória tı́pica no

tempon. Segundo (5.7), paran grande, esta probabilidade é

pn = κ
Nn(Γ)−Nn+1(Γ)

N0(Γ)
= κ(1−e−γ)e−γn, (5.10)

na qualκ é uma constante de normalização. Assumindo que a probabilidadepn seja dada por
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(5.10) para todon, κ é obtida por

∞

∑
n=1

pn = 1

⇓

κ =
1

(1−e−γ)

(

∞

∑
n=1

(

e−γ)n

)−1

= eγ

e, portanto,

pn = (eγ −1)e−γn. (5.11)

Logo, o tempo de sincronização esperado é

〈ts〉 =
∞

∑
n=1

npn = (eγ −1)
∞

∑
n=1

n
(

e−γ)n

〈ts〉 = (eγ −1)

(

e−γ

(1−e−γ)2

)

=
1

1−e−γ =
eγ

eγ −1
. (5.12)

Comoγ ≈ 0, expande-seeγ até primeira ordem emγ e a relação

〈ts〉 =
1+ γ

γ
≈ 1

γ
, (γ ≈ 0) (5.13)

é recuperada. O resultado (5.13) é obtido através da aproximação depn por (5.11) para todon,

embora seja formalmente válida apenas paran ≫ 1. Os resultados da figura 5.3 sugerem que

esta aproximação é válida, pois a região em queNn(Γ) difere de (5.7) é pequena, principalmente

paraγ pequenos.

Comoγ é uma quantidade dinâmica fundamental que caracteriza uma sela caóticaG ,

(5.13) fornece um resultado caracterı́stico da rede, o tempo médio de sincronização, em termos

de uma quantidade intrı́nseca do sistema.

O tempo de sincronização médio〈ts〉 também pode ser obtido diretamente de simulações

utilizando um grande número de trajetórias tı́picas da rede, como foi feito na figura 5.2. Mas

esse método envolve um parâmetro arbitrário: o tamanho da vizinhança linearθq. Especial-

mente para simulações comh1 / 0, essa escolha pode influenciar, em ordens de grandeza, a

determinação de〈ts〉. Isso porque, nas vizinhanças deS , a distância entre a trajetória e a va-
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riedade de sincronização cai exponencialmente à taxa dada por|h1|. Seja∆ o tamanho real da

vizinhança linear deS , isto é, todos os pontos fixosx∗ contidos emΣ∆ pertencem àS , e seja

θq o critério para a sincronização escolhido para uma simulação, comθq < ∆. Como emΣ∆ a

dinâmica é formalmente dominada pelo termo linear, a distânciadn obedece

dn+T = dne−|h1|T . (5.14)

Fazendo-sedn = ∆ e dn+T = θq em (5.14), obtém-se o número de iteradas adicionaisT consi-

deradas em〈ts〉:

T =
1
|h1|

ln

(

∆
θd

)

. (5.15)

Uma vez quex∗ ∈ Σ∆ implica sincronização, estasT iteradas da rede não devem ser considera-

das no tempo de sincronização. Devido àT ser inversamente proporcional à|h1|, a subestimação

deΣ∆ pode acarretar〈ts〉 superestimado para|h1| ≈ 0.

A determinação de〈ts〉 através de (5.13) é insensı́vel ao tamanho deθq, desde que, é

claro, θq < Σ∆, mesmo queγ seja determinado numericamente, como foi feito na figura 5.3,

pois a subestimação deθq apenas desloca a curva, mantendo sua inclinação constante. Nas

próximas seções, a teoria de órbitas periódicas, desenvolvida no capı́tulo 3, será utilizada para

determinar a taxa de escape deΓ sem o cálculo de médias sobre longas trajetórias tı́picas da

rede, formalmente comprovando a hipótese de que os altos tempos de sincronização observados

são devidos ao caos transiente da sela caóticaG ⊂ Γ.

5.3 Asórbitas períodicas inst́aveis da rede

Nesta seção será realizada a determinação dos pontos de perı́odop da rede de mapas

de Bernoulli acoplados, equação (4.7). Uma solução exata para esses pontos será derivada, a

qual resultará também na expressão para a partição geratriz deΩ, e o método de detecção de

Schmelcher e Diakonos(14) será implementado para essa rede.
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5.3.1 A express̃ao geral

Um ponto periódico da rede satisfaz a seguinte expressão:

xn+p = F(p)
β (xn) = xn, (5.16)

sendoF(p)
β (xn) a representação parap aplicações da rede (5.1) emxn. Utilizando a notação

definida em (4.7), a equação (5.16) torna-se

xn+p = β pApxn−
p

∑
m=1

(βA)mkp−m = xn. (5.17)

Como um ponto de perı́odop também é solução de (5.16) comp → rp para qualquerr ∈ N,

tem-se

xrp = (βA)rp x0−
(

r−1

∑
s=0

(βA)sp

)

p

∑
m=1

(βA)mkp−m = x0, (5.18)

na qual, por simplicidade e sem perda de generalidade, fez-se n = 0. Definindo

H ≡ βA (5.19)

e evidenciandox0 em (5.18), obtém-se

x0 = (Hrp−1)−1
r−1

∑
s=0

Hsp
p

∑
m=1

Hmkp−m. (5.20)

Seja agoraP uma transformação de similaridade tal que

P−1HP = HD, (5.21)

cuja matrizHD é diagonal, com seus elementos dados pelos autovalores deH. Ou seja,P é

composta dos autovetores deH arranjados em colunas. Atuando com

P−1P = 1 = PP−1
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em (5.20) e observando que, uma vez queH é circulante,Hk também o é e, por sua vez, também

(Hk−1)−1, tem-se

x0 = 1(Hrp−1)−11
r−1

∑
s=0

Hsp1
p

∑
m=1

Hmkp−m

x0 = P

(

r−1

∑
s=0

(Hrp−1)−1
D Hsp

D

)

P−1

{

p

∑
m=1

Hmkp−m

}

, (5.22)

na qual(Hrp−1)−1
D é uma matriz diagonal cujos elementos são os autovalores de (Hrp−1)−1.

Em (5.22) o fato exposto no apêndice A de que todas as matrizes circulantes possuem o mesmo

conjunto de autovetores foi utilizado. Uma vez que

[

(Hrp−1)−1
D Hsp

D

]

lm
= δlm

(

ηsp
m

η rp
m −1

)

, (5.23)

sendoηm o m-ésimo autovalor deHD
3, os componentes da matriz resultante do termo entre

parênteses na equação (5.22) são dados por
[

r−1

∑
s=0

(Hrp−1)−1
D Hsp

D

]

lm

= δlm

r−1

∑
s=0

(

(

η p
m
)s

(

η p
m
)r −1

)

. (5.24)

Como a expressão (5.18) deve ser válida para qualquerr ∈N, faz-ser → ∞ em (5.24) para se

eliminar a dependência emr. Existem duas possibilidades,|ηm| < 1 e |ηm| > 1, mas ambas

resultam na mesma expressão em termos dom-ésimo autovalor deH:

lim
r→∞

r−1

∑
s=0

(

(

η p
m
)s

(

η p
m
)r −1

)

=
1

η p
m−1

. (5.25)

Assim, tem-se a igualdade

lim
r→∞

(

r−1

∑
s=0

(Hrp−1)−1
D Hsp

D

)

= M (p)
D , (5.26)

sendo os componentes deM (p)
D dados por:

[M (p)
D ]lm =

δlm

η p
m−1

. (5.27)

3Estes autovalores são exatamente os mesmos que em (4.11).
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Portanto, (5.22) pode ser reescrita na forma

x0 = PM(p)
D

p

∑
m=1

Hm
DP−1kp−m. (5.28)

Uma vez queP é composta dos autovetores da rede, os componentes deM (p)
D e Hm

D são com-

postos apenas dos autovalores da rede ekm pode assumir os valores estipulados em (4.9), a

expressão (5.28) fornece a solução de todos os pontos de perı́odop da rede (4.7).

Como o vetorkm representa a ação do módulo nam-ésima iterada da rede, os compo-

nentes de todos os vetores{k j}p
j=1 não são independentes entre si. Em princı́pio, a determinação

de um dado ponto periódicox∗ = x0 através de (5.28) requer o conhecimentoa priori de

{k j}p
j=1, que é possı́vel apenas sex∗ já for conhecido. Mas isso não invalida a expressão

(5.28). É possı́vel utilizá-la para se obtertodosos pontos de perı́odop ao se considerar todas

as possı́veis combinações{k j}p
j=1 e verificar, uma a uma, se resulta ou não em uma solução

de (5.16). Esse procedimento, embora resulte no conjunto correto e completo de pontosp-

periódicos, pode não ser viável para grandes redes e/ou perı́odos muito altos, pois existem4 JLp

combinações possı́veis dosp vetoreskm L-dimensionais.

A expressão (5.28) fornece um resultado muito importante para a análise da seção

subseqüente. Se um conjuntoπ(p)
s = {k j}p

j=1 em (5.28) especifica uma solução de (5.16), essa

especificação é biunı́voca:π(p)
s determina um, e somente um, ponto fixo da rede e cada ponto

fixo é representado por um, e somente um, conjuntoπ(p)
s . Ou seja, a expressão (5.28) fornece

uma maneira biunı́voca de se associar um sı́mbolo,π(p)
s , a um ponto periódico da rede. Portanto,

(5.28) define uma partição geratriz paraFβ : Ω → Ω.

Da análise da expressão para a medida deΣ obtida no capı́tulo 4 resulta um limite su-

perior para o número de sı́mbolosπ(p)
s possı́veis, em função do número de pontosp-periódicos

existentes emΓ. Uma vez que, para a rede em questão com os parâmetros em queS é global-

mente estável, para um dado perı́odop, tem-se

Li(x0) = β p

4Exatamente como em (4.9),J é dado pelo maior inteiro que satisfazJ < β .



77

para todas as soluçõesx0 de (5.28), a expressão para a medida deΓ em termos de suas órbitas

periódicas instáveis, dada por (3.5), torna-se

µ(Γ) = lim
p→∞ ∑

x0∈Γ

1
β p = lim

p→∞

Pp(Γ)

β p , (5.29)

sendoPp(Γ) o número de pontosp-periódicos contidos emΓ. ComoS é globalmente estável,

tem-se

µ(Γ) = 0, (5.30)

poisΩ = Σ+Γ e µ(Ω) = 1= µ(Σ). Ainda prosseguindo com a hipótese de que existe uma sela

caóticaG contida emΓ, é verdade que

Pp(Γ) ∝ ehT(Γ)p, (5.31)

sendohT(Γ) a entropia topológica deG ⊂ Γ. Substituindo (5.31) em (5.29) e considerando o

resultado (5.30), chega-se à

lim
p→∞

(

ehT (Γ)

β

)p

= 0, (5.32)

e, portanto,

hT(Γ) < lnβ ≡ hT(Σ). (5.33)

Como a expressão (5.28) associa um sı́mboloπ(p)
s a cada pontop-periódico, a expressão (5.31)

juntamente com (5.33) fornece um limite superior para o número de sı́mbolos possı́veis, ou seja,

certamente observa-se, parap≫ 1,

Pp(Γ) < ehT(Σ)p = β p. (5.34)

Assim, dosJLp sı́mbolos possı́veisπ(p)
s determinados por (5.28), parap ≫ 1, apenas uma

porção menor queβ p fornece pontosp-periódicos da rede. Note que existem exatamente5

β p−1 sı́mbolosπ(p)
s que resultam em pontos periódicos contidos emS . Portanto, para redes

grandes, a determinação dos pontos periódicos da rede a partir de (5.28) torna-se impraticável,

pois existem aproximadamenteJp(L−2) sı́mbolosπ(p)
s que não resultarão em pontos periódicos.

5Este número é exato somente parap→ ∞. Parap finito, Pp(Σ) ≈ β p.
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5.3.2 Detecç̃ao numérica

Uma vez que se deseja encontrar as órbitas periódicas deFβ emΓ, mas a utilização de

(5.28) é limitada devido ao custo computacional, o conjunto de pontosp-periódicos pode ser

encontrado através do método exposto na seção 3.3. Paraisso, faz-se a análise da estabilidade

dos pontos fixos de (3.29), que são, por construção, pontos de perı́odop da rede (4.7). Através

dessa análise, a matriz de estabilizaçãoO e o parâmetroς podem ser determinados, de modo

que sex∗ é um pontop-periódico instável deFβ , entãox∗ é um ponto fixo estável de (3.29):

sk(x) = x+ ςOk

[

F(p)
β (x)−x

]

. (5.35)

A matriz Jacobiana do sistema transformadosk é dada pela equação (3.34),

Dsk ≡ J = 1+ ςOk(Hp−1) (5.36)

sendoH = βA e A a matriz de acoplamento (4.17), exatamente como na seção anterior. A

matriz de estabilizaçãoOk é dada por

Ok = P−1ODkP, (5.37)

na qualOD é dada por (3.33) eP é a transformação de similaridade que diagonaliza(Hp−1),

ou seja, é composta dos autovetores de uma matriz circulanteL×L, exatamente como na seção

anterior e como foi desenvolvido no apêndice A. Substituindo-se (5.37) em (5.36) e fazendo

uso da identidadeP−1P = 1 = PP−1, obtém-se

PJP−1 ≡ JD = 1+ ςODk
(

Hp
D −1

)

, (5.38)

na qualJD e Hp
D são matrizes diagonais cujos elementos são os autovalores deJ e Hp, respec-

tivamente. Dessa maneira, os autovalores deJ são obtidos diretamente de (5.38):

ϑm ≡ [JD]mm = 1+ ςo(m)
k (η p

m−1), (5.39)

sendoo(m)
k = ±1, definidos na seção 3.3. Para que um ponto fixox∗ seja estável no sistema

transformadosk, é necessário que|ϑm| < 1 param= 0,1, · · · ,L−1. Isso delimita a forma de
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ODk da seguinte maneira:

• Casoηm > 1, faz-seo(m)
k = 1;

• Casoηm < −1, faz-seo(m)
k = (−1)p+1

• Caso|ηm| < 1, faz-seo(m)
k = 1.

Nos casos em queS é globalmente estável, sempre se observa

η0 = β > 0 e |ηk| < 1, (k = 1, · · · ,L−1)

e, portanto, a matriz que estabiliza todos os pontos periódicos deFβ é

ODk ⊜

























−1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

























. (5.40)

Assim, recuperandoOk a partir de (5.37), obtém-se

Ok = P−1ODkP

⇓

[Ok]ab =
L−1

∑
m=0

[

P−1]

am[ODkP]mb

[Ok]ab = δab−2/L, (5.41)

utilizando o fato de queP−1 = P†, sendo † o sı́mbolo para matriz transposta e conjugada, e que

os componentes deP são dados no apêndice A por:

[P]ab =
e−(2π i)ab/L

√
L

. (5.42)

De posse dos elementos da matrizOk, ou equivalentemente, da matrizODk, o valor ótimo deς

é determinado fazendo

|ι0| = |ι1|, (5.43)
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na qualιm representa om-ésimo autovalor deJ, ϑk, ordenado de maneira decrescente, segundo

a sua magnitude.

Parap≫ 1, o ordenamento deϑk é igual ao deη p
k , ou seja,

ιk = ϑk,∀k, (5.44)

pois |η p
m| → 0 param 6= 0 e, portanto, o valor deς que otimiza a detecção é obtido a partir da

equação (3.39):

|ϑ0| = |ϑ1|

|1− ςo(η p
0 −1)| = |1+ ςo(η p

1 −1)|

⇓

ςo =
2

β p−η p
1
, (5.45)

sendoη0 = β eς = 0 é desprezado, pois inviabiliza a detecção. Assim, parauma dada precisão

ψ, o tempo estimado para a detecção,tD, é dado pela subtituição de (5.45) emϑ0 e fazendo-se

h0 = lnϑ0 em (3.38):

tD ≈ ln
(√

L/ψ
)

ln [1− ς0(β p−1)]
, (5.46)

cujo termo
√

L é a maior distância possı́vel emΩ.

A detecção então é feita de acordo com o seguinte algoritmo:

1. Dados os parâmetros da rede,L, σ eε, e o perı́odop, a matriz estabilizaçãoOk é determinada

e o parâmetroςo é calculado a partir de (5.45);

2. O tempo de iteração do método é calculado a partir de (5.46);

3. Um número máximommax de sementes é estabelecido em := 0; repete-se o passo 4 até que

m= mmax;

4. Sorteia-se am-ésima condição inicial aleatóriax0(m) e o sistemask dado por (5.35) é iterado

n vezes, até que
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• |∆xn(m) ≡ xn+1(m)−xn(m)| < ψ

Avança ao passo 5.

• n = tD Nesse caso,m := m+1 e retorna-se ao passo 4.

5. O ponto detectadoxn(m) é comparado com todos os pontos previamente determinados.Se

|xn(m)−xn( j)|> ψ para todoj, então o ponto fixoxn(m) é contabilizado em := 0. Retorna

ao passo 4.

Nesse algoritmo,ψ representa a precisão desejada para a detecção, tipicamenteψ ∼

10−16 (precisão dupla) emmax é o número de sementes utilizadas sem a detecção de nenhum

novo ponto periódico para que se considere a detecção completa. Usualmente,mmax∼ 103, mas

deve-se notar que qualquermmax < ∞ não garante a detecção completa dos pontos periódicos.

Esse algoritmo foi implementado para encontrar os pontos deperı́odop da rede (4.7)

com os parâmetros utilizados na figura 5.1, parap 6 30. Os pontos periódicos detectados

estão indicados nas figuras 5.5(a)-(c), sendo que todos os pontos de uma órbitap-periódica

estão representados pela mesma cor. De acordo com a distribuição desses pontos periódicos no

espaço de fase, pode-se estimar a localização bem como a topologia da sela caóticaG . Como

todos os pontos possuem o mesmo autovalor instávelη0 = β p, a medida de qualquer porção

do espaço de faseCk que não interseccione comΣ será dada em função do número de pontos

p-periódicos contidos emCk, no limite p → ∞. Portanto, a distribuição das órbitas periódicas

emΓ fornece a distribuição da medida da sela, ou seja, quais regiões serão visitadas, e com qual

freqüência, por trajetórias que ainda estão no estado dessincronizado.

O resultado apresentado na figura 5.5(a)-(c) é mais um indicativo de que os longos

tempos de sincronização observados são devidos à existência de uma sela caótica emΓ. Uma

maneira mais direta de evidenciar a influência dessas órbitas periódicas nas trajetórias tı́picas

do estado dessincronizado é dada na figura 5.5(d): para cadaum dos pontosp-periódicos de-

tectados, a distânciad = dist(x∗,S ) foi calculada. Essas distâncias foram indexadas porm de

maneira crescente, segundo o perı́odo da órbita e, então,segundo a ordem de detecção.
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Figura 5.5: A projeção dos pontos detectados com perı́odop 6 30 no planox(l) × x(l+1) para
L = 15 eβ = 1,10, sendoε ajustado para queh1 = −0,02 para (a)σ = 0,00, (b)σ = 0,50 e
(c) σ = 1,00. Todos os pontos de uma mesma órbita estão indicados poruma mesma cor. (d)
A distância entre cada pontop-periódico e a variedade de sincronizaçãoS para os pontos das
figuras (a). (b) e (c). Os pontos foram indexados porm em ordem crescente do perı́odo.

Deve-se fazer a comparação dos resultados em 5.5(d) para os três valores de alcance,

σ = {0,00;0,50;1,00}, com as séries temporais da distância ao estado sincronizado das tra-

jetórias tı́picas indicadas na figura 5.1. A semelhança qualitativa é evidente, embora os resulta-

dos indicados na figura 5.5(d) não representam uma série temporal tı́pica dedn para a rede.

Heuristicamente, a semelhança entre esses dois resultados pode ser justificada pelo

fato de que, uma condição inicial tı́pica emΓ estará, invariavelmente, na vizinhança de algum

ponto periódicox∗. Por um perı́odo de tempo, geralmente alguns múltiplos do perı́odo do
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ponto, a trajetória tı́pica “acompanhará” a órbita periódica dex∗. Mas, como todos os pontos

periódicos emΓ são instáveis, a trajetória tı́pica acaba se afastando dessa órbita periódica.

Como existe6 um conjunto denso de pontos periódicos emΓ, ao se afastar da órbita dex∗,

a trajetória tı́pica se aproximará de um outro ponto peri´odico x∗
′
, pertencente a outra órbita

periódica. Assim, espera-se que a série temporal dedn para uma trajetória tı́pica seja uma

combinação de trechos da figura 5.5(d), exatamente como éobservado. Nota-se que até mesmo

o comportamento aparentemente intermitente, em que a trajetória tı́pica ora permanece próxima

ao estado sincronizado, ora se distancia comdn ≈ O(1), pode ser explicado observando o fato

de que existem órbitas periódicas emΓ tal quedm ≈ 0 edl ≈ O(1) para

dk = dist
(

F(k)
β (x∗),S

)

,

e 06 m, l < p, sendop o perı́odo dex∗. Isto é, os picos dedn observados nas séries temporais

da figura 5.1 também podem ser compostos de trechos da figura 5.5(d).

A argumentação heurı́stica apresentada tem um suporte teórico bastante forte: o som-

breamento de trajetórias tı́picas(11). Segundo a equação (5.28), cada sı́mboloπ(p)
s especifica

uma órbitap-periódica. Mas a evolução de uma trajetória tı́pica por n iteradas também gera

uma seqüência simbólica:

Π(n)(x0) = {k0,k1, · · · ,kn−1} . (5.47)

SeΠ(n)(x0) puder ser escrito como

Π(n)(x0) = {π(p)
s ,π(p)

s′ , · · · ,π(p)
s′′ }, (5.48)

diz-se que a trajetória iniciada emx0 é sombreada pelas órbitas periódicass,s′, · · · ,s′′ durante

n iteradas. Como todas as trajetórias tı́picas finalmente escapam deΓ e, por construção, todas

as órbitas periódicas deG possuem todos seus componentes emΓ, o sombreamento (5.48)

não pode ocorrer paran → ∞. Mas, enquanto a trajetória tı́pica permanece emΓ, ou seja,

enquanto o sistema está no estado dessincronizado, o transiente pode ser sombreado por órbitas

6Formalmente, apesar de todos os indı́cios apresentados, ainda não foi comprovada a existência da sela caótica
G e, portanto, ainda não se pode afirmar que existe um conjuntodenso de pontos periódicos emΓ. Isto será feito
na próxima seção. Exatamente como foi feito até aqui, trabalha-se com ahipóteseda existência de tal sela caótica.
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periódicas instáveis. Se o particionamento do espaço defase determinado por (5.28) fosse

Markoviano, a sentença anterior deveria ser alterada para: o transientée sombreadopor órbitas

periódicas instáveis. Mas, devido à argumentação apresentada na dedução do limite (5.33)

para a entropia topológica deG , sabe-se que existem diversas seqüências simbólicasπ(p)
s que

não geram pontos periódicos, mas que não são seqüências proibidas do sistema, ou seja, embora

π(p)
s não represente uma órbita periódica, esta seqüência pode estar presente na expansão (5.48).

Uma vez que o número de pontosp-periódicos emΓ, Pp(Γ), cresce exponencialmente com o

perı́odo, a utilização de perı́odos maiores na geraçãoda figura 5.5(d) resultaria na ampliação das

possibilidades de sombreamentoπ(p)
s . No limite p→ ∞, existem infinitas órbitas periódicas e,

portanto, infinitas seqüênciasπ(p)
s . Como nenhuma trajetória tı́pica permanece emΓ paran→

∞, Π(n)(x0) é sempre finito. Assim,qualquerseqüência tı́picaΠ(n)(x0) pode ser representada

como uma fração de uma seqüência periódicaπ(p)
s comp→∞, pois, nesse limite, as seqüências

π(p)
s que não geram soluções de (5.28) são, necessariamente,seqüências proibidas do sistema.

Em resumo, os resultados apresentados para as órbitas periódicas detectadas numerica-

mente são suficientes para a verificação qualitativa da existência da sela caótica emΓ. Também

verificam que o caráter errático, observado na figura 5.1, ´e devido ao sombreamento de órbitas

periódicas instáveis contidas emΓ. A expressão obtida na seção anterior, equação (5.28), ga-

rante que esses resultados são formalmente válidos no limite p → ∞. Como foi exposto na

seção 3.4, pode-se elegantemente contornar esse limite através da expansão em ciclos primos,

que será realizada na próxima seção.

5.4 A taxa de escape - expansão em ciclos primos

Nesta seção, a taxa de escape deΓ será calculada a partir das órbitas periódicas conti-

das emΓ. Uma vez que a determinação dos pontosp-periódicos da rede (5.1) é essencialmente

numérica, a utilização da expressão (3.20) é limitadadevido à requisição dep→ ∞ e, portanto,

recorre-se à expansão em ciclos primos exposta na seção3.4. Como já foi verificado, a ex-

pressão (5.28) especifica um sı́mbolo biunivocamente a cada ponto periódico da rede. Note

que todos os pontos periódicosx∗k de uma mesma órbitap-periódica possuem seus sı́mbolos
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relacionados por

π(p)
s,k =

{

k(m+k)modp
}p−1

m=0
. (5.49)

Assim, a expansão (3.55) torna-se

1
ζ (z)

= 1− ∑
π(1)

s,0

z
β
− ∑

π(2)
s,0

z2

β 2 − ∑
π(3)

s,0

z3

β 3 −·· · ., (5.50)

na qual os somatórios se estendem sobre todos os sı́mbolos compostos dep vetoresk e o fato

de queLi(x∗p) = β p, para os casos em que se observa sincronização, foi utilizado. Devido à

(5.49), cada órbita contribui apenas com o termoπ(p)
s,0 na expressão (5.50). A taxa de escape de

Γ é então determinada através de

γ = lnz0, (5.51)

sendoz0 o menor valor dez∈ R+ tal que 1/ζ (z0) = 0 - vide seção 3.4. A contribuição de

cada termo da série (5.50) é exponencialmente menor que seu precessor e, tipicamente, o trun-

camento para os primeiros perı́odos fornece um resultado satisfatório.

A associação simbólica aos pontos periódicos detectados é facilmente implementada

definindo osπ(p)
s como sendo um número inteiroI , cuja expansão na baseJ é dada por

I10 = (k(0)
0 k(1)

0 · · ·k(L−1)
0 k(0)

1 k(1)
1 · · ·k(L−1)

1 · · ·k(0)
p−1k(1)

p−1 · · ·k
(L−1)
p−1 )J. (5.52)

Assim, por conveniência, define-seπ(p)
s,0 como a seqüência que gera o menor inteiroI na ex-

pansão (5.52). Definindo-seK(p) como o número de seqüências primasπ(p)
s,0 de comprimento

p, a função zeta é dada por

1
ζp(z)

= 1−K(1)
z
β
−K(2)

z2

β 2 −K(3)
z3

β 3 −·· ·−K(p)
zp

β p , (5.53)

sendo que 1/ζp(z) representa que a expansão é truncada em ordemzp.

A partir das órbitas periódicas detectadas na figura 5.5, da associação simbólica de-

finida em (5.49) e definindos≡ z/β , chega-se às seguintes expressões para a função zeta de

Γ:
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• Paraσ = 0,00:

1
ζ30(z)

= 1−s19−s20−s21−s25−2s28−s29−3s30. (5.54)

• Paraσ = 0,50:

1
ζ30(z)

= 1−s18−2s19−s27−s28−3s29−2s30. (5.55)

• Paraσ = 1,00:

1
ζ30(z)

= 1−s16−2s27−2s28−5s29−3s30. (5.56)

Os menores zeros reais e positivos das equações (5.54), (5.55) e (5.56), obtidos pelo

método da bissecção, substituı́dos em (5.51) fornecem as seguintes taxas de escapeγ(σ):

γ(0,00) = 0,003722

γ(0,50) = 0,001805

γ(1,00) = 0,000032. (5.57)

Esses valores devem ser comparados aos obtidos pelo ajuste do decaimento exponencial na

figura 5.3. Vê-se que a expansão (5.53) fornece resultadosbastante satisfatórios considerando-

se apenas poucos termos. Esse mesmo procedimento foi realizado para outros conjuntos de

parâmetros e os valores obtidos estão indicados na figura 5.6. Os sı́mbolos abertos representam

os valores deγ calculados na figura 5.4, para os alcancesσ indicados na legenda. Para efeito de

comparação visual para os três valores deσ , a taxa de escapeγ foi indicada como uma função

do maior expoente de Lyapunov transversal,h1, sendo a dependência comε implı́cita. Percebe-

se que a expansão em ciclos primos converge para o valor numericamente calculado deγ em

todas as situações.

Como foi argumentado na derivação da expansão (3.55), esse resultado só é possı́vel

devido à existência de ciclos de perı́odoparbitrário, para que se possa escrever qualquer perı́odo

como uma composição de perı́odos primos e, assim, rearranjar os somatórios que se estendem

ao infinito. Ou seja, (3.55) só se aplica se as órbitas peri´odicas instáveis formarem um conjunto
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Figura 5.6: A taxa de escapeγ em função do maior expoente de Lyapunov transversal deS ,
paraL = 15 eβ = 1,1, para os alcancesσ indicados na legenda. Os sı́mbolos abertos referem-
se à simulação da figura 5.4 e o sı́mbolo “X” ao logaritmo neperiano do menor zero da função
zeta deΓ para os parâmetros indicados.

denso. Como (5.57) fornece uma evidência contundente que (5.50) se aplica, a existência da

sela caóticaG ⊂ Γ está verificada.

Os resultados da figura 5.6 sugerem que a análise apresentada é tı́pica em todo o espaço

de parâmetros, isto é, que para todo par de parâmetros(ε,σ) em queS é globalmente estável,

o tempo de sincronização é determinado pelo transiente caótico em uma sela caóticaG ⊂ Γ.

Uma vez que a rede é hiperbólica, esse argumento pode ser feito formal, pois a hiperbolicidade

implica estabilidade estrutural, isto é, em sistemas hiperbólicos, qualquer perturbação infinitesi-

mal nos parâmetros que regem a dinâmica não resulta em bifurcações e nem em crises. Portanto,

a sela caóticaG verificada para um dado par de parâmetros7, não “desaparece” para qualquer

deslocamento infinitesimal nesses parâmetros. Partindo de um ponto(ε,σ), é possı́vel varrer

todo o planoε ×σ com deslocamentos infinitesimais. Logo, a sela caóticaG existe paratodos

(ε,σ) tais queS é globalmente estável.

7Contidos na região em queS é globalmente estável.
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6 Conclus̃oes

A teoria dos sistemas dinâmicos não-lineares e, mais especificamente, o estudo do

comportamento caótico, estão presentes em praticamentetodos os ramos da ciência contem-

porânea. Isso porque sistemas caóticos apresentam comportamentos universais observados nas

mais diversas situações, especialmente em sistemas complexos de alta dimensionalidade. Uma

realização matemática importante de tais sistemas é dada por redes de mapas caóticos acopla-

dos, pois podem ser obtidas a partir da simplificação das equações fundamentais que regem a

natureza e facilitam o tratamento analı́tico/numérico. Ou seja, essas redes formam a conexão

entre a dinâmica não-linear desenvolvida para modelos matemáticos de baixa dimensionalidade

e problemas fı́sicos caracterizados por sistemas complexos.

Nessa dissertação, foi dado um passo para essa conexão, através da aplicação da teoria

das órbitas periódicas em uma rede de mapas de Bernoulli acoplados. Nos capı́tulos 2 e 3, a

teoria matemática desenvolvida para sistemas caóticos foi exposta de maneira a fundamentar a

análise apresentada nos capı́tulos subseqüentes. Primeiramente, as quantidades caracterı́sticas

de sistemas caóticos foram apresentadas e, quando possı́vel, exemplificadas utilizando-se o

mapa de Bernoulli, sendo que esses resultados contribuem para a análise da rede como um

todo, uma vez que a dinâmica na variedade de sincronização é determinada por esse mapa. A

fundamentação teórica referente à teoria das órbitasperiódicas foi reservada ao capı́tulo 3. Esta

dissertação pode tanto ser vista como um estudo da sincronização de caos em redes de ma-

pas acopladosvia teoria das órbitas periódicas, como um estudo da teoria das órbitas periódicas

com aplicação na sincronização de caos. Como em todo atrator caótico ou sela caótica existe um

conjunto denso, infinito e contável de órbitas periódicas instáveis, a teoria das órbitas periódicas

pode ser aplicada em todos os sistemas em que se observa caos e, portanto, fornece uma alter-
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nativa poderosa à análise desses sistemas.

No capı́tulo 4, foram exploradas as condições para a sincronização de caos e deter-

minadas as imposições à dinâmica local e à topologia doacoplamento para que o desenvol-

vimento teórico, bem como o ferramental exposto, nos capı́tulos 2 e 3 fossem formalmente

válidos. Introduziu-se o conceito de distância ao estadosincronizado de modo a quantificar a

sincronização. A distância geométrica entre uma trajetória no espaço de fase e a variedade

de sincronização foi utilizada devido ao apelo geométrico e por determinar, unicamente, a

sincronização.

O estudo da sincronização de caos em redes hiperbólicas surge, então, como uma

aplicação da teoria das órbitas periódicas instáveisem um sistema caótico de alta dimensio-

nalidade. Como exemplo concreto, utilizou-se uma rede de mapas de Bernoulli linearmente

acoplados, sendo o acoplamento simétrico e periódico, detal modo que a interação entre os

sı́tios é inversamente proporcional à distância entre eles, segundo uma lei de potência. Essa

forma de interação engloba os casos limites, acoplamentoglobal e primeiros vizinhos, e per-

mite quantificar a influência da conectividade entre os sı́tios na sincronização.

A observação de sincronização em trajetórias tı́picas de uma rede requer a análise da

estabilidade do estado sincronizado. Essa análise foi dividida em duas partes: a estabilidade

local do estado sincronizado, caracterizada pelos expoentes de Lyapunov transversais, e a esta-

bilidade global desse estado, determinada em termos da medida natural do sistema. O espectro

de Lyapunov, das trajetórias sincronizadas ou não, foi determinado fazendo-se uso das simetrias

da rede e do fato que a dinâmica local é linear por partes. Dessa análise foi possı́vel determi-

nar os parâmetros crı́ticos que caracterizam a transição de estabilidade do estado sincronizado,

dados pela nulidade de pelo menos um expoente de Lyapunov transversal desse estado. O prin-

cipal resultado desse capı́tulo, referente à estabilidade global do estado sincronizado, pode ser

expressado no seguinte teorema:

Teorema 2 Sejag : ω →ω, ω ⊆Rd, um mapa cáotico que satisfaz o axioma A. SejaF : Ω→Ω
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uma rede de L mapasg linearmente acoplados, tal que

F(x) = AG(x),

sendoG(x) ⊜ [ g(y(0)) g(y(1)) · · · g(y(L−1)) ]T ex ⊜

[

y(0) y(1) · · · y(L−1)

]T

. A ma-

triz A é tal queΩ = ωL possui estrutura hiperb́olica. Seja ainda

S ≡
{

x ∈ Ω : y(l) = y(m)∀l ,m
}

a variedade de sincronização da rede. SeS é transversalmente estável com respeito a perturbações

infinitesimais, ent̃aoS é globalmente estável emΩ.

A prova, exposta na seção 4.5, foi dada em termos da teoria das órbitas periódicas.

Mais especificamente, a expressão que relaciona a medida natural de um conjunto com os au-

tovalores instáveis dos pontos periódicos imersos nesseconjunto foi utilizada para determinar

a medida natural do estado sincronizado. Verificou-se que, quandoS é localmente estável, ou

seja, quandotodosos expoentes de Lyapunov transversais são negativos, tal expressão resulta

em medida unitária para o estado sincronizado. Portanto, todas as trajetórias tı́picas da rede

finalmente sincronizam. Esse resultado é válido para todaa classe de redes hiperbólicas, da

qual a rede estudada faz parte, como foi demonstrado na seç˜ao 4.1.

Os casos em que se consegue provar a estabilidade global do estado sincronizado são

raros, pois tipicamente não é possı́vel verificar a estrutura hiperbólica para o espaço de fase.

Mas a estabilidade local é relativamente fácil de se analisar, uma vez que a dinâmica na varie-

dade de sincronização é invariante e normalmente dada por um sistema de baixa dimensionali-

dade. Costuma-se, portanto, determinar a estabilidade local, ou linear, do estado sincronizado

e supor que essa implique sincronização das trajetóriastı́picas da rede. De maneira geral, isso

é observado em experimentos numéricos envolvendo diferentes topologias e dinâmicas locais.

Para isso, sorteiam-se diversas condições iniciais tı́picas da rede e, através da evolução tem-

poral numérica das trajetórias, verifica-se ou não se o estado sincronizado é assintoticamente

alcançado. Deve-se, portanto, evoluir o sistema até que esse finalmente atinja um estado esta-

cionário.



91

O tempo necessário para que uma trajetória alcance o estado sincronizado, dito tempo

de sincronização, é uma quantidade relevante no estudo de redes de mapas acoplados. Caso

a rede represente um fenômeno fı́sico, por exemplo, este seria o tempo necessário para que

o experimento relaxasse ao comportamento espacialmente regular . No capı́tulo 5, o tempo de

sincronização foi investigado em detalhes, no qual foramexpostos e discutidos os critérios utili-

zados para inferir ou não a sincronização nas simulações numéricas. Foi mostrado que, quando

o sistema sincroniza, as trajetórias podem apresentar altos tempos de sincronização. Isso pode

prejudicar a verificação numérica da sincronização: basta que o tempo de sincronização es-

perado para trajetórias tı́picas da rede seja maior que o tempo de observação utilizado no ex-

perimento numérico. Assim, a determinação da estabilidade global do estado sincronizado de

maneira indireta, através da verificação numérica da sincronização de trajetórias tı́picas, pode

levar a resultados errados.

Como foi calculado na seção 5.1, o tempo de sincronização é função da intensidade

e do alcance do acoplamento e as trajetórias que finalmente alcançam o estado sincronizado

comportam-se de maneira errática no espaço de fase mesmo antes da sincronização. A ape-

riodicidade das trajetórias, juntamente com a positividade de um dos expoentes de Lyapunov

verificada no capı́tulo 4, foram utilizadas para argumentara existência de uma sela caótica dis-

junta do estado sincronizado. Assim, o tempo de sincronizac¸ão seria associado ao transiente

caótico das trajetórias da rede iniciadas na sela caótica.

Uma quantidade intrı́nseca da uma sela caótica é a taxa de escape, que rege o decai-

mento exponencial do número de trajetórias que permanecem na sela com a evolução temporal

do sistema. Numericamente, esse decaimento exponencial foi observado para a rede estudada,

sendo tı́pico para todos os parâmetros utilizados – como foi apresentado na seção 5.2. Esse

resultado corrobora a hipótese da existência de uma sela caótica. A caracterização do tempo de

sincronização como um transiente caótico permitiu que esse tempo fosse determinado em ter-

mos de uma propriedade fundamental do sistema: a taxa de escape da sela caótica. Verificou-se

que o tempo de sincronização esperado é igual à vida média da sela, dada pelo recı́proco da taxa

de escape.
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As propriedades métricas e topológicas da sela caótica,como os expoentes de Lyapu-

nov e as entropias, podem ser obtidas através de experimentos numéricos envolvendo cálculos

no transiente, ou seja, médias temporais sobre as trajetórias tı́picas enquanto permanecem no es-

tado dessincronizado. Na seção 5.3, uma abordagem mais rigorosa foi utilizada: a topologia da

sela caótica foi investigada através da determinação de suas órbitas periódicas instáveis. Devido

à forma da rede, uma expressão analı́tica para a localizac¸ão de todos os seus pontos periódicos

pôde ser derivada. Tal expressão envolve os componentes da matriz de acoplamento e um con-

junto de vetores que representam a descontinuidade dos mapas de Bernoulli. Verificou-se que

esses conjuntos fornecem uma maneira sistemática de se associar um sı́mbolo a cada órbita

periódica, ou seja, a solução dos pontos periódicos da rede define uma partição geratriz do

espaço de fase. Para cada órbita periódica existe um, e apenas um, sı́mbolo e cada sı́mbolo

representa, no máximo, uma órbita periódica. Embora, emprincı́pio, fosse possı́vel encontrar

todos os pontos periódicos da rede a partir dessa expressão, outra abordagem foi utilizada, de-

vido à existência de um número enorme, mas finito, de sı́mbolos que não estão associados a

órbitas periódicas.

A localização dos pontos periódicos da sela caótica foientão obtida através do método

da transformação de estabilização, exposto em 3.3. Como todos os pontos do espaço de fase

possuem os mesmos coeficientes de estabilidade, dados pelosautovalores da matriz Jacobiana,

a implementação numérica desse método é simplificada,pois a mesma transformação estabiliza

todos os pontos periódicos da rede. Assim, as órbitas de umdado perı́odo foram detectadas a

partir da evolução temporal de um conjunto de condiçõesiniciais tı́picas do sistema transfor-

mado. A disposição dessas órbitas no espaço de fase determinou a topologia da sela caótica

responsável pelos longos tempos de sincronização observados. Na seção 5.3, verificou-se qua-

litativamente que as infinitas órbitas periódicas contidas na sela caótica suportam o comporta-

mento errático das trajetórias no transiente – o fato observado de que as trajetórias próximas ao

estado sincronizado podem se afastar, apesar da estabilidade desse estado, pôde ser facilmente

explicado a partir do sombreamento das trajetórias tı́picas por órbitas periódicas instáveis con-

tidas na sela.
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A conexão formal entre as observações qualitativas sobre o tempo de sincronização e

um transiente caótico, da seção 5.3, e a teoria das órbitas periódicas, apresentada no capı́tulo 3,

foi obtida através da expansão em ciclos primos realizadas na seção 5.4. Esse resultado, um dos

principais dessa dissertação, foi utilizado para contornar a requisição dep → ∞ na seção 3.2.

De posse das órbitas periódicas detectadas numericamente e da especificação simbólica unı́voca

dada na seção 5.3, a taxa de escape da sela caótica foi determinada a partir do menor zero

da função zeta. Embora a expansão em ciclos primos realizada seja particular para cada caso

estudado, observou-se que o resultado obtido concorda com as simulações numéricas realizadas.

Como essa expansão só é possı́vel devido à existência de infinitas órbitas periódicas instáveis

contidas na sela caótica, esse resultado encerra a comprovação da hipótese feita no capı́tulo 1:

o tempo de sincronização em redes de mapa de Bernoulli acoplados pode ser extremamente

alto devido ao transiente associado à existência de uma sela caótica densa no espaço de fase,

disjunta ao estado sincronizado.

Os resultados obtidos pela expansão em ciclos primos, juntamente com a hiperbolici-

dade da rede, foram suficientes para verificar, formalmente,a existência de um conjunto denso

de órbitas periódicas instáveis emΓ, ou seja, a existência da sela caóticaG ⊂ Γ. Embora em

toda a dissertação o número de sı́tios acoplados tenha sido fixado emL = 15, espera-se que os

resultados se apliquem para outros tamanhos de rede, uma vezque a sincronização é garantida

pelos resultados do capı́tulo 4, seção 4.5. O método de transformação de estabilização pode ser

facilmente implementado paraL diferentes e órbitas de perı́odo baixo são sempre localizadas

emΓ, fornecendo um indicativo da existência da sela caótica também nesses casos.
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APÊNDICE A -- Matrizes circulantes

Neste apêndice, os autovetores e autovalores de uma matrizcirculante serão determi-

nados segundo a exposição apresentada em(19).

Uma matrizC, L×L, é dita circulante se cada linha for composta de um deslocamento

à direita da linha anterior, ou seja,

C ⊜

























C0 C1 C2 · · · CL−1

CL−1 C0 C1 · · · CL−2

CL−2 CL−1 C0 · · · CL−3

...
...

...
. . .

...

C1 C2 C3 · · · C0

























. (A.1)

Essa forma de matriz é um caso mais especial de matrizes ditas “toeplitz” e permitem o cálculo

de diversas propriedades de maneira simples e elegante, como a determinação do espectro de

autovalores e todos seus autovetores. Matrizes da forma (A.1) estão presentes em aplicações

envolvendo transformadas discretas de Fourier, por exemplo.

Os autovaloresσk associados aos autovetoresck deC são dados pela solução de

Cck = σkck. (A.2)

Escrevendo oj-ésimo componente deck comoc( j)
k , tem-se

L−1

∑
l=0

[C] jl c(l)
k = σkc

( j)
k , ( j = 0,1, · · · ,L−1) (A.3)
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na qual[C] jl representa o componente da linhaj e colunal da matrizC. Por construção,

[C] jl =











Cl− j se l > j

Cl− j+L se l < j
, (A.4)

portanto, a expressão (A.3) pode ser rearranjada do seguinte modo:

j−1

∑
l=0

CL− j+lc
(l)
k +

L−1

∑
l= j

Cl− jc
(l)
k = σkc

( j)
k (A.5)

L−1

∑
l=L− j

Cl c
l−(L− j)
k +

L−1− j

∑
l=0

Clc
(l+ j)
k = σkc

( j)
k , (A.6)

na qual, novamente,j = 0,1, · · · ,L−1 e os limites dos somatórios foram alterados. A solução

de (A.6) pode ser obtida fazendo-sec( j)
k = ρ j

k e observando-se a arbitrariedade na forma dos

autovaloresσk. Essa escolha é induzida pela forma linear do sistema (A.6)e sua validade é

garantida por substituição:

L−1

∑
l=L− j

Cl ρ
l−L+ j
k +

L−1− j

∑
l=0

Clρ
l+ j
k = σkρ j

k (÷ρ j
k)

ρ−L
k

L−1

∑
l=L− j

Clρ l
k +

L−1− j

∑
l=0

Cl ρ l
k = σk. (A.7)

Escolhendo-seρ−L
k como uma dasL-ésimas raı́zes complexas da unidade, i.e.,

ρ−L
k =

(

e−(2π i)k/L
)−L

= 1,

tem-se os autovalores deC

σk =
L−1

∑
l=0

Cl e
−(2π i) kl

L , (A.8)

associados aos autovetores

c( j)
k =

e−(2π i) k j
L

√
L

, (A.9)

sendo o termoL−1/2 colocadoad-hocpara queck · cs = δks, ou seja, para que os autovetores

sejam normalizados. Uma vez que os autovalores (A.8) e os autovetores (A.9) são soluções de

(A.6), o espectro de autovalores é unicamente determinado.


