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Resumo

As oOrbitas periodicas instaveis sao o esqueleto softaba dinamica cabtica & cons-
truida. Imerso em uma sela ou atrator caotico, existe umuoto infinito enumeravel de tais
orbitas. Esse conjunto infinito contavel, embora possedida de Lebesgue nula, suporta a
medida natural dos atratores caoticos e o decaimento daangara selas catticas. Relacdes
exatas e expansdes em séries convergentes para quastitia@micas fundamentais, tais como
a entropiatopologica e a taxa de escape, podem ser calastiern termos das oOrbitas periddicas
instaveis para sistemas hiperbolicos. Nesse trabathaistema cabtico de alta dimensao foi
analisado pelas ferramentas da teoria das o6rbitas peagdMais especificamente, uma rede
composta de diversos mapas de Bernoulli acoplados foiadtud\ hiperbolicidade dessa rede
pode ser provada e, portanto, o formalismo das orbita$glieds formalmente pode ser apli-
cado. Aintensidade do acoplamento de cada par de sitiemdepla distancia entre eles na rede
de acordo com uma lei de poténcia. As trajetorias tipleasa rede podem exibir sincronizagao,
desde que o estado sincronizado, dado por uma variedadenanglonal?’, seja estavel. De
modo a determinar a estabilidade local dessa variedadpgcates de Lyapunov das trajetorias
sincronizadas foi avaliado. A analise da estabilidadéalaesse estado foi calculada pela
expressao para a medida natural em termos do conjunto den@ditas periddicas instaveis
imersas emY’. Para 0s casos em qué é globalmente estavel, experimentos numeéricos para
o tempo de sincronizacao foram realizados. O comporttoremnatico e instavel observado
nas trajetorias do estado dessincronizado, bem como @®tete sincronizacao médios muito
longos, estabeleceram a hipotese sobre a existénciaasealencadtic& no espaco de fase da
rede. O decaimento exponencial temporal tipico no nUrdenvajetorias capturadas pela sela
foi verificado, para o qual a taxa de escape pode ser calcudedarbitas periodicas instaveis
de¥ foram numericamente determinadas pela implementacaoétdodo de transformagao de
estabilizacao e, entao, a topologia da sela cattide gér analisada. Uma vez que uma ex-
pressao analitica biunivoca para a associacao $irakis orbitas periodicas foi encontrada, a
expansao em ciclos primos pdde ser formalmente aplicadaxa de escape @écalculada. A
exatidao dos resultados obtidos, quando comparados cguste do decaimento exponencial
das trajetorias, formalmente comprova a existéncia ttacs®dtica®y. Consequentemente, o
tempo de sincronizagao médio & associado ao tempo demvédlia da sela cadtica imersa no
espaco de fase da rede.

Palavras-chave: orbitas periddicas instaveis, simzagao de caos, sistemas hiperbolicos,
tempo de sincronizacao, transientes caoticos, equa@si ciclos primos.



Abstract

Unstable periodic orbits are the skeleton upon which thewhaynamics is built.
Embedded in a chaotic saddle or attractor, there is a demlnheeinfinite set of such orbits.
This countable infinite set, although has zero Lebesgueuneasupports the natural measure
of chaotic attractors and the measure decay for chaotidesdgixact relationships and conver-
gent series expansions for fundamental dynamical quasitisuch as topological entropy and
escape rate, can be constructed in terms of unstable peodulis for hyperbolic systems. In
this work, a high-dimensional chaotic system was analyzethé tools of periodic orbit the-
ory. More specifically, a lattice composed by several cadilernoulli maps was studied. This
lattice hyperbolicity can be proved and, therefore, thégoke orbit formalism formally can be
applied. The coupling intensity of each pair of sites degemnl the lattice distance between
them in a power-law fashion. Typical trajectories of sudtida can exhibit synchronization,
provided that the synchronization state, given by a onesdsional manifold?, is stable. In
order to determine the local stability of this manifold, theapunov expectra of synchronized
trajectories was evaluated. The global stability analgssich state was computed by the natu-
ral measure expression in terms of the dense set of unstafbelir orbits embedded i&'. For
the situations in whicl¥” is globally stable, numerical experiments for the synclzation time
were performed. The observed unstable and erratic behatible desynchronized state tra-
jectories as well as the very long average synchronizatmes establish the hypothesis about
the existence of a chaotic sadéfen the lattice phase space. The typical temporal exporlentia
decay in the number of trajectories trapped by the saddlewedsied, for which the escape
rate could be computed. The unstable periodic orbit§ efere numerically determined by the
implementation of the stabilization transformation pihae and, therefore, the topology of the
chaotic saddle could be analyzed. Since an analytical sgjone for the one-to-one symbolic
association to the periodic orbits was found, the primeegsipansion could be formally ap-
plied and the escape rate@fcomputed. The correctness of the found results, when cadpar
with the trajectories exponential decay fit, formally prdfie existence of the chaotic saddle
¢. Consequently, the average synchronization time is astgatwith the average lifetime of a
chaotic saddle embedded in the lattice phase space.

Keywords: unstable periodic orbits, chaos synchroninatityperbolic systems, syn-
chronization time, chaotic transients, prime cycle expans
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1 Introducao

A teoria de sistemas dinamicos &€ um ramo da matematicargtee da analise de
equacdes parametrizadas por um esdalasualmente denominadempo Basicamente, para
um dado sistema, busca-se determinar a solu¢§ogque especifica o estado do sistema no
tempot. Normalmente, esse estado & também funcar(dg ou seja, a evolugao temporal
do sistema depende do ponto de partida, ddndigo inicial de x(t). Caso cada condig¢ao
inicial do sistema especifiquenicamentaima solucao, diz-se que tal sistema dinamicteé

terministico.

Os sistemas dinamicos deterministicos estao presentdedos os ramos da Fisica.
Na Mecanica Classica, o sistema estudado & compos®emlacdes de Hamiltbe a solucio
desejada sao as coordenadas generalizadas dos compateepteblema em termos do tempo
t e da configuracao inicial. A evolucao temporal dessag;8es definem trajetérias no espaco
de fase Rl-dimensional, senddl o numero de graus de liberdade do problema. Na Mecanica
Quantica, embora a fungio de oAdH(x,t) possua uma interpretacio probabilistica, essa &
obtida através da solu¢ao da equacao de Schrodi@igeno essa equacadigx,0) determi-
nam unicament®(x,t), a equacao de Schrodinger define um sistema dinamieondlieistico
em um espaco de fase de dimensao infinita: o espaco dertHiP@rtanto, a descri¢ao fisica
de diversos fendbmenos naturais depende dos resultadesnpntes da teoria de sistemas

dinamicos.

O modo como a solugadt) de um sistema dinamico, dado por

Xt+1) = Px(t), (1.1)

10u, equivalentemente, as equacdes de Euler-Lagranginda, as equacdes de Newton.
2|denticamente para a funcao de onda no espaco dual dogmtosn



sendo®; um operador de evolugao temporal, & obtida, depende,i®,nia forma ded;.
Especialmente, quandd; representa um operador nao-linear, a solug@dp em termos de
x(0) pode ser muito dificil de se obter. A nao-linearidade deragor de evolucao temporal do
sistema (1.1) possibilita 0 surgimento de solucdes mdmente complexas: solucdes caoticas.
A teoria matematica desenvolvida para a analise desstessis € conhecida como Teoria da
Dinamica Nao-Linear. Nessa teoria, apenas sistemasiaos deterministicos e nao-lineares
sao considerados. Uma vez que a equacao de Schrodifigeaf em¥(x,t), a teoria do caos

n&o trata dos sistemas dinamicos determinados pelariéec@uantica

A historia da teoria dos sistemas dinamicos nao-lirehrede-se com a da Mecanica
Classica, mais especificamente, com a mecanica celesdopPoincaré, em 1890, o primeiro
a notar o mecanismo topologico que leva a solu¢cdesaadtinquanto estudava a estabilidade
do problema de trés corpos. No principio, a existénci@als em um sistema foi tratada,
pelos fisicos, como uma aberracao do modelo, algo querideser evitado. Ja os matematicos,
dentre eles Birkhoff, Lyapunov, Andronov e Arnold, ini@am na primeira metade do século
XX o desenvolvimento de ferramentas para a analise de&@sduradticas, com introducao de
métodos de analise qualitativa de equacdes diferisitia/ale ressaltar aqui que o operadar
em (1.1) pode representar tanto a evolugao temporafpaia, ou seja, para tempos continuos,
ou para tempos discretos £ N. No primeiro caso, o operaddr; define umfluxo, enquanto
que no segundo, define umapa Poincaré desenvolveu, durante seu estudo do problema de
trés corpos, uma ferramenta que se tornou fundamentatudoede sistemas cabticos: a secao
de Poincaré. Essa ferramenta permite a determinacamdueapad-dimensional, dito mapa
de Poincaré, a partir de um fluxo de dimensge 1, através da definicdo de uma seg@o
conveniented-dimensional no espaco de fase do fluxo. O mapa entdo émtadon operador
a tempo discretaP;, tal que sua solucao resulta nos cruzamentos da sotiozfioxo original
com a superfici&’, como esté ilustrado na figura 1.1. Embora a forma do mapdootéependa
da escolha d¥, pois a posicao dos cruzamentos dependem da forma ezlac@di da secao, as

propriedades métricas e topologicas do sistema sadames quanto a escolha de tal secao.

3Entenda-se aqui que esta afirmacao se refere a “velhadhiiecQuantica, existem diversas equagdes de onda
nao-lineares presentes na Mecéanica Quantica “contémpa”.



Para sistemas fortemente cabticos, qualquer hiperfcipat-dimensional suave & igualmente
adequada para a obtencdo do mapa de Poifftarfos casos em que ndo se pode verificar
a condicao de caos forte, a escolhaYddeve ser empiricamente motivada: a se¢cao deve ser
determinada de modo a gerar o maximo de intersecdes colagie original do fluxo. Assim,

em principio, a analise realizada para um flydot 1)-dimensional é valida para mapds

dimensionais e vice-versa.

Na segunda metade do século XX, a Teoria da Dinamica Nideak voltou a se fundir
a Fisica com as contribuicdes de Lorenz, em 1963, queradas o comportamento aperiodico
em um sistema de equacdes simplificado para 0 modelamenésférico e, um pouco mais
tarde, com Ruelle e Takens que, em 1971, associaram ao aatsi@mcia em fluidos. Desde
entdo, a teoria dos sistemas dinamicos nao-linearesaemnhado, lado a lado, com o desen-

volvimento da Fisica.

X3

W

A \ -
B n--"’r

A

-l

X1

Figura 1.1: A linha representa uma solucao de um dado flegeesentada no espaco de fase
tridimensional. Também estao ilustrados uma secaodilec®€Y e 0s pontos que seriam
determinados pelo mapa de Poincaré. Fonte: Alligetoal. ®.

Outro fato importante, que também ocorreu na década de 187 inicio do desen-

volvimento de computadores pessoais com alto poder degsacenth A simulacio com-

4Computadores comerciais, que custavam muitas vezes meaasguper-computadores a valvula que exis-
tiam na época.E claro que, o “alto poder de processamento” de trés décailas & comparavel com o das
calculadoras cientificas que dispomos hoje.



putacional tornou-se, portanto, mais uma ferramenta parékse dos sistemas cabticos, ou
nao-lineares, de um modo geral. Isso permitiu um avargyofgiativo na observacao de novos

fendbmenos associados ao caos, pois comportamentosoéssmtle sistemas nao-lineares po-
diam ser investigados em minutos, através da soluca@ncarnda equacao (1.1). Mas deve-se
ressaltar que, devido a instabilidade e a complexidast® abordagem nao fornece, de modo
geral, todo o conhecimento sobre as solu¢des do sistesita, a&enas do caso especial nume-
ricamente investigado. Do ponto de vista pratico, muitRes, esse resultado ja € suficiente,
mas do ponto de vista tebérico, geralmente acrescenta puatitm, quando nada. Assim, embora
forneca uma ferramenta bastante (til, o desenvolvimgoganicrocomputadores acarretou um

retardo no avanco da teoria de Sistemas Dinamicos. A& gi&ial que deve ser seguida para a
pesquisa em sistemas dinamicos e que motivou o desenwitondessa dissertacao pode ser

resumida parafraseando-se Guckenheimer e Holmes, p&y. ix

“Uma observacao um pouco tendenciosa, na qual, porémerroalguma ver-
dade, & que matematicos puros tendem a pensar em algupréegeaale interes-
sante (ou estranha) e entao construir um sistema dinacnjes solucdes a exi-
bam. Em contraste, a regra tradicional dos engenheiros tenmaticos aplicados
é considerar um dado sistema (talvez um modelo que ele dardla construido)
e encontrar quais sao suas propriedades. Nos principtdradotamos o segundo
ponto de vista, mas a nossa exposicao pode parecer, &s esgjuizofrénica, pois
estamos apresentando idéias do primeiro grupo em probldmsegundo. Ainda,
nos percebemos que as propriedades de um sistema espeadipodem ser des-
cobertas a menos que se saiba quais sao as possibilidade#as vezes, essas sao
reveladas apenas pela teoria geral abstrata. A teoriaaiagprogridem melhor

de maos dadas.”

1.1 O caos

O conceito de caos ja nao é estranho aos fisicos, umauenajmaioria dos livros

modernos de Mecanica Classica, esse assunto é aboraiadoastante relevancia - como por



exemplo a ref.®). Isso porque o comportamento cabtico esta presente esrsdiv/situacdes

fisicas. Seja

Xnt1 = O(Xn) (1.2)

uma realizaco para o operadey em (1.1), tal queg : w — w define um mapa, sendoC RY
0 seu espaco de fase. Diz-se que (1.2) &€ um mapa caoticd@gapresenta sensibilidade as
condicdes iniciais em todo seu domimip isto €, para todgg € w existe ume > 0, tal que,

para cada > 0, existe unx; € w e umn € N de modo que
Xo—xol <& e [xa—xqll>¢, (1.3)

sendax,, e x, dados recursivamente por (19)e || - || uma norma conveniente.

Uma das principais caracteristicas de um sistema cadtjce, por definicao, a determinacao
do vetor de estadr, a partir dexg sera, necessariamente, incerta por pelo menos umefator
para qualquer precisao finifena determinacao do estado inicigl Essa precisad pode repre-
sentar tanto a limitagdo em uma medida experimental oa@gdo utilizada em uma simulacao
computacional. Ou seja, se um sistema é caotico, a podidade formalmente garantida para

sistemas deterministicos fica comprometida, principatepara longos tempas

Mas isso nao significa que, se um modelo & cabtico, erddauundo esta perdido”.
Muita informacao ainda pode ser extraida do modelo, emnh&o seja possivel saber exata-
mente qual sera o seu estagpparan > 1. Suponha que as solu¢des de (1.2) permanecam
limitadas para qualquer tempo Caso isso hao ocorra, nao ha problema de previsibgidad
pois sabe-se que lim.« ||Xp|| — . Como as soluc¢des limitadas devem satisfazer sempie (1.3
essas devem estar continuamente se afastando entre sgmtidag em uma regiao limitada do
espaco de fase. Isso so é possivel se as solu¢desresticonfinadas em uma regigd C w
que possua uma estrutura fractal Diz-se entao ques é oatrator cadtico de (1.2¥ Assim,
embora ndo se saiba a exata posicaxdem w, sabe-se qug, € «/. A analise de siste-

mas caoticos € entao realizada em funcao da obsen\@gg esses sao ergodicos, ou seja, para

5Note que a condicio de gtedasas solucdes do mapa finalmente s&o restritaé fai imposta, bem como
que o0 mapa (1.2) goza de sensibilidade as condi¢cdesimminw, condicao (1.3).



qualquer funcao testg(x), & verdade qué

T—o00

. 1T*l
im 3 3 9(x) = | o(duo. (1.4)

sendo gi(X) = p(x)dx e u(«7) a medida natural do atratey. A notacaop(x) se refere a
medida do subconjuntG = limgs,_o{y € w: dist(x,y) < dx} () Essa medida representa a
freqUéncia com que a vizinhanca ®e& alcancada pela evolucao temporal de uma condi¢ao
inicial xg tipica e arbitraria. Portanto, mesmo sendo impossigrdhinarx,, paran>> 1 e

com precisao finita, a ergodicidade dos atratores cadpeomite que qualquer quantidade de

interesse possa ser extraida do sistema a partir de (2st)e djug:(x) seja conhecida.

A expressao (1.4) foi definida como sendo valida para g@madi iniciais tipicas. Esse
conceito refere-se a ponteg contidos em um conjunto de medida de Lebesgue nao-nula. Um
conjunto de medida de Lebesgdalimensional nula & aquele que pode ser coBgrts uma
uni&o de caixas-dimensionais, cujos volumes s&o arbitrariamente pezgi®nAs condicdes
impostas para que/ seja um conjunto caotico requerggmao-linear, resultando no compor-
tamento erratico tipicamente observado nos sistemagoad Mas essas mesmas condicdes

implicam a existéncia de soluc¢des para (1.2) dadas por
Xnip = g(p)(xn> = Xn;, (1.5)

sendo que a nota¢ad® (x) = gogo---og(x) (p composicdes) foi utilizada. Isto &, a cada
p tempos, o sistema retorna ao mesmo estado ingiaDiz-se que um pont®, que satisfaz
(1.5) € um ponto de perioda ou p-periodico de (1.2). O conjunto depontos dados pelas

sucessivas aplicacdes do mapr) emx, define adrbita periodicade xp:

{XmXI’H-lv T 7Xn+(p—l)} = {Xn+k}|5;g~ (16)

Note que (1.6) € uma solugcao do mapa (1.2) que viola as&@a aperiodicidade. E, de fato,
existem infinitas solucdes da forma de (1.6) contidas£f, mas essas nunca sao diretamente
observadas, pois 0 conjunto tidasas orbitas periddicas forma um conjunto de medida de

Lebesgue nula e, portanto, sao dipamstos aipicosdo mapa.

8No sentido de estar contido.



A determinacao da medida natural de um atrator caodtintatee, entdo, o objetivo
principal da analise de um sistema cabtico, pois o confestio deu (<) permite o calculo da
média temporal de qualquer quantidgde) sobrequalquertrajetoria tipica do sistema a partir
de (1.4). Nesta dissertacao, uma metodologia poderaaaagieterminacao da medida natural

de um atrator cadtico sera investigada em detalhes. &asiute, a relacdd

(/) = lim Z ﬁ 1 a.7)

P Xeof

sera explorada, sendo que o somatorio se estende sobsede@ontop-periddicos contidos
em </ e L(x) & uma fun¢do que quantifica a instabilidade do pontomais detalhes serao
expostos no capitulo 3. Note qué.e/) = 1 refere-se ao fato que’ & o Unico atrator cadtico
deg(x). Percebe-se da expressao (1.7) que, embora os pontodipesi formem um conjunto
de medida nula, as orbitas periodicas suportam a medidaahde um atrator cadtico. Como
de posse dg (<) e da equacao (1.4) toda informagao de um sistema cgdtide ser obtida,
a equacao (1.7) revela que um conjunto instavel de meuittacontém toda a informacéao da

dinamica cabtica ey .

A investigacao da igualdade (1.7) &€ conhecida como aatetw orbitas periodicas
instaveis. No capitulo 3, a derivacao dessa expressin como diversos resultados proveni-
entes da mesma, serao apresentados. Deve-se notar qdas@srbitas periddicas contidas
em um subconjunte C w sao conhecidas bem como seus coeficientes de estabili¢ede
entao a verificacao de que %) = 1 através de (1.7) informa que, necessariame#teontém
um atrator cadtico que é inico estado assintotico do sistema estudado. Esse resulteadlo se

essencial para a determinacgao da estabilidade globahd®njunto, realizada no capitulo 4.

1.2 Asredes de mapasatecos acoplados

Como foi discutido no inicio desse capitulo, a criac@camente abstrata de um sis-
tema dinamico que goze de algumas propriedades & umegpcamum na teoria de Sistemas

Dinamicos, justificada por criar um suporte para a anae@roblemas de interesse pratico.

"Embora o numero de 6rbitas peribdicas instaveis séjatim essas formam um conjunto infinito contal7el



Nesse sentido, a constru¢ao de um sistedidimensional dado por

Yni1 = F(yn) =AG(yn), (1.8)

sendoyn € Q um vetorLd-dimensional &(y) uma funcao vetorial, dados por

X\ g(x)
@ @
| ox | oaxn?)
Y= | " e  Glyn)= ", (1.9)
] XI(]Lfl) | i g(XI(]Lfl)) |

g: w — w um mapa cadticd-dimensional A uma matrizZ_d x Ld real e constante, tal que,
L-1
3 Almig = 1 (k) (1.10)
|=
n&o necessitaria de uma justificativa fisica. Em (1.0}, , representa o componente da linha

ae colunab deA, e a condicao indicada garante que o espaco de fase Jséja&lado por
Q=W QW= w". (1.11)

Nota-se que, por construcao, a equacao (1.8) forma stansa cabtico de alta dimensiona-
lidadé®. A analise dinamica desse sistema certamente conidtpara a teoria de sistemas
dinamicos e, de maneira indireta, para todas as apksag@éssa teoria nos mais diversos ramos
da Fisica. Mas o sistema definido pela expressao (1.8)jpmsss de uma motivagao de cunho

pratico.

Desde qué\ nao seja a matriz identidade, o sistema dado por (1.8) defiaeede de
mapas caticos acopladosA cada instante de tempp cada componente do vetor de estgdo
evolui segundo 0 mapa caobtigee, entdo, € composto de uma combinacgao linear de todos os
outros componentes:

" L-1d-1 0
Ynit = Z} > [Alkm+1d9m(xn’), (1.12)
=0 m=0

8para valores altos de



sendogm(X) dado por

T
9) = | go(x) @) -+ da-1(X) (1.13)

e T denotando transposicdo. Assim, a cada passo de tengpevolucio temporal dd™ &

influenciada pelo$L — 1) outros mapag(x). Diz-se, portanto, que a matizdefine o acopla-

mento entre ok mapagy(x). O sistema (1.8) & denominado uma rede, pois pode-se iaragin

que cada mapg(x) determina a dinamica em uma localizagao espacial bemidafiumsitio.

Uma rede de mapas acoplados é formada de dois componesgasias: 0 mapa caotigx),

que define a dinamica local em um sitio, e a conectividatte es sitios, determinada pat

Uma rede de mapas da forma (1.8) pode ser obtida a partir deetizecao espacgo-
temporal de uma equacao diferencial parcial, como a que aedinamica de um fluido, por
exempld®. Dentre os diversos fendmenos dinamicos que uma rede piesraaoplados podem
apresentar, como a supressao de caos, intermiténcieutuess fractais de alta dimensionali-
dade, a possibilidade de sincronizacao de caos e as,éesdiara que essa ocorra formam o

objeto de estudo dessa dissertagao.

A sincronizagao de caos & definida pela uniformidade@apdos componentes da

rede, ou seja, quando todos os sitios encontraexa@ment@o mesmo estado,

Diz-se, entao, que a rede (1.8) esta sincronizada no tempbn fato interessante, que cha-
mou a atencao da comunidade cientifica para o estudo de dedmapas cabticos acoplados,
foi a observacao de que essas redes, a despeito da nataéeiza da dinamica local, podem

apresentar sincronizac& Ou seja, mesmo para uma condicao inigigtiada por
x3 xS vk (1.14)

a evolucao temporal de (1.8) pode resultar em sincroa@paran > 0.

Existem diversas maneiras de se estudar a sincronizatéedes de mapas acoplados,

como por exemplo através de uma abordagem envolvendosededaformacao entre os sitios,
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utilizando-se do ferramental fornecido pela Teoria darhrmpéo(g). Outra metodologia, dada
pela analise geométrica do espaco de faseonsiste em estudar a sincronizacao em termos da

estabilidade das solucdes sincronizadas. Para issneesdia variedade de sincronizagao,
7 = {yeQ:x¥ =xPvk I}, (1.15)

e estuda-se a estabilidade transversadeu seja, se perturbacdes transversars s8o propa-
gadas ou amortecidas pela evolucao temporal da redeetieqiuie, por construcao, a dinamica
em.” é cattica e determinada pgix). Nessa dissertacao, o critério geométrico para aiestab

lidade sera investigado.

No capitulo 4, os conceitos envolvendo a sincronizac@aoestabilidade do estado
sincronizado, definido por (1.15), serao formalmente stgme exemplificados. As condicdes
para que seja localmente estavel serao derivadas a partir daileddale linear, enquanto
que a estabilidade global do estado sincronizado serégsadala partir do conjunto de orbitas
periddicas instaveis imersos effi e da relagao (1.7) entre essas Orbitas e a medida natural d

conjunto que as contém.

Recentemente, Cencini e Torcfff? investigaram numericamente uma realizacdo do
sistema (1.8), exposta na secao 4.2 dessa dissert&¢@® argumentaram que, apesar.de
ser linearmente estavel, a sincronizacao nao era \d®r Com base em suas observacoes,
eles concluiram que a analise linear da estabilidadetdd@sincronizado nao é suficiente para
caracterizar a sincronizacao para uma certa classe @mitia local, a saber: mapas fortemente
nao-lineares possuindo uma descontinuidade ou mapdsgosicom regides de derivada com
valores muito altos. No capitulo 4, utilizando o ferranaépiara a analise métrica e topologica
de sistemas caoticos desenvolvido nos capitulos 2 e@8nsestrado que, para a rede estudada
na referéncid’®, as condicdes para a estabilidade linear e globaldsoincidem e, portanto,

a analise da estabilidade linear, nesse casofiéientegpara se observar a sincronizacao.

Uma vez determinadas as condicdes para que a sincraoinagrra, diversas simulagdes
numericas sao apresentadas no capitulo 5, ilustrando earede evolui de um estaglg des-

sincronizado para o estagq € . sincronizado. O tempa necessario para se observar a



11

sincronizagao, denominadempo de sincronizap, sera entao investigado.

SejaZ a vizinhanca linear d&” definida por
>= (lsiLno{y € Q:distly,.) < o} (1.16)
e sejd aregiao do espaco de fase dada por
r = Q-s. (1.17)

QuandoY é globalmente estavel, temg€>) = 1 e, obviamentegy (') =0, pois, por defini¢ao,
1(Q) = 1. O tempo de sincronizacao é entao definido como o merarats tal que se/g € I,
entaoy, € 2. A discrepancia entre os resultados aqui apresentadossaoitidos por Cencini

e Torcini*? sera entao explicada em termos da enunciaco e congiimua seguinte hipotese:

Hipotese:A observacao de longos tempos de sincronizacao ou,espéecificamente,
de longos tempos de sincronizagao médig), & devido a existéncia de uma sela cad#ca
", cuja entropia topologia € menor, mas muito proxima, gumtropia topologica do estado
sincronizado. Assim, a evolugdo gg erratica enT para 0< k < ts & cadtica, mas possui

duracao finita, i. etg < co.

A verificacdo dessa hipotese, dada no capitulo 5, tamébfeita em termos das oOrbitas
periddicas instaveis da rede, mas agora considerandsaagcontidas erh. Os pormenores
de como tais Orbitas sao detectadas estao indicados;aa Se8. Por fim, sera demonstrado
que todas as solucdes tipicas de (1.8) finalmente siizenmrse ¥ € localmente estavel, sendo
os resultados observad8® equivocados devido a subestimacdo do tempo necessfmoa

sincronizacao nas simulacdes numeéricas.
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2 Os sistemas caticos

Neste capitulo, serdao apresentados alguns fundameatesdticos para o tratamento
de sistemas caoticos. De modo algum pretende-se fazer xpogai¢ao completa da teoria,
sendo essa limitada as propriedades utilizadas na améhfizada nos capitulos subseqientes.
Por isso, apenas sistemas dinamicos a tempo discretowdiZzados, ou seja, a evolucao tem-
poral da variavel de estad@ € w & determinada por um majpledimensionaF : w — w de

modo que

Xnt1 = F(Xn), (2.1)

sendon € N o tempo discreto @ C RY o0 espaco de fase em que o ma&pa definido. Isso
porque mapas sao mais faceis de tratar, tanto numeri¢argeanto analiticamente, e podem
apresentar caos em baixa dimensao. Por exemplb,fee nao invertivel, & possivel que a
dinamica de (2.1) seja cattica mesmo mhral. As ilustracdes das definicdes e propriedades
dadas nesse capitulo envolverao, portanto, o mapa delkr definido na proxima secao —
gue é unidimensional. Como nos capitulos 4 e 5 sera egia analise dinamica de sistemas
L-dimensionais compostos lemapas de Bernoulli acoplados, os exemplos aqui apresentado

representam parte do desenvolvimento proposto para essatdcao.

Embora a imensa maioria dos problemas de interesse fisiavam fluxos, isto &,
sistemas dinamicos definidos por equacoes diferencidigarias, a teoria desenvolvida para
mapas é de grande valia, pois, em principio, pode-se seogmstruir um mapa de Poincaré
apropriado e se obter um maph~ 1)-dimensional de um fluxd-dimensional. Quando nao
indicado o contrario, as definicdes e resultados indisddrmam uma versao compilada do

contetido presente nas Réfs* 5811



13

2.1 A instabilidade e o caos

Dois componentes essenciais estao presentes na dindaditza: instabilidade e ape-
riodicidade. A instabilidade é tipicamente caracterizpdla divergéncia exponencial de duas
trajetorias inicialmente proximas com a evolugao terapdo sistema. O exemplo mais simples

possivel de um sistema instavel & dado pelo mapa unidimres

X1 = B, (2.2)

sendaxg € w=R e > 1. Afigura 2.1(a) representa uma simulagao do mapa (&) c= 3,
para duas condi¢des iniciais muito proximEsevidente que as trajetorias divergem ao infinito
e, também, a distancia entre ambas, indicada\ggna figura 2.1(a). Apenas as primeiras 10

iteradas de (2.2) estao indicadas para evidenciar a @neiginicial das trajetorias.

200 T | T T T

. [0 x,=0199 (@)
150l | X %=0.201 |
- T AX” @ .
= 100} /
50 ® ,/// -
& ®R ? 1 I B 1”'—‘—‘| I
3 ® 2 4

0 20 40 ~60 80 10

Figura 2.1: (a) Os primeiros pontos da série temporal dersi instavel (2.2), corg = 3.

A linha tracejada indica a distancia entre as duas tnagsto(b) A série temporal do mapa de
Bernoulli (2.5) para as mesmas condic¢des iniciais erpatés da figura (a). As trajetorias sao
agora instaveis e aparentemente aleatorias.
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Deve-se notar que a instabilidade do mapa (2.2) nao getaunenimprevisibilidade,

pois & direto de (2.2) que
Mg = B, (2.3)

por simples substituicdo. Assim, a evolucao tempoeahpdenas uma trajetoria ja fornece o
resultado de todas as trajetorias possiveis. Caso sgdese€simo valor de uma trajetéria

iniciada emyp, basta calcular

Yo = B"ExXn, (2.4)
sendo o sinat-dado pelo sinal déyp — xo). Portanto, apenas a instabilidade nao gera caos.

A aperiodicidade pode ser obtida em (2.2) ao se alterar G;egpmfasew = R para
um toro unidimensionab =T = [0,1) @ Assim, a variavex, de estado pode ser considerada

como um angulo. Uma maneira conveniente de se escrevera (R&) restrito ao toro &

X1 = PBXamodl (2.5)
sendo quemodb representa a operacao

a — 0<a+kb<1l (ke Z) (2.6)

O mapa (2.5) & denominado deslocamento de Bernoulli ou depBarnoulli e desem-
penha uma importante funcao para a teoria de sisteméisa=®. Uma ilustracao de como
as trajetorias do mapa de Bernoulli evoluem no tempo esligada na figura 2.1(b), na qual
B = 3 foi utilizado e as mesmas condi¢des iniciais da figuréa2 foram tomadas. A instabili-
dade continua evidente, pois ja nas primeiras iteradagjesdrias rapidamente se distanciam.
Nota-se, porém, que a limitacao do espaco de fase ndltdraroduziu o carater erréatico e

aperiodico nas trajetorias de (2.5).

A figura 2.2 representa a agcao do mapa (2.5) para difereateses def3. Nessa

monografia, por razdes que ficarao claras nas proximd@sesgewvalores fracionarios pafa
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também serao considerados. O que fica evidente na figura2cial

_ 1+f3 ~ 1618 @.7)

é que para qualqué> 1, existem pontos € w com mais de uma pré-imagem, ou seja, existem

Yk tais que

X = Pykmodl

comk > 1. Logo, para qualquer valor ¢i&tal que o (2.5) & instavel, o mapa de Bernoulli &€ nao
invertivel e, portanto, pode apresentar caos unidimeatioA nao-linearidade dos mapas de
Bernoulli pode ser vista de duas formas: através da existélas descontinuidades, localizadas
emx = a/f3, sendoa determinado por (2.6) cotm= 1, ou através da observacao que (2.5) &
um mapa continuo em um espaco unidimensional nao Eacbdé nao-linear, o tord'. De
qualquer modo, o mapa de Bernoulli possui todos os préigikogi para apresentar caos. A

caoticidade de (2.5) sera verificada na se¢ao 2.5, comiticada dinamica simbblica.

l T T I T I _ T
— B=3 XN = Xn+1_
| — p=2 /R
— B=9
0,8 |
0,6
—
+
pat L i
X
04 .
0,2 —
i 1 | 1 1 | 1
00 0,2 0,8

Figura 2.2: A acao do mapa de Bernoulli, equacao (2&rp diferentes valores ¢&
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2.2 A medida natural

Como foi argumentado na introducao, devido a instahdel e aperiodicidade das
solu¢des de um sistema cabtico, muitas vezes, & ca@mnersbandonar o conceito de trajetoria
e substitui-lo pelo conceito de medida. Para fins pratiaotas as abordagens fornecem o
mesmo resultado referente as quantidades médias dmajsievido a ergodicidade dos siste-

mas cadtico®, expressa por

T—oo

. 1T*l
im 3 3 90x) = /qu(x)du(x), (2.8)

sendog (x) uma funcao teste arbitrariag C w o conjunto cadtico consideradqéx) a medida
natural do subconjunte” O C = limgy_o{y € w: dist(X,y) < dx}. A medida natural pode ser

definida da seguinte maneifa

Definicdo 1 A medida naturali(A) de um conjunto A= w é dada por

o # g dist(x A) < THg
H(A) = lim lim 1t distx 7>< Jico
N—or—0 #{Xk g

(2.9)
para qualquerxg tipico ema.

Na expressao (2.9), a notacad #} significa o niumero de elementos do conjunto
{---}. Portanto, por definicdo, a medida natural de uma re@ido espaco de fas® repre-
senta a fracao de tempo que uma trajetbria vilitau suas vizinhancas. Devido ao carater
aparentemente aleatorio das solugdes de um sistertiaacaf{A) pode ser interpretado como
a probabilidade de se encontrar uma trajetoria tipicadeam um dado instante de tempo

Observe que, por definicao, essa probabilidade ja éal@ada, poigt(w) = 1.

A medida natural &€ associada a uma densidade de tragepmia
du(x) = p(x)dx. (2.10)

A densidadep(x) pode ser numericamente estimada através de um histogeafremdéncia da

evolucao temporal de diversamndicdes iniciais aleatoriamente escolhidasem densidade

LA rigor, devido a ergodicidade, apenas uma trajetoria com o & suficiente. O conjunto de trajetorias
aleatorias &€ tomado para se compendarito.
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das trajetérias do mapa de Bernoulli foi estimada dessa&im@ampara diferentes valores fle

e esta indicada na figura 2.3. Nota-se gue) & uma funcao constante por partes, para todos
os valores d¢8 indicados. Especialmente pgbac N, essa densidade € constante e igual a um
paratodox € [0,1). A comprovacao desse resultado foi reservada ao capkgluinte, na secao
3.1. Note que, apesar @le= @ ser o nUmero mais irracional que exiSt8 a densidade(x)

apresenta apenas dois patamares possiveis. Esse reseltaégxplorado na se¢ao 2.5.

4 T | T | T |

1,

[

1,618...

T ™
1
w e

Figura 2.3: Densidade da medida do mapa de Bernoulli pageetifes valores dé.

2.3 Os expoentes caradtrcos

As duas principais caracteristicas de sistemas cadtciostabilidade e a aperiodici-
dade, podem ser quantificadas através da introducaoxgpogm@es caracteristicos: 0s expo-
entes de Lyapunov e as entropias topologicas e de Kolmegiirmi. Nessa secao apenas as
definicdes serao expostas, pois o desenvolvimento kedle@esses expoentes serao realizados

nos capitulos posteriores.

2.3.1 O expoente de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov de uma trajetdpeig} quantificam a estabilidade desta

quanto a perturbacoes infinitesimais tipicas. Para aidaé, considerg: w — w um mapa
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caoticod-dimensional e sua expansao em série de Taylor até parosiem:
gx) ~ g(X)+Dg(x)|y(x—x), (2.11)

sendoDg(x) a matriz Jacobiand-dimensional cujos elementos séo dados por

d0a(X)

Dgey = o5

, (2.12)

Assim, a cada iterada, duas trajetorias infinitesimalm@nbximas, dadas pdixg} e {x.}

afastam-se segundo
OXn = Dg(Xn)|x -

Pela regra da cadeia, encontradsg = ﬂﬂ;& Dg(xk)|x/k. Assim, define-se od expoentes de

Lyapunov deg(x) calculados sobréx,} como®
he = lim —Inf|Dg™™ (xo) vkl (2.13)

sendovy 0 k-ésimo autovetor da matriz JacobiaDg(xn) € X, = g (o). A figura 2.4 repre-
senta, de modo esquematico, a acao do ngames trajetorias vizinhas»xa A deformacao do
espaco de fase & quantificada pelos expoentes de Lyaphiesferad-dimensioanlem 2.4(a) se
deforma em um elipsoéide cujos eixos sao ampliados ou r@osiexponencialmente a uma taxa
dada pothg. Tais eixos sao determinados pelas autodireco&3gde,), dadas pelos autoveto-
resvg em (2.13). Esses autovetores definem, portanto, dirgg@espais para a dinamica. De
fato, as variedades estaveis e instaveis, indicadas ligtas azul e vermelha, respectivamente,
na figura 2.4, s&o tangentes aos subespacos definidosapédestores estaveis e instavéls

Define-se um autovetey, como estavel shy, < 0 e instavel casby > 0.

A construc&o indicada na figura 2.4 & formalmente gatanielo seguinte teorerffa

Teorema 1 Seja E uma esfera uiitia emRY, e sejaA uma matriz d< d. Sejam é, e ,aﬁfl

eap,---,ag_1 0S autovalores e autovetores uribs da matrizAA T, respectivamente. B,

1. ag,---,a4_1 SA0 vetores unédrios mutuamente ortogonais;
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2. 0s eixos da elipsBE sdo anan para0 <m< d.

(a) (b)

Figura 2.4: Ailustracao pictérica da deformacao duoeg® de fase quantificada pelos expoentes
de Lyapunov. (a) Uma esfera de condigdes iniciais prasiaum pontx &€ mapeada para um

(b) elipsbide em torno dg(x), sendo que os eixos se expandem nas direcdes instaveis e s
contraem nas estaveis.

Embora os expoentes de Lyapunov sejam definidos em termosal&aietoria{ Xy},
esse nao deve depender da condicao inigiadlesde que esta seja tipica, devido a ergodicidade

indicada em (2.8).

Percebe-se que sle= 1, a expressao (2.13) se torna

1 dg(x)
ho = Amnwﬁkzoln o | (2.14)
e, portanto, de (2.5) obtém-se
ho = Inp, (2.15)

em acordo com a observacao feita na se¢ao anterior: a efnagstavel parg > 1.

2.3.2 As entropias

Enquanto os expoentes de Lyapunov quantificam a instatididi@g, as entropias
aqui apresentadas referem-se a complexidade e a apetantk verificada. A definicao des-

sas entropias requer o desenvolvimento de um particionamnsetematico do espacgo de fase.
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Considere quev pode ser decomposto ehtonjuntos disjuntosy, tal que
W=W{UWorU---UWj.

Define-se a fung¢ao entropia para a parti¢@g} por

J
Hwd) = 3 utwgin

k=1

H(Wk)) 7 (2.10)

sendou(wy) a medida natural do maggna porcaony do espaco de fase. Define-se também

H(wi)In <@) =0, se U(wg) = 0. (2.17)

A expressao (2.16) € motivada pela entropia de Shannon,

hshan:—zpiln(pi>a (2.18)

gue quantifica o grau de imprevisibilidade em um processbatitistico, sendo a soma sobre
todos os eventos possiveis caracterizados pela pratedslp;®. Agora, considere sucessivas

particdes do espaco de fa@g,((n)}, dadas por

(n—1)

W = Wy mg‘l(wén_l)) (2.19)

para qualquer pa,b=1,---,J. A notagaag(w) refere-se ao conjunto de todos os pontos
que sao mapeados parg pela acao dg. Gerando particOes cada vez menores a partir de

(2.19), define-se a entropia da particao origifval} como

(W) = im TH(")). (2.20)

Perceba que o somatorio em (2.16) estende-se dB.1Gresultado (2.20) depende do partici-
onamento iniciakwy} escolhido. Para eliminar essa dependéncia, define-secgpianétrica,
ou entropia de Kolmogorov-Singpor ©
hks = suphy({wk}). (2.21)
{wick
O particionamento do espaco de fds&} que resulta enhks € dito a particdo geratriz d@

para a medida.
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A entropia de Kolmogorov-Sinai fornece a taxa exponenamsh @ue um sistema
cattico gera informacao. Para ver isso, considere gueaandicao iniciakg pode ser obser-
vada apenas com uma precisao finita, como ocorre em qualtpdida experimental. Agora,
considere a evolucao temporal exata da trajetfxjg, tal qual seria dada pela evolu¢éo do
experimento em questdo. A observacao sequencial dpgugaowy a trajetoria visita a cada
tempon informa em que partigéw,((”) a condicao iniciakg estava. No limiten — o o0 volume
da partigécwl((n) vai a zero e a posicao inicial & unicamente determinama,recisao absoluta.
Nesse sentido, diz-se que acompanhar a evolu¢ao temjmraha trajetbria cadtica fornece
informacao sobre o sistema. O maximo de informacadtpoxda € obtido quando o particio-

namento iniciafwy } & 6timo, ou sejahiks fornece a taxa maxima de informacgao criada por um

sistema caobtico. A positividade tigs implica caos.

De maneira geral, pode-se proffdgue a entropia métrica &, no maximo, igual & soma
dos expoentes de Lyapunov positivosyle
hks < ) i (2.22)
h>0

sendo a igualdade valida para sistemas que satisfazermaX - ver secao 2.6.

A definicao da entropia topolbgica segue o0 mesmo paraitento do espaco de fase,
mas considera apenas o niumero de partigff@wﬁn) }) que nao sao vazias, isto &, que possuem

u(w™) > 0. Define-se ento a quantidade
1
hr({w}) = fim ZIn [W({w@})} , (2.23)

como a taxa de crescimento exponencial do niumero de @mﬂié”) nao vazias. Agora, maxi-
mizandohr ({wy}) sobre todas as particdes iniciais possiveis, encaeteentropia topobgica
do mapag ©:
ht = supht({w}) (2.24)
{wich
Note que, pela definicao dg, a entropia topologica do magdornece a taxa de crescimento

maxima do nimero de particOes necessarias para dez&aaatrator, uma vez que as particoes
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comp(wg) = 0 ndo sao consideradas.

De modo geral, é verdade qffe
hr > hks (2.25)

e, portanto, a positividade dg também implica caos. Note que ambas as entropias definidas
nessa secao envolvem o crescimento do nUmero degestpgra se especificar uma trajetoria
do mapay. Por isso essas entropias sao utilizadas para quantificenplexidade dos sistemas

caobticos.

2.4 A sela catica

A exposicao desenvolvida até agora foi considerangetéfnaas confinadas a atratores
calticos, ou seja, o0 comportamento cabtico dessas@ragtcontinua indefinidamente. Em
muitas situacdes, observa-se comportamento caotewsapor periodos finitos de tempo, ditos
transientes caticos 1sso ocorre quando existe no espaco de fasen conjunto cabtico, com
as mesmas propriedades discutidas anteriormente, magqueatrativo. Esses conjuntos sao

denomindadoselas caticas

Uma sela cabtica também possui, pelo menos, um expoernigagenov positivo e
as entropias topologica e de Kolmogorov-Sinai hao nulsjal’ uma regiao do espaco de
fasew que contenha uma sela cabti¢a Uma vez que/ & nao atrativa, as trajetorias en=
w—T jamais entram erf. Suponha agora que um numero muito grande de condici@essn
No(I"), seja aleatoriamente distribuido dm A evolugcao temporal dess& (") condicdes
iniciais forma um conjunto de trajetorias iniciadas Ensobre o qual as quantidades métricas e
topologicas da sela serdo determinadas. BgjB) o nUmero de pontos que ainda permanecem

em[l apobsn iteradas do mapa. Con# nao & um atrator, observa-se

Nn(F) < Np(l). (n>m) (2.26)

As guantidades caracteristicas de qualquer sistem&agaétja um atrator ou uma
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sela, sao determinadas no limiterde- co. Por definicao, espera-se que

lim No(T) = O. (2.27)

Nn—oo

As trajetorias que escapam deisto &, que deixam o conjuniq no tempa, o fazem
seguindo a variedade instavel da sela cadficaSobre essa variedade, bem como nas suas
vizinhancas, a dinamica & instavel e suave, sendo quaetdrias se afastam exponencialmente
rapido, a uma taxa determinada pelos expoentes de Lyapasitivos. Desconsiderando-se as
primeiras iteradas, espera-se que as trajetorias quepeoam em estejam nas proximidades
das variedades estavel ou instavelde Aquelas que estao proximas a variedade instavel,
deixarad™ exponencialmente rapido. Aquelas proximas a variedathvel, se aproximarao de
¢ para entao alcancar uma rota de escapeariedade instavél Portanto, espera-se que, para

n>10)
Nn(F) ~ e, (2.28)

sendoy chamado deaxa de escapéa sela cattic&. As definicdes dos expoentes carac-
teristicos da secao anterior podem ser aplicadas a cabtisas, desde que o decaimento do
nimero de trajetbrias seja compensado, fazendo(wg‘)) — eV”u(wl((”)) na definicdo da en-
tropia métrica e considerando para o calculo dos expseal#ed.yapunov 0 conjunto exponen-

cialmente pequeno de trajetorias que permanecein panan > 1.

Note que, quanto mais instavel f&éf, maior deve sey. Como as trajetorias que
demoram para escapar sao aquelas que permanecem naagasidha variedade estavel, quanto
mais densa er for tal variedade, menor deve ser o escape. De maneira gbsalva-sé&

y = > h—hs, (2.29)
h>0
sendo essa identidade formalmente verificada para sistatisfazendo o axioma A. Note que
as trés quantidades em (2.29) representam taxas tempgagsuem dimensao flempd L.

O reciproco dessas quantidades definem escalas de teraptedaticas do sistema. Enquanto

2Em completa analogia com a dinamica observada nas vizgalsate um ponto fixo instavel do tipo sela.
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gue otempo de Lyapunov

1
lyap = ho’ (2.30)

caracteriza o tempo médio de preditibilidade em um sistea@ico, o reciproco da taxa de

escape,

_ 1
(1) = ” (2.31)

define otempo de vida #diodo transiente cadticqr) representa o tempo necessario para que

0 numero de trajetbrias emcaia para le de seu valor inicial.

2.5 O operador de transtarcia e a diamica similica

Como foi verificado na secao anterior, & possivel defimiparticionamento do espaco
de fase tal que, ao se obervar a sequiéncia de partigdiesiais por uma trajetoria no limie—
o, a localizagao da condigao inicial pode ser unicamdaterminada. Essa € uma propriedade
intrinseca de sistemas cabticos. Se um simbolo for eskna cada um do$ componentes
da particao geratriz, definida por (2.21), a evolucaopteral de qualquer trajetorig} deg
pode ser unicamente representada por uma sequéncialisiaibfinita. Basta que os simbolos
representem, sequencialmente, as particoes visitmdadrajetoria. O procedimento pode ser
invertido e, para cada sequéncia infinita, uma, e apenastuapetoria esta associada. Assim, a
associacao de um simbolo para cada elemento da agegatriz define de maneira biunivoca

adinamica simBlica do mapag.

Para os mapas de Bernoulli investigados no inicio dess$eit@pode-se mostrar que a
particao geratriz &€ dada pelas regides de suavidadeda.m associacao de uma trajetoria com
uma sequiéncia simbolica & diretamente realizada dersido-se a acao, ou nao, do moédulo 1

na trajetoria.

Segundo a definicdo da entropia topologica e da sistearggiresentada para a associacao
simbolica, vé-se quier dada por (2.24) representa a taxa de crescimento expohémoiamero

de sequéncias simbolicas permitidas ao sistema. Agsind vez conhecidas as regras de
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transi¢cOes entre as particheg, & possivel se obter a entropia topologica do sistemandCo

exemplo, considere que o espaco de fase é particionadpeEmagdois subconjuntos e associe

ST
o) (1)
N

Figura 2.5: Representacao do itinerario mais simplssipel: seqiieéncia simbolica binaria com
todas as transi¢Oes possiveis. Ao se desconsiderarsicfia indicada em vermelho, tem-se um
exemplo trivial da proibicao de algumas transicoes.

o simbolo “0” e “1” para um deles.

A dindmica de um mapg é refletida nas regras de transicao impostas a dinamica
simbolica. Considere a figura 2.5, na qual as setas indisanaasicdes permitidas. Note que,

ao se considerar todas as transi¢oes, as seguintens@gipodem ser observadas:

011—

01— 010—
001—

0— 00— 000—
1— 10— 100—
101—

11— 110—
111—

. (2.32)

ou seja, a cada nova iterada, cada seqiéncia simbolieanggs duas, dadas pela
repeticao da seqiiéncia acrescida de um “0” ou um Eldvidente que o nimero de simbolos

possiveis dobra a cada iterada e, portanto,

para a particao binaria em que todas as transicOepasgiveis. A regra de transicao exposta

na figura 2.5 representa o mapa de Bernoulli fiaza2, 00.

Um exemplo um pouco mais ilustrativo & obtido também dardidgli5, mas agora

desconsiderando a transi¢cao indicada em vermelhogjstesumindo que a particao associada
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ao “1” é totalmente mapeada para a particao “0”. Nesse, @asseqiiéncias permitidas sao:

01— 010— 0010—
001— 0010—

, (2.33)
0— 00— 000— 0000— .

1— 10— 100— 1000—

101— 1010—

Note que, agora, o nUmero de novas possibilidades nawi@rnrente determinado,
como no caso anterior. A introducao matriz de transfenciatorna-se extremamente (til para

essa analiséY. SejaT uma matriz) x J tal que seus elementos s&o dados por

1 caso g(Wa) "W, # &
[T]a,b = .
0 caso g(wa) NWy =g

Para o caso considerado, a matriz transic@?2 x 2 e dada por
T = , (2.34)

sendo que assumiu-se “0” para e “1” paraw,. Observe que essa associacao é arbitraria. Por
construcao, o elemen{d"], , representa o numero de caminhos distintos para se aftcanca
particaow,, partindo-se dev,;, emn iteradas do mapg. Portanto, o numerK,, de seqiiéncias

simbolicas de tamanhopossiveis &€ dado por

Kn — [T”]abéll 1 ... 1]T” e (2.35)

1

Uma expressao assintotica pa¢a é obtida expandindo-se os vetores indicados em
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(2.35) na base dos autovetoresIde resultado encontrado &

Ki = S el =S c (ta)n (2.36)
n = alag = 1p al — | > .
a; 2 a; to

sendat, 0 a-ésimo autovalor d&, decrescentemente ordenados segundo as suas magnitudes,
e as constantes, dadas em termos dos componentes dos autovetores assochsdns, a

entropia topolbgica do sistema & dada por

1
ht = Ilim =InK, = Intp. (2.37)

n—oo N
A convergéncia da série (2.36) é garantida devido siti@itade assumida ao magaue gera

a sequiéncia simbolica. Por definicao, sistemas qisfastm 0 axioma A sao transitivos.

De posse do resultado (2.37), a entropia topologica derssique gera a sequéncia

simbolica (2.33) & facilmente determinada. Os autoealdeT, dada por (2.34), sao

t, = 1+2\/§E(p (2.38)
t. = 1_*@5@ (2.39)
2
e, portanto,
hr = Ing.

Logo, a simples imposicao de que “1” apenas mapeia “0’lt@sumn uma reducao consideravel
na entropia topologica do sistema. Uma inspecao rapadiggura 2.3 indica que a associacao
do simbolo “0” para o intervalagp = [0, 371) e 0 simbolo “1” para o intervaley, = [371,1)
resulta exatamente no itinerario indicado em (2.33) qaghe ¢. Assim, a dinamica simbolica
do mapa de Bernoulli pafa= ¢ € dada pela figura 2.5, desconsiderando-se a transigi@ada

em vermelho.

2.6 A hiperbolicidade

Uma regidaoZ C w do espaco de fage de um mapad : w — w d-dimensional é dita

hiperbblica, ou 0 conjuntaz’ possui estrutura hiperbolica, se seguintes condig@msatisfeitas
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.
1. As variedades estavél®(x), cuja dimens&o @, e instavel#'(x), com dimensad, tal
gued = de + d;, ndo sao tangentes entre slge d; sdo constantes, para tode .«7;

2. Existe uma constante> 1 tal que para todr € .o/, sev € um vetor tangente a variedade

instavel, entao
IDg(x)v]l = kllv],
e sev é tangente a variedade estavel, entao
1
IDgoovl < IVl

Da condicao 2, pontos proximos sobre a mesma varieddéeeése aproximam através da
evolucao temporal dg pelo menos tao rapido quango“". Analogamente, pontos proximos
sobre a variedade instavel se afastam pelo menos t@mrgpant@<". Por exemplo: os autova-
loresn, deDg'P)(x) calculados sobre um pongeperiodicox;, devem satisfazeny(xp)| > kP,

nas direcdes instaveis,

Bx(Xp)| < k7P, nas direcBes estaveis. Essas condigcdes sao eapress

na seguinte definic&o de estrutura hiperbdfita

Definicdo 2 Seja.# um conjunto invariante dg. Uma estrutura hiperblica para.# & uma
decomposigo direta, coninua e invariante T w = Ef) &) E;) com a propriedade de que exis-

tem constantes > 0e0 < n < 1tais que

1. seve E'?, entio|Dg™ (x)v| > kn"|v];

2. seve EY), eno [Dg™ (x)v| < kn~"v].

Sistemas, cujo o0 espaco de fase possui uma estrutura dlipartsdo ditosistemas
hiperbdlicos Se existir emw uma regidoge, sendou (<) > 0, tal que uma das condi¢des
acima nao é satisfeita, o sistema & dim-hipertblico. Portanto, existem dois tipos de nao-

hiperbolicidade: um conjunto pode ser nao-hiperbblioo gpresentar tangéncias entre suas
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variedades estaveis e instaveis ou se a dimensao desssades nao for constante para todo

Xe ..

Os sistemas em que a medida natural obedece

lim u(ANg™(B)) = u(A)u(B), (2.40)

N—oo
para quaisquek, B C w, sao ditos “mixing”. A condicao (2.40) implica ergodieide, indicada
na equacao (1.4), mas o contrario ndo & necessariamerdade - “mixing” &€ mais geral que

ergodicidade. A existéncia de um conjunto denso de &ipgaiddicas instaveis em garante

que o sistema & “mixing®.

De posse das definicdes de estrutura hiperbolica e “giixpode-se enunciar axi-

omaA

Axioma A O mapag : w — w & mixing ew possui estrutura hipeddica.
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3 Asorbitas periodicas instiveis

3.1 A medida natural em fuag dasrbitas perbdicas insaveis

Nesta secao uma expressao para a medida natural de tion atrefuncao das orbitas
peribdicas contidas neste atrator sera derivada. Estdtado justifica, de maneira formal, a
afirmacao de que as Orbitas periddicas instaveis oengpésqueleto sobre o qual a dinamica
caltica é construida. O desenvolvimento apresentagguarassume que Q — Q & um mapa
caoticod dimensional satisfazendo o axioma A, enunciado na se¢e 2 devido a Grebogi,

Ott e Yorke.

Uma maneira sistematica de se particionar o espaco de taswesiderar células delimi-
tadas pelas variedades estaveis e instaveis. DenotegladiaporCy. Se estas particdes forem
pequenas, a curvatura das variedades podem ser desprezambesse aproximar estas células
por paralelogramas, como indicado na figura 3.1. Devidgpatbse de sistema hiperbblico, as
variedades cruzam-se sempre de modo nao tangente, logos@augao destes paralelogramas

€ sempre possivel.

Considere agora uma particao especi@iga um conjunto de condigdes iniciais res-
peitando a medida natural do atrator cadtico nesta partidé\posn iteradas, algumas destas
condigdes iniciais podem retornalCa.  Como estamos assumindo sistemas que satisfazem o
axioma A, a fracao de condi¢des iniciagaie retornam par@; quandon — o & igual a medida

natural desta célul(C;j).

Sejaxg uma das condigdes iniciais que retorn@;aaposn iteradas. Esta construcao

esta representada esquematicamente na figura 3.2, ondedada estavel esta representada

lpara isto, assumem-se infinitas condicdes iniciais.
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(a) ()

\ _ i .
I | I

Figura 3.1: a) llustracao esquematica da particaospago de fase em termos das variedades
estaveis, indicadas em azul, e instaveis, indicadas emelieo. b) Aproximacao por paralelo-
gramas: as células, sao suficientemente pequenas para que a curvatura dagagkasepossa
ser desprezadd.
na horizontal e a variedade instavel na vertical. Emborguadiesteja ilustrando um espaco
bidimensional, entende-se que localmente, dentro e nedhsaizcas de cada céluly, estas va-
riedades sao representadas por espacos Euclidianosmemsédae, para a variedade estavel,

e di, para a variedade instavel, sendo, portanto, as linhasaapema representacao pictorica

unidimensional de espagos com dimendgaed;.

e ¢ n e’ h
oo 0\0
Aeg-o b
Xn
c 5
e h € o S h
. 0 Z
f Xo g f = NX + 0
D D S S =
fd g f g

Figura 3.2: Representagao esquematica da fracacedalaC; que retorna apas iteradas”.

As linhasab e cd’ formam um segmento das variedades estavel e instavegates
vamente. A imagem apdasiteradas do segmento sobre a variedade estavel estadadiela
linhaab/, enquanto que a-ésima pré-imagem do segmento sobre a variedade ihgtalaela
pela linhacd. Agora, pode-se determinar o conjunto de pontos denti@;dgie retornam a

esta particao apasiteradas. Para isto, considere os segmentos da varieddéedle f’ e g/’
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passando pa’ eb/, respectivamente (ver figura 3.2). Por construcao, esisssegmentos for-
mam a imagem apasiteradas dos segmente$ e gh, que representam porc¢des da variedade
estavel. Assim, todos os pontos no interior do retangdighrachurado na figura 3.2 retornam

aC;j aposn iteradas e est&o contidos no retangeiidg’h’.

Necessariamente, a intersecao dos dois retangulosroamn ponto fixo do mapa
vezes iterado, seja ele um ponto de periodomtal quen=rmer € N,. Por hipbtese, este
ponto & uma sela com dimensao instayyed dimensao estavek. A expressao para a medida
pode entao ser relacionada as Orbitas periodicasdazeste argumento CoOrp = Xg = X*, ou
seja, construindo estes retangulos indicados na figuracddigderando o ponto de periodo
As dimensdes de tais retangulos podem agora ser asseoeaiaslautovalores d€. SejaL;(x*)

e Le(Xx*) respectivamente o produto da magnitude dos autovalorévais e estaveis de':

di—1
Li(x") = kEL|f7k(X*)| (3.1)
d-1
Le * - * 5 32
(x) k:|OI_|de|f7k(X )] (3.2)

sendayy(x*) os autovalores dBf"(x*) decrescentemente ordenados segundo suas magnitudes,

[No(X)[ = (M) = -+ = [Ng-1(X) [ > 1> |Na-a(X)| = -+ = [na-2(x)]. (3.3)

Ao assumirC; tao pequena de maneira que a curvatura das variedadesus@ja n

considera-se que a dinamica @né dominada pelo termo linear @& ou seja,
Xn = f(x*)+Df"(x")(xo—Xx"), (3.4)

portanto, todos os segmentos considerados na constdoga@tangulos na figura 3.2 sobre a
variedade estavel ttm sua magnitude reduzida pelo fater) e aqueles sobre a variedade
instavel ttm sua magnitude ampliada pelo fat¢x*) . Assim, a area do retanguéf gh que
forma a pré-imagem dé f'g'lY, delimitado verticalmente pelas porcdes da variedaskavel

é determinada pelo fator/ILj(x*). Uma vez que a medida natural do atrator varia suavemente
na direcao instavel €; & pequena, pode-se assumir que nesta célula a medidaatior &r

uniforme. Logo, a fracéo da area @ ocupada pelo retangulefghé dada por ALi(x*).
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Como paran — o esta fragao € igual a fracao de condigdes iniciasgtornam &, tem-se a

expressao para a medida natural da célula em funcacutimsadores instaveis de':

n—oo

u(cj) = lim zcﬁ (3.5)

na qual o somatério foi introduzido de maneira a considai@ntribuicao de todos os pontos
fixos x* do mapan vezes iterado contidos e@) pois, devido a ergodicidade, a medida natural
é aditiva.

Duas observagdes sao necessarias na derivacadbileFmeiramente, embora este
resultado seja obtido através da aproximacao linear ajwaf? dentro deC;, a expresséo para
a medida é formalmente valida, pois pode-se mostrar gaeapsoximacao difere no maximo
por um fator 1+ € do valor obtido por um calculo mais detalhado, seadiependente das
dimensdes d€; e da segunda derivada tf§x*). Como se pode escolh€j arbitrariamente

pequeno, sempre € possivel fazer 0 e, portanto, (3.5) é formalmente valida.

®
e oleb !
Xn X,
a e 'Xo o b ¢
b
" "

Figura 3.3: Exemplo de localizacao proibida para as imagepré-imagens quando as células
Cy formam particdes de Markd¥.

A segunda observacao & que na construcao dos reténgalfigura 3.2 considera-
se que a imagem dab e a pré-imagem de/d’ estdo completamente contidas €m Esta é
uma condicao necessaria para o desenvolvimento de (3.fonto a ser considerado & que
tais células podem ser escolhidas como particdes dedMatl espaco de fase e, como con-
sequéncia, um segmento interior@enao pode ser mapeado, nem pode ter sua imagem, parci-
almente fora d€;, por definicao. Como sistemas que satisfazem o axioma éssadamente

possuem particoes de Markov, situa¢cdes como a indicadigura 3.3 nao ocorrem.
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Um exemplo simples, mas esclarecedor da aplicabilidademtassao (3.5), pode ser
obtido ao se analisar o mapa de Bernoulli. Como foi visto qtako anterior, para determina-
dos valores dg, a determinacao da dinamica simbblica desse mapa odeita de maneira
sistematica. ParB € N comf3 > 1 existem@ particOes do espaco de fase e a cada uma des-
sas um simbolo & associado. Para cada ponf@ €€0,1), a seqiiéncia simbolica associada
€ a expansao dec Q na basg3. Como cada sequéncia simbolica esta associada a ura pont
periddico do mapa, & possivel determinar todos os pgeonsdicos do mapa. Assim, através
de (3.5), pode-se determinar a medida de cada particggmSe

o - [0
BB

as 3 particdes deQQ. Como paragB inteiro todas as sequiéncias simbolicas sao possiveis

), (j=0.1,.-.B) (3.6)

namero de pontos fixos daésima iterada do mapa em cada uma das particdes € dado po

Nn(Cj) = % =B, (3.7)

pois existemB" simbolos e particdes. Assim, comb;(x) = " para todos os pontos de

periodon emQ, tem-se de (3.5):

N Nn(Cj)
n—1 1
ue) = glggoBBn ~5 (3.8)

Portanto, através das orbitas periédicas do mapa deoBiéirrconclui-se que parf inteiro, a
medida de todas as particd@sdadas por (3.6) sao iguais. Como todas as particoes @mssu
0 mesmo tamanho, a medida & uniforme em todo o espaco d@ fasemo foi verificado na

figura 2.3, sendo a densidade da medidéxl = p(x)dx dada por

p(x) = 1, Be{k:ke Nk>1}.

Considere agora o caso ffe= ¢, no qual se sabe que a medida nao & uniforme. O

espaco de fase pode ser particionado em duas células,

Co=[0¢hH e C=[pl1.
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Novamente, o autovalor de qualquer pontperiodico é¢". Basta determinaN,(C;). Para

iSS0, retoma-se a expressao para a matriz de transis@e gdepa, dada pela equacao (2.34):

11
T = . (3.9)

10

Como foi visto no capitulo anterior, os elementos da diagdeT" representam o niumero de
sequéncias simbolicas distintas com tamamlqae terminam com o simbolo associado a cada
linha, ou seja, o nimero de pontegeriddicos distintos em cada uma das particdes do,espac

de fase. Portant®Nn(C;) = [T"]};.

A determinacao dos elementosTEpode ser feita de maneira elegante com a introducao

dos numeros de Fibonadt?:

Fo=0, Fr=1 e Fn=Fn_1+F2, (n>1) (3.10)
de modo que
Fn Fno
Tl =2 noh (3.11)
anl anz

Note que, por inducao, (3.11) é obtida:

P 1+1 140 2 1
10[[10 1+0 1+0 11
; 11(]21 2+1 1+1 3 2
T = = =
10[[11 2+0 140 2 1
, 11[[3 2 3+2 2+1 5 3
T = = =
10[[21 3+0 2+0 3 2
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Assim, determina-se o numero de pontos fixos®m

Nn(Co) = [Tn]oo:Fn+1 (3.12)

Na(C1) = [T";=Fn-1. (3.13)
Como os niimeros de Fibonacci podem ser expressad&$por
- L 0" "] (3.14)
\/g — |

sendop_ = (1—/5)/2, tem-se a expressao da medida das duas particdes:

1 [(pn+l _ (PDH} ®

uCo) = ARETZE (3.15)
o L[ (e
HCy) = Jim = (3.16)

nas quais os fatos que ! = (¢ — 1) e ¢_ < @ foram utilizados. Observe que

VERVE

Considerando o tamanho das parti¢cdes, obtém-se

H(Co)+H(CL) = 1

2
(LS se x€ [0,¢07)

pro = & VS . (=9 (3.17)
— se x€[p11)

V5

exatamente o resultado obtido nas simulac¢des da figura 2.3

Nessa secao, foi mostrado que as infinitas orbitas giedé instaveis contidas em um
atrator caotico suportam a medida natural deste atratoapligabilidade da expressao (3.5)
foi exemplificada para o mapa de Bernoulli. No capitulo s&@gyuesse mesmo resultado sera

utilizado para a analise de redes hiperbélicas de mapBsm®ulli acoplados.

3.2 Ataxa de escape em fuawwdasorbitas perbdicas insaveis

A expressao (3.5) relaciona a medida de atrator cadtico as oOrbitas periddicas

instaveis contidas neste atrator. Como foi indicado nas@d4, € possivel que uma trajetoria

2Esse resultado & obtido através da solucao das eppsesscursivas definidas por (3.10).
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apresente um comportamento ca6tico por um tempo finit@ iBso, basta que a trajetoéria es-
teja em uma regiad C Q que contenha uma por¢ao ou a totalidade de uma sela z&hbtic
Ainda assim é possivel relacionar as propriedades do#@nue¥ com as orbitas periddicas
contidas nessa sela cabtica. A taxa de esgagee € uma quantidade intrinseca e fundamental
da sela cattica, pode ser obtida em termos da estabilided@rditas periddicas com procedi-

mento analogo ao da secao anterior. Essa derivacduetard devida a Grebogi, Ott e Yorke
(7)

Deve-se considerar que, uma vez que as célfyagora contém uma porcao de uma
selacabtica, o numero de trajetorias que retornam apibsradas sera reduzido por um fator
e "M uma vez que o niumero total de trajetorias que permanecethaecai exponencialmente

com o numero de iteradas- ver equacao (2.28):

Nn(¥) O e, (3.18)

Repetindo o procedimento para atratores, utilizando a mesgumentacao da su-
avidade da medida ao longo da variedade instavel e das sid®gmpequenas das célu@s
e considerando o termo (3.18) no fato de que as areas irdicadfigura 3.2 representam a

medida deCy no limite n — o, obtém-se

lim &'y — - 1 (3.19)

para¥ C I'. Assim, evidenciandg, a expressao para a taxa de escape em termos das orbitas

periddicas contidas na sela caoti¢# obtida:

-1
1 1
y = rl]mnmﬁ In (x;r L (x*)) : (3.20)
Essa expressao esta em concordancia com a relac®) (afa taxa de escape. Note que
quanto maior folLj(x*), ou seja, quanto mais instavel fof, maior a contribuicdo da o6rbita
X Prm;l() para o escape de trajetorias, mas quanto maior o numentides de periodp, mais
termos nao-nulos sao somadog e diminuido. Uma vez que o numero de Orbitas periddicas

na sela contida efin cresce exponencialmente a uma taxa dada pela entropi@doqadtr (I7),
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observa-se qug& aumenta com a instabilidade do sistema e diminui com a codplde do

mesmo. Como a entropia topologica € relacionada com amatkS pela equacao (2.25),
hr(F) > hgs(M), (3.21)

a expressao (2.29) é qualitativamente recuperada.

Para o caso em quef(" (x*) nao depende de*, ou seja, para sistemas lineares por

partes, a expressao (3.20) é dada na forma

-1
y = r|1i—r>noo:_r:|n< di—fn(r) * n) ’
Mo [Mk(X*)]

na qualP, (") & o numero de pontos com periadem[l”. Uma vez que esse numero & dado por

(3.18) e qué

he = In|ng,

a expressao

= hy —ht (I 3.22
y th>0 k—hr(l) (3.22)

é obtida. Nesse caso, a comparagao com (2.29) fornece
hr(F) = hks(I), (3.23)

0 que é geralmente valido para sistemas hiperbofites portanto, a expressao (2.29) & quan-
titativamente recuperada a partir de (3.20). Por fim, notespy = 0 nas equacoes (3.19) e

(3.20), ou seja, nao ha escap® & um atrator caotico, a expressao (3.5) € recuperada.

3.3 A detec@o deorbitas perddicas

Uma vez que as orbitas periodicas formam o esqueleto danilta cadtica, o conheci-

mento do conjunto de todos 0s pontos periddicos possihilinalise de tais sistemas, pois esse

3Como a matriz Jacobiana do mapa & constante, o espectrpderggs de Lyapunov & dado pelo logaritmo
neperiano dos autovalores B&(x), ni, pois sex* & um ponto de periodg entaon,(x*) = ny.
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conjunto fornece a expressao para a medida natural doragradtravés desta medida, devido
a ergodicidade, qualquer quantidade métrica pode setaobPortanto, a analise das oOrbitas
periddicas &€ uma ferramenta poderosa para o tratamergistéenas caobticos. A dificuldade
surge na determinacao desse conjunto. Apenas em pousms &€gpossivel determinarpri-

ori a particdo do espaco de fase e utilizar a relacao \mdgai entre a dinamica simbolica e as
orbitas peribdicas para se obter o conjunto de todos o®ggeridodicos, como foi feito na

secao anterior para o mapa de Bernoulli.

A determinacao dos pontos periodicos também pode gardavés da solucao da

equacao
fP(x*) = x" (3.24)

Mas, devido a nao-linearidade do mdpa solug¢ao analitica &€, na maioria das vezes, impelssiv
mesmo para mapas unidimensionais e perigdosquenos. Uma alternativa € utilizar métodos
numericos iterativos para encontrar as solucdoes dd)3R2e maneira geral, constrbi-se um

sistema
gx) = fP(x)—x (3.25)
e utiliza-se algum método numérico para encontrar ossZigg, uma vez que
g(x*) = 0= fP(x*) = x*. (3.26)

Como o mapd & nao-linear, o comportamento geem torno dex* pode tornar-se bastante
irregular conformep cresce e os métodos tradicionais de solu¢ao apresentsteqmas de

convergéncia. Por exemplo, o método de Newton-Raphsaty plor

Xni1 = Xp-+OX, (3.27)
com

ox = —Dg(x), (3.28)

possui convergéncia quadratica nas vizinhancas deas sua convergéncia &€ garantida apenas
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se a semente inicial utilizada estiver na vizinhanga flmEax*. O volume dessa vizinhanga
pode se tornar tdo pequeno de maneira que nenhuma sauwagi precisao finita seja capaz
de iniciar uma semente dentro dessa vizinhanca e, asgiomsapontos periodicos nao serao

localizado<™.

Nesse trabalho, sera apresentado e utilizado um métatktelecao de pontos periddicos
instaveis capaz de determinar, em principio, todas laisagrperiddicas de um sistema cabtico

para qualquer periodo. Esse método e a exposicao simdé Schmelcher e Diakon89.

O método consiste em construir um conjunto de novos sistésx) :k=1,--- M}
a partir do mapd(P)(x) que possuam pontos fixos exatamente nas mesmas posigiesrdo
tos fixos def(P), mas que sejam estaveis em pelo menos um dos sisggm@ambém & ne-
cessario que as transformacgeés : f(P) — s} preservem o nimero de pontos fixos. Isto &,
as transformacdes, apenas alteram a estabilidade dos pontos fixa$Pdenenhum ponto &
criado ou destruido. De maneira geral, o namdrde transformagdes necessarias para tornar
estavel todos os pontos fixos & & pequena, ou seja, uma mesma transformagastabiliza
diversos pontos fixos. Caso tais transformacdes exigateteccao dos pontos fixos torna-se
simples: condic¢des iniciais tipicas dos novos sistespasnvergirao, apés algum tempo tran-
sitorio, para algum ponto fixo estavel. Esse ponto, posttagao, € um ponto fixo instavel de

£(p)

Uma possivel realizacao para os sistesyas
Xn+1 = (Xn) = Xn+Ok [f(p) (Xn) — Xn] ; (3.29)

na qualOyx & uma matrizd x d invertivel, cujos elementoﬁok]” sao constantes. Note que
(3.29) satisfaz a correspondéncia biunivoca entre o®pdixos de(P) e s, por isso requer-se
a existéncia da inversa d@®,. A grande versatilidade desse método esta no fato derexist

conjunto finito de matrize®, que estabilizanodosos pontos fixos d&P).

Pode-se mostrar que

O = CcPOpP L, (3.30)
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sendog > 0 um parametro de control®py = diag[+1,+1,---,+1] e P uma transformacao de

similaridade tal que
P*[Dg(x)]P = diadno,n1, -, Na-1] — 1. (3.31)
Uma vez que
Dg(x) = DfP)(x)—1, (3.32)

P & necessariamente composta dos autovetor@§ Bex) arranjados em colunas. A estabilizacdo

é dada para um @ ¢ < ¢c. Tipicamentegc &€ uma fungao decrescente jle

Nos casos em que a transforma@adepende do ponto fixd" que se deseja estabilizar,
a determinacao d@y, e conseqientementg, nao pode ser feita através de (3.30) sem que 0
ponto fixo ja seja conhecido. Nesses casos, pode-se mqsedd(d) = 29d! matrizes sao

suficientes, sendo as matrizeg definidas por
Oy = {£¢,0}, (3.33)

de modo que em cada matf exista apenas um elemento nao-nulo em cada linha e em cada
coluna. Para sistemas de baixa dimensionaliddde 3, o nUmero de sistemag é relativa-
mente pequeno:

M(1)=2  M(2)=8,  M(3)=48

Verifica-se ainda que diversas matrizes estabilizam o mesmjonto de pontos fixos, princi-
palmente em sistemas que apresentam simetrias. Assinmeralde transformacdes ne-

cessarias para se estabilizar todos os pontos fixos éditigicamente menor qud.

O intervalo para o parametem que a estabilizacao & obtida & determinado pela
analise da estabilidade linear do ponto fikono novo sistemay. A matriz Jacobiana é dada

por
Dsc(x) = 1+0 [Df(p)(x)—l], (3.34)

e, portanto, o ponto fixa" sera estavel no sistersase, e somente se, todos os autovalores de
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Ds«(x*) forem menores que a unidade, em modulo. Se, novamentet@msbues de (3.34)
forem representados pgj e ordenados de maneira decrescente segundo suas magrotides

limites parag sao determinados p@nmo| < 1, ou sejagc & obtido por
nol = 1. (3.35)

Como tipicamente (3.34) dependexd®s valores dec também dependem da orbita periddica

que se deseja estabilizar.
A velocidade da convergéncia do método também & umgtude¢. Note que, no
novo sistema, 0 expoente de Lyapunov maximo associado ao pontofidado por

ho(X*) = In|no| <O. (3.36)

Portanto, espera-se que a distancia entre duas tragtoérponto fixo e a trajetoria gerada pela
iteracao do método, tenham sua distancia reduzidanexmialmente no tempo a uma taxa

determinada paing(x*):
dist(xn, X*) ~ dist(xp,x*)e MMl (3.37)

Assim, caso o valor de (3.36) seja conhecido, o nUmero adpele iteradas para a convergéncia

até uma dada precis@pode ser estimado:

1 dist(xo,x*))
n > |ho(x*)||n( 5 . (3.38)

Logo, o niumera de iteradas do método necessario para se detectar o pantwfn precisao

6 é inversamente proporcionalla(x*)|. Comohg(x*) & o maior dos expoentes de Lyapunov
associados ao ponto fixo, a otimizacao da deteccacdaadpianda; € escolhido, de tal forma
que

0> hg(x*) = hy(x"). (3.39)
Estes resultados surgem da analise dinamica tipicastnss;.

Por fim, & possivel adaptar o método (3.29) para que namtis o parametro livre
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¢. Paraisso, faz-se — 0 em (3.29) de maneira a se obter o novo sistgma

im X1 Xn o ) ) —
lanO c Oy [f (Xn) xn]

x = O {f@ (x) —x] , (3.40)

sendoOy = ¢O,. Desse modo, a dependéncia comao & mais explicita e os pontos fixos

tais que(x),_,- = 0, séo obtidos através da integragao numeérica de)3.40

A mesma sistematica desse método pode ser utilizada@éreaizar ciclos instaveis
em fluxos"®, apenas substituindé® pelo mapa de Poincaré obtido atraves da integracao do
fluxo e da terminacao de uma superficie de Poincaré apd#p A forma deste mapa nao
precisa ser conhecida, apenas defing-semo um determinado cruzamento da superficie e

f(P)(x) como op-ésimo novo cruzamento.

Através desse método, as orbitas periddicas ingaegualquer sistema caobtico po-

dem, em principio, ser determinadas.

3.4 A expanao em ciclos primos

Como foi visto na secao anterior, & possivel determin@anericamente o conjunto de
todos os pontos peribdicos de um mapa cabtico para unmaetato periodg. A dificuldade

do método € que o numero de pontos cresce exponencigmm@mto periodo,
P, O exphrp), (3.41)

sendoht > 0 a entropia topologica do sistema. Portanto, para pesigdandes, o nUmero de
pontos peribdicos pode se tornar tao grande de maneivadiiizar o tratamento numérico. De
outro lado, o resultado que apresentado para a medida lrettuedratores caoticos e para a taxa
de escape de selas cabticas em termos das orbitas pas@dguer o limite dp — . Nesse
ponto, chega-se a uma contradicao que aparentemerdbilizaria o uso de (3.5) para sistemas
em que a determinacao dos pontos periodicos & necassanie numeérica. Esse problema pode

ser elegantemente contornado em sistemas hiperbélices @ansiderar a expansao em ciclos
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primos. O desenvolvimento apresentado a seguir € dev@latanovicet. al. .

Como as expressdes em termos dos autovalores instage@sltas periodicas para
um atrator ca6tico derivadas na secao 3.1 sao obtidemtdo-se/ = 0 has expressoes da secao
3.2, derivadas para uma sela cabti¢a I', cuja taxa de escape € dada ppa expansao em

ciclos primos apresentada sera para a expressao (3.20):

-1
1 1
= lim =In — , 3.42
y n—oo N (X’;F Li (X*)) ( )
na qual, como ja foi demonstrado, a soma se estende solmedegontos fixos* def(™ (x).

Com base na formulacao apresentada na secao 3.1, defmmedidgiy (') como a fragao de

trajetorias que ainda permanecem lemo tempon. Essa medida pode ser aproximada por

3 m g
fn(r) = x% L)’ (3.43)

sendo a soma sobre todos os pomt@eriddicos, exatamente como na equacao (3.5). domo

contém uma sela caotica,

lim fin(T) =, (3.44)
e, segundo a equacao (3.42),
; ljn+1(r) —
lim — = eV 3.45
n—eo  fin(I") ( )

A fim de se encontrar uma maneira sistematica de se calalléimite, convenientemente

define-se a funcao

2 = Zl finZ", (3.46)

dada pela soma de todas as medidas fornecidas pelos porgesaldon, ponderadas por um

fatorZ". Como a comparacao de (3.43) com (3.42) fornece

I]n(r) ~ e_yn7 (347)
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a série em (3.46) pode ser resolvida:
> zeV
2 (e72)"=— (3.48)
desde que < €'. Uma vez que o somatorio (3.46) diverge se os terfidsrem maiores que
[in paran > 1, dados pela equacao (3.47), a definicdo da func@6)ustifica-se pelo fato de
que (3.48) diverge para= €', ou seja, a taxa de escap@ode ser determinada pelo menor
polo dessa expressao.a existéncia da forma (3.48) para a divergéncia de (3)4é)permite a

formulacao da expansao em ciclos primos.

Note que os pontos fixos
x* = f(x*) (3.49)

podem ser pontos de periodamu periodon, tal quen = kn,, sendok um inteiro nao nega-
tivo. Nesse caso, diz-se que o periodo primoxtes x;f,p € np, cuja Orbita prima & dada por
{f(m)(xﬁp) nrrfz_ol. As oOrbitas periodicas geradas porepeticdes da orbita prima de_ pos-

k
suem autovalores dados p[or(x;p)] e, pela regra da cadeia, todos os pontos da mesma Orbita

possuem 0s mesmos autovalores. Assim, a expressao

1

i (3.50)

(n)
SR

obtida da substituicao de (3.43) em (3.46), pode seraegua em termos dos ciclos primos:

k
znpz (L,Z:(i >> , (3.51)

sendo o primeiro somatorio sokmasorbitas periddicas primas, compostasigd@ontos e<;§p

ﬁMs

um ponto qualquer da orbita. O termgprovém do fato de que todos os pontos da mesma oOrbita
contribuem com o mesmo fator para a medida, pois possuermegate 0 mesmo autovalor. A
combinacao dos dois somatorios em (3.51) ainda abriyesos pontos periddicos contidos

eml, apenas com a ordem dos somatorios alterada.

Fazendo uso do resultado (3.48) em (3.51), elimina-se andépeia enk e uma
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expressao envolvendo apenas as orbitas peridodicaagpérabtida:

: 29 Li(6,)
HE = 2T L,

(3.52)

Deve-se ressaltar que a soma em (3.52) entobll@sasorbitasde periodo primo. No desenvol-
vimento de (3.52) a partir de (3.46) nenhum termo dos samoatenvolvidos foi desprezado,

portanto, a expressao (3.52) em termos dos ciclos prinezata

Comoy é determinado a partir de= €', tal que (3.52) diverge, & conveniente escrever
esta expressao na forma
N d "
f(z) = —zd—ZZIn (1— m) . (3.53)
p Np

Definindo o produto infinito

Zp
1/2(2) = 1-—— |, (3.54)
/e@ =] ( Li<xnp>>
sendo o produtoério sobre todas as orbitas de periodmpérmossivel encontratal que (3.52)
diverge através de/I (z) = 0 em (3.54). Por razdes historicas, a fungao (3.54)rdheada

como funcao zeta de Y,

O produtorio da funcao zeta pode ser expandido em seingatigrupando-se as orbitas

de mesmo periodoy:

z z z
2 Li(x;) 2 Li(x3) _xger Li(x3)

xjel xX5el

1/7(2) = 1- e (3.55)

A expansao (3.55) assume a forma apresentada devido atefgtee todos os ciclos de periodo
np sao ponderados pelo mesmo faZ&T/Li(x;f,p), ou seja, os termos cruzados do produtorio
em (3.54) se cancelam exatamente. Uma vequ@qp) cresce exponencialmente corg a
expansao (3.55) converge exponencialmente. Nos casosemmatriz Jacobiana do mafpa
constante e uniforme,
Li(x;‘]p) = exp(np z hk>, (3.56)
h,>0

sendohy o k-ésimo expoente de Lyapunov do mapa, a taxa de conveegérpbnencial da
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expansao (3.55),

+1
)3 L Zn* ~ e, (3.57)
X €l Li(Xhy1) Xper Li (%)
é dada por
A= —hs(M)=y= 3 he (3.58)
hk>0

poisz= €' e a entropia dé & relacionada aos expoentes de Lyapunov positivos e ad@xa

escape pela equacao (2.29).
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4  Asredes hiperlblicas - a sincroniza@o de caos

Uma rede de mapas cabticos acoplados € caracterizadaip@othponentes essenci-
ais: a dinamica local em cada sitio da rede, determinadarponapa cabtico, e a conectividade
entre os sitios, determinada pela forma em que cada elerdanede influencia na dinamica
de todos os outros sitié3. Tais redes podem surgir da discretizacao do espacoenmjmtem
um sistema governado por equacoes diferenciais parc@iso em problemas de fisica de flui-
dos, ou da construcao direta de um sistema discreto, cateeaicao de um gas de particulas
interagindo apenas por colisdes, sendo o tempo disaleta termos das mesmas. Ainda, as
redes de mapas caodticos acoplados podem ser utilizadasrgapgrafia em comunicacao, por
exemplo, uma vez que formam uma maneira sistematica densérgio sistemas cabticos de

alta dimensionalidad®.

Devido a ampla aplicabilidade das redes de mapas acoplaniis atencao aos as-
pectos dinamicos desses sistemas foi devotada nas $ildoes décadas. Entre os diversos
fendmenos presentes nessas redes, como a supressas,deteamniténcia e estruturas fractais
de alta dimensionalidade, a observacao da sincramizdg caos ganhou bastante destaque. Em
poucas palavras, a sincronizacao ocorre quando todosapasia rede, apesar da natureza
erratica e instavel de suas trajetorias quando desadog| passam a apresentar exatamente a

mesma evolucao temporal.

Neste capitulo, uma classe especial de redes sera estuakadedes hiperbolicas de
mapas acoplados. Isso porque, como foi verificado nosutapi2 e 3, a maioria dos resultados
formais para sistemas dinamicos caobticos assumem &bbipgdade. Como ficara claro no

capitulo 5, o estudo da sincronizacao de caos em redesbbifras surge, nessa dissertacao,
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como um exemplo da aplicabilidade da teoria das orbitaédglieas em sistemas caobticos.

4.1 As redes hipefddicas de mapas oicos acoplados

Nos capitulos anteriores, diversas propriedades e aglmdfformalmente validos para
sistemas hiperbolicos foram expostos. Nesse traball@m semsiderados apenas mapas de
Bernoulli linearmente acoplados em redes simétricasiégieas. 1sso porque € possivel provar

que tais redes sao hiperboblicas e, portanto, pode-seuaaale todo o ferramental apresentado.

Considere um sistema dinamico definido por
Xnr1 = F(Xn) =Af(Xn), (4.1)

no qualx, & um vetorLd-dimensional, cujos componentes sé'om) (1=01--,L—-1,m=
0,1,---,d—1),A éumamatrizd x Ld com coeficientes constante§r) &€ uma funcéo vetorial

Ld-dimensional, tal que
FIm) () gm0 (D a1y (4.2)

e g & um mapad-dimensional cabtico definido em C RY. A equacdo (4.1) define, por-
tanto, uma reded-dimensional d& mapas caoticod-dimensional acoplados. Denomina-se a
posicao de cada um dhsmapas como um sitio da rede e diz-se guefine a dinamica local
darede. A matriA é dita matriz de acoplamento e & essa matriz que define ltp@pda rede,

determinando a conectividade entre os sitios.

Dependendo da forma de o espaco de fase d€x), Q, pode ser escrito con@ =
w-=wwe-- @ w. Acondi¢io suficiente para que isso ocorra &
L-1
> Ajkam = L (4.3)
k=0
para quaisquer=0,1,--- .Ld—1em=0,1,--- ,d—1. Nessa dissertacao apenas acoplamentos

satisfazendo (4.3) serao considerados e, portanto, gesigafase em que a rede & definida &

10s limites para os indices s&o definidos de forma n&o wsaphrentemente nao intuitiva de @ & 1, ao
invés de 1 &, por conveniéncia no tratamento subsequente.
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dado porQ = w". Assim, diz-se que a rede (4.1) & hiperbolica se o espaas#Q apresentar

estrutura hiperbolica - ver secao 2.6.

No caso especial de mapas de Bernoulli acoplados, tein=s& e o mapa é dado

pela equagao (2.5):
g(x) = Bxmodl (4.4)

comw = [0,1), ousejaQ =[0,1)- e

)
Xn = {Anxw - Arn}, (4.5)
T
o) = {mﬁ9>gw9>~~ gw915} @9
T
- B[X,gm NC X,ng)} mod 1

na qual T representa transposicao. A notacao simrﬂﬁixg’o) = xg) é utilizada por se tratar

de um mapa unidimensional. Assim, a rede (4.1) pode set@&serforma
Xni1 = Fpg (Xn) = BA [Xn —Kn], (4.7)

na qualk, & um vetor_-dimensional que retéem a acao do médulo 1, ou ﬂﬁ) € um inteiro

que satisfaz

0< B —kY) <1 (4.8)
SejaJ o maior inteiro tal que < 3. Assim, 0s possiveis valores kl(é) sao

k.&')e{%:j:o,l,m,J}. (4.9)

A imposicao de que a rede seja periddica e simétrica, adongue os sitiok=1 e
| =L — 1 influenciem identicamente o sitic= 0, delimita a forma da matriz de acoplamento
A. Mais especificamente, a periodicidade e simetria da regleerem queéd seja uma matriz

circulante™® - vide apéndice A.

Uma vez que a rede (4.7) € linear por partes, a matriz Jatblia rede nao depende
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explicitamente da posicao em que é calculada:
DFg(x) = PA. (4.10)

Nesse caso, a matriz Jacobiana é exatamente a mesma end@dosox € Q, pois 0 mapa de
Bernoulli € linear por partes com inclinacBaonstante. ComA €&, por construcao, circulante,

DFg(x) também o &. Assim, o espectro de autovalores da rede:

N = Baj (k=0,1,---,L-1) (4.11)
€ conhecido, sendo
Lfl[ ] (2mi)Y
Qi — Alge”PML (4.12)
T

0s autovalores d&, dados pela equacao (A.8), e psordenados de maneira decrescente em

termos de suas magnitudes, exatamente como em (3.3).

Note que foi utilizado o fato de que o autovalor de uma mdt#fz) & dado poray,
sendoay 0 autovalor da matriA e a um escalar. Para cada autovalgr existe um autovetor

unitarioay associado, cujos componentes sao dados pela equadp (A.

al) — % o (2m)jk/L (4.13)

O autovetora aponta em uma diregao estavelfjgx) se|ny| < 1 e em uma direcao instavel
se|nk| > 1. As dimensodes estavek, e instaveld;, da rede sdo determinadas pelo nUmero de

autovalores)y cuja magnitude & menor ou maior que a unidade, respectitame

Define-se entdo os subespacos tangentes e&idxele instavek;(x) dex € Q como

di—1
Ei(x) = Jkimo{yiy: ZCkak-l-X}, (4.14)
- k=0
L-1
Ee(X) = limy:y= Z Crdk +X . (4.15)
%0 k= de

Por definicdo, as variedades estavel e instavet dao tangentes Be(X) e Ej(X), respecti-
vamente. Uma vez que os autovetores de uma matriz circudaotertogonais entre si, nao

ocorrem tangéncias entre as variedades estavel e @hstav
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Como a matriz Jacobiana (4.10) & igual para tedoQ, de e d; sao constantes para
todos os pontos do espaco de fase, domde + d;. Como os autovetores de (4.10) também sao

0S mesmos para todoc Q, qualquer vetor
v € Ee(X)

€ mapeado de tal modo que
Fp(v) € Ee(Fp(X)),

e de maneira analoga par& E;(x). Logo, a decomposicao d€Q em dois subespac@z(x)
e Ei(x) é consistente com a dinamica. Assim, o espaco deCtase qual a rede (4.7) & defi-
nida possui estrutura hiperbolica. Portanto, qualquee mmposta de mapas de Bernoulli

linearmente acoplados, cujo acoplamento & simétricaiégieo, € umaede hiperlblica.

Durante todo o desenvolvimento, assumiusgg # 1. Dependendo da forma de é

possivel que existam um ou mais autovalargs- +81, de maneira que
Inl = 1L (4.16)

Nesses casos, a rede nao € hiperbolica devido a esistdmuma direcao central. A seguir sera

visto que, para o estudo da sincronizacao de caos nessarsiduacao (4.16) nunca ocorre.

4.2 As formas de acoplamento

Como foi argumentado no inicio desse capitulo, uma redeajes acoplados é ca-
racterizada por dois componentes: a dinamica local e ddgjgoda rede. Na se¢ao anterior, a
hiperbolicidade de redes de mapas de Bernoulli acopladuesrificada, fixando a dinamica lo-
cal para os mapas unidimensionais dados por (4.4). Aindaeteagecao, algumas imposicoes
quanto a topologia da rede foram consideradas: o acoptantgewe ser linear, simétrico e
periddico, de modo que a matriz de acoplamextem (4.1) seja circulante, e 0s componentes
deA devem satisfazer (4.3) para qQe= w". Mesmo diante dessas restricdes, diversas topolo-
gias podem ser consideradas. Uma forma de acoplamentateaistiressante, por considerar

a interferéncia de cada componente da rede como umadwiacdistancia entre os sitios, ilus-
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trada de maneira esquematica na figura 4.1, & dad&’p6t

Al = (1— &)+ — (1_5‘”‘), (4.17)

V(o) \ Tem
na qualrgm = min{|k—m|,|L —k+m|} & a distancia entre os sitio3’€o) & uma constante de

normalizacao, dada por

L/
- 25t° 4.18
v(o) t; (4.18)

comL’ = (L—1)/2. Anormalizagdo garante que (4.3) seja satisfeitaracteriza a intensidade
do acoplamento, pois = 0 desacopla todos os sitiosgeé dito o alcance do acoplamento.
Percebe-se que nos casos limites- 0 o acoplamento global é recuperado, com todos os sitios
da rede contribuindo identicamente com o fapfL — 1), e no casar — o 0 acoplamento de

primeiros vizinhos & recuperado, sendo que apenas os aitjacentes contribuem cay2.

Controlando os dois parametros da redeg g, € possivel investigar a influéncia
da intensidade da conectividade na dinamica do sistemdpsgue nesse trabalho apenas o
fendmeno da sincronizacao sera analisado. Diverstistipos de acoplamento podem ser
considerados, envolvendo outras formas de dependémuia distancia, ou ainda, sistemas em
que cada mapa é conectado apenas com uma fracao deglsitiede, podendo estes serem 0s

primeiros vizinhos ou distribuidos em toda a rede de algmmaaeira sistematica.

=0

=7 =2

=5 s

Figura 4.1: llustracao pictorica da topologia da rede mutensidade do acoplamento decai com
a distancia entre os sitios, segundo uma lei de poténcia.
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4.3 A sincronizago

Nesta secao sera desenvolvido um critério que caraatsincronizacao narede (4.1).
Tal critério determina se um vetor de estado esta ou nastaolo sincronizado. Caso nao esteja,

quantifica quao dessincronizado o sistema esta.

4.3.1 A distanciaa variedade de sincronizago

A proximidade de uma trajetoria ao estado sincronizade ped quantificada atravées
da distancia geométrica entre eles. Isso resulta da dexsigdo do vetor de estadaem dois

componentes:
Xn = (xn-nL)nL-l-(xn-nH)nH, (4.19)

sendon; um versor unitario contido eny” e n; um versor unitario perpendicular.#. Por

construcao,
1 T
n = — , 4.20
I \/Ell 1 1] (4.20)
no qual T representa transposicao. Utilizando a norméidias’ tem-se
L-1 2 2
2 =5 (x(n')) = (Xn-n1)%+ (a0~ (4.21)

1=0

Evidencianddx, - n | ) = dy nessa expressao e substituindo (4.20) em (4.19), enesmtra

L1 9 1 L1 \?
62 — 0V _ [ L§,0
500 (en)
i3
_ B 2
dy = %Lf(x(n'))z—(%Lzlxﬁ,”) VL. (4.22)
=0 =0

O primeiro radicando nada mais & que a dispersao queaegpacial entre os sitios da rede:

X = ()~ )’

2A escolha da norma é arbitraria para quantificar unicaenandistancia ao estado sincronizado. A norma
Euclidiana é utilizada apenas pelo apelo geométrico.
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e, portanto, pode-se expressar a distancia de um pontajeltia a variedade de sincronizacao

em termos da raiz quadrada dessa dispersao:
dist(xn,.#) = dn= xnVL. (4.23)

Note qued, = 0 implicax, = 0 que implica sincroniza¢ao, uma vez que
oz (o) () _
Xn=0 = L Z <xn ) = Z Xn = Xn' = Xn (4.24)
=0 I=0

para quaisqudrk=0,1,---,L— 1.

4.4 A vizinhanca linear da variedade de sincronac

O estado sincronizado é alcancado quashde 0. Nesse caso, a variavel de estago
é determinada por

) = % (I,k=0,1,---,L—1) (4.25)

Por construgcao, uma trajetoria sincronizada no tempeErmanecera sincronizada para qualquer
tempo posterior. 1sso porque o estado sincronizado defpidd4.25) € invariante devido a
condicao (4.3). O conjunto de pontos que caracterizanegesincronizado define a variedade

de sincronizagao””:
S = {x:xO =xU =... =Xty (4.26)

ou, equivalentemente? = {x:d = 0}. A variedade de sincroniza¢ao possui a mesma dimensao
gue os mapag que compdem a rede e, effi, a dinamica & unicamente determinada por esse
mapa. Assim, uma trajetoria esta no estado sincronizade somente s&, € .. Mas, por
construcao,” & invariante tanto para tempos futuros como para tempaagas, i. e., uma
trajetbria em¥” nao pode deixar o estado sincronizado mesmo paratc. Por argumento
inverso, uma trajetoritora de.” em um tempa qualquer nao podera jamais estar gfrem

um tempo posterior ou anterior. Ou seja, a rigor, uma vexgges , nunca se observg € .«
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para qualquen, ou seja,
Xo & .~ = dy>0 vn. (4.27)

O resultado (4.27) sugere que nao ha sentido em falar sifceonizacao caracterizada por
dn = 0, pois isso formalmente ocorre apenas para os casosdrilados pody = 0. A questao

€ que, sob certas circunstancias, observa-se

limdy, = O. (4.28)

Nn—oo

Isto €, embora a trajetoria nunca alcance o estado sizeam € possivel que a distancia entre

ambos caia assintoticamente a zero. Identicamente quantkgeal
/ e Xdx =1 (4.29)
0

é resolvida. Arigor, esta integral diverge, pois a ardassourva determinada per* € infinita,
uma vez que * jamais cruza o eixo das abscissas. Mas se a integral (4.28isfoetizada e

decomposta em uma soma infinita,

o0

(o) (%] m
/ g Xdx = lim z e MXAx — lim Ax z (e‘AX)
0 AX—>Om:O Ax—0 =0

= lim Ax; = lim A

X——————— = 4.30
Ax—0 1—e X A0 1—1+4AXx ’ ( )

encontra-se uma série que converge. Logo, o resultad®)(é.2alido. Note que no limite

Ax — 0 as substituicdes feitas em (4.30) sao formalmenidasl

E conveniente, portanto, definir uma vizinhadgda variedade de sincronizagao como
Iy = {x:dist(x,.) < A}, (4.31)
na qual define-se a distancia entre um ponto e um conj#hpmr
dist(x,«7) = min{dist(x,y):y € «}. (4.32)
Assim, define-se gizinhanca lineaz de.” como sendo

== lim 25, (4.33)
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O fato de que enx a rede pode ser formalmente escrita como um mapa linearegpgnsao
em série de Taylor se da em torno.g€ sera explorado na proxima se¢ao. Observe>gn&o
€, necessariamente, um conjunto invariante e, portaqtossSivel que trajetorias tipicas da rede

entrem e saiam de com a evolucao temporal do sistema.

Nas proximas secoes, analisar-se-a a estabilidadal éoglobal, do estado sincro-
nizado.”, a fim de determinar os critérios para a sincroniza¢ao era rede de mapas de

Bernoulli acoplados.

4.5 A estabilidade do estado sincronizado

Uma vez que buscam-se trajetorias que assintoticamertersgimam de?, & ne-

cessario determinar a estabilidade do estado sincramizad

4.5.1 A estabilidade local - O espectro de expoentes de Lyamyv

O estado sincronizad®” €localmente egivelse trajetorias et aproximam-se de”’
com a evolucao temporal do sistema. Note que,.¥ma dinamica pode ser decomposta em
dois componentes, um longitudinal e outro transversataexante como foi feito em (4.19). A
dinamica longitudinal & determinada pelos mapas desaaop e, portanto, toda a analise da

porcao longitudinal do estado sincronizado ja foi feitecapitulo 2.

A estabilidade local transversal dé€ € totalmente caracterizada pelos expoentes de
Lyapunovhy calculados en” nas diregdes transversais. Isso porque, por definbgaexpoen-
tes de Lyapunov quantificam a convergéncia ou divergaeigerturbacdes infinitesimais, ou

seja, perturbacdes transversaig’amas contidas era.

Segundo a defini¢ao (2.13), o espectro de expoentes deihgehda rede pode ser
facilmente determinado, pois, devido a forma do acoplameraproximacao linear da rede em

torno de.¥ é representada por uma matriz circulahte Assim,

1
he = Jim ~in||DFg” (v

30u, por simplicidade, espectro de Lyapunov
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torna-se
he = M|DFg(ad =Mnimd,  (k=1,---.L—1) (4.34)

sendo os autovaloreg dados por (4.11). Comay € 0 autovetor paralelo &, considera-se

apenak=1---,L—1 como sendo ad — 1) direcdes transversais .
A estabilidade de” & entao caracterizada pela condigao
h < 0. (k=1,---,L—1) (4.35)

Por definicao, o estado sincronizadbé estavel se, e somente se, a condicao (4.35) é sttisfei

A partir de (4.34), pode-se encontrar a expressao paraectespde Lyapunov da
rede de mapas de Bernoulli acoplados considerada — eepid4@) e (4.17). Substituindo-
se as constantes de acoplamento (4.17) na expressao éka8)p autovalores de uma matriz

circulante, chega-se a

a = (1— 2(%) —(2m)kt/L
= (1- e)—i—ZWt;(t%)cos(Ztkt),

na qual a simetria da rede foi utilizada. Uma vez que essesalates satisfazem
ar=QaL 12 02=0 2> =0y =041, (4.36)

sendo a degenerescéncia devida a simetria, tem-se

m = Bo
N = Para
n: = Ppaz
na = Pa2

a se kéimpar
— BAkyi1)/2 p | (4.37)
Ba x> se kepar
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para os casos em qle,/| < |a1|. Caso|ay/| > |a1|, 0 ordenamento dos autovalores & exata-

mente o inverso do apresentado em (4.37).

Portanto, o espectro de Lyapunov do estado sincronizado &

ho = InB (4.38)
2

he = |n3+|n|(1—e>+2mt§(%)cos(@) (kimpa

e L/1 m(L—k)t
he = InB+Inj(1-¢) +2Wt; (t_a) cos(T) | (k par)
sendo que todos ds=1,---,L — 1 representam direcdes trasnversaig’ae hp =Inf3 € o

expoente de Lyapunov do mapa desacoplado. @asp> |03/, deve-se trocak — L —k em

(4.38).

De posse dos expoentes de Lyapunov transversaig’ dé possivel determinar os
valores deo e € que resultam erhy, < 0 (k > 0) para um dado tamanho de rddePara a rede
considerada, essa analise foi feita por Anteneodo e caldbres'®. Os valores criticos que

caracterizam a transi¢ao da estabilidadedpodem ser obtidos fazendo-se
hy = 0O, (4.39)

0 que resulta em duas expressoes pam funcao des, o eL:

Co e (G ETE) e

L /
& = (1+B7Y/ (1—‘/(20);‘303(2?,””),

obtidas simplesmente considerando a condicao (4.39)4e88)(para os dois ordenamentos

(4.41)

possiveis dos autovalores em (4.37). Observe que os satditecos dos outros parametros

para queh; = 0 podem ser diretamente obtidos pela inversao das exg®4.40) e (4.41).

Para a rede (4.7), o espectro de Lyapunov calculado.gaga na verdade, o espectro
de Lyapunov de qualquer trajetoria € pois a rede € linear por partes e a matriz Jacobiana &

dada por (4.10) independentemente da trajetoria.
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Os critérios de estabilidade desenvolvidos nessa sag@ideram apenasestabili-
dade localda variedade de sincronizacao, através do espectraxdosmtes de Lyapunov. Em
principio, a estabilidade local garah&penas que trajetorias na vizinhadgde. finalmente
alcancam o estado. De maneira geral, observa-se que, igaracd tipos de acoplamento e
dinamica local, a estabilidade local &€ coincide com a convergéncia de trajetorias tipicas em

Q para o estado sincronizafa

Recentemente, Cencini e Torcii? investigaram numericamente a transicao para o
estado sincronizado da rede (4.7) em funcao da intensidaglcance do acoplamento, bem
como do niumero de mapas envolvidos, p@ra 1,1. Eles argumentam que, para redes for-
madas por mapas descontinuos acoplados, a estabilidede tie” nao & suficiente para se
garantir a observacao da sincronizacao. Na secadrgega analise da estabilidag®bal
de . sera realizada e, através desta, serao determinadoteoslos de parametros para 0s
quais a sincronizacao necessariamente & observada.invesigacao detalhada da aparente
discordancia entre os resultados numéricos observadfdfe a analise da estabilidade global

do estado sincronizado sera apresentada no capitulo 5.

4.5.2 A estabilidade global - A medida natural

Nesta secao serdao determinados os critérios parasejaglobalmente eéivel ou
seja, para que todas as trajetorias tipicageassintoticamente tendamdé. Esse resultado &
possivel devido a hiperbolicidade da rede, verificadeegas 4.1, e a expressao para a medida
natural de um conjunto em termos das Orbitas periddicdgveis imersas nesse conjunto, dada

pela equagao (3.5).

O resultado apresentado aqui engloba a rede em estudo, mass @eral: abrange
todas as redes hiperbolicas da forma (4.1) cujas mathize®o tais que o espaco de fase da
redeQ & dado polQ = w-. Por simplicidade do tratamento, reserva-se a notgggmra 0s

d(L — 1) autovalores transversais ao estado sincronizddodenota-se paky osd autovalores

4A observacio de sincronizacgao nas trajetoriageédrgarantida apenas para esse caso, uma vez que a rede &
hiperbblica. Para sistemas nao-hiperbblicos, a madatie de todos os expoentes de Lyapunov transversais pode
nao ser suficiente para inferir a convergéncia dessa&sdrigs.
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associados as dire¢des longitudinais. A variedadersemiizacao”” agora & dada por

S = {x xOK) = )10 — = (1K =01, d— 1}. (4.42)

Como em¥ a dinamica & determinada por

Yni1 = 9(Yn), (4.43)

na qualy € w e w C RY, senday & um mapa caético e hiperbolico. Sejam
No(Y) == INg(Y)] > 1> [Ng—ge(Y)| = -+ = [Ad-a(Y")] (4.44)

os autovalores ordenados decrescentemente por suasudagrde um ponto periodico instavel
y* € o/, sendoe’ C w o atrator cadtico dg(y). Em (4.44)d. e d; denotam, respectivamente,
a dimensao estavel e instavelyle comde 4+ d; = d. O conjunto de pontos periddicos emé
denso, por definicao. Sefay*) o produto das magnitudes dos autovalores instaveys:de
di—1
luy") = k|:|o [AK(Y)]- (4.45)

Como assume-se hiperbolicidade pgra expressao (3.5) & formalmente valida @, para

qualquer conjunta? C w, € verdade que

u(#) = lim —~
(%) pﬁooy%@g(y)

(4.46)
sendo que a soma estende-se sobre todos os ppitesodicos dey contidos em#. Por

defini¢cao, encontra-se

u(et) = Aiany%% iy~ L= K@) (4.47)

Considere agora uma rede compostd deapasy(y) acoplados. O espaco de fase &
dado porQ = w". Como assume-se (4.1) hiperbolica, a expresszo (3.Bgeré formalmente
valida emQ. Sejax* um ponto periddico da rede pertencente’aou sejax™ &€ um ponto em
Q composto dé repeticOes dg*. Todos os pontos periodica$ € . possuenD = d(L —1)

direcbes transversais, as quais podem ser associadeguiates autovalores ordenados por sua
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magnitude,

[No(X*)| = -+ = [Np;(X)[ > 1> [Np-pe(X)[ = -+ = |Np-1(X7)], (4.48)

sendoD; e De 0 nUmero de dire¢des transversalmente instaveisaeastemy’, respectiva-

mente, conD = D¢+ D;.

Agora, segundo (3.1), escreve-se

Di
Li(x*) = £y") kl:L|rlk (X7)| (4.49)

como o produto deodosos autovalores instaveis do ponto periodi¢e .. Note que o termo

¢(y*) considera os autovalores instaveisxd@as diregdes longitudinais.

A partir das oOrbitas periddicas instaveis contidas.tmpode-se determinar uma ex-
pressao para a medida da vizinhancga liteale .. A dinamica em> ja & conhecida pela

analise linear feita na secao anterior. Substituirel(#s19) em (3.5) para, obtém-se

H(Z) = lim

1
— (4.50)
2 )

sendo que a soma se estende sobre todos os pontos fixos dé t¢deritidos ent. Uma vez
que a rede & hiperbolica® & invariante, pode-se fazAr— 0 em (4.33) de maneira que todos

0s pontos periddicos da rede estejam contidos£nhogo, pode-se escrever

1 1
N 7 451
p(Z) ninmy%w(é(y*)) <|‘|E‘_o|nk(x*)|> o

na qual entende-se gué & um vetor composto pdrrepeticoes dg*.

Assim, a equacao (4.51) fornece uma expressao para aanddivizinhanca linear
do estado sincronizado. Segundo a definicado 1, a medilarepresenta a fragcdo de tempo
gue uma trajetoria tipica do sistema permaneceerara que seja globalmente estavel, &
necessario qug(%) = 1. Comparando (4.51) com (4.47), observa-se que

1

1 1 (wes 4.52
M0 1) | (e (452
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implica

HE) = ) =1, (4.53)

ou seja, a vizinhanca de’ é globalmente estavel $edasas Orbitas periodicas d&’ forem
transversalmente estaveis. Uma vez que a rede é assuip@bdiica, seno(x*)| < 1 para

algumx* € ., entaolno(x*)| < 1 para qualquex* € ..

Este resultado demonstra que se (4.52) é satisfeitap gy & globalmente estavel.
Mas observe que (4.52) impliéy = 0, o que implicéh; < O e coincide com a condi¢ao (4.35)
para a estabilidade local d&. Ou seja, s®; = 0, todasas trajetobrias tipicas ef assinto-
ticamente tenderaoa Como.¥ € localmente estavel ey todasas trajetorias tipicas de
assintoticamente tenderag/a Portanto, para redes hiperbolicas de mapas catticptaos,
a estabilidade local d&”, caracterizada pela negatividade de todos 0s expoentegaghel-L
nov transversais, implicastabilidade globatio estado sincronizado. Esse & um dos principais

resultados desse trabalho.

Como consequéncia direta, as expressoes (4.40) e @efdominam os parametros
criticos para quéodasas trajetorias tipicas da rede (4.7) sincronizem. NotabpSeguinte

sera explorado o porqué de simulacdes numéricasreanente contradizerem esse resultado.
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5 Asredes hiperlblicas - os transientes

No capitulo anterior, as condi¢Bes para a sincromigalg caos em redes hiperbolicas
foram determinadas através da analise da estabilidabalglo estado sincronizado em funcao
das Orbitas periddicas imersas na variedade de sinaginz”. Neste capitulo, uma realizagao
de rede hiperbélica dada pbrmapas de Bernoulli linearmente acoplados, com intesadée
longo alcance decaindo com a distancia entre os sitios cona lei de poténcia, sera investi-

gada em detalhes. Mais especificamente, a rede

Xnt1 = Af(Xn), (5.1)
comA definido na equacao (4.17),
1 € (1-dm) _ B

v(0o) dado por (4.18) e a dinamica local determinada pelo mapadw®oBlli, equacao (2.5),
fOx) = px¥modl  (xeQ=[0,1)") (5.3)

sera analisada. Os critérios (4.40) e (4.41) serao evaddis numericamente e a discrepancia
entre os resultados apresentados por Cencini e Téf®iaias expressdes analiticas do capitulo

4 sera elucidada em termos das orbitas peribdicasvigistéa rede.

5.1 O tempo de sincronizag

As simulagdes computacionais envolvendo a sincroaizapedecem o seguinte algo-

ritmo:
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1. L condicbes iniciaisl(()k) sao sorteadas aleatoriamente com probabilidade unifoonter-

valo [0,1);

2. Cadayg() é iteradoly, vezes com o mapa de Bernoulli, equacao (2.5), a fim de se winiz

condicao inicial para o vetor de estado da rede respatamdedida do mapa desacoplado;
3. O vetor de estado da rede & determinado@)l: y(T':V);

4. Arede (5.1) é iterada até qde< 6y, quando infere-se a sincronizagao, ou ateru€lyay,

guando diz-se que a sincronizacao nao foi observada.

O passo 2 & considerado para que o vetor de estado ixjgai@bresente uma condicao
inicial tipica da rede. Para mapas de Bernoulli, nos quaitrator cabtico preenche todo o
espaco de fase = [0,1), tomar um conjunto de condi¢des iniciais aleatbriascepode nao
representar uma amostragem real do espaco de fase, umsev@densidade(x) é tipicamente
n&o uniformé, mas certamente todas as trajetorias consideradamp&iast Nos casos em que
0 atrator caéticoeZz nao preenche todo o espaco de fagea simples escolha aleatbria de
Xo pode representar uma condicao ini@tibica. Os parametro3,, = 10" e 6; = 109 séo
escolhidos de maneira a se obter uma aproximacao satiafabs limitesT,, — o e 6; — 0.
Nessa dissertacao, a “aproximacao satisfatoriad parfoi a seguinte: considere a densidade
pn(X) determinada numericamente para um conjunto de milharesraigdes iniciais iteradas
até o tempan, como foi feito na figura 2.3. Por constru¢cgmg(x) = 1. Define-se portant®,

COmo 0 menor inteiro que satisfaz

L 1pr 9 =prldxc & [ pr,00 - pr.. (9] 54)

ou seja,Ty & 0 nimero de iteradas necessarias para a distribuigal po(X) relaxar para o
estado estacionario. Tipicamente, para 0 mapa de Bernau# 3 & suficiente. Tax € um
parametro de corte devido a limitagdo computacionam@®s computadores comerciais de

hoje, & possivel fazer simula¢des envolvendo billieiseradas em apenas alguns minutos.

1Sendo uniforme apenas pgia N comf > 1.
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Note quefy — O recupera a defini¢ao da vizinhancga linear (4.33ytdeComo em> a

dinamica transversal.&’ &€ dominada pelos autovalores da matriz Jacobiana, éderjise
oim = doe ™M, (5.5)

paraxp € Z. Assim, define-sé; como o maior valor para o qual a relagao (5.5) seja valada p
todom > 0 ed, < 64. Tipicamentef, & uma fungao da dinamica local, do tamanho da rede e
da forma e intensidade do acoplamento. Nas simulacdesiemap for indicado o contrario,

foram utilizadosv = 3, g = 10 e Tax = 10%°.

Na figura 5.1, a série temporal dgpara uma condicao inicial tipica esta representada
para trés alcances de acoplamento distintos. A intensidadicoplamente foi determinada
de modo a fixar o0 maior expoente de Lyapunov transvenisatomo sendd; = —0,02. Esse
critério, embora arbitrario, fornece uma sistemati@egomparar, qualitativamente e quantita-
tivamente, os diferentes sistemas definidos por paresttdistie parametrds, o). A dinamica
transversal el € dominada poh; e, portanto, equivalente para todos os sistemas. O fato co-
mum aos trés casos, indicados na figura 5.1, & que a tiajetxila de forma erratica por um

certo tempo até que, decresca monotonicamente a zero.

O tempo necessario para qdgalcancef € definido comdempo de sincronizap
ts. Atente para o fato que em 5.1(c) as primeiras 13000 iterddasde foram omitidas para
nao sobrecarregar a figura. Fica claro ¢pe@epende dos parametros da rede. Quando outras
condic0es iniciais sao utilizadas, mesmo determinadgsndo o mesmo algoritmo, o tempo de
sincronizagao observado pode variar, embora o compertemobservado seja qualitativamente

0 mesmo do apresentado na figura 5.1.

O tempo de sincroniza¢ao ou, mais especificamente, o tempimcronizacao médio,
(ts), € uma quantidade dinamica relevante na analise de ceasapas acoplados. No caso
de um experimento, esse seria 0 tempo necessario para (sternssrelaxasse ao estado de

comportamento espacial sincronizado.

Embora ¥ seja globalmente estavel, a trajetéria permanece distampor alguns ins-

tantes de tempo, se distanciando, do estado sincronizade.cBmportamento esta evidente nas
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Figura 5.1: A série temporal dig paraL =15ef3 =1,1 com (a)o = 0,00, (b)o = 0,50 e (c)
o =1,00, send& ajustado para que, = —0,02.

trés situacdes apresentadas na figura 5.1 e sera gagstm detalhes nas proximas secoes.

A dependénca dés) com os parametros da rede pode ser observada na figura 5.2,
paraL = 15 e 3 = 1,1 fixados. A curva critica dada por (4.40) esta indicada p#kerface
entre as regides colorida e branca. Observe que, proxiessacurvah, $ 0. Uma vez que a
distancia a variedade de sincronizagao diminui, n@m@a, a uma taxa exponencial dada por
|h1|, o tempo de sincronizagao proximo a curva é grandedpiaamparado com acoplamentos
mais intensos, dados per~ 0,50, nesse caso. Note também dtg varia suavemente em
todo o espacgo de parametros acima da curva créticdsso € uma consequéncia direta da

hiperbolicidade da rede.

O que é intrigante no resultado da figura 5.2 € a existé&lecialores grandes pafia)
mesmo para pares de parametfesr) distantes da curve:(0), regiao na qual os expoentes

de Lyapunov transversais d€ sao todos negativos e distantes de zero.
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Figura 5.2: O tempo de sincroniza¢ao médio, jgts), indicado na escala de cores, em fungao
do acoplamenta e do alcancer paraL = 15 e3 = 1,1. A regiao em branco nao pertence a
regiao de sincronizacao, pois néla> 0.

5.2 Ataxade escape

Nesta secao, a hipotese da natureza topologica dodegdempos de sincronizacao
observados na figura 5.2 sera levantada. Como verificadegda ¢.5, a rede (5.1) é linear por
partes e 0 espectro de Lyapunov (4.38) € o0 mesmo para qualgjetoria emQ, nao apenas
para as trajetorias no estado sincronizado. Ou seja, jagotias representadas na figura 5.1
também possuem

ho=Ing > 0. (5.6)

Embora a dire¢ao instavel dessas trajetérias dessiizadas seja paralela, a po-
sitividade de um dos expoentes de Lyapunov indica que alasnstaveis. Note quiey > 0

e o carater erratico d&, na figura 5.1, aparentemente aleatorio, sugerem que eagdbrias
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sao caoticas. Isto €, sabe-se que uma vez sincronizadgetdria fica limitada a variedade de
sincronizacao, na qual, por construcao, existe o@ti@otico do mapa desacoplado. Mas o
comportamento das trajetorias na figura 5.1 e a cond&:&) ihdicam comportamento cabtico

mesmo fora do estado sincronizado.

Considere que a trajetoria seja cadtieajue os parametros da rede sao ajustados para
que.¥ seja globalmente estavel, conforme analise da se&ad4ja também = Q — Z todo
0 espaco de fase da rede, exceto a vizinhanca lineaf.déssim, o tempo de sincronizacg&o
pode ser caracterizado como o tempo em que a trajetoriaapeisa en . ComoZ & uma regiao
invariante, pois¥ € invariante e estavel ely qualquer trajetoria que deiXajamais retorna.
Tem-se, portanto, a seguinte situacao: toda trajefiiea emQ finalmente e assintoticamente
se aproximara de, mas durante um temgg que pode variar de trajetoria para trajetoria, as
trajetorias comportam-se de maneira erraticalenComo as trajetérias nunca retornar,a
observa-se que a dinamica €rsatisfaz os pré-requisitos para que exista um confgrad tal
que¥ seja uma sela cattica - a definicao de sela caotica, bera soas propriedades, & dada na
secao 2.4. Desse modo, o tempo de sincronizdgdmde ser considerado o tempo transiente
de uma trajetoria em uma sela caotica. Isto &, o compertgmerratico del, na figura 5.1 seria
associado ao caos transiente na $el&ma vez qudé contém uma sela cabtica, € verdade que,

paraNo(I") > 1 condi¢Bes iniciais uniformemente distribuidas lentem-se (2.28):
No(F) O e M (n>1) (5.7)

sendd\,(I") o nimero de trajetorias que permanecenTeaposn iteradas e a taxa de escape
del’, dada pela equacao (2.29):
y = > hk—hks. (5.8)
hk>0
O decaimento exponencial do nimero de trajetoriad eentipicamente observado. Na

figura 5.3 Ny (") como uma func@o deesta indicado para os mesmos parametros utilizados na

2Como foi exposto no capitulo 2, caos esta associado siyidade de dois expoentes criticos: o expoente
de Lyapunov e a entropia-KS. O comportamento erratico i@gestbrias indicadas na figura 5.1 sugere entropia
positiva. Na secao seguinte, através da expansao éms pidmos da secao 3.4, a positividade da entropia sera
demonstrada.
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figura5.1. Nota-se que, pama> 1, o decaimento & exponencial, fornecendo mais um indaati
da existéncia de uma sela caoti€¢eem ™. As linhas tracejadas na figura 5.3 sao relativas ao
ajuste de (5.7) pelo método dos minimos quadrados, dssisvando-se as primeiras iteradas

em que 0 comportamento &€ nao exponencial.
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Figura 5.3: O nUmero de trajetorias no estado dessircadniem funcao do tempg para
2 x 10* condicdes iniciais e os mesmos parametros da figurd 5<115 e3 = 1,10, o indicado
na legenda e ajustado para que, = —0,02.

A taxa de escapg foi calculada através do ajuste de (5.7) para todo o iniena
parametros em qugs) foi determinado na figura 5.2 e o resultado esta indicadogo@a(i5.4,
sendo log,y dado pela escala de cores. Os valorey gel0 foram omitidos para evidenciar
na escala de cores 0 comportamento mais proximo a cuti@ae;, novamente indicada pela

interface entre a regiao inferior branca e a colorida.

Percebe-se a semelhanca entre as figuras 5.2 e 5.4, tanpad@es apresentados
guanto nos valores, sendo uma o negativo da outra, justificassim a escolha da escala lo-

garitmica na base 10 payaNa verdade, o tempo de sincronizacao esta diretamelat@onado
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Figura 5.4: O logaritmo da taxa de escape,$ggindicado em escala de cores, calculado no
espaco de parametres o paraL = 15 ef3 = 1,10. Os valores cor> 10 nao estao indicados.

com a taxa de escagpeuma vez que, como indicado na equacgao (2.31),

1y = =, (5.9)

1
y
é o0 tempo de vida médio de uma trajetbria em uma selaczadf expressao (5.9) pode ser

obtida através do seguinte calculo:

VN

tempon. Segundo (5.7), pamagrande, esta probabilidade &

. Nn(r)_Nn+l(r) _ —Y\a—
Ph = K No(F) =k(1-e Ve " (5.10)

na qualk & uma constante de normalizacao. Assumindo que a piazat# p, seja dada por
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(5.10) para todm, K € obtida por

an:]-

n=1
|3
1 © -
K- ﬁ(ﬂ)) ¢
e, portanto,
ph = (¢/—1)e "™ (5.11)

Logo, o tempo de sincronizacao esperado &

00

W = Sam=E-1 3 nE)

n=1
eV 1 e’
— (¥ _ — —
(ts) (¢"—-1) <(1_ey)2> e 1 (5.12)
Comoy =~ 0, expande-se¥ até primeira ordem erpe a relacao

1+ 1
t) = — Vx> (y~0) (5.13)

y y

é recuperada. O resultado (5.13) € obtido através diapggao dep, por (5.11) para toda,
embora seja formalmente valida apenas pasa l. Os resultados da figura 5.3 sugerem que
esta aproximacao é valida, pois a regiao emN{€) difere de (5.7) & pequena, principalmente

paray pequenos.

Comoy é uma quantidade dinamica fundamental que caracterizeseta caotic&,
(5.13) fornece um resultado caracteristico da rede, odamngalio de sincronizacao, em termos

de uma quantidade intrinseca do sistema.

O tempo de sincronizagao médtg) também pode ser obtido diretamente de simulagdes
utilizando um grande namero de trajetorias tipicas di&,reomo foi feito na figura 5.2. Mas
esse método envolve um parametro arbitrario: o tamaahazinhanca lineaf;. Especial-
mente para simulagbes cdm $ 0, essa escolha pode influenciar, em ordens de grandeza, a

determinacao dés). I1sso porque, nas vizinhancas &€ a distancia entre a trajetoria e a va-
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riedade de sincronizagao cai exponencialmente a teka plar|h;|. SejaA o tamanho real da
vizinhanca linear de”, isto &, todos os pontos fixa$ contidos en®, pertencem &, e seja
84 o critério para a sincronizacao escolhido para uma sigéd, comgy < A. Como em>, a

dinamica é formalmente dominada pelo termo linear, é&disad, obedece
Ot = dpe M, (5.14)

Fazendo-sél, = A edn 7 = 63 em (5.14), obtém-se o nUmero de iteradas adiciohaisnsi-

deradas ents):

1 A
T = in (e_d) | (5.15)

Uma vez que* € 2, implica sincronizacao, estdsiteradas da rede nao devem ser considera-
das no tempo de sincroniza¢ao. Devidbser inversamente proporciongha|, a subestimacao

de >, pode acarretafts) superestimado pathy | ~ 0.

A determinacao déts) através de (5.13) é insensivel ao tamanh@geesde que, &
claro, 85 < 25, mesmo quey seja determinado numericamente, como foi feito na figura 5.3
pois a subestimacao di apenas desloca a curva, mantendo sua inclinagao canstilas
proximas secdes, a teoria de oOrbitas periodicas,stesgda no capitulo 3, sera utilizada para
determinar a taxa de escapeldsem o calculo de médias sobre longas trajetbrias Spilea
rede, formalmente comprovando a hipbtese de que os attg®tede sincronizacao observados

sao devidos ao caos transiente da sela cagtica .

5.3 Asorbitas pemdicas insaveis da rede

Nesta secao sera realizada a determinacao dos panfueriddop da rede de mapas
de Bernoulli acoplados, equacao (4.7). Uma solucatagxara esses pontos sera derivada, a
qual resultara também na expressao para a particatrigaste Q, e o0 método de deteccao de

Schmelcher e Diakond¥” sera implementado para essa rede.
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5.3.1 A expresao geral

Um ponto periddico da rede satisfaz a seguinte expressao:

Xntp = ng)(xn):xn, (5.16)

sendoFg’)(xn) a representacao papaplicacdes da rede (5.1) exp. Utilizando a notacao

definida em (4.7), a equacao (5.16) torna-se

Xnip = BPAPX,— i (BA)mkpfm:Xw (5.17)

m=1
Como um ponto de periodotambém & solucao de (5.16) cgm— rp para qualquer € N,

tem-se

r—1 p
Xp = (BA)Pxo— (Z)(ﬁA)Sp> > (BA)"Kp-m=Xo, (5.18)
S—= m=1
na qual, por simplicidade e sem perda de generalidadegfez=9. Definindo
H = BA (5.19)
e evidenciandgg em (5.18), obtém-se
r-1 p
Xg = (HP-1)7! Z}HSP Y H™Kp-m. (5.20)
s= m=1
Seja agord uma transformacao de similaridade tal que

P'HP = Hp, (5.21)

cuja matrizHp € diagonal, com seus elementos dados pelos autovalotds @ seja,P &

composta dos autovetoresldearranjados em colunas. Atuando com

PlP=1=pPpP!
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em (5.20) e observando que, uma vez HuecirculanteHK também o & e, por sua vez, também

(HK—1)~1, tem-se

r-1 p
Xo = 1(pr—1)112)Hsplz H™K 5 m
S—= m=1

r—1 p
Xg = P <Z}(Hrp—1)D1ng> Pl{ S Hmkp_m}, (5.22)
S— m=1

na qual(H"™® — 1)5l & uma matriz diagonal cujos elementos s&o os autovalergs'd— 1) .
Em (5.22) o fato exposto no apéndice A de que todas as nmatimellantes possuem 0 mesmo

conjunto de autovetores foi utilizado. Uma vez que

Hr-vgtg] = an (A7), 5.29)

Im nm —1

sendonm, 0 m-ésimo autovalor déip®, os componentes da matriz resultante do termo entre

parénteses na equacao (5.22) sao dados por

lrl(Hrp—Dle"] = 9 r1<7<”“g)s ) (5.24)
D D - m T . '
2, LD (75 e

Como a expressao (5.18) deve ser valida para qualqaeX, faz-ser — o em (5.24) para se
eliminar a dependéncia em Existem duas possibilidade$m| < 1 e |[nm| > 1, mas ambas

resultam na mesma expressao em termas-@simo autovalor dél:

|imrl<<(r’ij> -1 (5.25)

r—oo

Assim, tem-se a igualdade

r-1
lim (Z)(pr— 1)D1HSD'°> = M (5.26)
£
sendo 0os componentes N’éop) dados por:
(p) dm
M = 27
[Mp”]im nP—1 (5.27)

3Estes autovalores s&o exatamente 0os mesmos que em (4.11).
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Portanto, (5.22) pode ser reescrita na forma

p
xo = PMYP Y HEP *kp m. (5.28)
m=1

Uma vez queP & composta dos autovetores da rede, 0s componentd%pae HZ séo com-
postos apenas dos autovalores da re#tg, @ode assumir os valores estipulados em (4.9), a

expressao (5.28) fornece a solucao de todos os pontesrtbelpp da rede (4.7).

Como o vetok, representa a acao do médulomasima iterada da rede, os compo-
nentes de todos os vetords, }f’zl nao sao independentes entre si. Em principio, a detagam
de um dado ponto periodicy’ = X atraves de (5.28) requer o conhecimeat@riori de
{k,-}f’zl, que é possivel apenas s¢ja for conhecido. Mas isso ndo invalida a expressao
(5.28). E possivel utiliza-la para se obterdosos pontos de periodp ao se considerar todas
as possiveis combinagéétsj}f’zl e verificar, uma a uma, se resulta ou nao em uma solucao
de (5.16). Esse procedimento, embora resulte no conjumtetooce completo de pontgs
peribdicos, pode nao ser viavel para grandes redes eftadps muito altos, pois existérit-P

combinacgdes possiveis dpyvetoresk, L-dimensionais.

A expressao (5.28) fornece um resultado muito importaata p analise da secao
subsequiente. Se um conjumﬁ) = {kj}f’:1 em (5.28) especifica uma solugao de (5.16), essa
especificacao é biun'lvocaép) determina um, e somente um, ponto fixo da rede e cada ponto
fixo € representado por um, e somente um, conjmé% Ou seja, a expressao (5.28) fornece
uma maneira biunivoca de se associar um s'lmbé%,, a um ponto periodico da rede. Portanto,

(5.28) define uma particao geratriz péa: Q — Q.

Da analise da expressao para a medida dbtida no capitulo 4 resulta um limite su-
perior para o nUmero de simboln&o) possiveis, em funcado do nmero de porggeeridodicos
existentes emi. Uma vez que, para a rede em questao com os parametros e#fi gugobal-

mente estavel, para um dado periggiéem-se

Li(xo) = B

4Exatamente como em (4.9)¢ dado pelo maior inteiro que satisthz: 3.
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para todas as solucdrgde (5.28), a expressao para a medid& @en termos de suas orbitas

periodicas instaveis, dada por (3.5), torna-se

ur) = lim % 1 im Po(T) (5.29)

p—>00x0er Bp p—>00 Bp ’
sendoPy(I") o nUmero de pontog-periddicos contidos efi. Como. & globalmente estavel,

tem-se

u(r) =0, (5.30)

poisQ =2>+T eu(Q)=1=pu(Z). Ainda prosseguindo com a hipotese de que existe uma sela

caotica¥ contida enT , & verdade que
Po(l) O TP, (5.31)

sendohr (I") a entropia topologica d€ C I'. Substituindo (5.31) em (5.29) e considerando o

resultado (5.30), chega-se a

(g P

$@m< 5 ) — 0, (5.32)
e, portanto,

hr(F) < InB=hr(). (5.33)

Como a expressao (5.28) associa um simbéﬂ’ba cada pontg-periodico, a expressao (5.31)
juntamente com (5.33) fornece um limite superior para oerade simbolos possiveis, ou seja,

certamente observa-se, pgra> 1,
Po(l) < €m@P—pgP (5.34)

Assim, dosJ“P simbolos poss’lveiz;ts(p) determinados por (5.28), pa@> 1, apenas uma
porcao menor qugP fornece pontog-periddicos da rede. Note que existem exatantente
BP—-1 s’lmbolosns(p) gue resultam em pontos periodicos contidos €mPortanto, para redes
grandes, a determinacao dos pontos periodicos da readiade (5.28) torna-se impraticavel,

pois existem aproximadamentg&-—2) simbolosnép) gue nao resultarao em pontos periddicos.

SEste nimero & exato somente ppra «. Parap finito, Py(Z) ~ BP.
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5.3.2 Detec@o numérica

Uma vez que se deseja encontrar as Orbitas periodidag eenl”, mas a utilizagao de
(5.28) € limitada devido ao custo computacional, o comjule pontog-periddicos pode ser
encontrado através do método exposto na secao 3.3isBardaz-se a analise da estabilidade
dos pontos fixos de (3.29), que sao, por construcao, pae@eriod da rede (4.7). Através
dessa analise, a matriz de estabilizaCBe o parametr@ podem ser determinados, de modo

que sex* & um pontop-periodico instavel d&g, entaox* & um ponto fixo estavel de (3.29):
s(X) = x+cOx [F};’) (X) — x} . (5.35)

A matriz Jacobiana do sistema transformaggdé dada pela equacao (3.34),
Dsc=J = 1+4¢Oy(HP—1) (5.36)

sendoH = BA e A a matriz de acoplamento (4.17), exatamente como na segaocs. A

matriz de estabilizacdy & dada por
Ox = P lOpP, (5.37)

na qualOp € dada por (3.33) P € a transformacao de similaridade que diagonglita— 1),
ou seja, & composta dos autovetores de uma matriz ciredlant., exatamente como na secao
anterior e como foi desenvolvido no apéndice A. Substitoiee (5.37) em (5.36) e fazendo

uso da identidade—1P = 1 = PP 1, obtem-se
PIP'=Jp = 1+¢Opk(HE-1), (5.38)

na quallp e HB sao matrizes diagonais cujos elementos sao os autovaledee HP, respec-

tivamente. Dessa maneira, os autovalored si@o obtidos diretamente de (5.38):
9m=[Jolmm = 1+¢a™(n8-1), (5.39)

sendoo,((m) = 41, definidos na secao 3.3. Para que um pontoXixeeja estavel no sistema

transformadcs,, & necessario quéy| < 1 param=0,1,--- L — 1. Isso delimita a forma de
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Opk da seguinte maneira:
e Casonm> 1, faz-seolgm) =1;
o Casonm < —1, faz-seo™ = (—1)P+1
e Caso|n| < 1, faz-seo™ = 1.
Nos casos em que’ € globalmente estavel, sempre se observa
Nno=p>0 e Ink| <1, (k=1,---,L-1)

e, portanto, a matriz que estabiliza todos os pontos pedsdleF; €

100 ---0
O 10---0

Opk = O 01 --0]-. (5.40)
i O 00 - 1

Assim, recuperand@®y a partir de (5.37), obtém-se

Ok = P lOpP

\|3
L-1
[Ok]ab - ZO [Pil} am[ODkP]mb
[Oap = dap—2/L, (5.41)

utilizando o fato de qu~1 = P', sendo 1 o simbolo para matriz transposta e conjugada, e que
0s componentes desao dados no apéndice A por:
o (2ri)ab/L

VL

De posse dos elementos da ma®ig ou equivalentemente, da mat@gy, o valor 6timo deg

[P]ab = (5-42)

e determinado fazendo

lto] =14l (5.43)
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na qualiy, representa a+ésimo autovalor dé, 9y, ordenado de maneira decrescente, segundo

a sua magnitude.

Parap > 1, o ordenamento d& é igual ao de7kp, ou seja,
I = 9K, (5.44)

pois|nh| — 0 param+# 0 e, portanto, o valor de que otimiza a detecg@o & obtido a partir da

equacao (3.39):

Dol =[]
|1_C0('7(§)_1)‘ = |1+C0<’7{)_1)|
|3
2
G = —5, 5.45
o Bo_nP (5.45)

sendag = B e ¢ = 0 é desprezado, pois inviabiliza a detec¢ao. Assim, paw@dada precisao
Y, o tempo estimado para a detecd@g € dado pela subtituicao de (5.45) &ipe fazendo-se
ho = In9p em (3.38):

In(VL/y)

(= co(BP 1)) (549

cujo termoy/L & a maior distancia possivel ein

A deteccao entao é feita de acordo com o seguinte ahgorit

1. Dados os parametros da reldeg e €, e o period@, a matriz estabilizacay € determinada

e 0 parametra@, € calculado a partir de (5.45);
2. O tempo de iteracdo do método & calculado a partir dé)5

3. Um nimero maximonyax de sementes & estabelecidme= 0; repete-se o passo 4 até que

M = Mmax;

4. Sorteia-se arésima condicao inicial aleator@(m) e o sistemay dado por (5.35) é iterado

nvezes, até que
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o |AXp(M) = Xpp1(M) —Xp(M)| < @

Avanca ao passo 5.

e n=1tp Nesse casan:= m+1 e retorna-se ao passo 4.

5. O ponto detectade,(m) € comparado com todos 0s pontos previamente determin&eos.
IXn(mM) —xn(j)| >  para todoj, entdo o ponto fixa,(m) & contabilizado en:= 0. Retorna

ao passo 4.

Nesse algoritmoy representa a precisao desejada para a detecc¢ao, tgritayn~
1016 (precisao dupla) emax € 0 Nnimero de sementes utilizadas sem a detec¢iao demenhu
novo ponto periddico para que se considere a deteccapletamUsualmenterinay ~ 10°, mas

deve-se notar que qualquesax < c Nao garante a deteccao completa dos pontos periodicos.

Esse algoritmo foi implementado para encontrar os pontgededop da rede (4.7)
com os parametros utilizados na figura 5.1, pard 30. Os pontos periodicos detectados
estao indicados nas figuras 5.5(a)-(c), sendo que todosriegpde uma orbitg-periddica
estao representados pela mesma cor. De acordo com auwd¢gtdlniesses pontos periddicos no
espaco de fase, pode-se estimar a localizagao bem coopolagia da sela caoticd. Como
todos os pontos possuem o mesmo autovalor instayvel 8P, a medida de qualquer porcao
do espaco de fagg; que nao interseccione colmsera dada em funcao do nUmero de pontos
p-periodicos contidos er@y, no limite p — . Portanto, a distribuicao das orbitas periodicas
em[ fornece a distribuicao da medida da sela, ou seja, qugida®serao visitadas, e com qual

freqUiéncia, por trajetérias que ainda estao no estadsincronizado.

O resultado apresentado na figura 5.5(a)-(c) &€ mais umatidicde que os longos
tempos de sincronizagao observados sao devidos &esigtde uma sela cadtica ém Uma
maneira mais direta de evidenciar a influéncia dessataérperiddicas nas trajetorias tipicas
do estado dessincronizado & dada na figura 5.5(d): paraucadims pontogp-periodicos de-
tectados, a distancih= dist(x*,.”’) foi calculada. Essas distancias foram indexadasipde

maneira crescente, segundo o periodo da 6Orbita e, ex@@ondo a ordem de detec¢ao.
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Figura 5.5: A projecao dos pontos detectados com perod@B0 no planax!) x xU+1) para
L=15ef = 1,10, sendc ajustado para quie;, = —0,02 para (a)g = 0,00, (b)o = 0,50 e
(c) o =1,00. Todos os pontos de uma mesma Orbita estao indicadasmmesma cor. (d)
A distancia entre cada ponpsperiddico e a variedade de sincroniza¢g&gara o0s pontos das
figuras (a). (b) e (c). Os pontos foram indexadosmp&m ordem crescente do periodo.
Deve-se fazer a comparacao dos resultados em 5.5(d) pan@sovalores de alcance,
o = {0,00;050;1 00}, com as séries temporais da distancia ao estado sinatmifas tra-
jetorias tipicas indicadas na figura 5.1. A semelhangditativa é evidente, embora os resulta-

dos indicados na figura 5.5(d) nao representam uma sérmotal tipica dal, para a rede.

Heuristicamente, a semelhanca entre esses dois resulpade ser justificada pelo
fato de que, uma condicao inicial tipica énestara, invariavelmente, na vizinhanca de algum

ponto periddicax*. Por um periodo de tempo, geralmente alguns multiplosettogo do
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ponto, a trajetéria tipica “acompanhara” a orbita peica dex*. Mas, como todos 0s pontos
periddicos eml” sao instaveis, a trajetoria tipica acaba se afastaedeadorbita periddica.
Como existé um conjunto denso de pontos peribdicos Emeo se afastar da orbita oe,

a trajetoria tipica se aproximara de um outro pontoquiicid X*', pertencente a outra orbita
peribdica. Assim, espera-se que a série temporal,deara uma trajetoria tipica seja uma
combinacgao de trechos da figura 5.5(d), exatamente carhed¥vado. Nota-se que até mesmo
0 comportamento aparentemente intermitente, em que gotiajgépica ora permanece proxima
ao estado sincronizado, ora se distancia dgny ¢'(1), pode ser explicado observando o fato

de que existem Orbitas periodicas €rtal quedy, ~ 0 ed, ~ (1) para

d = dist(Fg() (x*),y) ,

e 0<m,I < p, sendop o periodo dec*. Isto &, os picos dd, observados nas séries temporais

da figura 5.1 também podem ser compostos de trechos da figujdy. 5

A argumentacao heuristica apresentada tem um suporteddastante forte: o som-
breamento de trajetorias tipicdy. Segundo a equacao (5.28), cada s’lmbél% especifica
uma Orbitap-periodica. Mas a evolucao de uma trajetoria tipicampderadas também gera

uma sequéncia simboblica:
N™W(xo) = {ko,ke, --,kn_1}. (5.47)
SeM (M (xq) puder ser escrito como

NW(xg) = (" m? ... AP}, (5.48)

diz-se que a trajetoria iniciada exg € sombreada pelas orbitas periodisas, - - - ,s’ durante
n iteradas. Como todas as trajetorias tipicas finalmer@pasn dd e, por construcao, todas
as Orbitas peribdicas d€ possuem todos seus componentesieno sombreamento (5.48)
nao pode ocorrer pana— o. Mas, enquanto a trajetoria tipica permanecelenou seja,

enguanto o sistema esta no estado dessincronizado, eir@ysode ser sombreado por orbitas

8Formalmente, apesar de todos os indicios apresentadda, o foi comprovada a existéncia da sela caotica
¢ e, portanto, ainda nao se pode afirmar que existe um corgieniso de pontos peridodicos émlsto sera feito
na proxima secao. Exatamente como foi feito até acaliaiha-se comhipbteseda existéncia de tal sela cabtica.
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peribdicas instaveis. Se o particionamento do espaciasie determinado por (5.28) fosse
Markoviano, a sentenca anterior deveria ser alterada pdransienté& sombreadpor orbitas
peribdicas instaveis. Mas, devido a argumentacaesamtada na deducao do limite (5.33)
para a entropia topologica ¢& sabe-se que existem diversas seqiiéncias simb(vﬁ@aque
nao geram pontos periddicos, mas que nao sao se@idgroibidas do sistema, ou seja, embora
ns(p) nao represente uma orbita periddica, esta seqliéodmgstar presente na expansao (5.48).
Uma vez que o nimero de pontpgperiddicos enf”, Py(I"), cresce exponencialmente com o
periodo, a utilizacao de periodos maiores na gerdadigura 5.5(d) resultaria na ampliacao das
possibilidades de sombreamemécﬁ’). No limite p — oo, existem infinitas orbitas periddicas e,
portanto, infinitas seqUénciaép). Como nenhuma trajetoria tipica permaneceleparan —

o, MM (xq) & sempre finito. Assingualquerseqiiéncia tipical(™(xq) pode ser representada
como uma fragcao de uma sequiéncia periédﬁ@éeom p — oo, pois, nesse limite, as sequiéncias

rép) gue nao geram solucgdes de (5.28) sao, necessariaraegit&ncias proibidas do sistema.

Em resumo, os resultados apresentados para as orbitdgdipasidetectadas numerica-
mente sao suficientes para a verificacao qualitativa dééercia da sela cadtica dm Também
verificam que o carater erratico, observado na figuraesdevido ao sombreamento de orbitas
peribdicas instaveis contidas dm A expressao obtida na secao anterior, equacao (5as)
rante que esses resultados sao formalmente validos fite i~ . Como foi exposto na
secao 3.4, pode-se elegantemente contornar esse linatésda expansao em ciclos primos,

que sera realizada na proxima secao.

5.4 Ataxa de escape - expaasem ciclos primos

Nesta secao, a taxa de escapé dera calculada a partir das orbitas periédicas conti-
das enT. Uma vez que a determinacao dos porggeeriodicos da rede (5.1) € essencialmente
numeérica, a utilizacao da expressao (3.20) € limitlado a requisicao dp — o e, portanto,
recorre-se a expansao em ciclos primos exposta na 8e4¢adComo ja foi verificado, a ex-
pressao (5.28) especifica um simbolo biunivocamente a padto periddico da rede. Note

que todos os pontos periodices de uma mesma Orbitp-periodica possuem seus simbolos
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relacionados por
1
Y = {Kemigmodp} (5.49)

Assim, a expansao (3.55) torna-se

1 z yi z
75 - 1_%3 %B_ %B_ (5.50)

na qual os somatorios se estendem sobre todos os simbolp®stos de vetoresk e o fato
de queLi(x,) = BP, para os casos em que se observa sincronizacao, foadtlizDevido a
(5.49), cada orbita contribui apenas com o teﬂnﬁ%} na expressao (5.50). A taxa de escape de

' € entao determinada através de

y = Inz, (5.51)

sendozy 0 menor valor de € R tal que %/ {(z) = 0 - vide sec¢ao 3.4. A contribuicao de
cada termo da série (5.50) &€ exponencialmente menor guareeessor e, tipicamente, o trun-

camento para os primeiros periodos fornece um resultadidfesario.

A associacao simbolica aos pontos periodicos detestadacilmente implementada

definindo osnép) como sendo um namero inteifpcuja expansao na ba3& dada por
lio= (kéO) k(()l) . k(()L_l) kg_O) kg_l) . kg_L_l) . k(o k(l o k(L_ll)>J- (552)

Assim, por conveniéncia, define-sé%) como a seqiiéncia que gera o menor intéira ex-
pansao (5.52). Definindo-$&p) como o numero de sequéncias primé%> de comprimento

p, a funcdo zeta é dada por

1 z 74 z 4
oD - 1-K(1) 5 ~K(2) gz ~K(3) gz =~ K(P)gp-

sendo que A{,(z) representa que a expansao é truncada em ozflem

(5.53)

A partir das 6rbitas periodicas detectadas na figura mBssociacao simbolica de-
finida em (5.49) e defininde= z/[3, chega-se as seguintes expressdes para a fungao zeta de

[
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e Paraoc = 0,00:

1 o o 20 21 25 528 29 330 (5.54)
{30(2)
e Parac = 0,50:
1 0 48 5d9 27 28 29 530
o 1-s8 2519 £7_ 28329230, (5.55)
e Parac =1,00:
1 _ 1 A6 527 528 EL29 230
g 1-s0_ 282728 5529 3530, (5.56)

Os menores zeros reais e positivos das equacoes (5.55) €(5.56), obtidos pelo

método da bisseccao, substituidos em (5.51) forneseseguintes taxas de escape):

¥(0,00) = 0,003722
¥(0,50) = 0,001805

¥(1,00) = 0,000032 (5.57)

Esses valores devem ser comparados aos obtidos pelo ajudecdimento exponencial na
figura 5.3. Vé-se que a expansao (5.53) fornece resultzakiante satisfatorios considerando-
se apenas poucos termos. Esse mesmo procedimento foadeapara outros conjuntos de
parametros e os valores obtidos estao indicados na fighr&®S simbolos abertos representam
os valores d¢ calculados na figura 5.4, para os alcanzésdicados na legenda. Para efeito de
comparagao visual para os trés valorewda taxa de escapefoi indicada como uma funcao
do maior expoente de Lyapunov transverbglsendo a dependéncia canmplicita. Percebe-
se que a expansao em ciclos primos converge para o valorrizamente calculado dgem

todas as situacoes.

Como foi argumentado na derivacao da expansao (3.589,resultado s6 & possivel
devido a existéncia de ciclos de periq@arbitrario, para que se possa escrever qualquer periodo
como uma composic¢ao de periodos primos e, assim, rgar@nsomatorios que se estendem

ao infinito. Ou seja, (3.55) soO se aplica se as orbitapgEas instaveis formarem um conjunto
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Figura 5.6: A taxa de escapeem funcdo do maior expoente de Lyapunov transversa¥de
paraL = 15 e = 1,1, para os alcances indicados na legenda. Os simbolos abertos referem-
se a simulacao da figura 5.4 e o simbolo “X” ao logaritmper@ano do menor zero da funcao
zeta dd para os parametros indicados.

denso. Como (5.57) fornece uma evidéncia contundentexté)(se aplica, a existéncia da

sela caotic& C I esta verificada.

Os resultados da figura 5.6 sugerem que a analise apresértiptta em todo o0 espaco
de parametros, isto &, que para todo par de parametros em que” & globalmente estavel,
o tempo de sincronizacao €& determinado pelo transiexiteco em uma sela cabticA C I'.
Uma vez que a rede € hiperboblica, esse argumento podetseofenal, pois a hiperbolicidade
implica estabilidade estrutural, isto &, em sistemasrhideeos, qualquer perturbacao infinitesi-
mal nos parametros que regem a dinamica nao resulta arnsdgbes e nem em crises. Portanto,
a sela cabtic& verificada para um dado par de parametro§io “desaparece” para qualquer
deslocamento infinitesimal nesses parametros. Partiedordponto(e, o), & possivel varrer
todo o plance x o0 com deslocamentos infinitesimais. Logo, a sela caéfiexiste pardodos

(g,0) tais que é globalmente estavel.

"Contidos na regizo em qu# & globalmente estavel.
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6 Conclues

A teoria dos sistemas dinamicos nao-lineares e, maiscifispenente, o estudo do
comportamento cabtico, estao presentes em praticartede 0s ramos da ciéncia contem-
poranea. Isso porque sistemas caoticos apresentam tdampatos universais observados nas
mais diversas situacoes, especialmente em sistemadecasjgle alta dimensionalidade. Uma
realizacao matematica importante de tais sistemasl& plar redes de mapas caoticos acopla-
dos, pois podem ser obtidas a partir da simplificacao daagdgs fundamentais que regem a
natureza e facilitam o tratamento analitico/numeérico. $8ja, essas redes formam a conexao
entre a dinamica nao-linear desenvolvida para modeltsméicos de baixa dimensionalidade

e problemas fisicos caracterizados por sistemas conglexo

Nessa dissertacao, foi dado um passo para essa congaiiésala aplicacao da teoria
das orbitas periodicas em uma rede de mapas de Bernoolisatos. Nos capitulos 2 e 3, a
teoria matematica desenvolvida para sistemas caoticexposta de maneira a fundamentar a
analise apresentada nos capitulos subsequentes.ifarreate, as quantidades caracteristicas
de sistemas caoticos foram apresentadas e, quando glpgsi@mplificadas utilizando-se o
mapa de Bernoulli, sendo que esses resultados contribuemapenalise da rede como um
todo, uma vez que a dinamica na variedade de sincrorizZag@terminada por esse mapa. A
fundamentacao teorica referente a teoria das orpéeédicas foi reservada ao capitulo 3. Esta
dissertacao pode tanto ser vista como um estudo da sinag@o de caos em redes de ma-
pas acopladogia teoria das orbitas periddicas, como um estudo da teosiaidstas periodicas
com aplicacao na sincronizacao de caos. Como em toalmatadtico ou sela cadtica existe um
conjunto denso, infinito e contavel de orbitas peritslioataveis, a teoria das orbitas periddicas

pode ser aplicada em todos o0s sistemas em que se observa padamo, fornece uma alter-
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nativa poderosa a analise desses sistemas.

No capitulo 4, foram exploradas as condi¢cdes para amiigacao de caos e deter-
minadas as imposi¢des a dinamica local e a topologiaadplamento para que o desenvol-
vimento tebrico, bem como o ferramental exposto, nostalmgi 2 e 3 fossem formalmente
validos. Introduziu-se o conceito de distancia ao estagcronizado de modo a quantificar a
sincronizacao. A distancia geométrica entre umativepe no espaco de fase e a variedade
de sincronizagao foi utilizada devido ao apelo georoétg por determinar, unicamente, a

sincronizacao.

O estudo da sincronizacao de caos em redes hiperbolicgs, sentao, como uma
aplicacao da teoria das orbitas periddicas insta@eisum sistema caobtico de alta dimensio-
nalidade. Como exemplo concreto, utilizou-se uma rede demde Bernoulli linearmente
acoplados, sendo o acoplamento simétrico e periddictaldaodo que a interacao entre os
sitios & inversamente proporcional a distancia erlegg, segundo uma lei de poténcia. Essa
forma de interacao engloba os casos limites, acoplangabal e primeiros vizinhos, e per-

mite quantificar a influéncia da conectividade entre agssita sincronizagao.

A observacao de sincronizacao em trajetorias tgpamuma rede requer a analise da
estabilidade do estado sincronizado. Essa analise falidavem duas partes: a estabilidade
local do estado sincronizado, caracterizada pelos exgo®eetLyapunov transversais, e a esta-
bilidade global desse estado, determinada em termos daaedliural do sistema. O espectro
de Lyapunov, das trajetérias sincronizadas ou nao, terdenado fazendo-se uso das simetrias
da rede e do fato que a dinamica local & linear por partessdanalise foi possivel determi-
nar os parametros criticos que caracterizam a tramsie@stabilidade do estado sincronizado,
dados pela nulidade de pelo menos um expoente de Lyapumgvéraal desse estado. O prin-
cipal resultado desse capitulo, referente a estab#igdabal do estado sincronizado, pode ser

expressado no seguinte teorema:

Teorema 2 Sejag: w — w, w C RY, um mapa catico que satisfaz o axioma A. S§aQ — Q
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uma rede de L mapaglinearmente acoplados, tal que
F(x) = AG(x),

sendoG(x) =[ g(y©) gy®) ... gyt-b)]Tex= [y(O) y@» .o oy Ama-

triz A & tal queQ = w" possui estrutura hipefdica. Seja ainda
S = {x eQ:yl) :y(m)VI,m}

avariedade de sincronizag da rede. S¢’ & transversalmente éstel com respeito a perturbaes

infinitesimais, eréo . & globalmente eavel emQ.

A prova, exposta na secao 4.5, foi dada em termos da teasi@ubitas periodicas.
Mais especificamente, a expressao que relaciona a medigialrde um conjunto com os au-
tovalores instaveis dos pontos periddicos imersos nasgeanto foi utilizada para determinar
a medida natural do estado sincronizado. Verificou-se quanap. & localmente estavel, ou
seja, quandoodosos expoentes de Lyapunov transversais sao negativosprassao resulta
em medida unitaria para o estado sincronizado. Portamtiastas trajetorias tipicas da rede
finalmente sincronizam. Esse resultado é valido para aodasse de redes hiperbolicas, da

qual a rede estudada faz parte, como foi demonstrado aa det.”

Os casos em que se consegue provar a estabilidade globahdo esicronizado sao
raros, pois tipicamente nao & possivel verificar a agtuiperbblica para o espaco de fase.
Mas a estabilidade local & relativamente facil de se saaluma vez que a dinamica na varie-
dade de sincronizagao é invariante e normalmente dadanpgistema de baixa dimensionali-
dade. Costuma-se, portanto, determinar a estabilidadé lme linear, do estado sincronizado
e supor que essa implique sincronizacao das trajetpi@ss da rede. De maneira geral, isso
é observado em experimentos numéricos envolvendo ditssd¢opologias e dinamicas locais.
Para isso, sorteiam-se diversas condicOes iniciaisapda rede e, através da evolucao tem-
poral numeérica das trajetorias, verifica-se ou nao sdamessincronizado & assintoticamente
alcancado. Deve-se, portanto, evoluir o sistema até sgefenalmente atinja um estado esta-

cionario.
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O tempo necessario para que uma trajetoria alcance coesitamtonizado, dito tempo
de sincronizacao, € uma quantidade relevante no estwided®s de mapas acoplados. Caso
a rede represente um fendmeno fisico, por exemplo, egte séempo necessario para que
0 experimento relaxasse ao comportamento espacialmenutiare No capitulo 5, o tempo de
sincronizagao foi investigado em detalhes, no qual fagapostos e discutidos os critérios utili-
zados para inferir ou ndo a sincronizacao nas simekpd@meéricas. Foi mostrado que, quando
0 sistema sincroniza, as trajetorias podem apresentartalinpos de sincronizacao. Isso pode
prejudicar a verificacdo numérica da sincronizacaastd que o tempo de sincronizacao es-
perado para trajetorias tipicas da rede seja maior quepdele observacao utilizado no ex-
perimento numeérico. Assim, a determinacao da estaiédylobal do estado sincronizado de
maneira indireta, através da verificacdo numérica tershizacao de trajetérias tipicas, pode

levar a resultados errados.

Como foi calculado na secao 5.1, o tempo de sincron@zaciuncao da intensidade
e do alcance do acoplamento e as trajetorias que finalmkatecam o estado sincronizado
comportam-se de maneira erratica no espaco de fase mega®da sincronizacao. A ape-
riodicidade das trajetorias, juntamente com a positiedde um dos expoentes de Lyapunov
verificada no capitulo 4, foram utilizadas para argumesxisténcia de uma sela cattica dis-
junta do estado sincronizado. Assim, o tempo de sincroa@aeria associado ao transiente

caltico das trajetorias da rede iniciadas na sela @otic

Uma quantidade intrinseca da uma sela caobtica € a taxscdpes que rege o decai-
mento exponencial do nUmero de trajetbrias que permanaassela com a evolug¢ao temporal
do sistema. Numericamente, esse decaimento exponernadiservado para a rede estudada,
sendo tipico para todos os parametros utilizados — coinapi@sentado na secao 5.2. Esse
resultado corrobora a hipbtese da existéncia de umaaelea. A caracterizacao do tempo de
sincronizacao como um transiente caotico permitiu cpse ¢éempo fosse determinado em ter-
mos de uma propriedade fundamental do sistema: a taxa deeedzaela cadtica. Verificou-se
que o tempo de sincronizac¢ao esperado é igual a videardadela, dada pelo reciproco da taxa

de escape.
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As propriedades métricas e topologicas da sela ca@trap os expoentes de Lyapu-
nov e as entropias, podem ser obtidas através de expeosnaminéricos envolvendo calculos
no transiente, ou seja, médias temporais sobre as tiagtipicas enquanto permanecem no es-
tado dessincronizado. Na secao 5.3, uma abordagem maissa foi utilizada: a topologia da
sela caobtica foi investigada através da determinae@ués orbitas peridodicas instaveis. Devido
a forma da rede, uma expressao analitica para a locatizie todos 0s seus pontos periddicos
pode ser derivada. Tal expressao envolve os componeatestliz de acoplamento e um con-
junto de vetores que representam a descontinuidade dosmaernoulli. Verificou-se que
esses conjuntos fornecem uma maneira sistematica de agaassmn simbolo a cada orbita
periodica, ou seja, a solucao dos pontos peridodicoeeda define uma particao geratriz do
espaco de fase. Para cada orbita periddica existe unereagapum, simbolo e cada simbolo
representa, no maximo, uma orbita periddica. Emborapentipio, fosse possivel encontrar
todos os pontos periodicos da rede a partir dessa expraeag@a abordagem foi utilizada, de-
vido a existéncia de um namero enorme, mas finito, de @limsbgue nao estdo associados a

orbitas periodicas.

A localizacao dos pontos periodicos da sela caoticaritio obtida através do método
da transformacao de estabilizagao, exposto em 3.3.0Qodos os pontos do espaco de fase
possuem 0s mesmos coeficientes de estabilidade, dadosptlvalores da matriz Jacobiana,
a implementacao numérica desse método é simplifigaudaa mesma transformacao estabiliza
todos os pontos periodicos da rede. Assim, as 6rbitas déaaim periodo foram detectadas a
partir da evolucao temporal de um conjunto de condi¢gdiegis tipicas do sistema transfor-
mado. A disposicao dessas Orbitas no espaco de fasenilete a topologia da sela cabtica
responsavel pelos longos tempos de sincronizacaowaukes. Na secao 5.3, verificou-se qua-
litativamente que as infinitas orbitas periodicas catida sela caotica suportam o comporta-
mento erratico das trajetorias no transiente — o fatorvhde de que as trajetorias proximas ao
estado sincronizado podem se afastar, apesar da estdbitidase estado, pdde ser facilmente
explicado a partir do sombreamento das trajetoriasa§gpor orbitas periddicas instaveis con-

tidas na sela.
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A conexao formal entre as observacoes qualitativasesolbempo de sincronizacao e
um transiente cabtico, da secao 5.3, e a teoria dasénpéridodicas, apresentada no capitulo 3,
foi obtida através da expansao em ciclos primos real&zadaecao 5.4. Esse resultado, um dos
principais dessa dissertacao, foi utilizado para cortioa requisicao dp — o na secao 3.2.
De posse das oOrbitas periddicas detectadas numericamdatespecificacao simbolica univoca
dada na secao 5.3, a taxa de escape da sela caobtica fonitetga a partir do menor zero
da funcao zeta. Embora a expansao em ciclos primos adaligeja particular para cada caso
estudado, observou-se que o resultado obtido concordacsimalacdes numeéricas realizadas.
Como essa expansao so € possivel devido a existéadidinitas orbitas periodicas instaveis
contidas na sela caotica, esse resultado encerra a camgpmua hipotese feita no capitulo 1:
0 tempo de sincronizacao em redes de mapa de Bernoullleatmsppode ser extremamente
alto devido ao transiente associado a existéncia de ulazagtica densa no espaco de fase,

disjunta ao estado sincronizado.

Os resultados obtidos pela expansao em ciclos primosmatite com a hiperbolici-
dade da rede, foram suficientes para verificar, formalmarggisténcia de um conjunto denso
de Orbitas periddicas instaveis dmou seja, a existéncia da sela cadti¢a . Embora em
toda a dissertacao o numero de sitios acoplados tedbdisado emL = 15, espera-se que 0s
resultados se apliquem para outros tamanhos de rede, umae@zsincronizacao €& garantida
pelos resultados do capitulo 4, secao 4.5. O métodadsformacao de estabilizacao pode ser
facilmente implementado patadiferentes e orbitas de periodo baixo sao sempre @tz

eml, fornecendo um indicativo da existéncia da sela catdicdheém nesses casos.
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APENDICE A - Matrizes circulantes

Neste apéndice, 0s autovetores e autovalores de uma wmiattilante serao determi-

nados segundo a exposicao apresentadd®em

Uma matrizC, L x L, € dita circulante se cada linha for composta de um deslectim

a direita da linha anterior, ou seja,

C CG G - C g
CLi1 G C -+ Co

CcC = C., C.1 Cy - C3 |- (A1)
G & G - G |

Essa forma de matriz &€ um caso mais especial de matrizes‘ieplitz” e permitem o calculo
de diversas propriedades de maneira simples e elegante, xd@terminacao do espectro de
autovalores e todos seus autovetores. Matrizes da fornia €atao presentes em aplicacdes

envolvendo transformadas discretas de Fourier, por exempl

Os autovaloregy associados aos autovetomgsle C sao dados pela solucao de
Cck = Oyek. (A.2)
Escrevendo g-ésimo componente dg comocl((”, tem-se

L-1 | .
Y Cha = ag (j=0,1,---,L—1) (A.3)
=0
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na qual(C]; representa o componente da linha colunad da matrizC. Por construgao,

_i se |l >
[Cly = 4 . (A.4)

C-j+L se | <

portanto, a expressao (A.3) pode ser rearranjada do seguodo:

%CL ey + Z c ) = o (A.5)
L1 .
Y Go U+ Z} C|ck+” — o), (A.6)
[y
na qual, novamentg,= 0,1,---,L — 1 e os limites dos somatorios foram alterados. A solucao
de (A.6) pode ser obtida fazendoéé) = p,i e observando-se a arbitrariedade na forma dos

autovaloresy. Essa escolha € induzida pela forma linear do sistema @dija validade &

garantida por substituicao:

L—1—]j

Z Gl % col = awl (<o)

L-1—j
Z Clpk+ Z) Cpk = Ok (A.7)

Escolhendo-spk*'- como uma dak-ésimas raizes complexas da unidade, i.e.,

ot — (ef(Zni)k/L> oy

tem-se os autovalores @k
& = SG e (2T, (A.8)

associados aos autovetores

o) = : (A.9)

sendo o termd.~1/2 colocadoad-hocpara quecy - ¢s = ds, OU Seja, para que 0s autovetores
sejam normalizados. Uma vez que os autovalores (A.8) e osetotes (A.9) sao solucdes de

(A.6), 0 espectro de autovalores & unicamente determinado



