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“Quando a situacdao for boa, desfrute-a.
Quando a situacao for ruim, transforme-a.
Quando a situacao nao puder ser transfor-

mada, transforme-se.”

Viktor Frankl
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Resumo

No presente trabalho estudaremos a existéncia e unicidade de solucao
forte e estimativas de erro para os casos local e global do Problema de
Navier-Stokes Quantico para Fluidos Incompressiveis. Analisaremos
o problema considerando o toro T¢ com d < 3. Para garantirmos a
existéncia e unicidade de solucao forte local e global, usamos o método

de Faedo-Galerkin semi-espectral.

Palavras-chave: Equacao de Navier-Stokes quantica, fluidos incom-
pressiveis, Solucao forte, Local no tempo, Global no tempo, Estimativas

de erro.

v



Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of strong solution
and error estimates for the local and global cases of the Navier-Stokes
problem for incompressible quantum fluids. We analyze the problem
when considering the torus T? with d < 3. To ensure the existence and
uniqueness of local and global strong solution, we use the semi-spectral
Faedo-Galerkin method.

Key-words: quantum Navier-Stokes equation, incompressible fluids,

strong solution, Local in time, Global in time, error estimates.
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Notacao

O produto escalar de vetores a = [a; as ... a,|, b = [by by ... b,] é denotado por;
a-b=b-a=>Y a.b;
i=1

o produto escalar de matrizes A = [A;;];,_,, B = [B,],_, é denotado por;
A:B=B:A= Z Ai,j-Bi,j;
ij=1

n

o produto da matriz A = [Aivj]ij:

, com o vetor b = [by by ... by] é um vetor A - b com
componentes dadas por;
[Ab]l = ZAi,jbj para 1= 1, oy N
j=1
A transposta de uma matriz A = [Aivj]?,jzl 6 AT = [Ajvi]zj=1 .
O trago da matriz A = [AM]Z].ZI étr(A) = Z Ay
=1

O simbolo a ® b denota o produto tensorial dos vetores a e b,

n

a®b=la; b/,

O gradiente de uma fungao escalar g : 2 — R é um vetor

Vo(z) = {3g<fv> dg(z) ag(m)}

Oxry Oxy Oz,

onde z = (x1, s, ..., T,) € .

O gradiente de uma fungao vetorial g(z) = [g1(x) go(z) ... gn(x)] onde g; : @ — R, é

O divergente de uma funcao vetorial g(z) = [g1(z) g2(x) ... gn(x)] onde g; : @ — R, é

uma funcao matricial,
ij=1
uma funcao escalar,
. " Oy,
div g(z) = ; %f:)

1



O divergente de uma funcdo matricial B = [B;]"._, onde Bj; : @ — R, é uma funcio
vetorial

0B (z _
[divB(z Z 8] =1,..,n.
Lj

O simbolo A denota o Operador Laplamano
A = divV

e denotaremos D(u) = 1 (Vu+ (Vu)?).

Por fim, denotaremos o simbolo a - V por

0 0
a-V=a- 6x1+ +an~8xn

No decorrer desta dissertacao serao introduzidas outras notacoes.



Introducao

Em 1952 quando o fisico David Bohm [11], [12] redescobriu e generalizou a hipdtese de
Louis de Broglie [26] que propos que a dualidade de onda-particula seria uma propriedade
geral dos objetos microscépicos, sugerindo que as particulas microscépicas, além de se
comportarem como particulas materiais (com posi¢ao e momento definido a cada instante),
também apresentavam caracteristicas préprias de fendomenos ondulatérios. Haveria assim
um novo tipo de onda em coexisténcia com o ponto material, a onda atuaria como um

tipo de onda-piloto guiando a particula. David Bohm parte da equacao de Schrodinger,

Loy h?
— =——A 1
iho = =5 A+ V), 1)
onde a fungao de onda 9 (z,t) é uma fungdo complexa de posigdo z e instante de tempo

t, a densidade de probabilidade n(z,t) é uma fungao real definida por
n(z,t) = R*(z,t) = [ (z, 1)

Sem perda de generalidade, pode-se expressar a fungao de onda 1 (z,t) em termos da
densidade de probabilidade real n(z,t) e uma funcao de fase S(x,t) de varidveis reais,

tais que, .
W(z,t) = Rz, t) exp (%su,o) . 2)

Substituindo (2) em (1) e separando as partes imaginaria e real, obtém-se as seguintes

equagcoes:
Parte Imagindria: 2RQ(QU, t) + div (R2(3:, t) VS@.t) t)> , (3)
ot m
0 (VS(x,t))?
Parte Real: = S(x,1) = ——~20 1
arte Rea 6t8(x7 ) o +V+Q, (4)
onde

Q:_h_QAR(x’t> __MAVn (5)
2m R(z,t) 2m /n’

é o potencial quantico. O potencial quantico é o responsavel por dar o comportamento

quantico a particula. Segundo Bohm, no limite cldssico o potencial quantico () desapa-

rece e a equagao (4) se reduz a equagao de Hamilton-Jacobi. Por essa razao, a funcao de

3



fase S(z,t) pode ser entendida como a agado mecanica e assim se define u = V.S/m como
a velocidade quantica. As equagoes (3) e (4) fazem parte da teoria da Hidrodinamica
Quantica ou Fluidos Quanticos. Tais modelos podem ser utilizados para descrever super-
fluidos [30], semicondutores quanticos [13] e trajetérias quanticas da mecénica bohmiana
[36].

Brenner [21] sugere o seguinte modelo de Navier-Stokes
ny + divinw) =0,  (nu); + div(nu ® w) + Vp = div S,

o qual interpreta u e w como sendo a velocidade de volume e a velocidade de massa
respetivamente, com a seguinte relacao u = w + vVlogn, onde v > 0 é constante. Em

[2] e [3], sugere-se o seguinte modelo de Navier-Stokes Quantico

ny + div(nu) = vAn, (6)
) B

vn

o qual considera o potencial quantico como um tensor de stress quantico (ver [36]).

(nu); + div(nu ® u) + Vp = nf + vA(nu) + 2e*nV (

Nos livros [36] e [4] é feita a interpretagao fisica do div(u) e, em particular, quando
div(u) = 0. Portanto, adicionando-se a hipétese de div(u) = 0 no sistema (6)-(7) e

considerando-se as seguintes identidades (que serdo provadas na segdo de Preliminar):
div(nu®u) = (u- Vn)u+ (nu- V)u,
vA(nu) = vnAu+ 2vVu.Vn + vuln,
div(nu) = u - Vn,

obtém-se o modelo de Navier-Stokes Quantico para fluidos incompressiveis:

ny;+u-Vn =vAn,
(nu); + (nu-V)u+ (u-Vn)u+ Vp = vnAu+ 2vVu - Vn + vuln + nf

+2e2nV (f/;) ,

div u = 0.

Utilizando-se a primeira equagao do modelo acima e seguinte identidade (que serd provada

na se¢ao de Preliminar):

ng = vAn —u-Vn,
A 1 1 1
2e°nV Avn =e?’VAn — e~ AnVn — &*~(Vn - V)Vn + &*—(Vn - Vn)Vn;
NLD n n n?

Obtém-se o seguinte modelo, o qual é o nosso objetivo de estudo:



Problema de Navier-Stokes Quantico para fluidos incompressiveis:

Determinar as fungdes u : T¢ x [0, 7] — R% n: T x [0,7T] — R;
p:T4x [0,7] = R; tais que
n: +u-Vn = vAn, (8)

nu; + (nu- V)u+ v [—nAu —2Vu - Vn] + Vp = nf

1 1 1
+&? —E(Vn -V)Vn + E(Vn -Vn)Vn — EAnVn + VAn|, 9)
div u =0, (10)
u(-,0) =ug, n(-,0)=ng, 0 <a<mny<p. (11)

Considera-se a regiao de escoamento T¢, o qual é, o toro d-dimensional (d < 3),
u(z,t) € R% é a velocidade do fluido no ponto x € T? e no instante t € [0,7], v > 0 é o
coeficiente de viscosidade (o qual estamos considerando constante) e € > 0 é a constante
de Plank; a funcdo n(z,t) € R é a densidade do fluido no ponto x € T? e no instante
t € [0,7], a fungao p(z,t) € R é a pressao no ponto x € T¢ e no instante t € [0,7] e
f: T x [0,T] — R? descreve as forcas externas resultantes (por exemplo, de um campo
elétrico).

A escolha do toro T? como regido de escoamento é feito de modo a evitar a dificuldade
de definir precisamente a nogao de “fronteira”de uma regiao na mecanica quantica. Além
disso, a escolha do toro T¢ permite tratar as condicoes de contorno como no caso periédico.

Jiingel [1] provou a existéncia de soluc¢ao fraca global no tempo para o modelo de

Navier-Stokes quantico barotrépico

ny + div(nu) = 0,
Avn
vn

com viscosidade constante e menor do que a constante de Plank no T¢ (toro d-dimencional

(nu); + div(nu ® u) + Vp(n) — 2°nV ( ) —nf = vdiv(n(Vu + (Vu)")),

d < 3) . Posteriormente os resultados obtidos em [1] foram estendidos no caso da visco-
sidade ser igual a constante de Plank e a viscosidade ser maior que a constante de Plank
respectivamente em [22] e [17].

Em [31] se faz a andlise de um superfluido incompressivel e irrotacional quando a
fungao de densidade de probabilidade n(x,t) é constante.

O sistema de equagoes (8)-(11) é semelhante as Equagdes de Movimento de fluidos
Viscosos Incompressivel com Fenomenos de Difusao. Assim trabalharemos de forma se-
melhante a [32], [33] e [18].

Este trabalho estd organizado como segue:



No Capitulo 1, fixamos as notacoes a serem usadas e definimos os espacos funcio-
nais sobre os quais trabalharemos. Enunciamos resultados tedricos que serao usados no
desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 2, utilizamos argumentos semelhantes de Damézio, Guillén-Gonzalez,
Gutiérrez-Santacreu e Rojar-Medar [32] (método de semi-Galerkin espectral) para obter
uma formulagao forte no tempo e fraca no espago (no sentido de L?) do problema, e
definimos o problema aproximado. Encontraremos varias desigualdades diferenciais para
a solucao do problema aproximado, as quais nos auxiliarao a encontrar estimativas a
Priori. Primeiramente provamos a existéncia e unicidade de solugao forte local no tempo
para o problema (8)-(11) quando d = 2 ou 3 sem assumir hipdteses sobre os dados iniciais
(além de regularidade necessaria) ou hip6teses sobre as constantes fisicas damos resultados
de regularidades melhores do que aqueles obtidos em [32]. No caso particular de d = 2,
combinamos argumentos usados por [32] (método de semi-Galerkin espectral junto com
exponenciais como fungoes peso) e [34] (utilizando desigualdades do tipo Ladyzhenskaya
e de Gagliardo-Nirenberg), provamos a existéncia e unicidade de solugao forte global
no tempo sem assumir que a forga externa seja suficientemente pequeno, mas com uma
hipdtese sobre as constantes fisicas. No caso d = 3, com as hipdteses adicionais de os dados
iniciais e a forga externa serem suficientemente pequenos, sem pedir hipéteses sobre as
constantes fisicas provamos a existéncia e unicidade de solucao global forte no tempo, e
damos resultados de regularidades melhores do que obtidos em [32].

O Capitulo 3 desta tese é inteiramente dedicado a uma rigorosa analise de erro das
aproximacoes semi-Galerkin espectrais; tal andlise de erro tem o propésito de fornecer um
solido suporte tedrico para futuras implementacoes computacionais para esta classe de
problemas. Neste sentido, utilizando as regularidades obtidas no Capitulo anterior para
a solugao do problema (8)-(11) e com argumentos semelhantes a Damazio e Rojar-Medar
[33] obtemos estimativas de erro locais para as aproximagoes da velocidade u no espago
H? e para a densidade n no espaco H*. Cabe notar que em [33] foram obtidas estimativas
de erro locais para a velocidade u e densidade p nos espacos H' e H? respetivamente;
entretanto, devido a alta ordem de nao-linearidades apresentadas nesse modelo de fluidos
quanticos, ¢ natural exigir-se alguma regularidade extra para os dados iniciais.

Os argumentos utilizados no Capitulo 3 para obter as estimativas de erro locais sao

facilmente adaptadas para o caso das estimativas de erro uniformes no tempo (caso global).



Capitulo 1
Preliminares

Esta secao foi pensada com o intuito de apresentar o maior nimero de conceitos e
resultados, para que se possa ter uma melhor compreensao dos contetidos abordados no
restante deste trabalho.

Por simplicidade de notacao, no decorrer desta dissertacao sera usada a letra C para
designar qualquer constante positiva cuja dependéncia dos dados (iniciais e parametros

fisicos) do problema seja irrelevante.

1.1 Espacos Funcionais

Iniciamos construindo a regiao sobre a qual desenvolveremos nossos estudos (ver [20]), o

toro d-dimensional T¢ pode ser representado como o cubo
T — {z = (21, -, 2q) cR%: ;| <m, j=1,---,d}

com os lados opostos identificados. Em outras palavras, x,y € R? sdo identificados z = y

W —n

quando = — y = 27k para algum k = (ky,- - -, kq) € Z%. Claramente “ =" é uma relacio

de equivaléncia, e a classe de equivaléncia de um elemento z € R? é dado por,

] = {yeR:y—ux=2nk kecZ%
= {yeR':y—w=2 z¢c212%
= {242, z€2rZ%
= x+27rZ%

Assim, podemos identificar o toro d-dimensional com o espaco quociente, ou seja,
T? =~ R?/27Z¢

munido da topologia quociente.



Podemos identificar de maneira natural, funcoes definidas sobre o T¢ com funcoes
2m-periédicas definidas sobre RY. Seja f : T — R e definimos g : R? — R por

g(z) = f([z]). Note que g estd bem definida pois se z = y em R? entdo,

A igualdade,
9(x +27k) = f([z + 2nk]) = f([z]) = g(x),

para todo k € Z? e para todo z € R?, implica que a funcao g é 2m-periédica em R%. Ao
logo deste trabalho nao faremos distingao entre f e g.
Por um multi-indice entendemos uma d-upla de ntimeros inteiros nao-negativos a =

(a1, ..., ag) € escreveremos |a| = o + - - - 4+ ag; representamos por

olal

0 —
(5] Qg
a.ﬁlﬁ'l : 'a.flfd

o operador derivacao parcial de ordem «. No caso em que a = (0,0, ...,0), D* denota o
operador identidade.

Seja m € NU {0}, entao,

C’m(Td):—{f:Td—>R:Sup|Daf|— sup |D*f] < oo, ‘v’|a|§m}.

z€T4 z€[—m,m]¢

E definimos o espaco
Ce(Th = () c™(T.
meNU{0}
Definigao 1.1.1 Seja uma sequencia {@,,}55_; C C(T?) é dita convergente para ¢ €
C>=(T4) se D%, converge para D%p, uniformemente em T¢, para todo multi-indice .

Representamos por D(T?), o espago C°(T¢) munido da convergéncia definida acima.

Seja T um funcional linear sobre D(TY), entdo, para todo ¢ € D(T¢) denotaremos
T aplicado em ¢ por < T, ¢ > . Diremos que 7' é um funcional linear e continuo sobre

D(T?) se < T, o, >—< T, > com m — 0o, sempre que @,, — ¢ em D(T?).

Definigao 1.1.2 Um funcional linear e continuo sobre D(T?) é chamado de distribuicao

sobre T¢. O conjunto de todas as distribuicées sobre T é denotado por D' (T?).

Seja 1 < p < oo, entao os espacos LP(T?) sdo definidos como os espacos das (classes

de) fungoes (Lebesgue-mensurdveis) f : T¢ — R, munido com as seguintes normas;



1/p 1/p
s, = ([ 1f0a) = (/[_Wd!f(w)lpdx) Cse 1<p<oo

1£],m 0, = sup s £ ()] = supess | (@)] < 0, se p= oo
z€Td [—m,m]d
Sejam (A, || -]|a) e (F,|| - ||7) dois espagos vetoriais, sendo .A um subespago vetorial

de F. Dizemos que a inclusao A C F é uma imersao continua se a aplicacao inclusao
I : A — F definida por Iz = x for continua, ou seja, ||[z|r < Clz|a, Yz € A.

Denotamos este fato por

A — F;

se, além disso, a aplicacao de inclusao for compacta, dizemos que a imersao A — F é
compacta, denotaremos por
C
A— F.

Em particular, se (z,)neny € uma sequéncia limitada de (A, | - ||4) entdo existe uma

subsequéncia (x,,)jen convergente em (F, | - || 7).

Um resultado importante é o que assegura que D(T%) < LP(T¢) «— D'(T9), e o espago
D(T?) é denso em LP(T?), para 1 < p < oo, (ver [20]).

Definigao 1.1.3 Seja f € LY(TY) e seja o um multi-indice. Entdo a funcdio f, € L*(T?)

/W ¢ fodz = (—1) /w fD%pdx

para todo o € D(T?) é chamada de derivada fraca de f de ordem .

tal que

Definicao 1.1.4 Seja T uma distribuicio sobre T e o um multi-indice. A derivada
distribucional de ordem o de T € o funcional T, definido sobre D(T?), dado por

<TOM 90> = (_1>|a| <T7 Da90> ) V()O € D<Td)

Definicao 1.1.5 Sejam 1 < p < oo e m € N. O espaco de Sobolev de ordem m sobre T?,
denotado por W™P(T?), é o espaco funcional das (classes de) funcoes em LP(T) cujas
derivadas distribucionais de ordem o pertencem a LP(T%), para todo multi-indice o, com

la] < m, ou seja,

W™P(T?) = {f € LP(T%); D*f € LP(T?), Va tal que |a| < m},
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munido com a sequinte norma,
1/p

”fHWm,p(Td) = Z || f||Lp(Td) se 1 S p < OO?

la|<m

||f||Wm,oo(Td) = Z ||Daf||Loo<'H‘d) se p = Q.

laj<m

Apenas no caso particular em que p = 2, o espaco W™?(T%) é um espaco de Hilbert,

o qual denotaremos por H™(T?).

Pode-se provar que o espaco D(T?) é denso em W™P(T?), para 1 < p < oo, (ver [20]).

Lema 1.1.1 Sejau € H'(T?), entdo,
(1) / div u(z)dz = 0.
Td

(17) Vu(x)dx = 0.
Td
Demonstragao:

Inicialmente observe que u é 27 — periddica em R?. Para o item (i) consideraremos o

caso particular que u(x) € R? para todo z € T?. Entao

/ div u(z)dzx = / div u(z)dzr = / . / div u(zy, - - -, xq)dzy - - - day
Td [—m,m]d -7 -7

— / .. / al;l(x17 . d)dxldxd—i_._'_/ &(Z’]-’...’xd)dxl...dxd
1

—T

4 T Oou
_ / o M e - - dag

- 81’1

+ - / / aud (z1, -+ za)dxadzy - - - dzgy
—r 8$d

_ /”.../(ul(mz, ) — Wy (=7, T, -y xg) )y - - g

+ - / / ug(zy, - xq1,m) — (2, - - -, Tam1, —m))dxy - - - dTg_q

= / / 0dxy---drg+ - / /Odﬂﬁ ~drg-1 = 0.

A demonstragao para o item (ii) pode ser feita de modo analogo.
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Considerando o Teorema da divergéncia, temos como consequéncia do Lema (1.1.1), que

/ wrds = / div u(x)dx = / div u(x)dr =0,
O—m,m]d [—m,m]d Td

portanto, nas Férmulas de Green sobre T? tem-se que o termo de fronteira é nulo.

A transformada de Fourier toroidal de uma fungao f € L*(T%) é a sequéncia
f: 7Z* — R definida por,

1

— T A
@y e s

f(&) =
E a férmula inversa da transformada de Fourier toroidal para f € L'(T9) e dado por;

:ZfA(f)eig'm em LY(T%).

gezd

Se f € LP(T?), 1 < p < oo entdo,

para mais detalhes ver [27]

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja u € H'(T¢) entdo,

2

+|[|Vul?

£2(1dy’

hall?, ., < ‘(Q—;)d/ u(w)dz

Demonstragao:

Observe que

—

Vu(¢) = i€u(g), ez’

onde
1

ulé) = —— u(z)e ™Sy,
©) = gyt [ e

Pela identidade de Parseval, temos que

=|vul?, o= > ligPlaE)P

ez

= ) lEPE©P

£€24~{0}

L2<Td>

Como

P, ., =P, = )P

gezd
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= [@O)F+ Y [@Er

£€79~{0}
< Ja(0))* + Z [ig[agg)

€74~ {0}
_ = 2 2
— GOP -+ IVal,

2

_ |t (x)dz| + |Vul?
= @ ™

Observagao 1.1.1 Sejam u € H*(T) e o operador V? = V'V, entdo,

S BT

= / V2u : Vudz
[_Wvﬂ]d

= - / Vu.div(Vu)dz
[77r77r]d

= —/ YVu.VAudz
[_7T77r]d

= / div(Vu)Audz
[_7T77T]d

= / |Au|*dz
[77r77r]d
= [Aul?

L2(Td)"

Observacgao 1.1.2 Entao, pela observagao acima e pela Desigualdade de Poincaré (Te-
orema (1.1.1)) e o Lema (1.1.1), temos que;

19712, < IASI2

r2(1d L2(1d)’

Assim, pode-se mostrar que

[ A 0 e 8 PN

gm(Td) L2(1d £2(1d)’
¢ uma norma nos espagcos H™(T?), a partir de agora se considera a norma acima como

a norma padrao do espaco H™(T?). Também temos a sequinte desigualdade;

IVAR .. < IVA™2f]

H™(Td) £2(1d)
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Teorema 1.1.2 Sejam d € N, m € NU{0} e 1 < p < co. Entdo os sequintes espagos

sao equivalentes:
(i) W™ (T?) = {fe LP(T%); D*f € LP(T%), Va tal que |a| < m}.

(i) WomP([—=m, 7)Y = {fljonme: [ E€EWLF(RY) e f é 27 — periddica em R?} .

loc

(”Z) Wiy ((_Tr?ﬂ-)d) = {f S Wm,p((_ﬂ-7ﬂ>d) : Daflrj+d = Daflrjv.j =1, "'7d7

I'—per

onde T'y,...Tsq sio as faces de [—m,7]% e |a| < m}.
Demonstracao: Ver [3§]
|

Observe que W™ ((—m,m)%) € W™P((—m,7)%) onde W™P((—m,7)?) ¢ o espago de
Sobolev sobre um aberto limitado do R?. Logo, toda a teoria classica dos espacos de So-
bolev W™P((—m,7)?) também é valida para W{™?_ ((—m,7)) pelo Teorema 1.1.2 tem-se
que, toda teoria cldssica dos espacos de Sobolev é valida para W™P(T4). A partir de agora

estaremos denotando por W™P(T?) qualquer um dos espagos do Teorema 1.1.2.

Proposicao 1.1.1 Seja Q um aberto limitado do R% com fronteira suficientemente suave
e pelas observacoes acima também podemos ter Q = T¢.  Assim, temos as sequintes
IMEersoes:

LI(Q) — LP(2) com 1<p<q<+o0.

I/px=1/p—1/d se p <d,

W(Q) — LF(Q) com { p* € [1,00) sep=d,
p* = 400 sep>d,
. 1<g< - <d,
W(Q) <5 LI(Q) com {  — 1T e
q € [1,00) se p = d;

WP(Q) < Q) se p>d.
Generalizando o resultado acima, temos
1/q=1/p—(m—n)/d se (m —n)p <d,
Wm(Q) < W) com { g € [1,00) se (m—n)p—d,
q = +o0 se (m —n)p > d;

e sed > 2, entao

c 1<g< -2 < d,
WmHhr(Q) < W™4(Q) com =95 ap sep
q € [1,00) se p=d,
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e sep>d temos
WwmHr(Q) S 0m(Q).

Sejam mp > d e K o maior inteiro tal que 0 < K < m — d/p, entao
W S CF(Q).
Demonstragao: Ver [§].

Definicao 1.1.6 Dado um espago de Banach X, se T' > 0 é um numero real e 1 <
p < 00, denotaremos por LP(0,T; X), o espaco vetorial das (classes de) fun¢oes vetoriais
¢ (0,T) — X, definidas em quase todo ponto em (0,T) com valores em X, fortemente
mensurdveis, e tais que a fung¢aot — ||p(t)||x estd em LP(0,T). Este espago € de Banach

quando consideramos a norma

T 1/p
\|¢||LP(0,T;X>=[/ lo® dt] sel<p<oo
0

Quando ¢ = oo o espago L>(0,T; X) representa o espago (das classes) de fungoes ¢ :
[0,T] — X mensurdveis e essencialmente limitadas. FEste espago é de Banach quando

consideramos a norma

[@llzoe0,7:x) = sup ess [ (t) | x-

te(0,T)

Sejam p e ¢, tais que, 1/p + 1/g = 1; um dos resultados fundamentais da teoria
dos espagos LP(0,T; X), de demonstragao bastante sofisticada, é aquele que estabelece a

identificacao do espaco dual topoldgico,

[LP(0,T; X)]" = LY0,T; X*).
No caso em que p = 1, essa identificacao fica

[L'(0,T; X)]" = L>(0,T; X*).

A dualidade entre esse espacos é dada na forma integral por

T
<U7u>Lq(0,T;X*),LP(0,T;X) :/0 <U<t>7u(t)>x*,x dt.

Com esta identificacao, os espagos LP(0,T; X) herdam as propriedades bésicas do
espago de Banach X. Por exemplo, se X é reflexivo entdao LP(0,T; X) serd reflexivo, para
1 < p < o0.Se X for separavel entao LP(0,T; X) também serd separavel, para 1 < p < oo
(ver [29]).



15

Proposicao 1.1.2 Sejam X e Y espacos de Banach, e suponhamos que X — Y. Se
1 <s<r <o entao:
L"(0,T; X) — L*(0,T;Y).

Demonstragao: Ver [29].

Lema 1.1.2 Se f € L90,T;B) e 0f /0t € L%(0,T;B), para 1 < q < o0, entao eziste
f*eC([0,T); B) tal que f = f* q.t.p. em [0,T].

Demonstracao: Ver [25].

Lema 1.1.3 (Lema de Aubin-Lions) Sejam By < B < B espacos de Banach. Entao,

temos as sequintes imersoes compactas:
(i) L9(0,T; Bo) N {¢: 22 € LY(0,T; By)} <= LU(0,T; B) se 1 < q < oo,
(i) L0, T; Bo) N {¢: % € L7(0,T; By)} <> C(0,T; B) se 1 < r < oc.
Demonstracao: Ver [23].
|

Introduziremos agora os espacos funcionais cldssicos para o estudo das equagoes de

Navier-Stokes. Definimos os seguintes espagos:

L = {u € L*(T9) : /]I‘d u(x)de = O} :
H={ueLj(T%: divu=0},
H* ={¢:p=Vp, pe H(TY}
V={ueLinH (T : divu=0},
onde |[ul|? = (Vu, Vu) é uma norma em V. Observe que ||A™/?ul| ¢ uma norma no

L2(14)
espaco L2(T?) N H™(T9).

Temos que os espacos H e H' sao mutuamente ortogonais com relacio ao produto

interno usual de LZ(T¢) e entdo, a decomposi¢cio de Helmholtz nos fornece o fato de
LE(TY) = H & H* (ver [37]).
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Neste trabalho, denotaremos por P o operador projecao ortogonal de L3(T?) sobre
o subespaco H. Utilizando-nos da projecao P, teremos entao, definido o operador de
Stokes A : D(A) — H, dado por A = —PA e cujo dominio D(A) é o espaco H N H%(TY).

Podemos escrever,
Au= —Au paratodo u€ D(A)=Hn H*TY
E possivel mostrar que A é um operador auto-adjunto definido positivo caracterizado por

(Aw,v) = (AV?w, AY?v) = (Vw,Vv) VYweD(A), Vvel

Temos que |[u|| g2(ray e [[Aul|p2(rey sd0o normas equivalentes em D(A).

Denotaremos respectivamente por ¢y e por A, (k € N) a k-ésima autofuncao e o k-
ésimo autovalor do operador de Stokes definido sobre HNH?(T¢). Prova-se que o conjunto
de funcgoes {©p }ren é um conjunto ortogonal completo nos espacos H, V e VN H?(T?) com

respeito ao seus produtos internos usuais (u,v), (Vu, Vv) e (Au, Av), respectivamente.

Denotaremos por V) o espago gerado pelas k primeiras autofuncoes do operador de
Stokes A, ou seja, Vi, = [p1, ..., ¢i] e por Py a projecio ortogonal de L2(T9) sobre V;. Para

a demonstragao de tais fatos, sugerimos ver [10], [37].

Apresentamos em seguida, um resultado que ser-nos-a de grande utilidade na obtencao

das taxas de convergéncia das aproximagoes semi-Galerkin espectral.
Lema 1.1.4 Sev €V entdo

1
v — Pyvl|? < ——||Vv|? .
H k HL2(1Id) )\k+1H HL2(1Id)

Se v € VN H*TY) entdo

1 1
Vv = VP22 (pa) < SV [AV|[T2ay € IV = Pevllizpe) < SV | Av]?.
ket k1

Demonstragao: Ver [35].
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Lema 1.1.5 Se v € V N H3(TY) entao,

2 3 2 2 3/2
Vv = VP2, |, < AzH”A/ VI, .. e lAv—ARv|?, < = o ||A/ VI,
Se v € VN HYT?) entdo,
lAv - AP, < [l A%]
Tdy — /\%Jrl r2(1dy’

Demonstracao: Demonstra-se de forma andloga ao [35].

1.2 Outros Resultados Importantes
Nesta se¢ao sao apresentados resultados avulsos que serao usados nos capitulos posteriores.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(2) e g € LI(Q2), com 1 <p <

o0, e q o expoente conjugado de p, isto €, i + % = 1. Entao

fo € L) ¢ Ifglle = [ F@atallde < IflL 0 19l

Demonstragao: Ver [7].

Lema 1.2.2 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam  pi,pa, ..., pr nUMET0s
reais maiores que ou iguais a 1 e tais que - + il + — =1, se p; = 1, para algum 1,
entdo p; = 0o, Vj #i. Se f; € LP(Q), pam i=1,2,...k, entao fi-foefr € LY () €

k
Ifiefo oo Sl = [ Ve oo fulde < T] Il
=1

Demonstragao: Ver [7].

Lema 1.2.3 (Desigualdade de Minkowsky) Se f,g € LP(Q2), com 1 < p < +o0,

entao

If + glle) < 1 fllr) + 19l ze @)

Demonstragao: Ver [7].
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Lema 1.2.4 (Desigualdade de Interpolagao) Seja f € L% (T¢) N L%(T9) com 1 <

q1 < g2 < 00, entio f € L"(T?) para todo g1 <r < gy e

1Fllzrray < IANZor oy 1 iy

1 kK 1-k
onde — = — +
rooq 42

com 0 <k<1.

Demonstragao: Ver [7].

Observa-se que para d = 3 e usando a imersao H'(T?) — L4(T?), para 1 < q <

6, obtém-se algumas situagoes que serao frequentemente usadas, dentre elas, podemos

destacar:

1 poay < WA NAILE < CIFIE L IFI?

L2(Td) L6 (Td) L2(Td)
1N sy < WAL IAIE < CUFILE AN
W gy < WA WIS < CUISE L LI
1N oy < IR -

Lema 1.2.5 Seja d = 2, entdo temos as sequintes desigualdades:

@) 1 ae, < CILIMLZ, 12

L2(T2) H1(T2)’

(@) NV age, < CIFILZ L AL

L°(T2) H2(T2)’

(i) NF 1| o) < UL, IFILE

L2(T2) H2(T2)’

() 1100, < CIAIL, 112

L2(T2) HI(T2)'

Demonstracao: Ver [40], [16], [34] e [37].

Hl(Td)’
Hl(rd)’

al(rd)’

Lema 1.2.6 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo tais que %jﬁ = 1. Entao,

para todos a,b € R, com a,b > 0 tem-se que
a? bl

a-b< —+ —.
p q

Demonstragao: Ver [7].
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Lema 1.2.7 (Desigualdade de Young generalizada) Sejam 1 < p,q < oo tais que

113 + % =1e¢e >0, entao, para todos a,b € R, com a,b > 0 tem-se que
a-b<ed 4 C(e)b?,
onde C(g) = (ep)~7?/q.
Demonstragao: Ver [7].
[

Lema 1.2.8 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢ € L*>(0,T), com ¢(t) > 0 q.t.p.
em [0,T] e F € L'(0,T), F(t) >0 g.t.p. em [0,T] tais que

t
o)< Cr [ Fo)ets) ds
0
para quase todo t € [0,T]. Entao

ol < C e ( [ F) as,

para quase todo t € [0,T].

Demonstracao: Ver [25].

Lema 1.2.9 (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam ¢ e ¢ fungoes
continuas nao-negativas em [0,T], a(t) uma fungdo absolutamente continua com a(t) >
0 e F(t) > 0 integravel em [0,T], tais que

t

0

o)+ [ w6y as <t (14 [ Fls) as)ean ([P0 a).

para todo t € [0,T].

(1) + /Otws) ds < a(t) +/ F(s)p(s) ds, YO<t<T.

Entao

Demonstragao: Ver [35].
|

A seguir, apresenta-se um resultado essencial sobre desigualdades diferenciais, que é
fundamental para garantir a existéncia de um intervalo [0, T'| onde deverao estar definidas

todas as solucoes aproximadas do problema inicial.
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Lema 1.2.10 Sejam g € WH(0,T) e h € L*(0,T) satisfazendo

d
d_iSF(g)—'—h em [0,T], ¢(0) < go

onde F': R — R € limitada em conjuntos limitados. Entao para todo € > 0, existe T, > 0

idependente de g tal que
g(t) < go+e Vt<T..

Demonstracao: Ver [24].

Teorema 1.2.1 Seja w(t,z) uma fungdo continua com dominio D C R? e localmente
Lipschitz.  Seja x(t) uma fungao diferenciavel em [to,T) e tal que o seu grifico esta

contido em D. Suponha que x(ty) < xo e T(t) € solugdo do problema abaizo;

ye =w(t,y(t)),  ylto) = wo.

Se z(t) é solugcdo do seguinte problemay

ye < w(ty(1),  ylto) = z(to).

Entao,

z(t) < T(1),
para todo t > to, tal que T(t) esta definido.

Demonstracao: Ver [9)].

Lema 1.2.11 Sejam as funcées a: Q — R? en: Q — R, onde Q é um aberto do RY e

a, n suficientemente requlares. Entao

, 1
(1) V(vn) = mvn
(11) AVn = VAn

(iii) Vdiv(a) = div([Va]")

(iv) nV (%) = —%Vn
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Demonstragao:

(i)

1 oOn 1 on
vivn) = lQ\/ﬁE)xl"”’Q\/ﬁf)xd}
B 1 on on
a 2y/n |0xy 7 Oxyg
1

(iii)

Vdiv(a) = [%div(a),...,%div(a)}

(iv)
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Lema 1.2.12 Sejam as fungoesn: Q — R, a,b: Q — R? e B : Q — My, 4(R), onde

¢ um aberto contido em R? e n,a, b, B suficientemente requlares. Entdo
(i) div(a® b) = div(b)a+ Va - b.
(i1) div(na) = ndiv(a) +a - Vn.
(111) div(nB) = ndiv(B) + B - Vn.
(iv) (a®@Vn)-b=(b-Vn)a.
(v) (nVa)-a=n(a-V)a.
Demonstragao:
()

divfa®b) = div ([aibj]f,j)

d d 8
- _j—1 81‘] 7 ]Zl ox; ]
) 0
— JZI a1 Z b; S a1 Z d 2 Ja;:j]
d ab 1. ob, 9 0
—_ _JZ al—— Z ad ] [Zl b al jzl bj a_jjj]

= dw(b)a—l—Va b.

As demonstragoes dos casos (ii) e (v) sao anélogas.

Teorema 1.2.2 Sejam as funcoesn : Q — R ea: Q — R onde Q é um aberto do R? e

n, a suficientemente requlares. Entao
(i) div(na ® a) = div(a)na + (a.Vn)a+ (na.V)a.
(i) A(na) = aAn +2Va.Vn + nAa.

(iii) div(na) = div(a)n + a.Vn.

(iv) 2nV <A\/\/ﬁﬁ) VAn — —AnVn — —(Vn V)Vn + (Vn Vn)Vn.

Q



Demonstragao:

(i)
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div(na®a) = div(a)na+ a.V(na)

A(na)

= div(a)na+ (a.Vn)a+ (na.V)a.

= div(V(na))

= div(a® Vn +nVa)

= div(a® Vn) + div(nVa)

= div(Vn)a+ Va.Vn + div(Va)n + Va.Vn

= alAn+2Va.Vn + nAa.

div(na) = div(a)n + a.Vn.

(VAn)n — An(Vn) n 2n%(Vn.V)Vn — 2nVn(Vn.Vn)
" n? 2 n*

VAn — —AnVn — —(Vn V)Vn + (Vn Vn)Vn




Capitulo 2
Existéncia e Unicidade

Este capitulo é inteiramente destinado a investigacao da existéncia e unicidade de solugoes
fortes Locais e Globais no tempo para o Problema de Navier-Stokes Quanticos para Flui-
dos Incompreensiveis descrito na introducao; também sao analisadas questoes relacionadas
a unicidade bem como a regularidade de eventuais solugoes.

Para provar os resultados de existéncia, usaremos as aproximacoes de Galerkin u”
para a velocidade, dadas em termos das autofuncoes do Operador de Stokes e para as
aproximacoes da densidade n* utilizaremos as solucoes infinito-dimensionais da equacao

de continuidade aproximada.

2.1 Formulacao dos Problemas Variacional e Aproxi-

mado

Passemos assim, a formulagao do “novo” problema. Multiplicando a equacao (9) por v € H

e integrando sobre T¢ obtemos;
(nug, v) + (nu.V)u, v) + v[—(nAu,v) — 2((Vn.V)u, v)] = (nf,v)

2

1 1 1
+e°| — (E(Vn.V)Vn,V) + (E(Vn.Vn)Vn,v) — (ﬁAnVn,V) + (VAn,v)

pois,

(Vp,v) = p.vd?—/ pdiv(v)dx
O[—m,m]e Td

= 0.

24



25

Assim definimos a formulagao Variacional do problema (8)-(11) como segue:

ny +u.Vn = vAn, (2.1)
(nug, v) + (nu.V)u, v) + v[—(nAu,v) — 2((Vn.V)u, v)|] = (nf,v)

2

+e*| — <%(Vn.V)Vn,V> + <%(Vn.Vn)Vn,v)

— (lAnVn,v) + (VAn,v) Vv e H, (2.2)
n

u(-,0) = Puy, n(-,0)=mng, 0<a<mng<p. (2.3)

Definimos, para cada k € N, a aproximagcao semi-Galerkin espectral de (u,n) como sendo
a solucao (u*,n*) € C1([0,T*]; H*(T) NV}) x C([0, T*]; C3(T?)) do problema:

nf +u". Vn* = vAnk, (2.4)
(nFuf, v) + (nFu.V)u*, v) + v[—(nFAuF v) — 2((VnF . V)u*, v)] = (n*f,v)
2 L (Vnt vVt (Vi Vi)Vt
+e7| — m( n".V)Vn" v | + (nk)z( n".Vn")Vn® v
1
— (—kAnkVnk,v> + (VAnk,V)] Vv e Vg, (2.5)
n
u”(-,0) = Pyug, n*(-,0)=ng, 0<a<ng<p, (2.6)

onde podemos tomar os dados iniciais no espaco L2. Observamos que a expressao “apro-
ximagoes semi-Galerkin espectral” se deve ao fato de estarmos fazendo aproximacgoes
finito-dimensional para a velocidade u e infinito-dimensional para a densidade n. Além
disso, referir-nos-emos ao (2.4) -(2.6) como sendo o problema aproximado.

Vale lembrar que para todo k € N, o sistema (de EDO’s) acima admite uma tnica

solugao (u®,n*) definida em [0, T*], com 0 < T* < T pelo Teorema de Carathéodory (ver
[14]).

2.2 Desigualdades Diferenciais

Nesta secao iremos provar varias desigualdades diferenciais, as quais serao utilizadas nas
proximas secgoes para obtermos estimativas a Priori Locais e Globais. No que se segue,
imersoes de Sobolev, desigualdade de Holder, interpolacao e desigualdade de Young sao
frequentemente aplicadas (ainda que de forma nao-explicitas) para obter as desigualdades

diferenciais desejadas.
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Observacgao 2.2.1 Daremos agora uma lista das desiqualdades utilizadas com frequéncia

neste Capitulo:

. m/2 .
@0 IV, , <IVAEfE,
(@) 1fllyoa < CUFIE, A2,

Para o caso particular d = 2:

(i) NN £l ey < CIFIL2 IFIEE

L2(T2) H1(T2)’

() 19 F N, < CIAPZ 112

Lo (T2 H2(T2)’

@) 1l e, < CIA2, 1112

L2(T2) H2(T2)’

() [l 0e, < CIAE, 1122

L2(T2) HI(T2)'

Para mais detalhes sobre estas desigualdades ver Observagao (1.1.2), Lema (1.2.4) e Lema
(1.2.5)

Lema 2.2.1 Seja f € L*(0,T; L*(TY)), entdo, para as solugoes aprorimadas (u*,n*) do
problema (2.4)-(2.6) temos a sequinte desigualdade:

k k k k
& (GIVIEVR, g, vl ||LW)) L
1 2 1 k2 v? P uF k
T2 L e A N T

k k k: k k
< Clv.e.a. B)(IVOLL, , + [VahlS, , +[Va HLW)HI e 172500,
k k

IS, )+ e Bt IEIE,

Demonstragao:
Considerando a equagao (2.4), temos para todo k € N, que a < n* < 8 (ver Lema
3.1, pag. 54 de [15] e também ver [5]), em particular temos que n* € L>(0,T; L>=(T?)),

para 0 < T < co. Agora, somando e subtraindo n* na equacao (2.4), multiplicando por

n* e integrando sobre T? obtemos:
1d nk k k nk
A Y R
pois,

(u* - Vn* n*) = —(div u” ]n ?) = 0.

Observe que

0 <« S ||nk||Loo(Td) S /87
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logo,
o2 1, L
1= < St < C@Inte,
Portanto,
ld k2 k2 k2 k|2
S I gy I ) IV, = 001
k n
< C@InI2,, In“I2, .,
k
< C@lnt?, . 27)
Pela equacao (2.4), temos que:
2 ko, k|2 k|2
Infl,, < CIERb2, |+ Colan?,
k k k
< Clu ||L4(Td>uv ||md Cw)lante,
k(2 k|2 |2
< CIvaR,  Ant2, |, + Cw)lantE,
< CIVWHIT, |, CIAME, |+ CwlanE,
4 k|4
< IV, + Ca)lntl, 23)

Por outro lado fazendo v = uf na equacio (2.5) temos,

(nFuf uf) + ((nFu.V)u*, uf) + v[—(n*Au*, uf) — ((VnF.V)u*, uf)]

= (nFf,uf) + &2

1 1
- (ﬁ(Vnk.V)Vnk,uf) + ((nk)2(Vnk.Vnk)Vnk,uf)

1
_ (ﬁAnkVnk,uf) + (VAnk,uf)]

Observe que

(n*uf, uf) = [Vaku|?,

2
oz ol

e também

—v(n*AdF u) = v(VuF, V(nkub))
= y(vu ,nkVut) + V(Vuk,Vnk.uf)

em particular

SV, = v )
= %(Vuf,nkvu )+ %(Vu n¥vu) + %(Vuk,nkVuf)
= (Vu”, nfvuf) + %(Vu nkvu®)
logo
v(Vu* n*vuf) = 2dtH\/— kHLZ(Td) (Vu nkvu*)



portanto,

—v(n*Auf uf) =

2dt
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H\/_ u”||? (Vu n¥Vur) 4+ v(VuF, VnF uf)

L2 1rd)

Assim, obtemos a seguinte desigualdade diferencial:

2dt

| VaFv 1, o, + ol

g(Vu nfvu®) — v(Vuk, vnF.uf)

L2(tdy —

—((nfFu*.V)u” ,uf) — v[=2((VnF V)uk, uf)] + (n*f,uf)

+e?

1 1
— (E(Vnk.V)Vnk,uf> + (W(Vnk.Vnk)Vnk,uf>

1
= (ﬁAnkVnk,uQ + (VARF, uf) ]

Agora, estimando os temos a direita da desigualdade acima, procederemos utilizando as

desigualdades de Holder, de Young, de interpolagao e as imersoes classicas de Sobolev,

COImMo se segue:

2|(Vu ntVu )|

nfu® . Vu®, u

k
t

)l

VAN VAR VAN VAN VAN

IN

v k ut
< LIV 1 |0

< CW)Iva’]
< O, 0, 00)||VU®|l°

L3(1d)
k|1/2 k|1/2
[ut 2, Aut 2,

+ 0| Au|, gl

H1(1d)’

Il

L2(14) H1(Td)

L2(1d) L2(T4)

VIV o 1V 10E

CONTHI, AL, [k
Cna)ITtl,  [AH,
Clw. o, oIV, [Ant?,
C(v, 01,8 ||Vu”|* + C (v, 01, 85) || An*|®

+01[[uy

L2(Td) || t ||L2(Td)

k k
lant2, o+ ]2,
+ oAt 4ol
+5 1Au®]?

L2(Td) L2(Td)

2 d L2 Td L2 (Td)

L2(T d)'

Bl V], o bl
C(B) [t T2, + b |
(B, s, _, VP, + 6l
(B, IV P, V6], 920
(
(8

L2(Td)

L2(Td)

+ 0y fug |2

L2(1d) | L2(Td) L2(Td)

CB, o IVat|?, At , . + 6wy
C(8,01,0) V7, |, + dafl Au’|?

L2(Td) L2(Td) L2(Td)

+alugl?,

2( d Lz('ﬂ’d)
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g }(VAnk,ufH = &2|(An*, div u¥) = 0;

’(nkf’ ul’:) | S ||nk||Loo(Td) ||f||L2(Td) || t ||L2(Td)
k 2
< OO, IE12,., + S0,
( (V. V)V, u) < Cle V], [Vt (]
nk t — ? L6(Td) L3(Td) t L2(1d)

< Clea,a)|[VnblE, | IVERRIE, L+ allagl?,
(4),(i1)
< Olea,0)lAnM2, V208 o V900 2
+oullugl?,
< Cle,a (51)HAnkHL2 IVARE L+ S,
< Cla, 51,63>||Ank||§ +a|[ VAR,
+oullugl?,
1
2| (Tt Tt vt )| < Cle @V,
< Cle,a)|An P, (]
< Cle,a b an |, , +allubl?,
1
(ot a )| < @A 1T
< Cleoslan P, (8052, , +ouul?,
(), (47)
< Cle a0l AntR, | I1ARH |, 0 VAR, 0+ S,
< Cf(ea, (51,(53)”AnkH62 » —1—(53HVAnkH22 ) —|—51Huf|\imd),

Obtemos a seguinte desigualdade diferencial;

<\ ViFvu U2, el < e 8,61, 82,65, 80) (| Vu'|!

2 dt L2(rd) = L2(1d)

FIVORIE, AR, AR, )+ 602, 28 Aut?,

PRRIVARKE, |+ anfE, |+ CODIHE I, (2.9
Agora, fazendo v = —Au* na equacio (2.5) temos;

v(n®Au*, Au®) = (nFuf, Au¥) + ((nFu.V)u*, Au®) + 20((Vn".V)u*, Au¥)

—(n*f, AuF) + £

(#(Vnk.V)Vnk,Au]? — ((ni)Q(Vnk.Vnk)Vnk,Auk)
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+ <%AnkVnk, Auk> — (VAnk, Auk)
n

Estimamos os termos a direita da equacao acima, como se segue:

g? ‘(VAnk, Auk)‘ = &2|(An*, divAu®)| = £*|(AnF, Adiv u*)| = 0;

|(n*uy, Au)[ < Bl , ., A0

L2(Td)
Bﬂl B
< PR, L b lAu,
H1
k k k|2
< CEHIVE, | IVat|2, o+ bl Aut)?,
(1), (i)
< </8 5 )||v k||L2(.ﬂ.d>||vuk||L2('H~d)||Auk||L2(Td) _I_(S ||A k“LQ(Td)
k|6 k )
< CB.&)IVaS, |+ 20, Aut?,
k
2y|((vnkv)uk7Auk)‘ S I/ank”LG(Td)”vuk”LS(Td)”Au ”LQ(’]I‘d)
< Ca)|antP, , IVuH2, |, +6laut?,
(4), (i)
< O ant(?, IV, 1800, + &l Aut)2,
< Cwo)An®|?, | +Cwa)IVat|l, | +20,|Au(?,
|(n*f, Au®)| < Hn’“HLm(W)HfIILQTd)IIAukHLQ(Td)
k k )
< CEnME, 12, ., + SllA?,
1
| (ot vt A )| < eI 19 A0
(4), (i) i i A
< Olea, bl A2, AR, IVARE]
k
+IAE,
< Cle,o, 8 ) ARM°, , + SIVARK2,
k .
AT
1
2| (Tt vt aut )| < CeallT, 1w
k(|3 o
< Clea)ant?, , 180", .
< Cleo )| Anh]°, , + 81 Auf?,
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1
(A vt st )| < GV 10 A
< Clad)|ant|?, | IAnk2, |+ Sllaut?,
(4), ()
< COga (52,(5 )HAnkH62 ” —i—(5 ]|VAnkH22 ) +(5 | Au*||? b
L2(Td)
Obtemos,
val|Au|?, < O(vea,B,8,0)([Va*]?, |+ [V, |
L4(T%) L4(T%) L4(T%)
HIARD, A AR, )+ 86 Auf?, 4+ 263||VAn’“||22(Td>
k 5#1 k
+O@) kIR, IEI2, , + ]2, + HA (.

fazendo p1 = fB/va, multiplicando por va?/23% e fazendo 0, = 23%5,/8va? e §; =

%63 /va? assim obtemos:

2

1%

4@HAkW < CW,e,0,8,5,5)(|VuH!, |, + [ Vut]°,
FIARE, AR, )+ llAut2, |+ s VARt?2,

(6%

FGIbZ, L+ O 8,8 IR, (2.10)

Por outro lado, multiplicando a equagao (2.4) por —An¥ + vA?n* e integrando sobre

T¢, obtemos:
—(nf, AnF) 4 v(nk, A%nF) — (WP Y0k, AnF) 4+ v(uF . Vn®, AnF)
= —v(An* An}) + v (AnF, A%n"),

e fazendo integracao por partes, temos:

v LAk, L+ IR, VAR
= v(V(u*.Vn"), VAnF) — (V(u*.Vn"), vnl)

2 d L2 (Td

Estimamos os termos a direita da equacao acima, como se segue:

v[(V(u*.Vnk), VAR = v|(Vu*.Vn* + " Vn* VARF)|
< R IV VAR
U 19205 IV ARE
U )AL IV A+ BIVARKE,
FOW 8 [V, [1AH 0 [V ARH],

+03|| V An*|?

Q(Td)
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< O, s b At
+O(, 53>||Vu'€||§2(w
+303| VAR*|?

+ C(v,9,63)||Vu k”ﬂmrd)
+ CllAn®|l}, |, + ol Aut|”

L2(Td)

Td)

£2(1d)’

(V(u*.Vn*), V)| = |(Vu*.Vn* +u*.V2n* Vnl)|
< IV IV 19

VAR g 1V

L3(1d) ’

+[u]

LG(’ﬂ‘d) || L3('Jl’d) LQ(Td)

< OV, | Ank|?
+CEIVE?,
C(6,09) [V,
+C’(53,(54)||Vuk||8
+C(33,00)[| An* |2

+26,4||n¥ |1

Hl(Td)’

k|12
+avae, .,
+ 8|Vt

k
||Au ||L2(11"1) L2(T d)
|ARH|, . IV ARE]
+C(02,00) | An*|®

L2(Td)

L2(Td) £2(1d)

IN

Q(Td)

+52|]Auk|]i + 83| VAR"|?

2 d L2 (']I‘d

Assim, temos:

+U2HVAnkH
+IVat|® o+ ARkt

£2(1d) £2(1d)

+ 40| VAR|?, 4 20ng]?, . (211)

v AnER, 4 VR
< C(V, 52,53,54)(||V11k||i2( a)

HIARF, ) + 20 At

L2(Td) L2(Td)

L2( d

Entao, somando as desigualdades diferenciais (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11) e fazendo
01 = /24, §; = 203 /205%, 63 = v?/14 e 54 = 1/6 obtemos:

1
& (Vv 5, +v||An’“||2W>) e, I,
2 ik v? VARF|2 u* nk
LI, SR, + A, o+ CO A,
k14 k: 6 k18 k’ 4 k; 6

< Clne.a (VR , + IV, , + [V HW#H I, + I,

k k
M, )+ Can Bl I,
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Lema 2.2.2 Sejam ug € V N H%(TY), ng € H3(T?) e f € L?(0,T; H*(T?)),
f, € L2(0,T; L*(T%)). Entdo o par (u*,n*) satisfaz a sequinte desigualdade diferencial:

CEIVRRIZ, 22, A2, + e, + IR, )
T U R Y 2 N 12
PR, DA, < Oa AR, + b2, + A2,
g2, L, + 90812, ) (IAWE2, |+ 2, + VAR, |+ Ant],
HIARHE,  + IVARE2, )+ @b, Il E2,
FOIER, L P, )
Mazs ainda,

[k, ., < Clrenan ol B0l

IVaEO)I2, ., < Ol o [0l o)

Demonstragao:

k

Somando e subtraindo n* na equagao (2.4), multiplicando por n* e integrando sobre

T? obtemos:
1d
n*||?

k
5=l + ][Vt

k _ k
2 T IFIR, 2 = I

< Cla)lln*l2, ., InI? (2.12)

H2(Td) L2(Td)

Agora derivando a equagao (2.4) em relacao a varidvel temporal, temos:

nk 4+ uf . vnt 4 vt . Vnf = vAnF,

e multiplicando a equagio acima por nf e integrando sobre T?, temos:

b2, 4 VIR, = (b Ve k) - (0.0 k).

2dt

Estimando os termos a direita da equagao acima:

|(uf'vnk7nl’:)| S ||ut ||L2(Td)|‘vnk“Loo(Td)H t||L2(Td)
< Ol 1AM 18]
S (52)HVA7’L]€||L2(,H@)H t ”LQ(Td) + 52Hv kHQQ( d)
|(ukvnk?nf)| S ||uk||Loo('ﬂ‘d)||vnf||L2(Td)|| t”LQ('H‘d)
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u* k )
< cEIAWPR, |, IntIP,,, +allank]?,
Assim temos,
1d nk k k nk
St VAt < @A, | I,
FCEVARMP, |, [P, ., + 8 AnR, |, +&Ival?, - (213)

Multiplicando a equacao (2.4) por —A2n*, integrando sobre T¢ e por integracao por partes

temos:
Tt k ko, k k
S ONAE, L VIVARE, = —(V(0h Vnt), VARk)
estimando o termo da direita,
(V(u*.Vnk), VARR)| = [(Vn*.VuF, VARF) + (u*.V2n*, VARY)|
S ||vuk||L4(Td)||vnk||L4(Td)||VAnkHL2(Td)
I o 19205 IV AR
< CENMER, , |AnH2, |, + 25 VAR, .
Portanto, para d; = v/4 temos,
1d nk k k a*
S NAnE, L LIARE, < COlAntE, L AW, (21
Tirando a norma L? da equacao (2.4), temos;
nfl2,., < CREVRfZ, | +Cw)lante,
k nk k k
< Ol IVAH2, , + Calntl, , |An 2, ,
k(2 k 2 k
< Claw?, A, +Ca)intl, | Ant2, | (215)
Derivando a equagao (2.4) em relacao a variavel temporal ¢, obtemos,
nk 4+ uf . Vn* 4 vt . Vnf = vAnf, (2.16)

multiplicando a equagao (2.16) por An¥ e integrando sobre T¢, temos,

CITnEI2, L, 4 vIAREIR, |, = (a0t Ank) — (a0, Ank),

Zdt

e estimando os termos a direita da equagao acima, como se segue:

(WE s, An)| < (bl 19001, AR
< CENVAR, , 2, ., + 8k,
(Vb A < e, 190 AL
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< CEIAAYE, | IVngl?, , +allAng?, .

Portanto, temos,

ni < C(0)]|Aut|f?

L2(tdy — L2(1d)

+VHAan2

IVn ’“HLW)
+ 20y | Anf|? (2.17)

Q(Td)

L2(Td)

ZdtH
+C(6))]|VAR*|?

L2(Td) L2 (Td)

Derivando a equagao (2.5) em relagao a varidvel t,
(n*ugy, v) — v(n"Auy, v) = —(nfuy, v) + (ny Au®, v) — ((nju. V)u*, v)

—((n*ulF.V)u*, v) — (n*u*.V)ul,v) — 20[—((VnF . V)u*, v) — (Vn*.V)ul,v)]

1 1
+(nfE, v) + (n*f, v) + &2 <(nk)2nf(Vnk.V)Vnk,v) — (m(an.V)Vnk, V>

1 2 3
- (mvn’f.vwnf,v) - (an(Vnk.Vnk)Vnk,v) + (W(an.Vnk)Vnk,v>

1 1 1
+ (W)gnmnkvnk,v) — <mAannk’v> — (EAnkan,O + (VAnf,v)] (2.18)

Fazendo v = uf na equagio (2.18) e observando que,

1d 1 d 1 1
1 1
+2<uf, i) = () + 5<uf, i)

segue que

1
- _(ufvnfuf)

|V

k. k
(n"uy, ut) L2(nd)

2 dt
também observe,
—v(n*Auf uf) = v(Vul uf . VnF) 4 v(VuF, nfvub)
= yH\/nkVukHiQ(Td) +v(Vulf, uf . vn")

> val|Vuf||?,  +v(Vuf, uf.vnkb).

2(11~d)

Agora estimamos os seguintes termos como se segue:

1 1 v
Sl )l < Slud,ut et 4 2k, Antud)

1
S _H tHL2(Td>H kHLOO('l[‘d)ank”LOO(’H‘d H tHL2<Td)
_“ t||L2(Td)||Ank||L4(Td)H t||L4<Td)
< Clwle, , 1Au(?, |+ C o) w2, | IIVAR®|2,

L2(Td) L2(Td)



+0 [V l?,

£2(rd)’

v|(Vug, ug. vet)| < vl V08l V]

L2(Td)
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< CosII, , VAR, | + &l Ve,
VA < bl 1A
k k(12
S (V 62)||nt||H1(-ﬂ-d)||A ||L2(Td +62||v || L2(T d)
|(nff7 uf)| S ||nf||L4(Td)||f||L4(Td)|| t”LQ('H‘d)
< O 16 I
k k
< Ot IEIR,, + e,
k k .
< I, InfI2, 12, + Cl@t I, [,
(A D) ) < b 0, V0
k k .
< Ot ISR, |, + IR, 1AW, s
(VAR ub)| = 22|(Anf, dival)| = 0;
1
| (eantwntut)| < Cle @At 1A Il
< Clead) VAN, Vb2, , + 6l Vull?,
1
| (pantvat )| < Clelantl o IV, 0
k k .
< Clea)Var?, , w2, , +alantE,
52 (( ) Ankvn ut) S 0(57a>||nf|’L6(Td)HAnkHLQ(Td)||vnkHL6(Td)||utHLa(-ﬂ-d)
< Clead)nflE, , [AnH], | +6IVuil?,
2 3 k k k k k k
2| (o (Vv )| < CE VA, VR
< Cleadmant|l, , [Vl , +&IVail?, |
2
(Gt Tt Tt )| < Ot 1901, o
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S 0(57a)HnI]fHH1<rH*d)HAnkHig(Td)HvufHLZ(Td)
S 0(87 Of, 62)||Ank||i2(ﬂ,d)||nf||f_]1(,ﬂ.d) + 52||vuf||i2(ﬂ,d)’
= (nkm'fvmf,uf) < Clesa) [V, o IARE ] I
< Cleo)IVARNE, b2, , + Sl Ak,

1
g (E(an.V)Vnk,uf‘?) = C<€’Oé)HV”fHﬁmrd)HAnk”L‘l(Td)Huf”L‘l(T%
1
A0 A | T CY - OV O
< Clead)lant?, L lnfl?, ., + Bl
|(nkft7uf)‘ < an”LA(Td)||ft”L2(Td)”u§HL4(Td)
S CanHHI(Td)||ft||L2(Td)||vuf||L2(Td)
k2 2 k2
< Ot L IEIE, , + el vt

[ A ]

IA

/BHufHLZ(Td) HvukHLél(Td) HufHL4(Td>

< C(B,0) At + 0| Vug|?

k
— LQ(Td)Hut L2(’J1’d)7

|| LQ('II‘d)

< CEEA, b, +l Vull?,

2 | (Vnb-9) )| < CONAE o VU] ]
< CwaIAw, | [VaflE, |+l Vufl?,
< Cb)VARHE, 2, + Va2,

Obtemos,

1d
S vera|?, val|Vai|?, < Clve 8,61, 8)(luf]?, |, + [Inf]?

2dt L2(1d) L2(rdy — £2(1d) L2(Td)
k|2 k|12 k|12 k|12 k|2 k|2
RO P o | R |t RO I{ /P o R o | R | FAXC S
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k k k|12 k
Hlanklt, |, +1AnR0, L+ IVARE2, )+ Cl)intIR, gl T2,
+Clln |12, W2, ., + C@In 2, |, Tufl?,
+251||Anf||i + 130 Vuy?, . (2.19)

Somando (2.12), (2.13), (2.14), (2.15), (2.17) e (2.19), fazendo §; = v/10, 62 = va/28

obtemos

dt<2H\/_k (P, e+ H M2, e %HNL’“H;(T —H i1, e + HV i1, )
T O O L I 1 L 2t
H[VARt|?, o+ 1A, ) < Cle a B)ugl, , + I, )+ 1AnFI7,
FIREIE, L+ VR, )W, b2, + VARSI, + Ant]l,
HIARD, L+ IVARRE, )+ Clllntl2, Il L IEE,

FOE2, L IEIE, ).

Mostremos em seguida, que ||[uf(0)||>. e |[VnF(0)]|>.  sao limitados uniformemente

L2(Td) L2(Td)
k

em k. Fazendo v = uj em (2.5) obtemos:

[Vakab|2. = —[ (hFuh . V)ub — v[—nFAUF — (0F.V)VRF — (VR V)ub + uFAnk]
ey

k

+nFf + &2 (Vn V) S (Vn* Vn*)Vnk %AnkVnk
n

(n )

+e2(VARF, uf:)
= (®,u;) + (VAR uy).

Observe que,
(VAR* uf) = —(AnF, (div(u)),) =0,

IVaFuf[2, , > aluf?, .
entao,
oI, ., < 1@ )] < ], 0 0]
o que implica,
2, <C@l®|?, .

Para todo k € N temos que, (u*, n*) € C([0,T*]; H*(T?) N V) x C*(T? x [0,T*));
observe que por hipéteses f € L2(0,T; L?(T?)), f, € L?(0,T; L*(T?)), portando pelo Lema
(1.1.2) temos que f € C([0,T]; L*(T)). Logo, podemos tomar ¢ = 0, assim,
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< C(a)[2(0)]

L2(Td)

[ (0)]%

L2(Td)

= O()|| (0" (0)u*(0).¥)ub(0) — v[—n*(0)Auk(0) — (u*(0).V)Vnk(0) + n*(0)£(0)

—(Vn*(0).V)u*(0) + u*(0)An*(0)] + £ (Vn*(0).V)Vn*(0)

S
B
—~
@)
~—

2

(Vn*(0).Vn*(0))Vn*(0) — An*(0)Vn*(0)

Y

n*(0) Lam)

(n*(0))?

observe que u*(0) = Pyug e n*(0) = ng e por hipétese uy € VN H*(T?), ny € H3(T?),

portanto mostra-se facilmente que,

g (0)]12

Por outro lado, aplicando o operador V na equacao (2.4), avaliando a norma L?(T¢)

CNBO)E, ., < Cw,e [l o [0l

LQ(Td)

(em ambos os lados) e fazendo t = 0 mostra-se facilmente que,

IV ()]

vy < CO 0l o - 0] s a)-

Lema 2.2.3 Seja f € L?(0,T; HY(T?)). Entdo (u*,n*) satisfaz as sequintes desigualda-

des,
(i) IVARKP, |+ 1A, < Cla,B)(IVatt, |, +IIVa®,
k(8 k4 k6 n*®
HIVO®, AR, AR, 4 AR, )
+C(,e,a, B2, |, IE1%, , +Ca IV, , +Cl)ufl?, , .
(i) a%F|2, , < CE)(IAnfI2, |, +[VARF]!, |+ [Aut|?, ).
(iii) VA2, < ClaB)|Vuf|?, , +Cla)(lantt, | +IlIAu?, )
) (VAR L, VAR, L+ IVARE, )
+Cw Q)2 I, ., +C, Oz)HAn’“HLQ(Td)IIV I, 0+ C )l |, -
Demonstragao:

(i) Multiplicando a equacio (2.4) por A%n* e integrando sobre T?, temos:
(n¥, A?n%) + (0. Vn*, A%nF) = v(Ank, A%n");
fazendo integragoes por partes, obtemos:

v||VAnRF|?

L2( (i

= (VnF, VARF) + (Vu*.Vn* VAR + (v . V20", VARY),
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e estimando os termos a direita da equagao acima, como se segue:

(Vng , VARS)| < [Vnf|?,  [VARF|
t £2(1d)
< C(0)[|[Vn f||2 | T o[ VAn s

L2(1d)

- £2(1d)’
< CENVEPR,, AP, +6VARK?, |
(4), (i)
S CEIV L AW, AR, SIVARY2,
< OELEVEH, |+ OGLEIARE, |, + A,
k .
+a VAR,
(" V2P, VARR) < ¥ IVPR8 ] VAR,
(4), (i)
S C( )”V k||L2(,ﬂ.d)||Ank||L2<'H*d)||VAnk||L2(Td) +51||VAnk||L2(Td)
< CENVEE, , +CEIAM, |+ 20 VARK2,
Assim, temos,
[VARF|2, < C@na)(IVatlll, o+ IIVat(?, At o+ AR, )
+451HVAn’“I|22 o HoRIAU, )V, -

Somando a equagdo acima com (2.10) e fazendo &, = v/10, d; = v?a®/83? obtemos,

IVARF|2, |+ lAut|?, < Clv,en8,e)(IVuf]l], |+ IVaf|l},
VS, AR, AR, AR, )

k k
+C(v,e 0, B2, IF12, , +C. a,6>\|Vnt||L2(Td> Clallufl?, .

(77) Aplicando o operador A em (2.4), obtemos:
Anf + A(u".VnF) = vA?nf;
observe que
A(uF.VnF) = Au*.VnF + 2VuF : VAF + uh v ARk,

e portanto,
vA*n* = AnF + AuF Vn* 4 VUt V23F 4 uf VAR,

avaliando a norma L?(T%) em ambos os lados da equacio acima, segue que:

AR, < CUARER, |, + A Vb2, |+ [Tt VR,
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H[ut . VAR, )

L2(Td)
k k k k k
< (||Ant||L2(Td+HA [ v T VA [ AV
k k
HiuP?, L VAR, )
< Cllangl?, ., +IVARET, o+ Auf]E, ).

(iii) Fazendo v = A?u* na equacio (2.5) e integrando por partes, obtemos:
v(nfFVAUF VAUF) = —1(VnF. Auf, VAUF) + (V(n*uf), VAU")

+(V(n"u*.Vu¥), VAU) + v[-2(V(VnF.Vu*), VAU")] — (V(n*f), VAUF)

(V (%(Vnk.V)Vnk) ,VAu’“) — (v ( (n}c)2(Vnk.Vnk)Vnk) ,VAuk)

+ (V <%AnkV) ,VAuk> + (VAR*, A*u")|.
n

+

Estimando os termos da direita:

y|(VnkAuk,VAuk)| S VankHLoo(Td)“Auk”Lz(Td)”VAukHﬂ(qrd)
< O d)|[VARF|2, | IAuH2, |+ 6 vaut?, |
< Cwa)IVAntl, , + O o)llAutly, , +alVadt,
(V(n*uf), VAW < COIvRYE 2, |, + OB, 80 Va2,
+261||VAukHi2(Td)
< C@)IvARt, | +C@)lflt,
OB, IV, ) + 20, VA2, s
(V(n'E), VAW < CE)IVAYIE, | IEI7, ., +C@)In I, L IVELE,
+20, [ VARE]?,
< O )||An’“||L2<Td>HVf||L2(Td C(61)|In ’“||HW HfoﬂTd +251HVAu’“||L2<Td>’
(V(rFut.Vut), VAWE)| < COD|IV (Rt Vuh)|2, |+ 6 |VAWH2,

< CEa)IVUE, L IVUEE, |, + OB )P V2,
FCEIVAHIE L, VU, b2, + 6 VAR?,
< oA, L+ B )IAt, | IV,
FOEIAWEE, |, + CEVARE, |, +&|VA2,
< CEAIAE, , +CEIIAE, , +CG)IV AR

L2 '[rd L2 ('ﬂ-d)
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k112
o[ VAu?,
2|(V(VRh.V)ut), VAL < Ca) [V (Vehoput)[ 4ol vaet?, |
2 ) L
< Cw)IVtIR, . I,
O, a)IIVRt? | IIVA2, e vaut?, |
< Cw.a)|[vantp, | au?,
O, 0)|VARF2, | A2, |+ 6 vaut|?, |
< Clw,o)|[Vant|t,  +Cw o)A,
A2
2 1 k k k 1 k k ’
(V[ (Ve v)vat ) VA )| < C.6) |V ( —(Vnh.¥)Vn
L2(14)
+51HVAukH22( d)
< Cle,ad)|IVnb |2 IVer2, L II92nE 2,
+C(e.a,0)[VPnb |2, L IVPRFI2,
+O(e.a, )Wk |2 VPRI,
k
o[ vaut?,
< Olead)IIVARTG, , + Oe s )IIVARTE,
+o [ vaut|?,
1
(o () o)
1 2
< Cf(e,61) ’V (W(Vnk.Vnk)Vnk) +51||VAukH22(Td
L2(Td)
k k
< Cle,a,0)[IVnh2 L IVn* I3,
+3C(e, 0 )Vt L L IVERE2,
+51||VAuk||22( d)
< Ole.a.0)IVARSIS, |+ Cle,a,o)|[VARS,
+51||VA k||i2(Td)
1
£2 (V <—kAnkVnk> ,VAu’“)‘
n
1 2
< Cle,61) ‘V (mAnkVnk) +61||VAUk||i2(Td)

L2(Td)
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S C<€ a 51)“vnkHLoo(']1‘d)H kHLQ('ﬂ‘d)
+C(e, a 51)||VAnk||i2(Td)||v k”iooord)
+C(e, 0| An®(2, L IIVERFIZ,
+51HVA k”22(']rd)
< Cle,a,0) VARG, | +C(e,a.0)|[VARFY,
+51||VAuk||i2(Td)
e*|(VAR, A%ul)| = &%[(An, divA*u®)| = 0;
Fazendo ¢; = va/24 obtemos
VA2, | < Cla, BV, , +Cla)(|aut]!,  + v, )
k k k
+C(v, e, a)([VARML, |+ [VARF[S, |+ [VARME, )
+HCw )1, o IEI7, L+ Collant |2, CIVE, .+ Cwallag]l], -
[ |

Lema 2.2.4 Sejam uy € V N H3(T?), ng € HY(T?) e f € L?(0,T; H*(T?)),
f, € L*(0,T; H'(T%)). Entio (u*,n*) satisfaz a sequinte desigualdade diferencial:

2.3
o R A 0 et U
<C@BMMH;M+MAﬂﬂm4wvwﬂﬂwﬂwkkmd
FO e, ) (A2, |+ (VA2 kIR,
FOW e, 0)(Inf2, o 1AnH 2, L+ 12, IV ARHE,
I o VAR, DIVARHR, |+ Cea)lnfl?, |, AW,
+C(w,e,a)nfl2, I, ., +Clve, B a)ntl2, | IEI2,
Mazis ainda,
IVuf O, ., < Cwe, e B ol ol )

Demonstragao:

Fazendo v = u}, na equagao (2.18), obtemos:
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(nkuft,uft) - V(nkAuf,uft) = (nfuf,uft) (nkAuk uft) - ((ntu V)u uft)
—((n*uy . V)u* uf) — (n*u*. V)uf, ) — v[-2((Vny . V)u" uf) — 2((Vn*.V)uy, up)]

1
+(nff, up) + (n*f, up) + 2 ((nk)2nf(Vnk.V)Vnk, uft)

1 k ko k 1 k ko k 2 kiok o ko k ik
- - 72 I k n-. to Ut | T k\3 't : s Uit
(—k(Vn V)Vn®, u ) (n—(V V)Vni, u mn (Vn®.Vn")Vn" u
1 1
((n oF (VnlF.Vnk)Vn*, utt) + <( - AnkVnk,uft> — (ﬁAannk,ufJ

1
— ( AnkVnt,utt) (VAnF uk) ] (2.20)

nk

Observe que,
—v(nFAuf ul) = v(Vulf, uk.vnF) + v(Vuf, nfvul)

e que,
Lk k: _ Zi kE ko k
= S(Vul, n"Vuf) + 2V nf V) + 2 (V)
= v(Vuf V) + 2 (Vuf, nfVa)):
portanto

14
- ( kAut7utt) = ||\/_ k” §(Vu?>nfvu1]€€) +V(vufauft'vnk)'

L2(Td)

Também temos, que,

k. .k \/ k
(n uttvutt) = ||VnFu tt”LQ(Td) > aflu ttHLQ(Td)

Estimamos os seguintes termos como se segue:

14 v
5‘(vuf7nfvuf)‘ S §||VufHL2(Td)||nf||L4(Td)||vuk||L4(Td)
2 lc k .
S C1(1/762)” || 1 d)“v ||L2(d +52||A ||L2(Td)
< Clo.a)IVARFE, Ivuapl?, |+ oillugl?,
(b b))
< C@)nlP,  IVuil?, |, +olugl?,

H1(Td) L2(Td) £2(1d)’
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VA, )| < A, L e
k12 2 .
< CoaAE,  nt2, , + ok,
(b )t ) < o [ IV S
k12 k14 .
< CEIMAE, , 1AW, + ok,
)] < Sl s Sl
k12 2 2
< OO, 812, + Bl
L ST MV B L SO 1
k
< OV 1A TS
k12 k‘ 2 2
< C@aIAE, [V, a2, s
(T )| < Bl IV b
< CEMIACE, , [VaiE, | +alul,
A ) < I 6 Tkl
< CEIME, , 612, ., +alNEIE,
2V | ((vnfv>uk7 uft) ‘ S V||vnkHL4(Td) HvukHL4<Td) HuttHL2(Td>
k k 2
< Clma) A, |AnfE,  + a2, s
2V |((vnkv)uf7 uft) ’ S vankHLoo(Td) ||vukHL2(Td) ||u1]f€tHL2(Td>
k k .
< Clno) VAR, | [VablE, , + a2,
1
| (Gt (T vat )| < Ol 1901 1900
2 k 2 k12
< Cleadlntl?, , Iant2, |, [VARHE, |
+61[|u ttHLQGTd)'
| (el TPt )| < O Tt 190
< Cle.a ) [VARHE, | AnkE, |, +aubI2,

IN

e Ce, a)|[Vnf| V2 oy 102,

Lo ']l"d) ’

1
2 (ﬁ(Vnk.V)an, uft>
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< Clea,0)[VARF2, llAng]?, | +olugl?,

L2 'H“i) LQ('H‘d L2(']1‘d)

IV

< Ce, )|y

2
( e k(Vnk.Vnk)Vnk,uft)

LQ(']Td) LOO(']Td) || ttHLQ(vﬂ-d)

< Oe,a0)[VARSS,  [InfI?, , +dillafll, |, ;
3
82 ((nk)Q(vnkvn:IC)an?uft) S 0(5 a)ankHLm(-ﬂ-d)||Vni€||L2('ﬂ‘d)” tt||L2('ﬂ~d)
< Ole,a0)|VARM, IVafIR, |, +8udl?,
1
g? <(nk)2annkVnk,uft) < O, a)””t||L6mrd>“Ank”Lﬁmrd)”vnkHLG(Td)” “”LQW)
< C(E Q 51)Hnt||2 ||Ank||2 ”VA kHLQGTd)
+01lu tt”Lz(Td)'
1
52 ( Aannk uft> S C<87a)||An1]€€”L2(Td)H k“LOO(Td)H ttHLQ(Td)
< Cle,a,0)[VARFIZ, A2, |+,
1
e (nkAnkVnt,uft)‘ < C(E,OZ)||Ank||L4(Td)||V7’Lf||L4(Td)||ui€t||L2(Td)
< Cle,a,0)|VARHP, | 1A, |, +6illub]?,

e’|(VAny, uy,)| = €% (Any, divuy,)| = 0;

Assim obtemos,

MW— VIR, |, olubl?, < GllAuf?, |+ isalR,
FCW, 8,5, 6 (I 2, L, + IAWFIR, |, + [ VARH2, )[Tul]?,

FOw e, a b (A2, + VAR, lInfI?,

Oz a &)(Hntuiwd 412, o+ Db, VAR,

k2, L IVARHE, VAR, +o<51>unf:n,,l Ll
CENMEIR, o 12, ., + CE I, 812, (2.21)

Agora, fazendo v = —Auf na equagao (2.18), temos,
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V(nkAuf,Aut) (n utt>Aut) (ntuwAut) (n fAuk,Auf) + ((ntu V)u Aut)
{(nhul V)b, Auf) + (bt V)b, Aub) 1 v[-2((Vnb V)ut, Au)
—2((Vn".V)uf, Au)] — (nff, Auf) — (n*f;, Auy)

1 1
—52[— (ﬁ(an.V)Vnk,Auf) — <ﬁ(Vnk.V)an,Auf)

3 1 1
+ ((nk)Q (an.Vnk)Vnk,Auf) + ((nk)anAnkVnk,Auf) - (EAannk,Auf>

2 1
— ((nk>3nf(Vnk.Vnk)Vnk,Auf) - (%Ankan,Auf)

1
+ ((nk)2nf(vnk.V)Vnk,Auf) + (VAnRF Aul)|.

Observe que

(2.22)

|(n uttAut)| S /BHuftHLQ(Td)HAufHLQ(Td)
52
< o lluglP

3 + LAl
7

L2(1d) £2(1d)’

e fazendo as estimativas de forma totalmente andloga ao caso anterior, obtemos:

W
vallauf]?, , < (5 +199) [|aug|? +—|| 2

2
+C W, B3Ik,
FO(ve,a, (AW, + VAR

!
00,0 U, Iy + W IV AR

kIR, A2, >||m 2, + CEDIREIR, L, IAHE,
FOEIEIR,  IEI2, + O, L I, (2.23)

L2(Td)

IV

L2(Td)

a2, ITA?

L2(Td) L2(Td)

k:
L2(Td) L2(']1‘d))|| t ||H2(']1~d)
H2(1Id)
L2(rd)

H1(1d)

Fazendo 6§, = va/76 e 1 = va/2 e multiplicando por va?/48% somando com (2.21),
tomando &; = /72 e dy = v*a? /8% obtemos

2.3

o R P N et N

< CW AR, + 1AW, + VAR, IV,

oWz (AW, |, + VAR, ) t||H2(Td)

Oz a2, 1AM, k2, VAR,

k2, VA, VAR, |+ Gz a2, IS,
LR, L IR, L, + Clses Bl 62

H1(Td) H1(Td) H2(Td) L2(Td)
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Por 1ltimo, considerando a equagao (2.22), note que

—(nfuf, Auf) = (nFVul, Vul) + (uf.VnF, vu))
— ||\/EVuf||i2(Td) + (VnF . Vuf, uf)

v(n"Auf, Aul) = —v(n*VAUF, VuF) — v(AuF . Vn*, vul).

Assim temos,

|VnFVul|? ( — V((n*fu*.V)u") — vnf VAW + vAUF VR 4 20V (V. V)ub)

L2(1d)

1
+V(n*f) — 2V (E(Vnk.V)Vnk) + &V ( (Vnk.Vnk)Vnk)

1
(n)?
Y (%AnkVnk) + &V (VAnF), Vuf) — (VnF.vul, ub)

(BF, Vul) — (Vn*.Vul, uf) < |(®F, Vul)| + |[(VnF.VuF, ul))

< O IV IV IS
< CEIHE, , +CEIVARE, | b2, , + 20 Va2,
Observe que,
VAT, = ol 2,
fazendo §; = a/4 obtemos
IVugl?, , < Cll@l, , +C@IVAnt|?, luf?, ..

fazendo estimativas totalmente anédlogas ao item (7iz) do Lema (2.2.3), obtemos:

k k|2 k118 k|12 k
IVuf[2,, ., < Cw AP, , +Clu,a)|Au[E, +0<u AP, |, IVARE,
k|2 2 2 k12 2
FCOw )| AnM?, | IVEIZ, |, + Clra, A)IVER, , +C)|VAn?, |, b,
+CWwe a)(IVARFL, |, + VAR, |, + vanﬂ< )+ e )| A%H 2,

Para todo k € N temos que, (u*,n*) € C1([0, T%]; H*(TY)NV) x C*(T¢ x [0, T*]), observe
que por hipéteses f € L*(0,T; H(T?)), f, € L*(0,T; H*(T?)), portando pelo Lema (1.1.2)
temos que f € C([0,T]; H*(T%)); logo, podemos tomar ¢ = 0 na equagao acima e pelo Lema

(2.2.2) temos que ||uf(0)]? < C(y, e, ||ug|

< L€, Q, ey |]n0]|H3<Td>) e assim concluimos que
[Vuf(0)]?

LQ(']I‘d
£2(rd) < C(V,&,Oé B ||u0||H3(Td)7HnOHHAL(Td))‘



Lema 2.2.5 Entdao (u*,n*) satisfaz as sequintes desigualdades:

, d
() SIAER, L S IVASER, < CW)|VARE, |+ e A,
(i) |mwmmd_amwm2AwAkmmd+mwkmwg|2Wﬂw
2 k
o) AMH?,
i) IVARER, < CIVAWHZ, | [VARH2, |+ Cllaut2, | A% 2,
2 2, k2
+v°||VA*n ||L2(Td)
Demonstragao:
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(i) Aplicando o operador A? & equacdo (2.4), multiplicando a equagao resultante por A?n*

e integrando sobre T?, obtemos:
(AQnt , A% k)

e fazendo integracao por partes, temos:

1d

A2nF||12 2112
S IA T sy T VIVATVIE,

V(A?AnF APnP) =

—(A? (. Vn"), A%n"),

= (VA(u*.Vn*), VAZF).

Estimamos os termos a direita da equagao acima como se segue:

(VA" Va¥), VATRE)| < [VA@EVRY)| L, 0 IVATRE] L,

< CHIVARETANE, |, +AIVAT,

< COIVAWTE, NIVeflE, o+ COlant]?, lant]?,

FCMIVat |2 IVAREE, o+ COllt?, A,

+HlIVARF?,

< COIIVAWP, |, + CONAMHR, , +A A2,

Assim, escolhendo o valor de v = v/2, obtemos:
S, VAR, < OW)IVAW, |+ C)|aMH,

(i) Agora, aplicando o operador A & equacdo (2.4) e avaliando a norma L?(T?) nos termos

da equagao resultantes, temos:

|ang 2 Cll AWt vk
Ol a2
+ClHR,
<MAMW%A

+C ()| A%

L2(Td) L2(T d)

Va2
IV AR*|?
[VAR®|?

IN

L2(Td)

IN

2(tdy’

Lo (Td)

L2(1d)

2']I‘d

cw)late,

+CIVat?, | llAnt|?
C(v )HA2 12

+CHVukH

L2(Td)
2, o A%

Lo (Td)

L2(1d)
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(ii7) Mais ainda, aplicando o operador VA & equagdo (2.4) avaliando a norma L*(T?),

temos:
IVARE2, ., < CIVA@ETRYE, | +v2VATY 2, |
< VAW, IV ClAu R, ARt
+C||Vu’“||24 d)||VA 2 e, HCIVAE2, L IVARR2,
FOH I AR, AR,
< CIvaut|e, IVARS|E, 4 CllAutP, AT,
2| VA2 k||2

£2(1dy’

Lema 2.2.6 Sejamug € VNH?(TY), ng € H4(T?) ef € L*(0,T; H*(T?)). Entdo (u*,n*)

satisfaz a sequinte desigualdade diferencial,

LA, | A, < cladbR, oA, 7,
+C(01)[VAR*|2, Td)llfllil oy TC@A)(IVARSZ, + 1A%RE 2,
a2, IR, IVAWR, |+ C sl At VAR,
O, B ) (1A%HL, L, + 1A%04°, , + |1A%HE, )
Demonstragao:
Fazendo v = —A3u” na equacao (2.5) e por integracao por partes, obtemos;

(VA(nFuf), VAU®) 4+ v(A(nFAUY), A%u*) = (A(nFu* . Vu*), A%u¥)
+v[=2(A(VnF. Vub), A2u")] — (A(n*f), A%uF)

(A (%(V.V)Vnk) ,Nuk> + <A ( (ni)Q(Vnk.Vnk)Vnk) ,A%’“)

(A (%AnkVnk) ,Nuk> + (VAnRF, A3u®)|.
n

52

Observe que,

(VA(n™uf), VAU") = (V(div(uf)Vnk + (uF . V)VnF + nFAuf 4 (V0. V)uF), VAu >
- ((vuf.V)vnk +ub Vi 4 Vit Aul 4t VAW 4 (V2P V) ul

+Vn* V?uf, VAu )

Agora observe que,



1d
b2 _ 1a k
2dt||\/_VA (A th(vm n*VAu)
= i(VAuf, nFVAuF) + E(VAuk, nfvAuF)
+%(VAuk,nkVAuf)
1
= (VAU n*VAu") + §(VAuk, nfvAuF),

ou seja,

(n*VAUF, VAUF) = ||\/_ VAu*|? %(VAuk, nfvAu®).

L2(14)

Assim temos,
(VA(nFul), VAU = 1%\|\/ﬁvmkuiw) _ %(VAuk,anAuk)
+H(Vul.V)Vn* VAUY) + (uf. V3n*, VAU") + (VnF. Auf, VAUF)
+(V2nF . V)ul, VAUY) + (Vn". V2ul, VAUP),

para,

v(A(nFAUY), A?uF) = v(div(AuF)Vn*, A*u) + v(Au* Vi, A%u¥)

+v(nfA%u”, A%uF) 4+ v(VnP. VAU, A*u¥) > va||A%u ’“HLQ(W)
+r(AVZF A%u®) + v (VnF VAU A%ub).
Agora estimamos os seguintes termos como se segue:
1
SIVACE VAR < VAW, I VAW
< CEIfIR, , VAR, | +alland?,
(Vu 2nF, VAu)| < ([Vuf], o V20 VAR,
< CIvaRt?, | (IVAWE, |+ ClAuf|?,
|(u7]f€v3nk7 VAuk>| S || t ||Loo(']rd) ||v3nk||L2(Td) ||vAuk||L2<'ﬂ*d>
k|12 k2 uk |12
< CvaRt?, | IVAWEE, |+ ClAuf]?,
< Clvant|?, ||m wt2, L Claufl,
(V2k Vuf, VAW < [V, IV, VA,
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< CHVAnkHQ HVA kHLQ(Td +CllA kHiz(Td)
(Vnk Vg, VAW < [Vf]| o V205 IV AWE],
< CHVAnkHQ HVA kHLQ(Td + Cl|Au kHiz(Td)
v[(AuF V2P, A%ub)| < VHAURHLQ(W)||V2nk||moard>||A2uk||L2<Td>
< (V 51)HAukHi2 Td>HA2 kH; (rd) + 01 HAQ kHiQ (rd)’
v[(Vaf VAW, A% < oVl o VA, o 1A%,
< Cw,d)|[VARF|2, | IVAWHE, o flatd?,
(A((n*uk.V)ub), A%a)| < [|A(Fa" V) ub)],  [A%E],
< CE)A((n"u".V)u )HLz 14) + 01| A%u k”L%rd)
k2 —ak: u®l1?
< 0(51)|| ||L4(’J1‘d)|| ||L00(11‘d)|| ||L4(Td)
k(2 uk 2 u®l?
OV, IVt Vet
+C(61)[[Vn HLOO Td)” HLOO(’]Td)H HL?(Td>
+C (B, )| Aut|?, IVt P+ CE ) Vetl? L IV,
HC@ )t IVAR2, A,
< CElAWL, | IVARHZ, |+ C(3a)ad|?, | IVaut?, |
+5 HA2 kHZQ(Td)
(A, A% < (JAWP)] 0 1A%,
< CEAWTD2, , + oA,
< (&) An ’“||i2(Td)||f||i4(Td) + OVt L IVELE,
kN2 2 2. k|12
OO 12, L IAFIE, |, + oA,
< ((51)HVAnkHL2 dy Hf”il d +C(§1)HAnkH22(Td)H ||H2<'ﬂ-d)
+5 ||A2 k||22('ﬂ‘d)
ZV‘(A ((Vnk.V)uk) ,A2uk>} <vy HA ((Vnk.V)uk)||L2(Td) ” 2 k“Lz (1d)
< C(v,6) ||A ((Vn V)u )HL2(Td + 01| A%u ”LQ(W)
< Clo)|[VARKE, | IIVubl2, | +Cw a)lIv2n®|?, , IV,
O, )| Va2, VA2, |+ aa??,
< O o) VAW 2, | [IA%F|2, |+ o A%,
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1
g2 <A (—k(Vnk.V)Vnk) ,Azuk>
n
1
< @la(mwnrowt)| At
n L2(Td)
LZ('ﬂ-d)
1 2
k k 2k
< C(e,6y) ‘A <E(Vn V)Vn ) + 61[|A%u HLW)
L2(1d)
< 5 1 ‘7 k 2 k
> 5‘ 1 _7; " |’L4(Td)" "L4(Td)
L>® ’]l"d)
1 2 k|2 2 k 2
0(6,51) ‘V (ﬁ) HV ||L4( d)|| ||L4(Td)
LA(Td)
1 ? k 3 k 2 k|12 2 k
v |7 (a)| IR TR, CleaIv AR, I
Lo (Td)
+C(e B, 0)IIV RN, IVoREIE, )+ Cle B oIVt I 1AV,
2k
o[ amat?,
< Cle, 8,015 8, |, +Cle, 8,001 A", |+ dill A%,
1
e? (A ( (3L (Vnk.Vnk)Vnk) ,AQuk)
1
< <[ (nk>2(Vnk.Vnk)Vnk> A%, .,
L2(Td)
2
< Cled) ’ ( Wnk) AT,
L2(Td)
< Cle.d) ' ( ) Ve,
LOO(Td)
k k
+C(e,6y) 'v(< ) IVARFZ, L IVREI,
LOO(’]I‘d)
1 2
2 k|2 k; 4
+C(e,6,) 'v ((n‘“)Q) IV g IV
Lo°(Td)
+C(e, B, 0)IVART|Z, IIVRFIL, L+ o AR,
< Cle B o)A nt|7, |, +Cle B, o)l A%t], |+ allA%a"|,

[\

€ <A (%AnkVnk> ,A2uk)‘ < g2
n

1 2
< O, 6y) ‘A (mAnkVnk) +ofarat?,
L2(’]I‘d)
1 2
< - k12 k: 2
< ceaa()|  naw v,

Lo (Td)

A (%AnkVnk>
n

L2(1d)

[yl

L2(Td)

L4(Td



o4

2

1 k k
+C(e,61) ‘v (ﬁ) VAR, | IVeFI?,
Lo (Td)
1 2
k 2 k 2
+C(€,(51) ‘V (ﬁ) ||A ||L4(’J1‘d)|| HL4(Td)
Loo(Td)
+C(e, B,80) 1 A%5 |2, Va2,
+C (e, 8,0)[VARS|2, V282,

FO(e B0 ARM P, [AVRHZ, |+ 6] A%
< Ol palamt, - Cle, B8] A%

L2(Td)

2. k12 .
Fa AT,

£2(Tdy
2(VAnF A%uF)| = &2|(AnF, divA®u®)| = 0;

Portanto, fazendo §; = va /12 obtemos,

L VARTARE, s AN, < ClauER, L O Iant,  IE2,
FOBIVAR2, d)ufumd) O B)(IVAREE, .+ A%,
B, 4 AW, VAW, | Cd) At VAR,
Ol B8 (IA%HE, , +IAMHE, | +AMHE, )
[
Lema 2.2.7 Entdo (u®,n*) satisfaz a sequinte desiqualdade,
P k ot nk
IVRLIE, < CIVAR2, | Vb2, |, +Claut?, | anfe,
LOIAE, | IVREIE, |, + VAR,

Demonstragao:

Derivando a equagao (2.4) em relagao a variavel ¢, obtemos:
nk 4+ uf . Vn* 4 vt Vnf = vAnk;
multiplicando a equagao acima por —Ank e integrando sobre T?, temos:
—(ngy, Any,) — (w0 Vn®, Ang) — (u".Vng, Any) = —v(Any, Any),
e fazendo integracao por partes, temos,

2 = —(VUEVRE, Vi) — (.20, Vingy) — (V. Vnf, Vi)
—(uF.V2F Vnk) 4+ (VAR vnk).

Vg2

Estimamos os termos a direita da equagao acima, como se segue:

(V. Vnt, Vi) < IV 1908 (905
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k u*
< COIVARTIE, VeI, o+ Vgl
[ AT -t T | A
k nk
< COAaR, | IAnglR, |+ Vgl .
|(vukvnfavnft)| S ||vukHL4(Td)||VnkHL4(Td)||ant||L2(Td)
k k
S ( )HA ”L2(’]I‘d)”A ”L2(’]I‘d) +7H ttHLZ(Td)
(25, Vi) < 19208 (9
< CONIVUIR, , IVARH?, |+l Vabl?,
(VARE, V)| < VAR, (V0L
< COIVARIR, ., + TR,
Entéao, escolhendo o valor de v = 1/10 de forma conveniente, obtemos:
Vg2, . < CIVAREE, IIVail?, |+ Claut|?, llAng]?,
+2[|[VAng |2

£2(1d)’

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao Local

Nesta secao provamos um resultado de existéncia e unicidade de solucao forte local no
tempo para o problema (8)-(11) quando d = 2 ou 3 sem assumir hipdteses adicionais
sobre os dados iniciais (além de regularidade necessaria) ou hipdteses sobre as constantes
fisicas e damos resultados de regularidades melhores do que obtidos em [32] os quais serdo
necessérios para a andlise de erro local para as solucoes aproximadas da velocidade u” e

densidade n*.

Teorema 2.3.1 Sejam d =2 ou 3, eug € V, ng € H*(T¢) e f € L*(0,T; L*(T%)). Entao
existem T* com 0 < T* < T, e uma unica solugcao forte (u,n) para o problema (8)-(11)
definida em [0, T que satisfaz:

u € L0, 7" H(T?), n € L*(0,T*; H*(T%),
u € L*(0,T* H*(T%)), n € L*(0,T*; H*(T%)),
w, € L2(0,T%; L*(T)), ny € L*(0,T*; H'(T)),

e ng € L>(0,T* L*(T%).

Além disso, temos que u(0) = ug, n(0) = ng e existe p € L*(0,T*; H'(Q)) satisfazendo a
equacao (9) em quase todo ponto de T4 x (0,T*).
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Demonstragao: A demonstracao sera dividida em quatro estagios:

Parte 1: Estimativas a Priors:.

Inicialmente observe que,

21vn T~ 1
||vuk”L2(Td) ~ 9 \/_V = 2 1/2 [V Vuk”Lz(qrd) > (04)§|| v nkvuknﬂ(w)v
€
k _ k k

1, e, = I, + IAREE,
= H HLQ(Td) + ;” ”L2(Td)
< C b C An®
< S, + Comlante, .

Assim, podemos reescrever a desigualdade diferencial dado pelo Lema (2.2.1) da seguinte

forma:

k k k k
o (GIVIETa, 5t o vlAn Hm) e, I,

2 3

—|| nt 2 IIV (Il ||VA ‘2 g 1Au 12, IRt

L2(’J1‘d)

< C 1 k ? 1 V k|12 ’ V k !

<owea )| (SIvute, ) + (SIveie, ) + (Sivee,
1 k112 ? 1 k112 ’ k ! A k112 2

(a2, )+ (et ) + (5, ) + (viantie,

s (vlant?, )+ (vlane, ) )+c<u @ A, .,

L2('J1‘d) L2(’J1‘d) L2(T4) L2(Td)

Definimos
olt) = SIVIFVWR, 4 St A,
X(t) = —|| t||LW) I VetlE, .+ —H tHLW) Vi1, .
60 = S IAE,  + I, + S ITARE,

Assim podemos escrever a seguinte desigualdade diferencial:

Pt +x() +v(t) < Clvea,B)p(t) + Cv,e,a, 8)° () + Clv,e,a, ) (1)
+C(v, . B)IE)I?

L2(Td)
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definimos Cf = C(v, ¢, «v, B). Observe que,

+ || An|?

2
+ 5ol

L2(T?)

1
0(0) < @ = §||\/TL_OV uol?

L2(Td)

entao, obtemos o seguinte problema de valor inicial:

L2(1d)

{ 0 (1) < Cr*(t) + Cre (1) + Crt(t) + Cv, o, B)IE ()12
©(0) < 0.

Agora, usando o Lema (1.2.10), obtemos que para todo d > 0, existe Tj:
p(t) <o +d, Vt< T,

e assim, existem C'(d, ||uo|| =M>0e0<T*<T tais que

Hl(']I‘d)’ ”nOHH2(Td)>
o(t) < M, Vtel0,T7].
Portanto,

@ (t) + x(1) + ¥(t) < CTM? + CYMP + CYM* + C(v, o, B)|| (1)1

2(1d)’

e integrando a desigualdade diferencial acima de 0 a ¢, com ¢ € [0, T*], temos:

o(t) + /tx(s)ds + /tw(s)ds

< ¢(0) + (CYM? +0*M3+C*M4)/ ds + C(v,, B) / IEI2, .,
0
< C(V E a /8 ” OHH1 'H*d>7 HnOHHQ ’]I'd) || ”L2(0 T* . L2(']I'd)) ) - C;
Portanto obtemos que:
u® € L0, T*; H*(T?)), nk € L>=(0,T*; H*(T%),
u* € L*(0,T*; H*(T%)), n* € L2(0,T*; H3(TY)),
uf € L2(0, 7% L*(TY) e nfe L*0,T* HY(T?).

Pela desigualdade (2.8) dado pelo Lema (2.2.1) e pelas estimativas acima, temos que:

< C|vu'|!

L2(Td)

+C(v)l|an*|]

2
Ik

L2(Td)

<G5
logo nF € L>(0,T*; L*(T%)).

Assim, pelas estimativas obtidas acima e juntamente com o Lema (1.1.3) implicam as
seguintes convergéncias (passando a subsequéncias, se necessario):

(1) u* —=u em C([0,T%]; L*(T%);
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) u* —u em LY0,T* L*(T%), para, 1 < q < oo;
) u* —u em L*0,7%H'(TY);
) ¥ —=n em C([0,T%]; H(TY));

5) nF —=n em L90,T*; H(T%), para, 1 < q < oo;
) n* —=n em L*0,T* H*(TY));
) LU0, T*; HY(T%)), para, 1 < q < oo;
) uf —u em L*0,7* H*(TY);
) (T%);

u —u, em L*0,T%; L*(T9));

ukéu em

(10) nF —=n em L90,T* H*(T?), para, 1 < q < oo;
(11) nF —=n em L*0,T* H*(T?);
(12) nf —n, em L*(0,T*; H'(T?).

Parte 2: Passagem ao Limite.

Para podermos passar o limite com k& — oo em (2.4)-(2.6) definimos,
v=¢" =) Cin(t)p;(z) (2.24)
i=1

onde p;(z) é a i-ésima autofuncdo do operador de Stokes. Agora integrando a equagao
(2.5) sobre [0, 7*], obtemos:

T T T
/ (nFuf, ¢™)dt +/ (" V)u*, ¢™)dt + v | — / (nFAu*, ¢™)dt
0 0 0

_Q/T*((Vnk’.V)uk’gbm)dt] :/T*(nkf, ¢™)dt

—~ / . L (vnk )Rk, om ) dt + / S (V" VnF)Vn*, ¢™ | dt
o \nfr ’ o A2 ’

™o -
— / <—kAnkVnk,¢m> dt + / (VAR ¢™) dt|,
0 n 0

e considerando k > m passamos o limite com k£ — oo em cada termo da equacao acima,

+e?

COImo se segue:

T T*
(i) /0 (VARF ¢™)dt — i (VAn, ¢™)dt.



De fato,
T* T*
VAR* ¢ dxdt — / VAn.ngmdxdt‘
Td 0 Td
-
(VAR — VAn).¢™dxdt| — 0,
Td

pela convergéncia (11).

T* T*
(ii) /0 (n*ul, ¢™)dt — /0 (nuy, ¢™)dt

De fato,
T*
(n*ul — nu,) qzﬁmdxdt‘
Td
T*
= (nfu? — nul + nuf — nuf). ¢mdxdt’
Td
k
S |n - nHL2<0 T*,L.2(Td)) H u, HLQ(O T*.L2(Td)) ‘|¢mHLoo(0 T, 1,50 (Td))

(0 —w,)ne™dxdt| — 0,

Td

pelas convergéncias (5) e (9).

(i) /0 (nFuk T )uk, ™)t — /O (.Y )u, ™)t

De fato,

((nu* . V)u"* — (nu.V)u).gbmdxdt‘

Td

(n*"u* . V)u" — (n"u*.V)u + (n"u*.V)u — (n*u.V)u

Td

+(n"u.V)u — (nu.V)u).¢™dxdt

T*

< (Vu" — Vu)).gbmdxdt‘ + nF(u* —u).Vu).¢™dxdt

0 Td Td

T*
+ / / (n* — n)u.Vu).ngmdxdt‘
0 Td

k k: k

S Hn |’Loo(07T*;Loo<vﬂ-d>>H HL2 0,T%*; LZ(Td))”vu - quL2<O,T*;L2<Td>>H¢mHLoo(0YT*;Loo(Td))

+|n"| [u* —u g

LOO(O,T*;LOO('JI'(Z)) ”LQ(O,T*;LZ(Td)) || L2(O,T*;L2(Td)) ||¢m ||L°O(O,T*;L°°('ﬂ‘d))

+|n* —n]

L2(O,T*;L2(Td)) ||u||L2(O,T*;L°°(Td)) HquLOO(O,T*;L2(Td)) ||¢ HLOO(O,T*;LOO(Td))

pelas convergéncias (3), (2) e (5).
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T T
(iv)/0 (nkAuk,¢m)dt—>/0 (nAu, ¢™)dt.

De fato,
T*
/ / (nFAu — nAu).¢md:cdt’
o Jra

T*
/ / (nfAu* — nAu* + nAu* - nAu).¢mdxdt'
o Jra

< ||nk - n|| uk||L2(07T*;L2('ﬂ~d))||¢m||Loo(0’T*;Loo(Td))

T*
/ / (Au* — Au)n¢™mdzdt
0o Jrd

pelas convergéncias (5) e (8).

LQ(O,T*;LQ('H‘d)) || A

+ — 0,

(v) /0 (Vn V)b, 6™)dt — /0 (Vn.V)u, 6™)dt.

De fato,
T*
/ / (Vn*.Vu* — Vn.Vu).¢™dxdt
0 Td
T*
< / / (Vn*.Vu* — Vn.Vu* + Vn.Vu* — Vn.Vu).¢"dzdt
0 Td
k k m
S ||vn - V n||L2(0,T*;L2(’H‘d)) ||Vu ||L2(0,T*;L2(Td)) ||¢ ||L°°(0,T*;L°°(']I‘d))

+[|V nl| |Vu* — Vul| — 0,

m
LQ(O,T*;LQ(Td)) L2(O,T*;L2(Td)) ||¢ ||L°°(O,T*;L°°(']1‘d))

pelas convergéncias (5) e (3).

(vi) /O T*(nkf, ¢™)dt — /0 T*(nf, ¢™)dt.

De fato,

.
/ / (nkf—nf).gbmdxdt‘
0 Td

k
< |n* - Nl

— 0,

nHLQ(O,T*;L2(Td LQ(O’T*;LQ(TC[)) H(ﬁmHLoo(oyT*;Loo (']I‘d))

pela convergéncia (5).
T* 1 T* 1
(vii) / <ﬁ(Vnk.V)Vnk, ¢m) dt — / <E(Vn.V)Vn, ¢m) dt.
0 0

De fato,

r 1 1
/ / <—kVnk.V2nk — —VnV2n> .¢md$dt’
0 Td \ 1 n
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T*

1 1 1 1
(—kVnkVan — ZVRPVEF 4+ ZVnFVRink — —vn V2t
Ta \ 7 n n n

1 1
+-VnV2nF — —VnVQn) .gbmdxdt‘
n n

T* ok
(” - vnkv%’f) .¢md:cdt'
Td n*n
T* 1
(—(Vn - Vnk).Van).gbmd:L’dt‘
Td \ T
T* 1
(—Vn.(Vzn — V2nk)) .quda:dt‘
Td \ T
k k k
CHn -n ||L2(0,T*;L4('J1’d))|| ||L°°(O,T*;L4(Td))|| ||L2(O,T*;L2(Td))||¢ ||L°°(O,T*;L°°('J1‘d))
k k
+C”vn - Vn ||L2(0,T*;L2(Td)) HAn HLQ(O,T*;LQ(Td)) H(bmHLoo(O,T*;Loo(Td»
k
+O||vnHL2(O’T*;L2(Td)) | An - An HLQ(O,T*;LQ(Td)) ||¢mHLoo(OYT*;LOO(Td)) - 07

pelas convergéncias (5) e (6).

o [ (i

T* 1
v ,qﬁ”””) dt — /O (ﬁ(vn.w)vn, Gyn) dt

De fato,
T .
( Mk — —Z(Vn.Vn)Vn> .qudasdt‘

Td n

T* ko ko, k L k

= ) 2(Vn Vn®)Vn" — —(Vn Vnk)vnt _|_ (Vn VnF )Vt

Td

1

—E(Vn.Vn )Vnk + (Vn Vn*)Vn* (Vn Vn)Vn” —|— (Vn Vn)Vn*

IN

<

1
——(Vn.Vn)Vn) .gbmdxdt‘

( )2 (Vn*.Vn )Vnk> .gzﬁmdxdt’
Td

nkn?2

< (vn Vn )Vnk) .gzﬁmdxdt‘
<i((Vn — Vnk).Vnk)Vnk) .gbmdxdt‘
(

i(vn.(vn — Vnk))Vnk> .¢mdxdt'

n /0 " /T d (%(Vn Vn)(Vn — Vn )) .¢mdxdt'

k k: 3
CHTL —n HL2(O,T*;L2('J1’d))|| HL6(0T L6(Td))||¢m||L°O(O T*. Loo(Td))
k k 3
+CHn -n HL2(O,T*;L2(Td)) || HL6(0 T*. LG(Td)) ||¢ HLoo 0,T*; Loo(Td))

+C||Vn — Vn"|| n*||?

L2(0,T7*;L2(T4)) H L4(0,7*;L4(Td)) H(/bm HL°°(0,T*;L°°(W))
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k k
+O”vnHL4(O,T*;L4('H‘d)) an - vn ”LZ(O,T*;LQ(Td)) H ”L4(O,T*;L4('l[‘d)) H¢mHLoo<O’T*;Loo(Td))
2 k
+C||vn||L4(OT LA (rd)) [Vn=Vn HL?(o,T*;L?(W)) ||¢m||L°°(0,T*;L°°<Td>> =0,

pela convergéncia (5).

T* 1 T+ 1
(ix) / (—kAnkVnk, qu) dt — / (—AnVn, ¢m) dt
0 n 0 n
De fato,
™ 1 1
/ (—kAnkVnk — —AnVn) .(bmdxdt’
0 Td n n

LG
0 Td

1
(—A k7 nk —nAnkVn + — AnkVn - AnVn + — AnVn
1 )

Ea

n
— EAnVn ¢mdxdt’

IN

y (nnn’? AnkFvnt ) .qud:rdt‘

T*

(l(An — Ank)Vnk) .gbmd:}:dt‘
Td \ T

T*

T
CHn — nkHLZ(o,T*;LQ(Td))
+C||An — An*
+C||An||

(lAn(Vn — Vnk) .gbmdmdt‘
d \ T

IN

1An®| gl

LOO(O,T*;LQ(Td)) L2(O,T*;L°°(11‘d)) H ¢m H LOO(OYT*;LOO(Td))

g

LQ(O,T*;LQ(Td)) HV LQ(O,T*;LQ(Td)) H¢m HLoo<0’T*;Lo<>(Td))

Vn — Vn¥|| — 0,

LQ(O,T*;LQ(Td)) | LQ(O,T*;LQ(Td)) ||¢m ||L°°(O,T*;L°0(Td))

pelas convergéncias (5) e (6).

Assim, obtemos:

T* T* T
/ (nuy, ™)dt + / (nu.V)u,¢™)dt +v| — / (nAu, ¢™)dt
0 0 0

9 /0 T*((Vn.V)u, ¢m)dt] - /O T*(nf,gbm)dt

T 1 s 1
_ /0 <H(Vn.V)Vn, qu) dt +/0 (E(Vn.Vn)Vn, gbm) dt

T* 1 T*
—/ (—AnVn, ¢m) dt + / (VAn, ¢™) dt] , (2.25)
0 n 0

para toda ¢™ dada por (2.24).

Além disso, temos:

+&?

||nlIt ||L2(O,T*;L2(Td)) S ||n||Loc(O7T*;Loo('ﬂ-(i)) ||ut||L2(07T*;L2('ﬂ‘d))
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< ¢
||nu.vu||L2(0yT*;L2(Td)) S ||n||Lz>O(O’T*;LOO(’H‘d))||u||L2(0,T*;L°°(']Td))||vu||L°°(0,T*;L2(Td))
< ¢
||nAu||L2(O’T*;L2(Td)) S HnHLoo(O’T*;Loo(Td))||Au||L2(O7T*;L2(Td))
< ¢
an‘quL2(0,T*;L2(Td)) — "Vn"L2(07T*;LOO<Td>> HquLOO(O’T*;L2(Td>)
< ¢
||nf||L2(O,T*;L2(Td)) S ||n||L°o(O,T*;L°O(Td)) ||f||L2(O,T*;L2(Td))
< ¢
! 2 < C A
ﬁvnv n — anHLQ(O,T*;LOO(’H‘d)) H nHLOO(O’T*;Lz(’H‘d))
L2(0,1%;L2(Td))
< ¢
! Vn.Vn)V < O||vnl?
S (Vn.Vn)Vn < CIVAIE
L2(0,1%;L2(Td))
< Clan|?
Lo0(0,T*;L2(Td))
< G
L A < A
ﬁ nvn —_ OH n||Loo(O7T*;L2(vﬂ-d)) ||Vn||L2(O’T*;Loo(Td))
L2(0,7%;L2(1%))
< ¢
VAR C;

Poraral) S
Isto implica que,
Lu = nw+ (nu.V)u+v|[—nAu—2(Vn.V)u+] — nf
—g? —%(Vn.V)Vn + %(Vn.Vn)Vn — %AnVn + VAn| € L*(0,T*; L*(T%)).
Pelo fato das fungoes ¢™ serem densas em L*(0,7*; H), temos que (2.25) também é
valido para ¢ € L?(0,T*; H) e assim Lu € L*(0,7*; H)*.
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Portanto, pelo Lema De Rham (ver [25]), existe p € L2(0,T*; H*(T?)) tal que
nu; + (nu.V)u+ v [—nAu — (Vn.V)u] — nf
n?

| 1 1
2 [_E(Vn.V)Vn + —(Vn.Vn)Vn — —AnVn + VAn| = Vp.

Agora, multiplicando a equacao (2.4) por ¢ € L*(0,T*; L?(T%)) e integrando sobre
[0, 7%] x T?, obtemos:

T*
/ / (n¥ +u*.Vn* — vAR®)pdzdt = 0.
0o Jrd
Vamos mostrar que a integral dupla acima converge para
T*
/ / (nt + u.Vn — vAn)edzdt = 0.
0o Jre
De fato,

(i)
T*
/ / (nF — nt)gpdxdt‘ — 0,
o Jra

pela convergéncia (12).
(ii)
T*
/ / (u*.vnk — u.Vn)goda:dt‘
o Jrd

T*
/ / (u*.Vn* —u*.Vn +u*.Vn — u.Vn)pdrdt
o Jrd

IN

|

+{ju* — u]

Vn* — Vn|
vl

LOO(O,T*;L4(Td)) H LQ(O,T*;L4(’]1‘d)) HQOHLQ(O,T*;LQ(Td))

— 0,

LOQ(O,T*;LQ(Td L2(0,T*;L°°(Td)) H@HLQ(O,T*;L2(T‘1))

pelas convergéncias (2) e (5).
(iii)

T*
\/Ov /Td (Ank - An)¢dxdt S ||Ank - An||L2(O7T*;Loo('ﬂ~d)) ||('0||L2(0,T*;L2('J1’d)) — O’

pela convergéncia (6).
Usando o Lema de Du Bois Raymond (ver [39]), concluimos que:
ny+u.Vn =vAn qtp. em [0,7*] x T¢,
e, pelas estimativas anteriormente obtidas também obtemos que,

ng+u.Vn=vAn em L>*(0,T* L*(T%)).
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Parte 3: Verificacao dos dados Iniciais.

Temos pela convergéncia (1) que
u* —u em C([0,7%]; L*(T%)),
em particular, temos que
u*(-,0) = u(-,0) em L*(T%),
mas por outro lado,
uf —uy em L*(T%),

pela unicidade de limite, concluimos que u(-,0) = uy em L*(T%). De forma andloga se

conclui que n(-,0) =ng em H!(T?).

Parte 4: Unicidade de Solugao.
Sejam (u,n) e (u',n') duas solugdes do problema (2.1)-(2.3), definimos z =n —n' e
w = u — ul. Sejam
n; +u.Vn =vAn,
ny +ut.Vn' = vAn',

de onde segue que:
z+uVz+w.Vn! = vAz.

Multiplicando a equagao acima por ¢» € L2(0,T*; L?(T%)) e integrando sobre T¢, obtemos;
(z0,9) + (W.Vz, ) + (w.Vn' ¢) = v(Az,9). (2.26)

Em particular, fazendo ¢ = z, teremos;
1d

2dt”zH2 =v(Az 2) — (WVz,2) — (W.Vn', 2).

L2(1d)

Observe que;

(u.Vz,z) = (Vz,zu)
= —(z,div(zu))
= —(z,z div(u)) — (2,u.Vz)
= —(u.Vz,2),

implica que (u.Vz, z) = 0. Também temos que,

v(Az,z) = —v(Vz, Vz)
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2

= VeI,

(W 2) S Wl 1901, 120
< CEIVARE, 1212, ., + Sl TWIE,
Portanto, obtemos;
2dtH I, H2IVEIE, | < COIVARTE, IV, 4 &|Vwl?, o (2:27)
Por outro lado, fazendo 1) = —Az em (2.26), obtemos;
thH ||i2md) v||Az ||22( " = (W.Vz, Az) + (W.Vn', Az).
Estimando os termos a direita da equagao acima, como se segue:
WV A2)] < ull, o o 192 18]
2 2 2
< cElaul, , Ve, , +alAzl,
|(an17AZ)| S || ||L2('ﬂ~d)||v 1||L00(Td)||AZ||L2(Td)
< CENVARIE, , WP, ., +8ilAZ]?,
Assim, obtemos que;
2 2 2 2
SoIVER, AR, < CEaul, IV,
FCEIVARE,  IWIE, ., + 20 A]2, , (2.28)

Além disso, considerando que;

(nug, v) — v(nAu,v) = ((nu.V)u,v) + 2v((Vn.V)u,v) + (nf, v)

+e?| - (%(W.V)vn, v) + (%(Vn.V)Vn,v) - (%AnVn,v) + (VAn,v)|,
(n'u;,v) —v(n'Au',v) = ((n'u".V)u',v) + 20((Va'.V)u',v) + (n'f,v)
+e?| — (%(an.V)an,v) + < nl) (Vn'.V)Vn!, v)

1
— (—1An1Vn1, v) + (VAnl,v)] :
n
entdo, para v = w, segue que:

(nw;, w) — v(nAw,w) = —(zu}, w) + v(zAu;, w) — ((zu.V)u,w) — ((n'w.V)u, w)
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—((n'u,. V)w,w) — v[-2((V2.V)u,w) — 2((Vn" ) Vw, w)] + (2f, w)

(= (Vn.9)Vn,w) - (%(Vz V)Vn,w) - (%(an.V)Vz,w)

+e?

— (%(w Vn)Vn, w) ( (n11)2(Vz.Vn)Vn,W) - ( (n11)2(Vn1.Vz)Vn, w)

1 1 1 Z 1
+ <W(Vn .Vn )Vz,w) + <%AnVn, W) - (EAZVH,W

— (ilAnIVz,W> + (VAz,w)|.
n

Observe que,

1
(anW) — thH\/_ ||L2(Td) - i(ntwv“’)
1 v
_ 2 Z - _
- thH\/_ ||L2(Td) 2(( Vn)w, w) 2(WAn,W)7

—v(nAw,w) = v(nVw,Vw) 4+ v(w.Vn.Vw)

> val|Vwl|?®,  +v(w.Vn,Vw).

L2( cl

Estimamos os seguintes termos como se segue:

1 1
@I, < Sl 90 I 9]
< CE)IVull?, A, IwIE, ., +olVwIE,
2 2 2
< oA, Iwl?, ., + 8l VW],
1% 1%
2w, )l < ARl 1 19
< CE)IVAnP, , WP, ., +elvwl?,
I/|(an7vw>| S I/HWHLQ(Td)||vn||Loo(Td)||vw||L2(Td)
< C@)IvAnp, , WP, ., +olvwl?,
Gt w)| < 1zl 0 91
< CE)IP, 12l +elVwl?,
vl(zAut, w)| < vl 1AW W
< o@lAwl, , 4P, ., +olVwl?,
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()W) < 2l 1l 190 9]
S O||Z||H1(Td)||Au||L2('ﬂ-d)||Vu||L2(Td)||W||L2(Td>
2 2 2 .
< Clauf, =2, + Clval, w2,
|G W)l < 2y Ny 19
2
< C@ER,,, Il A2, . + ol TwI2,
(VAz,w)| = [(Az, div(w))| = 0;
1 1 1 1
A )| S 1A 12 9
< CONVARE, , IV, + 0V,
1 1
FAZVTL?W S _||AZ||L2(Td)||vn||Loo(Td)||W||L2('ﬂ‘d)
2 2 2
< CE)IvAnl, , w2, , +allazl?,
1
(anVn,w)| < izl o 1801 o e IV 192
S O||Z||H1(Td)||VAn||L2(Td)||An||L2(Td)||W||L2(Td)
2 .
< Cvanp, , WP, ., +Clanl?, =2,
1 1 1 1 1
nl)Q(vn vn )VZ7W S @an ||Loo('ﬂ*(i)||vn ||Loo('ﬂ~d)||VZ||L2(Td)||W||L2(Td)
S CHVAanLQ(Td)||VAn1||L2(Td)||VZ||L2<Td)||W||L2(Td)
112 1 .
< CIvantR, V=P, ., +CIvAR R, w2,
1 1
(nl)Q(vn VZ)VTL,W S Can ||Loo(Td)||vz||L2(Td>||vnHLOO(Td)||W||L2(Td>
< CIVARY o 192 IV AR 1]
112 2 2 2
< CIvantR, Ve, +CIvanl, | wl?,
1
(VI T W )| < IVl 190l e 19y 9
< OVl VAR, IV AR W
2 2 .
< CIvanlp, VA2, , +CIVAnP, | WP,



(@ nw )| < Bl 1908, o 1900, 9
< Olell A0, L, 98N W],
< olanll,, 42, +CIVAn2, | w2,
1 1 1 1 2
(SO TTew)| < 2100 1950 9
< CEIVARE, Wl + AR,

(V) w) | < 2o 190 1920 W
S CHZHH1<Td)HA HL2(Td)H HL2(Td)
2 2 2 2 .
< Clanl?, IR, L, +Clanl?, WP,
‘((VHI'V)W’W)‘ S ||Vn1”Loo(Td)||vw||L2(Td)||w||L2(Td)
< CIVARY Ly VW W]
< C@IVARE, W, ., +6IVw?,
(Ve w)| < (V2] V0] 190,
< OV AU (9]
2
< c@)aul, VAR, , +6lVwl?,
((ntat Vw, W)l < Bl 99 191
< Cfaa o 1YW W,
112 2 2
< c@)au'l?, Wi, ., +&IVWIE,
('w a,w)| < BIwll L [Vl W
< CIVWl 0 AU, W
2 2 2
< c@)aul?, W, +olvwl?,
1
—(VaV)Vnw )| < CIVz] 1801, (W14
< C@E)IVARIR, | IVEIE, , +6lVwl?,

Obtemos,

H\/_ ) e, Tl VWIE, < 120IVW]7, 420 ]Az)7,

L2( d

2dt
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+CE)(1Anl2, , + VAR Hiw) R, A, VARt
2 4 2 2 2 2 2
HIvalR, Al L AR, R, W, R 19,

Somando a desigualdade diferencial acima com (2.27) e (2.28) escolhendo §; = va/26 e

91 = v/8 obtemos,

2 2 2 2 2
2dt(||\/_ 12, 0 22, VR, )+ SIVWE, | e,
2 2 2 112 112
FoIALIR, < CUBRIE, |+ VAR, |+ R, + A,
1 1
+|rVu||L2<Td>+HVA HLW)HIA 1 AW, IR, W2,
el + IR, ) (2.29)

Note que HVWH%(W) IVz|P?, 2 nay HA H2 > 0, e dai, a partir (2.29), integrando de 0 a

t e observando que ||\/nw||? < a|w H22 iy obtem-se que:

L2(']1'd)
2 2 2
IWOI2, ., + IO, . + IV,
2 2 2
<c / W2, + 22, + V=), )ds
onde
v(s) = lAan)Il, , +IVARG)IE, |, +lwG)IE,  +1Ad G, |+ Ve, |
HIVAR )2, L, + 1AL, + 1A G2, + IEGI2,
Agora, usando o Lema de Gronwall (1.2.8), obtemos;
WO, 0, + 12O, 0 +IVZOIE,
T*
< (iwoll, ., + 2, + V]2, ) x exp (o / w<s>ds)

Pt (:]7

pois zg = n(0) —n'(0) =0 e w = u(0) —u'(0) = 0. Logo u=u' e n = n'.
Com respeito a unicidade da pressao p associada ao problema, dado que o dominio em

questdo é conexo, a unicidade da pressao-solugao p é obtida em L2(0,T*; H'(T?/R)).
[

Coroldrio 2.3.1 Sejamd =2 ou3, euy € VNH?*(T?), ng € H3(TY), f € L*(0,T; H'(T?))
e f; € L?(0,T; L*(T?)). Entio a solugio (u,n) dada pelo Teorema (2.3.1) verifica as se-

guintes reqularidades:

u € L>(0,T*; H*(T?), n € L>=(0,T*; H*(T%)),
uc L*0,T; H*(T%), n € L*(0,T*; H*(T%)),
w, € L>=(0,T%; L*(T%), ny € L0, T*; H(TY)),
w, € L2(0, 7% HY(TY)) e n, € L*0,T%; H*(TY)).

)-
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Demonstragao:

Pelo Lema (2.2.2) temos a seguinte desigualdade diferencial;

CEIVAREZ, L+ 2 b2, AR, Sk, 4 IO, )

T A N 3 Y Y 2 Y /2
VAR, |+ LIAnER, < Cle 0 BN, , + M2, L, o+ 86k,
a2, +IVaER, - (AR, |+ b2, + IVARR, |+ llAnt,
AR, VAR, )+ C@)llnt IR, el [EI2,
FOIHIR, L IR, )

Integrando a desigualdade diferencial acima de 0 a t, com ¢ € [0, 7*], obtemos;

1 Ll
—HV R 1 —H ni? IVl

2 2 2
2 [, s+ [, s+ [ O, s

—l—y/ HVn H2 d)dS—I—V/ HVnt )HQQ( d)dS—l—l// HVAn (s)]1?

HA il

L2(Td L2(Td) LQ(Td> LQ(Td)

L2<Td>

1 1
/HAm 2, 0 ds < SIVAEOREO)R, , + In O, , + 1A O)2,

t
5lnE O, ., + 5Vn <>W%%+cwxﬂ¢nluma>mm% I P, .0
ARSI, + InE ), + 9SG, A, , + @I, .,
2 4 6 2
HIVARS)Z, , + ARG, + ARG, , + VARSI,
2
HIEGIZ, . + 16, )ds.
Agora, usando o Lema de Gronwall (1.2.9), obtemos;
1
k k k 2 nk
SIVARGEE, 4 St ARSI, L SR, I,
2 2 2
/nm%|@mw+/nm 2, . ds /nn 2, ., ds
—l—u/ HVn H22 » ds+1// HVnt H2 ds—l—y/ HVAn H;( "

1 1
/HAm P, s (4w%k WEO)IE, L+ IO, + S IAn O,
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1 1 t
5 OIE, ., + 5 IVREO)IE, . d)>.(1+c<u,a,a,ﬁ> / (lad*(s)2,
0

HIARFS)E, , + 1AL, + 1Ak G)S, , + ITAFEIE, , + IEE)IP,

t
k)2, + 562, )d ) X exp (cw,s,a,m / AR, ., + I G,
HITAFS)IE, ., + 1AL, + 1Anks)S, |, + VARSI,

+[£(s)]2

2 .
Hl(']l‘d) || t( >||L2<Td))d8)’

como, pelo Lema (2.2.2) temos que

[9nb )12, ., + O, , < Cea ol o 70l )
obtem-se que:
1
k k k 2 nk
SIVARREIR, 2, L S IARHR, S, I,

2 2 2
/||Vut ||Lz(w)d3+/ I ()I, .., ds /”” M2 ra) B9

+u/\|Vn uiddsw/ IVnf)I2,, ds+v/ VAR ($)I7, . s

/ |Anf(s)[2, , ds

< O, B 1100l oo s 10l s 1€ e yoceay Il e g T°) = G
Portando, obtemos as seguintes regularidades,
u; € L0, T*; L*(T%)), nf € L>(0,T*; H'(T%)),
uf € L2(0, 7% HY(TY) e nf e L*0,T* H*(T?).
Observe que u* € L>°(0,T*; H(T%)), n* € L>(0,T*; H*(T)) e £ € C([0, T*]; L*(T%))

e entdo, pelo item (7) do Lema (2.2.3), tem-se que;

IVARMZ, A2, < CaBo)(IVatilt, |, + Ve,
k k|4 k k
+||Vu ”LW) + || An ||LW +Anf|?, |+ 1An ||LW)>
k112 2 2 2
+C(we,a B2, 12, + Cv.a, BV, |+ Cla)lwl?,
< C5;

portanto,

uc L0, 7 H*TY) e neL>0,THTY).
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Agora, integrando de 0 a ¢, com t € [0,7%] o item (i) do Lema (2.2.3), obtemos;

L2(Td)

/HAQk P, s <[AmAm<ﬂ@%®+HVAn<w

+HlAu ()|, )ds < C3,

L2(Td)

logo,
n* e L*(0,T*; H*(T%)).

Por fim, integrando de 0 a ¢, com ¢ € [0,7*] o item (i7i) do Lema (2.2.3), obtem-se que:

t t
/0 HVAuk(s)HiQ(Td)dSS/O (O(v,a,ﬁ)llvut( N2, T Ca)(Au ()],

HAuk ()2, )+ Cea)(IVARFSL, |, + VAR s
LOw.a BB, + Cwa) AP, , VIS,

+[IVARS ()%, )

L2 Td 2 d L2 (Td)

+cwﬂmW<m;M>@gc;

e portanto, segue que
u* € L*(0,T*; H*(T%).
[ |
Coroldrio 2.3.2 Sejamd =2 ou3, euy € VNH?*(T?), ng € H*(TY), f € L*(0,T; H*(T?))

e f, € L2(0,T; HY(T?)). Entao a solu¢io (u,n) dada pelo Teorema (2.5.1) verifica as se-

guintes reqularidades:

u € L0, T*; H3(T?)), n € L>(0,T*; H*(T%),
u € L*(0,T*; H*(T%), n € L*(0,T*; H*(T%)),
w, € L>=(0,T*; HY(T%)), ny € L=(0,T*; H*(T%)),
w, € L*(0,T*; H*(TY)), n, € L*(0,T*; H3(T%)),
u, € L2(0, 7% L*(T%) e nyg € L*0,T% H(TY)).

Demonstragao:
Considerando a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.4) e as regularidades

obtidas no Corolario (2.3.1), tem-se vélida a seguinte desigualdade diferencial;

2

LY
+ClbIR, ., + O

Vo vug|?, |

+CHft||

A, + b, < Va2

th‘
+g]?

L2(1d) L2(1d)

H1(Td) L2(1d)

integrando de 0 a t, com t € [0, 7*], obtem-se;
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IV, + [ 18, s+ [ G2, ds < vt

L2(1d)

+C/ N HE )||22Td ds+C/ VE(s)|]?,  ds

L2(Td)

t
4CAHMM@M“+CAWﬁw@M“+AC%
<y

Assim, obtem-se que:
uf € L0, 7% H(T%) N L*(0, T*; H*(T%)) e uf, € L*(0,T*; L*(T%).

Por sua vez, integrando-se de 0 a t, com ¢ € [0,7*] a desigualdade diferencial (i) do

Lema (2.2.5), tem-se que:

" t

|A%H2, |+ /HVA%%@EM¢ESHA%HZW-+CAHVAU<WZW)
2 k

c / |A%E (52, ds

< C3.

Portando, segue que
n* e L>(0,T* H*(TY) e n"ec L*0,T* H>(TY).

Assim, pelas estimativas obtidas acima, tem-se pela desigualdade (i) do Lema (2.2.5),

que:

1A

2 SCIAWE, VARt
< 0

+ OV, | 1ATE)

L2(T4)

+ A%t

L2(Td)

- 2(d 2 d)

logo,
n* € L0, T*; H*(T%)).

E ainda, integrando-se de 0 a t, com ¢ € [0,7*] a desigualdade diferencial (ii7) do Lema
(2.2.5), tem-se;

t t t
/ ||VAnf(S)||i2(Td)dS < C/ ||VAuk(S)||i2(Td)dS + C/ ||A27’Lk )||2
0 0 0

L2(Td)
t
-H{/HVA%%>W
0

L2(T?)
< C5;

e assim,

n¥ e L2(0,T%; H3(T%)).
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Agora, integrando-se de 0 a ¢, com t € [0,7%] a desigualdade diferencial dada pelo

Lema (2.2.6) e considerando-se as estimativas obtidas anteriormente, temos;

L2(Td)

t
k|12 2. .k 2 *
al|[VAu"|| +/0 |A%u (S)HLz(w)d‘S < Cy.
Entao, temos;
u® € L0, 7 H3(TY) e uf e L*0,T*; HY(TY)).

De forma andloga, integrando de 0 a ¢, com ¢ € [0,7%] a desigualdade diferencial dada

pelo Lema (2.2.7 ) e considerando as estimativas obtidas anteriormente, temos;

t
| 1wk, s < s

e dai, conclui-se que
nk € L*(0,T* H'(T%)).

2.4 Existéncia e Unicidade de Solucao GGlobal

Agora nesta secao vamos nos dedicar a investigacao de resultados de existéncia e unicidade
de solugao forte global no tempo para o problema (8)-(11) analisando separadamente o
caso Bidimensional do caso Tridimensional. Por fim obtemos resultados de regularidade

que sao necessarios para a analise de erro Global.

2.4.1 Caso Bidimensional

Agora assumindo uma hipétese sobre as constantes fisicas em vez dos dados iniciais sufici-
entemente pequenos, provamos a existéncia e unicidade de solucao forte global no tempo
sem assumir que forca externa ¢ suficientemente pequeno, sera obtida usando exponenci-
ais como fungoes peso e desigualdades do tipo Ladyzhenskaya e de Gagliardo-Nirenberg,
a qual é uma forma de trabalhar inspirada em [32] e [34]. Obtemos resultados de regula-

ridade semelhantes ao caso local.
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Lema 2.4.1 Sejam d = 2, ug € V, ng € H*(T%), £ € L*>(0,00; L*(T%)) e e/v < a/BC,
onde a constante C' > 0 € proveniente de imersoes de Sobolev. Entao, para algum v* > 0

e para todo 0 < v < v* e para todo t > 0, temos as sequintes estimativas para as solugoes
aprozvimadas (u®,n*) do problema (2.4)-(2.6):

t t
—t %] 2 —t vs k 2
e /0 VRt (s)[?, , ds < O, e /O At ()2, ds < Ca
t
—~t vs 2 k
IO, A< O I, <G
nk
IV, <Co e a<nt(@n) <p,
onde
Cy = CQ(V757 Oé,ﬁ, HuOHLQ(Td)7 an0||L2(Td)7 ||fHL00(O,OO;L2(Td)))
em particular temos,
u® € L°°(0, 00; L*(T%)), n* € L°(0,00; H'(T%)),
11 < Lloc(07 0Q; Hl(Td>>7 n S Lloc(07 00; HQ(TC[))?
nf e L7 (0,00, L*(T%) e n*e L®(0,00; L(T%).
Além disso, [nfO)|,, < CA V]l 1800, 0 )

Demonstracao:

De forma andloga ao Lema (2.2.1) se obtém que,
O<a<nfzt)<B qtp (z,t)€Tx]0,00],

ou seja,
n* € L>(0, 00; L°(T%)).

Também se obtém a seguinte igualdade diferencial:

R L Y - L (2.30)

£2(1dy’

Multiplicando a equacdo (2.4) por —An* e integrando-a sobre T?, por integracio por

partes obtem-se:

1d
S IV, AR, = (V) Vi),
estimando o termo da direita,
(V(u".VnF), VnP)| = |(Vn*.Vu*, VnP) + (u".V2n", Vn")|

1
5 (0", V[Va'?)

= |[(Vn".Vu*, vn*) + i
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= |[(Vn".Vu*, VnF) — %(divuk, |Vn* %)

= ’(Vnk.Vuk, vn®)|

S ||v k||24( d)|| k||L2('ﬂ~d)

(i)

E e [N 1 S LY

S C/B”nkHH2(Td)||vuk”L2(Td)

20?8

< Ui, [T,

Somando com (2.30) temos,
0252
k k k o
IR, IR ) R, < S,
+vln®?, - (2.31)
Agora, fazendo v = u* em (2.5) e observando que,
1
kek kY VrEu®2 Lok kok
(n ut7u ) - th” ||L2(Td) Q(ntu u )
1 v
_ /|2 Ltk T ky ik kY _ YAk k ok
2th|| ||L2(Td)+2((u Vn")u" u) 2(Anu,u),
e?
—v(nFAU* uF) = v(n*Fvu®, Vo) + v (VnF va, ub)

= 1/||\/7”L’“Vu]"’|]2 Td)—i—u(Vnk.Vuk,uk)

> va||Vuf||?,  +u(VnF.Vu ub),

- 2 d
portanto temos,
1 v
/mku”2 k Lok ko k k Vi ka k ok
2dt” I L) + va||Vu ”LQ(’H‘d)_ 2(11 Vn .u,u)—|—2(u An®, u")

—u(VnF.Vu* u*) — (nfu”. Vu*, u*) + 20(VnF VuF u*) + (nFfu”)

+e?

1 1
— <E(Vnk.V)Vnk,uk> + <<nk)2(Vnk.Vnk)Vnk,uk)

— (%AnkVnk,uk) + (VAnk,uk) ] :

AnFu* uFdx
Td

= —Z/ Vn* .V (u*.u*)dr
2 Td

Observe que,

g(ukAnk,uk) =

(CRIN



logo,
v

2
Também observa-se que:

1
- (ﬁ(Vnk.V)Vnk,uk>

e entao,

e
(n*)?

Temos que,

1
2((u VnF)u®, u®)
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v

= ——/ oVn* . Vu* uFdx
2 ']I‘d
= —v(Vn".Vu* u"),

—(u”, An* u®) — v(Vn*. Vu*, ub) + 20(Vn* . VuF, uf) = 0.

—/ kVn N2k uFdz
Tdn
1 2 k
— —uF V2 Vntdz
T

4 nk

/VQku®V dx
Td

vnF.div (u QR Vn —) dx

Td nk

1 1
voF. [ div | =Vn* | u* + Vu*. V= | dx
T nk nk
vnk. iAn PV VnFu® + Vuk.Vnki dzx
Td nk nk

1 1
(EVnkAnk,uk> - ((nk)2(Vnk.Vnk)Vnk,uk>

1 1
— (—(Vnk.V)Vnk,uk) + ((nk)z(Vnk.Vnk)Vnk,uk) - (ﬁAnkVnk,uk)

1
k k ..k k ..k k k k
—nkVn An,u)—((nk>2(0n Cn)Cn,u)—i—(—nkCnCu,Cn)

(Vn* . Vn*)Vnk, uk> — (%AnkVnk, uk>
n

dx




portanto,
1
2((u VnF)uFu®) — (nFu®. vu*, u¥)

Assim obtemos,

|Vt

2dt + va|| VuF|?

L2(14)

Estimando os termos a direita:

£2|(VAn*, u")|

JAO»® L

1
5((nkdiv(uk

L2(rd) —
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DRRTET

=1 j5=1

yu®, u*) + 2(nfuf . vu, u"))

(n*u*.vu*, u*),

= (nFu*.Vu* u*) — (nFuh.vu* ub) = 0.

< (n*f,u") + & (%Vnk.Vuk, Vnk>
n
e2(VAnF, ub).

g2 | (Ank, divuk)]

|(nkf7uk)| S ||nk||Loo(Td)|| ||L2(Td)|| k||L4(Td)
< M 19
k )
S (V a76)||f||L2(Td) ||V ||L2(Td)
2 1 k k k g2 k k k
—Vn . Vu*, Vn < —|(Vn".Vu", Vn")|
n «
< SIVRtE, | IV
— a L4(1d) L2(1d)
< T, 0 V04
250
< L un’fumd)HVu’“HLW
48452C2 . .
< ——n HHQ(W HV HLQ(W)
Assim temos,
k k
SOV, SR, < Can Bl
4845202

— "Il (2.32)

m2(Td) "
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Multiplicando a desigualdade diferencial (2.31) por av?/23%C?, impondo a seguinte

hipotese;
€ a

< 2Ua5C

e somando-a com (2.32), obtemos;

d (1 & & av ok v ot
& (GIVIRE, L+ S, + 19, ) + S,

N 051/3 46202 ” kH
282C vad H2(1d)

Cv.e,0,B) 02, , +Clw.e,a, B)f]

)-

IN

LQ(Td

IN

Clv,e,a. B, |f]?

L (0,00;L2(T4))

Definindo-se,

2 2
InF(2, A+ ][ VP2

p(t) = ||\/—k ‘I

£2(Td) 4520 L£2(1d) 4620 £2(1d)’
3 432072
. Q a2 av pC k2
0(0) = 190, + (3~ o ) I
Ci=Clrea B, )
tem-se a seguinte desigualdade diferencial,
0 (1) +u(t) <Oy (2.33)

Observe que exite uma constante Cy > 0 tal que ¢ < Cs1), entao escolhendo 0 < v <
v* = 1/(2Cy), multiplicando (2.33) por €', temos:

(1) + (9(1)) < Cre +rerp(t)
< Cre" + vt o(t)
< Cie’t+ %ewtb(t),
e entao,
(o)) + 5 (D) < e,

integrando de 0 a ¢ e multiplicado por e~ obtemos;

1 t t
o(t) + 56_%/ eY(s)ds < (0)+ Cle_7t/ e’ds
0 0

< C.



Logo,

u” € L>=(0, 00; L*(T?)),
u” e LZOC(O,oo;Hl(']I‘d)) e
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n* € L>(0, 00; H(TY)),
n* e LZOC(O,OO;H2<Td>).

Aplicando a norma de L? & equagao (2.4), obtemos;

b2, . < CIWEVnb2, , +CWlant,
< COlu ’fnim)u 'fnm cw)antle,
< O 170 1T 1], + O AR,
< OOV |87 ) + CONDRFE,
< OOV, , +C(C )l ant, (2.34)

e multiplicando tal desigualdade por €', integrando-a de 0 a t e, em seguida multiplicando

a desigualdade obtida por e™7* conclui-se que,

t
—yt s
[ IR, s

e, portanto,

<C(Cy) Vt>0,

nk e L2 (0, 00; L*(T%)).

Por ltimo, aplicando novamente a norma de L? & equagao (2.4) e fazendo ¢t = 0, obtemos;

Ing (0)]2

L2(1d)

IA A

Cllu*(0). 94 0) 2, ,
CVuoll, ., 1 Am|?

O, oy Imoll o)

C.

C(V)HM Ol
C(v)||Ano]?

L2(1d)

L2(Td) L2(Td) L2(Td)

Lema 2.4.2 Nas hipdteses do Lema (2.4.1), tem-se que (u*,n*) satisfazem a sequinte

desigualdade diferencial:

k: k|12
G, L + I,
k
Vg2, .+ vlntl
< C(v,e,a, B, Cy, |If]

Demonstracgao:

L2(Td)

k
L0 (0,00; L2(’H‘d)))(|| t “LQ(Td)

+HlAnk?, |+ vIVeEVatE, )+
LQ(']I‘d

vl

L2(Td) L2(Td)

+v||VAR*|? ||A "2

2 ol

+ v||[VRFVub|?

LQ(Td) L2(Td)

+ '“H )%

H2(Td) £2(1d)
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Derivando-se a equacio (2.4) em relagao & variavel temporal, multiplicando-se por nf

e integrando-se sobre T¢, obtem-se:
Ld, o k|2 ko, k ok ko, k ok
S kIR, L+ IVAER, = —(ud Tt k) — (o Tk k).

Estimando os termos a direita como segue:

L I 173 IO\ JOON 11 B
(iv), (id)

<l M2, 12 S, (2

< OOz Ing 112 t|‘2/12(ﬂ.d)||nk”2/22md)

< O 51,52)||”f||L2 o) +C(5,51,52)||nk||H2 jrd)‘f'51|| f”Lmd

1 1. ..
|(u*. Vg, nf)| = §|(uk,V(nf)2)| = §|(d’bv(uk), ()| =0,
obtem-se:
kIR, oy IR, < OGBSI, + CB At
s, + Sallnf 2, (235)

Agora fazendo v = u¥ na equagao (2.5), temos:

(nkuf, uf) + ((nkuk.V)uk, uf) + V[—(nkAuk, uf) — 2((Vnk.V)uk, uf)]

= (nkf7 uf) + &2

1 1

1
- (ﬁAnkVnk,uf) + (VAnk,uf)]

Observa-se que
(n*uf,uy) = [|[Vnru

2
L2( d - || H 2(Td)

e também

—v(nFAUF uF) = »(VuF, V(nFub))
= ]/(Vu ,nkVut) + V(Vuk,Vnk.uf)

em particular

1d
LV, = (vt

2 dt L2(1d) 2dt

2|| t”

al(Td)’
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logo

v(Vut, n*Vuy) = H\/_ ut” (Vu n; Vu')

L2(']1"d)

2dt

e, portanto,

—v(nFAu* uf) = H\/_VukH2 (Vu nfvu®) + v(Vu*, vntuf).

2dt

Assim, obtemos a seguinte desigualdade diferencial:

k112 2
LIV, ol <

—v(Vu* . Vn* ,ut) - 21/(Vu VnF uf) + (nFf,uf)

(Vu anu) ((nkuk.V)uk,uf)

1 1
— (E(Vnk.V)Vnk,uf> + <W(Vnk.Vnk)Vnk,uf)

+e?

1
— (ﬁAnkVnk,%“) + (VAnk,uf) ] .
Estimando os termos a direita como segue:

(Vo nfva)| < 2|t
(ii3)
<

2’ 4(Td)H t||L2(Td)
C(V> ||vuk||L2(Td)

< C(v.0s)[[Vuf||]

JAwH o b

+ O, ) |nfl2, , + Sl Aut|?,

L2(1d) L2(d)

|(n*u*.Vu*, up)|

IN

BN, o 190

—
<
=

k1/2 uFl11/2 o
< 2, A2 190, 0
< CE.OVEL, , + o], |, + Sl Aut?,
3|(Vut.Vnb uf)| < Ve 9

(v),(3)

£ cuwnpTd)Hw’fuig;d)vauzgd)||u5f|rL2(Td)

S 0(02,51,54)”ka”42 rd) —|—(54||VAnkH22 ) +(51|| HLQ('JId)’

Observe-se que, .
- k k

e entao,

()] < 108 Ty 02

< Cla)n*|?, , If]

H2(Td) L2(1d) || t ||L2(']1‘d)
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k
S C(a’ HfHLoo«),oo;LQ(Td))’ )” HHQ(']Td) 1” t“L2(']1’d)'
1 g2
(G I T T O
(iv), (i)
<O oI M2 AR VAR b
< (5 Q, 67 51’ 54)||nk||H2 (1) + 51” §||L2 d) + 54||VAnk||L2(T,1)'
2 1 k k ko ok < g’ nk
€ (nk)g (V?”L vVn )Vn » Uy = ?H HLG(Td>H tHL2<Td)
(vi)
< @)Vt IA0H12, [0
< Clea,Co o)L, +alufl?,

e’[(VAn, up)| = *|(An*, div(ut))| = 0;

( An*Vn* u} )

(#v), (422)
< Cle,a)|[nfM2 (2 (AR [V ARF|M2

Loo(Td) H2(Td) L2(Td) L2(']1‘d) || t ||L2('JI'd)

< Cle o, 8,00, 04l +aullugl?, |+ 6l VAR

< —||Vn'“|| 1An®|

£4(Td) L4(Td)||llt"L2<Td)

2 d) 2 d 2( d)

Assim, obtem-se,

VIR, kP, < O 8, o6, ) VR, o+ Ok,
+C(v,e,0,Cy, ||f||m0m;L2(Td)),6l,53,54>||n"||;§m + 601 |uf|?, |+ 20 Aut]?,
+304]| VAn*||? (2.36)

2'1[‘d

Multiplicando a equacio (2.4) por A?n*  integrando-a sobre T¢ e fazendo-se integracio

por partes, obtem-se;

57 1An (Vnk.Vu*, VARF) + (u*.V2nF, VARF).

k)2
L2< o T v||VAR"|| r2 e

Estimando os termos & direita:

(Vn* .V, VARF)| < [Va®|| , , [IVa®]], L, [IVARE|
(idi), (vi)
S v VAN o il e [0 A [\ AN

L2(Td) L2 Td) Loo(qrd) HQ(Td)

< C(B, 33,00 |Vu"|? +C(5>53,54)H”k\\4 . T 03[[Au "2
+04||VAR k“ ;

2(1d)’

LA(Td) LA(Td) L2(T4)

L2(Td)

2(14) L2(Td)
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(v)
S 0(02,53,54)||nk||42 1d) +53|‘AU’€H22 1d) +54||VAnkHi2(Td)

Portanto tem-se que,

ARt vIVARHE, < O3, Codr s [V,
C(B, O b5 )N, + 20| AHIE, 42 [VARNE, (287
Agora, fazendo-se v = —Au* na equacao (2.5) temos;

v(n®Au®, Au®) = (nFuf, Au®) + ((nFu.V)u*, Au*) + v((VnF.V)u*, Au®)

—(n*f, AuP) + £

<%(Vnk.V)Vnk, Auk> — ((n—i)z(Vnk.Vnk)Vnk, Auk)

+ (%AnkVnk, Auk) — (VAnk, Auk)
n

Estimando-se os termos a direita da equagao acima, obtem-se:

|(n ut7Au )| S /8||ui€||L2(Td)||Auk||L2(Td

5#1 g

k k
< —lu t||L2(Td) Q_MH ||L2<Td)
(v)
< B, A L A
< C(B.Cua) [V, + 20 A2,
(Ve vut, Au)l < v Vet VR A,
(4v),(441)
<t It 2 A A
< CWB0)ntl, . + Cw,B.05)[Vatll], | +20s]Aut?,
como
a 1
1= < Dt < O AR,
segue que:
(™, Au)| < 8] I 1AW

AN

|Au’]

< Cla)n*|?, , If]

H2(Td) L2(Td) L2(1d)



86

k a2
< O8] gy S, + B2,
g2 (L(Vnk V)Vnk Auk)’ < iHVn’“H ||V2nk|| ||Auk\|
nk : ’ ~ a L4(1d) L4(Td) L2(1d)
(i), (i47)
<)t 2 ARE 2V AR A,
< C(g,q,p, (55,56)||nk||i2 ) —|—55||Auk||2 +56||VAnk||i2(Td)
2| (L (ynt vak)vnk A < vt Au*
(vi) k k k
< Cle,a)[Vnt| 50 1An !\L2<Td)ll LSl
< Oleo, Coby)[n L, , + Sl A2,
2 1 o k £ k k k
Akt At )| < ST A 1A
(dv),(444)
<Ol It 2 M2 AR (AR A,

< Cle,a, 8,05, 06) "1, ., + 05 AWC2, -+ 06l VAR

H2 Td 2( d)

2(VAnF, Au®)| = &*|(AnF, divAu®)| = 0.

Por fim, tomando-se 05 = va/48, s = 4B%v/12va? e uy = 28/va e multiplicando a
desigualdade resultante por va?/4/3% obtemos:

2.3

vea k k k
A, < T, SIVAR, |+ OB OV,
(2,0, 8, G Iy I (2.38)

Somando as desigualdades diferenciais (2.30), (2.34), (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) e fa-
zendo 01 = /32, » = /2, 03 = 2a?/16% e 0, = v/16 assim obtemos:

A N L N - +uwnkVukui D 1

k|2 k|12 k|2 k12 2
FITRER, |, + o2, +vIVARE, |+ AR, | +aluE,
SC<I/7€7a7/87027HfHLoo(Oyoo;LQ(Td»)(H tH2 d + H kHHQ Td +VH VukHiQ(Td)
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Teorema 2.4.1 Sejam d = 2, ug € V, ng € H*(T?) e f € L>®(0,00; L*(T%)) e /v <
a/CB. Entao existe uma unica solugao forte (u,n) para o problema (8)-(11), verificando

as sequintes desigualdades, para todo v > 0 e para todo t > 0 :

||u(t)||§{1(w) <C, ||"(t)||?12(1rd) <,
t t
[ o ds < €. e [ () By ds < ©
0 0
t t
[ O aads <€ [ ) s < €
0 0

e m®lsn < C.

Em particular,

u € L0, 00; H*(T?)), n € L>=(0, 00; H*(T%)),

u € Li, (0, 005 H*(T)), n € Li.(0, 00; H(T7)),

w, € Lj,.(0, 00; LX(T)), ni € Lip (0, 00; HY(TY)),
e ny € L™(0,00; L*(TY)).

Demonstragao:
Inicialmente trabalhamos no sentido de estabelecer Estimativas a Priori com o objetivo

de garantir a existéncia de solugoes. Com esse intuito, considerando-se,

olt) = bl +IHIP,  + IAH2, , + o VPvat|?,
nk k k via’? u*
Vi) = Vb, VIV, vt VAR, | A,
X0 = o], .
¢y = O(”? €, Q, ﬁ? 027 ||f||LOO(O’OO;L2(']I‘d)))7
entao, pelo Lema (2.4.2), tem-se,
P () + x(t) + v(t) < Cre (D). (2.39)
Observe que,
0<a <, <Ol
entao,
0<a?<pt).

Como x(t),%(t) > 0, tem-se que:

/

@ (t) < CL? (1),
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e dividindo-se tal desigualdade por ¢(t) temos,

d
Snlt) < Cra(h)

Multiplicando-se a desigualdade diferencial acima por €, com v > 0, obtemos;

d
E(e”’t Inp(t)) < Crep(t) +ve' Inp(t).

Como,
Inp(t) < p(t), paratodo t> 0,

entao,

£ me(n) < Ceplt) + 170 (0)

e integrado-se a desigualdade diferencial acima de 0 a ¢, obtem-se que:

t

t
e Inp(t) —Inpy < 01/ e p(s)ds +’y/ e p(s)ds,
0 0

multiplicando a desigualdade diferencial acima por e~ 7, temos;

t ¢
Inp(t) <e M lngy+ Cle_wt/ e p(s)ds + ye / e’ p(s)ds,
0 0

pelo Lema (2.4.1) temos que,

t t

Inpt) < e 1n<p0+0167t/ e”%o(s)ds%—’ye”t/ e’p(s)ds
0 0

< C,

e, portanto, obtem-se que
o(t) < e’ < C3 Vt>0.

Voltando para a desigualdade (2.39), multiplicando-a por €7 integrando-a sobre 0 a t e,

em seguida, multiplicando-a por e~ 7!, temos;
t t t
gp(t)—l—e”t/ e”sx(s)ds+evt/ e®Y(s)ds < e”t/ e’ Csds

0 0 0

t
+76_7t/ e p(s)ds + ¢o
0
< C.

Com os resultados obtidos acima, pode-se fazer a Passagem ao Limite e Verificacdao
dos dados Iniciais de forma totalmente andloga ao Teorema (2.3.1), concluindo que (u,n)
é solucao forte Global do problema (2.1) - (2.3).

O préximo passo sera entao, o de mostrar a unicidade de solucao:
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Trabalhando de forma anédloga ao Teorema (2.3.1) obtem-se a seguinte desigualdade

diferencial;
2dt(H\/— W, ey 120 HIVEIE, )+ ZHV w2, e HVIVEI,
Pasl, , < COanlE, , + VAR, , + iR, + 15w,
B N N I e
Hel?, L+ IVEE, )
Note-se que ”VWHi HV H;( Az, 1, 2 0 ¢ integrando-se a desigualdade diferen-
cial acima de (m — 1)T* at, com t € [(m—1)T*, mT*], para todo m € N, e observando-se
ave [Vawl?, , < alwl?, . tem-se que

w12, ., + 12012, + 192012, < Cll(m - D)2,
t

+Clwlm = DT, +C [ (AR,
(m—1)T*

HIVARS)E, R, + IV, + AR, , + 19 6P,

+C[|Vz((m — T2

L2(T2)

HanE)lL, , +l1aut )2, + IEEIE, ) (wE)E,
)2, + V62, ., )ds

Agora, usando o Lema de Gronwall (1.2.8), obtemos;

2
[0, ., + V=012, + WO, < (- DT,
t
HIV2(m = D72, + W = D2, esp (0 /(m_l)T*(HA()HLQ(Td)
2 2 k|2 2
HIVARE)IE, , + 62, + Va2, + A2, |, + VARG,
4 2 2
HIARGIL o + 1AW, + IEGE, , )ds )
Dado que,
t
2 2 2 10\[2
L SO, IV ARGIE, |+ I+ 1A G,
k
HIVAR' )2, + Va2, + [An)l,
2 2
HIAR )R, + IR, )ds < oo

para todo m € N, segue-se que,

[eI2, + V202, + W@, , < Cle(m = DT, ,
HITe(m = DT, L, + Iw(m = DT, ).

L2(Td)
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Entao, para m = 1 tem-se que

12O, ., + V@I, ., + W@, < CUOE, , + VO, .,
HwO)I2,.,) =0
logo,
1O, .., = IV2OI, . = WO, ., =0 Vte[0,17].
Para m = 2 tem-se que
112, + IV, + WO, < CUTP, , + IV,
Hiw (T, ) =0
e entao,
12O, ., = V=12, , = W2, , =0 vie [T 2T
Repetindo-se esse processo, conclui-se que
IO, .. = IV, ., = WO, , =0 Vte[0,mT"], ¥meN.

Portanto,
u=u' em L*0,00; L*(T%)
n=n' em L*0,00; H(T?).
|
Corolario 2.4.1 Sejam d = 2, uyp € VN H*(T?), ng € H3(T?), f € L>(0,00; H*(T?))

e f, € L>=(0,00; L?(T?)). Entdo a solu¢io (u,n) dada pelo Teorema (2.4.1) verifica as
sequintes desigualdades, para todo v > 0 e para todo t > 0 :

Hu(t)”?p(w) < ||”(t)||§{3(1rd) <C,

o) oy < €
t
[ ) s < €,

t
[ O s <€ e
0

Em particular,

u € L>=(0,00; H*(T%)),
u € L,.(0,00; H*(T?)),
)
)

w, € L>(0, 00; L*(T%),

w, € L2,(0,00; HY(TY) e

IO oy < €,
t
e“Aewmw;mmsa

t
[ e rads < €.
0



91

Demonstragao:

Pode-se reescrever a desigualdade diferencial dado pelo Lema (2.2.2) da seguinte forma:

(1) +x(t) +o(t) < Cro(t)B(1) (2.40)
onde,
1 1 1
k k|2 k k
()=—||V R ||A [ 1 1 = [
_ u* nk k k
P(t) = S IVER, I, TR, bR, AR,
X)) =v|[Vngl2, |, +vIVetl?,
_ k nk k k nk
B(t) = lAa?, |+ 1IntI2, ., +HIVAREIE, A lARTT, AR,
k
VAR, .
2
Cr=Clvza Bl o B, )
Note-se que
O <« S ”nk”Loo(Td — O||nk||H2(Td
entao,
0 <o < op(t),
e

t
e‘”t/ eB(s)ds < C
0

Entao, de forma anédloga ao Teorema (2.4.1) mostra-se primeiramente que
p(t) <C Vt>0.

E em seguida se obtém a seguinte desigualdade;
, t t t
o (t) + e”t/ e x(s)ds + e”t/ eP(s)ds < Ce”t/ e’ B(s)
0 0 0

t
—l—ve‘”t/ e’ p(s)ds + g
0

< C, Vvt>O0.
Assim, conclui-se que:
u; € L=(0,00; L*(T?)), ny € L*(0, 00; H'(T)),
u; € L%(0,00; L*(T7)), ny € L*(0, 00; H'(T)),

ut € LZOC(O,OO;Hl(Td)) e nt € LZOC(O,OO;HQ(Td)).
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Considerando a desigualdade (i) do Lema (2.2.3), tem-se que

IV An®|2

£2(1d)
logo,

u” € L°°(0, 00; H*(T?))

k12
aut,

< C(C5) = Cy V> 0;

nk € L°°(0, 00; H3(T?)).

Pela desigualdade (i7) do Lema (2.2.3), tem-se que

t
[ A, ds < G ez 0

em particular,

M e L2 (0, 00; HY(T?).

E por fim, considerando a desigualdade (iii) do Lema (2.2.3), tem-se que

t
aw/"awvau()
0

e, em particular,
u* e L?

L2(Td)

loc

<Oy, V>0,

(0, 00; H3(T)).

Coroldrio 2.4.2 Sejam d = 2, up € V N H3(T?), ny € HXT?), f € L>(0, 00; H*(T9))
e f, € L°°(0,00; HY(T)). Entio a solu¢io (u,n) dada pelo Teorema (2.4.1) verifica as
sequintes desigualdades, para todo v > 0 e para todot > 0 :

la(t) sy < C.
s (0) ey < C

t
[ ads < €.
0
t
e [ O (o) s < €.
0

t
e [l nds < ©
0

Em particular,

In() s ey < €

I () 1772 py < €

t
e [ (o) By s <
0
t
e [ O us) s <
0

t
e [ P n(s)uln s < .
0

n € L>(0, co; H*(T?)),

2c(0, 003 H(T7))
ny € L>(0, 00; H*(T),
ny € Ly (0, 00; H*(T?)),
ny € Li,.(0,00; H'(T?)).

nEL

Y
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Demonstragao:
Considerando a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.4) e as regularidades

obtidas no Coroldrio (2.4.1), tem-se a seguinte desigualdade diferencial;

IR, I, AR, < OIVaER, L+ Ol + O

multiplicando—se tal desigualdade por €, com v > 0, integrando-a de 0 a ¢, com t > 0, e

por fim, multiplicando-se a desigualdade obtida por e~ segue-se que:

t t
IV, e [ b2, s e [ e auks)
0 0

t t t
e /0 V()2 ds + Ce / ()2, , ds + e /0 Cer*ds

0
<C.

s < [[Vuy(0))?

LZ(Td) L2(Td) L2(Td)

Assim obtemos a seguinte estimativa;

uf € L>=(0,00; H(T%)), uf € L2 .(0,00; L*(T%) e u¥ € L} (0, 00; H*(T%)).

loc loc

Considerando-se a desigualdade diferencial (i) do Lema (2.2.5), multiplicando-a por
e, com v > 0, integrando-se de 0 a ¢, com ¢ > 0, e por fim, multiplicando-se a desigual-

dade obtida por e, segue-se que:

t
A%, e [ VARG, ds < A%

L2(Td)

t

t
—l—C’e‘”t/ eVSHVAuk(s)H;(Td)dS+C’e‘7t/ || A%n* (s)|)
0 0

L2<Td>

<C.
Portando, obtem-se que
n* € L=(0,00; HY(T?)) e n*e L}.(0,00; H*(T%).
Assim, pelas estimativas obtidas acima, tem-se pela desigualdade (i7) do Lema (2.2.5) que

k k|2 k k 2 k 2 k
|ARk2, < CIAWME, | [VAREE, |+ IV, | A%, o+ ClAREE,

< C Vt>0,

e dai,
ny € L>=(0, 00; H*(T)).

E ainda, considerando-se (ii7) do Lema (2.2.5), multiplicando-a por €, com v > 0,
integrando-se o resultado de 0 a ¢, com ¢t > 0, e por fim, multiplicando este por e,
tem-se que:

t

¢
e—vt/o evSHVAnf(s)HiQ(Td)ds < C’e—%/o | VAu" (s)]?

L2<Td)
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L2(1d)

' t

+Cevt/ 678\|A2nk(8)|’i2(w)ds+CeVt/ VAR ()2, , ds
0 0

<

logo,
n¥ e L2 (0,00; H3(T)).

loc

Agora, multiplicando-se a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.6) por ¢!, com
~v > 0, integrando-se a desigualdade resultante de 0 a t, com ¢ > 0, e por fim, multiplicando

por e 7 e considerando as estimativas obtidas anteriormente, tem-se que:

L2(1d

t
VAW, +e [ oAt , ds<
0
donde se conclui que

u® € L°(0,00; H3(T?) e u* € L} .(0,00; HY(TY)).

loc

De modo andlogo, a partir da desigualdade dada pelo (2.2.7 ) obtem-se

t
e [T, ds < C
0

L2(1d)

e portanto,
nk € L7 (0, 00; H'(TY)).

loc

2.4.2 Caso Tridimensional

Agora assumindo que os dados iniciais e a forga externa sao suficientemente pequenos e
sem assumir hipdteses sobre as constantes fisicas, provamos a existéncia e unicidade de
solucao forte global no tempo, este é obtido usando exponenciais como fungoes peso, a qual
¢ uma forma de trabalhar inspirada em [32] e [34]. Obtemos resultados de regularidade

semelhantes ao caso local.

Teorema 2.4.2 Sejam d = 3, ug € V, ng € H*(TY) e £ € L>*(0,00; L*(T%)), tais que
|]u0Hil(Td>, HnOHfﬂ(Td) e HinOO(Om;LQ(Td)) sdo suficientemente pequenas. Entdo existe uma
unica solugdo forte (u,n) para o problema (8)-(11) em (0,00), verificando as sequintes

desigualdades, para todo v > 0 e para todot > 0 :
()11 ra) < C I (&)|[2ge) < C.

t t
[N s <0 e [ ) grads < €
0 0



Em particular,
u € L>=(0, 00; H*(T?)
u € Lj, (0, 00; H*(T%))
w, € Lj, (0, 00; L*(T?))

Demonstragao:
Pelo Lema (2.2.1) temos:

95

t
e [ O s s < .
0

1724 ()| 720y < C-

n € L*(0, co; H*(T))
n € L, (0, 00; H*(T%))
ny € Lip,(0,00; H(T7))
ng € L>(0, 00; L*(T%)).

P +x) +et) < G+ O+ O )+ ClEDIE, (241

onde,
o) = LIV, L+
X = S, + o vnt?
2.3
o) = Srlae,
C; = Ci(v,e, 0, 0),
Cy = Cy(v,a,p).
Existe C3 = Cs(v, &, a, ) > 0, tal que,

C3p(t)

Definimos,

Cy = Cysupess ||f( )H2
£>0

logo, temos a seguinte desigualdade diferencial:

|| s
£2(1d)

+ [|n*[|?

LQ(Td)

< ().

L2(1d) ]/H k||i2(Td)
2 k112
_|| t||L2('Jl‘d) + || ||L2('Jl‘d)
k
2 vani2, .
£2(1d)’

@ (t) < Ci(9*(t) +9°(t) + 9'(t) — Capp(t) + Cy

©(0) < po.

Definimos a funcao:

G(y,Cy) = Ci(y" + y* +y°) — Cay + Cu.
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Tem-se que a funcdo G é Localmente Lipschitz Continua. Seja y(t) com t € [0,T) a

solucao do problema de valor inicial:
y(t) = Culy' () +y°(t) + y*(1)) — Cay(t) + Ca = G(y,Cu)
y(0) = ¢o. (2.42)
Pelo Teorema (1.2.1), temos que
e(t) <wy(t) Vte[0,T).

Agora considerando o caso particular da constante Cy = 0 e encontrando as raizes da
funcao G(y,0) vemos que y =0 e y = C(Cy,C3) > 0 s@o as raizes de G(y, 0).
Considerando Cy > 0 apenas ira transladar o grafico da funcao G para cima, assim

considerando C}y suficientemente pequeno tal que 36 > 0 e a < 6, entao,
y=0 e y=C(C,C3)—9>0,

sao as raizes de G(y, Cy).
O sistema (2.42) é um problema auténomo, as raizes de G(y,Cy4) correspondem as

solugoes constantes do sistema dado,
y(t) =90 e y(t)=0C(C1,C3)—0>0 ViteR

Como as trajetérias das solugoes de problemas auténomos nao se intersectam, as retas
y=209ey = C(Cy,C3) — 6 sao assintotas horizontais dessas trajetérias. Estudando os

sinais da funcao G, vemos que,
Gy,Cy) <0 <= d<y<C(C,C5) — 0,

G(y,Cy) >0 <= y<d ou y>C(C,C3)—0.

Escolhendo os dados iniciais suficientemente pequenos tais que § < ¢y < C(C1,C3) — 4.

Assim temos que a solucao do problema dado satisfaz a seguinte desigualdade:
a<d<y(t)<C(C,C3) —0o, Vt>0.
Por fim concluimos que
p(t) <y(t) < C(Cy, Cs) =6 = Cv,e,0, B, T If]1 e 0 porr2ayy), V¢ > 0.

Em particular,
u® € L°(0,00; H(T?) n* € L>(0,00; H*(T?)).

Assim, pelas estimativas acima, temos que a desigualdade diferencial;

O () +x(t) +v(t) < Cie’t) + Crp’(t) + Crp'(t) + Cu
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< O(V> £, a, B3, Td7 HfH%OO(O,oo;L%’]I‘d)))

Multiplicando a desigualdade diferencial acima por €*, onde v > 0 e integrando de 0 a t,

obtemos;

/0 t (e7p(s)) ds + /0 t e x(s)ds + /0 t e (s)ds

t t
< 05/ e”sds—i—/ ve¥p(s)ds
0 0

t t
< 05/ eds + 05/ ve'*ds
0 0

S C5€,Yt7

isto implica,

vt tvs d tvs d
e go(t)—l—/oe X(s) 5+/e ¥(s)ds

S gO(O) + 056%,

0

multiplicando a desigualdade acima por e, obtemos;

t t
o(t) + e‘”t/ e x(s)ds + e‘”t/ e*1P(s)ds
0 0

< e "p(0) + Cs
< (0) +Cs

S O(V,€,()[76,Td, ||vuOH2

= Cp

Portanto,
t
e [ s < C
0

t
e [ bl gands < Co
0

Em particular,

u” e L7 (0,00; H*(T?))

loc

uf € L7 (0, 00; L*(T%))

loc

||Ano”imd)7 ||f||%°°(0,oo;L2(Td)))

t
e [ Pt ) s ds < C
0

t
e [ ) Bsds < G
0

n* € L7 (0,00, H3(T%))

loc

ni € Liy(0,00; H'(T))

E finalmente, pela desigualdade (2.8) do Lema (2.2.1), temos que

n¥ € 1°(0,00; L*(T%)).

Com os resultados obtidos acima, podemos fazer a Passagem ao Limite e Verificacao dos

dados Iniciais de forma totalmente andloga ao Teorema (2.3.1) e a unicidade é obtida de

modo semelhante ao Teorema (2.4.1) e assim concluimos a demonstragao.
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Coroldrio 2.4.3 Sejam d = 3, up € V N H*(T?), ny € H3(T?), £ € L>(0, 00; H(T?))
e f, € L>(0,00; L3(T?)). Entdo a solu¢io (u,n) dada pelo Teorema (2.4.2) verifica as
sequintes desigualdades, para todo v > 0 e para todot > 0 :

Hu(t)”?p(w) < ||”(t)||?{3(1rd) <C,
e ()l z2ra) < C- Inf (D3 ey < C,
¢ t
6_'Yt/0 675||u(3)||§-13('ﬂ‘d)d8 < C, e_'Yt/o e'YSHn(S>H§_I4(Td)d3 < Ca

t t
e”t/o e”sHut(s)Hip(Td)ds <C e e”t/o e”ant(s)H?{g(Td)ds < C.
Em particular,
u € L>(0, 00; H*(T?)), n € L>(0,00; H*(T%),
u € Li, (0, 00; H(TY) oc(0, 005 H(T?)),
w, € L>(0, 00; L*(T%) n, € L>(0, 00; H'(T?)),
w, € L2 (0,00; HY(TY) e ny€ L}, (0,00; H*(T?)).

neL

)
)
)
)

Demonstragao:
Podemos reescrever a desigualdade diferencial dado pelo Lema (2.2.2) da seguinte

forma;
o () +x(t) + () < Crp)B(), (2.43)
onde,
_ k|2 k|2 P 2 k2
p(t) = —|| g, ot || (R ||A [ —|| O 1A
_ o k k|2 k k
() == HV (2 e 51, P IVARRE, g, L+ H 117,
() = vlanin( VIR,
_ k|2 k|2 k(2 o4 k|6
Bt) = Au|l, )+ 170, 0 F VAR, AR, o+ AR, s
2 2
o= Cilven BlEPIEIE, )
Como x(t),%(t) > 0, temos:
0 (t) < Cro(t)B(t) (2.44)

0 que ¢é equivalente 4,

d
ai Inp(t) < C18(1).

Multiplicando a desigualdade diferencial acima por €%, com v > 0, obtemos;

d

= — (e Inp(t)) < C1e"B(t) + e’ Ingp(t).
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Como,
Inp(t) < ¢(t), paratodo t >0,

entao, 4
2" (1)) < CreB(E) + ¢ (D),

integrado a desigualdade diferencial acima de 0 a ¢, obtemos;

t t
e np(t) —Inpy < Cl/ e*B(s)ds + 7/ e’p(s)ds,
0 0

multiplicando a desigualdade diferencial acima por e~ 7, temos;

¢ ¢
Inp(t) —e Mngpy < C’le_”t/ e*B(s)ds + ’}/6_%/ ep(s)ds,
0

0

pelo Teorema (2.4.2) temos que, para todo t > 0,
t
ew/ e’B(s)ds < Cy,
0

t
e‘”t/ e’ p(s)ds < Cy
0

onde,
02 = CQ(”? g, q, ﬁ? Td? ||u0||§[1(1.d)7 ||n0||§{2(1r’1)’ ||f||i°°(0,oo;L2(Td))7 ||ft’|%°°(0,OO;L2(Td)))'
Entao,
Inp(t) —Inpy < C(Cy,Cy) = Cs.
Logo,
t
In m S 037
%0

o que implica,
o(t) < poe® = Cy, Vt>0.

Finalmente, concluimos que;
ul € L>=(0, c0; L*(T%)), n¥ € L>(0, 00; H'(T?)).

Agora, multiplicando a desigualdade diferencial (2.43) por €, integrando de 0 a ¢ e

multiplicando agora por e, obtem-se as seguintes regularidades:

uy € L*(0, 00; L*(T7), ny € L(0, 00; H'(T")),
uf € L7 (0,00; HY(T) e 0¥ e L7.(0,00; H*(T%)).

loc loc

Considerando os as estimativas obtidas no Teorema (2.4.2) e a desigualdade (i) do

Lema (2.2.3), temos que

VAR

L2(T4)

+[|Au’|?

L2(Td)

<C Vt>0,
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logo,
u” € L>=(0, 00; H*(T%)) nF € L>(0, 00; H*(T?)).
Pela desigualdade (ii) do Lema (2.2.3), temos que
t
-t s 2.k 2
e /0 || An (s)||L2(Td)ds <C, Vt>0,

em particular,
n S Lloc(07 005 H4(Td>>

E por fim, considerando a desigualdade (i7i) do Lema (2.2.3), temos que
¢
e”*t/ ||VAUF(s)|]?,  ds < C, Vt>0,
0 L2(1d)

em particular,
11 € Lloc(07 003 Hg(Td))

Corolario 2.4.4 Sejam d = 3, uyp € VN H3(TY), ng € HYT?), f € L>(0, 00; H*(T?))
e f, € L°°(0,00; HY(TY)). Entdo a solu¢io (u,n) dada pelo Teorema (2.4.2) verifica as

sequintes desigualdades, para todo v > 0 e para todot > 0 :

)l s e < C,

(D)2 < O,
t

e [ O ) eds < C.
0
t

e [ ) s < C.
0

t
6_%/ e [la(s)el| 72 (payds < C
0

Em particular,

u € L0, 00; H3(T)),
(0, 00; H*(

w, € L>(0, 00; H'(T?

w, € Lj, (0, 00; H*(T?)),

ueL

oc

uttEL

loc

In ()l pay < C,

an(t)”l%ﬁ(ﬁrd) <C,
t

e [ Oy rads < C.
0
t

e [ Pl nrads < €.
0

/
e_vt/ 673||n(s)tt||§p(w)ds <C.
0

n € L>=(0,00; H*(T%)),
n € L% (0,00, H3(T%)),
ny € L0, 00; H*(T?)),
My € Line(0, 00; H(TY)
(0, 00; H(T?

)

)
ny € L? ).

loc
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Demonstragao:
Considerando a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.4) e as regularidades

obtidas no Coroldrio (2.4.3), temos a seguinte desigualdade diferencial;

IIV 12 +lAug|?, < CfVug|?

k12
L2(Td) T H ttHL?(Td) L2(Td) L2(14) T CHA H L2(T d) ’

multiplicando por €', com v > 0, integrando de 0 a ¢, com ¢ > 0, e por fim, multiplicando

por e 7t obtemos:;

t t
IV, + e [ I, ds e [ A, ds < Va0

L2(1d) L2(1d)

t

. ¢
soet [ vatR, | ds+ 0o [ oant)?, ds e [ ceras
0 0 0

<C.
Assim obtemos a seguinte estimativa;
U.f S LOO(07 oQ0; Hl(Td))v utt S Lloc(oa 5 L2(Td)) S ut S Lloc(07 oQ; Hz(Td>>

Considerando a desigualdade diferencial (i) do Lema (2.2.5), multiplicando por e,

com v > 0, integrando de 0 a ¢, com ¢t > 0, e por fim, multiplicando por e~"*, obtemos;

t
822, e [ TAT I, ds < A%
0

2 d) L2(Td)

t t
—I—Ce‘”t/ e”s||VAuk(s)||i2(Td)ds+C’e_7t/ || A%nF (s)|)?
0 0

L2(1rd)

< C.
Portando obtemos
nF € 10,00, HY(T%)) e n*e L} (0,00; H*(T?)).
Assim, pelas estimativas obtidas acima, temos pela desigualdade (i7) do Lema (2.2.5) que

1A Clawt|?, IVARt?, |+ ClIIVat|?, A2, |+ ATt

L2(Td) 2( d LZ(Td L2 d) L2(Td) 2(Td)

< C Vt>0,

logo,
ny € L>(0, 00; H*(T)).

E ainda, multiplicando por €, com v > 0, integrando de 0 a ¢, com ¢ > 0, e por fim,
multiplicando por e™7* a desigualdade diferencial (7ii) do Lema (2.2.5), temos;
t

¢
e—vt/o evSHVAnf(s)HiQ(Td)ds < C’e—%/o |V Au* (s)]?

L2<11‘d)
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L2(1d)

' t

+Cevt/ 678\|A2nk(8)|’i2(w)ds+CeVt/ | VARE(s)]?, | ds
. 0

<C

logo,
n¥ e L2 (0,00; H3(T)).

loc

Agora, multiplicando por €, com v > 0, integrando de 0 a ¢, com ¢t > 0, e por fim,
multiplicando por e™7" a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.6) e considerando

as estimativas obtidas anteriormente, temos;

L2(1d

t
VA, | +evt/ AN s, ds < C.
0
Entao, temos;

u® € L°(0,00; H3(T?) e u* € L} .(0,00; HY(T%)).

loc

De forma andloga, multiplicando por €%, com 7 > 0, integrando de 0 a ¢, com ¢ > 0,
e por fim, multiplicando por e~ a desigualdade diferencial dada pelo Lema (2.2.7 ) e
considerando as estimativas obtidas anteriormente, temos;

¢
e_vt/ 678||V7”Lft(s)||2 ds < C,
0

L2(T?)

logo,
nk € L7 (0, 00; H'(T%)).

loc



Capitulo 3

Analise de Erro para as
Aproximacoes semi-(zalerkin

Espectrais

Conforme mencionado na Introducao deste trabalho, este capitulo foi idealizado com o
proposito de fornecer uma rigorosa e detalhada analise de erro das aproximacgoes semi-
Galerkin espectrais, que sirva de suporte tedrico para futuras implementacoes computa-
cionais.

Comegamos por mencionar que em Damézio e Rojar-Medar [33] foram obtidas estima-
tivas de erro locais para a velocidade u e densidade p nos espacos H' e H? respectivamente
para as Equagoes de Movimento de fluidos Viscosos Incompressivel com Fenomenos de
Difusdo. Trabalhando de forma inspirada em [33], utilizamos as regularidades obtidas no
Capitulo 2 para a soluc¢ao do problema (8)-(11) e obtemos estimativas de erro locais para
as aproximacoes da velocidade u no espaco H? e para a densidade n no espaco H*. Os
argumentos utilizados para obter as estimativas de erro locais sao facilmente adaptadas

para o caso global.

3.1 Desigualdades Diferenciais

Esta secao foi elaborada com o propésito tnico de simplificar a demonstracao dos resul-
tados acerca das diferentes taxas de convergéncia, os quais sao estabelecidos na proxima
secao.

A projecao Pyu serd usada como vetor intermediario entre a solucao forte u do pro-
blema (8)-(11) e a solugao aproximada u* do problema aproximado de nivel k. A principal
razao de introduzir a projecao Piu é porque pode-se decompor o erro em duas partes na

forma: |[u — uf|| < |ju — Peul| + ||Psu — u¥|| e sdo conhecidas estimativas de erro do
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primeiro termo do lado direito, gracas aos Lemas (1.1.4) e (1.1.5) e restando apenas obter

estimativas para o segundo termo no subespaco de dimensao finita Vj.

Definigao 3.1.1 Sejam (u,n) a solucdo forte do problema (8)-(11) e (u*,n*) a solugao

do problema aprorimado de nivel k. Definimos entao:

(i) "= Pu—u”

(ii) E¥=u-— Pu

(iii) 7 =n —n"

Em todos os Lemas desta secao é considerado as seguintes hipdteses:
(H1) g € H*(T%), no € H*(TY), f € L*(0,T*; H'(T%) e f, € L*(0,T*; L*(T%)).

Lema 3.1.1 Tem-se vdlida a sequinte desigualdade diferencial:

(H\/_k k”i%rd) + H k”i%rd) + HV k“i?mrd)) + vakni% ) + ”V kHi?(Td)
—|—HA7rkH32(Td) gC’HEkHQ2 ) +CHVEWL2 d)+CH kHiQ a4
FOBW (I, o + 1712, + VA2, ).
onde
Bt) = C(Ivan®|2, | +1An"2, |+ VAR, o+ 1A%ME, |+ A2,
HIvARH, AR, Aul?, VAR, VA2,
IER, L+ IV, L)
Demonstragao:

k

Multiplicando-se a equagao (9) por v¥ € Vj e integrando-se a resultante sobre T?

tem-se que:
(nut + (nu.V)u+ v [—nAu — 2(Vn.V)u] + Vp, v"“) = (nf
+&? [——(Vn V)Vn + (Vn Vn)Vn — —AnVn + VAn} ,V ) (3.1)
Considerando a equagao (2.5),
<nkuf + (nfu.V)u" 4 v[-n*Au® — Q(Vnk.V)uk],vk) = (nkf

1
—(VnF.Vn*)vnt — mAnkVnk + VAn’f] ,vk),
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e fazendo-se a diferenca da equagao (3.1) pela equagao (2.5), obtem-se:
(Wkut +nPEF + nf0F 4+ (z"u.V)u + (n"EF . V)u + (n*0* . V)u + (n*u*.V)E*

+(n*u".V)0F — v(r*Au+ nFAEF + n*A0* + 2(Vr".V)u

" 1 i
— ——(Vn.V)Vn + —(V7".V)Vn

nnk n

+2(Vn*.V)E* + 2(Vn*.V)0") — 52<

n + nk

(i ™ (Vn.Vn)Vn —

(Vah.Vn)Vn

1 k k
—|—ﬁ(Vn NV)Vr® + CBE

1 ko k 1 ko, k k 7T_k 1ok
(nk)2(Vn NVr¥)Vn (nk)Q(Vn Nn* )Vt 4+ nnkAW”+ nkAW vn
—l—%AnkVWk),vk) = (ka—l-ezVAwk,vk). (3.2)

Em particular, para vf = 0% na equacio (3.2), o termo —(n*A#* 0%) pode ser assim
reescrito:
—(n*AG%,0F) = (VOF, V(nFor))
= (VO n*VOF) + ((0%.V)60", Vnk)
- ||\/Evek||i2@d) + ((0%.V)6*, Vn"),

e portanto, tem-se que:

(n*6F, %) + v||Vn*Vo* |2

L2(Td)

= v((6%.V)0", Vn*) — (7Fu,, 0F) — (n"EF 6%)
—((7*u.V)u, 6F) — (n"E*.V)u, 0%) — (n*0*.V)u, %) — ((n*u*.V)E*, 6%)
—((n*u*. V)0, 6%) + v((7"Au, 6*) + (n*AEF, 6)

+2((VaE.V)u, 6F) + 2((Vn".V)EF, 0%) + 2((Vn*. V)0, %))

+52( — <Lk(vn.V)vn, 9’“) + (%(Vwk.V)Vn, 9’“)

nnk
1 k k ok n+n* k
+ (E(Vn V)Vt 6 ) + (WW (Vn.Vn)Vn,0

— < (n%g(VWk.Vn)Vn,@k) — ( (niy(Vnk.Vwk)Vn,@k) + (%Awkvn,ek>

k
- <L(Vnk.Vnk)V7rk,9k> + (LAnVn,Qk) + (%AnkVWk,Hl‘)
n

(n*) nnk

+(vm’f,9k)> + (£, 6"). (3.3)



Note-se que,

(05,04 = o IV

1d
= IVnkg* |2

— 5k, 6%)

L2( cl

L2(1d)

estimando-se os termos a direta da equagao (3.3), obtem-se:

1%
FI(Ant0%, 00 < CUART ) 16716 16", 5,
k|2 k12 k|12
< CIVART, IO, o + 0V,
1
§|(uk'vnk8k70k)| S OHAukHLQ(Td)||vnk||L6(Td)||0k||L3(Td)|| k||L2(Td)
k k k .
< Claw?, 02, + IV,
k k k .
< VAR, 112, +alvelE,
|(7Tkut70k)| S CHﬂ-k“LQ(Td)||ut||L3(']1‘d)|| k||L6('H‘d)
2 k 2 k112
< CIVwllZ, 170, .+ alIVERI, L
|<nkEf79k)| S CHEkHLQ(Td anHLoo(']I‘d)” kHLZ(Td>
k|2 k|2 k: 2
< CIBNE, ., +ClntI2, 12,
(T V)u, 05)] < Cla™ o 0l 1V 1O
2 k: 2 k|2
< claal, 2, +aIVE2,
‘((nkEk.V)u,ekﬂ < C“nk”Lw(Td)HEkHLz(Td)HVHHw(W)||9kHL4<1rd>
k k .
< CIBMR, , +IVeIR,
(n°0° .V )u, 0")] < Cln*l, o a 1071 e, 1V 1O°
< Cllaul?, 10517+ allVer?,
k|12 k k 2 .
< CIVEC, , +ClAv, 2,
|((nkuk'v)0k70k)| S CanHLOO(Tri)”u”Loo(Td)||v9k||L2(Td)||0k||L2(Td)

g(Ankﬁk, oF) + %(uk.Vnka, ok,
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< CllAaul?, 16813, + 6] Ver|?

L2(1d) L2(1d) £2(1d)’

k
V\(WkAu, 9k)| < Cln HL2<W>HAUHL4(W>HekHL‘*Ord)
2 k2 k2
< C||VAU||L2(T‘1)H7T ||L2<Td) +51HV0 HLQ(Td)’
v|(n*AEF, 0%) = v|(VEF, V(n*6"))|
< V[(VE", nfV6h)| + v|(0F. VE, V)|
< CIVEH] o 175 o IV Wy + O IVE o IV
k112 k|2 k12 k2
< CIVE'|2, , +CIVAR®|2, 16°2, , +allVee|2,
k k k k
v[(Vat Vw09 < OV L0 IVl o pa 1012 e,
2 k12 k12 .
< ClIvaul?, 1682, , +6lvati?, |,
(V" )6, 09 < ClIVRH| e V0] 10712
k(2 k2 k2
S CHVATL HLZ(Td)He HL2<']1‘d) +51”v9 HL2(']I“‘1)7
v|(Var.V)ES 6%)] < ClIVRAN o IVERN o 16512
k2 Iy k|2
< [vant|?, 162, ., + CIVERR,
‘(ﬂ-kf, ek)‘ S O||7Tk||L2(Td)||f”L4(Td)||0kHL4(Td)
2 k2 k2
< CIFE, ., 712, . + 0lIVEI2,
e?|(VATY, 0%)| = €*|(Ar*, div(6"))] = 0;
9 ok k k 2 k
I (Vo) 0 )| < Ol 192 190 16
2 k2 k2
< oIvanle, |, lI72, . +alver|?, ., ;
1
e? (ﬁ(w’f.vwnk,e’“) < OIVA*N 2 V25 o 1671
2 k|2 k2 k2
< O”A n ||L2(11‘d)||0 ||L2(Td) +62”V7T ||L2<Td)’
1
Ny k12 k|2
< CHVA” ||L2(’J1‘d)||0 HL?(T‘i) +53||A7T HLQ(W)’
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2 |(rtn” “(Vn.Vn)Vn, 0" )| < CIValP T 167
& (nnk)Q @ n.vn n’ - Lo (Td) L2(Td) L2(Td)
4 k|2 2 k2
S CHVAn”LQ(Td)HH ||L2(Td) +C’||VATL||L2 Td)H ”LQ(Td)
1
i (<nk>2<v7r’f.w>w,e’f)\ < ONTTH | IV 1891
2 k|2 k|2
< Ofvanl, , 047, , + Ve,
1
| (G VT8 ) | < GV 190 190 69
2 k|2 k|2
< OIvAnlR, 01, + IV,
1
. (<nk>2<Vnk.Vnk>W,ek)\ < ONTTH o IV 1
k k k )
< CIVARR, I8P, + BV,
E (WA”V” 0k> S CHW]CHLZ(Td)HAnHLoo(Td>anHLoo(Td HekHL2(Td)
2, (12 k|2 2 k2
S C{HA ||L2(Td)||0 ||L2(Td) + OHVAnHLQ(Td)H ||L2(Td)’
1
2 (ﬁmkw,eﬂ < IVl 1T 102
k|2 k|2 k|2
< OIvARMR, M2, , +alATtE,
1
2 (#nkwk,ek)] < Cllant o 197 16
2 k|2 k|2 k| 2
S C\’HA ||L2(Td)||0 ||L2(Td) +6 ||V ||L2(Td)
Assim sendo, obtem-se que:
k|2 k| 2 k| 2 k|2 k|12
SOV, VRO, < CIBFR, , + CIVER, | + B,
L AT, |+ ORIV, L+ GO, |+ C(IVARRE, |+ A,
2 2 k|2 2112 2
HIVARIL, o+ 1A, o+ A, L+ VAR,
) k gk
HIAWHP, A, VAR, VAR, 07,
k 2
+C(IVagl?, , + 1Aull?, |+ IVAu?,
2 2 k2
VAR, IR, ), (3.4)
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Agora, fazendo-se a diferenca da equagao (8) pela equagao (2.4), obtem-se:

™+ 0% Vn + EF.Vn +u .Vt — vArR =0, (3.5)

ke integrando-a sobre T¢, obtem-se;

multiplicando-se a equagao (3.5) por 7
S,
2 dt 2(r

k|2 k|2
/ u* Vrkrkdr :/ ukmdx = —/ ah'v(uk)|V7T | dx = 0.
Td Td 2 Td 2

Os temos a direita da equagao (3.6) podem ser estimados como segue:

Tt v[|[VrE || = —(0%.Vn, ") — (EF.Vn, ©%) (3.6)

d 2( d)

pois,

|<0k'vn77rk)| S ||0k||L4(Td)||vn||L4('ﬂ-d)|| k||L2(Td)
2 k k|2
< Clanl?, 172, ., + 85IV,
(B, 7)< B V7l o 17
k k .
S CHE ||L2(Td) + ||VA ||L2(Td)|| ||L2('J1‘d)
Assim, tem-se que:
k k k k
S, IV, < CIERE, 4 VAR, 712,
k k112
Hanl, 2, + SR, (37)

Por outro lado, multiplicando-se a equacao (3.5) por —Ar* e integrando-se o resultado

sobre T?, obtemos;

SRt AR, = (6.0, ) + (B Vn, Ar)
+(u*.vrk, ATF). (3.8)

L2(rd)

Estimam-se os termos a direita da equagao (3.8) como segue:

[(0°.Vn, A7) < 0% 1V IAT]
k k|2
< CIvanl, 042, , + ol A,
|(Ek'vn7ATrk)| S || k||L2(Td)||vn||Loo(Td)||A7Tk||L2(Td)
k k .
< VAn?, | B2, AT,
(.t A< [t V7o, AT
k|2 k k
< Cllavt, VAR, |, +allant?,
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Assim, tem-se que:

1 d k k k 2 k

e 2 R P L scuvmumue 12, + 19202, B,
k(12 k2 k|12

FOAHR, 92, |, +3slAnt?, (3.9)

Finalmente, somando-se as desigualdades diferenciais (3.4), (3.7) e (3.9), escolhendo-se de

forma conveniente os valores de 01, do e 03 obtem-se a desigualdade diferencial desejada:

(H\/_‘ngL2(1rd) + ||7Tk||i2 dy + [V k||L2 Td) ) * ||V9kHL2(Td +[Vr kHL2< ) A kHL2(Td)
< CIEM?, , + CIVERP, , +CIBEP, .
+CBO (16", .., + I '“IILQ(M +IVatie, )
onde
Bty =C(IVAnfl?, |, +1An"2, | +IVAR]Z, A2, | +1A%]7,
HIVARZ, o+ Au?, A, VAR, 4+ VAU,
ER, L IV, )
[ |
Lema 3.1.2 Tem-se vdilida a sequinte desigualdade diferencial:
VTR, + 112, )+ 105, + I, < CIEEIR,
+CHE’“||22 o FCIVERE, |+ CIAE?, +CBMO(IVOMIE, ., + 1717, )
onde
Bty =C(IVant|?, | +IVAR[Z, +1A%I2, |+ A2, |+ A, |
Hvau, IV, IR, )
Demonstragao:
Fazendo v* = 0¥ na equagio (3.2) e observando que;
—(n"AG*,6F) = (V0" V(n"0)))
= (ve’“ n*"Voy) + ((65.V)6", Vn")
- thnﬂ 02, ., + (GEV)0 Vib) = (ke )

— k 2

L2(Td)

+ ((65.9)6°, Vn*) — Z(Ant6", 6})

+%(uk.Vnk.€k,Qf)
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portanto temos,

VRO 2, |+ V2, = (65 V)6, Vi)

2dt|

—i—g(Ank@k, or) — 5(u’f.vnk.ek, 6 — (whuy, 0F) — (n*EF, 6%)
(), 6) — (PR ), 6) — (00" V), 6F) — ((n"u*.V)EF, 65)
—((n*u" V)0, 0F) + v((7"Au, 0f) + (n"AEF, 07)

+2((Vr*.V)u, 6F) + 2((Vn".V)E", 07) + 2((Vn*.V)6", 6;))
+62( — <n”—;(vn.V),ef) + (%(Vﬂk.V)Vn,Qf)

+ (%(vnk.vwn’wf) + (ﬁ "(Vn.Vn)Vn, 9’“)

1 1 1
- ( (nk)Q(Vﬂk.Vn)Vn,Gf> — ( (nk)Q(Vnk.Vwk)Vn,Gf> + <ﬁA7rkVn,9f>

k
— <L(Vnk.Vnk)V7rk,Gf> + <—AnVn 9'“) (%AnkVWk,Gé“)
n

(nk) nnk
+(VAT, Hf)> + (7*F, 0F) (3.10)
Os termos a direita da equacao acima, podem ser estimados como segue:

v|((07 V)05, VnB)| < ClOFN o VO] o o, V2]

L2(1d) Loo(Td)
k|12 k|12 k|2
< VAR, IV, + kIR,
1%
LA < IR 0], 1
k|2 k|2 k .
< CIVARFIE, VORI, L+ ol s
14
< CIvVaRtE, VO, +51|w'f||22(
(7001 < ClUTN i N DO ]2
2 k|2 k .
< O, 712, + e,

(VAT 05)| = &|(An*, div(6}))|
= 2|(Ar*, (div(6")),)]
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(7, 09)] < Cla g 10l 10F]
2 k 2 k 2
S C’HV t||L2('ﬂ’d)|| ||H1(Td) +61|| t”LQ(Td)’
|(nkEf7ef>| S O”nk”Loo(Td)||Ek||L2(Td)|| t||L2(Td)
k k .
< CIBHE, ., + o2,
(T V)w o) < Clla™l o lhal, oo V0l o 10F] 2
2 k: 2 2
< clau?, , 12, + ol
(W"EEV)w, 05)] < Cln®l, o IE ] aa, 1V 1OF] 2
k|2 k|2
< CIVEMR, , + Ao,
(0" 0" V)w, )] < ClInll e 101 oo V0] N0 2
< Claul?, IV, . +ollesl?, ,
< CIVER, , + oo,
(0" )08, 08)| < Clln™l o Il oo IV O 16512
2 k12 k|12
< Cllau, VI, 0o,
V|<7TkAu7 ef)| S C||7Tk||L4(Td)||Au||L4(Td)|| t||L2('ﬂ-d)
< cIvaulR, w2, ., +aletle,
|(n"AER05)] < ClInfll, o IAER] L 1081
< ClAE*E, , +allotl?, s
2 k|2 k .
< CIvaulR, VeI, a6,
A(THEDVER O8] < I8, IVER L 6]
k|2 k|12
< CIVER, , +alee,,,
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k12 k12 k’ .
< CIVARtE, L [VO2,  + a0,
2 " k k k
oG e L TN T O
2 k 2 k 2
< CIvanl, , [72, , + el
1
| (T TIV)| < CUTT s 170 18
2 2 k12 k 2
< oA, VA, + oo,
1
(e (VaET) T )| < AT AT 16
k12 k 2
< cladR, , +alee,
= C|xF+06~ Vn—l—Ek Vn +u® VﬂkHQZ d)+51|\9f]|i2mrd
k k
< Ol + CIVARIE, | IVOHE,
k|12 k2 k|12 k 2
FCIEHIR, , +CIAR, VA2, , + a6t
o[ (n+nt k k 3
€ (nnk)gﬂ- (ann)VTL?et S O”TF ||L2(Td)||v ”LOO('Jl‘d)H t”Lz(ﬂ-d)
< CIvanlE, 712, + e,
1
< C|vanl,, dwwku; R
1
2 k k k k k
(e VT 0 ) | < O 90 19 6
2 k k 2 .
< CIvanlE, , IV, + el
1
< C|vant?, Hw’“!l’; o T OullOF1,
G | R N - O T
2 k‘ 2 k 2
< IVanl, 7R, el
1
(A b )| < OVl 1A 1]
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< Clas, , + e,
_ k k k|2
= Cl|af + 6" Vn+E"Vn+u". V7" . d)—|—51|| ||L2(Td)
< O, ., +CIvAnI?, , V2,
k 2 k 2 k|2 k )
SO el P LN 2L R
1
2,112 k|2 k|2
< oA, 192, + a6,
E assim, obtem-se a seguinte desigualdade:
LW, albR, , < CIBER, , + CIBME, |, +CIVERE,
+CIAEM2, |+ ColImil, L+ 350001, |, + CUIVARSE, |+ IIVAnl?, |
k k k(|2
A2, AR, IV, + C(IVARKE, | + VA,
HA%l?, o+ AR, A, | VAR,
ok
+||vut||L2(Td) ||f||H1(Td))|| ||H1(Td) (311)

Agora, multiplicando-se a equagao (3.5) por 7 e integrando-se o resultado sobre T,

obtem-se que:

5 dt” kHLmd) + |7 tHL?(M) = (05.Vn,7F) + (EF.Vn,7f) + (0" V7* 7))
< O|vanl?, V62, + CIEE,
AW, [V, 438l - (3.12)
Escolhendo-se os valore de 6, = «/70 e d, = 1/6 e multiplicando-se a desigualdade

diferencial (3.11) por 1/(4C*) e somando-se as desigualdades diferenciais (3.7), (3.11) e
(3.12) e definindo-se

k 2, u*
80y = C(IVARE, , + [VARI2, |, + 1A%, |, + A2, |+ Auf?,
Hvaup, Ve, R, )
finalmente obtemos,
k k2 k k k E*
VTR, + 112, ) + IR, + IR, < CIBEIR, , + CIEFIZ,
+C\|VEk|r22 L FCIABR, |+ oIV, + I, )
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Lema 3.1.3 Sao verificadas as sequintes desigualdades:

G NArE, < ORI, L+ 102, + IR, + 992, )

(i) ill 2y H IV, o < CUGIE, |, + CIVOEIE, |+ CIELE,
+C|VEH|2, ., + ClIATE, |+ C(IVARIE, | +lAn?,
AV, I,

e mais ainda, |7V (O)||L2(Td) < C||E*0 )||L2(Td).
(131) HVAWkHiQ . _CHVﬂfH22Td +C’]|V9kH22 ) —l—CHVEk’PQ - —|—CHA7r’f“iz<Td)
() Lyvat?,, +IAR2, < CIBHE, , + CIVEFE, |, + CIARME, |
+CIOF12, 0, + CUOMIE, , + AT, |+ CllAn?, | IVERE, |
+Cl A2, IV, L+ CIAMNIE, |, + 1A,
HlAwR, | )IVatE, .
e mais ainda, ||V7F (O)Himd) < C||VE*(0 )||L2(’]1‘d)
Demonstragao:
(i) Considere a equagao (3.5),
vArh = 7F + 0% Vn + EF.Vn + v Vi,
aplicando-se a norma L?(T%), a tal equacdo, tem-se:
HAW’“H;(W) = ||7rt +60%.Vn + E*Vn +u* w’“H?W)
< Clm2,, + 10 vnl?, | +IE-Val?, |+ ot v, )
< C(I7" 12, ., + 10l L I6ME, |+ 1Vnl2 L IERE,
L IO, )
< O, 0 + 16512, 0 + BRI, L+ IR, ).

(ii) Derivando-se a equacao (3.5) em relacdo a variavel temporal, multiplicando-a por 7F

e integrando-a sobre T?, obtem-se;

2dt” o e S —(0F.Vn, mif) — (0. Vny, m) — (Ey.Vn, )
_(Ek'vntuﬂt) - (ut'Vﬂ- ,Wf) - (uk ) V’Tff,ﬂ'f%

L2md)y
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note-se que (u* - Vrf,wy) = s (uf, Vir}|?) = $(div u*, |7}|*) = 0, estimando os

termos a direita da equagao acima, como se segue:

G, < 6081 IV 7
k k| 2
< CltR, ., +CIVARIR, IR,
|(9kvnt77rf)| S ||9k||L4(Td)||vnt||L4(Td)|| t||L2(']I'd)
k|2 2 2
< OV, +Cllaml?, I,
(BT ah) < B IV 7
k k )
< CIEP, ., +CIVAnP, | In12,
BT w) < B Vel I,
k|2 2 2
< CIVEHR, , + A, e,
|(uf'V7Tk:77Tf>| S ||uk||L4(11-d)||V7Tk||L4(Td)||7T ||L2('ﬂ‘d)
k|2 k k
< ClatR, , +CIvatiR, | I,
Assim, obtem-se que:
d
1, 0y +IVTEL, o) < CIEL, o) + CIUVELE, ) + CIELL,
k|2 k|2 2 2
CIVEHP, ., +ClAd?, , +C(Ivanl?, , +lAnlP, ,
k| 2
+Hv H (']I‘d))H t HLQ(Td)
Além disso, a partir da equagao (3.5) tem-se que,
Hﬂ-fHI)(Td) S ”Ek”L2(Td)anHLoo(Td) _'_ |’6kHL2<Td>an”Loo(Td>
+HukHLoo(1rd)Hv,n—k”LQ(Td) + I/HAﬂ-kHL2 ’]I'd)
< OBy + CI0¥ s+ CIVA s + ClAT,

e dado que,

10O, 20y = IV O] 2 gy = AT (O] ) = O-

entao, conclui-se que

17 O) sy < CIEHO)],, -
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(iii) Aplicando-se o operador V a equagao (3.5) obtem-se:
VVATE = V7l + V0" Vn + 0% V?n + VEF . Vn + E*. V?n + Vu* V¥ + u*. V2r*,
tirando a norma de L?(T?) na equacio acima,

||VA7Tk||32Td scnwfnj”d +C||v9k.vn||§ + ||6*.V?n|?

L2(1d)
+CIVER Va2, , + CIBE2al, | +CIVut Vak|2, | + Clut vt 2,
<O, , +CIVEIE, L IVnlP_, +ClI6I2, ., 9%, .,
FCIVEHR, |, I9nl?_, +CIEHE, , 9%, .,
FOIVER, L IVAH2, o+ CIEIE AT 2,
< C|vat|?, , +CIVEIR, , +CIVERE, , +Clan?,

(iv) Derivando a equacao (3.5) em relacdo a varidvel temporal, aplicando o operador V,

multiplicando por V7¥ e integrando sobre T¢, obtemos;

th\ +ul|ArF|2 = —(VOF.Vn,VrF) — (0F.V*n, Vrl)

— (V08 Vn,, V) — (68 Vn,, VaF) — (VEF Vn, Val) — (EF.V2n,, Val)
—(Vuf. V% VrF) — (uf.V27r* vk — (Vo - vzl vak) — (u* - V2af, val)
—(EF . V?n,V7*) — (VEF . Vn,, V*),

V] =
LQ(Td L2 Td)

estimando os termos a direita da equacao acima, como se segue:

1 1
(u* - V2af, Vrf) = S(a, VIVf) = S(div o, [Vaf?) = 0;

(Vb Vb, V) < [T VR 97
k k k .
< Ol VAR, oA,
(VO N, VP = (0, div(Vn @ V7))
< |(6F, VnAmy)| + |(67, Vn.Vay)|
S ||97{€||L2(Td)||vn”Loo(Td)||A7TkHL2(Td)
IO 22 1V IV TN 2
k 2 k k .
< CleHE, , +ClIaMI2, | V72, , +alariE, |
(O, T7B)] < 108 920 V7
2 2 k k .
< claml?, , [V, + CIOE,
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(VO .V, Va)| < VO] o IVl 197

L2(Td) L4(Td)
2 k|12 k(2
< ClanlP, , V6, , +allaxt],
(0420, a)| < ClIO o 180200 IV
< ClanlP, , V6, , +allAxt]?, ,;
(VE{.Vn, V)| = |(Ef, div(Vn® Vrp)|
< |(Bf, VnAxy)| + |(Ef, V2n.Vay)|
S ||Ellf||L2('ﬂ-d)||Vn||Loo(Td)||A7T1]Z€||L2(Td)
B 1920l 197
< CIEHE, , +28l|Axt),
(B V20, V)l < B8 o 1ARE] s 97
< Claml?,  IVEIE, , +6ladh?,
< CIVwl?,  IValE, .+ ClIvAarh?, |
< CIvllE, , VR, +CIvaE, d>+cuve’€umd)
+0||VE’f||; L HOIATE,
V25, V)| < (bl AT 197
k2 k|12 k(2
< CIvlR, , Va2, , +CIvAT 2,
< |Vl , VA, , +CIVatE, , +CIVeE,
+C|VE*|2, ., + ClAT,
(VES V0, Val)| < VB, V0l 1978
< Claml?, VA, , +CIAEHE,
< C|E ’“Hg R 2
Escolhendo-se o valor de d; de forma conveniente, obtem-se que;
k(2 k|12 k|12 k(12 EF
HV I, e, T 1A, o < CIER, |, +CIVERE, |+ CIAEYP,
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+C|I0F12, L+ CIOIE, , + ClIARME, |+ ClAn?, | IVE|?

L2(T4d) L2(Td)

+Ol|An?, , V6|2

L2(’]1’d L2(Td) L2(']1‘d)

+ C(||A2n||i2(w) + || Ang|?

L2(Td) L2(1d)

+Aut] |2

L2(Td)) || L2(Td)

Note-se que
Vrl = vVATF — Vo* Vn — 0% V?n — VEF . Vn — EF V?n — Vu*.Vrh — u* . V2r*,

e assim, aplicando-se a norma L?(T?) a tal equacdo, segue que:

V7 k||L2 " _C||VA7rk|]22 ) + C||Vo*. Vn||22 . + C||6. Vanﬂ(Td)
+C||VE".Vn|? i +CHE’f Vin|? i + C||vut. vk |2 ” + C||u* V275 |12
2 2 2 Q(Td)
<clvast|E, , +CIverE, +CI|VEk||2 o FClATE,
£2(Td) L2 L£2(Td) r2(rd)’
Finalmente,
2 —
VAR O, , = AT O, , = IVEOI, , =
pode-se concluir que
k()2 k
VRO, < CIVEXO)P, .,
[ |
Lema 3.1.4 Tem-se vdlida a sequinte desigualdade:
k|2 k|2 k2 k
a0k, < VAT, + (R, ., + IVul?, e, + e, .,
+C\|V9k||22 o OB, |+ CIAER?, |+ CllaI?, ..
Demonstracgao:
Considerando-se vF = —A#* na equagao (3.2), isolando-se o termo v(n*Af* AG*) e
estimando-se os demais termos, obtem-se que:
(VAT" AN < ClIVARHE, | +aillAeh?,
L2 L2(1d)
k k k k gk
(Gantvra0t)| < clantie,  Iaw2, , +lad,
k|2 0k |12
< clart, , +alas?,
1 2
k k k|2 k|2
‘(WATF Vn, A ) < C||A7"| 2(TUZ)HV HLMW + 61| A0 L2,
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< Clant|E, | oA,

" k k|2 k
(manvn o) < ClRtIE,  I8nle, 9012+ BIAPE,
< Ol +RIAT,

1 k k k k
'<<nk)2(V7r V)V, Ad )‘ < IV, L IValt L+ allAsE,

N

ClIva(l?, ., + ol A"

- L2(1d)’
]‘ k k k k k k
‘<(nk>2(vn AN )‘ < CIVa R, L IVnlP L IVRFI2 L+l aet?,
< c||V7T"3||2 o [
L2 2(1d)’
1
'<<nk)2(Vnk.Vnk)V7Tk,A0k>’ < C||V7rk||22(Td |Vn ’C||Loo i +51|1A9’f|yL2md)
k12 k .
< OV, AR,
nA 0 anvmvn adt)| < et Vn 5| AGF
foE™ (TnVm) V. < ClaME, L I9nl°, +alas2,
k112 k 2
< O, ., + oA,
1 k k k k k k
](mw VIV At CITHE, IR, AR,
< OlaThR, , + A,
k k k
‘(nk(w V)V, A9> < CIVr P, 9%l + A6,
< ClarhR, , + A6,
" k k 2, gk |12
\(mwvmm) < ClahE, L I9nl? IV, SlA,
k k
< OIvanl, 72, ., + A0,
k k .
< Ol Al
k k k k
(x5, 80| < CllaI2, , E12, ., + A0,
2 k‘ 2 k12
< O, 712, L+ BIAGZ,
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k k
(V. V)65 A6T)| < VAR IVEUIE, o, + SLIAGME,
k|2 0k |12
< CIVEHE, , +alaek?, .
‘((Vnk.V)Ek,Aﬁk)‘ < C’||Vnk||2w( d)HVEk|]22( @ +51\|A0k\|L2<Td>
k|2 gk |12
S CHVE H 2 d +5 HA HLQ(Td)
k k k k
‘((VW V)u, Ad )| < Cllvr ||24(Td)||v Hi‘lmd + o[ A0 ||22(1rd)
< Clarh?, , +aIAg,
k k k k
|(x"Au, A0%)| < |l HWMIIA 12, oy +OIAO2,
k 2 k|2
|(n*u*. VOF AG%)| < Clu k||LOO<Td)||V6kHL2(Td +51||A0k||i2m)
k| 2 )
< CIVeR, , +alAfR,
k. k k k k|2 k|2 0k |12
|(TL u VE 7A9 )| S C” HLOO(W)HVE ||L2 dy +6 ”A ||L2(11~d)
k|2 k2.
< CIVEML, ., +oalAd,
|(n*0F.Vu, A0%)| < Oue’ﬂuimuv 17 1 eay + O1IAGMI,
k|2 ok |12
< OV, +alA,
(WFEF Vu, AGR)| < CHE’“HZ(MHV 12, e, + OLIAO,
< ) k|2
< CIVEMR, , +aA6 2,
k k|2 2 2 k|2
}((ﬂ- uv)u)| S || ||L4(Td)|| ||Lc>0(']1‘d)”v HL4(11‘d +5 ||A6 ||L2(Td)
< ClIe*I2, ., + aullA0™, s
k k k k
(e, 269 < Cln R, TP, + A2,
2 k2 k|2
< Olvwl?, 72, +SlAe2,
(b0, A0 < 6 1264
k| 2 k|2
< COEN, o) + 01l AG7N, s
(B AGY| < CIEE . 1465,
k|2 k|2
< CIEHP, , +allagR, ,
assim obtemos,
) k|2 ok gk
1A6%P, ., < CIUVATHE, |+ CUEE, . + IVwll, I L+ CIOENY,
+C||V9k||22 d)+C”Ek“22 d)+C||AEk||2 +C|l k”il(ﬂ‘d)
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[ |
Lema 3.1.5 Tem-se vdlida a sequinte desigualdade:
2_ky2 k|2 k|2 k|2 k|2 k|2
A%, < CIAGR, , +CIABHP, | +OIVAH2, | +OIVAWR, | A2, .

Demonstragao:

Aplicando-se o operador A & equagao (3.5), obtem-se
vA?mh = Arl 4+ A(0F.Vn) + A(E".Vn) + A(u”.V7h),

e entdo, aplicando-se a norma L?(T%) na equacao acima e estimando-se os termos a direita

segue-se que:

k 2 2 k|12 ik “n|)?
|A@ V)2, < CIVnlZ,  IA62, |, +CIVEE, IV,
k)2 2

+O||€ ||L00(Td)||VAn||L2(Td)
k2
S CHAQ HLQ(’Id)’
k 2 k|2 2 ik s
IAERVR)IE, < CIAEME, IVal?, , +CIVEE, IV,
k2 2
HIEFE IV AR,
k2
S CHAE HLQ(']I‘d)?
koo k()2 k2 k2 "2 s
[A@Ewah2, o< Claut?, IvatE, o+ CIvet, v,
k12 k12
b VAR,
k|2 k2 k2
< C|VAu HLQ(Td)HAﬂ- ||L2(Td) + C||VAT Hﬂ(ﬂrd)’

portanto, conclui-se que:

|A%TH2, |, < CIAG2, , +CIABHE, |, +CIVATH 2,  +CIVAWR, | [|Arh|?,

L2(1dy — Td)

3.2 Estimativas de Erro Local e Global

Nesta secao é apresentado um estudo detalhado e rigoroso tratando da analise de erro
envolvendo as aproximagoes semi-Galerkin espectrais (e suas respectivas derivadas tem-
porais). Conforme a ser mostrado na sequéncia, taxas de erro em diversas normas sao
obtidas para as aproximagoes da velocidade e da densidade com ordem de convergéencia
1/2, e impondo-se alguma regularidade extra aos dados iniciais do problema se obtém or-

dem de convergéncia 1. Em particular obtemos uma convergéncia na norma L? da ordem



123

1. Segundo o nosso conhecimento, relativamente as cldssicas equacoes de Navier-Stokes
(caso particular do sistema de Navier-Stokes quéantico, em que a densidade e constante),
o melhor resultado obtido até o presente momento é uma convergéncia na norma L? da
ordem 3/4, estabelecido por Boldrini e Rojas-Medar [6], para o sistema de Navier-Stokes
nao-homogéneo (que se aplica ao caso das equagoes cldssicas).

E importante mencionar que os trabalhos de Damazio e Rojas-Medar para as equagoes
de fluidos com fendmenos de difusao [32] , [33] e o trabalho para o sistema de Navier-
Stokes nao-homogéneo de Boldrini e Rojas-Medar [6] consideram condigoes de contorno
de Dirichlet para a velocidade e de Neumann para a densidade as quais podem causar
dificuldades adicionais.

Para enfatizar os efeitos dos dados sobre as taxas de convergéncia, consideram-se as

seguintes hipdteses:
(H1) ug € H*(T%), ng € H*(T?), f € L*(0, T H'(T%)) e f, € L*(0, T*; L*(T%));
(H2) ug € H*(T%), ng € HX(TY), £ € L*(0,T*; H*(T%)) e f, € L*(0,T*; H*(T%)).
k

Teorema 3.2.1 Sejam (u,n) a solugdo dado pelo Teorema (2.5.1) e (u¥,n¥) a solugao

aprozimada; entdo, para todo t € [0,T*], tem-se que

In(t) = n* @2, , + 1V —n")@)

L2(Td)

1900~ ") (s)I2, .

fu(t) — w2, +
= [Uvm= e, +
)ds <

L2(Td)

) (3.13)

HIA(n = n")(s)]?

L2(T?)

(3.14)
Moot

com j = 1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2, para as hipdteses de (H2).

Demonstragao:
Integrando-se de 0 a ¢, com t € [0,7*] a desigualdade diferencial dado pelo Lema
(3.1.1), obtem-se que:

IWrrkOe 012, , + 7O

2 k 2
L2(Td) LQ(Td) ||V7T ||L2 Td) / ||V8 ||L2(Td) §

t
/||v7r ||iw)ds+/0 ||A7r'f(s)||iw) /||Ek ||i2(w) s

t
+C/WVWEWQM%+CAHH@W@M%+CAB@WW)W

L2(T)

HIT ()2, o, + IVTE I, )ds

L2(1d)

Considerando-se as hipoteses de (H1), tem-se, pelo Lema (1.1.4),
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1" 12, ., + 1= O, , V7

2 k 2 2
O+ [ IV, s [ IR, ds

U/HAW mﬂw>_———/’HVu 2,0+ IAUEE, |, + IV, , )ds

L2(1d) (1)

+ 7" (s)II?

L2(Td)

2
LQ(Td) + ||V7T ( )||L2(Td))

+C/6 ) (16%(3)1

L2(Td) L2(1d) L2(Td)

+C/0 B0, + 17 S, +IVA I, , )ds

Akt

Em seguida, aplicando-se o Lema de Gronwall (1.2.9), obtem-se que:

k k 2 k 2
1@, + 1T DI, ., + 19T OIF, ., + /Wwe P, s

/“HVW \gghds+1/“HAw 2, . ds
<5 (1o [ o) oo ([ stona) < 35
)\k;+1( Bls)ds ) exp Bs Aet1

Por sua vez, considerando-se as hipdteses (H2), pelo Lema (1.1.5), segue-se que:

+ 7 (@)

L2(Td)

(LGl

L2(Td)

/||V7r I, d)ds+/ IATE(s)I2, ., ds _&H/ (Iaus)Ie2, .

-HMm@ﬁWQ%+C/B®WWUW

FIVEOIR,,, + /mvm G

L2(1rd)

+[VAu(s)||?

L2(Td) L2(Td)

HIT )2, )+ IV G2, |, )ds <

L2(Td) L2(1d)

+c/5 ) (116(s) 2

— 2 2 (1d
A1 L2

HIT ()2, 0y + IVT I, ) ds,

e o resultado segue, usando-se o Lema de Gronwall (1.2.9).
Finalmente, dado que u — u* = E¥ 4+ 0%, entao aplicando-se a desigualdade triangular

e os Lemas (1.1.4) e (1.1.5) se conclui a demonstragao.
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Teorema 3.2.2 Sejam (u,n) a solugdo dado pelo Teorema (2.5.1) e (u¥,n¥) a solugao

aprozimada; entdo, para todo t € [0,T*], tem-se que:

IV (- w02, , + 0= )OI, .,
[ = )OI, L, + e = DI, s < 1 (3.15)

com j =1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2 para as hipdteses de (H2).

Demonstragao:
Integrando-se de 0 a ¢, com t € [0,7*] a desigualdade diferencial dado pelo Lema
(3.1.2), obtem-se que:

H /nk V@k LQ(Td)+" k HQ ” /Hek HQQ(Td)dS—F/ “7Tt Hiz(qm
t
< O/O HEf(s)HiQ(Td)derC’/o ||Ek(3)||i2(w)ds—i—0/o HVE’“(S)H;(W ds

k 2
)2, )ds

+c/0 HAEk(s)HiQ(W)ds—l—C/O B(s) ([[V6°(s) 2

L2(Td)

e dai,

k k k 2
HV@()HLQ(MH\ [ /He )l W)dH/ [EACH

k 2
+w<numg

+c/0 ||AEk(s)||iz(Td>ds+C/0 B(s) (V6" (s)|?

L2(Td)

Sob as hipdteses de (H1), e usando-se o Lema (1.1.4), segue-se que:

k k 2 k 2
IVO* @)1, . + 17" @®12, ., + /||9 IILQ(Td>ds+/Hm 7, g 48
C t
< [ UV, 4 IV, o+ 8u(s)E, , + VAR, |, )ds
k+1 Jo
t
+0Aﬁ@mwwumm%+w%n@mg
t
<+ 0 [ BV, + I OE,,)
k+1 0

Uma aplicagao do Lema de Gronwall (1.2.9), fornece o resultado para j = 1.

Por outro lado, utilizando-se as hipdteses (H2), e o Lema (1.1.5), obtem-se que:

k k 2 k
V@I, ., +IF O, ., + /ne|bww+/um 92, . ds
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< C
T Ain

t
| 08w, + 1802, + VAU, , + (A%, , )i

+7 ()2, ., )ds

H1(Td)

+o/73 ) (IV6%(5)]12

L2(1d)

+C/B (VO S)IP, ., + 762, ., s

=3
Para concluir a prova, basta aplicar o Lema de Gronwall (1.2.9) e usando a desigualdade

triangular para u — u* = EF 4 6%, e os Lemas (1.1.4) e (1.1.5).

Teorema 3.2.3 Sejam (u,n) a solugio dado pelo Teorema (2.3.1) e (u¥,n*) a solugdo
aprozimada; entao, para todo t € [0,T*], tem-se que:

+A(n —n )( )|

L2(Td)

(ne = n) ()]

L2(Td)

/HVm—m 92, ., ds <

(3.16)
)‘i:—l-l

com j =1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2 para as hipdteses de (H2).

Demonstragao:
Considerando-se a desigualdade diferencial (i) dada pelo Lema (3.1.3), integrando-se

de 0 a t, com t € [0,T*] segue-se que:

2 2 2 k 2
k@12, ., + /va 2, 0 ds < 1750 mm%+c/Ww 92, ., ds

+C/ IVO*(s)II2, dds+C/ B} (s) \|22(dds+C/ IVE*(s)|]?

L2 (Td

t
+CAHA#@M;Wﬂ&+C/1WVAM)W%%+HA n(@)?

L2(T?)
HIVar(s)I?, ., )l ()2

L2(T L2(Td

Em seguida, fazendo-se uso dos Teoremas (3.2.1) e (3.2.2) e Lema (1.1.4) e das hipdteses
de (H1), segue-se que:

C
2
RO, + [ IVREOIE, . ds < Vw0l + 1
t
+———/'HvW |@m%+uAu<w@“Myw+«;A (IVan()I2,

+||Any(s )H + ||vut( )H

)l ()11

L2(Td) L2(Td) L2<11‘d)
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ik, .. ds.

£2(1d) £2(1d)

0 [(IVanE, , + 1AnE, ., + V)

= Ak

e aplicando-se o Lema de Gronwall (1.2.9), conclui-se que:

RO, + [ IV, ds (1+c [ (vaniz,

+|Any(s )||iz(w) ANAHE Hia a) )exp( (IvAn(s )H;ard)
2 2
+||Ant< )||L2( d) + ||v ||L2(Td) >
C
< .
Akt 1

Além disso, a partir da desigualdade (i) do Lema (3.1.3) obtem-se que:
C
lazh|2, <

L2(Td)y — )\

concluindo-se o resultado para j = 1.
Ainda, sob as hipdteses de (H2), temos pelos Teoremas (3.2.1) e (3.2.2) e o Lema

(1.1.5), obtem-se a desigualdade

C
ImOIE, 0 + / [VAE(s)2, , ds _A%HIIA M, + 5
C t t
i [ OAw@E, , + IVAWIE, Jds+¢ [ (van)E, ,
k+1 0
Ham)2, , + Va2, I,
C o [ (vanGI, ., +1an)IE, , + IVaE)R, ) IR
— /\2 L2(1d) t L2(rd) L2(1d) t L2(rd)y
k+1 0

e aplicando-se o Lema de Gronwall (1.2.9), obtem-se que:

C t
2 2 2
O+ [ 19RO, <5 (e [ (vanore, .

t
HIVUEOIR, s ) e (€ [ (I9an2, ,

+[Ane(s)]?

L2(1d)

ARG, ., + Va2, )ds)
< C
=%
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Finalmente, da desigualdade (i) do Lema (3.1.3) segue-se que
e

o = 32

Teorema 3.2.4 Sejam (u,n) a solugdo dado pelo Teorema (2.5.1) e (u¥,n¥) a solugao

aprozimada; entdo, para todo t € [0,T*], tem-se que:

IV (ne = ) (D)2 +||VA(n—n)()||22<Td> /HVA n—n*)(s)|

Q(Td)

/HAm—m 2, ., ds

com j =1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2 para as hipdteses de (H2).

L2(']1"d)

(3.17)
Aiﬂ

Demonstragao:
Utilizando-se a desigualdade diferencial (iv) dada pelo Lema (3.1.3), e integrando-se

tal desigualdade de 0 a ¢, com ¢ € [0,T*], segue-se que:

|V7rk(t LW) /||A7rt |]22(d)ds<0/ | EF () ||2W ds+C/ IVE"(s) ||i2(Td)ds

+c/ |ABH )2, dds+C/ 65 (s) 1, dds+C/ 042, ., ds

k
+O/HAw@M;mﬂ&+CAHAm N2, VB2,
+0 [ ARG, IV, ds+ VRO,

A )R, ) IVeE)?

L2(Td) L2<Td>

+C[;WA2<HGM%+HAM(N

Nas condigoes enunciadas em (H1), e considerando-se os Teoremas (3.2.1) e (3.2.2)

e o Lema (1.1.4), segue-se que:

C t
2 2 2
IV IE,, + /WAm M ts < 5 [ (19001,

C 2 C C ! 2
A, s+ 5~ / IVAUGE)IE,  ds+ 5+ 5 /O |An()I2, ., ds
c
—f-mn 0||i2(11‘d) _/ | Any ||i2md) s
t
+C/0 (1A%, o) + 1AM, L + [Au® (s I sa IV 7 (s 2 e, @5
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w0 [UAEIE, ., + 18m G, .

- /\k+1

Hlauk )2, )IVA IR, ds

Basta entao, aplicar o Lema de Gronwall (1.2.9), para obter-se:

t
VRO, + [ 18mE G, i < (14 [ (8%, ,
Han I, )ds) e ([ (8O,

AR, IR, )is)

C
= Mer1

Também, a partir da desigualdade (i77) do Lema (3.1.3) segue-se que
¢ C C
k 2 < — b < .
JIvas@, as <5 o VAT, <55

Ao se considerarem as hip6teses de (H2), e o Teoremas (3.2.1), (3.2.2) e o Lema

(1.1.5), obtem-se que:

VRO, o+ [ 1AL, s < 5

k+1

ol LSO

c c
2 2 2
VA2, |, )ds + Aiﬂ /0 1A ()7, 0 45 + Y AIQM / 1An(s)II7, ., ds

2 2
by A, / [An(s)I2,,., ds

t
+C/0 (1A% ()2, ., + 1AmG)IE, |, + 1A ()2, IIVaG)IE, , ds

C
=3

+H|Aut(s)]?,

t
0 [ (8GR, ., + 1A,

) IV ()12

O Lema de Gronwall (1.2.9), fornece entao a estimativa

t
2 2
VRO, + [ 18T, s < 55 (1+ [ (12nR,
t
+rmnt<s>|riw))ds) e ( / (a2, .,
0
+[[Auk(s)|?

C
<
b)) < 3

(Td) L2(Td)

+[Ane(s)]?

L2(1d)
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Finalmente, da desigualdade (i7i) do Lema (3.1.3) segue-se que

C
k
[I9Ar O, s < 5 o I9ARE, <5

k+1

Teorema 3.2.5 Sejam (u,n) a solugdo dado pelo Teorema (2.5.1) e (u¥,n*) a solugao

aprozimada; entdo, para todo t € [0,T*], nos temos

AHNwﬂw@W@s

C
—. (3.18)
Y
k41
com j = 1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2 para as hipdteses de (H2).
Demonstragao:
A partir da desigualdade dada pelo Lema (3.1.4), e apés uma integrando de 0 a ¢, com

t € [0,T*], obtem-se que

t t
[ 180, i< 0 [1van, e [ ORI,

k k k
T, IO s +C [ I, +C [ 19061,
k 2 k 2 2

+C/ IEES)IE, ., ds+0/ |AB s)2,,, ds+C/ I &),

Dai, considerando-se as hipoteses de (H1), e fazendo-se uso dos Teoremas (3.2.1), (3.2.2),
(3.2.4) e do Lema (1.1.4), obtem-se que:

[ 1862, s < 55+ 15 [, + IV, )i

L2 T N1 Ak H1(Td) L2(rd)
v, + IV, )ds
/\k+1 0 L2(1d) L2(1d)
C
Yy

Por outro lado, considerando-se as hip6teses de (H2), os Teoremas (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4)

e o Lema (1.1.5), segue-se que:

C t
k
/ 1287 ||22 T4 T )\%H )\%H/ (HV (s >||i2<1rd> + V(s )HL2(TdJ)

n C /0 (HA ()H;( d)+|’A2 ()HLQ(Td)

2
/\k:+1

<

Mgt
Para concluir-se a demonstracao, basta utilizar a desigualdade desigualdade triangular e
os Lemas (1.1.4) e (1.1.5).
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Teorema 3.2.6 Sejam (u,n) a solugdo dado pelo Teorema (2.5.1) e (u¥,n¥) a solugao

aprozimada, entao, para todo t € [0,T*], tem-se,

t
/0 |A%(n — nk)(s)HiQ(Td)ds < (3.19)

- N
com j =1, considerando-se as hipdteses de (H1), e j = 2, para as hipéteses de (H2).

Demonstragao:
Integrando de 0 a ¢, com ¢ € [0, 7*] a desigualdade dado pelo Lema (3.1.5), o resultado
segue dos Teoremas (3.2.3) e (3.2.6) e dos Lemas (1.1.4) e (1.1.5).

Observagao 3.2.1 Sendo (u,n) a solu¢io dado pelo Teorema (2.4.1) ou (2.4.2) e (u¥, n*)
a solugao aprorimada, entao considerando-se as hipdteses dos Corolarios (2.4.1) e (2.4.2)
e respectivamente os Coroldrios (2.4.3) e (2.4.4) pode-se obter todas as Estimativas de

Erro desta se¢io de forma totalmente andloga mas definidas sobre o intervalo (0, 00).
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