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Resumo

Nesta tese abordamos as caminhadas quanticas em tempo discreto no modelo de es-
palhamento (CQEs) na rede hexagonal. Primeiro faremos uma revisao das CQEs em uma
dimensao, dando um enfoque mais de propagacao em rede do que em computacao e infor-
macao quantica, que é o usual na area. Em seguida apresentaremos um formalismo geral
para a implementacao das CQEs em redes regulares e daremos o simples exemplo concreto
da rede quadrada. Na sequéncia do trabalho, implementaremos as CQEs para a rede he-
xagonal e analisaremos suas propriedade no espaco de momentum. Além disso, realizamos
uma breve discussao comparando as estruturas de bandas de energia obtidas para uma
CQEs, caracterizada pela matriz de Grover, com as do grafeno. De maneira qualitativa,
observa-se que esses dois sistemas possuem caracteristicas comuns. Finalmente, atra-
vés destes formalismos exploramos a estrutura topoldgica da rede hexagonal para obter
dez diferentes formulagoes, com caracteristicas espaciais distintas. Além disso, exempli-
ficamos a evolucao temporal dessas diferentes formulagoes das CQEs considerando, por
exemplo, as matrizes de espalhamento de Grover e da transformada discreta de Fourier.
Nosso estudo ilustra que, combinacoes especificas dessas dez formulacoes com matrizes
de espalhamento adequadas resultam em sistemas com as caracteristicas fenomenoldgicas
distintas, que podem ser uma possivel forma de controle de processos quantico nas CQEs

na rede hexagonal.
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Abstract

In this work we discuss the discrete time quantum walks in the scattering formulation
(SQWs) for the honeycomb lattice. First we review the quantum walks in one dimen-
sion, giving a focus in lattice propagation than in quantum computation and quantum
information, which is usual in the area. Then we present a general formalism for the
implementation of SQWs in regular lattices and give a simple concrete example of the
square lattice. Next, we implement the SQWs for the honeycomb lattice and analyze
its properties in momentum space. In addition, we present a brief discussion comparing
the energy bands obtained for a SQWs (characterized by Grover matrix) with those of
the graphene. Qualitatively, we observe that the two energy structures have common
features. Finally, from the proposed formalism we show that it is possible to explore
the topological structure of the honeycomb lattice. We obtain ten different formulations,
each one with spatial different features. Furthermore, we exemplify the time evolution of
these different SQWs versions considering as scattering matrices, the Grover and discrete
Fourier transform operators. Our study ilustrate that specific combinations of the ten
formulations with adequate scattering matrices result in distinct phenomenological beha-
vior, which therefore may be a possible way to control quantum processes in SQWs along

the honeycomb lattice.
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Capitulo

Introducao

Certamente, as Caminhadas Aleatérias Cléssicas (CACs) [1] em geral, e o Movimento
Browniano [2-4] em particular, sdo assuntos importantes e estabelecidos hd muito tempo
no dominio da fisica classica, que apresentam uma fenomenologia muito rica e abrangem
uma ampla gama de aplicagoes em diversas areas das ciéncias [5-7]. Na biologia as CACs
sao utilizadas no estudo das propriedades estatisticas de deriva genética [8]; na quimica
elas sdo aplicadas na simulacao de reagoes quimicas [9]; na ciéncia da computagao existem
diversos algoritimos baseados em CACs, por exemplo, para processos de busca em banco
de dados [10, 11]; os economistas aplicam as CACs na compreensao de certos compor-
tamentos similares a aleatdrios da bolsa de valores [7]; entre outras. Na fisica, além do
movimento browniano, as CACs encontram aplicacoes no estudo de processos estocasticos
em geral [12, 13|, sendo que alguns desses casos sao os estudos de polimeros, para a descri-
¢ao das possiveis configuragoes espaciais que eles podem assumir [14, 15] e de processos de
difusao [16]. Na segao (2.1) abordamos de maneira introdutéria o formalismo matemaético

para as CACs.

A nogao explicita das Caminhadas Quanticas' (CQs) foi proposta em 1993, por Y.
Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury, como sendo um possivel (e interessante) andlogo
quantico das CACs [17] (na segao (2.3) iremos discutir matematicamente o modelo pro-
posto por Aharonov et al). Entretanto, a ideia das CQ remonta a R. P. Feynman, quando
considerou a discretiza¢ao do propagador da equagao de Dirac [18, 19]. Além disso, em
um artigo de Feynman sobre computadores quanto-mecanicos [20], podemos encontrar
uma proposta que pode ser interpretada como uma CQ em tempo continuo [21]. De ma-

neira independente, D. A. Meyer abordou o mesmo tema em um artigo sobre automatos

10 termo original proposto por Y. Aharonov et al é “caminhadas aleatérias quanticas”, mas atualmente
diversos autores usam somente “caminhadas quanticas”.



celulares quanticos [22], mas sem utilizar o termo “caminhada quantica” e tao pouco fazer
analogia com CACs. De fato, encontram-se na literatura alguns trabalhos associando a
discretizagao da equagao de Dirac, automato celulares e caminhadas quéanticas [23-26].
Nos anos 80, S. P. Gudder também ja havia considerado brevemente o assunto, ao tratar
a mecanica quantica discreta em um capitulo de seu livro “Quantum Probability” [27]. Nas
duas ultimas décadas foram publicados diversos artigos a respeito das CQs. Para uma

introdugao ou revisao do tema, recomendamos as referéncias [28-44].

As CQs podem ser divididas em dois grupos. No primeiro, sua dinamica ocorre em
intervalos de tempo discreto [17, 28, 36] e no segundo evolui em tempo continuo [33].
Entretanto, ambas formulagoes sao definidas em um espago de posigoes discreto (redes
ou grafos) [28]. Nesta tese focamos apenas em CQs em tempo discreto, as quais podem
ser formuladas em dois modelos completamente equivalentes: o modelo de moeda (CQM)
[17, 28] e 0 modelo de espalhamento (CQE) [36-38].

As CQMs consistem de evolugoes quanticas unitarias para um sistema cujo espaco de
Hilbert (#H) é dado pelo produto tensorial de dois subespagos vetoriais, um associado aos
graus de liberdade que descrevem as “posicoes” dos vértices de um grafo, H,, e o outro
associado a graus de liberdades “internos” (similares a spins), H.. A funcdo de onda,
associada ao estado |U,,), que descreve o sistema em H e no passo de tempo discreto n =
0,1,2,3,..., propaga-se sobre os vértices do grafo, resultando em |¥,,, 1), sendo direcionada
através da acao adequada de um operador chamado moeda, que atua sobre os estados do
subespago H., e sendo deslocada através da acao de um operador translacao condicional
que atua no espago H. A fig. (1.1) mostra a representacio grafica de uma possivel

evolucao em um passo de tempo de uma CQ em um grafo.

(a) (b) (c)

U1 U1 U1
V2 (%) V2 o
g9 1
02
v g1 v 91 v

0 0 o4 0

g3 o
3
U3 V2 U3 g4
V4 V4 V4

Figura 1.1: Representagao esquematica da evolugdo de um passo de uma CQM em um grafo.
(a) representa o estado do sistema no passo de tempo n e dado por |¥,) = |o1). ® |vp), onde
o conjunto de estados {|o;).} descrevem os graus de liberdade interno do sistema e constituem
uma base para H., e {|v;),} descrevem as posicoes dos vértices e formam uma base para H,.
(b) representa a agao do operador moeda, (C’), sobre os estados associados ao subespaco vetorial
He, cujo resultado é Cloy)e = 33 ¢iloi)e, tal que S5+ |¢i]® = 1. (c) representa o estado do

~

sistema no passo de tempo n + 1, ap6s a agao do operador transla¢ao condicional (S), isto é,

Wai1) =S ((Clon)e) @ oo)e ) = Sy iloi)e @ [vi)e



A versao que adotamos nesta tese sao as CQEs, pois sob certos aspectos é um modelo
fisicamente mais intuitivo, uma vez que podemos encarar esse modelo como um “simples”
problema de espalhamento. Neste caso, a dinamica também ocorre em intervalo de tempo
discretos n, mas sua dinadmica é definida nas arestas do grafo (ligagoes da rede) e a cada
passo de tempo a particula sofre processos de espalhamento devido aos vértices do grafo
(sitios da rede). De fato, em qualquer passo de tempo n, o estado do sistema |¥,) é
descrito por uma superposicao de estados de base — definidos individualmente sobre cada
ligacao da rede — ponderados por amplitudes de reflexao e transmissao (associadas em cada
sitio a matrizes de espalhamento locais [36], ver capitulo 2), fig. (1.2). Esta construcao
tem uma analogia com um feixe de luz em uma rede interferométrica, onde cada sitio
atua como um divisor de feixe, e as arestas funcionam como eixos épticos que permitem a
propagacao da luz. Ademais, cada divisor de feixe pode ser ligado a um nimero diferente
de eixos Opticos (assim, a rede nao necessita ser regular). Uma descrigio matematica

detalhada das CQEs em uma rede unidimensional é apresentada na se¢ao (2.4).

(a) (b)

Vo vy

Vi N\ A
7 N\

V4 Vg
U3 U3

Figura 1.2: Representacao esquematica da evolucao de um passo de tempo de uma CQE em
um grafo. (a) representa o estado no passo de tempo n, tal que |¥,) = |v1,vp), onde o estado
|vi, vj) representa o deslocamento da particula do vértice v; para o vértice v;. Em (b) temos a
representagao do estado do sistema no passo de tempo n + 1, isto é, |¥Up,41) = 2?21 Tilvo, vs),
onde T'; representam amplitudes de espalhamento e Z?Zl ;% = 1.

Dada sua relativa simplicidade — quando comparada com sistemas quanticos mais
tradicionais — mas ainda exibindo a maior parte das fenomenologias basicas da mecanica
quantica [28, 36, 40, 45, 46], as CQs encontram intimeras aplicagoes [42, 47|, especialmente
na computagao quantica no desenvolvimento de algoritmos quanticos [34, 48]. Além disso,
uma maneira de investigar um computador quantico complexo, é decompo-lo em diversos
circuitos quanticos mais simples denominados de “portas”, que sao representadas mate-
maticamente por operagoes unitarias que podem ser identificadas como CQs [21]. Assim,
nesta perspectiva, um computador quantico pode ser inteiramente baseado em CQs [49—
51]. Como outras aplicagoes para as CQs podemos citar: os estudos das propriedades de
transporte eletronico de sistemas quanticos [52] e de transporte de energia em sistemas

fotossintéticos [53, 54], a andlise de distribuigao de cargas elétricas em polimeros [55],



o estudo da desordem em sistema de bdsons e férmions nao interagentes [56], transicao
de fase quantica em armadilhas Opticas [57], transferéncia de estados quanticos em um
sistema de spin interagentes [58|, condensado de Bose-Einstein [59], percolagao em grafos
[60, 61], estudos de emaranhamento e decoeréncia [62-67], apenas para mencionar alguns

exemplos.

No que tange a implementacoes fisicas das CQs existem diversas propostas e reali-
zagoes experimentais concretas. Entre elas destacamos a utilizacao de sistemas opticos
lineares, tais como interferometria de fétons [68] e cavidades épticas ressonantes [69, 70;
armadilhas épticas de atomos [71, 72], redes dpticas [73], o controle de spin de elétrons
[74], pontos quanticos [75], armadilhas de fons [76-78], redes de guias de onda [79-81],
ressonancia magnética nuclear [82] e eletrodinamica quéantica de cavidades (cavity quan-
tum electrodynamics - cavity QED) [83, 84]. A referéncia [85] apresenta uma coletanea
das principais implementacoes fisicas das CQs. Analisando os trabalhos citados neste
paragrafo, verificamos que existem algumas poucas proposta de implementacoes das CQs
em duas dimensoes, como destaca a referéncia [86], que investiga um sistema fisico capaz

de implementar uma CQ em redes bidimensionais.

Outro aspecto importante é a investigacao dos processos de decoeréncia nas CQs, pois
uma maneira de identificar se uma dinamica quantica particular pode ser caracterizada
como uma CQ), é verificar se ela se transforma em uma CAC quando sofre esse tipo de
processo. Isto pode ser feito introduzindo algum elemento estocéstico durante a evolugao
de uma CQ, por exemplo efetuando-se processos de medidas de algum observavel do

sistema [44, 47, 66].

A maioria das aplicagbes para as CQs s@o pensadas em termos de construgées em uma
dimensao, onde s6 existem dois possiveis sentidos de propagagao da particula (portanto,
o numero de coordenagdo é k = 2). No entanto, caracteristicas como fases topoldgicas e
transicoes de fase dindmica observadas em uma dimensao [87-90] possivelmente se mos-
trariam mais ricas e interessantes em estruturas com k > 2, especialmente para k impar
[91]. Além disso, diversos trabalhos demonstraram uma fenomenologia muito mais diversa
para as CQs em duas ou mais dimensdes, como na rede quadrada (k = 4) e no hipercubo
N-dimensional (k = 2N) [92-97]. Por exemplo, como apontado em [98] as CQs com k > 2
sao modelos naturais para descrever excitacoes eletronicas do ntimeros de onda? em redes

cristalinas [99].

Na literatura encontramos algumas aplicacoes das CQs em redes ou grafos com niimero

2Basicamente, os comprimentos de onda devem ser suficientemente pequenos de modo que a topologia
local (isto é, as vizinhangas em torno de cada sitio) se torne relevante para as propriedades de transporte.



de coordenagao k = 3, como a estrutura “glued tree” [33, 35, 91|, fig. (1.3), e a rede
“honeycomb” (hexagonal) [92, 100, 101], fig. (1.4). De fato, modelos de CQs para a rede
hexagonal se mostram muito 1til no estudo de processos como percolagao [102], localizagao
[103] e procedimentos de busca [101]. Além disso, modelos de CQs nestes sistemas tém
sido considerados para derivar hamiltonianas efetivas para o grafeno [104] e investigar

nanofitas de grafeno em possiveis implementagoes de portas 16gicas quanticas [105].

;lllr;'i T T Tt i
01234 56789 01234 56789

Figura 1.3: Exemplo de grafos glued tree. Figura adaptada da referéncia [91].

Figura 1.4: Rede hexagonal.

O padrao hexagonal, além de ser uma das trés formas possiveis de se recobrir o plano?

usando um mesmo conjunto de poligonos regulares de maneira a nao superpo-los e nem

3 As outras duas sdo triangulos equildteros e quadrados.



deixar espacos entre os mesmos [106-108], ele aparece em diversos sistemas da natureza,
por exemplo: os favos de mel em colmeias de abelhas; nas colunas de basalto na Calgada
dos Gigantes (formagao rochosa natural e atragao turistica da Irlanda do Norte); em

estruturas moleculares (anel de benzeno); e flocos de neve; ver a fig. (1.5).

(a) (b)
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Figura 1.5: Exemplos de padroes hexagonais: (a) favos de mel, (b) formagoes rochosas na
Irlanda do Norte, (c) anel de benzeno; e (d) flocos de neve. Imagens retiradas da internet.

Nos ultimos anos, o grafeno se tornou o exemplo mais notavel de um padrao he-
xagonal. Ele é um cristal bidimensional estével, constituido por uma monocamada de
atomos de carbono dispostos em uma rede hexagonal e possui uma variedade de diferen-
tes propriedades [109, 110], muitas das quais possuem um grande potencial em aplicagoes
tecnoldgicas [111]. Além disso, o comportamento dos elétrons desse material préximo ao
ponto de Dirac (no espago de momentum) pode ser descrito por uma teoria que imita a
descrigao de férmions relativisticos sem massa [112, 113]. Esse comportamento, por exem-

plo, propicia a abertura de um campo de pesquisa para investigar fisica de altas energias



em matéria condensada [114].

O grafeno foi observado experimentalmente no ano de 2004 por A. Geim e K. No-
voselov [115], rendendo-lhes o Prémio Nobel de Fisica de 2010 [116, 117]. Para maiores
detalhes sobre as propriedades eletronica do grafeno, recomendamos a referéncia [118].
Outros materiais que exibem o padrao hexagonal sao os nanotubos de carbono e o fu-
lereno, fig. (1.6). Devido a subjacente importancia da topologia hexagonal, algumas
propostas particulares para a implementacao das CQs em tempo discreto nessa classe de
redes tém sido desenvolvidas [92]. Assim, motivado pelas peculiaridades e grande interesse
em topologia hexagonal, um primeiro objetivo desta tese é apresentar um formalismo to-
talmente geral para a construcao das caminhadas quanticas em tempo discreto no modelo

de espalhamento na rede hexagonal infinita.

Figura 1.6: Estruturas a base de carbono: grafeno, grafite, nanotubo de carbono e fulereno.
Imagem retirada da referéncia [118].

Apesar da ampla gama de aplicacoes mencionadas, um aspecto ainda pouco explo-
rado é que, dada uma topologia especifica, ha uma grande versatilidade na construcao
de diferentes modelos de CQs [119, 120]. De fato, existem alguns poucos trabalhos que
mostram como distintos operadores que implementam a evolugao temporal das CQs (por-
tanto resultando em diferentes U 's?) geram evolugoes que sdao unitariamente equivalentes

[121, 122]. Além disso, é praticamente inexistente na literatura discussoes que mostram

4 Aqui Uéo operador de evolucao temporal para um passo na dinamica: U [,) = [Wpy1).



que exigindo-se apenas regras quanticas basicas para a evolucao ser coerente com as si-
metrias intrinsecas do sistema (por exemplo, estrutura da célula unitaria em um sistema
cristalino), pode-se obter diversas prescri¢oes para U , 0 que gera CQs com diferentes
caracteristicas. Assim, concebivelmente estas diferentes prescrigoes deveriam conduzir a
diferentes comportamentos qualitativos, por exemplo, associados a propriedades de trans-

porte e difusividade [46].

Como salientamos nos paragrafos anteriores, as caminhadas quanticas tem uma grande
aplicabilidade em diversas areas da ciéncia. Assim, torna-se indispensavel compreender
suas caracteristicas sob os mais diversos aspectos, inclusive (nosso interesse principal
aqui), com relagao a sua versatilidade matemadtica na construgao concreta desses modelos.
Durante o desenvolvimento de nossa dissertagdo de mestrados [123], observamos que a
rede hexagonal permite diversas formulacoes para as CQs. Entretanto nao exploramos
tal situacao. Assim, um segundo objetivo desse trabalho é provar concretamente este
fato derivando diferentes formulacoes das CQEs para a topologia hexagonal. Para isto,
iremos definir o que chamamos de fungoes topoldgicas direcionais (®) e mostraremos
que pode-se gerar um certo nimero especifico de dinamicas distintas especificando-se
adequadamente essas funcoes ®’s. Mostraremos que o nimero dessas diferentes dinamicas
estd relacionado com o comportamento de “trajetérias fundamentais” (definidas ao longo
da tese) associadas ao operador que implementa a evolugao temporal do sistema, o qual
é fortemente dependente dessas funcoes ®’s. Especificamente, fazendo ® compativel com
a topologia hexagonal, obtemos exatamente dez formulagoes para as CQEs. Também
discutimos CQE em rede hexagonal no espaco de momentum e determinamos suas bandas

de energia.

Finalmente, apesar desta tese tratar das caminhadas quanticas na rede hexagonal, é
importante revisar e salientar as principais caracteristicas de CQs gerais. E isto fica mais
facil no caso unidimensional onde diversos resultados podem ser obtidos analiticamente.
E também para redes regulares com k par! Mas tudo isto dando um aspecto mais de

propagacgao em rede do que em computagao e informagao quantica [44], que é o usual na

area de CQs.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2 revisamos o conceito de CQs
em tempo discreto em uma dimensao, analisando seus principais aspectos. No capitulo
3, investigamos as CQEs em 1D no espaco de momentum. Esta abordagem nos permite
derivar analiticamente algumas propriedade fundamentais do sistema, como as estruturas
de bandas e a densidade de estados. No capitulo 4 apresentamos uma metodologia para a

implementagao das CQEs em redes bidimensionais regulares e apresentamos o exemplo da



rede quadrada. Em seguida, no capitulo 5, aplicamos essa metodologia para a construcao
das CQEs na rede hexagonal. J4, no capitulo 6, investigamos as CQEs na rede hexagonal,
onde determinamos suas bandas de energia para uma classe de matriz de espalhamento
genérica e comparamos as CQEs para a matriz de Grover com o grafeno. No capitulo 7
definimos as fungoes topoldgicas direcionais ®’s e desenvolvemos as dez formulagoes para
as CQEs na rede hexagonal. Além disso, ao longo do texto apresentamos diversos exemplos
numéricos. Finalmente, no capitulo 8, apresentamos nossas conclusoes, perspectivas de

trabalhos futuros e consideragoes finais.



Capitulo

As Caminhadas Quanticas

Neste capitulo introduzimos e analisamos as propriedades das CQEs unidimensionais
fazendo um paralelo com as CACs. Em geral as caracteristicas das CQEs em uma di-
mensao sao validas para duas ou trés dimensoes. Assim, realizamos inicialmente uma
breve revisao sobre as CACs unidimensionais, em seguida expomos o modelo de moeda
proposto por Y. Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury no artigo seminal sobre o tema
[17]. Finalmente, apresentamos o modelo de espalhamento proposto por M. Hillery, J.
Bergou e E. Feldman [36], onde abordamos em mais detalhes os principais aspectos das

CQEs, uma vez que é esta formulagao adotada neste trabalho.

2.1 Caminhadas Aleatorias Classicas

Nesta secao discutimos as principais propriedades das CACs em uma dimensao. Para
maiores detalhes e generalizagoes, sugerimos as referéncias introdutérias [124-129]. O
problema das CACs foi proposto por K. Pearson em julho de 1905 [1]. Nas palavras! de

Pearson o problema consistia de:

“Um homem parte de um ponto O e anda ¢ jardas em linha reta; entao
ele se vira em um angulo qualquer e anda novamente ¢ jardas em uma
sequnda linha reta. Ele repete este processo n vezes. Fu quero descobrir
a probabilidade apds essas n etapas dele estar a uma distancia entrer e

r + or do ponto de partida O.”

Tradugao livre de: “A man starts front a point O and walks ¢ yards in straight line; he then turns
through any angle whatever and walks another ¢ yards in a second straight line. He repeats this process n
times. I require the probability that after these n stretches he is at distance between r and r + dr from his
starting point O” [1].

10
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Em agosto de 1905, Lord Rayleigh respondeu Pearson [130]. Segundo Rayleigh para

um valor grande de n a probabilidade é dada por

2
dP(r) = Ee_r mydr. (2.1)

Em uma dimensao uma CAC pode ser encarada como uma particula movendo-se com
velocidade ¥ que tem médulo constante, |0] = v. A cada intervalo de tempo 7 = (/v
uma variavel aleatéria e independente (que assume apenas dois valores) é sorteada, por
exemplo, através de um jogo de moeda. Assim, se o resultado é cara a particula de desloca

para a direita e se for coroa, ela vai para a esquerda, fig. (2.1).

Associando a cada resultado do sorteio da moeda no intervalo de tempo 7, uma variavel

on, onde n € N, tal que

(2.2)

Y

{ +1, se o resultado for cara
op =

—1, se o resultado for coroa

entao, apds o n-ésimo passo de tempo 7, a posicao da particula, é dada por

x(n) =z + Z ol = x9 + Z o;UT. (2.3)
=1 =1

e i
e * . . e O<t<1r
xo — 20 xo— 14 Zo xo + 14 xo + 24
—U
-~ _
@ * * * e T <t <21
xo — 20 xo— 14 Zo xo + 14 xo + 24
—U
-~—— _
e . . . e 27 <{<3r
xo — 20 xo— 14 o xo + 14 xo + 24
—vU
-—Q— B
SR . . . e - 3T < t< AT
xo — 20 xo— 14 Zo xo + 14 xo + 24
U
— ~
e - . . e - AT <t < BT
xog — 20 xo— 14 Zo xo + 14 xo + 24

Figura 2.1: Exemplo de uma possivel realizacdo dos cinco primeiros passos de uma CAC em
uma dimensédo, onde ¢ é um instante de tempo arbitrario entre os intervalos dados na figura. Ao
atingir a posicao x; = xg + j¢, com j € Z, a particula muda de sentido (ou néo) dependendo do
valor do sorteio da moeda.
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Observando a fig. (2.1), constatamos que o sistema pode ser descrito em uma rede
linear cujos sitios estao separados por uma distancia £. Assim, sem perda de generalidade,
podemos identificar a posigao de cada sitio por apenas um nimero inteiro j, isto é, x; = j¢
fig. (2.2). Além disso, se reiniciarmos o sistema com as mesmas condi¢oes iniciais e
deixa-lo evoluir novamente de acordo com o processo descrito acima, provavelmente nao
vamos obter a mesma configuracao dada na fig. (2.1). Isto ocorre devido aos processos
aleatorios que determinam o sentido de propagacao da particula a cada intervalo de tempo

7, introduzidos com os sorteios da moeda.

j—2 j—1 j j+1 j+2
e @ . 3 @ @ o -
——
0

Figura 2.2: O espago de posic¢oes para os processos descritos na fig. (2.1) pode ser identificado
como uma rede unidimensional cujo parametro de rede é £ e j € Z.

A cada intervalo de tempo 7 existe uma probabilidade p associada ao resultado do
sorteio da moeda ser cara (o, = +1) e ¢ = 1 — p de ser coroa (0, = —1), em outras
palavras, p é a probabilidade da particula se deslocar para a direita e ¢ a probabilidade
dela ir para a esquerda ao incide em um dado sitio da rede, fig. (2.3). Neste modelo
de CAC nao existem restrigoes no nimero de vezes que a particula pode passar por um
sitio. Além disso, a escolha do proximo vértice a ser visitado é independente das escolhas

realizadas nos passos anteriores.

Figura 2.3: Probabilidades da particula ir para a direita (p) ou esquerda (¢ = 1 — p) ao incidir
em um sitio da rede a cada passo de tempo.

Uma quantidade relevante é a probabilidade de encontrar a particula convergindo para
a posicao jJ apds n passos de tempo 7. Essa quantidade pode ser obtida através da relacao

de recorréncia

Pv(jan):va<j+1an_1>+qpv<j_1an_1)a (24)

com condigbes iniciais apropriadas, por exemplo, P,(0,0) = 1 e P,(5 # 0,0) = 0, que

representa uma particula partindo da origem.
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A eq. (2.4) ndo é a tnica via para se obter P,(j,n). Assim, vamos considerar uma
CAC onde a particula parte da origem. Neste caso, apds n etapas de tempo 7, o niimero
de passos que a particula da para a direita e esquerda sao dados, respectivamente por ngy
e ne, tal que,

n=ng+ ne. (2.5)

Além disso, assumindo que o parametro de rede ¢ = 1, a posicao da particula apds o
n-ésimo passo é dada por

j =MNg — MNe. (26)

Na tab. (2.1) mostramos os todas possiveis sequéncias de passos apds trés etapas de
evolugao. Logo, constatamos que apds n passos, a probabilidade P, de uma sequéncia de

passos ocorrer é dada por

Py =p"q™. (2.7)
n=>~0 n=1 n =2 n=3 sequéncias
P25 Py = pp j=43..Ps=ppp —
i— 1P = j=+1..Ps=ppq — >
i= 0P, =g j=+1..Ps=pgp ———
J—0nP.—1 7j=-1..Ps=pqq — 44—
=05 = ap j=+1..Ps=qpp ———
i— 1eP.—q j=-1..Ps=qpq 4
i— 95 P =g J=—-1..Ps=qqp ———
j = —3." Ps = qqq it

Tabela 2.1: Nas quatro primeiras colunas temos os trés primeiros passos de tempo para uma
CAC, onde Py ¢é a probabilidade de uma sequéncia de passos ocorrer apds a n-ésima etapa da
evolugdo. Na quinta coluna temos a representacao grafica dos passos para n = 3, onde (—)
representa um passo para a direita e («—) um passo para a esquerda.

A probabilidade de encontrar a particula em uma posicao j da rede apds n passos
de tempo, P,(j,n), é dada pelo produto entre o nimero de todas as possiveis sequéncia
de passos que resultem em tal posicao e a probabilidade da ocorréncia de uma tnica
sequéncia que leve ao sitio escolhido. Assim, vamos considerar uma posicao j = 1 dada
na tab. (2.1). Neste caso observamos que existem trés possiveis sequéncia que resultam
nessa posicao, e a probabilidade de uma dessas sequéncias ocorrer é P, = p?q. Portanto,
P,(1,3) = 3p?q. Ademais, observe que para n = 1 existem duas sequéncias possiveis, para
n = 2, quatro, e para n = 3, oito. Desta forma, é facil verificar por indugao que o niimero

de sequencias possiveis apés n passos € dado por 2.
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Uma vez que o nimero de sequéncia cresce de maneira exponencial, torna-se uma
missao extremamente ardua conta-las a medida que o valor de n cresce. Entretanto, esse
problema pode ser contornado, uma vez que cada passo é independente do anterior e que
devemos contar cada sequéncia apenas uma vez. Entao, o numero total de sequéncias
¢ dada pela combinacao simples entre o nimero de passos n e a posicao j escolhida.
Assim, escolhendo uma posicao j > 0, por exemplo, j = ng, 0 nimero de combinagoes é

o coeficiente binomial

o () n!
Cnd o (nd> N nd! (n — ’I’Ld)' ' (28)

Além disso, uma vez que a probabilidade de uma sequéncia que leve a posicao j = ng é

dado pela eq. (2.7), P,(ng4,n) é dada por
Py(na;n) = ————p"¢". (2.9)

Mas das eqs. (2.5) e (2.6)

n—+j n—j
= e = 2.10
Ng 5 n 5 (2.10)
Substituindo essas duas equages acima na eq. (2.9), obtemos
n! i)/2 /2
P,(j,n) = —p(”+J)/ q(n—J)/ ’ (2.11)

() ()

onde j = —n,—n+2,...n—2n. Eeq. (2.11) é valida para qualquer posigao da rede.

(a) (b)

15F : 0,08F -
10} :
0,06 :
57 ] ~~
S
z(n) Of 1 T20,04¢ -
5l |
0,02} ]
—10} i
—15L, ‘ ‘ ‘ ‘ T 0,00t | !
0 20 40 60 80 100 —100 =50 0 50 100
n J

Figura 2.4: (a) Trajetérias em funcdo do nimero de passos, eq. (2.3), de trés evolugoes de
uma CAC imparcial (p = ¢ = 1/2) partindo da origem, onde assumimos que ¢ = 7 = 1. (b)
Distribuicao de probabilidades, eq. (2.11), para uma CAC imparcial ap6s 100 passos.
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Para exemplificar a construgao desta se¢ao, evoluimos uma CAC imparcial (com pro-
babilidades iguais de ir para esquerda ou direita, p = ¢ = 1/2) trés vezes, onde assumimos
que ¢ = 7 = 1, fig. (2.4a). Como discutido nos pardgrafos anteriores, obtivemos trés
trajetérias diferentes. A fig. (2.4b) apresenta a distribuigao de probabilidades dada pela

eq. (2.11) apds 100 passos, como esperado ela é uma distribui¢ao gaussiana.

2.2 Valor Médio e Variancia

Considere uma funcao arbitraria F(x) e seja P(z) a distribuigao de probabilidade

associada a x. Entao, se x é uma varidvel discreta, a média (F(x)) é definida por
(F(z)) = Z P(z)F(z). (2.12)

Se z representar uma variavel continua, substituimos o somatério na eq. (2.12) por uma
integral, tal que
(F(a)) = / P(2) F(x)da. (2.13)

Neste caso, P(x) é a densidade de probabilidade associada a variavel x.

A variancia da funcao F(x) é definida por

(AF(2))%) = ((F(x) = (F(2)))") = ((F(x)]*) — (F(x))". (2.14)

Em especial, se F(x) = z, onde x representa a posigao, defini-se a variancia de F(z) como

sendo o Deslocamento Quadratico Médio (DQM), isto é,

(Az)?) = (2°) — (x)* = > P(a)a’ - <Z P(a:):c) , (2.15)

se x ¢ uma variavel discreta. Para uma variavel continua, troca-se os somatorios por

integrais em todos os valores possiveis da variavel x.

Para as CACs definidas na secao anterior, no regime onde n > 1, usando o teorema

central do limite, no regime onde n > 1, P,(j,n) é dada por

_ (= —gn)
P,(x,n) = Tare p ( o ) . (2.16)

que representa uma fungao gaussiana [126]. Assim, podemos considerar que as posigoes
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x; = j{ sao continuas, entao

(:U>:/_ZP (z,n)zds = / \/W ( (x_(;:l;qqm)z)dx:(p—q)n (2.17)

(22) = /_ " Py n)atds = / T (_ (r=(p= Q)”)2> dz = ((p—q)n)*+4pqn.

- —oc VBTPGN 8pgn
(2.18)
Logo, o DQM se reduz a
(A)?) = (a?) — (x)? = 4pqn. (2.19)

Além disso, considerando que a probabilidade de obtermos, em um sorteio da varidavel
aleatéria, o resultado o, = +1 (0, = —1) é p (q), entao verifica-se que a média e a

variancia da variavel aleatoria o,, sao dadas por

(o) =p—q (2.20)

(A0)?) = (0%) = (0)* = 4pq. (2.21)

2.3 Caminhadas Quanticas - o Modelo “ADZ”

Em 1993 Y. Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury publicaram um trabalho na revista
Physical Review A, que é considerado o artigo seminal das CQs [17]. Neste trabalho, os
autores apresentaram um modelo para uma possivel versao quantica das CACs. Portanto,
devido a importancia desse trabalho, nesta secao apresentamos, de maneira ligeiramente
modificada, o modelo proposto por estes autores. Além disso, em homenagem a esses

autores, nomeamos tal CQ de “modelo ADZ”.

Na visao de Aharonov et al., uma CQ é um sistema constituido de uma particula com
spin 1/2 deslocando-se em uma dimensao. Sua evoluc¢do ocorre em intervalos discretos de

tempo 7, a qual é regida pelo operador unitario de evolucao temporal definido por
U=5C, (2.22)

onde
S =exp |—i6, @ PU/h (2.23)
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¢ o operador de translagao condicional e
C = exp [ind, /4] ® 1, (2.24)

é o operador “moeda”, responsavel em direcionar a particula a cada passo de tempo. Nas
expressoes acima, 0, e 0, sao as matrizes de Pauli, 1, é a relacao de completeza no espago
de posicoes, P ¢ o operador momentum canonicamente conjugado ao operador posicao X

e { é um parametro com dimensao de comprimento.

Observe que S é um operador de translacao condicional, pois sua agao depende do

autovalor de ¢,. Assim, uma vez que
5ul£) = %]£), (2.25)

entao, S translada um estado do sistema associado a posicao x para x + £. O operador
C' ¢é chamado de operador moeda porque ele desempenha um papel analogo ao sorteio da
moeda nas CACs. Por este motivo, esse modelo é frequentemente nomeado de “modelo de
moeda” (Caminhada Quantica de Moeda (CQM)). Na base dos autovetores do operador
Oz

A 1 3
C= 5 N+ - D e L (2.26)

Ademais, o operador moeda dado na eq. (2.24) que atua somente no espago vetorial ligado

aos graus de liberdade interno (spin) pode ser substituido por qualquer operador unitério

que atue nesse espaco.

Nas CACs ao sortear uma moeda, dependendo do resultado (cara ou coroa), a parti-
cula desloca-se do sitio que ela se encontra para um sitio adjacente a direita ou esquerda.
Diferentemente, nas CQMs ao “langar” a moeda quantica (acdo do operador moeda) a
particula move-se da posicao que ela se encontra para as posicoes adjacente a direita e
a esquerda (estado de superposicao). Em outras palavras, os resultados dos sorteios da
moeda classica sdo analogos aos termos |+)(+| e |—)(—| do operador moeda, enquanto que
os termos |+)(—| e |=)(+]| s@o responsdveis pelos estado de superposi¢ao e nao possuem

analogo cléssico.

Apés n passos de tempo 7, com n € N, o estado do sistema é dado por

1,) = U W). (2.27)
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Como exemplo, vamos considerar que

L
V2

é o estado inicial, onde |£,1(x0)) = |£) @ |¢(z0)) e (z|t(xo)) = ¥(x,z0) é uma fungao

Vo) = —= (|4, ¢(x0)) + il =, ¥ (20))) (2.28)

de onda centrada em xzy. Logo, apés um passo de tempo 7 da definicao de U, eq. (2.22),

tém-se diretamente que

1Uy) = U[To) = = [(1+0) |4, (0 + 0)) + (=1 +3)|—, ¢ (xo — 0))] . (2.29)

1
2

Observe que para CAC se a particula se encontra na posicao xy no passo de tempo
n = 0, no passo de tempo n = 1 sua posigao pode ser xy + ¢ (com probabilidade p) ou
xog — £ (com probabilidade ¢ = 1 — p), dependendo do sorteio da varidvel aleatéria que
rege a evolugao desse sistema. Entretanto, a eq. (2.29) mostra que para uma CQM,
apos o primeiro passo de tempo, o estado do sistema é dado por uma superposicao dos
estados associados as posigoes o — £ e xg+ £. Isso ocorre porque para as CQM a evolucao
temporal é unitaria e definida em termos de amplitudes de probabilidades. Esta diferenca
na evolucao das CACs e das CQMs é a principal distincao entre estes dois modelos. A
carater de ilustracao, na fig. (2.5) apresentamos uma representacao esquemaética da fungao

de onda para os passos de tempo iniciais da evolucao do sistema acima.

[Wo) = J5(1+) +il-)) ® [#(x0))

i

n=0
Trog — SF o — 20 €Ty — ¢ Ty To+ { Ty + 2é Tg + 33
|\Ill> = %((l - 'i)|—} @ |T,f)(.'lja] . F)) + (1 + 'i)|+) & |'JTD(:I:0 + f)))

.’1’:‘|.)4 -3 Ty — 27 Zrp — ¢ Ty T+ 4 Ty + 20 o +3F

[®2) = 225 (( — D)I=) @ k(o — 20} + (1 = 8)|+) + (1 +4)| =) @ [h(zo)) + (1 + 8)[+) @ [9h(zo +24)))

DL N

.’I:‘l‘)‘ — 3¢ xro — i xro — £ T ro+ £ ro + 2¢ T +3F

n=2

Figura 2.5: Representagao pictorica dos estados para os passos de tempo iniciais de uma
CQM, onde as setas verticais no sentido de baixo para cima e de cima para baixo denotam,
respectivamente, os estados |+) e |—) e os estados |¥,,) foram obtido via eq. (2.27). As setas
duplas no sitio xg estao associadas a superposigao dos estados |+) e |—).
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2.4 Caminhadas Quanticas - o Modelo de Espalha-

mento

Uma visdo alternativa a de Aharonov et al. [17] para as CQs foi introduzida na
literatura por M. Hillery et al. [36]. Nesta situagao, o sistema consiste de uma particula
movendo-se pelas arestas de uma rede linear e sofrendo processos de espalhamento nos
sitios a cada passo de tempo. Este processo pode ser visto como um feixe de luz em
uma rede interferométrica, onde cada sitio atua como um divisor de feixes e as arestas
como eixos oOpticos. Além disso, cada divisor de feixe possui dois modos de entrada e
dois modos de saida (direita e esquerda). Finalmente, apés a particula incidir em um
sitio o estado do sistema é dado pela superposigao de estados associados com os processos
de transmissao e de reflexao ponderados por amplitudes de espalhamento, veja a fig.
(2.6). Ademais, as propostas de Aharonov et al. e M. Hillery et al sdo completamente
equivalentes [36, 92, 121], portanto a partir deste ponto trabalharemos apenas com o
modelo de M. Hillery et al, pois sob certos aspectos é um modelo fisicamente mais intuitivo

uma vez que podemos encarar esse modelo como um “simples” problema de espalhamento.

|1/}zn> ”‘/Jout>t
®
‘¢out>r

Figura 2.6: Representagao de um elemento (um divisor de feixe) de uma rede interferométrica,
onde [1;,) descreve uma onda incidente no vértice j. Os estados [Yout)r € [Yout)r descrevem,
respectivamente a reflexdo e a transmissao apds a onda ser espalhada por uma interacao pontual
em j.

Ao incidir sobre um sitio da rede, a particula é espalhada e seu estado apds esse

processo ¢ dado por
‘wm> — ’wout> = FT’¢out>r + Ft‘wout>t7 (230)

onde os coeficientes I', e I'; sao denominados amplitudes de espalhamento de reflexao e
transmissao, tal que

[T/ [* + Tef* = 1.

De maneira geral, uma CQE em uma dimensao consiste de uma particula movendo-se
em uma rede linear e, a cada intervalo de tempo caracteristico 7, ela sofre processos de

espalhamento nos sitios, de tal forma que se no n-ésimo passo de tempo 7 o estado do
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sistema é dado por |V,,), entdao no passo de tempo n + 1

A

|W,i1) = UW,), (2.31)

onde n € N e U ¢é operador unitario que descreve os processos de espalhamento.

Para descrever o sistema necessitamos de uma base para seu espago de Hilbert. Assim,
definimos tal base como sendo o conjunto de estados {|o,j)}, com j € Z, que represen-
tam o deslocamento da particula do vértice rotulado por (j — o) para o vértice (j), que
estao separados por uma distancia ¢ e o = +1, fig. (2.7). Além disso, como os estados
{|o,j)} constituem uma base, entao sao vélidas as seguintes rela¢oes de ortonormalidade

e completeza:

<O‘,j|0/,j/> = 5]‘]'/(500/ (2.32)

1=) ") |o.j)o,jl. (2.33)

j o==£1
-, R T ) B A RO |
J j—1 J j+1 j+2
@ @ @ @ o -

Figura 2.7: Regras para rotular os estados que descrevem as CQEs em uma dimensao, onde
o esta associado com o sentido de propagacao da particula nas arestas e j com as posicoes de
cada sitio da rede.

Observe que o numero quantico j descreve o sitio da rede para onde a funcao de
onda associada ao estado |0, j) estd evoluindo. Os valores do nimero quantico o estao
correlacionados com o sentido de propagacao da particula ao longo de uma aresta. Entre-
tanto, apesar de utilizarmos o niimero quantico 7 como auto estado de posicao ao longo
da tese, ele nao representa, necessariamente, um autovalor do operador posicao. Ja o
nimero quantico o, que é o responsavel pelo direcionamento da particula a cada passo de
tempo, nao representa um autovalor do operador momentum, ele corresponde a um grau
de liberdade auxiliar, que pode ser identificado como um grau de liberdade intrinseco da
particula, por exemplo, o spin de um elétron ou o estado de polarizacao de um féton. Em
algumas implementacoes fisicas que usam éptica linear, j representa os modos normais
de vibracao de uma cavidade Optica ressonante e o os estados de polarizacao ortogonais
da luz [69, 70, 85]. Outra proposta utilizando eletrodinamica quantica de cavidade, onde

um atomo de dois niveis inserido em uma cavidade contendo um campo eletromagnético
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intenso [83, 85|, j representa os estados coerentes de Glauber [131], que é um autoestado

do operador de aniquilacao de fotons, e o os dois niveis atomicos.

Como mencionado no paragrafo anterior, o deslocamento da particula de um vértice
para outro estd associado condicionalmente ao grau de liberdade interno o. De fato, é
impossivel construir uma CQE considerando apenas o espaco de posicao, além de uma
condigao trivial (sistema invariante sob translagoes — particula livre), pois isso leva a um
processo nao-unitério [22]. Para demonstrar esse ponto, considere uma CQE utilizando
apenas o espaco de posicao. Neste caso, definimos a acao do operador evolucao temporal

em um estado de base com sendo
Ulj) =alj — 1) +blj +1). (2.34)

Logo, na forma matricial U é representado por

0 a 0O

N b 0 a O

U= (2.35)
0 b a
00 b o0

Uma vez que U deve ser unitario, as colunas de sua matriz constituem um conjunto de

vetores ortonormais. Assim, denotando a i-ésima coluna por |U;), temos

o que resulta no seguinte sistema de equagoes:

{“%:O (2.37)

Jal* +[b* =1,
cujas solugoes sao
{lal = 1,16l = 0} e {la[ = 0, ]b] =1}, (2.38)

que correspondem a uma particula livre se propagando, respectivamente, nos sentidos

decrescente e crescente de j.

Uma vez demonstrada a necessidade do grau de liberdade auxiliar para direcionar a

particula a cada passo de tempo, para evoluir o sistema, ou seja, resolver a eq. (2.31),



2.4. Caminhadas Quanticas - o Modelo de Espalhamento 22

expandimos o vetor de estado |¥,,) na base {|o, j)}, isto é,

Ta) =D > Wolm)le, 5), (2.39)

j o=xl

onde 1,(7,n) é a componente ¢ da fungao de onda do sistema associada ao sitio j no
passo de tempo n. Assim, torna-se necessario definir a acao de U sobre um estado de
base, ou seja:

U|Uaj> = t((Tj(”O',j + 0-> + T£j(2.0| - U)j - J> (240)

Ullo, j) = 9,7 o, j — o) + 157"

g—0

—0,j— o), (2.41)

()

—00

onde t((fg er representam, respectivamente, as amplitudes de probabilidades da parti-

cula ser transmitida e refletida através do sitio j, fig. (2.8).

(4)

[t
i=2 e el A e j+2
[ @ i.i ® L
T,(_J) — oy r(])_
1

Figura 2.8: Coeficientes de reflexao e transmissao em um dado vértice j.

Como consequéncia da unitariedade de U, UT = U~!, temos

)2 4 D2 =1, t9xY) 09—, (2.42)

oo ! —o,0 o,—ocY—0o,—0

Ademais, usando a rela¢do de completeza, eq. (2.33), podemos escrever o operador evo-

lugao da seguinte forma

U= > o j+o)ojl (2.43)

j o=xo'=%
e
Of =333 1070 ) — o), (2.44)
j o=to'=%
onde
rg) =19), 19, =49, (2.45)
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Assim, as relagoes da eq. (2.42) podem ser resumidas em

Z ngg’rt(fjg’*’ = Z Fg)grg]); = 50’0'”- (246)

o==+1 o==1

Considerando a acao de U no estados de base do sistema, eq. (2.40), e a relagao de

completeza, eq. (2.33), podemos expressar a eq. (2.31) por

o) = DD walion) (o + o)+, —oj—0)) . (247)

j o=%

Portanto, se o estado inicial do sistema é dado por |¥y), usando a eq. (2.31), apds n

passos de tempo o estado do sistema é dado por
W,,) = U"|W). (2.48)

Além disso, pode-se mostrar que as componentes da funcao de onda obedecem a seguinte

relagao de recorréncia:

Uo(jon) = 9=, (G —on — 1) + 19Dy (j — oyn — 1), (2.49)
onde
Vo(g,n) = (0, j|Wn). (2.50)

A eq. (2.49) pode ser representada matricialmente por

( b4 (j.) ) _ po ( ilj = Ln—1) ) jpem ( ilj+1n—1) ) s
¢—(ja”) ¢—(j_17n_1) @D—(J‘f‘l,n—l)

onde, fS{'*” e 1YY 530 matrizes definidas por

(-1 .(G-1)
~ (i t r Iy 0 0
(G-1) — ++ —+ (G+1) —
ry 7= ( 0 0 ) e I'Y = ( GG ) . (2.52)

As amplitudes de espalhamento em cada sitio 7 podem ser organizadas em uma matriz

denominada de matriz de espalhamento, tal que

(4) (4)

S ) L0)
N NS S S (2.53)
(A A
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Considerando as relagoes da eq. (2.42), a matriz de espalhamento deve ser unitaria, isto
¢,

TOIPG) — POTWOT — 1
Desta forma, se garante a conservacao do fluxo de probabilidades. Portanto, é possivel

definir uma grande variedade de CQEs com diferentes [0, Além disso, as matrizes de

espalhamento sdo equivalentes aos operadores moedas do modelo ADZ, ver eq. (2.22).

Para tracar um paralelo entre os casos cldssico e quantico, suponha a CAC descrita
na segao (2.1), com xy = jol (onde jo é um nimero inteiro arbitrario) e velocidade inicial
com +uv, veja a fig. (2.1). Neste caso, a decisao sobre o sentido de propagacao da particula
é realizada nos instantes de tempo nr, com n = 0,1, 2, ..., nas posi¢des de z; = jl (j € Z).
Além disso, j corresponde ao numero quantico que descreve as posi¢coes onde ocorrem
os processos de espalhamento no sistema quantico. Assim, para o problema quantico
considere o estado inicial |¥y) = |+, j), logo o estado do sistema no passo de tempo n é
|W,,) = U"T,). A fig. (2.9) indica os estados da base {|o, j)} em que |¥,) é expandido.
Para o caso cldssico, com j, = j — 1, imediatamente apds chegar no sitio j (j £ 1)
em n = 1, “primeiro passo” (n = 2, “segundo passo”), as duas (quatro) configuragoes
possiveis que o sistema cldssico pode assumir estao indicadas na fig. (2.10). E 6bvio que
as possiveis configuragoes (trajetérias) cldssicas se proliferam com o incremento em n. No
final, sabemos que a configuracao especifica que realmente é observada depende da sua
probabilidade relativa de ocorrer, isto tipifica o carater estocastico das CACs. Por outro
lado, o principio da superposicao em mecanica quantica garante que todos “caminhos”

possiveis no passo de tempo n estao coerentemente incluidos no estado |\0,,).

n=>0
j—2 j—1 J j+1 j+2
A A
n=1
j—2 j—1 J j+1 j+2
n=2
3—2 j+1 j+2

Figura 2.9: Representacao pictérica da fungao de onda do sistema nos passos de tempo iniciais
para uma CQEs.



2.4. Caminhadas Quanticas - o Modelo de Espalhamento 25

A discussao do paragrafo anterior destaca a principal diferenca nas evolucoes desses
dois modelos, ou seja, enquanto as CACs sao definidas em termos de probabilidades
da escolha de uma varidvel estocastica (por exemplo sorteio de uma moeda ser cara ou
coroa), as CQEs sao definidas em termos de amplitudes de probabilidades cujas evolugoes
sao unitarias. As diferencas entre os casos cldssico e quantico determinam fortemente
o comportamento do DMQ (como mostrado na referéncia [46] e discutido nos préximos

capitulos), tal que para as CACs ((Az)?)cac ~ n e para as CQEs ((Az)?)cor ~ n? [28].

Y.
configuracao 1 --- - s . n=0
¢ =2 Jj—1 J j+1 j+2
v
configuracao 1 - - . . e
j—2 -1 J Jj+1 Jj+2 )
— n =
configuracao 2 --- - s . .
j—2 j—1 J Jj+1 Jj+2
v
configuracao 1 . .
j—2 J—1 J Jj+1 Jj+2
—v
configuracao 2 .
j—2 j—1 J j+1 Jj+2
—v n=2
-——
configuracao 3 - - s . e
J—2 J—1 J j+1 j+2
Y.
configuracao 4 - - s . .
j—2 j—1 J Jj+1 Jj+2

Figura 2.10: Representacao das possiveis configuragoes para os primeiros passos de tempo para
uma CAC.

As distribuicoes de probabilidades sao ingredientes fundamentais na definicao das
CQEs, pois elas diferem das caminhadas classicas devido aos efeitos de interferéncia que
o estado do sistema sofre durante a evolucao temporal [46, 132]. Elas sdo determinadas
a partir de projegoes do estado global |¥,,) sob os estados de base do espago de Hilbert
do problema. Assim, a probabilidade de encontrar a particula convergindo para um dado

sitio j no passo de tempo n ¢é dada por

= o 1¥n) Z [¥s (5, n)| 2 (2.54)

o=+

Além disso, a probabilidade de encontrar a particula se propagando no sentido o é definida

Z\ 7, 50,) Z o (4, ) 2. (2.55)

por



2.4. Caminhadas Quanticas - o Modelo de Espalhamento 26

Considerando a eq. (2.49), pode-se mostrar que

(o (G, = 11557 Plto (=0, n=1) P+ |re =5 Pl (=0, n=1)*+A, (j—0,n—1), (2.56)

onde
Ao (jom) = 2Re [t (G, m)u ()] (2:57)

Comparando a relacio de recorréncia para a probabilidade [¢),(j,n)]* de encontrar a
particula propagando-se para o sitio j pelo sentido associado a o, eq. (2.56), com a relagao
de recorréncia para a distribuicao de probabilidades de uma caminha aleatoéria classica
unidimensional, eq. (2.4), constatamos que os dois primeiros termos na expressao de
b5 (j,n)|? naeq. (2.56) sio equivalentes a eq. (2.4) com [t¥57|% e |r((,{:g)|2 desempenhando
o papel da probabilidade da particula saltar entre dois vértices; o terceiro termo na eq.
(2.56) corresponde a processos de interferéncia que a fun¢ado de onda sofre durante a

evolucao temporal do sistema, e nao possui andlogo clssico [132].

Assumindo que os estados de base {|o,j)} sdo autovetores do operador posigao X e

do operador &, (componente z das matrizes de Pauli), tal que
Xlo,j) =jlo,j) e 6:|o,j) = olo, ) (2.58)

e que o parametro de rede ¢ = 1, entao os valores esperados de func¢oes dos operadores X

e 0, sao dados, respectivamente, por

(f(X)) = (Wl FX)IW) = D Pl ) F(j) (2.59)

J

(9(02)) = (Wn|G(o ZP (0,4)G (2.60)

Um aspecto interessante na evolugao das caminhadas quanticas consiste na maneira
que a funcao de onda sofre os processos de interferéncia. Considere que na etapa de tempo

n o estado do sistema seja dado por

[n) = Awanlo.24) + > A aynle’, 25" +1) (2.61)
0—7]‘ 0'/7]'/
Compor?e:nte par compone‘rqte impar

onde as superposicoes de estados do primeiro termo representam vértices com coordenada

j par e a do segundo representam vértices com coordenada j fmpar. Apds um passo de
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tempo, temos

o) = [OR) + 120, (2.62)
com
[wh) Z ZA@ o)y P8P, 25 + o™y (2.63)
(§]
[wimpary — ZZA 0240 TED 6™ 25" 41 4 ™), (2.64)
U J O-I/I

onde as egs. (2.63) e (2.64) foram obtidas a partir da eq. (2.40).

Analisando as equagoes acima, se o estado do sistema é dado pela eq. (2.61), durante
sua evolugao temporal a componente par nao interfere com a componente impar, pois os
estados associados a sitios com j par (impar), na etapa de tempo n, evoluem para estado
associados a vértices com j fmpar (par), no passo de tempo n + 1. Isto ocorre devido a
topologia da rede 1D, uma vez que para um dado vértice com j par seus vizinho adjacentes

possuem, necessariamente, coordenada j fmpar, e vice-versa, veja a fig. (2.11).

Finalmente, quando o estado inicial do sistema for uma superposicao de estados de
base com j par (impar), a superposi¢ao de estados resultantes da evolucao do sistema no
passo de tempo n vai ter apenas componentes com j par (impar) para os passos de tempo
n par ({mpar) e componentes com j impar (par) para n impar (par). Além disso, quando
o estado inicial é uma superposicao de estados com j’s de paridade diferentes, podemos
encarar a evolucao temporal dessa caminhada como dois processos independentes, pois

estados resultantes de saltos de sitios com paridades distintas nao interferem entre si, ou

seja,
(wrer i) =, (2.65)
n=20 ¢ ¢ ¢ e
n=2 e e e e e @
-3 -2 -1 0 +1 +2
J

Figura 2.11: Representagao geométrica dos primeiros passos da evolugao de uma CQE com o
estado inicial dado pela eq. (2.61). Observe que os estados “tracejados” nao interferem com os
estados “continuos”, pois nao existem setas tracejadas e continuas saindo (ou entrando) de um
mesmo vertice.
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2.5 Matriz de Espalhamento

As matrizes de espalhamento que definem o operador evolugao temporal devem ser
unitarias. Assim, para parametrizar tais matrizes em termos de parametros reais, vamos
considerar as matrizes que constituem o grupo SU(2), cujo o determinante é igual a um

e sua representacao genérica ¢ dada por

R a b
Lsu(e) = _— (2.66)
— a

onde a e b sao numeros complexos denominados de parametros de Cayley-Klein, que foram
introduzidos por Felix Klein no final do Século XIX para realizar integragoes no estudo
da rotagao de um giroscépio [133]. Assim temos

Det f‘SU(Z) = ‘ b
- a

b
) ‘ = la|* + |b]* = 1. (2.67)

Logo, da eq. (2.67) é facil verificar a unitariedade de fSU(Q) uma vez que

A A ) A |a|2 + |b|2 0 1 0
Tsuell =T, L) = B . 209
@' sue) = Lsue)t su@ 0 lal* + [b]? 01

Os parametros de Cayley-Klein podem ser escritos na forma
a=x+iy, b=u+iv (2.69)

onde z, y, u e v sdo reais. Portanto, da eq. (2.67) pode-se mostrar que sdo necessarios
apenas trés parametros reais para descrever as matrizes do grupo SU(2) [41, 134], uma

vez que a eq. (2.67) resulta em
2+t w0 =1 (2.70)

Da equagao de vinculo acima sempre podemos escrever um desses quatro parametros reais
em termos dos outros trés, por exemplo 2 = 1 —y? — u? — v%. Retornando ao parametros

a e b, vamos assumir que

a=¢e¥Psing (2.71)

b= e cos b, (2.72)
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onde 0, ¢, p € [—m, 7|]. Desta maneira, a matriz genérica do grupo SU(2) pode ser expressa

. et~ ginh et cosh
FSU(Q) == . (273)

—e UtP) cogf) e PP ginf

por

Para contemplar certas classes de matrizes que utilizaremos na sequéncia, sem prejuizo
para o desenvolvimento das CQEs, vamos trocar as colunas na matriz da eq. (2.73),
pois cada troca de linhas ou colunas em uma matriz implica na troca de sinal de seu
determinante, de maneira que a matriz resultante continua sendo unitaria. Além disso,
para simplificar a notacao, suprimimos o indice j, entretanto nao devemos perder a no¢ao
os elementos da matriz de espalhamento podem variar com tal indice, pois a matriz de

espalhamento é definida localmente em cada sitio da rede de maneira independente. Logo,

r [ €cosh e sing (2.74)
(0.0:0) — e~ iP=D) ginfh —e PP cogh ' |

Assim, considerando a eq. (2.40), a a¢ao do operador evolugao, caracterizado pela matriz

I'(9,4,0), nos estados de base ¢ dada por

U E. ) = €T D sin 0], j F 1) £ 5@ cos | &, j + £1). (2.75)

Na matriz da eq. (2.74), o parametro 6 é responsével pelo controle da probabilidade
da particula ser transmitida ou refletida. Por exemplo, para 8 = 0 temos 100% de pro-
babilidade da particula ser transmitida pelos vértices. Neste caso a particula se propaga
livremente pela rede. O caso antagonico é obtido para § = /2, que fornece 100% de
probabilidade de ocorrer uma reflexdo. Assim, a particula fica confinada nas arestas as-
sociadas ao estado inicial do sistema. Um caso intermedidrio ocorre para 6 = w/4, que
resulta em iguais probabilidades da particula ser refletida ou transmitida. Os parame-
tros ¢ e ¢ sao responsaveis, dependendo do estado inicial do sistema, pela simetria ou

assimetria nas distribui¢bes de probabilidades [41].

Consideremos ainda que as CQEs possuam simetria de reversao temporal [38, 135],
ou mais apropriadamente reversdo de movimento [136], na caracterizacdo da matriz de
espalhamento. Segundo E. Wigner e J. Griffin [135], a simetria de reversao temporal em
um sistema é caracterizada por quatro operagoes que, se realizadas sucessivamente em
um estado arbitrario do sistema levam ao proprio estado original. Tais operagoes, em
ordem, sao uma inversao temporal, a evolucao em um intervalo de tempo n, uma nova

inversao temporal e por iltimo uma nova evolucao por um intervalo de tempo n. Assim,
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matematicamente temos, no caso das CQs,
Urevme =1, (2.76)

ou de maneira equivalente

U"e =eu " =0eWh, (2.77)

onde © é o operador de reversao temporal que é anti-unitario, isto é,
O (¢1]a)) = ;O] a), (2.78)

onde O|a) é o estado reverso no tempo. Por exemplo, se |a) = [p) é um autovetor do
operador momentum, deveremos esperar que O|p) = | — p) a menos de um fator de fase

[136]. Além disso, devemos ter

~ A

00 =062 =1. (2.79)
Logo, para n = 1, multiplicando Ut pela direita na eq. (2.76), temos que
010606 = 01 - 606 = i (2.80)

~~
i

Considerando uma CQEs em uma dimensao, a acao do operador de reversao temporal
em um estado ¢ definida como sendo a inversao do sentido de propagacao da particula na

aresta considerada [38] (reversao de movimento). Assim,
é|07j> = | - O-uj - 0->' (281)

Portanto, levando em conta as acdes de U e © em um estado de base, egs. (2.40) e (2.81),

e considerando a eq. (2.78), temos que
OV, j) = Ullo.j) = 1%, 7)o, — o) + 1 0"| = 0,5 = o). (2.82)

Da egs. (2.41),
Ullo, j) = 9,7, j — o) + 155"

o,—0

—0,j— o), (2.83)

logo, comparando as egs. (2.82) e (2.83), se as CQEs possuem invariancia de reversao
temporal, entao suas amplitudes de espalhamento associadas aos processos de transmissao

devem satisfazer a

9 =49 (2.84)
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2.6 Exemplificando as Caminhadas Quanticas em 1D

Nesta secao apresentamos alguns exemplos das CQEs. Iniciamos com o exemplo tradi-
cionalmente conhecido como o caminho de Hadamard, onde realizamos uma comparac¢ao
com as CAC. Em seguida, realizamos consideracoes a respeito da relagao entre a evolu-
¢ao do sistema e o estado inicial e finalizamos a secdo com uma discussao a respeito da

influéncia das matrizes de espalhamento no comportamento das CQEs.

2.6.1 O Caminho de Hadamard

As CQs em tempo discreto possuem grande aplicabilidade na area de informacao e
computagao quantica. Assim, é usual definir os elementos de matriz de espalhamento de
maneira a associd-los aos operadores de portas légicas quanticas [137]. Isto explica, por
exemplo, a frequente escolha na literatura da matriz de Hadamard, cuja versao 2 x 2 é
frequentemente aplicada para a manipulacao de g—bits [137] e amplamente utilizada para
a exemplificagdo das CQs em tempo discreto em uma dimensao [28, 36]. Outras aplicagoes
das para as matrizes de Hadamard sdo no campo de teoria de informagao [138], teoria de
designe algébrico [138-140], processamento de sinais, codificacoes e criptografia [141, 142].
A matriz de Hadamard é uma matriz unitaria quadrada de ordem D (que deve ser 1, 2 ou
um multiplo de 4), que além de um fator de normalizacdo dado por VD, suas entradas
sao +1 ou —1 [140, 141]. Sua versdo de ordem dois pode ser obtida fazendo 6 = /4 e
®» =p =0naeq. (2.74), ou seja,

] 1 1 1
(1) -

Portanto, da eq. (2.75), temos

- . 1 . .

Na fig. (2.12) apresentamos as distribui¢oes de probabilidades P,(j,n) de encontrar
a particula propagando-se para um dado sitio j. Na fig. (2.13) temos a mesma quanti-
dade, mas para n = 100 passos. Tais graficos sao dados para uma CQEs no caminho de

Hadamard cujo estado inicial é dado por

W0) = = (1+,0) +il-,0)), (2:87)
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e para uma CAC com iguais probabilidades de a cada sorteio da moeda ser encontrado
cara ou coroa, isto é, p = ¢ = 1/2, partindo da origem. A eq. (2.87) corresponde a uma
superposicao de estados que descrevem a particula convergindo para origem pela direita
e esquerda com iguais probabilidades de serem observados. Para a CQE P,(j,n)|cor ¢

dada pela eq. (2.54), com |¥,,) obtido através da simula¢do numérica da eq. (2.27). Para

a CAC, P,(j,n)|cac é dada analiticamente pela eq. (2.11).

(a)

(b)

0 0
1008 10 100F 10
80} 101 80t 10-!
60! 60!
n 1072 P,(4,n) n 1072 P)(j, n)
A0} A0
20| 1077 20| 1077
oo, ¥ [ oo ¥
50 =25 0 25 50 80 —40 0 40 <0
J J

Figura 2.12: Distribuigoes de probabilidades, em (a) para uma CAC e em (b) para uma CQE
em funcao dos passos de tempo n e das posigoes j. Observe que enquanto para a CAC as
probabilidades tende a se concentrar préximo a origem (distribuigdo gaussiana), para a CQE ela
tende a se afastar da origem (distribui¢ao bimodal).

0,08F ‘ ]
e CQE
= CAC
0,06} ]
8
0,04} ]
S
Al
0,02} ]
0,001 ‘ ‘ ‘ g
—100 —50 0 50 100

J

Figura 2.13: Distribuicoes de probabilidades para uma CQE e para uma CAC apds 100 passos
de tempo. Somente as probabilidades para j par estao representadas, uma vez que para j impar
P,(7,100) sao nulas.

Analisando os graficos das figs. (2.12) e (2.13), observamos que o comportamento
das distribuicoes de probabilidades para a CAC e a CQE sao radicalmente distintos.

Enquanto que para a CAC ela é uma distribuicao gaussiana centrada na posigao j = 0,
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para a CQE ela é uma distribuicao bimodal cujo valor maximo tende a se afastar da
origem e se distribui no intervalo de posi¢des [—n/v/2,n/v/2] [30]. Isso ocorre devido aos
processos de interferéncia, que sao recorrentes nas CQESs, o que constitui uma assinatura
de um fenémeno quantico [28]. Tais comportamento podem ser melhor visualizados na

fig. (2.13), onde apresentamos P,(j,n) apds 100 passos de tempo.

3000 1

2500
2000
1500

((Ax)?)

1000
500

Figura 2.14: Comportamento do DQM para uma CQE, obtidos a partir dos resultados da
simulagdo numérica da eq. (2.27), e uma CAC, obtidos a partir da eq. (2.19), onde estamos
assumindo que o parametro de rede £ = 1.

Na fig. (2.14), mostramos o comportamento do DQM, eq. (2.15) para esses dois
sistemas. Observa-se que essa quantidade varia mais rapidamente para a CQE em relagao
a CAC, uma vez que ((Az)?)cac ~ n e para a CQE ((Az)*)cor ~ n?. O aumento
quadratico no DQM para a CQE é uma consequéncia direta dos processos de interferéncia

que a funcao de onda sofre devido a coeréncia da evolugdo quantica do sistema [132].

Na base dos autovetores do operador posi¢gao a fungao de onda, para o caso quantico,

no passo de tempo n é dada por

W) =D D boGin)lo, ), (2.88)

j o=%

onde ¢,(j,n) = (0, j|¥V,). Assim, devido a simetria que a distribuigdo de probabilidades

exibe, verificamos numericamente que neste caso

Re[¢a(j7 n)] = (_1)n1m[¢—0(_jan)] (289)

Iy (j,n)] = (=1)"""Re[tr—o(—j, )], (2.90)
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onde Re[z] e Im[z] denotam, respectivamente, as partes real e imagindria do nimero
complexo z, veja as figs. (2.15) e (2.16). Demonstraremos essas relagoes analiticamente

no capitulo (3) na pégina 57.

(a)

0,3*‘ 072*‘ ]
— 0,2} — 0,1} i
2 S
< Ol I 0.0} l
= 0,0t 2 =01t ]
= —0,1} E 02} :
0,2}, | | E —0,3} | | | g
—100 —50 50 100 —100 =50 0 50 100
J
() (d)
0,10F 0,10 :
= 0,05} = 005 ]
CD'\ @ﬁ
> 0,00 > 0,00 ]
= =
£ 0,05} | £ —005p | :
o010, " T 00, " R
—100 =50 0 50 100 —100 =50 0 50 100

Figura 2.15: Graficos das partes real e imaginaria das componentes da funcao de onda apds
99 passos de tempo, ilustrando as eqgs. (2.89) e (2.90).

As relagoes entre as partes real e imaginaria das componente da funcao de onda dada
pelas egs. (2.89) e (2.90) é um reflexo da combinagao do estado inicial, eq. (2.87), com
o operador evolugao que é caracterizado pela matriz de Hadamard, eq. (2.85). Nas figs.

(2.15) e (2.16), os gréficos dessas quantidades, respectivamente, para os passos tempo
n =99 e n = 100.

Outra caracteristica interessante que esse exemplo de CQE exibe é o comportamento
da funcao de onda em funcao das posigoes j de cada sitio. Observe que para n = 99 a
parte real de v, , fig. (2.15a), e a parte imaginaria de ¢_, fig. (2.15b), sdo assimétricas,
enquanto que a parte imaginaria de 1, fig. (2.15c) e a parte real de ¥_, fig. (2.15d),
sdo simétricas. Ja para n = 100 a parte real de ¢4, fig. (2.16a), e a parte imagindria de
Y-, fig. (2.16b), sdo assimétricas, enquanto que a parte imagindria de 1, fig. (2.16¢) e

a parte real de 1_, fig. (2.16d), s@o antissimétricas.
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(a) (b)

0,3F 0,3 ]
= 02} = 02} ;
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2 00 4 00 ;
S —01} £ 0,1} |
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(c) (d)
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Figura 2.16: Graficos das partes real e imaginaria das componentes da funcdao de onda apds
100 passos de tempo, ilustrando as eqs. (2.89) e (2.90).

Tomando-se o médulo quadrado das componentes da fungao de onda e considerando

as egs. (2.89) e (2.90), verifica-se que

‘wd(ja n)|2 = ’w—o(_j7n)’2' (291)

Logo, considerando que a probabilidade de encontrar a particula em um estado com

o = =+1, é dada por
o) = Y S0P = 3wl (2.92)
J

entao a eq. (2.91) implica em

Pc(+7n) = Pc(_a TL) (293)

Usando o fato que a soma total das probabilidades deve ser igual a um, chegamos no

seguinte sistema de equagoes:
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Pc ) Pc > = 1’
(+,n) + P.(—,n) (2.94)
P.(+,n) — P.(—,n) =0,
cuja solucao é dada por
P.(+,n) = P.(—,n) = ). (2.95)

Este resultado é andlogo a 50% de probabilidade de sortear uma moeda e encontrar cara
ou coroa como no caso da CAC. Isso ocorre porque a distribuicao de probabilidades é
simétrica. Veremos mais tarde que, ao considerar um estado inicial cuja evolugao temporal
resulte em uma distribuigao de probabilidades nao-simétrica, a quantidade P.(o,n) varia

com os passos de tempo.

Considerando que a acao do operador 6, em um estado de base resulta em
6.0, j) = alo, ), (2.96)
é facil verificar que o valor médio e a variancia de &, sao dadas, respectivamente, por

<O-> = Pc(+7 TL) - Pc(_; TL) (297)

(A0)?) = (62) — (6.)* = 4P.(+,n)P.(—,n). (2.98)

z

Observe que para este exemplo de CQE o valor médio e a variancia de ¢, sao idénticos
ao valor médio e a variancia da variavel aleatoria o, para uma CAC imparcial, uma vez

que nesses casos P.(+,n) = P.(—,n) =p=q =1/,

(o)cor = (0)cac =0 (2.99)

((A0))coe = ((A0))cac = 1, (2.100)
compare as eqs. (2.97) e (2.98) com as egs. (2.20) e (2.21).

Finalmente, podemos perguntar como o estado do sistema em um passo de tempo
qualquer esté correlacionado com o estado inicial? Podemos responder esta pergunta
construindo o produto interno entre o estado inicial e o estado no passo de tempo n, isto
é

C(n) = (Wo|W,) = (WolU™ W), (2.101)

que é chamado de amplitude de correlacdo. O médulo de C(n) fornece uma medida
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quantitativa da semelhanca entre os estados em passos de tempo distintos [136]. Assim,
quanto mais proximo de um é o médulo de C'(n), mais semelhantes sdo os estados |¥g) e

|W,,). Logo, considerando o estado inicial dado pela eq. (2.87), isto é,

1 .
entao .
C(n) = 7 (¥4(0,n) —i_(0,n)), (2.103)
Assumindo que
¥ (0,n) =a+ib (2.104)
_(0,n) = c+id, (2.105)

onde a, b, ¢ e d sao reais, mostra-se que o médulo quadrado da eq. (2.103) é dado por

IC(n))* = = (a® + b* + & + d® + 2ad — 2bc) . (2.106)

| —

Além disso, usando as relagoes das egs. (2.89) e (2.90) obtemos

2(a® 4 b? ¢
IC)? = a® (1 + (1)) + 5 (1 — (1)) = { (@69 senépar, o 107)
0 se n é impar.

Finalmente, considerando que a probabilidade de encontrar a particula na posicao 0 é

dada por
P(0,n) = [4(0,m) 2 + [0 (0,n) > = a® + B+ @+ > =2 (a® +17),  (2.108)

onde obtemos a ultima igualdade na expressdo acima usando as eqgs. (2.89) e (2.90),

resulta que para os passos de tempo par

1C(Npar)|> = Po(0, npar).- (2.109)

Na fig. (2.17) mostramos o grafico de |C(n)|? em fungiao dos passos de tempo para a
CAC e a CQE exemplificadas acima. Assim, seguindo a eq. (2.109), admitimos que para
a CAC, |C(n)|* é dado pela probabilidade de encontrar a particula na origem da rede.
Desta forma, observa-se que |C'(n)|* decai mais rapidamente para a CQE em relagao a
CAC. Este fato é um reflexo direto do comportamento da distribuicao de probabilidades

para essas caminhadas, uma vez que, diferentemente do caso classico, no quantico os picos
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em P,(j,n) tendem a se afastar da origem, veja a fig. (2.13).

10

1071

[C(n)]?

1072

0 20 10 60 80 100

Figura 2.17: Comportamento do médulo quadrado da fungao de correlacao entre o estado
inicial e um estado no passo de tempo n para uma CAC e uma CQE. Somente os valores |C(n)|?
para n par estao apresentadas no grafico, uma vez que para n impar essa quantidade é nula.
Neste caso |C(n)|? para a CQE é igual a probabilidade da particula ser encontrada na origem,
por isso que para a CAC definimos |C(n)|? = P,(0,n)|cac. Além disso, para os quatro primeiros
passos |C' (n)|2 possui o mesmo valor para os dois sistemas, cldssico e quantico. Outra aspecto
interessante no caso da CQE reside no fato que para n > 2 |C(n)|*> = |C(n+2)|?, o que d4 uma
aparéncia de uma “escada” para a curva de |C(n)|%.

2.6.2 O Estado de Bloch

O comportamento da evolugao das CQEs sao dependentes da escolha do estado inicial
do sistema e da matriz de espalhamento adotada. Assim, por exemplo, podemos obter
uma grande variedade de evolugoes considerando uma mesma matriz de espalhamento e

variando o estado inicial.

Uma vez que o espaco de Hilbert associado ao grau de liberdade auxiliar, H,., possui
somente dois estados de base, {|+)., |—)}, entdo um estado genérico nesse espago vetorial

¢ dado pela combinacao linear
@)e = g |+)e +a|=)e, (2.110)

onde a4 sao nimeros complexos e |a, |[* + |a_|> = 1. Uma maneira 1til de representar a

superposicao de estados da eq. (2.110) é

|6(8,m)) = cos (9/2) [+)c + € sin (5/2) |-). (2.111)

onde 0 < g <mel<n<2r[136, 137]. Os ntimeros f e n definem um ponto em uma
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esfera unitdria, como mostrado na fig. (2.18). Esta esfera é frequentemente chamada de
esfera de Bloch.

Figura 2.18: Esfera de Bloch que representa geometricamente o estado da eq. (2.111).

A representacao da esfera de Bloch fornece um meio 1til de representar um estado do
espaco vetorial H,, e € uma excelente maneira de testar ideias a respeito do sistema fisico,

sobretudo em informacao e computagao quantica [137]. Por exemplo, assumindo que

1 0
[+)e = < . ) e |=)e= ( X ) , (2.112)

entdo a agdo da matriz de Hadamard, eq. (2.85), nos estados de base de H, resulta em

Paaplt)e = —= () £ 1=)e). (2.113)

-

2

Figura 2.19: Representacoes em (a) dos estado de base base de H, e em (b) da acdo da matriz
de Hadamard em |+) na esfera de Bloch.
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Na fig. (2.19) temos a representagao dessa operacgao na esfera de Bloch. Observe que
a acdo de Dy ap nos estados de base representa uma “rotacao” do estado |+) de £7/2 em

torno do eixo é,.

Portanto, considerando o estado inicial de uma CQE dado por

28, 1,0)) = |6(8,m)e ® ljo)y = cos (%/2) |+, jo) + € sin (9/2) |, jo), (2.114)

onde jp representa a posicao de um dado sitio da rede, a acao do operador evolucao
temporal, eq. (2.40), no estado |®(/3,7)), considerando a matriz de Hadamard, resulta

em

Unan|®(B,n, jo)) = V32 Z cos (8/2) + €™ sin (8/2)) |o, jo + o). (2.115)

Observe que os parametros de e n controlam a simetria da distribuicao da fungao
de onda. Assim, considerando que para 3 = 7/2 o vetor estd no equador da esfera de

Bloch, a eq. (2.115) se reduz a

(T+e) [+, do+ 1)+ (L—€") [—,jo— 1)) (2.116)

DO | —

Upap|®(7/2,n, jo)) =

Se n = 0, os processos de interferéncia associados aos estados com o = +1 sao mais
recorrentes do que os associados ao estados com ¢ = —1, uma vez que 1 4+ € = 2 e
1 — €™ = 0, logo a particula tende a se deslocar para o sentido crescente do j. O oposto
ocorre quando 1 = m, pois 1 +¢e” = 0 e 1 — e = 2. Paran = 7/2 os processos de
interferéncia associados aos estados com o = +1 e 0 = —1 sao igualmente provaveis, uma
vez que |1 44| = |1 — |, o que resulta em uma distribuicdo de probabilidades simétrica.
Esses casos particulares de estados no equador da esfera de Bloch estao representados na

fig. (2.20) e matematicamente sao dados por

(W) = (72,0, j0)) = % (I, Jo) + |=:J0)) s (2.117)
(WG) = |®(7/2,7/2, jo)) = 7 (I, Jo) +il=, Jo)) (2.118)
(Wy) = |@(7/2, 7, jo)) = (|+ jo) = |=:Jo)) - (2.119)

%I
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Figura 2.20: O circulo tracejado possui raio unitario e representa o equador da esfera de Bloch,

isto é, = m/2.

No grafico da fig. (2.21) temos as distribui¢oes de probabilidades P, (7, n) apds 100 pas-

sos de tempo para evolugoes de CQEs cujos estados iniciais sao dados pelas egs. (2.117),

(2.118) e (2.119), com o operador evolucao temporal caracterizado pela matriz de Hada-

mard, eq. (2.85).

P,(7,100) P,(7,100)

P,(j,100)

0,16] ‘

0.12| estado inicial [W)
0,08}
0,04
0,00

0,08F
0,06
0,04}
0,02
0,00

0,16F
0,12
0,08}
0,04
0,00

_100 =75 =50 —25 0 25

Figura 2.21: Distribuigdes de probabilidades apés n = 100 passos de tempo, P,(j,100), para
trés CQEs cujos estados iniciais sio dados por [¥(), eq. (2.117), |¥§), eq. (2.118), |¥), eq.
(2.119), e com o operador evolucao temporal caracterizado pela matriz de Hadamard, eq. (2.85),

ej0:0.
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Nas simulagoes cujas distribui¢oes de probabilidades sao dadas na fig. (2.21), o exem-
plo com o estado inicial dado |¥}) é equivalente a CQEs exemplificada e analisada na
se¢ao (2.6.1). Além disso, observamos que para o estado inicial |¥}) a distribuicao de pro-
babilidades é simétrica, enquanto que para os estados iniciais |\If§) elas sao assimétricas,
tal que, P,(j,n) se desloca para direita, quando o estado inicial é dado por |¥]), e para
a esquerda, quando o estado inicial dado por |¥;). Ademais, verificamos numericamente
que as distribuicoes de probabilidades para esses dois casos assimétricos estao relacionadas
por

PY0 (j,n) = P (j,n). (2.120)

A fig. (2.22) apresentamos distribui¢oes de probabilidades P.(o,n), eq. (2.55), de
encontrar a particula em um estado com um determinado valor do nimero quantico o,

eq. (2.92).

1,0F — )]
-— )

0,0, ‘ ‘ ‘ ‘ 5
0 20 40 60 80 100
n

Figura 2.22: Distribuigoes de probabilidades P.(o,n) de encontrar a particula em um estado
com o = £1 em funcao dos passos de tempo, para CQEs cujos estados iniciais sdo dados por
(Ul), eq. (2.117), |¥E), eq. (2.118), |¥y), eq. (2.119), e com o operador evolugio temporal
caracterizado pela matriz de Hadamard, eq. (2.85).

A andlise dos graficos da fig. (2.22) mostra que P.(o,n) possui comportamentos
oscilatérios para as evolugoes das CQEs cujos estados iniciais sdo |Wi), eqs. (2.117) e
(2.119), e é constante para a CQE cujo estado inicial [¥}), eq. (2.118). Isso é um reflexo

direto do comportamento da evolugao da fungao de onda do sistema, veja a fig. (2.23).
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Figura 2.23: Comportamento do médulo quadrado das componentes da fungéao de onda apds
100 passos de tempo, para CQEs cujos estados iniciais sdo dados por |¥F), eq. (2.117), |¥f),
eq. (2.118), |¥;), eq. (2.119), e com o operador evolugao temporal caracterizado pela matriz
de Hadamard, eq. (2.85).

Para as evolucoes com os estado iniciais |\IIS—L>, uma das componentes da funcao de
onda estd simetricamente, enquanto que a outra esta assimetricamente distribuida ao
longo da rede. Para a evolugao com o estado inicial |¥}), as componentes da fungao de

onda exibem a propriedade de simetria entre si dada pela eq. (2.91), isto é,

‘wa(ja n)|2 = ’w—a(_j7 n)’2

Além disso, da mesma forma que as distribuigoes de probabilidades espaciais sao simetri-
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camente opostas para as CQEs cujos estado iniciais sao dados pelas eqs. (2.117) e (2.119),

verificamos que P,.(o,n) neste casos estao relacionados por

P (0,t) = P% (=0, 1). (2.121)

2.6.3 Influéncia da Matriz de Espalhamento

Discutimos na se¢ao (2.5) que para a matriz f((;,(b,@), eq. (2.74), o parametro 6 é
responsavel pelo controle da probabilidade da particula ser transmitida ou refletida e os
parametros ¢ e ¢ sao responsaveis pela simetria ou assimetria nas distribuicoes de proba-
bilidades [41]. Assim, para exemplificar a influéncia desses parametros no comportamento

das CQEs, assumimos que o estado inicial do sistema é dado por

1

|Wo) = 7

(I+,0) + |-, 0)). (2.122)

Iniciamos investigando a influéncia do parametro #, para isso, assumimos que ¢ = 0

e ¢ =0 naeq. (2.74). Neste caso a matriz de espalhamento é dada por

R cosf sinf
'y = . (2.123)

sinfd —cosf

Observe que, para # = 0 obtemos a matriz de Hadamard, eq. (2.85). Na fig. (2.24)
apresentamos o grafico dos modulo da amplitudes de transmissao e reflexao da matriz Ty

em funcao do parametro 6.

Na fig. (2.25) mostramos as distribui¢oes de probabilidades P,(j,n) apds 100 passos
de tempo para diversos valores de #. A combinagao das fases ¢ = ¢ = 0 com o estado
inicial dado na eq. (2.122) gera distribuigdes de probabilidades P,(j,n) simétricas inde-
pendentemente do valor de 6. Ademais, a medida que variamos o valor de 6, resultando
em um aumento na probabilidade da particula ser transmitida, a distribuicao de pro-
babilidades tende a se espalhar em uma regiao maior da rede, como discutido na se¢ao
anterior. Podemos mostrar que apds n passos de tempo, a distribuicao de probabilidades
se espalha no intervalo de posigdes dado por [—ncos@,ncos@] [30, 41], compare as figs.
(2.24) e (2.25).

O comportamento da distribuicao de probabilidades influencia diretamente o DQM da
particula, que é dado na fig. (2.26). Assim, quanto mais deslocalizada estd a distribuigao

de probabilidades, maior ¢é o valor de (Az)?, em outros termos, o0 DQM varia diretamente
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Figura 2.24: Grafico do médulo quadrado das amplitudes de espalhamento dadas pela matriz
[y em funcio do parametro 6, onde |tye|? = cos?6 e |roor|?> = sin?6#. No gréfico destacamos
quatro pontos e seus respectivos valores de # que serao usados para exemplificar as CQEs ca-
racterizada pela matriz de espalhamento I'y.

0,16 F ‘ ]
—— O=7/3
— O=7/4
0,12} ~— 6=1/6 1
= 0=m/12
S
— 0,08+ 1
=
RS
0,04+ E
0,00 ¢ wissee ‘ ot :
—100 —50 0 50 100
J

Figura 2.25: Distribuicoes de probabilidades de encontrar a particula convergindo para um
vértice j apés n = 100 passos de tempo para CQEs utilizando a matriz de espalhamento I'g, eq.
(2.123), para diversos valores de 6 e o estados inicial dado pela eq. (2.122).

com a probabilidade da particula ser transmitida, compare as figs. (2.24) e (2.26). No
capitulo 3 derivamos uma expressao analitica para o comportamento do DQM em fungao

do parametro ¢, dada pela eq. (3.96).

O préximo passo foi fixar o valor de § = /4 e ¢ = ¢. Substituindo esses valores na

eq. (2.74), a matriz de espalhamento é dada por

poo (e (2.124)
d)_\/i 1 —e20 | '
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Figura 2.26: Comportamento do DQM, em func¢ao dos passos de tempo para CQEs utilizando
a matriz de espalhamento I'y, eq. (2.123), para diversos valores de 6 e o estado inicial dado pela
eq. (2.122).

Observe que, para ¢ = 0 obtemos a matriz de Hadamard, eq. (2.85), e para ¢ = 7/4

obtemos a matriz simétrica dada por

U L (2.125)
SIM \/§ 1 i . .

A matriz f‘¢, eq. (2.124), independentemente do parametro ¢, fornece iguais proba-

bilidades da particula ser refletida ou transmitida, uma vez que
2 2 2 2 _ 1
re " =[rq[" = [tes " =[t--|" = 3

entretanto, sua acao em um estado de base resulta em uma superposicao com uma dife-

renca de fase proporcional a ¢, ou seja,

(@&J>:;Lﬂ%j$wimﬁWiJi1». (2.126)

V2
Assim, o parametro ¢ impoem diferentes processos de interferéncia na funcao de onda,
e que que dependendo do estado inicial, influencia diretamente a direcao preferencial de
propagacao da funcao de onda do sistema. A carater de ilustracao, compare as evolugoes
para os trés primeiros passos de duas CQEs caracterizadas pela matriz de Hadamard,
¢ = 0 e pela matriz simétrica, ¢ = /4, considerando o mesmo estado inicial, descritas

nas tabs. (2.2) e (2.3).
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[To) = 5 (I=,0) + |+,0))

|T1) = |+, +1)

[T2) = 5 (|4, +2) + |-, 0))

|W3) =2 (|4, +3) + [+, +1) + |-, +1) — |-, —1))

Tabela 2.2: Evolucao da funcdo de onda para os trés primeiros passos para uma CQEs cujo
operador evolugao é caracterizado pela matriz de Hadamard, eq. (2.85) e ¢ =0

[To) = 5 (I=,0) + |+,0))

[T1) = 45 (|-, =1) + |+, +1))

[U2) = 505 ((i = 1)[=, =2) + (i + 1) (|=,0) + [+,0) + (i = 1|+, +2))

|U3) = 5 (—(i+1)|—, =3) + 2i|—, —1) + (i — 1) (|-+, —1) + [—, +1)) + 2i|-+,+1) — (i — 1)|+, +3))

Tabela 2.3: Evolugao da funcao de onda para os trés primeiros passos para uma CQEs cujo
operador evolucao é caracterizado pela matriz simétrica, eq. (2.125) e ¢ = 7 /4.

Observe que a matriz de Hadamard induz superposicoes destrutivas a esquerda e
construtivas a direita do sitio j = 0, gerando uma funcao de onda assimétrica, tab.
(2.2). Para a matriz simétrica os processos de interferéncia levam a uma fungao de onda
simétrica, tab. (2.3). Esses dois exemplos demonstram a riqueza no comportamentos das
evolugao das CQEs devido aos processos de interferéncia, o que é uma marca registrada

do mundo quantico.

Na fig. (2.27) apresentamos as distribuigoes de probabilidades P,(j,n), eq. (2.54)

para diversos valores de ¢ na faixa 0 < ¢ < 7/2, e considerado o estado inicial dado por
o) = —= (1+.4o) + 1 o) (2127)
0/ = /2 »Jo »Jo)) - .

Perceba que o estado dado na eq. (2.127) difere do estado dado na eq. (2.87) por
um fator de fase igual a 7/2 na componente |—, jo). Assim, para ¢ = 7/4 temos uma
distribui¢ao de probabilidade simétrica. Para ¢ # 7/4 a distribuicao de probabilidades se
torna assimétrica, tal que, para 0 < ¢ < 7/4 a distribui¢ao de probabilidade se desloca
para direita, e para 7/4 < ¢ < 7/2 ela vai para a esquerda. A medida que o valor de
¢ se afasta de m/4 a assimetria na distribui¢ao de probabilidades aumenta. Além disso,
observe que a posi¢cao dos maximo na distribuicao de probabilidades nao se alteram, pois
a probabilidade de transmissao e reflexao nao sao alteradas, uma vez que, para todos esses

casos |tyo|? = |reor|® = 1/2.
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Figura 2.27: Distribuicoes de probabilidades de encontrar a particula convergindo para um
vértice j apés n = 100 passos para CQEs utilizando a matriz de espalhamento I'y, eq. (2.124),
para diversos valores de ¢ e o estado inicial dado pela eq. (2.127).



Capitulo

Caminhadas Quanticas no Espaco de

Momentum

Uma maneira de investigar a dinamica gerada pelas CQEs é encontrar os autovalores
e autovetores do operador evolucao temporal. Assim, neste capitulo abordamos as CQEs

no espaco de momentum a fim de encontrar solucao para

U|®) = e ™|d). (3.1)

Através da solucao da eq. (3.1) é possivel obter uma expressao analitica para o
comportamento do deslocamento quadratico médio em funcdo do tempo. Além disso, a
partir das bandas de energia (autovalores de U ) pode-se determinar a velocidade de grupo
das autofuncoes de U e a densidade de estados. A velocidade de grupo esta associada com
a transmissao de energia pela rede, enquanto que, propriedades como o calor especifico e
demais fenomenos de transporte de solidos condutores sao dependentes da densidade de

estados [143-145].

3.1 Operador de Translacao e o Teorema de Bloch

Nesta secao, onde fazemos uma revisao de conceitos necessarios para o presente ca-
pitulo, nos basearemos em [30] e no teorema de Bloch [143]. Assim, para determinar os
autovalores e autovetores do operador evolucao temporal para um CQE em uma rede uni-

dimensional, cujo parametro de rede é dado por ¢, consideramos o operador de translagao

49
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definido por

~

T, = e mK, (3.2)
onde, m € Z, K = f’/h e Péo operador momentum canonicamente conjugado ao
operador posicao X , ou seja,

[Xjﬂ:m. (3.3)

Além disso, assumimos que o tempo caracteristico 7 que define os passos de tempo, o

parametro de rede £ e h sao dados por

r=(=h=1 (3.4)

No caso usual, a acao de T}, em um estado associado a posicao x resulta na translagao
da funcao de onda para a posicao z + mf. Logo, por definicao, a acao do operador

translagao em um estado de base no espaco das posicoes resulta em

Tolo,j) = lo,j +m), (3.5)
€

Para determinar os autovetores do operador de translagao T, vamos considerar a

seguinte combinacao linear dos estados de base,

[e.9]

jo.0) = > €l ), (37)

j=—00
onde @ é um parametro real contido no intervalo [—m, 7]. Assim, considerando a eq. (3.5),
a acao do operador de translacao neste estado resulta em
Tolo,6) = Y e lo,j+m)= > Vg, j) = e ™|0,0). (3.8)

j:—oo _]2700

Portanto, |o,6) é autovetor do operador translacio com o autovalor dado por e="™?,

Para determinar o significado fisico do parametro #, devemos estudar a funcao de

onda (o, j|o’,0). Assim, considerando as egs. (3.6) e (3.8), pode-se verificar que

(0,l0",0) =

w(J)do0r, (3.9)
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onde 0 = k, Kk é um numero adimensional denominado de niimero de onda e definido por
Kk = pl/h, tal que p é o autovalor do operador momentum. Ademais, o intervalo [—7, 7]
no qual x estd contido, define a primeira zona de Brillouin, que desempenha um papel
central no estudo de vibragoes cristalinas e teoria de bandas [143]. Por ultimo, u(j) é uma

funcao qualquer que deve satisfazer a
u(j +m) = u(j). (3.10)

Este resultado é conhecido como teorema de Bloch, onde as autofungoes de T, sao ondas
planas combinadas com uma func¢ao periddica de periodicidade dada por um vetor R,, =
mé, que define os pontos da rede de Bravais do sistema e m é inteiro [143]. Portanto, na

base {|o,j)} os autovetores do operador translagao sao dados por
1 o
0,0) =l|o,k) = o, o, jlo, k) = — e"™\a, 5, 3.11
|>|>zj:|1>(3|>mzjjlj> (3.11)
onde escolhemos, por simplicidade, u(j) = 1.

Lembrando que o assume dois valores distintos, ¢ = 41, os autoestados do opera-
dor translacao sao duplamente degenerados. Além disso, {|o, )} constituem uma base

ortonormal, tal que, sao validas as relagoes de completeza e ortonormalidade

i:Z/id/ﬂa,n)(a,/ﬂ, (3.12)

(o' K'|o, k) = 05erd(k — K'). (3.13)

Portanto, se
%(.7}”) = <07j’\11n>7 &U(li,n) = <0’, 5“1171)7 (3‘14)

entao @EU(/{, n) é a transformada de Fourier discreta de ¢, (j,n), que é definida por

1 . —iK]
Vo(k,n) = Nor- Z Yo (f.n)e ™, (3.15)

cuja transformada inversa é dada por

T

1 ~ o
= — dk Y, (K, n)e"™, 3.16
vor g B0 (3.16)

VD)

desde que a funcdo ¥,(j,n) seja ndo nula em um conjunto finito de pontos j, neste caso

a transformada inversa ¢ uma fun¢ao bem comportada [146].
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3.2 Autovalores e Autovetores do Operador Evolucao

Temporal

Utilizando as eqs. (2.43), (3.5) e (3.6), calculamos o comutador entre os operadores

de evolucao temporal e de translacao, obtendo o seguinte resultado:

10, 0] =333 (T8 =19 o, + o+ m) (o', (3.17)

j o=xo'=%

Assim, se
IV, =TU™ =Ty, (3.18)

ou seja, se as amplitudes de espalhamento sao independentes de j, entao 7}, e U comutam.
Neste caso, podemos diagonalizar simultaneamente esses dois operadores. Entretanto,
devido a degenerescéncia nos autovalores de T, verifica-se que |0, k) nao é autoestado de

U, pois da eq. (2.40), a acdo de U no estado da eq. (3.11) resulta em

Ulo,r) = YT toglo,j+0) + 1 0o — 0,5 — ). (3.19)

1
— ) e
Considerando a eq. (3.11), podemos reescrever a eq. (3.19) como

Ulo,k) = e *t,,|0,K) + e r_o,| — 0, k). (3.20)

Contudo, esse problema pode ser facilmente contornado considerando uma combinagao

linear dos autoestados de Tm,
|D,) = Ci|+, k) + C_|—, k), (3.21)
com |C|? 4+ |C_|> = 1. Assim, temos
U|®,) = e “|,), (3.22)

onde w (k) é a energia associada ao autoestado |®,). Considerando a eq. (3.20), a equagao

de autovalores para U se reduz ao sistema de equagoes dado por

" —ik 3 —iK C ) C
1q€ | ry_e | + _ eflw(n) + , (323)
r_,et t__etm C_ C-
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que nao leva ao caso trivial se

t, e~ _ e—iw(n) r, e~k
o " = 0. (3.24)

f,«_+e+m t__eer _ efiw(n)

A eq. (3.24) possui duas solugoes, w; (k) e ws (k), e para cada uma delas temos os
autoestados correspondentes, |®y,) e |®s.). Portanto, na base dos autovetores de U, a

relacao de completeza é dada por

1—;/

™

A D) (D] (3.25)

Assumindo que o estado inicial do sistema é dado por |¥), e considerando a relagao
de completeza na base dos autovetores de U , eq. (3.25), o estado do sistema no passo de

tempo n é dado por
2 ™
W) = 0[] = 37 [ dre 00,8, 00). (3.26)
p=1<"7

Substituindo os coeficientes da matriz de espalhamento genérica do grupo SU(2), eq.

(2.74), na eq. (3.24) obtemos a seguinte equagao caracteristica,
sin(w) — cos@sin(k — ¢ — ¢) =0 (3.27)
cujas duas solugoes sao dadas por
wi (k) = arcsin(cos@sin(k — ¢ — ¢)) e wq(k) =7 — arcsin(cosfsin(k — ¢ — ¢)), (3.28)

onde definimos

w(k) = arcsin(cos @ sin(k — ¢ — ¢)). (3.29)

Os autovetores correspondentes aos dois autovalores da eq. (3.28) sao dados por

1
|q),lm> = W(|+7H> +C“(Ii)|—,li>), (330)
tal que
(k) = b (2% _ (< 1)reilrtomp=(-1 i) (3.31)
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2

sin® 6

Nu(’f) =

(I —=(=1)*cos(k —¢p—¢ — (—1)"w(k))cosb), (3.32)
com pu=1,2.

Consequentemente, considerando os autovalores e autovetores do operador evolugao

temporal, o estado do sistema no passo de tempo n, eq. (3.26), é dado por

W) = 07 [W) — /_ an (3 () ) + D ()| ) (3.33)
onde
Yo (r,n) = (/i)e_“"(“ " eI gl n, (3.34)
1) = ij&;&gf@m X |Ou<%z(2@<m,o> s
e Vo (k,0) = (o, K| Wg). (3.37)

Assumindo que o estado inicial é dado pelo estado de Bloch,
[Wo) = cos (32) |+, jo) + €™ sin (/2) [, jo), (3.38)

onde, os estados |£, jo) sdo autovetores do operador posigao associados ao vértice de

coordenada j = 0, da eq. (3.11) temos

1

U (K,0) = (0, k| W) = (cos (B/2) 65 + €sin (B)2) 6, ) . (3.39)

5

- +
Portanto, as fungoes f;(L ) se reduzem a

cos (2) sin 0 — 129 gin (£) (cos O — (—1)re i (=D (k) =6=0))) gin @
_ 2 2

F7 (k) =
2¢/27 (1 — (=1)cos O cos (k — (—1)rw(k) — ¢ — )
(3.40)
f(f)(/ﬂ) _ (cos (g) sin @ — €!1=29) gin (’8) (cos& — (—1)“e_i(”i_(_1)uw(“)_¢_w))) Fu(k)
# 2v/27 (1 — (—1) cos(f) cos (k — (—1)rw(K) — ¢ — @) 7
(3.41)
onde

Fu(k) = 272 (cos§ — (—1)reltnm D el =om0)y (3.42)
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A eq. (3.34) é a componente o da fungao de onda do sistema no espaco dos momenta
no passo de tempo n. Assim, para obter a funcao de onda no espaco das posicoes basta

tomar a transformada de Fourier inversa das funcoes 1;0(/1, n), veja a eq. (3.16). Portanto,
. 1 /7" (o) —io(R)nirj . /‘7T () oo (k) n+irj )

o (J,n) = — K)e WM q g e K)e I qg | 3.43

Yo (4, m) o ( _Ffl (k) _sz ) ( )

Considerando as eqs. (3.40) e (3.41) verifica-se que elas possuem a seguinte proprie-
dade

17k =) = £ (k). (3.44)

Além disso, a funcao w(k), eq. (3.29), exibe uma propriedade semelhante, tal que
w(k —m) = —w(kK). (3.45)

Portanto, considerando o estado inicial dado pelo estado de Bloch, eq. (3.38), realizando a
mudanga de varidvel kK = k' — 7 no segundo termo da eq. (3.43), considerando as relagoes
dadas nas eqs. (3.44) e (3.45), e uma vez que as fungoes f,sg) sdo periddicas, a eq. (3.43)
se reduz a

14+ e—iﬂ'(j—l-n) ™

Yo (j,m) = JL7 (r)ewtmntiing (3.46)

— = 1
V2T -
Observe que a eq. (3.46) reflete o fato das componentes da funcao de onda com j par

nao interferirem com as componentes com j impar, como discutido na se¢ao (2.3), uma

vez que j e n sdo nimeros inteiros, entdo o fator 1 + e "+ nessa equacdo resulta em

0, se j é par (impar) e n é impar (par)

2, se j é par (impar) e n é par (impar)

Assim, durante a evolucao do sistema nos passos de tempo com n par (impar) sé teremos

componentes da fun¢ao de onda com j par (impar), como discutido na se¢ao (2.4).

Para exemplificar o desenvolvimento dessa secao, vamos considerar que a matriz de
espalhamento é dada pela matriz de Hadamard, eq. (2.85), que é obtida com 6 = 7 /4,
¢ = ¢ = 0, e que o estado inicial do sistema é dado pelo estado de Bloch, eq. (3.38),
com § =n = /2 e partindo da origem, jo = 0. Este exemplo de CQE corresponde ao
caminho de Hadamard que foi desenvolvimento na subsegao (2.6.1). Assim, verificamos

que as funcoes fé”)(m) se reduzem a

() = YO (1 (1

T (3.48)

e~ =m/2) 4 5 cos(k)
1 + cos?(k)
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Finalmente, substituindo a expressdo acima na eq. (3.34), as componentes da fungao de

onda no espago dos momenta sao dadas por

_ \/E efa’i(lﬁfﬂ'/Q)_i_o—COS(/i) . w( ) eidi(lﬁfﬂ'/2)+o— COS(H) in( ( )_ )
o\F, 1) = 1+ e MWk +(1- M )
Vo (k1) W 1+ cos?(r) 1+ cos?(k)

(3.49)
Manipulando a eq. (3.49), obtemos

~ [ Ccontmati)) + ot ) — i (G el ) para s par
¢+(K’n):2ﬁ (sin r+cos k) cos(nw(x)) (nw(x))
( JeosTr ) +1 (sin(nw(/ﬁ)) - W) , para k fmpar;
(3.50)
e
~ () 4 (et - D) pra e por
w—(’{vn) -5 /=
2
ﬁ (sin(nw(/i)) + cosncos(nw(n))) 4 <(sinn—cosn) COS(nUJ(H))) para & {mpar
V1+cos? Kk V1+cos? K ’ ’
(3.51)
Assim, considerando que
w(—k) = —w(k), cos(—k) = cos(k) e sin(—k) = —sin(k), (3.52)
entao, das egs. (3.50) e (3.51), constatamos que
Re[dy (1, 1)) = (=1)"Im[{, (—r, 7)] (3.53)
e
Im[¢), (k,n)] = (=1)" "' Re[t)_ (—k, n)]. (3.54)

Além disso, tomando-se o médulo quadrado das componentes da funcao de onda no espaco

de momentum e considerando as egs. (3.53) e (3.54), de imediato verifica-se que
W}G(’%v n)|2 = |QZ_U(—I£,TL)|2. (355)

Na subsecao (2.6.1), obtivemos relagoes semelhantes as egs. (3.53) e (3.54), via simu-

lacao numérica, isto é,

Re[wa(j7 n)] = (—1)”111’1[1#70(—]',71)] (356)
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m[to(j,n)] = (=1)""Re[y_o(=j,n)], (3.57)

as quais implicam em

VoG )* = [—o(=j,n) . (3.58)

Para demonstrar as eqgs. (3.56) e (3.57), vamos considerar que a fungao de onda no

espaco de momentum é dada por

Vo (k,n) = Re[zﬁg(m, n)] + ilm[zﬁa(/{, n)). (3.59)

Portanto, considerando a forma polar de um numero complexo, é facil verificar que a

funcao de onda no espago de posicoes, é dada por

1 ™
Vo (jim) = 7] Vo (k,n)e " dk
\/%/—\ﬂ'

+1 ( m[i), (r,n)] cos(jK) + Re[thy(r,1)] sm(gm))) dk. (3.60)

V,(j,n) = Re wg r,n)] cos(jr) — Im[i/fg(/ﬁ n)]sin(jx)+

Logo,

Re[to (j,n)] = \/LQ_W /_ ’ (Re[@zg(m,n)] cos(jk) — Im[ih, (k, 1)) smm)) de  (3.61)

1 ™
Vo2t ) _»

Assim, por exemplo para n par, considerando as egs. (3.50) e (3.51), temos

my (j,n)] = (Im[z;(,(n, n)] cos(jx) + Re[y (5, n)] sin(jm)) dw.  (3.62)

1 T cos k sin(nw(k)) cos(jk)

Re[Y1(j,n)] = — i cos(nw(k)) cos(jk)dr + > dr +
Vor . _r V14 cos?k

=0, o integrando é uma fun¢ao impar

T sin K sin(nw(k)) sin(jk) /7r cos k sin(nw(k)) sin(jk)
+ dk + dx | dr
/—7r V14 cos?k _r V14 cos?k
=0, o integrando é uma fungao impar
. , cos K sin(nw(k)) sin(jk)
Re[y1(j,n)] = \/ﬂ/_w (cos nw(k)) cos(jk) + \/14-(5% ( dr

(3.63)
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, 1 g _ T cos k sin(nw(k)) cos(—jk)
Im[¢_(—j,n)] = Nir /ﬂ cos(nw(k)) cos(—jk)dr — /7r e drk +
=0, o integrando é uma fun¢ao impar
N /7r sin k sin(nw(k)) Sin(_jk)dn B /7r cos K sin(nw(k)) sin(—jk‘)dﬂ e
r V1 +cos?k - V14 cos?k
=0, o integrando é uma funcao impar
) 1 4 ) cos Kk sin(nw(k)) sin(jk
Im[¢p_(—j,n)] = N (COS(?’LW(K)) cos(jk) + \/1(—1—2705)2)/@ )> dk. (3.64)
Portanto, Re[,(7,n)] = Im[)_(—7j,n)] para n par. As outras relagoes decorrentes das

eqs. (3.56) e (3.57) podem ser demonstradas das mesma forma.

Nas figs. (3.1) e (3.2), temos o comportamento do médulo quadrado das componentes
o da funcao de onda, respectivamente, nos espacos dos momenta e das posicoes apds 30
passos de tempo. Como esperado, enquanto que as componentes da funcao de onda no
espaco das posigoes estao “localizadas” em torno das posicoes j = 420, as componentes
da funcao de onda no espago dos momenta sao deslocalizadas. As funcoes de onda nesses
dois espacos possuem esses comportamento antagonicos uma vez que os operadores de
posicao e momentum nao comutam [136]. Além disso, verifica-se as simetrias dadas pelas
eqs. (3.55) e (3.58).

- —7‘r/2 0 7T‘/2 T
K

Figura 3.1: Comportamento do médulo quadrado das componentes da funcao de onda do
sistema no espago dos momenta apés 30 passos de tempo, onde 1/31(,%, 30) sdo dadas pela eq.
(3.49). Linha continua para ¢ = +1, e linha pontilhada para o = —1. Observe que [t (k, 30)?
e [¢_(k,30)|? sdo simetricamente opostas.
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0,14F
0,12}
0,10}
0,08}
0,06 |

[¥(4, 30

0,04
0,02

0,00} -

J

Figura 3.2: Comportamento do médulo quadrado das componentes da funcdo de onda do
sistema no espago das posigoes ap6s 30 passos de tempo, onde 14 (j,30) foram obtidas via
integracao numérica da transformada de Fourier inversa da eq. (3.49). Linha continua para o =
+1, e linha pontilhada para o = —1. Observe que |14 (4,30)|? e [¢_ (4, 30)|? sdo simetricamente
opostas.

Na subsegao (2.6.1) obtivemos que as probabilidades de encontrar a particula em um
estado com ¢ = +1 ou 0 = —1 é uma constante e dada por P.(o,n) = 1/2. Isso é

verificado, considerando que para a fungao de onda dada na eq. (3.49),

—T

: s 1
Poon) = S a o) = [ (i) P = 5. (3.65)
J
Para demonstrar a equacao acima, considerando n par, de acordo com a eq. (3.50),

‘IL+(K7 n)‘2 = ZLJr(H? n)z/;+(/£7 n)*

R (- S )

((Cos(nw(ﬁ)) . Coi//ﬂ%{))> w ((Sin/e t/%nww))))

Dy ()2 = 1 n sin/ﬁcosmsinz(znw(/i)) N cos k sin(nw(k)) cos(nw(/ﬂ;)). (3.66)
47 21 (1 + cos? k) 27/ 1 + cos? K

Logo, integrando a eq. (3.66),

Pl = [ " () Pdr

—T

1 ™ [sinkcos ksin®(nw(k))  cos ksin(nw(k)) cos(nw(k))
P.(+, = —d dk .
(+m) / Tt / ( (I tcotr) T 2m/ltcotn g

~
=0, o integrando é uma fun¢ao impar

P(+,n) = =. (3.67)

J/

N | —
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O mesmo resultado é obtido para n impar e para ¢ = —1.

3.3 0O Método da Fase Estacionaria
A integral na eq. (3.46) é do tipo
I(a,n) = f(k)e9@rnd, (3.68)

onde

gla, k) = —w(k) + ak (3.69)

é uma funcao real, pois w(k) estd associado aos autovalores do hamiltoniano do sistema,
a = j/n — (posigao/numeros de passos) e o € [—1,1]. Assim, elas podem ser avaliadas
assintoticamente através do método da fase estaciondria [147]. No limite em que n > 1,
e'9(@m)n oscila rapidamente com a variacdo de k, produzindo contribuicdes na integral
da eq. (3.68) que tendem a se cancelar, exceto nos pontos de maximo ou minimo da
fungao g(«, k). Logo, a maior contribuicao na integral da eq. (3.68) provém dos pontos
nas vizinhanga dos pontos de maximo ou minimo, pois g(«, k) é praticamente constante

nessas regioes. Assim, segundo o método da fase estacionaria, no limite que n > 1

Z v 27Tf ) otamontatsn/n), (3.70)
\/n|d (@, £)] [imre; |

onde k; sdo os pontos no intervalo [—7, 7| que resultam em dy [g(c, K)] |s=s, = 0, € p(k;)

é o sinal da funcdo d2 [g(a, x;)]. No limite em que n >> 1, as componentes da funcao de

onda no espaco de posicoes sao dadas por

V2f(Ki)  itglamantutom/a).

(e, K)] |romr,

(3.71)

el () 2

Derivando a eq. (3.69) em relagao a varidvel k encontramos os seguintes resultados,

cosfcos(k — ¢ — )
V1 —cos20sin’(k — ¢ — )

delg(er, 5)] = a = (3.72)

. 2 .
Cg(a, 0)] = cosfsin” Osin(k — ¢ — ) ‘ 3.73
st )] (1 — cos? fsin?(k — ¢ — @))3/2 ( )

O proéximo passo é impor que d [g(a, k)] |x=x;, = 0, 0 que resulta em duas solugoes dadas
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por
atand

VvV1—a?

Assim, uma vez que o argumento da func@o arccos(x) deve variar entre |z| < 1, isto leva

K+ = Farccos ( ) + o+ p. (3.74)

a um limite para «. Impondo que

im tan @
Qim 2R (3.75)
11— al?im
os limites para a sao dados por
Qi = £ cos 6. (3.76)

Portanto, considerando que o = j/n, pode-se mostrar facilmente que os limites para os

valores de j s@o dados por ji,, = +ncosf, como discutido na se¢ao (2.6).

Para exemplificar o método da fase estaciondria, admitimos que f =n =n/2,0 = /4
e ¢ = ¢ = 0. Esta evolucao com esses valores de parametros corresponde ao desenvolvi-

mento da se¢ao (2.3). Assim, temos

K+ = tKo = £ arccos (%) : (3.77)
«

Avaliando as funcées g(a, k), d2[g(a, k)] e fl(o)(li) em Kk = £k, obtivemos

g(a, ko) = £g(a, ko) = Fw(ko) £ aky = F arcsin (&n(mo)) + ako, (3.78)

V2
d?[g(a, K]|petn, = £(1 — a?)V1 — 202, (3.79)

) (1) = # ((1 +a)+i (04 F ZM)) (3.80)

£ (ko) = # (z‘(l — )+ (a + zm)) . (3.81)

Substituindo as expressdes acima na eq. (3.71), as componentes o da fungao de onda

no espago de posigoes, no limite que o — 0 (n > 0), sao dadas por

(14 (-1)@=bm) ((1 + (1 +i)a)) cos(g(a, ko)n + m/4) +iv1 — 2a? sin(g (e, ko)n + 7r/4)>

Vi (o, )~

2\/ﬂn’m(1—a2)‘ .
3.82
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(1+ (1)) ((i + (1 — 9)a) cos(g(a, wo)n + 7/4) — VI — 22 sin(g(a, ko)n + 7r/4)>

P (a,n)~
2\/7Tn ‘m(l —a?)

9

(3.83)
onde a € [—\/% + €, \/Li — e] com € arbitrariamente pequeno. Assim, verificamos que a
distribuicao de probabilidades aproximada de encontrar a particula em um dado vértice

j € dada por

(1+ (—1)(0‘*1)")2 (1 —2a?sin(2g(a, ko)n))

Py(jin) = [ (o m)|* + [0 (o) 2mn VI - 20%(1 — a2)]

. (3.84)

No gréfico da fig. (3.3) comparamos a distribuigao de probabilidades espacial exata
obtida a partir da simulacio numérica da equacdo |¥,) = U™|¥,), com os resultados
obtidos a partir da solugdo aproximada, eq. (3.84), apés n = 1000 passos. A solugao
aproximada possui uma concordancia significativa com a simulagao numérica, sobretudo
na regiao onde j/n < 1, pois, neste caso o desvio relativo percentual entre os resultados
simulado e aproximado nao passa de 1%, como pode ser visto no grafico interno da fig.
(3.3). Entretanto, a medida que j — n/v/2, observa-se um aumento no desvio relativo
percentual, isto é, as solucoes simulada e aproximada nao possuem uma boa concordancia.

Isso ocorre, porque a eq. (3.84), diverge no ponto o = j/n = 1/v/2.

0,025F . l
esse  Simul.
0,020+ 100 Apr‘OX- 1
— S :
S 0,015} « @ . )
= 0,010} § < : 1
Q] - :
5 ‘ "
0,005} L2500 350 0 350 700 o i
e O ]‘/—@@1\:
0,000} _ld% :

—1000 —500 O 500 1000
J
Figura 3.3: Comparacao entre as distribuicoes de probabilidades apés 1000 passos de tempo
obtidas através de simulagao numérica e da solugao aproximada, para uma CQ definida pelos

0 =7/4, ¢ =9 =0e =n=mn/2. O grafico interno apresenta o desvio relativo entre as
solugoes simulada e numérica.

A distribuigao de probabilidades dada na eq. (3.84) pode ser dividida em dois termos,
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ou seja,

Pyayn) = [y (g m)]? + [ (e, m)? ~ (14 (—1) 705 (P (a,m) + P (a,n))

(3.85)

onde

1
Plass) (o ) = 3.86
V) = Tl — eV —2? (3.86)
e
2 .

P(osc) a,n) = —a SlIl(g(Oé, ’fa)n) : 3.87
0" () Wn‘(l—a2)\/1—2oz2 (3:87)
tal que, Pv(ass)(oz,n) é responsavel pelo comportamento assintético e P@(OSC)(a,n) pelas

oscilagoes na distribuigdo de probabilidades, veja os graficos das figs. (3.4) e (3.5).

0,030
0,025}

2 0,020}
S
& 0,015}

ass

£_ 0,010
0,005}

0,000t

—1/\/5 —1/‘2\/5 0 1/2\/5 1/@7

«

Figura 3.4: Comportamento assintético da distribuicao de probabilidades.

0,003f
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0,001}
0,000} - -

—0,001}

P (a, 1000)

—0,002}

—0,003}

—1/\/5 —1/‘2\/5 0 1/2\/5 1/ﬁ

(07

Figura 3.5: Comportamento oscilatério da distribuicao de probabilidades.
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Considerando o limite da soma de Riemann, pode-se mostrar que o célculo dos mo-

mentos pode ser aproximado por

\/— —€ \/— —€
= Z P,(j,n)j" ~ / (a,n)a’da = n” / 2P (o, ) da,
J
(3.88)
onde € é uma constante arbitrariamente pequena. Na equacao acima o fator 2 é resultado
do coeficiente 1 — (—1)17%" veja as egs. (3.47) e (3.85). Além disso, a componente
PU(OSC)(a, n) foi desconsiderada porque ela oscila rapidamente no limite em que n > 1 e

pouco contribui para integral. Assim, o valor médio da posicao e DQM sao dados por

1 1
2 V2 o
P,(j,n)j ~ n/ 2P (o, n)ada = n da =0
Z . ~Lwl(1=a?)V1— 202
(3.89)
e
%
2
(8af) = @) ~ (@) = Y Pinls o [ P e mjada
i -7
G o? 1 9
Az)?) ~ n? daz(l——)n. 3.90
(&) ~ 2 w|(1—a?)V1—2a?| V2 (3.90)

O resultado para o valor médio da posigao é zero porque o integrando na eq. (3.89) é uma
fungao impar integrada em um intervalo simétrico. Na fig. (3.6) temos a comparagao entre
os comportamentos exato e aproximado do deslocamento quadratico médio. Portanto,
como no caso das distribuicoes de probabilidades, temos uma 6tima concordancia entre

os resultados.

3000F
emeee  Simul.
2500 | Aprox.
2000}

1500

((Az)?)

1000
500

0 20 10 60 80 100
n

Figura 3.6: Comparacao entre o comportamento do DMQ obtido através de simulagdao numé-
rica e através do resultado aproximado dado pela eq. (3.90).
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Considerando a matriz de espalhamento genérica dada na eq. (2.74), o parametro
0 é responsavel pelo controle da probabilidade de transmissao e reflexao da particula
em cada vértice da rede. Para ¢ = ¢ = 0e  =n = 7/2, e usando o método da fase
estacionaria, pode-se mostrar que a distribuicao de probabilidades de encontrar a particula

propagando-se para um dado sitio da rede é aproximadamente dada por

Py(ayn) = | (on)® + [ (0, n)|?
(1 + (—1)_(”0‘)”)2 tané
Polam) 27n (1 — a?) /1 — (1 +tan26) a2 "
B (1+ (—1)*(14”1)”)2 tan 0(cos 0 + cos(w(kg) + Ko))? sin(2n(w(kg) — ko))
47n (a2 — 1) V1 — a2 sec? O(cos 6 cos(w (ko) + ko) + 1)2 ’
(3.91)
onde 4
t
Ko = arccos <%) (3.92)

_ a?tan? 6
w(ko) = arcsin [ cosf4/1 — T . | (3.93)

Além disso, de acordo com a eq. (3.76), « esté contido no intervalo [— cos , cos 6].

Observe que, como no exemplo anterior, podemos separar a distribuicao de probabi-
lidades em duas partes, uma assintotica e uma que oscila rapidamente no limite em que

n > 1, tal que

uss B tan 6
Fen) = 27n (1 — a2) /1 — (1 + tan?0) a2 (3:94)
PO (e ) = — (1+ (—1)_(“‘1)”)2 tan 0(cos 6 + cos(w(ko) + ko))? sin(2n(w(kg) — ako)) |

4mn (a2 — 1) /1 — aZsec? 0(cos 0 cos(w (ko) + ko) + 1)2
(3.95)

Logo, podemos mostrar que o deslocamento quadratico médio nesta situacao é dado por

cos 0 o’ tan 6

~dar = (1—|sind)n*  (3.96)

Az)?) ~ n? /
(8207 —eoso (1 —a2) /1 — (1 +tan?0) «
Este resultado também foi obtido em [41]. Na fig. (3.7) apresentamos o comportamento
do DQM ({(Ax)?)) em fungao dos passos de tempo e do parametro §. Observa-se que para
0 = 7/2, ((Ax)?) = 0 pois nesse caso a particula tende a ficar confinada, uma vez que a
probabilidade de reflexdao é igual a 100%. Para 8 = 0 ou a 7, obtemos o valor méximo

para ((Az)?), pois nesses casos a particula tem 100% de probabilidade de ser transmitida.
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Figura 3.7: Comportamento do DQM, eq. (3.96), em funcao dos passos de tempo n e do
parametro 6.

Considerando um passo de tempo fixo n > 0, verifica-se que o comportamento do DQM
dado pela eq. (3.96) possui um comportamento similar a probabilidade de transmissao,

ltoo|* = cos? 0, como pode ser visto no grafico da fig. (3.8).

1,0f
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0 7T‘/4 7r‘/2 371‘/4 T
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Figura 3.8: Comportamento da probabilidade de transmissao e do DQM (normalizado pelos
passos de tempo) em fungao do parametro 6.

Na fig. (3.9) temos a comparacgao dos valores do deslocamento quadratico médio em

funcao do parametro 6, para diversos valores de passos de tempo, obtidos de forma exata a
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partir da simulagao numérica da equagao |¥,,) = U "|Wy), com a previsao aproximada dada
naeq. (3.96). Analisando os graficos da fig. (3.9), constatamos que a previsao aproximada
e a solucao exata tem uma étima concordancia no limite que n > 1. Entretanto, mesmo

para os valores onde n ~ 1, a eq. (3.96) fornece resultados razoaveis.

1,0 Fees., -]
O,S L '._. n=>5 ..'°. R
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O:8 ,\“\\.\ n = 100 //
0,6 ™ - l
0,4} Soq //‘ i
0,2 3 Sooaee, g i

O’O L | %"‘%__ﬂ'.'_,-‘ ‘ !

((Az)?)/n?

((Az)?)/n?

((Az)?)/n?

((Az)?)/n?

Figura 3.9: Comparagao dos valores obtidos para o deslocamento quadréatico médio em fungao
do parametro 6 obtidos via simulacao numérica com os resultados aproximados obtidos através
da eq. (3.96), para diversos valores de passos de tempo. Ponto em preto simulagdo numérica;
linha continua em cinza valor aproximado.

3.4 Bandas de Energia, Velocidade de Grupo e Den-
sidade de Estados

Considere uma particula livre cujo operador hamiltoniano é dado por

. p?
H=— (3.97)

om’
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onde
)
2m  dax?

= Ei(x) (3.98)

é a equacao de Schrodinger independente do tempo para esse hamiltoniano. A solucao da
eq. (3.98) é formada pela combinagao linear de ondas planas e a auto-energia (o que nos

interessa nesse momento) é dada por

h2K?

FE .
2m

(3.99)

Observe que a auto-energia pode assumir qualquer valor, uma vez que x ¢ uma variavel

continua.

Para o caso onde a particula esta sujeita a um potencial, o hamiltoniano do sistema

é dado por A

2

A P A
H=— X). 1
2m+U( ) (3.100)

~

Entao, se U(X) é um potencial confinante, por exemplo um pogo de potencial com altura
infinita (particula confinada em uma caixa), devido a continuidade da fungao de onda

nas paredes da caixa, a auto-energia passa assumir apenas certos valores discretos. Neste

caso,
ﬁ2ﬁi
E, =51, (3.101)
onde
Ky = %ﬂ (3.102)

i€ Z e aé alargura do poco.

Certos materiais sélidos (metais em geral) tém seus atomos organizados de forma
geométrica (rede) gerando uma estrutura cristalina, o que resulta em uma periodicidade
no potencial. Assim, as auto-energias para uma particula submetida a esse potencial
periddico deverao ser um misto dos dois casos discutidos anteriormente. Nesta nova
situacao, a particula pode ocupar faixas de energias permitidas separadas por lacunas de
energias proibidas. As faixas de energias permitidas sao denominadas de “bandas” e as
lacunas de “gap”. Tais quantidades desempenham um papel importante na classificagao

de um material como sendo um condutor, isolante ou semi-condutor [143].

Uma vez posta a discussao nos paragrafos anteriores, podemos encarar uma CQE, cujo
operador evolucao temporal é caraterizado em cada sitio da rede pela matriz genérica dada

pela eq. (2.74), com sendo uma particula movendo-se em um potencial periddico. Neste
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caso, suas bandas de energia sdo dadas pela eq. (3.28), isto é,

1 —1)#
wy(k) = w — (—=1)* arcsin(cos @ sin(k — ¢ — ¢)), (3.103)
onde p = 1;2. Observe que os parametros ¢ e ¢ representam apenas uma fase e nao
influenciam nos valores maximo ou minimo da banda de energia. Assim, sem perda de
generalidade, vamos assumir que ¢ = ¢ = 0. Neste caso as bandas de energias, eq.
(3.103), se reduzem a
1+ (=1)")

wy (k) = —y (—1)* arcsin(cos @ sin k). (3.104)

Na fig. (3.10) apresentamos o grafico de w, em fungao de x e 6.

(a) (b)

w3

INH

o

wi(k)

|
1

S

Figura 3.10: Em (a) temos o grafico em trés dimensoes de w,(x) em funcao do ndmero de
onda k e do parametro 6, onde as banda inferiores correspondem a wi(k) e as superiores a
wa (k). Observe que uma banda é o reflexo da outra. Em (b) mostramos w;(x) em um grafico
bidimensional.

Para exemplificar algumas dessas bandas de energia admitimos os seguintes valores
para 0: {0,7/6,7/4,7/3,7/2}, na fig. (3.11). Observa-se que w; é o reflexo de w_.

Lembrando que, para ¢ = ¢ = 0, a matriz de espalhamento é dada por

. t r cosf sinf
Iy = = , (3.105)
r —t sinf —cosf

onde t e r correspondem, respectivamente, aos coeficientes de transmissao e reflexao.

Entao, para # = 0 a particula encontra 100% de probabilidade de ser transmitida. Nesta
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situacao, ela se comporta como uma particula relativistica sem massa, pois a relacao de
dispersao entre a energia e o momentum ¢ linear (w,(x) o< |s|), diferentemente do que
ocorre para uma particula livre nao-relativistica, onde w(k) oc k2, ver eq. (3.99). Além
disso, as bandas se tocam no ponto kK = /2, isto é, o gap minimo de energia entre elas
é nulo. A medida que o valor de 6 se aproxima de 7/2 a probabilidade da particula
ser transmitida é reduzida, e o gap minimo entre as bandas de energia aumenta. Para
0 = m/2 temos 100% de probabilidade da particula ser refletida, levando ao confinamento
da particula nas arestas associadas ao estado inicial do sistema. Neste caso o gap entre

as bandas de energia é maximo.

31

2 ‘ ‘ ‘ ] 0=0
0=m/6
™ 0=m/4
0=m/3
T 0=m/2
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Figura 3.11: Gréficos de w, (k) em funcdo do nimero de onda x para diferentes valores de 6.
As curvas em preto correspondem a wi(k) e as curvas em cinza a wa(kK).

Analisando as figs. (3.10) e (3.11), observamos que w,(x) os pontos de minimo e
méximo na banda de energia sao dados por k = £7/2; tal que, wi(k) (we(k)) possui,
respectivamente, um ponto de minimo (méximo) para k = —7/2 e de maximo (minimo)

em k = +m/2. Assim, as bandas de energia est@o limitadas em

[wu(=7/2),wu(7/2)],
que em termos do parametro 6 é dado por

— arcsin(cos ) < wi (k) < arcsin(cos ) (3.106)

7 — arcsin(cos #) < we(k) < 7 + arcsin(cos 6). (3.107)

Além disso, as duas bandas sao caracterizada por um gap de energia, cujo valor minimo
¢ dado por
Wyap = wa(m/2) — wi(m/2) = 2arccos(cos #) = 2|6]. (3.108)
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A existéncia de bandas de energia implica em importantes consequéncias no movi-
mento da particula pela rede. Assim, uma quantidade relevante para a investigacao do
sistema ¢ a velocidade de grupo das autofuncoes de U (“velocidade de média da particula”).
Portanto, se o estado do sistema é dado pelo autoestado |®,,) de U e cujo autovalor é

w, (K), entao a velocidade de grupo ¢é dada

(k) = dy [w,, (1)] - (3.109)

A eq. (3.109) expoe um fato relevante. Se o estado do sistema é dado por um
autoestado do operador evolugao (isto é, independente do tempo), entdo a particula,
mesmo interagindo com os sitios da rede (que podem ser descritos através de um potencial
periddico), move-se com uma velocidade constante. Este fato estd em flagrante contraste,
por exemplo, com o modelo de Drude para a conducao eletronica, onde as particulas

sofrem colisoes nos sitios da rede (carogos idnicos) alterando sua velocidade [143].

As velocidades de grupo, associadas as bandas de energias dadas na eq. (3.104), sdo

dadas por
(—1)*cosfcosk

\/1 — cos2fsin’ k

Observe que vy (k) e v9(k) possuem a mesma magnitude mas com sinais opostos, isto é,

0u() = de ()] = (3.110)

v1(k) = —va(k). Verifica-se que v, (k) estd limitada entre [—cos#,+cosf], e que para
Kk = £7m/2, tem-se v, = 0. Na fig. (3.12) temos os gréaficos de |v,(x)| para os valores de 6.
Observa-se que para § = 7/2, |v,(k)| = 0, pois a particula esta confinada, e para § =0 a
|v, (k)] = 1,0 que caracteriza o deslocamento de uma particula livre. Ademais, observa-se
que, para um dado valor de k # £7/2, 0 médulo de v, (x) cresce a medida que 6 se afasta
de /2. Isso ocorre porque a probabilidade de transmissao, |t,4|?> = cos?f, aumenta a
medida a medida que 6 se afasta de /2, o que confere uma maior mobilidade da particula

pela rede.

A densidade de estados por unidade de volume (que por simplicidade vamos chamar
apenas de “densidade de estados”) é essencialmente o nimero de estados por unidade
de volume por unidade de energia que a particula pode ocupar [145]. Tal quantidade é

definida por

g(w) =) gu(w), (3.111)

onde g,(w) é a densidade de estados da p-ésima banda de energia e

gu(w) = ! /TF dr 6(w — wy(k)). (3.112)

T J-n
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1,0}°
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Figura 3.12: Graficos de v,(x) em funcao do ntimero de onda « para diferentes valores de 0,
onde as curvas continuas correspondem a vy (k) e as tracejadas a va(k).

Além disso, note que

gu(w)dw = o numero de estados quanticos com energia entre w e w + dw. (3.113)

O numero de estado na faixa de energia dw com energia entre w e w + dw é dado
por dk/Vyzp, onde Vzp é o volume da primeira zona de Brillouin. Logo, considerando que

para a rede linear Vzp = 27, a eq. (3.113) temos

1
dw = —dk. 3.114
gu(w)dw = ——dw (3.114)
Consequentemente,
1 dwr
= ——. A1
9n() 27 dw (3.115)

Da eq. (3.112), observamos que a tnica faixa de energia que contribuem para a
densidade de estados é dada por w = w,(x). Logo, invertendo as expressoes da eq.
(3.104), obtemos

k(w) = arcsin (Sin(w)> . (3.116)

cos 6

Segue que a derivada k(w) em relacao a w, é da por

: (3.117)

dr cos(w)
dw V/cos? 0 — sin?(w)

cuja inversa é a velocidade média em funcao de w, veja a eq. (3.109), isto é
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v(w) = ' ey | S¢ @ € [minfw,(r)} maxtw, (x)});

1/ cos? f—sin? (w)
(@)

(3.118)
0 para outros valores de w.
Assim, a densidade de estados da u-ésima banda é dada por
1d LL(w)secuemimcu/-@,maxcu/i ,
Sy Ldn ] |t pin{e ()} max{en ()

27 dw 0 para outros valores de w.
Nos graficos da fig. (3.13) mostramos o médulo das velocidades de grupo, eq. (3.118),
e da densidade de estados, eq. (3.119), em funcao de w para § = 7/4. Observa-se que
a densidade de estados diverge nos pontos onde a velocidade de grupo se anula, isto é,
os pontos de minimo ou méaximo das bandas de energia. Esses pontos sao denominados

de singularidades de van Hove [148], que sao importantes, por exemplo, na caracterizagao

espectroscopica, pois elas definem propriedades Gpticas do material [149, 150].

(a) (b)

5m ‘ 2l

4 7 4

T 1 T .
3 3

4 7 4T

3 af {1 3 3 :
| o

0 : of ]
™ ™

—af 1 Ell
0 /16 /8 37/16 /4 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

v(w) Iu(w)

Figura 3.13: (a) Mé6dulo das velocidades de grupo, as curvas superior e inferior estao associadas,
respectivamente, as bandas wi (k) e wa(k); (b) densidade de estados.



Capitulo

Caminhadas Quanticas em Redes

Bidimensionais Regulares

Neste capitulo, tendo o caso unidimensional como modelo, estendemos o formalismo
para construir as CQEs para redes bidimensionais cujos vértices possuem o mesmo nimero
de ligacoes, cada par de vértice é ligado por apenas uma aresta e os vértices nao possuem
lagos, ou seja, elas sao grafos regulares [151-153]. Além disso, abordamos brevemente as
CACs em tais redes. Encerramos o capitulo exemplificando esse formalismo para redes

constituidas por poligonos regulares (quadrada e triangular).

4.1 O Formalismo

Considere uma rede regular bidimensional cujos vértices possuem [ ligagoes com seus
vizinhos. Assim, como no caso unidimensional, a evolucao do sistema ocorre em intervalos
de tempos discretos, e a cada passo de tempo a particula sofre processos de espalhamento
nos vértices da rede. Estes processos sao governados pelo operador unitario de evolucao
temporal, U , que é caracterizado, em cada vértice, por [? coeficientes I'’s denominados de

amplitudes de espalhamento.

4.1.1 Estados de Base do Sistema

O sistema é descrito pelos estados de base {|o, j, k) }, onde o niimero quantico o estd
associado a direcao e ao sentido de propagacao da particula nas arestas e o par ordenado

(7, k), de nimeros inteiros, é o rétulo do vértice para o qual ela estd evoluindo. Além

74
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disso, j e k estao, respectivamente, relacionados com as diregoes ortogonais é, e €, no

plano cartesiano.

Em uma rede regular, cada vértice faz [ ligagoes com seus vizinhos, portanto, o deve
assumir [ valores distintos, cada um deles associados a um possivel sentido de propagacao
da particula pelas arestas ligadas ao vértice. Tais estados formam uma base para o espaco

de Hilbert do sistema, H, tal que, sao validas as relacoes de ortonormalidade e completeza:

<O',j,]€|0',,j/,k’,> = 500’5jj’5kk’ (41)

1= Z;Z o, 7, k) o, 7, k|- (4.2)
7, g

Observe que a dimensao do espago de Hilbert é dada pelo dobro do nimero de arestas da
rede, uma vez que cada uma delas abriga dois estados possiveis do sistema. Obviamente,
para redes ilimitadas a dimensao de H é infinita. Ademais, admitimos que o estado |0, j, k)

¢ autovetor do operador posicao, tal que

X|Uaj7 k> :xj‘0—7j7k> (43)

Ylo, j, k) = yklo, j. k), (4.4)
onde x; e y; sdo as coordenadas do sitio (j, k) no plano cartesiano.

Além disso, associamos ao grau de liberdade auxiliar o, o operador “S.”, tal que

S.|o,j, k) = oo, j. k). (4.5)

O espaco de Hilbert do sistema, H, pode ser decomposto em termos do produto
tensorial

H=H, ® Haxy, (4.6)

onde H,. contém os estados que descrevem o grau de liberdade auxiliar que esta associado
ao numero quantico o, e Hp, «p, descreve os graus de liberdade associados a posi¢ao na
rede a qual é dada pelos nimeros quéanticos j e k. Portanto, o estado |0, j, k) pode ser

decomposto em termos do produto tensorial

‘0-7j7 k> = |0>C ® |]7 k>$><y7 (47)



4.1. O Formalismo 76

tal que o estado |0). € He e |7, k)s € Haxp,-

Uma vez que a dimensao do subespaco H. ¢ [, podemos representar os seus estados

de base {|o).} matricialmente por

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
lo1)e = e |oa)e = N R lo1_1)e = E lo)e = E (4.8)
1 0
0

de tal maneira que o operador S, nesta base é uma matriz de ordem [ dada por

oo 0 -+ 0 O
0 o9 --- 0 O
S.=1 + = (4.9)
o1 0
0 0 o

4.1.2 Operador de Evolugcao Temporal

O sistema evolui sob a acao do operador de evolugao temporal U. Se o estado do

sistema no passo de tempo n é |¥,,) entdo no passo de tempo seguinte temos
Upy1) = UIW,,). (4.10)
Assim, se em n = 0, o sistema é descrito por |¥g), entdo em n tem-se que

1,) = U W,). (4.11)

A agao do operador evolucao temporal em um estado de base é definida por

Ulo, j, k) ZF RN NI ND) (4.12)

0t 5. k) Zr“”’“ 6!, f (0,5, k), 40,5, k), (4.13)
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(J:F)

onde, os coeficientes ') sao denominados de amplitudes de espalhamento e os pares

de funcoes (f(0,7,k),g(c,4,k)) e (f(o,4,k), (o, j, k) representam as coordenadas dos

vértices adjacentes ao sitio (7, k).

Usando a relagao de completeza, Eq. (4.2) e considerando a ac¢ao do operador evolugao

temporal nos estados de base, Eq. (4.12), a Eq. (4.10) é dada por
Wpp1) ZZZM, Jyk,n) ];f)‘o'/,fal(j’ k), 9o (3, k)), (4.14)

onde
Vo(j, kyn) = (0,7, k|¥y) (4.15)

é a componente ¢ da fun¢do de onda no passo de tempo n e associada ao vértice (7, k).

Naturalmente da unitariedade do operador de evolucao temporal, UUt = U0 =1

os coeficientes, F ) devem satisfazer, em cada vértice, as seguintes relagoes
Z F J»k)* J k) Z F .77k)* ]7k) =5 (416)

e as funcoes f (0, 7, k) g(o, 4, k), f(0,7,k) e G(o, j, k) devem exibir as seguintes propriedades

flo, f(o,4.k),4(0,5, k)] = flo, f(0.5.k), g(0,4, k)] = j (4.17)

glo, f(0,5,k),3(0, 4. k)] = glo, f(o,5,k), g(c, 5, k)] = k. (4.18)

(J:k)

o s que des-

Finalmente, como no caso unidimensional, organizamos os coeficientes I"™”
crevem os processos de espalhamento que a particula sofre, em uma matriz quadrada e

unitaria de ordem [. Na base dos autovetores do operador S’Z, eq. (4.9), ela é dada por

ik ik k ik
Ft(fle)l Ft(7]102 T nglag 1 Ft(fle?
ik ik k ik
F‘(J"JQO'Z F‘(J"JQO'Z T F(Ujm??fl Ft(TJQtT?
Uk — : : : : _ (4.19)
T8 o TG0 o T80, TN,
P‘(7Jl0'1) Ptgjm) U thjl—zaz F‘(TJIUI)

Alguns exemplos interessantes de matrizes de espalhamento sao:

e a matriz de Grover, que é comumente usada no desenvolvimento de algoritimos
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quanticos de busca, que podem ser baseados em CQs em tempo discreto [154-156].

Os elemento de uma matriz de Grover de ordem D sao dados por

2 se g # 0,

14+ 2 se 0 =0,
[éHoD — { b (4.20)
D

e a matriz da Transformada Discreta de Fourier (TDF) [157, 158], que ¢ utilizadas na
analise, filtro e correcoes de sinais, analise de espectros, sistema de identificacao e
compressao de dudio (por exemplo MPEG-II AAC) [159]. Os coeficientes de uma
matriz de TDF de ordem D sao dados por

TDFp Lex 2mi(o —1)(0' = 1) .
L™ = e < = ) : (4.21)

e a matriz de Transformada Discreta de Hartlye (TDH) [1607 |, embora nao seja
usualmente considerada em problemas de caminhadas quanticas, é um interessaste
exemplo devido as suas aplicagoes em processamento de sinais [161, 162]. As entra-

das de uma matriz TDH de ordem D sao dadas por

- % <cos (_ 2m(o — B(U’ - 1)) + sin (— o - B@J - 1)))(;1.22)

4.1.3 Probabilidades

A probabilidade de encontrar a particula propagando-se na dire¢ao e sentido associado

aos valores de o é dada por

Pu(o,n) = (0,4, k|¥y) Z [ (j, k. m) (4.23)

ak

e a probabilidade de encontrar a particula convergindo para o vértice (j, k) é dada por

P,(j, k,n) Z\ a,7,k|V,) ZWU Jyk,n) (4.24)

4.1.4 Resumindo os Passos para a Implementacao das CQs

Resumindo, para determinar o operador evolucao temporal do sistema U para imple-

mentar as caminhadas quanticas nas redes regulares bidimensionais, devemos:
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i) — determinar a estrutura do espago de Hilbert do sistema;

ii) — definir os valores de o que caracterizam os estados de base do sistema, |, j, k);

(
(
(iii) — determinar as coordenadas dos sitios (j, k) no plano cartesiano;
(iv) — construir as fungodes f(o, j,k), g(0, 7, k), f(o,7,k) e g(o,j, k);

(

v) — definir as amplitudes de espalhamento I',,. em cada vértice da rede.

Por exemplo, para CQE na rede linear discutida na secao 2.4 temos:

o espaco de Hilbert é composto por um grau de liberdade de posicoes discretas
espacadas igualmente em uma rede linear e por um grau de liberdade auxiliar tipo

spin 1/2, cujos estados de base sao dados por {|o, j)};

e 0= =1,

xj = jl, onde £ =1 ¢ a distancia que separa dois sitios adjacentes;

o flo,j)=j+oeflo,))=j—o;

Pﬂ = F(j), = F(EL =19 = 1/4/2 para o caso do caminho de Hadamard.

4.2 Caminhadas Aleatodrias Classicas

O conceito de CAC, introduzido na sec¢ao (2.1), pode ser estendido naturalmente para
redes em duas e trés dimensoes, e em especial para redes regulares bidimensionais. Isso
pode ser feito generalizando a relagao de recorréncia da eq. (2.4) para o caso unidimensi-

onal para
l

Py, kn) =Y pSPP,(f (0,4, k), g(o,4,k),n = 1), (4.25)

o=1
com condigoes inciais apropriadas. Na eq. (4.25), P,(j,k,n) é a probabilidade de se
encontrar a particula no sitio (j, k) no passo de tempo n, (f(l,7,k),g(l,7,k)) sao as co-
ordenadas dos vértices conectados ao vértice (j,k) e p((,j’k) é a probabilidade da particula

saltar do sitio (j, k) para o sitio (f(o, j, k), g(0, j, k)), tal que

l
> PPt =1, (4.26)
o=1

onde [ é o nimero de arestas ligadas ao vértice (j, k).
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4.3 Redes Formadas por Poligonos Regulares

O ladrilhamento de uma superficie consiste em recobri-la usando um conjunto de for-
mas (azulejos ou ladrilhos) de maneira a ndo superpo-las e nem deixar espagos entre elas
[163]. O primeiro a realizar uma classificagao de ladrilhamento por poligonos regulares
foi o astronomo e matematico alemao J. Kepler em 1619 no livro “Harmonices Mundi”,
que foi traduzido para o inglés com o titulo “The Harmony of the World” [106]. Em seu
livro, Kepler mostra que existem apenas 11 formas de recobrir todo o plano Euclidiano
utilizando apenas poligonos regulares mantendo a mesma disposi¢ao nos vértices, e que
tais ladrilhamentos sao obtidos com no méaximo trés poligonos regulares distintos. En-
tretanto, estamos interessados em recobrir o plano com apenas um tipo de poligono, o
que é possivel usando apenas triangulos equildteros, quadrados ou hexdgonos, fig. (4.1),
[106-108].

Figura 4.1: Os trés possiveis ladrilhamentos do plano utilizando apenas um tipo de poligono
regular.

Para demonstrar que s6 podemos usar apenas triangulos equilateros, quadrados ou
hexdgonos para recobrir o plano com poligonos regulares de apenas um tipo [163], vamos
considerar que um vértice da rede deve ser formado por arestas de m poligonos regulares.

Assim, como os angulos internos de poligonos regulares sao dado por

g (n=7 (4.27)

n
onde n é o numero de lados do poligono. Em um dado vértice devemos ter

(n—2)m

ml =m = 2. (4.28)

Manipulando a eq. (4.28), obtemos a seguinte expressao

(4.29)

Uma vez que m — 2 deve ser um numero inteiro positivo, as unicas solugoes que
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satisfazem a eq. (4.29), sdo
(m=6,n=3), (m=4,n=4), (m=3,n=06). (4.30)

A primeira solucao revela que, em cada vértice, devemos ter seis triangulos equilateros,
na segunda quatro quadrados e na terceira trés hexdgonos, veja a fig. (4.1). Na tab. (4.1)

temos as caracteristicas basicas das trés redes regulares constituidas por esses poligonos.

Nome da Rede Rede Estrutura Base | [
Hexagonal 3
Quadrada 4
O O
TR
b P 4 >
b A O G
SKISKEKIEREK
<> P> >
Triangular RO 6

Tabela 4.1: Redes constituidas por poligonos regulares. Na segunda coluna, temos um seg-
mento da rede, enquanto que na terceira temos a estrutura base que a constitui, e na quarta,
temos o numero de ligacoes, [, que cada vértice faz com seus vizinhos.

4.4 Caminhadas Quanticas nas Redes Quadrada e

Triangular

Nesta sessao, a fim de exemplificar o desenvolvimento deste capitulo, implementamos
as CQEs nas redes quadrada (I = 4) e triangular (I = 6). Em capitulos posteriores

abordaremos a rede hexagonal, que é o foco principal desta tese.

As estruturas topoldgicas e a rotulacao dos vértices para as redes quadrada e triangular
sdo apresentadas na fig. (4.2). Além disso, vamos assumir que a distancia entre um vértice

e seus primeiro vizinhos € igual a um.

O primeiro passo para a construgao das CQs é definir e associar os valores do nimero

quantico ¢ com o sentidos de propagacao da particula pelas arestas da rede. Assim,
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Figura 4.2: Estrutura topoldgica e rotulagdo dos vértices para as redes (a) quadrada e (b)
triangular.

assumimos que

o=1{1,2,..1} (4.31)

Na fig. (4.3) temos a associagao de cada valor de o com a diregao e sentido de propagagao

da particula.

—
5
~—

— [N}
+ ° + °
2 =~
A
4|3
1 1
O *— ° e
2 L 2
4|3
A,
— [N}
| [ | )
=2 =2
Jj—1 J Jj+1 Jj—1 J Jj+1

Figura 4.3: Associagoes dos valores de o com as diregoes e sentido de propagagao da particula
para as redes (a) quadrada e (b) triangular.

As fungoes f(o,j, k), g(o, 7, k), f(a,j, k) e (o, j, k) sao definidas por:
e rede quadrada, [ = 4,

j+1 seoc=1
, j—1 seoc=2
flo,4,k) = , (4.32)

J se 0 =23

J se 0 =4
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( k se 0 =1
. k se 0 =2
9(0,j,k) = (4.33)
k+1 seoc=3
\ k—1 seoc=4
,j—l se 0 =1
—_— Jj+1 seoc=2
floj k) =4 " (4.34)
J se 0 =3
\j se 0 =4
€ 4
k se 0 =1
. k se 0 =2
9(o.j,k) = ; (4.35)
k—1 seoc=3
\ k+1 seoc=4
e rede triangular, g = 6,
(j+1 se o =
j—1 seoc=2
. j—1 se o=
flog,k)=4¢ " (4.36)
j+1 se o=
J se 0 =
W se 0 =6
( k+1 seo=
k—1 se o=2
, k+1 seoc=
9(0.j,k) = (4.37)
k—1 se o=
k+2 seo=
| k=2 seo=6
(j—1 seo=1
j+1 seoc=2
_— Jj+1 seo=
flog,k)=4¢ " (4.38)
j—1 se o=
J se 0 =
[ J se 0 =6
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'k—l se o =1

k+1 seo=
. ) k—1 seo=
9(0,j, k) = : (4.39)
k+1 seoc=
k—2 seoc=5
k+2 seo=

Como exemplo mais especifico, vamos considerar a rede quadrada. Assumimos, por
simplicidade, que as matrizes de espalhamento sao independentes de (j, k), e sdo dadas

pela matriz de Grover, TDF e TDH, cujos elementos sao dados, respectivamente, pelas

egs. (4.20), (4.21) e (4.22), tal que

1 1 1 1
1l 1 =1 1 1
Toro, = - , 4.40
2101 1 -1 1 (4.40)
1 1 -1
1 1 1 1
1 1 —2 =1 1
Trpp = — , 4.41
211 -1 1 -1 (4.41)
1 ¢+ -1 —
e
1 1 1 1
11 =1 =1 1
Trpm, = — 4.42
21 11 -1 (4.42)
1 1 -1 -1

Nas figs. (4.4) temos as distribuigoes de probabilidades espaciais P,(j, k), eq. (4.24),
respectivamente, para as CQEs na rede quadrada apds 100 passos de tempo, considerando
as matrizes de espalhamento DFT, DHT e GRO, e assumindo que o estado inicial do

sistema ¢é dado por
4

W) — %Z 15,0, 0). (4.43)

o=1
Além disso, também mostramos uma CAC imparcial que parte da origem da rede qua-
drada. Observe que, as distribuigoes de probabilidades para os casos quanticos sao mais
variadas do que para o caso classico, que se limita a uma funcao gaussiana. Além disso,

apesar dessa trés matrizes de espalhamento fornecerem as mesma probabilidades da par-
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ticula ser transmitida ou refletida, pois o médulo quadrado de seus elementos sao iguais
a um quarto, como esperado de um sistema quantico, onde os processos de interferéncia
sao relevantes, elas resultam em CQEs com as mais variadas caracteristicas. Por exemplo,
enquanto que a distribui¢ao de probabilidades para CQE com a matriz de Grover exibe
um pico em torno da origem da rede, as CQEs com as matrizes TDF e TDH observa-se

uma maior dispersao dessa quantidade.

(a) (b)
P = 2,4 x 1071 P = 4,3 x 1073
L max g ‘ ‘ Pmax L max i ‘ ‘ Pmaz
80 S0t
Pmaz PTIL(ZI
10! 10!
40 [ Pmaz 40 [ PmaJ:
102 102
k0 L k0 L
P’ﬂl(ll‘ Pmaz
40} - 40} -
-Pmaz 'IDTYLGI
10° 100
-80¢ ‘ ‘ ‘ Uy -80¢ ‘ ‘ ‘ 1 Uy
-80  -40 0 40 R0 -80 40 0 40 R0
J J
(c) (d)
P =21x1073 Pz = 6,3 x 1073
L maz g ‘ ‘ Pmax L max g ‘ ‘ Pmaz
80 ] S0t
Rn(w Rnar
10! 10!
40 [ Pmaz 40 [ Rnar
10 10
E 0 L k0 b
Pmaz Pmar
40} 0 40} 0
Rnaz Pmar
10 100
-80¢ ‘ ‘ ‘ Uy -80¢ ‘ ‘ ‘ 1 Uy
-80  -40 0 40 R0 80  -40 0 40 &0
J J

Figura 4.4: Distribuicao probabilidades para CQEs na rede quadrada, em (a) para a matiz
de Grover, em (b) para a matriz da transformada discreta de Fourier, em (c) para a matriz da
transformada discreta de Hartley, e em (d) para uma CAC imparcial.



Capitulo

Caminhadas Quanticas na Rede Hexagonal

Neste capitulo, aplicamos o formalismo da construcao das CQEs em redes regulares
bidimensionais, que foi desenvolvido no capitulo 4, para o caso particular da rede hexago-
nal. Além de definir os estados de base do sistema, implementar as funcoes que definem a
acao do operador evolugao temporal em um estado de base e investigar diferentes matrizes
de espalhamento, nés exemplificamos as CQEs e as comparamos com uma CAC. Também
estudamos diversas propriedades das CQEs, tais como o comportamento do deslocamento
quadratico médio, a probabilidade da particula ser encontrada em um sitio particular da
rede e a influéncia de diferentes matrizes de espalhamento no comportamento da dinamica

do sistema.

5.1 Estrutura Topolégica da Rede Hexagonal

A estrutura topolégica da rede hexagonal estd apresentada na fig. (5.1a). Sem perda
de generalidade adotamos a convencao de nomenclatura dada na fig. (5.1b) para rotular
os sitios da rede. Assim, admitindo que a distancia entre dois sitios adjacentes é igual a
um, e considerando que a origem do sistema de coordenadas se encontra na posi¢ao do
ponto O da fig. (5.1a), verificamos que as coordenadas das posigoes de cada sitio no plano

cartesiano sao dadas por

_ V3

(§]
3k + kla +4
AN (52)

onde [X]y é o resto de X/Y.

86
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(a) ) (b)
. *ey
k+3 (j, kimpar)
k+2
k ‘
. G
k—2 I
k—5
k—6

Cj=4 =2 42 44 e

Figura 5.1: (a) Definigoes da rede hexagonal; (b) convengao de nomenclatura para rotular os
sitios da rede.

5.2 Estados de Base do Sistema

Seguido a prescri¢ao da subsegao (4.1.1), o sistema é descrito pelos estados {|o, j, k) },
que obedecem as relagdes de ortonormalidade e completeza dadas nas eqs. (4.1) e (4.2),
onde o niimero quantico o esta associado a direcao e ao sentido de propagacao da particula
nas arestas, fig. (5.2), e o par ordenado (j, k) é o rétulo do vértice para o qual ela esta
convergindo. Assim, como cada vértice (j, k) faz trés ligagoes com seus vizinhos, o assume

trés valores distintos. Portanto, de maneira conveniente, assumimos que

o=—1,0+1. (5.3)

Figura 5.2: Associagao dos valores de o com a direcao e o sentido de propagacao da particula
nas arestas das redes.
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A dimensao do subespaco H.., associado ao grau de liberdade auxiliar o, é trés. Por-

tanto, podemos representar seus estado de base {|o).} matricialmente por

1 0 0
[He=| 0 [,10e=| 1 [, [=)e=| 0 [, (5.4)
0 1

+1 0 0
S,= o 0o o |. (5.5)
0 0 —1

5.3 Operador Evolucao Temporal

A acao do operador evolucao temporal em um estado de base é caracterizada pelas

fungoes f(o,7, k), g(o,4, k), f(o,j,k) e g(o,j5,k), ver as eqs. (4.12) e (4.13). Assim,
considerado a escolha para os valores de o, eq. (5.3), e suas associagdes com as diregoes

de propagacao da particula pela rede, fig. (5.2), tais funcoes sao dadas por

f(07j7k):f(0ajak) :j_(_1>k0 (56)

g(0, 4. k) = glo,j, k) =k + (1) (5.7)

Logo, verifica-se que essas fungoes obedecem as condi¢oes dadas nas eqs. (4.17) e (4.18),

uma vez que

f[O', f(O',j, k‘),g(O’,j, k)] = f(O',j, k) - (_1)g(07j’k)0- = j - (_1)k0. - (_1)g(o,j,k)0.

9[0-7 f<0-7 j? k)? 9(07]7 k)] = g(o-7j7 k) + (_1>g(07j7k)+0 = k + (_1)k+g + (_1)g(a’j7k)+g'

Entretanto, considerando a topologia da rede, se k é par, entao g(o, j, k) é impar e vice-

versa, logo, para qualquer valor de k, (—1)% = —(—1)9(@%*) portanto
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Finalmente, as acoes do operador evolucao e de seu conjugado hermitiano em um

estado de base, eqs. (4.12) e (4.13), se reduzem a

+1
Ulo.j.ky =Y TSP, f(o'.5. k). g0, j. k)) (5.9)
o/'=—1
(&
+1 re . ~ .
Uflo, g, k) = > THSIOICOI 60 #(5. 5, k), g(0, j, k). (5.10)
o/=-1

Na base dos autovetores do operador 5‘2, eq. (5.5), as amplitudes de espalhamento

ik . . . . -
F((,]U,) constituem uma matriz quadrada e unitaria de ordem 3, para satisfazer as relacoes

da eq. (4.16), dada por

++ 140 T+ +-
e IR Al LI el [ TR TN IR CRE)
TR NG/ NC A SR ACS
tal que, tg’f) e r3F) 3o os coeficientes de transmissao e de reflexdo, veja a fig. (5.3).

t— 4 ty

v \/
> tto  t-o
T00
to— to+
to+ to—
T00
R o tyo
/\ /\

by t

Figura 5.3: Distribuicao dos coeficientes de reflexdo e transmissao (amplitudes de espalha-
mento). As figuras superiores representam um vértice com coordenada k impar e as inferiores
com coordenada k par.
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O estado do sistema no passo de tempo n + 1 é dado pela acao do operador evolucao
U, tal que
W) = U|T,,). (5.12)

Portanto, considerando a resolugao da identidade dada na eq. (4.2), e a acdo do operador

evolugao em um estado de base, eq. (5.9), podemos expressar a eq. (5.12) como

Ly ZZZ% (7, ko +1)lo, j, k), (5.13)

onde
Volj kyn+1) = Zrog”’f”(‘”’“% (f(0,4,k),9(0,5,k),n) (5.14)

Vo (j, k,n) = (0,7, k|V,,). (5.15)

5.4 Probabilidades

As distribuicoes de probabilidade de encontrar a particula em um estado associado a
um dado valor de o, P.(0,t), e encontra-la convergindo para o vértice (j, k), P,(o,t), sdo

dadas, respectivamente, pelas eqs. (4.23) e (4.24), ou seja,

= o ko). (5.16)
7.k

PG k,n) =Y [oli, kyn) P, (5.17)

g
Além disso, definimos uma espécie de distribuicao de probabilidades radial em termos do
numero natural m, que caracteriza regioes da rede denominadas de anéis de acordo com

a fig. (5.4). Observe que o nimero de vértices em cada anel é dado por
N,(m)=6(2m —1). (5.18)

Assim, a probabilidade de encontrar a particula nos sitios do anel m é dada por

rad m, ’I'L Z Z |¢a jz;kzan (519)

onde (jj, k;) sdo as coordenadas do i-ésimo sitio do anel m.
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Figura 5.4: Os trés primeiros anéis, onde é definida a distribuicdo de probabilidades radial,
Proa(m,n).

5.5 Analisando as Matrizes de Espalhamento

As matrizes de espalhamento sao essenciais na construcao das CQEs. Para as CQEs
na rede hexagonal, elas sdo matrizes unitarias de ordem trés, N*) € U(3). Assim, como
no caso unidimensional, existe uma grande variedade de familia de matrizes desse tipo,

veja a discussao da se¢do (2.5). Nesta se¢@o consideramos alguns desses casos.

O primeiro caso que analisamos é a matriz unitaria dada por

F++ P_H] F+_ a@ie b b
P=] Tor T Too | = b ac® b |, (5.20)
r-, r, r._ b b ae®

que nomeamos de “familia AB”, com a, b reais e 0 < 0 < 2.

Impondo as condigdes dadas na eq. (4.16) para os coeficientes da matriz da familia

AB, obtivemos o seguinte sistema de equacgoes

2yon? =1
{ ¢ (5.21)

a+2bcos (6) = 0.
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cuja solucao é

o 1 B 2 cos ()
{a— /5 + 4cos (26) b= \/5+4COS(2¢9)}‘ (5.22)

Portanto, a familia de matrizes AB é definida apenas pelo parametro real 6 tal que

—e?  2cos () 2cos (6)
2cos ()  —e?  2cos(6) |, (5.23)
2cos () 2cos () —e¥

- 1

FAB(G) = \/m

onde
0) ’ (5.24)
r =— :
Al 5+ 4 cos (20)
e
2 cos (6)

tp(f) =

(5.25)

/5 +4cos (26)

sdo, respectivamente, os coeficientes de reflexao e transmissao. Além disso, essa matriz é
analoga a matriz I'y do caso unidimensional, uma vez que elas sao definidas em termo de

apenas um parametro real, veja a eq. (2.123).

Na fig. (5.5), temos os gréaficos dos médulos quadrado das amplitudes de reflexao e de
transmissao, em fungao do parametro #. A analise do comportamento desse grafico revela
que, para a matriz de espalhamento da familia AB, nao existe a possibilidade da particula
ter probabilidade de 100% de transmissao, pois para qualquer valor de 6, |ra(6)]* > 0.
Além disso, o valor maximo da probabilidade de transmissao, para uma dada direcao,

ocorre para 6 = 0, neste caso temos |tg(0)]*> = 4/9 e |ra(0)]* = 1/9.

1,0
0,8
0,6
0,4

0,2

Figura 5.5: Grafico do comportamento do médulo quadrado dos coeficientes de reflexao, eq.
(5.24), e de transmissdo, eq. (5.25), para a matriz da familia AB, eq. (5.23), onde |r4(0)|? é a
probabilidade da particula sofrer um processo de reflexao e 2|t5(#)|? de sofrer transmisso.
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Um caso particular da familia AB ocorre para # = 0, onde obtemos a matriz de Grover
(GRO)!, dada por

. 1
FGRO:§ 2 -1 2 |, (5.26)

Outros dois casos especiais da familia AB, sdo as matrizes imparciais, dadas por

—emd ] 1
Lrap = % 1 =™ 1 : (5.27)
1 1 —em
/3 ] 1
Uinps = —% e /3 ] , (5.28)
1 1 e/

que sdo obtidas para 0 = 7/3 e 0 = 27/3. Essas matrizes sdo imparcial no sentido que
elas fornecem a mesma probabilidade da particula ser espalhada em qualquer diregao,

uma vez que os médulos quadrados de seus coeficientes sao iguais a |T'yo|* = 1/3.

Outras matrizes unitarias que podem ser empregadas na construcao das CQEs sao as
matrizes das transformadas discretas de Fourier (TDF), e de Hartley (TDH), que de acordo

com as egs. (4.21) e (4.22), as matrizes de suas versoes de ordem 3, respectivamente, sao

dadas por
1 1 1
. 1 A .
Irpr = 7 1 e %m/3  o2in/3 (5.29)
1 62i7r/3 e—2i7r/3
e
2 2 2
. 1
Prpp=—72| 2 -1+v3 —1-+3 |. (5.30)

2/ 2 —1-v3 —1+3

A matriz TDF também é uma matriz imparcial, uma vez que |I'yo/|*> = 1/3. J4 a
matriz TDH é “tendenciosa”, pois ela privilegia os processos de espalhamento associados
b

aos coeficientes transmissao ty_ e t_g, uma vez que

2

1
— ~ 0, 62. (5.31)

2\/5(1+\/§)

o_? = Jt_of? = ‘—

Ver descri¢do na péagina (78).
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Outras duas matrizes interessantes sao dadas por

-1 2 =2
R 1
FLGRO:§ 2 -1 -2 (5.32)
-2 -2 -1
2 2 —2

2 —1—-v3 1-V3 |. (5.33)
-2 1-v3 —-1-3

Essas duas matrizes diferem da matriz de Grover, eq. (5.26), e da matriz TDH, eq.

- 1
Urrpn = ﬁ

(5.30), por alguns coeficientes que possuem uma diferenga de fase igual a —1, entretanto
as probabilidades da particula ser espalhada em uma dada diregao, |T',|*> permanecem
inalteradas. Assim, vamos chama-las de like Grover (LGRO) e like TDH (LTDH).

Finalmente podemos considerar as matrizes unitarias do grupo SU(3), que sdo carac-
terizadas por oito parametros reais (61,0s,03, &1, P2, ¢3, 4, ¢5) [134]. Assim, utilizando
uma parametrizacao na qual os elementos de matriz sao somas de fungoes trigonométricas

[164], a matriz genérica desse grupo de matrizes é dada por

Ujp U2 U3
fSU(3) = U1 U2 U23 ) (5-34)
Uz1 Uz2 U3z
onde

%11 = cos 0 cos 92€Z¢1, U9 = Sin 016“753, U313 = cos f; sin 926Z¢4,

Ugy = Sin By sin e 17195 — gin 0, cos By cos 051 71927103 00 — cos 0y cos O5e'2,

Ugz = — cos Oy sin fze 1% — sin @, sin Oy cos fye' P>~ 0sHiP1
Ug, = — sin 0 cos By sin fge® ~ 93P _ gin g, cos fze 0271
Ugy = cos B sin B5e'% e ugz = cos By cos e "1 792 — gin ) sin Oy sin Pz TP
Por exemplo, para
01 =¢2 =03 =1 = ¢5 =0, (5.35)

6, = arcsec (%) , 0 = 03 = arccos (—%) : (5.36)

a matriz genérica do grupo SU(3) se reduz a matriz de Grover, eq. (5.26).
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5.6 Exemplos de CQs na Rede Hexagonal

Nesta secao, exemplificamos as CQEs na rede hexagonal utilizando diferentes matrizes
de espalhamento. Iniciamos comparando uma CQE com uma CAC, ambas imparciais.
Neste caso a CQE é caracterizada pela matriz imparcial, eq. (5.27), tal que em ambos
os sistemas (quantico e cldssico) a particula possui probabilidades iguais de ser espalhada
para qualquer direcao. Em seguida, discutimos como diferentes matrizes de espalhamento
influenciam as CQEs. Encerramos o capitulo, analisando o comportamento das CQEs em

fungao do parametro 6§ que define a familia de matrizes AB, eq. (5.23).

As evolugoes das CQEs foram obtidas através da simulagdo numérica da eq. (4.11)
para a rede hexagonal, com as fungoes f(o,7,k) e g(o,j, k) que definem o operador evo-
lugdo temporal, dadas, respectivamente, pelas eqs. (5.6) e (5.7). Além disso, o estado
inicial do sistema ¢ dado por um estado “localizado” no sitio (0,0) e simétrico, para nao

privilegiar nenhuma direcao de propagacao em particular, isto é,

0 (0)) = i3 (], 0,0) + [0,0,0) + |+, 0,0)) (5.37)

Figura 5.6: Representacao geométrica do estado inicial dado na eq. (5.37). Observe que esse
estado nao privilegia nenhuma direcao de propagacao em particular.

5.6.1 Caminhadas Quanticas x Caminhadas Classicas

A fim de expor as diferencas entre as CQEs e as CACs, comparamos as evolugoes
desses sistemas para a situacao onde as probabilidades da particula ser espalhada nas
trés diregoes possiveis sao idénticas. Para isso, utilizamos a matriz IMP, eq. (5.27),
para caracterizar a CQE. Note que ela resulta em iguais probabilidades da particula ser
espalhada em qualquer diregao uma vez que |[yo/|> = % Além disso, ela trata os dois
processos de transmissao da mesma forma, e impoe uma diferenga de fase igual a /3 nos

processos de reflexao.

Na fig. (5.7) temos as distribuigoes de probabilidades P,(j, k,n) e P,qq(m,n), apés 100



5.6. Exemplos de CQs na Rede Hexagonal 96

passos de tempo para as CQE e CAC caracterizadas acima. A distribuicao de probabilida-
des para a CAC foi obtida através da simula¢ao numérica da relacao de recorréncia da eq.
(4.25) para a rede hexagonal, com as fungoes f(o,j, k) e g(o, j, k) dadas, respectivamente
pelas eqs. (5.6) e (5.7), p¥* = 1/3 e partindo do sitio (0,0).

(a) (b)
_ -1 _ -3
“ Prnaz = 3,1 x 10~ | P 0 Par =82 x 10~ ‘ Pras
Progx Proax
10! 10!
Pmaz 40 [ Pﬂl(lil‘
102 102
W k0 i
RTL(ZJI? RTL(],.T
10¢ 40! 107
P’ﬂl(ll' P?Tlal
10° 10°
0 g S I B
-80 -40 0 40 80
J J
(c)
0,14F
0,12}
_ 0,10}
S
= 0,08}
g
< 0,06}
AT 0,04}
0,02
0,00

Figura 5.7: Distribuigdes de probabilidades P,(j, k,n) apds 100 passos de tempo, em (a) para
uma CQE utilizando a matriz IMP e o estado inicial dado pela eq. (5.37); e em (b) para uma
CAC iniciando no sitio (0,0) e com iguais probabilidades da particula saltar para seus vizinhos
na rede hexagonal. Em (c) temos as distribui¢des de probabilidades radiais para esses dois
sistemas.

Analisando a fig. (5.7), percebemos que o padrao da distribuigao de probabilidades é
mais rico para a CQE do que para a CAC, que se limita a uma distribuicao gaussiana.
Além disso, P,..q(m,n) se afasta mais rapidamente da origem para o caso quantico, como

pode ser visto na fig. (5.7¢).

O comportamento das distribuicoes de probabilidades é um reflexo direto da dinamica
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da CQE ser definida em termos de amplitudes de probabilidades da particula ser transmi-
tida ou refletida, o que gera processos de interferéncias na funcao de onda, e a dinamica
da CAC ser construida em termos de probabilidades da particula saltar de um vértice
para outro associadas a processos estocasticos. Assim, dependendo dos elementos da ma-
triz de espalhamento, podemos ter superposicoes de onda construtivas ou destrutivas que

resultam nos mais variados padroes para P,(j, k,n) no caso quantico.

Admitindo que para a CAC nés associamos a cada direcao de propagacao da particula
uma variavel aleatéria que assume trés valores, 0 = —1,0, 41, entao a cada passo em
um sorteio dessa varidvel aleatéria temos uma probabilidade de 1/3 de encontrar um
desses trés valores. Para o caso quantico, ao analisar o comportamento da distribuicao
de probabilidade de encontrar a particula em um estado com dado valor de o, P.(o,n),
isto é, em um autovetor o operador 5}, constatamos que ela é dada por P.(o,n) = 1/3,
reproduzindo o comportamento classico. Este comportamento, para esse exemplo de CQE,
esta associado as simetrias da matriz de espalhamento e do estado inicial do sistema, que
geram uma funcao de onda simétrica. Contudo, como discutido no caso unidimensional

na segao (2.3), um estado inicial assimétrico quebra essa simetria em P.(o,n).

Uma das principais diferencas entre as caminhadas aleatérias classicas e as caminhadas
quanticas é o comportamento do DMQ. Como discutido para o caso unidimensional,
enquanto para as primeiras essa quantidade é proporcional ao nimero de passos de tempo,
para a segunda ela é proporcional ao quadrado do nimero de passos de tempo. Assim,

considerando a coordenada radial,
T = T3 + Yk, (5.38)

onde z; e y; sao as coordenadas do vértice (7, k) no plano cartesiano dadas nas egs. (5.1)
e (5.2), através da eq. (2.12) determinamos o DQM, ((Ar)?), associado a r(;j). Na fig.
(5.8) apresentamos o comportamento dessa quantidade em fun¢ao dos passos de tempo.

Como esperado para a CQE, ((Ar)?) ~ n? e para a caminhada cléssica ((Ar)?) ~ n.

Finalmente, determinamos a fungao de correlagao, eq. (2.101), entre o estado inicial e
o estado do sistema em um tempo n qualquer para a CQE e comparamos com o compor-
tamento da probabilidade da particula ser encontrada no sitio (0,0) da caminha cléssica,

tal que

O = { |(¥|W,,)|* para a caminhada quantica | (5.39)

P,(0,n) para a caminhada classica

No gréfico da fig. (5.9) mostramos o comportamento de |C'(n)|?>. Tal quantidade decai
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mais rapidamente para o caso quantico em relacao ao cléssico. Isso é um reflexo direto

da maior velocidade de dispersao da particula pela rede para o sistema quantico.

120
100
80
60

((Ar)?)

40
20

0

Figura 5.8: Comportamento do deslocamento quadratico médio radial para uma CQE utili-
zando a matriz IMP e o estado inicial dado pela eq. (5.37), e uma caminhada aleatéria cléssica
iniciando no sitio (0,0) e com iguais probabilidades da particula saltar para seus vizinhos na
rede hexagonal.

Figura 5.9: Comportamento da funcao de correlacao para uma CQE utilizando a matriz IMP
e uma caminhada aleatéria cldssica iniciando no sitio (0,0) e com iguais probabilidades da
particula saltar para seus vizinhos na rede hexagonal.

De maneira geral, quando comparamos as caminhadas quantica e cléssica, ambas
imparciais, para as redes linear e hexagonal, obtemos resultados qualitativos semelhantes.
Por exemplo, as distribuicoes de probabilidades estao mais espalhadas pela rede para as
CQEs, a funcao de correlagao C'(n) decai mais rapidamente para o caso quantico e obtemos

os mesmo comportamento para o DQM, independentemente da dimensionalidade da rede
(((A$)2>CQE ~n? e ((Az)*)cac ~ n).
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5.6.2 Influéncia das Matrizes de Espalhamento nas CQs

Nesta secao investigamos a influéncia de diferentes matrizes de espalhamento no com-
portamento das CQEs. Portanto, uma vez que os coeficientes da matriz de espalhamento
k) o~ . . .
FS,U) sao numeros complexos, podemos expressa-los da seguinte maneira

TUR — oy peiels (5.40)

onde 0 < p,rr <1 e 60,, corresponde a uma fase. Assim, considerando a eq. (5.9), a agao

do operador evolucao em um estado de base é dada por

+1
U|U7j7 k) = Z pU'Uei00/0|0—/7f(0—/7ja ]{?),g((f’,j, k)) (541)
1

o/l=—

Logo, se o estado da particula ¢ dado por |, j, k), aps um processo de espalhamento, p?,
é a probabilidade de encontrar a particula no estado |0/, f(¢', 7, k), g(0', 7, k)). Ademais,
os processos de interferéncia que a funcao de onda sofre sao dependentes de dois fatores:
(i) a probabilidade da particula ser espalhada em uma dada dire¢ao, a qual é dada por

poro; € (ii) as fases atribuidas as diferentes diregoes de espalhamento, 6,/,.

Para analisar a influéncia das matrizes de espalhamento, utilizamos seis matrizes de
espalhamento distintas. Além disso, consideramos que o estado inicial do sistema é dado
pela eq. (5.37). As duas primeiras matrizes que consideramos sao a matriz IMP, eq.

(5.27), e a matriz TDF, eq. (5.29), tal que

—emd ] 1
f‘IMP = % 1 —eim/3 1
1 1 =/
e
1 1 1
fTDF — % 1 e—2im/3  p2in/3

1 2m/3  —2im/3

Como discutido na segao anterior, essas duas matrizes sao imparciais no sentido que
elas fornecem a mesma probabilidade da particula ser espalhada em uma dada direcao,
IT,0[* = p?,, = 1/3. Entretanto, essas matrizes introduzem diferencas de fases distintas

que dependem da direcao de propagacao da particula.

A matriz IMP associa a cada processo de reflexao, elementos da diagonal principal,
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uma de fase igual a 0,, = 47 /3, e para os demais elementos 6,,, = 0. A ac¢ao do operador

evolugao temporal, caracterizado com essa matriz, nos estados de base resulta em

i | 1 (. | | . |
UIMP‘07J7]{> = % <_€ /3|O—>f(0—7j>k)>g(07j7k)> + Z ’U,7f<0_/7j7k)ag<0—/7]ak)>> .
o'#o

Logo, a agao do operador evolucao em uma combinacao de estados de base simétrica
resulta em uma nova combinagao também simétrica, ou seja, apés a acao de Uy p as trés
componentes da funcao de onda associadas aos valores de o possuem a mesma amplitude

de probabilidade. Veja, por exemplo, a agdo de Ujysp no estado inicial dado na eq. (5.37),

2 eiﬂ'/3

OvIMP|\I/0> = T

A matriz TDF impoe uma fase igual a fyg = 6__ = —27/3 nas reflexdes associadas as
direcoes de propagacao com o = 0 e 0 = —1, uma vez que esses processos sao descritos
pelos elementos T'gp e I'__, e associa uma fase igual a §_y = 0y = 27 /3 nas transmissoes
entre as direcoes com 0 = 0 e 0 = —1, pois esses processos sao descritos pelos elementos
I'y_ e I'_y. Para os demais elementos 6,, = 0,, = 0. A agdo do operador evolugao,

caracterizado com essa matriz, nos estados de base resulta em

UTDFH_vjv k> = \%(H_af(_‘_aja k)ag(+>j> k)> + |07f(07.77 k)ag(oaja k)) +
+|_7f(_7j7 k?),g(—,j,k»),
Orprl0.ck) = —= (1, FCH 3. R). (4. K) + 27310, £(0.5.£),9(0.. ) +

V3
e27r/3|_7 f(—,j, k)ug(_7j7 k)>)

~ . 1 . ) - . .
UTDF|_7jak> = ﬁ(’+7f(+7jvk)vg(+7]7k)>+e2 /3‘07f(07]7k)7g(07.77k)>+
e_QW/S‘_a f(_7j7 k)).g(_vjv k)>)
Portanto, devido as superposicoes destrutivas associadas as dire¢oes com o =0e o = —1,

a acao de Urpr em um estado simétrico privilegia os estados de base com o = +1, gerando
uma distribui¢ao concentrada na direcao associada a esses estados. Veja, por exemplo, a

acao de Urpp no estado dado na eq. (5.37), Urpp|¥o) = |+, —1, —1).

Na fig. (5.10) temos as distribuigoes de probabilidades P,(j, k,n) apdés 100 passos de

tempo para duas CQEs considerando as matrizes IMP e TDF e considerando o estado
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inicial dado na eq. (5.37). Como discutido nos pardgrafos anteriores, para a matriz
IMP temos uma distribuigao simétrica e para a matriz TDF temos uma distribuicao

concentrada preferencialmente na direcao associada a o = +1.

(a) (b)
Pow = 3,1 x 1071 P =41x1073
‘ ‘maz ) ‘ Pm ar i _max ki . : PmaT

80f o 80f ]
P P
10t 101
40 [ PTI‘L!LLI‘ 40 [ Pﬂl(lil‘
102 102
- Be ko i
RT’L(J.I RI'L(],.’I)
10! 10° 40! 10°
Pmaur Rmu‘
105 100

-80} ‘ ‘ ‘ 3 Uy -80¢ ‘ ‘ ‘ 3 Uy
-80  -40 0 40 80 -80  -40 0 40 80
J J

Figura 5.10: Distribuigdes de probabilidades P,(j, k,n) apés 100 passos de tempo, em (a) para
uma CQ utilizando a matriz IMP, e em (b) para uma CQ utilizando a matriz TDF.

Uma vez que a matriz IMP trata da mesma maneira os estados com diferentes valores
de o, isso leva a uma distribuigao de probabilidades P.(o,n) constante. Analisando os
dados dessa evolugao, obtivemos P.(o,n) = 1/3. J4 para a CQE com a matriz de DFT, ha
um privilégio para os estados com o = +1, isso se reflete em P.(o,n). Assim, verificamos
que

Pu(+,n) # P(=n) = P(0,n), (5.42)

onde a igualdade na equagao acima se deve ao fato que a matriz trata da mesma forma
os estados com 0 = 0 e 0 = —1. Além disso, P.(0,n) rapidamente converge para uma
distribuicao cujo comportamento é oscilatério ao longo do tempo, como pode ser observado
na grafico da fig. (5.11), onde é exposto P.(o,n) em fungao dos passos de tempo n para

essas duas caminhadas.

O comportamento de P.(o,n) para as CQEs com essas duas matrizes é corroborado
quando analisamos as distribuicoes de probabilidades espaciais dadas pelo moédulo qua-
drado das componentes o da fungao de onda, |1, (7, k,n)|* = |(o, 7, k|¥,,)|?, para n = 100,

figs. (5.12) e (5.13). Como esperado, para a CQE com a matriz IMP, observamos o mesmo

padrdo nas trés componentes |, (j, k,n)|? mas em direcoes rotacionadas em 120°. Para

as CQEs com a matriz TDF, observamos que a distribuicao [v, (j, k,n)|? é totalmente

distinta das [¢g(7, k,n)|? e |¢_(j, k,n)|?; j4 para as duas ultimas uma é reflexao da outra.
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1,0 -- IMP,o=+1 — TDF,0=+1 |
-- IMP,o=0 — TDF,0=0
0,8
= 0,6
£

Figura 5.11: Comportamento da distribuigao de probabilidades P.(c,n) em funcao dos passos
de tempo para duas CQs utilizando as matrizes IMP e TDF.

(a) (b)

10
10

10 107!
107 10-2
107 10-3
10~ 10-4
107° 10-5
0

(c) (d)

200 10° 10°

1071 1071
1072 1072
1073 1073
10~ 10~
107° 107°
0 0

Figura 5.12: Em (a) distribui¢oes de probabilidades, P,(j,k,n), e de densidade para os mé-
dulo quadrados das componentes o da funcdo de onda, (b) |y (j,k,n)%, (c) |[vo(j,k,n)?> e
(d) |v—(j,k,n)|?, apés 100 passos de tempo, considerando a matriz de IMP. Os gréficos foram
reescalados.
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(a) (b)

10 10
1071 107!
102 102
1073 1073
1074 1074
1079 1075
0 0
10 10
1071 1071
1072 1072
1073 1073
1074 1074
107° 107°
5§00 0 40 s U ) 0
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Figura 5.13: Em (a) distribui¢do de probabilidades, P,(j,k,n), e distribuigdes de densi-
dade para os médulo quadrados das componentes ¢ da funcio de onda, (b) |4 (4, k,n)|?, (c)
100 (4, k,n)|? e (d) [v_(j,k,n)|?, apés 100 passos de tempo, considerando a matriz TDF. Os
graficos foram reescalados.

As duas proximas matrizes que consideramos sao as matrizes GRO, eq. (5.26), e a
matriz LGRO, eq. (5.32),

1 1 2 2 1 1 2 -2
fGRozg 9 1 2 e fLGROZg 9 -1 -9
9 2 —1 92 2 _1

Essas duas matrizes fornecem as mesmas probabilidades da particula ser espalhada em
dada direcao quando ela incide sobre um vértice. Entretanto, elas impoem fases diferentes
sobre os estados de base. A matriz GRO tem o mesmo comportamento da matriz IMP, ela
nao distingue os estados de base do sistema. O mesmo nao ocorre com a matriz LGRO,

devido as fases associadas a alguns de seus elementos fora da diagonal principal.
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Na fig. (5.14) mostramos as distribuigoes de probabilidades P,(j, k,n) normalizadas
apos 100 passos de tempo. Essas figuras revelam que as fases extras que a matriz LGRO
possui levam a uma alta concentracao relativa de probabilidades préximo a origem da
rede. Ja a matriz GRO gera um padrao de distribuicao de probabilidades semelhante ao da
matriz IMP, porém ele é mais disperso pela rede. Esses comportamentos sao corroborados
quando analisamos os graficos da fun¢ao de correlagao entre o estado inicial do sistema
e um estado em um tempo n qualquer, C(n) = (Vy|V¥,), fig. (5.15). Assim, como
P,(j, k,n) para a CQE com a matriz GRO se espalha rapidamente pela rede, |C'(n)|* decai
rapidamente, e para a CQE com a matriz LGRO, devido a concentracao de probabilidades
2

proximo a origem, |C(n)|* converge para um valor constante.

(a) (b)
Pz =12x1073 Praz =2,0x 107"
‘ Pnac ; ‘ ‘ Pmaw L mazx 3 ‘ ‘ Pmax
100t ] 100

P’ﬂlll:l' Pmaz

10! 101

50 L P’III{I;C 50 [ Pma:z:

102 102

- Loy ko0 e
P’ﬂlal‘ Rmu‘

-o0} 101 501 107
Pnar Prar

10° 105

o0, we—— ] 000 0
-100  -50 0 50 100 -100  -50
J J

Figura 5.14: Distribuigoes de probabilidades P, (7, k,n) apés 100 passos de tempo, em (a) para
a matriz GRO e em (b) para a matriz LGRO.
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?éf 1073
SHEp
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Figura 5.15: Comportamento do mdédulo quadrado da funcao de correlagdo entre o estado
inicial e um estado em um tempo n qualquer em funcao dos passos de tempo para duas CQEs
utilizando as matrizes GRO e LGRO.
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As duas ultimas matrizes que vamos abordar nessa secao sao as matrizes TDH, eq.
(5.30), e a matriz LTDH, eq. (5.33),

. 2 2 2
fTDHZQ_\/g 2 —1+V3 —1-+3
2 —1-+v3 —1+3

2 -2 -2
2 1—-+v/3 —-1-+3

. 1
r -
LTDH f2'\/3§

2 —1-v3 1-3

Essas duas matrizes, assim como as matrizes GRO e LGRO, possuem uma diferenca
de fase em alguns de seus elementos. Analisando o comportamento das distribuicoes
de probabilidades P,(j, k,n), apés 100 passos de tempo, constatamos que essas matrizes
geram distribui¢oes de probabilidades semelhantes, diferentemente do que ocorre para as
matrizes GRO e LGRO. De maneira geral elas possuem um formato de uma “elipse” com

uma alta concentracao relativa de probabilidades na origem da rede, veja a fig. (5.16).

(a) (b)

— -1 _ -1
e Pz = 2,6 x 10 P e P = 2,0 x 10 — mPras
Pmaz Pmaz
101 101
50 Pmaz 50 ‘PTTL(l.T
102 102
k0 L k0 L
Pmaz Pmaz
50 101 50 101
P max Pm(u:
100 105
-100 -100
-100 0 -100 0
J J

Figura 5.16: Distribuicoes de probabilidades P, (7, k,n) ap6s 100 passos de tempo em (a) para
a matriz de TDH e em (b) para a matriz LTDH.

Apesar dessa alta concentracao relativa de probabilidades préximo a origem, o com-
portamento do deslocamento quadratico médio é proporcional ao quadrado do ntmero

de passos de tempo. Isso pode ser verificado na fig. (5.17), que apresenta o gréfico de

((AT)?) x n.
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Figura 5.17: Comportamento do deslocamento quadratico médio em funcao dos passos de
tempo para duas CQs utilizando as matrizes TDH e LTDH.

5.6.3 Familia AB

Nesta secao investigamos o comportamento de uma CQE, cujo estado inicial é dado
pela eq. (5.37) e a matriz de espalhamento é dada pela matriz genérica da familia AB,
eq. (5.23),

—e  2cos () 2cos ()
2cos (0) —e  2cos(0)
2cos () 2cos ()  —e¥

1
5+ 4 cos (20)

oM (9) =

A matriz genérica da familia AB é simétrica, isto é, os coeficientes de reflexao e de
transmissao independem da direcao de propagacao da particula. A combinacao dessa
matriz com o estado inicial simétrico dado na eq. (5.37) gera distribuigoes de probabi-
lidades que exibem todas as simetrias pontuais de rotagoes e inversoes de uma rede de
Bravais triangular, ver fig. (5.18). Isto é um reflexo do fato que a rede hexagonal pode

ser encarada como uma rede de Bravais triangular com dois sitios em sua base [143].

R(60°) R(120°) R(180°) R(240°) R(300°)
1(30°) 1(60°) 1(120°) 1(150°)

Figura 5.18: Simetrias pontuais de uma rede de Bravais Triangular.
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Figura 5.19: Distribuigoes de probabilidades P,(j, k,n), ap6s 100 passos de tempo, para uma
CQEs cujo operador evolugao é caracterizado pela matriz de espalhamento da familia AB com
diferentes valores do parametro 6 e o estado inicial dado pela eq. (5.37). Os graficos foram

reescalados.

Na fig. (5.19) temos as distribui¢oes de probabilidades P,(j, k,n), apos 100 passos de

tempo, para diversas evolugoes com diferentes valores do parametro ¢ e considerando o

estado inicial simétrico da eq. (5.37). De maneira geral, tais distribui¢oes sao simétricas

e tornam-se mais concentradas a medida que o valor de # se aproxima de 7/2. Isto é

um consequéncia direta do comportamento das amplitudes de espalhamento, uma vez que
[ra(0)]* = 1 e |tg(0)]*> = 0 a medida que § — +7/2.
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Comparando as distribuigoes de probabilidades dadas na fig. (5.19) com a fig. (5.18),
constatamos que elas exibem toda as simetrias pontuais da rede de Bravais triangular.
Essa caracteristica decorre dos processos de interferéncia que os coeficientes de transmissao
e reflexdo impoem sobre a funcao de onda do sistema durante sua evolucao temporal, uma
vez eles geram os mesmos padroes de interferéncia independentemente do valor de . Isso
pode ser exemplificado considerando a agao do operador evolucao temporal, caracterizado

com a matriz genérica da familia AB, em um estado de base do sistema,

. 1
Uaglo, j, k) = B, fUR) gURY 19 cos(6 E o', ,  gub
aslo, j, k) 5+ dcos(20) ( | g /¢U| ga )

Nas figs. (5.20), (5.21) e (5.22) apresentamos o comportamento do DQM para a
coordenada radial ({(Ar)?)) para CQEs cujo operador evolugao é caracterizado pela matriz

de espalhamento da familia AB e o estado inicial dado pela eq. (5.37).

200

150

100

((Ar)?)

Figura 5.20: Comportamento do deslocamento quadratico médio em funcao dos passos de
tempo, para CQEs cujo operador evolugao é caracterizado pela matriz de espalhamento da
familia AB com diferentes valores do parametro 6 e o estado inicial dado pela eq. (5.37).
Observe que independente do valor de 6, ((Ar)?) ~n

Mostramos na fig. (5.20) que independente do valor de 0, ((Ar)?) possui um compor-
tamento que é proporcional a n?. Nas figs. (5.21) e (5.22) verificamos que & medida que

ltg(0)]* — 4/o (0 — +m ou 0), ((Ar)?) — valor maximo. Assim, concluimos que
((Ar)*) = K(0)n?, (5.43)

onde a constante de proporcionalidade K (6) possui um comportamento semelhante a

probabilidade de transmissao em funcao do parametro 6.
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Figura 5.21: Comportamento da razao entre deslocamento quadratico médio e o niimeros de
passos em funcao do parametro 8 para CQEs cujo operador evolugao é caracterizado pela matriz
de espalhamento da familia AB e o estado inicial dado pela eq. (5.37), para diferentes valores
de passos de tempo.
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Figura 5.22: Comparacao entre o comportamento do DQM e da probabilidade da particula
sofrer um processo de transmissdo, |t5(#)]?, em funcio do parametro § e do nimero de passos
n, para CQEs cujo operador evolucao é caracterizado pela matriz de espalhamento da familia
AB e o estado inicial dado pela eq. (5.37).



Capitulo

Caminhadas Quanticas na Rede Hexagonal

no kspaco de Momenta

Neste capitulo, determinamos as bandas de energia e as velocidades de grupo para uma
CQEs na rede hexagonal, considerando uma matriz de espalhamento genérica e definida
em termos de um parametro 6, eq. (5.23). Além disso, realizamos uma comparagao
qualitativa entre as caracteristicas das bandas de energia e das velocidade de grupo de

uma CQE caracterizada pela matriz de Grover e do grafeno.

6.1 Rede de Bravais do Sistema

A rede hexagonal pode ser mapeada em uma rede de Bravais triangular (rede direta)
com dois sitios, ndo equivalentes, em sua base, fig. (6.1). Assim, os vetores primitivos que

definem essa rede sao dados por
| . . L1 R X
a; = 3 (\/gez + 3ey) e dy = 3 (—\/§€x + 3€y> , (6.1)

onde ¢, e é, sao os versores em diregoes ortogonais no plano cartesiano. Portanto, a rede
de Bravais pode ser obtida através do conjunto de pontos dados pelo vetor R, m,), tal
que

—

Rmy my) = mady + mada, (6.2)

com my e my pertencentes aos inteiros, ver fig. (6.2).

110
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Figura 6.1: Mapeamento da rede hexagonal sitios pretos em uma rede de Bravais triangular
(pontos cinzas). A area delimitada pela linha tracejada representa a célula de Wigner-Seitz,
cujas translagoes por vetores R'(mth), que sao perpendiculares aos seus lados, recobrem todo o
plano. Observe que a célula de Wigner-Seitz contém dois sitios ndao equivalentes.

(ml—l,mg—l—l ‘ (m1+1,m2—1)

Figura 6.2: Os seis primeiros vizinhos do ponto (m1, mg) da rede de Bravais triangular, dados
pelo vetor Ry, m,), €q. (6.2).

A rede reciproca da rede de Bravais do sistema é de fundamental importancia no es-
tudo de estruturas periédicas, sobretudo quando o sistema exibe invariancia de translagoes
por vetores que definem a sua rede de Bravais [143]. Os vetores primitivos que definem a
rede reciproca, sao determinados a partir dos vetores primitivos da rede direta, ou seja,

- Gy X €, - €, X dy

b1:27T

—

- 6.3
al'(JQXéZ)7 61'(62Xéz)7 ( )

onde é, ¢ o versor perpendicular aos versores €, e é,, isto é, ¢, = ¢, x €,. Além disso, os

vetores primitivos que definem as redes direta e reciproca satisfazem a
bi s = 27-(51']'- (64)

Assim, considerando que os vetores primitivos da rede direta sao dados pela eq. (6.1),
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temos

- R - L1,
b1 =27 ﬁex + §€y s b2 =27 —ﬁew + §€y . (65)

Portanto, os pontos que definem a rede de reciproca do sistema sao dados pelo vetor
é(nl,ng) = n1by + nabo, (6.6)

onde n; e ny pertencem aos inteiros. Além disso, observe que, enquanto Ry, m,) possui

dimenséo de comprimento, [L], G(n, n,) tem dimensdo de inversos de comprimento, [L]~!.

Ademais, considerando a eq. (6.4), verifica-se que

G_:(nl,nz) : é(ml,mg) — 27r(n1m1 -+ ngmg). (67)

Na fig. (6.3), temos o conjunto de pontos dados pelo vetor é(nth), considerando os
vetores primitivos da eq. (6.5). Observe que, a rede reciproca é uma rede de Bravais
triangular, assim como sua rede direta, fig. (6.1). Podemos também definir a rede reci-
proca da rede reciproca, que nao é mais do que a prépria rede direta. Além disso, na fig.
(6.3), também temos representado sua célula primitiva de Wigner-Seitz, que é conhecida
como primeira zona de Brillouin e desempenha um papel central no estudo de vibragoes
cristalinas e teoria de bandas [143]. Na fig. (6.4) temos os pontos de alta simetria que
sao importantes na investigacao da variacao da relacao de dispersao energia em funcao do
vetor de onda K nessas direcoes.

[}
(nlan2+2) (n1+15n2+1) (n1+25n2)

[ ]
(n1+1,n9 —1)

(TL1 — 2,n2) (n1 — 1, no — 1) (nl,nz — 2)

Figura 6.3: Rede reciproca associada a rede de Bravais da fig. (6.1). Assim como sua rede
direta, ela é uma rede de Bravais triangular. A area delimitada pelo hexdgono tracejado corres-
ponde a primeira zona de Brillouin dessa rede.
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Figura 6.4: Primeira zona de Brillouin e seus pontos de alta simetria, cujas coordenadas sao
dadas por I'(0,0), K(—27/3v/3,27/3) e M(0,27/3).

6.2 Bandas de Energia

As bandas de energia do sistema podem ser obtidas a partir dos autovalores do opera-
dor evolucao temporal. Para determinar os autovalores de U , vamos admitir que o sistema
¢ invariante sob translacoes pelo vetor ﬁ(ml, ms) que define os pontos da rede de Bravais
do sistema, eq. (6.2). Isso implica que o operador de evolugao comuta com o operador de
cuja acao em um estado associado a posicao 7 resulta em

translacao Tﬁ(ml,mgy

Ty [P (7)) = [+ (o, ma))) (6.8)
o () = [0 = R(ma,ms))). (6.9)

Associando ao estado de base |0, j, k) o vetor posigao 7,(j, k) do sitio (4, k) no plano

cartesiano, cujas coordenadas sao dadas pelas eqs. (5.1) e (5.2), tal que
|0, k) = lo, 7 (5, k), (6.10)

e levando em conta que a agao do operador de translacao em um estado que descreve o

sistema na posicao 7, eq. (6.8), a acao de Tﬁ( em um estado de base |0, j, k) é dada

mi,ma)
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por
Té(mhmz)‘(j’j? k> = Aﬁ(mhmz)la’ Fv(jv k)) = ’U’ Fv(jv k) + é(m17m2>> = ’U’ jlak/>7 (6'11)

onde (5, k') representa o sitio associado & posicao 7,(j', k') = 7,(j, k) + R(m1, my). Assim,
considerando as expressoes das coordenadas no plano cartesiano dos vértices da rede, egs.

(5.1) e (5.2), e as dos vetores primitivos das redes de Bravais, eq. (6.1), pode-se mostrar

que
it 02 32 k) = 10,5+ — g b+ 2(my +my)) (6.12)
€
Tlg(m1 m2)|0-’j’ k) =lo,j —mi+ma k —2(my + my)). (6.13)

Para demonstrar que os operadores de evolucao temporal e translagao comutam,

A

[U’ é(m1,m2):| = UTR(ml,mg) - Tﬁ(ml,mz)U = 07 (614)

representamos U na base {|o, j, k)}. Logo, da eq. (5.9), temos
U=> 33190 f(o,j, k), 9(c, j. k)0, j, kI, (6.15)
jik

o o

Assim, usando as egs. (6.12) e (6.13), chegamos em

A

g

o ik . . .
U = S S TN F(0! k) + ma — ma, g0, k) + 2(m + ma)) (o, g k]
7,k o’

(6.16)

~ ~ ik . . .
UTé(ml,m2) - Z Z ZF((TJ’J)|OJ7 f(O'/,j, k’),g(O’l,j, ]{])><O',j — mi + ma, k— 2(7711 + m2)|
5k o o

(6.17)

Finalmente, realizando a seguintes mudancas de variaveis

j'=3—mi+my (6.18)

]{/ =k - 2(m1 + mg) (619)
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na eq. (6.17), e considerando que

flo,j +my—mg, k+2(mi,mg)) = f(o,7,k) +my —my (6.20)

g(U,j +mq — ma, k + 2<m1a m2)) = g(U,j, k) + 2(m1 + m?)a (621)

- ~ - . ik . -
entao se U e Fi(my,ms) COMuUtam, os coeficientes Fg_j,a), devem obedecer a seguinte relagao

I‘(];’k) _ F(J+m1 ma,k+2(m1+ma)) (6.22)

g o olo

ou seja, eles devem possuir a periodicidade da rede de Bravais do sistema, ou em outras

. j k
palavras, todos os coeficientes F((T],’o)

associados com k£ de mesma paridade devem ser iguais,
o que resulta em um sistema invariante sob translacoes pelo vetor que define a sua rede

de Bravias. Desta forma podemos encontrar autovetores simultaneos de U e TR’(ml ma)-

A equacao de autovalores para o operador TR(m1 o

) é dada por

~

|0, &) = e FRmim2)| 5 ) (6.23)

é(ml,mg)
onde K é denominado de vetor de onda e
R = Ky€y + Kyéy. (6.24)

Na base {|o, j, k)}, os autovetores de Tﬁ( sao dados por

mi,ma)

o, R) = o’ g, k) (o’ g Ko &) = > Jo” 7, (4, k)0’ 7ol K)o, R)

J,k,o! J,k,0!
— 1 iIR.T 1 iR.Ty (] .
|0-7’£> :%26 ol5k) |U Tv(]vk» :%Ze .U(J’k)|0-7]7k>' (625)
7k 5.k

Assim, apesar de UeT R(m mp) COMutarem, os autovetores do operador translacao, eq.
(6.25), nao sao autovetores do operador evolugao temporal, pois, considerando a ac¢ao do

operador evolugao em um estado da base {|o, j, k)}, eq. (5.9), temos

Ulo, &) = ZZW“”F“’% For (s ), 9o (i, ). (6.26)

jk o'=1

Isso ocorre devido a degenerescéncia associada ao nimero quantico o nos autovalores

de TR‘(ml ma)- Entretanto, podemos encontrar combinacoes lineares dos autovetores de



6.2. Bandas de Energia 116

~

Té(ml,mg) que sejam autovetores de U.

Para determinar os autovalores de U , ¢ necessario considerar que a estrutura de base
possui dois vértices ndo-equivalentes, fig. (6.1). Portanto, para a particula se deslocar de
um vértice para outro equivalente, em uma célula unitaria vizinha a que ele se encontra,
sao necessarios dois passos de tempo. Assim, definimos um operador evolucao efetivo,
U. 7, tal que

U= U2 (6.27)

cuja equagao de autovalores ¢ dada por

Ueylug) = e > Jug), (6.28)
onde
uz) = Cy |+, R) + Col0, &) + C—|—, &) (6.29)

e w(K) é a energia associada ao autovetor |uz). A continuidade em XK da fungao w (R)
associada com a periodicidade do sistema fazem com que o espectro dos autovalores de U

se separe em bandas de energia [143].

Lembrando que em cada célula unitéria existem dois sitios nao equivalentes, fig. (6.1),
cujas coordenadas sao dadas por (j, kpar) € (J, Kimp), Podemos expressar os autovetores do

operador de translagao, eq. (6.25), por
|O_7 E;’> — Z eil_i‘.ﬁz(jukpar”a, j7 kpa’r) + Z ell_i"l?u(],kzmp) |0-’ j’ kzmp> (630)
jykpa,'r jykimp

Por consequéncia, considerando que os coeficientes de espalhamento sao independentes de

(j, k), a acao de U,y em |o, &) resulta em

3

Uef|0-7 /%> = Z Z emrv (hpar) F(+ |U 7]7 par + Z Ty (3rKimp) |0 ]7kzmp> )

o’'=1 j,k:par ]»kzmp
(6.31)
onde
D) =TTy + Dyp Do ®FFLO) 4 Ty Tyl R (FLED, (6.32)
F(i) [y, Dge’” RR(E10) + yellog + F30F23€m'ﬁ(0’ﬂ)7 (6.33)

F(i) Florglei R-R(x1,F1) + FQJF32€iE.E(O’$1) + Fgargg. (634)
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Finalmente, podemos reduzir a eq. (6.28) no sistema de equagoes dado por

(£ (£ (£

MR T (o e
P FE pE) c | =e2® | o |. (6.35)
E= = (E (£

oy Ty gy )\ oo C-

Consequentemente, para encontrar os autovalores de Uef, que fornece a relagao de dis-
persao da energia em funcao do vetor de onda K e a eq. (6.35) ter solu¢ao nao-trivial,

devemos resolver a equacao caracteristica dada por

fgﬂlc) _ o2i(R) f&? fg)
fénl_t) f%) _ o 2iw(R) f%) — 0. (6.36)
~ (4 ~(+ (£ —2iw(R
Fi(’)l) F:(iQ) I“g?)) —e 2 ( )

6.3 Exemplos de Bandas de Energia

Para exemplificar o célculo dos autovalores do operador evolucao temporal, vamos
admitir que os coeficientes da matriz de espalhamento sao dados pelos elementos da matriz

Cap(0), eq. (5.23). Assim, lembrando que
R = Kply + Kyéy, (6.37)

e considerando as egs. (6.1) e (6.2), pode-se mostrar que

- D \/glfx 3K
R Rmyms) = (m1 —mz) + —y(m1 +ma). (6.38)

2 2

Substituindo esse resultado juntamente com os coeficientes da matriz Fgg)(é’) (ver eq.

(5.23)) na eq. (6.36), obtemos a seguinte equagao caracteristica

(14 h(ky, Ky) cos®(0) + cos(2w) (5 + 4 cos(26))) (3 cos(f) sin(w) + sin(f) cos(w)) = 0,
(6.39)

onde

h(ky, ky) =2 — 4 cos (\/gnz) — 8cos <\/§2’%> cos <%) . (6.40)

A eq. (6.39) possui trés solugoes dadas por

1
wo(Kg, Ky, 0) = arctan <—§ tan(@)) (6.41)
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1 1 2
Wy (Kg, Ky, 0) = :I:§ arccos (— 7t y) cOS (9)) (6.42)

5 + 4 cos(20)

Observe que wy independe de vetor de onda, isto é, fixando o valor de 6, ela é uma

constante. Na figs. (6.5), (6.6) e (6.7) mostramos as bandas de energia para diversos
valores de 6.

=0
e}
2
£,
4
(u_+0
=i
4
i
2

- 0
P g
Ay ] 2 Ay
P/

0=m/3
ik
2
&
4
w, 0
i
4
-z

2

Figura 6.5: Comportamento das bandas de energia para diversos valores do parametro 6. As

bandas superiores corresponde a w4 e as inferiores a w_. Observe que para § = 0 as bandas se
tocam no ponto I'(0,0).

Duas situagoes interessantes ocorrem para 6 = m/2 e §# = 0. No primeiro caso as duas
bandas de energia sao constantes e o valor do gap entre elas é o maior possivel. Isto ocorre
porque neste caso a particula encontra 100% de probabilidade de sofrer um processo de
reflexao (|r4(0)|> = 1), ou seja, ela nao tem mobilidade pela rede. A situagao oposta
ocorre para # = 0, onde o valor do gap é zero. Isto reflete o fato da particula ter a maior

probabilidade possivel de sofre um processo de transmissao (2|tz(0)*> = 8/9), o que lhe
confere uma grande mobilidade pela rede.
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e

we|

Wmin

|
|
|
o)
o
bo|=
=

Figura 6.6: Densidade de energia da funcao |wi| para |f| < m/2, onde wp, corresponde ao
valor minimo de |wx|. Além disso, representamos a primeira zona de Brillouin (hexdgono) e
os pontos de alta simetria do sistema. Observa-se que o valor maximo de |wi| ocorre sobre os
vértice da primeira zona de Brillouin e o valor minimo no ponto de alta simetria I'(0, 0).

ISE
T

no=

Figura 6.7: Comportamento das bandas de energia na dire¢do das retas que ligam os pontos
de alta simetria e para diversos valores de 6.

De maneira geral observa-se que, para |0| < m/2, o comportamento assintético de w.
nao varia em relacao a ¢, por exemplo, o minimo da banda w, (K4, £y, ) e o valor maximo
de w_(Ky, Ky, 0) estao localizados no ponto I'(0,0). Consequentemente, a expressao para

o gap de energia entre essas duas bandas ¢ dada por

(6.43)

Wgap = w+(07 0, 0) - U.)_(07 0, 8) = arccos <5COS(29) T 4> :

4cos(20) +5
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O gréfico de wyq, em fungao do parametro 6 é dado na fig. (6.8). De maneira geral,
observa-se que o comportamento de tal quantidade é qualitativamente igual ao grafico da
probabilidade de reflexdo, ver fig. (5.5). Isto ocorre porque a matriz de espalhamento

define o operador de evolucao temporal e consequentemente o hamiltoniano do sistema.

o5
T

Wyap

N
T

- —m/2 0 /2 ™
Figura 6.8: Comportamento do gap entre as bandas de energia em funcao do parametro 6.

O passo seguinte ¢ determinar a velocidade de grupo das autofungoes do sistema, pois
como mencionado no capitulo (3), elas sdo diretamente responsdveis pela distribuigao
de energia pela rede. Generalizando a eq. (3.109) para duas dimensoes, temos que a
velocidade média da particula, quando o estado do sistema é um autoestado de U com
autovalor w,(K), é dada por

,(R) = View, (7). (6.44)

Assim, se o estado do sistema é o autovetor de U com autovalor wy(R), que para um dado

valor de 6 é constante, ver eq. (6.41), entao
T (R) = 0, (6.45)

isto é, se o estado do sistema é dado pelo autovetor correspondente ao autovalor wy(F),
a particula nao possui mobilidade pela rede. Entretanto, se o estado da particula é o

autovetor de U com autovalores w. (&) dados na eq. (6.42), entéio
Uy (Ky, y) = E05(Kg, by) € £ Uy (Ky, Ky) €y, (6.46)

onde

wnlrn ) = — ) (sin (45 cos (%) + sin (V3 (6.47)
\/(4 cos(260) + 5)2 — (cos2(0) h(ky, 1) + 1)°
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2 2

6 cos?(0) cos <‘/§’”> sin <3&>

(6.48)

Uy (Ky, y) =

\/(4 cos(20) + 5)% — (cos?(8)h(ky, ky) + 1)2.

Além disso, o médulo da velocidade de grupo é dado por

2v/34 [ cos*(0) (3 cos? <@> sin? <3%) + (sin <@> cos (%) + sin (\/gmy))2>

(4c08(20) + 5)2 — (cos2(0) (g, ky) + 1)

Vi (Kg, Ky) =

(6.49)
Nas figs. (6.9) e (6.10) apresentamos, respectivamente, o campo vetorial e a distribuigao
de densidade do médulo da velocidade de grupo do sistema para diferentes valores de 6.
Ademais, verifica-se que

lim vy =0, (6.50)
0—m/2

isto é, a vy vai a zero para = 7/2 porque nesta situagao a probabilidade de reflexdo
é 100% e a fungao de onda do sistema tende a ficar confinada nas arestas associadas ao

estado inicial.

(a) (b)
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Figura 6.9: Campo vetorial da velocidade de grupo, ' (K, ky), para (a)  =0e (b) 6 = 7/3.

Os pontos onde a velocidade de grupo se anula sao importantes na determinacao da

densidade de estados do sistema, uma vez que

(6.51)
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é a densidade de estado em fungao da energia w que é parametrizada por k, e k, [145].

Logo, igualando as egs. (6.47) e (6.48) a zero, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

sin <%) cos ( > sin (\/_/Qm) =0,

6.52
oS (@) sin (2%) = 0, (6:52)

cuja solugao, dentro da primeira zona de Brillouin sdo os pontos destacados na fig. (6.10).

(a) (b)

N w— r

Umawx ; ; ; ; i Umax

3

[T

Ry

0 V+ V+
_
2
i . ]
‘ x 0 _‘g ‘ ‘E — =0
- 2 m —r B) 0 5 T

Figura 6.10: Modulo da velocidade de grupo para (a) § = 0 e (b) § = 7/3. O hexdgono nas
figuras representam a primeira zona de Brillouin e nos pontos destacados em preto a velocidade
se anula.

6.4 Caminhadas Quanticas e o Grafeno

Na década de 30 do século XX, L. D. Landau e R. Peierls questionavam a possibilidade
da existéncia de um cristal bidimensional perfeito. Segundo eles tais materiais seriam
termodinamicamente instdveis e consequentemente em teoria nao poderiam existir [165,
166]. Entretanto, no inicio do século XXI, os fisicos russos A. Geim e K. Novoselov
descobriram experimentalmente o grafeno [113, 115], que é um cristal bidimensional com
topologia hexagonal. Logo, utilizando o método de tight-binding pode-se mostrar que as
bandas de energias para os elétrons do orbital p,, que definem as principais propriedades

de transporte de carga na presenca de campos eletromagnéticos nao intensos, sao dadas

por [114]
Wi =+ |1+ 4cos (@Rx) cos <3gy) + 4 cos? (\/52;%)’ (6.53)
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onde é assumido apenas interagao entre os primeiros vizinhos, e que a distancia entre dois
atomo de carbono adjacentes e a taxa de hopping sejam iguais a unidade. Na fig. (6.11)

mostramos graficos de w{?"®

. Observe que, as bandas de energia se tocam no pontos que
correspondem aos vértices do hexagono que delimita a primeira zona de Brillouin. Tais
pontos sao denominados “pontos de Dirac”, e proximo a eles a relacao de dispersao de
energia com o numero onda ¢ linear. Este comportamento das bandas de energia préoximo
aos pontos de Dirac, leva a descricao dos elétrons do orbital p, por teoria andloga a que

descreve de férmions de Dirac sem massa [112-114].

Retornando as CQEs caracterizada pela matriz de espalhamento da familia AB, ob-
servamos que para = 0, que resulta na matriz de espalhamento dada pela matriz de
Grover, eq. (5.26), as bandas de energia possuem um comportamento linear préximo ao
['(0,0), ver fig. (6.14b). Além disso, verificamos também que nesse ponto o gap de energia
é zero. Este comportamento é andlogo ao que ocorre para as bandas de energia do gra-
feno, com a diferenca na posicao onde as bandas de energia se tocam. Portanto, podemos
descrever a particula préximo ao ponto I'(0,0) por uma teoria efetiva de férmions de Dirac
sem massa [99]. Logo, devido a essa similaridade entre os comportamentos desses dois
sistemas, acreditamos que seja possivel uma descri¢ao (talvez mais simplificada) das pro-
priedades do grafeno através de caminhadas quéanticas. Entretanto, precisamos encontrar
uma transformagao unitaria ou uma nova matriz de espalhamento adequada para obter

bandas de energias com os pontos de Dirac coincidindo com o caso das bandas de energia

do grafeno.
(b)

3,0

1,75

1,50 lwi

0,75

: 0,00
Ry

Figura 6.11: Bandas de energia para o grafeno. Em (a) bandas superiores corresponde a wgfm)

(gra)

e as inferiores a w” "’; (b) densidade de energia de |w§:gm)], delimitacao da primeira zona de
Brillouin (hexdgono) e a localizagao dos pontos de alta simetria do sistema.
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(a) (b)

Figura 6.12: Em (a) apresentamos comportamento das bandas de energia na diregao das retas

que ligam os pontos de alta simetria, e em (b) comportamento linear das bandas de energia
préximo aos pontos de Dirac, para o grafeno.
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Figura 6.13: Bandas de energia para uma CQEs caracterizada pela matriz de Grover. Em

(a) bandas superiores corresponde a w4 e as inferiores a w_; (b) densidade de energia de |w4|,

delimitac@o da primeira zona de Brillouin (hexdgono) e a localizagao dos pontos de alta simetria
do sistema.
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(a)

N

W+

N

Figura 6.14: Em (a) mostramos o comportamento das bandas de energia na dire¢ao das retas
que ligam os pontos de alta simetria, e em (d) comportamento linear das bandas de energia
préximo ao ponto I'(0,0), para uma CQEs caracterizada pela matriz de Grover.



Capitulo

Caracterizando as CQEs na Rede Hexagonal

Através do Grau de Liberdade Direcional

Investigacoes exploratérias anteriores [92] indicavam que a rede hexagonal permitiria
diversas formulacoes para as CQEs. Este ponto foi levantado mas nao explorado em nossa
dissertacao de mestrado [123]. Assim, neste capitulo retomamos esse ponto, e propomos
formulacoes distintas para as CQs na rede hexagonal. Tal desenvolvimento é possivel
devido a topologia dessa rede que permite uma grande variedade na forma de associar
os valores do nimero quantico o com as possiveis dire¢oes de propagacao da particula,
propiciando uma grande diversidade de padroes para a distribuicao de probabilidades
do sistema. De maneira geral, as formulagdes sdo baseadas em trés fungoes ®,,(j, k),
denominadas de “fungoes topoldgicas direcionais” que descrevem as associacoes dos valores
de o com as direcoes das arestas em cada sitio da rede, associadas diretamente a topologia

da rede.

7.1 Definindo as Funcoes Topoldgicas Direcionais

Na rede hexagonal, a particula pode se propagar em trés diregoes distintas. Assim,
diferentemente do que foi feito no capitulo (5) onde usamos valores fixos para descrever a
particula se propagando pelas arestas, neste capitulo associamos a cada dire¢ao uma fun-
¢ao topoldgica direcional ®,,(7, k), com m = 1,2,3, de acordo com a fig. (7.1). Portanto,

os valores de ¢ sao dados, em cada vértice, pelas fungoes @,,(7, k), ou seja

o=, k). (7.1)

126
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k42 +

k1t

Figura 7.1: Associacdo das funcgoes topoldgicas direcionais com as direcdes e o sentido de
propagagao da particula, onde estamos assumindo que k é par.

A agao do operador evolugao em um estado de base, eq. (5.9), nessa nova perspectiva,

¢ dada por
3
~ . ',k . . . .
Ulo, g k) = > T8N o antianel @mlfm(G k). gm (G k)], Fn (G, K), gm (G K)),  (7.2)
m=1

onde f,(7,k) e gm(4, k) sdo dadas por

j— (=% sem=1
(G k) =< 4 se m=2 (7.3)
j+(=1)* sem=3

E—(=1)F sem=1
(G, k) = k+(-1)F sem=2 . (7.4)
k—(=1)F sem=3

Além disso, observe que Fg;f[)fm(j 1).gm G, (k) TEPTESENta um coeficiente de reflexao se

m = m' e de transmissao se m # m/, veja a fig. (7.2). Logo,

() Gk
L s () 9om G @ (GR) = B () i (k)] B (1:5) (7.5)
(§]

P [fm (3,6),9m (5,8)]:@n (k) " P [fm (5,5),9m (5,5)], @ (5,K)°
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losa, Lo, o,
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to, o, to,d,
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/-

tq)3 D2 tq’l‘I’z

)
/

Lo, o, logo,

Figura 7.2: Distribui¢ao dos coeficientes de reflexdo e transmissao em vértices da rede.

7.2 Propriedades das Funcoes Topolégicas Direcio-

nais

Uma vez assumido que o = ®,,(j, k), as fungoes topoldgicas direcionais, ®,,’s, devem
exibir as seguintes propriedades: elas devem ser localmente adaptéveis [121], biunivocas

e seu conjunto imagem deve possuir trés valores distintos.

Entende-se por fungdes localmente adaptaveis as fungoes que (i) podem ser construidas
em qualquer vértice da rede; (ii) em cada sitio (j, k) elas dependem apenas da estrutura
dos vértices ligado a ele; e (iii) sdo bem definidas independentemente do niimero de vértices
ligados ao sitio (j, k). Elas sd@o biunivocas, pois para cada valor de (j, k), ®,,(7, k) possui
um unico valor. A terceira propriedade decorre do fato do numero quantico o assumir
apenas trés valores na rede hexagonal. Logo, para manter a consisténcia na descricao da
evolugao do sistema, ou seja, para nao haver estados chegando ou de maneira equivalente
saindo rotulados pelo mesmo valor de o em um dado vértice, veja a fig. (7.1), as fungoes

®,,’s devem obedecer as seguintes relacoes de consisténcia:

®1(j, k) # ©2j, k) # ©3(j, k) (7.7)

O (j— (D5 k= (=1)F) # o (k + (-1)F) # &5 (j + (D" k= (-1)F).  (7.8)
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Da estrutura topoldgica da rede, sem perda de generalidade, podemos estudar as
funcoes ®,,’s separadamente para valores de k par e k impar. Assim, considerando k par,

as relagoes de consisténcia dadas pela eq. (7.8) s@o
Dy (7 — 1 kpar — 1) # P2 (J, kpar +1) # P33 (J + 1, kpar — 1) (7.9)

Portanto, para o sitio (j,kper + 1), as fungoes @,,(7, kper + 1) associadas a ele devem

obedecer a
(I)l (.]7 kpar + 1) 7é (I)2 (] + 17 kpar + 3) 7£ (1)3 (] + 27 kpar + 1) ; (710)
cI)l (] - 1; kpar - 1) # CI)Q (]7 kpar + 1) 7& (I)3 (] + 17 kpar - 1) (711)
(§]
(I)l (.7 - 27 kpar + 1) # CI)2 (] - 17 kpar + 3) 7& (I)3 (Ja kpar + 1) . (712)

Das egs. (7.10)-(7.12), observamos que, para kim, = kper £ 1 as funcoes @, (7, kimp)
ficam completamente caracterizadas apenas pela coordenada j. Além disso, uma vez
que o conjunto imagem das fungoes ®,,(7, kimp) assume no maximo trés valores distintos,

admitimos que elas possuem uma periodicidade em trés unidades de 7, ou seja,

O, (7, ki) = Pon(j + 3, K2 ). (7.13)

imp » Vimp

Considerando as eqs. (7.7), (7.10)-(7.12) e (7.13), descobrimos trés conjuntos de

funcoes que as satisfazem,

35" (J, Kimp) = K, (7.15)
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e
/ (
A, seljls =0
61 U kimp) = { #ose[jla=1
| s selils =2
[ r.seljla=0
63" G kimp) = a1y selils =1 (7.16)
| A sef]s =2
(
f, se [jls =0
05" Gy kimp) = { Ase[jls=1
\ | K, se[jls =2

onde [X]y ¢é definido como sendo o resto da divisdao X/Y. A mesma andlise pode ser

feita para k fmpar tal que as fungbes resultantes possuem as mesmas forma que as egs.
(7.14)-(7.16). Portanto, para kpe, = Kimp £ 1,

(pgl) (.]7 kpar) = Q,
03 (Jy kpar) = B, (7.17)

(Pz(%i) (]7 kpM) =7,

.
i) [ . a, sejla=0
A6 = { |

7, se [jla =1
05" (5. kpar) = B (7.18)
L a, se[jl; =1
¢ / (
a, seljls =0
A Grkipar) =4 voselila=1
| B, sejls =2
( B, seljls=0
A5 (Gkpar) = 4 @ selils =1 (7.19)
v, se [jlz =2
(7. se[jls=0
05" Gkpar) = 3 Brselils=1
a, se[jls =2

7
Ve



7.3. Estruturas Topolégicas 131

Finalmente, usando o fato de que

0, se k é impar
[kla = { , (7.20)

1, se k é par

podemos escrever as fungoes topoldgicas direcionais (®,,(7,k)) em termos das fungoes

Spm(j7 kpar) € (bm(J? kimp)’

O (4, k) = om (G, )k + 12 + &m (5, k) [K2- (7.21)

7.3 Estruturas Topolégicas

Nesta secao, investigamos as consequéncias na estrutura topoldgica da rede conside-
rando que os valores do nimero quantico o sdo dados pelas fungoes ®,,(7, k), lembrando
que, se a particula esta convergindo para um sitio com (j, kpqer), 08 valores de o sdo dados
por {«, 3,7}, se ela esta propagando-se para um vértice com (J, kimyp), entao os valores de

o sao dados por {\, Kk, u}.

Analisando as distribuigoes dos valores para o numero quantico o, dadas pelos con-
juntos de fungoes (i), eqs. (7.14) e (7.17), e (iii), egs. (7.16) e (7.19), elas resultam em
redes de Bravais triangulares (hexagonais), figs. (7.3) e (7.5), e para o conjunto de fungoes

(i), egs. (7.15) e (7.18), ela é uma rede de Bravais retangular, fig. (7.4).

Figura 7.3: Em (a) temos a distribuicdo dos valores de o dados pelos conjuntos de fungoes
(ii), egs. (7.14) e (7.17), que nomearemos de rede (ii). Em (b) temos a rede de Bravais re-
tangular, pontos em cinza, com sua respectiva célula unitéria (de Wigner-Seitz) associada a tal
distribuicao. Aqui estamos considerando que [k]s = [j]2 = 0.
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j—4 j-3 j3-2 j-1 3 j+1 j+2 j+3 j+4

Figura 7.4: Em (a) temos a distribuicdo dos valores de o dados pelos conjuntos de fungoes
(ii), egs. (7.15) e (7.18), que nomearemos de rede (ii). Em (b) temos a rede de Bravais re-
tangular, pontos em cinza, com sua respectiva célula unitéria (de Wigner-Seitz) associada a tal
distribuigao. Aqui estamos considerando que [k]2 = [j]2 = 0.

=5 j—4 j=3 j=2 j—1 j 41 j42 j+3 j+4 j45

Figura 7.5: Em (a) temos a distribui¢ao dos valores de o dados pelos conjuntos de fungoes (iii),
egqs. (7.16) e (7.19), que nomearemos de rede (iii). Em (b) temos a rede de Bravais triangular
(hexagonal), pontos em cinza, com sua respectiva célula unitaria (de Wigner-Seitz) associada a
tal distribuigdo. Aqui estamos considerando que [k]z = [j]3 = 0.

Na fig. (7.6) temos as estruturas bases associadas as redes (i), (ii) e (iii), ver egs.
(7.14)-(7.19). Essas estruturas possuem, respectivamente, dois, quatro e seis vértices nao-

equivalentes.
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(a)

2
8l e
e a

Figura 7.6: Em (a), (b) e (c) temos, respectivamente, as estruturas bases com a quais preen-
chemos as células unitarias a fim de construir as redes (i), (ii) e (iii).

Da eq. (7.7), os conjunto de valores Z,, (ko) = 10 B, Y} € Zg(ikimp) = 1A Ky I,
devem satisfazer a

aFBFEyeNFRFp. (7.22)

Uma vez que as fungoes ®@,,’s assumem no maximo trés valores, podemos relacionar
os elementos dos conjuntos S, (jkpar) € Sém(ikimp) AtTaVEs de uma das seis configuragoes

da tab. (7.1).

Config. A | Config. B | Config. C | Config. D | Config. E | Config. F
a=A\ a=pu a=kK a=A\ = a=K
B=r f=A B=p B=p f=k B=2A
Y=H V=K y=A Y=k Y=A V=K

Tabela 7.1: As seis possiveis relacoes para os valores assumidos pelas fungoes ¢, (4, kpar) €

¢m (.7 ) kimp) .

Desconsiderando a estrutura interna gerada pela distribuicao dos valores de ¢ em uma
célula unitdria, a rede triangular (hexagonal) possui as seguintes simetrias pontuais que a
deixam invariante sob rotagoes em 0°, 60°, 120°, 180°, 240° e 300°, e inversoes (reflexoes)
em 0°, 30°, 60°, 90°, 120° e 150°, fig. (7.7), e a rede retangular possui rotagdes em 0° e
180°, e inversoes em 0° e 90°, fig. (7.7). Isso pode ser verificado analisando a célula de
Wigner-Seitz da rede de Bravais do sistema, pois todas as simetrias pontuais dela também
sao simetrias pontuais da rede. Entretanto, ao adicionar uma estrutura interna a células

unitdrias, algumas dessas simetrias pontuais sdo perdidas [143].
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R(0°) R(60°) R(120°) R(180°) R(240°) R(300°)
1(0°) 1(30°) 1(60°) 1(90°) 1(120°) 1(150°)
R(0°) R(180°) 1(0°) 1(90°)

I EREWED

Figura 7.7: Rotagoes, R(z), e inversoes, I(x), pontuais que as redes Bravais triangular (hexa-

gonal) e retangular exibem.

Nas figs. (7.8), (7.9) e (7.10) temos as distribui¢oes dos valores de o nas estruturas base
das redes (i), (ii) e (iii), considerando as relagoes da tab. (7.1). Como esperado, verifica-se
a quebra de algumas simetrias pontuais dessas redes, compare as figs. (7.8), (7.9) e (7.10)
com a fig.(7.7). Na tab. (7.2) temos as simetrias pontuais que cada configuracdo exibe
quando adicionamos as estruturas base nas células unitarias. Observe que de acordo com
a tab. (7.2), a configuragao A para as trés redes e a configuragao e para as redes (ii) e (iii)
sao as mais simétricas, pois elas exibem todas as simetrias pontuais das redes de Bravais

correspondentes.

Configuracao A Configuragao B Configuracao C

Figura 7.8: Estruturas base para a rede (i) considerando as configuragoes da tab. (7.1).
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Configuracao A Configuracao B Configuracao C

Figura 7.9: Estruturas base para a rede (ii) considerando as configuragoes da tab. (7.1).

Configuracao A Configuracao B Configuracao C

Figura 7.10: Estruturas base para a rede (iii) considerando as configuracoes da tab. (7.1).
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Conf. Rede (i) - Hexagonal | Rede (ii) - Retangular | Rede (iii) - Hexagonal
N Todas rotacoes Todas rotacoes Todas rotacoes
Todas inversoes Todas inversoes Todas inversoes
B R(0°), R(120°), R(240°) R(0°) R(0°), R(120°), R(240°)
1(0°), 1(60°), 1(120°) 1(0°) 1(0°), 1(60°), 1(120°)
o R(0°), R(120°), R(240°) R(0°) R(0°), R(120°), R(240°)
1(0°), 1(60°), I(120°) 1(0°) 1(0°), 1(60°), I(120°)
- R(0°), R(180°) R(0°), R(180°) Todas rotagoes
1(30°), 1(120°)
- R(0°), R(180°) Todas rotagoes Todas rotagoes
1(0°), 1(90°) Todas inversoes Todas inversoes
- R(0°), R(180°) R(0°), R(180°) Todas rotagoes
1(60°), 1(150°)

Tabela 7.2: Simetrias pontuais que cada rede exibe quando consideramos as estruturas base
nas células unitdrias e as configuragao da tab. (7.1).

Para exemplificar os resultados da tab. (7.2), considere, por exemplo, a configuragao
B da rede (i) e rotagoes dessa estrutura em 60° e 120°, fig. (7.11). Comparando a rotacao
em 120° com a disposicao original vemos que se trocarmos os indices a« — v, § — «a e
v — B, elas coincidem. O mesmo nao pode ser feito quando comparamos a rotacao em
60° com a disposi¢ao original. Assim, neste contexto, assumimos que as configuracoes
original e a rotacionada em 120° sao equivalentes, ou em outras palavras, a configuracao

B da rede (i) exibe simetria de rota¢ao em 120°.

Figura 7.11: Configuragdo B e suas rotagoes em 60° e 120°. Observe que R(120°) resulta na
configuracao B se trocarmos os indices @« — v, § = a e v — B. O mesmo nao pode ser feito
para R(60°).

7.4 As Dez Formulacoes

Comparando as seis configuracoes da tab. (7.1) para cada rede, observamos que

existem algumas que sao equivalentes entre si através de operagoes de simetria pontuais
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que foram perdidas com a adi¢do da base na célula unitéria, veja a tab. (7.3).

Transformacao de Simetria

A

B — C: R(60°), R(180°), R(300°), I(30°), 1(90°), I(150°)

C — B: R(60°), R(180°), R(300°), I(30°), 1(90°), I(150°)
)

D — E: R(60°), R(240°), 1(60°), I(150°)

Rede (i) - Hexagonal | D — F: R(120°), R(300°), I(0°), I(90°)
E — D: R(120°), R(300°), 1(60°), 1(150°)

E — F: R(60°), R(240°), 1(30°), 1(120°)

F — D: R(60°), R(240°), 1(0°), 1(90°)

F — E: R(120°), R(300°), 1(30°), 1(120°)

A

B — C: R(180°), 1(90°)

C — B: R(180°), I1(90°)

D — F: I(0°), 1(90°)

Rede (ii) - Retangular

E

F — D: 1(0°), 1(90°)

A

B — C: R(60°), R(180°), R(300°), 1(30°), I(90°), I(150°)

C — B: R(60°), R(180°), R(300°), I(30°), I(90°), I(150°)
Rede (iii) - Hexagonal

D — F: 1(0°), 1(30°), 1(60°), 1(90°), I(120°), I(150°)

E

F — D: I(0°), I(30°), 1(60°), 1(90°), 1(120°), I(150°)

Tabela 7.3: Configuragoes que sdo equivalentes entre si através de operagoes de simetria da
rede de Bravais do sistema.

Para exemplificar os resultados da tab. (7.3), consideramos as configuracoes B e C
para a rede (i) e suas rotagdes em 180°, fig. (7.12). Observe que a troca dos indices
a—7,—aey— [, leva a rotacao em 180° de B em C, e atrocade aa — 3, 8 — v e

v — a, leva a rotacao em 180° de C em B.

Figura 7.12: Configuracoes B e C para a rede (i) e suas rotagoes em 180°. Observe que a troca
de a v, 8 - a e~y — [, leva a rotagao em 180° de B em C, e a trocade o« — 8, § — v e
v = a, leva a rotagao em 180° de C em B.

Da andlise das simetrias pontuais da rede (iii), constatamos que nao existe nenhuma
operagao que leve a configuracdo A na B ou C da tab. (7.1), veja a fig. (7.10) e a
tab. (7.3). Entretanto, as distribui¢oes dos valores de o para essas trés configuragoes sao

equivalentes mediante a uma nova escolha da origem do sistema de coordenadas. Assim,
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para uma rede infinita ou com condicées de contorno periddica, escolhendo j' = j + 1
e k' = k + 2 na configuracdo B e j” = j — 1 e K = k + 2 na configuracao C, elas sao

equivalentes a configuragao A.

Finalmente, considerando as configuracoes que sao equivalentes por alguma simetria
pontual da rede de Bravais correspondente, e a discussao do paragrafo anterior sobre
as configuragoes A, B e C da rede (iii), concluimos que existem dez formas distintas
de distribuir os valores do niimero quantico ¢ na rede que nao sao equivalentes entre si.
Portanto, cada um desses conjuntos de distribuicoes dos valores de o correspondem a uma

formulagao possivel para as caminhadas quanticas na rede hexagonal, veja tab. (7.4).

Formulacao | Rede | Configuracoes Equivalentes

1 (i) A

2 (i) BeC
3 (i) D,EeF
4 (ii) A

5 (ii) BeC
6 (i) DeF
7 (i) E

8 (iii) A, BeC
9 (iii) DeF
10 (iii) E

Tabela 7.4: As dez formulagoes para as caminhadas quanticas na rede hexagonal. Para futuras
discussoes consideramos apenas as configuragoes sublinhadas em cada formulagao.

Nas fig. (7.13)-(7.17) temos a distribuigao dos valores do nimero quantico o, dados
pelas fungoes @,,(7, k), eq. (7.21), em segmentos de rede para as dez formulagdes. Assim,
fica facil verificar que a formulagao desenvolvida no capitulo (5) corresponde a formulagao
1 coma=+1, 5 =0e~y = —1 e o desenvolvimento na referéncia [92] corresponde a
formulacao 9 com v =0, f = 1 ey = 2, onde {«, 3, v} sdo os valores atribuidos as fungoes
®,,(7, k). Assim, uma vez que em cada arestas associamos dois valores de o, pois exitem
duas possiveis direcoes de propagacao, constatamos que: nas formulacoes 1, 7 e 10, esses
dois valores de ¢ sao iguais; nas formulacoes 2, 6 e 9 esses dois valores sao diferentes; e nas
formulagoes 3, 4, 5 e 8 em uma das arestas adjacente a um dado vértices os dois valores

de o sao iguais, e consequentemente nas outras duas eles sao diferentes.
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k+4
k+3

k+2
E+1

Formulacao 1

Formulacao 2

k+4
k+3

k+2
k+1

Figura 7.13: Distribuicao dos valores em segmentos de rede para as formulacoes 1 e 2.

k+4
k+3

k+2

k+

1

Formulacao 3

Formulacao 4
k+4
k+3

k+2
k+1

-3 j—2 j-1 5 j+1j+2 j4+3 j+4

Figura 7.14: Distribuicao dos valores em segmentos de rede para as formulagoes 3 e 4.

k+
k+

k+
k+

4
3

2
1

Formulacao 5

Formulacao 6

k+4
k+3

k+2
k+1

Figura 7.15: Distribuicao dos valores em segmentos de rede para as formulacoes 5 e 6.
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Formulagao 7 Formulacao 8

Figura 7.16: Distribuicao dos valores em segmentos de rede para as formulacoes 7 e 8.

Formulacao 9 Formulacao 10

k+4 k+4

k+3 k+3

k+2 k+2

E+1 k+1

k k

k-1 k—1

k— k—2

k— k—3 a

Jj—4 Jj— Jj—4 Jj—

Figura 7.17: Distribuicao dos valores em segmentos de rede para as formulacoes 9 e 10.

Apos analisar as dez formulagoes das caminhadas quanticas na rede hexagonal, observa-
se que uma evolugao temporal particular onde o estado do sistema em cada passo de tempo
possui o mesmo valor para o numero quantico o, ou seja, uma sequéncia dinamica espe-

cifica levando a
...’O’,jl,]{?1> £> |O',j2,k2> 2) |O',j3,k’3>... 3 (723)

resulta em caminhadas com propriedades particulares em cada formulacao. Tal evolu-
¢ao pode ser encarada como uma “trajetéria fundamental” associada a cada formulacao.
Além disso, em cada formulacao temos trés possiveis trajetorias fundamentais, que sao
governadas pelas fungoes @,,’s. Na tab. (7.5), temos um resumo dessas trajetérias para

cada formulacao. A probabilidade da particula, ao incidir em um dado vértice, seguir a
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trajetéria fundamental associada a ®,,(j, k) = o é dada por

pyM = TGP, (7.24)
que corresponde ao modulo quadrado dos elementos da diagonal principal da matriz de
espalhamento, eq. (7.27). De maneira andloga, definimos a probabilidade da particula

nao seguir uma trajetéria fundamental por

0t =3I (7.25)
ol'#o
Assim, é facil ver que

Formulagao | ®,,(j,k) =c=a | ®p(j,k) =0 =0 | Pn(j k) =0 =7
1 confinamento confinamento confinamento
2 zigue-zague zigue-zague zigue-zague
3 zigue-zague confinamento zigue-zague
4 zigue-zague confinamento zigue-zague
) confinamento armchair armchair
6 zigue-zague armchair armchair
7 confinamento confinamento confinamento
8 loop confinamento loop
9 loop loop loop
10 confinamento confinamento confinamento

Tabela 7.5: Trajetérias fundamentais dada pela sequéncia de passos dada na eq. (7.23) para as
formulagoes da tab. (7.4), veja as figs. (7.13)-(7.17). Tais trajetos sdo controlados pelos elemen-
tos da diagonal principal da matriz de espalhamento, eq. (7.27) e o estado inicial do sistema.
Aqui é identificado o tipo de comportamento resultante de uma dada trajetéria fundamental.

Finalmente, nestas novos formulagoes os elementos da diagonal principal nao repre-
sentam necessariamente coeficientes de reflexao, como no desenvolvimento realizado no

capitulo 5. Assim, considerando a matriz de espalhamento dada por

rea’ Tgy) T
Gk) Gk Gk
Uia’ Tps™ T
LX) pUf pGs

Ok — (7.27)

e analisando as figs. (7.13)-(7.17), pode-se constatar facilmente que os elementos da
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diagonal principal sao dados por:
e formulacoes 1, 7 e 10

F((x]&k) = rc(yj&k)? Fgﬁ) = gﬂ )7 F'(y]'yk) = rf(yj’yk)? (7.28)

e formulacoes 2, 6 e 9

(k) _ +(j,k) (4:.k) _ ,(3.k) (g.k) _ +(5.k).
Poa” =taa > Lgg =tgs", I3 =137 (7.29)

e formulacoes 3, 4 e 8

k) 1(5,k) Gk _ .Gk k) _ 1(4,k).
DS =8, Ty =gy, TED =, (7.30)
e formulacao 5
k) Gk k) _ 40k k) (k).
POR = p0R THY =17, TUR = ¢Uh. (7.31)
onde r% e P sao, respectivamente coeficientes de reflexao e de transmissao.

7.5 Resultados

Para exemplificar e caracterizar as formulacoes das CQEs desenvolvidas na secao

anterior, admitimos que o estado inicial do sistema é dado por

1

V3

Observe que este estado inicial nao privilegia nenhum sentido de propagacao em particular,

|\DO> = (|O‘70’0> + |570a0> + |77070>) . (732)

pois ele é simétrico e independe da formulacao adotada.

Cada formulacao possui trajetorias fundamentais que sao controladas pelos elementos
da diagonal principal da matriz de espalhamento. Para o estado inicial da. (7.32), as
trajetorias fundamentais sao dadas nas figs. (7.18)-(7.20). Podemos classifica-las em trés
categorias: confinantes, livres e parcialmente confinantes. No primeiro caso, a particula
tende a ser confinada em um conjunto de arestas e/ou anéis da rede, como pode ser visto
na fig. (7.18). Nas trajetorias livres, a particula se difunde pela rede por um caminho
especifico, trajetdrias zigue-zague ou armchair, veja a fig. (7.19). As trajetérias parcial-
mente confinantes sao um misto dos dois casos anteriores, onde uma das trés trajetérias

confinam a particula e as outras duas permitem a sua difusao pela rede, fig. (7.20).
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Figura 7.18: Trajetérias fundamentais, considerando o estado inicial dado pela eq. (7.32). Em
(a) para as formulagoes 1, 7 e 10, onde I'y, = r44; em (b) para a formulacao 8, onde I'ng = taa,
I'sg =138 € I'yy = tyy; € em (c) para a formulagdo 9, onde I'yy = t5q.

(a) (b)

Figura 7.19: Trajetérias fundamentais, considerando o estado inicial dado pela eq. (7.32). Em
(a) para a formulacdo 2, onde I'y; = t50; € em (b) para a formulagao 6, onde I'yy = typ.

(a) (b)

Figura 7.20: Trajetérias fundamentais, considerando o estado inicial dado pela eq. (7.32).
Em (a) para as formulacoes 3 e 4, onde I'no = taa, I'sg = rgg € 'y, = ty,; e em (b) para a
formulacao 5, onde I'no = raa, I'gg = tgg € I'yy = tqy.
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Além do estado inicial dado pela eq. (7.32), consideramos as seguintes matrizes de

espalhamento, independentes das coordenadas (j, k) de cada vértice, dadas por:

e matrizes da familia AB, eq. (5.23):

— matriz “trajetéria” (TRA)

—4¢! arccos(—31/32)/2 1 1
1
T - 1 —4 i arccos(—31/32)/2 1 :
TRA = 3 /5 e |
1 1 —4¢t arccos(—31/32)/2
(7.33)
— matriz de Grover (GRO)
-1 2 2
1
L'aro = 3| 2 -1 2 | (7.34)
2 2 -1
e matrizes imparciais:
— a matriz imparcial da familia AB (IMP)
X —e/3 ] 1
Urvp = 73 1 —e'm/3 1 ; (7.35)
1 1 —em3
— a matriz da transformada discreta de Fourier (DFT)
1 1 1
1 . .
Uppr = 7 1 e72im/3 g2im/3 | (7.36)

1 e2in/3  —2im/3

7.5.1 Matrizes Imparciais

Como discutido na segao (5.6.2), os processos de interferéncia construtivos ou des-
trutivos, que a funcao de onda sofre durante sua evolucao temporal, sao dependentes
das probabilidades da particula ser espalhada em uma dada direcao e das diferencas de
fase que a matriz de espalhamento impoe sobre os estados de base nos processos de es-
palhamento. Assim, utilizamos as matrizes imparciais, eqs. (7.35) e (7.36), porque elas

fornecem iguais probabilidades da particula ser espalhada em qualquer direcao, uma vez
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que |Faa’ |2

onda sofre depende apenas das diferencas de fases impostas pela matriz de espalhamento

= 1/3. Portanto, nesses casos os processos de interferéncia que a fungao de

nos estados de base.

Na fig. (7.21) apresentamos as distribui¢oes de probabilidades apds 1000 passos de

tempo para CQEs nas 10 formulagoes, cujo operador evolugao é caracterizado pela matriz

DFT, eq. (7.36).

(a)

700

350

-350

-700

700

()

700f

350

-350

-700

700

()

700

350

-350

-700

700

Figura 7.21: Distribuigoes de probabilidades P,(j, k,100) para as CQEs para as formulagoes
(a) 1,(b)2e3,(c)4eb6,(d)5e7 (e) 8e9e (f) 10. utilizando a matriz DFT.

Prige =BT %1075

350 0 350 700

Briaa = 277 X 1073

350 700

Pmaa: = 577 X 1072

350 0 350 700

~
2
|~

o

B =8Tx 1074

P = 16 X 1074

300

J
(f)

Prnaa: = 177 X 1074

600 ‘
300
k0
-300
-600

-600  -300

600
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A nao uniformidade das distribuicoes de probabilidade, para as CQEs utilizando a
matriz DFT é resultado das diferencas de fase que ela introduz dependendo do valor do
nimero quantico o. De maneira geral, considerando o estado inicial da eq. (7.32), as
superposicoes construtivas associadas a « sao mais recorrentes, por exemplo, a agao do

operador evolugao sobre o estado |¥g), dado pela eq. (7.32), resulta em
UDFT\\IJO> = |, Jas Ka); (7.37)

onde (Ja, ko) €é 0 vértice adjacente ao vértice (0,0) na diregdo o. Assim, uma vez que, a
matriz DFT fornece igual probabilidade da particula sofrer espalhamento em uma dada
direcao, a forma da distribuicao de probabilidades espacial é controlada pela maneira com
que « estd distribuido pela rede. Compare os graficos da figs. (7.21) com as figs. (7.13)-
(7.17). Em geral, devido a igualdade de probabilidade da particula ser espalhada nas trés
diregoes possiveis, P,(7, k,100) ndo deveria exibir altas concentragoes. Isto é observado
para todas as formulagoes, com excecao da 8 e 9, fig. (7.21e). Nestes casos, a trajetéria
associada a « sdo loops nos anéis da rede, figs. (7.16) e (7.17), o que resulta em um

confinamento substancial da distribuicao de probabilidades em torno da origem.

Na fig. (7.22), apresentamos as distribuigoes de probabilidades ap6s 100 passos de
tempo para CQEs nas 10 formulagoes, cujo operador evolucao é caracterizado pela matriz

IMP, eq. (7.35).

A matriz IMP imp6e uma fase igual a 6,, = m/3 nos processos de espalhamento
associados as trajetorias fundamentais, uma vez que elas sao governadas pelos elementos
da diagonal principal. Assim, uma vez que para as formulagoes 1, 7 e 10 os elementos da
diagonal principal representam os trés processos de reflexao, veja a eq. (7.28), obtivemos

uma distribuigao simétrica, fig. (7.22a).

Para as formulacoes 2 e 9 as trajetérias fundamentais sao distintas, enquanto que na
primeira elas se difundem pela rede, na segunda elas sao loops, vejas as figs (7.19a) e
(7.18c). Entretanto, apesar dessa diferenga entre as trajetérias fundamentais, as CQEs
nesses dois casos apresentam as mesmas distribui¢oes de probabilidades (na sec¢ao (7.5.2)
discutimos porque isso ocorre). Além disso, as trajetérias fundamentais estao simetri-
camente distribuidas em torno do sitio (0,0). Logo, a combinagao desses fator com a

simetria da matriz IMP gera uma distribui¢ao de probabilidades simétrica, fig. (7.22b).

As duas distribuigoes de probabilidades (para as formulagoes 1, 7 e 10 e para as for-
mulagoes 2 e 9) exibem as doze simetrias pontuais de rotacao e inversao da rede de Bravais

de uma rede triangular, veja a fig. (5.18). Entretanto, devido aos diferentes processos de
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(a) (b)
Prue = 8,6 x 1070 P = 2,5 x 1071
7000 ‘ ‘ ‘ - ghme 7000 ‘ | T0r| Prnaa
Rnax’ 0 R?lﬂ.’l’
107 o = 107
350 P 350 ol Wp
102 102
E 0 Lnee ko0 Doz
Rna'f R?I(LI
-350 108 -350 1
Pz Proz
100 100
-700} | ‘ | 4 Ly -700} | ‘ | 3 g
700 350 0 350 700 700 350 0 350 700
J J
(c) (d)
Bran =40% 109 Bran = 11% 104
700 T T T T T ] Pﬂlll$ 700 T T T T T ] Pmaav
2 Prigs
101
350 Prass
102
E 0 Fiuge
Rnar
-350 1
100
-700} | ‘ | 4 Uy | | ‘ | 4 Lo
700 350 0 350 700 700 350 0 350 700
J J
(e) (f)
Rnaa; = 26 X 1071 Rnal = 1»1 X 1074
700 T T T ‘10 = (; “,, Pﬂlll$ 700 T T T T T ] Pmaav
OF &= 1 Priaa Prigs
104 % 4 101 101
350 0010 Wp 350 Prass
102 102
E 0 Buge E 0 Fiuge
Rna'f Rnar
-350 s -350 1
Pma(r M
100 100
-700} | | | 4 Uy -700} | | | 4 o
700 350 0 350 700 700 350 0 350 700
J J

Figura 7.22: Distribuigoes de probabilidades P,(j, k, 100) para as CQEs nas formulagoes (a)
1, 7e10,(b)2e9, (c)3e4,(d) 5, (e) 6e (f) 8, utilizando a matriz IMP, eq. (7.35), onde o
estado inicial é dado pela eq. (7.32).

interferéncia que ocorrem em cada formulacao, associados aos valores do nimero quantico
0, na primeira situagao os picos maximos na distribui¢ao de probabilidades tendem a se

afastar do vértice (0,0) e no segundo se concentram em torno da origem, compare as figs.
(7.22a). e (7.22b).

Finalmente, para as demais formulagoes 3, 4, 5, 6 e 8, as distribuicoes de probabili-

dades nao exibem as doze simetrias pontuais da rede de Bravais triangular. Isso ocorre
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porque nesses casos as trajetérias fundamentais nao sao simétricas como nas situagoes

descritas anteriormente, veja as figs. (7.22¢), (7.22d), (7.22¢) e (7.22f).

7.5.2 Matrizes da Familia AB

As matrizes da familia AB foram escolhidas para ilustrar situagoes completamente
antagonicas no que diz respeito as probabilidades da particula seguir ou nao uma traje-
téria fundamental. Na tab. (7.6), apresentamos os valores dos médulos quadrados dos

coeficientes das matrizes e das probabilidades da particula seguir ou nao uma trajetéria
fundamentais, eqs. (7.24) e (7.25), para as matrizes TRA, eq. (7.33), e GRO, eq. (7.34).

Matriz Tosl? | IToor|> | Ps | qo | Caracteristica
TRA, eq. (7.33) | 8/9 1/18 | 8/9 | 1/9 | A particula deve seguir as traje-
torias associadas aos coeficientes
da diagonal principal.
GRO, eq. (7.34) | 1/9 4/9 | 1/9 | 8/9 | A particula deve escapar das tra-
jetorias associadas aos coeficien-
tes da diagonal principal.

Tabela 7.6: Relagdo dos mddulos quadrados dos elementos das matrizes de espalhamento,
ITy0|? € |Tyor|?, e das probabilidades da particula seguir ou ndo as trajetérias fundamentais, p,
€ o, €qs. (7.24) e (7.25).

A seguir apresentamos as distribui¢oes de probabilidades P, (7, k, 100) ap6s 100 passos
de tempo, para CQEs nas dez formulagoes desenvolvidas neste capitulo, utilizando as
matrizes da familia AB dadas nas eqgs. (7.33) e (7.34), e o estado inicial dado pela eq.
(7.32).

A primeira caracteristica que observamos, decorre da simetria das matrizes da familia
AB, veja eq. (5.23). Tal propriedade combinada com as estruturas topolégicas de cada
formulacao, as quais sdo apresentadas nas figs. (7.13)-(7.17), resultam em CQEs para
diferentes formulagoes fornecendo as mesmas distribuicoes de probabilidades espaciais.
Isso ocorre para as formulagoes 1, 7 e 10, e nas formulagoes 3 e 4. Nesses casos, verificamos
que

P(j, k,t) = PP (j, k, 1), (7.38)

onde os rétulos () e (s) estao associados a duas formulagoes distintas. Esse fenémeno
também ocorre para as caminhadas com a matriz DFT, eq. (7.36), para as formulagoes 2
e3;4e6;5eT;e8e0; figs. (7.21), e a matriz IMP, eq. (7.35), as formulagoes 1, 7 e 10;
2e9;e3ed; fig. (7.22).

Para as formulagoes 1, 7 e 10, as trajetorias fundamentais tendem a confinar a particula
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nas arestas ligadas ao vértice da origem, veja a fig. (7.18a). Assim, para as CQEs
utilizando a matriz GRO a distribuigao de probabilidade tende a se espalhar mais pela

rede do que para a matriz TRA, veja a fig. (7.23).

(a) (b)
-5 —4 = -5
300 ‘ Pmal‘ = ‘)71 X 10 ‘ - Pmaw 900 ‘ Pnzal‘ = 377 X 10 ‘ — an‘l_
R?ZGJT R?lﬂil?
101 101
150 P 450 P
102 102
E 0 Buge E 0 Fuage
R?la’f F’mar
-150 ;04 450 ;04
= 2 i
-300} | | | 4 L -900} | | 4 Lo
300 -150 0 150 300 2900  -450 250 900
J J

Figura 7.23: Distribuigoes de probabilidades P,(j,k,100) normalizadas para as CQEs nas
formulagoes 1, 7 e 10 utilizando as matrizes (a) TRA, eq. (7.33), e (b) GRO, eq. (7.34).

Para as formulagoes 2 e 6 as trajetérias fundamentais tendem a se difundir pela rede,
veja a fig. (7.19). Portanto, para as CQEs utilizando a matriz TRA a particula tende
a seguir essas trajetérias e para a matriz de GRO ela tende a escapar delas. Isso é
corroborado pelas distribuigdes de probabilidades, veja a fig. (7.24). Além disso, na fig.
(7.26) apresentamos a trajetéria do valor méximo da distribuigdo de probabilidades para
as CQEs na formulacao 2 utilizando essas matrizes. Tais trajetorias sao coincidentes com

as trajetdrias descritas nas fig. (7.19(a)).

(a) (b)
an: — 277 X 1073 P PmaJ; — 519 X 1073 P
QOO T T T T T max 700 T T T max

R?lﬂfr R)Eﬂfl’
101 101
450 Pous 350 P
102 102
R?lﬂl R)Eﬂfl’
k 0 108 k 10
R?lﬂf P?TT,CLT
-450 o -350} o
e e

“900] A" 00 Uy

-900  -450 0 450 900 =700 -350 0 350 700
J J

Figura 7.24: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulacao 2.
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(a) (b)
Pom =305 107 Bran = T0% 1073
900f ‘ ‘ - g T00f ‘ ‘ - gl
Pﬁlﬂfl’ Pﬂlﬂfl’
101 101
450 Pz 350} B
102 102
o0 L ko0 i
PT’!E.T | Rnar
-450 5 -350} v
er.’r P”LCLT
10° 100
-900| | 3 1, 700} | | ERin
-900 900 =700 -350 350 700
J J
Figura 7.25: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulacao 6.
(a) (b)
90r ‘ ‘ - = 100 60 ‘ ‘ - w100
80 80
45 1 30t
60 60
k 0 ] n k Of ] n
40 40
-45 1 -30¢
20 20
60!
-G ‘ : 4 50 ‘ ‘ ‘ s 50
=50 0 50 100 -60 -30 0 30
J J

Figura 7.26: Trajetérias do valor maximo de P,(j,k,t) para a formulagao 2 utilizando as
matrizes (a) TRA e (b) GRO. Compare esses trajetérias com as dadas na fig. (7.19a), que
apresentam as trajetorias fundamentais para essa formulgao.

Nas formulacoes 3, 4 e 5 duas das trés trajetorias fundamentais tendem a dispersar a
particula pela rede, enquanto que a terceira tende a confinar a particula em uma aresta,
veja a fig. (7.20). Assim, para uma mesma matriz de espalhamento as CQEs nessas
formulagoes possuem caracteristicas semelhantes. Analisando as figs. (7.27a) e (7.28a)
que descrevem as distribuicoes de probabilidadesparas as CQEs utilizando a matriz TRA,
observamos a ocorréncia de trés picos, um préximo a origem da rede, associado a trajetéria
confinante, e outros dois nas diregoes das trajetorias fundamentais que se difundem pela
rede. Para a matriz GRO, a distribuicao de probabilidades exibe um pico central em

torno da origem. Este pico esta associado a tendéncia que essa matriz impoe em fazer
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a particula escapar das trajetorias fundamentais que se difundem pela rede, veja as figs.
(7.27b) e (7.28b).

(a) (b)
PUZ.LZ.J,‘ - 25 X 1073 P Pmm; = 15 X 1071 P
000" : ; . = mazx 900" : ; 0 1 max

Prax 0 Prnaa

10t 10 10t
450 ' Bp... 450} oo Wp

102 107
k L Eo0f Lo
R?li.’r Rnir

-450 N -450| A K
PTI!(L[ PWL(ET

100 100

900} | | | 3 1, 900} B | ERiR

-900 -450 0 450 900 -900 -450 0 450 900
J J
Figura 7.27: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulagoes 3 e 4.
(a) (b)
Pz = 2% 107 p Pouus = 15 x 107! P
9001 . : — max 7000 . T : 1 maz

P]nﬂfl? P??'bﬂfl?

100 107
450 Rl?ﬂ.’l’ 3507 R?Iﬂ.’l’
102 102
k0 S Eooof Lo
anr @

-450 0 -350} o
PTI!!LT Pﬂl‘,[l’r

105 10°

900} | | 1 U, 700} ‘ | ‘ 4 [
-900  -450 450 900 =700  -350 0 350 700

Figura 7.28: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulagao 5.

Na formulacao 8, uma das trajetérias fundamentais confina a particula em uma aresta
e as outras duas levam ela a descrever um loop em um anel da rede, fig. (7.18b). Neste caso
a CQE caracterizada pela matriz TRA, eq. (7.33), nessa formulagao tende a se concentrar
em torno da origem, uma vez que para essa matriz a particula tende a seguir as trajetérias
fundamentais, o que pode ser visto na distribuicao de probabilidades P, (7, k, 100), fig.
(7.29a). Ja para matriz GRO, eq. (7.34), a distribuicdo de probabilidades tende a se
espalhar mais pela rede, uma vez que para essa matriz existe uma grande probabilidade da
particula escapar das trajetérias fundamentais, fig.(7.29b). Entretanto observa-se um pico

em P, (7, k, 100) préximo & origem, o qual pode ser atribuido aos processos de interferéncia.

J& para a formulagao 9 as trajetorias sao loops nos anéis em torno da origem, fig.

(7.18c). Assim, esta caracteristica combinada com os processos de interferéncia que as
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matrizes de espalhamento impoem sobre o estado do sistema durante a evolugao leva a
um pico de concentragdo em P, (7, k,100) em torno da origem tanto para a matriz TRA,

eq. (7.33), quanto para a matriz GRO, eq. (7.34), fig (7.30).

(a) (b)
P =39 x 1073 P B =B 20+
250" ' ‘ ] G, 7000 - .
Pﬁlﬂfl?
10t
125 P 350}
102
k0 L k0
Pﬁ!?:r
-125 ;04 -350]
i
250} — 4 Ly 700} | ‘ ‘ B
250 125 0 125 250 700 350 0 350 700
J J

Figura 7.29: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulacao 8.

(a) (b)

Poae =32 x 1074 Pz = 2,6 x 101

v
8

600[ 500 10 =]
Pﬁlﬂfl 0 . e
1ot 10k % J
300 Prar 250} \ -10°0 10
102
ko0 T N |
-300 - -250} /
P"!(LT
105
-600}_ | ‘ | 3 g -500} | | | E
600 -300 0 300 600 5000 250 0 250 500
J J

Figura 7.30: O mesmo que na fig. (7.23), mas para a formulagao 9.

O comportamento temporal do DQM é regido diretamente pela forma que a distri-
buicao de probabilidades evolui, e isso difere as caminhadas cléssicas das quanticas, como
discutido em capitulos anteriores da tese. Nos grificos da fig. (7.31) apresentamos o
DQM para a coordenada radial para as caminhadas exemplificadas nesta subse¢ao. Como

esperado, essa grandeza possui um comportamento dado por
((Ar)%) ~n?, (7.39)

mesmo nos casos onde existe uma concentracao de probabilidades proximo a origem. Isso
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ocorre porque o comportamento do DMQ ¢é regido pela parcela da distribuicao de proba-
bilidades que se espalha pela rede, mesmo nos casos onde ocorrem picos de probabilidades

proximos.

(a)

1000F __ Forms. 1, 7, 8 ¢ 10
- - Forms. 2e6
800F Forms. 3 e 4 1
""" Form. 5
& 600 __ Form. 9 1
S
2 400} L :
200
O 7\
0
n
(b)
600F ‘ *
— Forms. 1,7 e 10
500F -- Form. 2 ]
--- Forms. 3e4 4
400F Form. 5 1
Ni —  Form. 6
é]\ 3001 - - Form. 8 i
~ 200 -9
100
0

Figura 7.31: Comportamento do DMQ radial em funcao dos passos de tempo para as dez
formulagoes usando as matrizes (a) TRA, eq. (7.33), e (b) GRO, eq. (7.34).



Capitulo

Conclusao

Nesta tese apresentamos um formalismo matematico totalmente geral para a im-
plementacao das caminhadas quanticas em tempo discreto no modelo de espalhamento
(CQEs) na rede hexagonal. Esta construgao resultou em dez formulagoes distintas para
das CQEs em tal rede. O operador evolucao temporal, em cada uma dessas formula-
goes, é caracterizado pelas fungoes topolégicas direcionais (®’s), que especificadas ade-
quadamente geraram dinamicas cujos comportamentos estao relacionados com trajetorias

fundamentais distintas.

Nos capitulos 2 e 3, introduzimos as CQEs, tomando como exemplo o caso mais sim-
ples em uma dimensao. Esse desenvolvimento serviu de modelo para o desenvolvimento
das CQEs na rede hexagonal. Além disso, como em geral na literatura estudos tedricos
sobre as caminhadas quanticas possuem uma perspectiva da area de computacao e infor-
magao quantica [44], tomamos o cuidado para abordar o assunto sob um ponto de vista
fisico, ou seja, propagacao em rede. Assim, adotamos a versao das caminhadas quan-
ticas introduzida por M. Hillery et al [36], que pode ser encarada como uma particula
quantica movendo-se em uma rede e sendo espalhada nos sitios a cada passo de tempo.
No capitulo 3, investigamos esse sistema no espaco de momentum, onde determinamos as
relacoes de dispersao entre as bandas de energia e o nimero de onda, as velocidades de
grupo associadas as autofuncoes do operador evolugao temporal e a densidade de estados

do sistema.

No capitulo 4 apresentamos uma metodologia geral, a qual foi desenvolvida em nossa
dissertacao de mestrado [123], para a construgao das CQEs em rede regulares. Tal cons-
trugao serviu de balizamento para o desenvolvimento no capitulo 5 das CQEs na rede
hexagonal. Além disso, investigamos diversas matrizes de espalhamentos que podem ser

usadas na investigagao, implementacao e controle quantico das CQEs, obtendo alguns
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casos particulares, como o da matriz de Grover, que é comumente utilizada na exempli-
ficagao desses sistemas. Comparando os exemplos numéricos para diferentes matrizes de
espalhamento, entre elas destacamos as matrizes de Grover e da transformada discreta de
Fourier, obtivemos uma grande diversidade de dinamicas que resultaram nos mais variados
padroes de distribui¢oes de probabilidades espaciais. Ademais, verificamos que as CQEs
na rede hexagonal sempre exibem a marca registradas das CQs, isto é, o comportamento

((Ar)?) ~ n?, para o deslocamento quadrético médio em fungio dos passos de tempo [28].

Uma motivacao desse trabalho foi a possivel aplicagao das CQESs na investigacao das
propriedades do grafeno, que é um material constituido por uma monocamada de dtomo
de carbono organizados em uma rede hexagonal. Logo, através da exploracao da estrutura
de bandas das CQEs desenvolvida no capitulo 6, foi possivel comparar as estruturas das
bandas de energia de uma CQE, caracterizada pela matriz de espalhamento de Grover,
com as do grafeno. De maneira qualitativa, esses dois sistemas possuem comportamentos
similares. Eles apresentam duas bandas de energias separadas por um gap zero e a relagao
de dispersao da energia com o vetor de onda ¢ linear em torno dos pontos onde as bandas
se tocam (pontos de Dirac), o que leva a uma descrigao efetiva de férmions de Dirac sem

massa proximo desses pontos [99, 112-114].

Através de uma simples exploracao da estrutura topoldgica da rede hexagonal foi
possivel investigar as CQEs sob novas perspectivas propiciando um leque de novas pos-
sibilidades de dinamicas quanticas para esse sistema. Assim, com o desenvolvimento do
formalismo realizado no capitulo 7, que resultou em dez formulacoes com caracteristicas
espaciais distintas, denominadas de trajetorias fundamentais, é possivel “controlar espaci-
almente” as CQEs nessa rede, isto é, é possivel fazer a funcao de onda do sistema tender
a seguir as trajetérias caracteristicas. Tal “controle” pode ser feito de duas maneiras: (i)
pode-se moldar as matrizes de espalhamento de maneira independente em cada vértice da
rede (pelo menos em teoria), tal que o resultado leva a fungao de onda se concentrar em
uma trajetéria fundamental, entretanto, devemos trabalhar com matrizes de espalhamento
distintas em cada vértice, e isto pode gerar complexidades na descricao matematica do
sistema; ou (ii) podemos usar a nossa metodologia, onde associamos os valores do niimero
quantico o com as fungoes topoldgicas direcionais (®’s) que combinada com uma tnica
matriz de espalhamento especifica faz a funcao de onda tender a seguir uma trajetéria

fundamental desejada.

Na secao (7.5), exemplificamos as dez formulagoes desenvolvidas no capitulo 7 para
trés matrizes de espalhamento com caracteristicas distintas, obtendo assim uma ampla

gama de resultados com as mais diversas caracteristicas. De maneira geral obtivemos as
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caracteristicas descritas pelas dez formulacoes, veja por exemplo o caso da formulacao 2
utilizando a matriz trajetéria, eq. (7.33), fig. (7.24b). Neste caso, o valor maximo da
distribuicao de probabilidades espacial segue as trajetorias caracteristicas da formulagao,
figs. (7.26b). Além disso, constatamos que esse controle nao altera a principal carac-
teristica que distingue as caminhadas quanticas das caminhadas aleatérias cléssicas, o

comportamento quadratico do deslocamento quadréatico médio com o tempo.

Finalmente, acreditamos que nosso trabalho apresenta uma perspectiva para a apli-
cacao das CQEs na descri¢ao de sistema em fisica do estado sélido (a0 menos de forma
simplificada e qualitativa devido a simplicidade e elegancia das CQEs), sobretudo na des-
crigao das propriedades de sistemas envolvendo o grafeno. Além disso, devido ao grande
potencial de aplicabilidade tecnoldgicas do grafeno [111], o formalismo desenvolvido nesta
tese pode ser a ponte para uma eventual utilizacao desse material na construcao de um
computador quantico a base desse material, uma vez que, essas maquinas sao essencial-

mente baseadas em caminhadas quanticas [49-51].

Por fim, apesar da ampla discussao das CQEs na rede hexagonal abordada nesta tese,
ainda existe espaco para o estudos de outras caracteristicas desses sistemas. A seguir

listamos alguns possiveis temas para trabalhos futuros:

a construcao de uma CQEs que reproduza as principais caracteristicas da estrutura
de bandas do grafeno, pois os resultados que obtivemos possui apenas um aspecto
em comum com o grafeno, isto é, ela apresenta um ponto de Dirac, entretanto, ele

estd localizado em coordenadas diferente no espaco de momentum;

e 0 desenvolvimento completo das CQEs no espaco de momentum, isto é, a determina-
¢ao das autofuncoes, das bandas de energia, das velocidades de grupo e da densidade
de estados para as dez formulagoes desenvolvidas nesse trabalho, como foi realizado
para as CQEs em uma dimensao no capitulo 2, pois tal quantidade é fundamental

para a compreensao das propriedades de transporte;

e a determinacao de uma possivel solucoes analitica para o deslocamento quadratico
médio em funcao do parametro 6 para CQEs caracterizada pela matriz genérica da

familia AB, eq. (5.23) ;

e a investigacao do comportamento das propriedades do sistema para matrizes de

espalhamento dependentes do tempo;

e a implementacao das CQEs em outras redes com o padrao hexagonal, por exem-

plo, redes com defeitos (buracos, ou vértices com mais ligagoes), condigoes de con-
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torno periédica, com fronteiras (por exemplo, o fulereno, nanofitas, nanotubos de
carbono;), uma vez que os materiais reais sao finitos e possuem defeitos em sua

constituicao;

e a aplicagao das CQEs para a compreensao das propriedades de transporte de mate-

riais, por exemplo no grafeno e seus derivados, utilizando as caminhadas quanticas.
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