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RESUMO

Procuramos mostrar a importancia da Teoria da Relativida
de Geral para as Ciencias Geodesicas, estudando a geometria aplicavel ao
campo gravitacional terrestre, mediante a andlise da metrica no  mesmo

campo, com base na Teoria Gravitacional de A. Einstein.

Esta tese se constituti, em parte, numa monografia, abor
dando o problema da métrica em varias situagoes, e, finalmente, num es
tudo da referida metrica no campo gravitactonal de wma distribuigao ma

terial esquema fluido-perfeito.

Concluindo, determinamos as equagoes das geodésicas  do
campo em questao, mostrando que o aspecto relativista apresenta  peque
nas corregoes em relagao ao caso Classico, e salientamos que tats geodé
stecas sao as trajetorias de massas no campo gravitacional considerado,
podendo vir a contribuir para o estudo de orbitas de satelites  terres

tres artificiais.



ABSTRACT

In this thesis we intend to show the importance of the
General Theory of Relativy in Geodesy studying the geometry suited to
the gravitational field of the Earth by means of analysing the metric

in this field, according to Einstein's gravitational theory.

Partly it is a monography analysing the problem of the
metric in various cases and finally a view of the metric of the

gravitational field of a perfect-fluid distribution of matter.

Finnally we determine the geodesics equations for this
field demonstrating that the relativistic aspect shows small corrections
compared to the classic case, pointing out that such geodesics are the
trajectories of masses gravitating in the sdme field, which is a fact of
great interest for the study of orbits of artificial terrestrial satellites,

in Geodesy.
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INTRODUCAKO

0 campo gravitacional terrestre e estudado na Teoria
Classica com base na geometria Euclidiana, sendo os resultados obtidos
satisfatorios no que se refere a aplicacoes praticas, tais como movi

mentos de satelites artificiais.

Todavia, olhando o mesmo problema sob um aspecto mais ri
goroso, deve-se empregar a Teoria Gravitacional de Albert Einstein, na
qual a geometria depende do movimento e distribuicao de materia, esta
responsavel pelo campo, de modo que ha uma interdependencia de geome

tria e campo, expressa pelas equagoes gravitacionais do mesmo autor.

Em 1915, A. Einstein |2| propos uma solucao  aproximada
para a metrica do campo gravitacional de uma particula material e, em
1916, Schwarschild [3| estudou o mesmo problema, introduzindo a conheci

da metrica de Schwarschild.

No mesmo ano De Sitter |11| demonstrou, como o movimento
de um satélite & influenciado pela rotagao do corpo primario, considera

cao feita dentro do quadro relativista.

Ainda em 1916, Thirring e Lense [12| estudaram o mesmo
problema usando um metodo de aproximagao linear {10| na mesma teoria,
considerando como os autores precedentes um espago levemente curvo, nas

condigoes de campo gravitacional fraco.



Todos os trabalhos citados negligenciaram termos propor
cionais ao quadrado da velecidade angular da distribuicae material cria

dora do campo.

0 estudo da metrica no campo gravitacional terrestre,den
tro do quadro da Relatividade Geral, apresenta atualmente grande in
teresse para as Ciencias Geodasicas devido 5s‘determina96@$ dos parame
tros dos elipsoides terrestres (modelos da forma da Terraﬁﬂ atraves de
satelites artificiais, e o estudo em questdo permite detemminar as equa

goes das geodesicas ou trajetorias destes satelites.

Apesar de as correcoes relativistas serem ainda negligen
ciaveis, existem trabalhos, ja publicados, mostrando a importancia teo
rica deste problema que, para o futuro, vira a ter significado e dentre

estes trabalhos citamos:

The Earth External Gravity Field, Vaynrot, ¥.I. [14]

Relativistic Perturbation Theory, Krause, &.L._ |6]

Nosso trabalho se propoe a estudar o problema da metrica,
nas condicoes de campo fraco e espago levemente curvo, supondo a Terra
descrita por um esquema fluido-perfeito e, apos a determimagao das com
ponentes do tensor metrico, apresentar as equacoes das gewdésicas do es,

paco em questao.
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1 - IDENTIDADES DE BIANCHI

As identidades de Bianchi sao de fundamental importancia
no estudo da geometria generalizada. Elas apresentam uma relagac entre
as componentes do tensor de curvatura, de Riemann, permitindo tambem a
determinacao das equagoes de Einstein, que sao de importancia vital na

Relatividade Geral.

Iniciando o estudo da metrica, vamos considerar um ponto
do' campo gravifacional de uma-distribuicao material, onde se constroi
um referencial natural (Mo’ 3&), sendo Mo a origem e 3& os vetores de
base deste sistema. Admitimos tambem que MO e o ponto de uma variedade
Vn diferenciavel até uma ordem desejada, sendo € 0 espago euclidiano

- . -> .
tangente a mesma em Mo’ de tal maneira que os €y estejam nesse espaco.

m
3

Fig. 1

0 ponto M e definido pela fungao vetorial de posigao M

= ﬁ(ya), onde y* sao suas coordenadas relativas ao sistema (0, E&), eo



ponto m as coordenadas (za), do mesmo sistema.

Efetuemos sobre as variaveis ya uma mudanga para as €O
ordenadas z%, tal que em uma representagao de segunda ordem |8], e, €S

N o o ->
teja referido ao sistema (m, ea).

Obviamente os dois referenciais em m e Mo coincidem e,
portanto, as componentes de um mesmo tensor nos dois sistemas sao idéﬂ

ticas |8].
A metrica euclidiana e dada por |9|
2 _ o B
ds® = 98 dy™ dy", 1.1

onde ds & o comprimento elementar de arco no espago euclidiano e 958
s3o as componentes do tensor métrico, definidas pelo produto escalar dos

vetores de base, [9]
. 2 1.2

0s simbolos de Christoffel de segunda especie, que sao

definidos por |13|

¢ =Llge g ), 1.3

BY 8 Iyo ¥ % 90 T %%y

n



onde |8]
cofator ‘g
g% = ap
det gmp
e
d _ By
g =
a By
3 y2

serao nulos, mas suas derivadas nao o serao |7].

Nestas consideracoes o sistema (z*) € chamado de

de coordenadas normais, relativas a M, |8].

1.4

1.5

sistema

Vamos analisar as componéntes do tensor de Riemann em um

sistema de coordenadas normais.

Este tensor tem componentes dadas por, |7

A a A
R =a-1r*-5r1% +1*0r*-1%1" .

ByS  °y B8 6 By AY BS AS BY®
mas, no sistema em questao, considerando que os simbolos de

sao nulos, estas assumirao a forma

a _ o _ a
Rays = 2 Tgs = 25 Tay.

1.6

Christoffel

1.7



vem

e, finalmente,

sulta

do que |13l,

-4 -

; z - §
Derivando a expressao 1.7 em relagac as coordenadas y

A A A 1.8

v, R T

§ “aBy 886 Fay ) ayé

Derivando agora a mesma expressao em relagao a y'  temos

X A A,
VY ROL.(SBA = BYG POLB aBY I‘aé, 1.9
em relacao a yB, obtemos
v, R Ao, T 1.10

s Rays = %8y Tas ™ %8s Tay

Somando membro a membro as expressoes 1.8, 1.9 e 1.10,re

Multiplicando agora a expressao 1.11 por Gy © lembran

A
Ny Vs RaYG = V8 Ruays

temos finalmente



V, R V. R

B adey * Ve adyB * Vy R.ucSBe =0 1.13

As expressoes 1.11 e 1.13 sao as identidades de Bianchi

[8], que nos permitirao obter as equagoes de Eintein a seguir.



2 - AS EQUAGOES DE EINSTEIN

As equacoes propostas por A. Einstein apresentam grande
importancia na Teoria da Relatividade Geral pelo fato de estabelecerem
um vinculo entre grandezas geometricas e fisicas, quando se trata do
comportamento da metrica no campo gravitacional de uma distribuigao ma

terial.

Para obter tais equagues multipliquemos a identidade 1.13

por gOLB .g(Se , resultando

af _de oB _ d¢ o _de _
g g VB RaGeY +g°g Ve RaGYB +9g°g VYRQGBE 0 2.1

A primeira parcela de 2.1 pode ser colocada na forma,|13]

aB de _ _ 0B .

g g VB Radey = g VB Ray’ 2.2
e, a segunda, na forma

aB de _ oB &t

99V RadyB = 9 9 Vq Raéye ) 2.3

0 tensor de Riemann apresenta antissimetria em relagao

aos indices, y e ¢, logo,



§
gaB g €

\%

B Rad

g

R(X6Y€ = - Ra(S EY* 2.4

Por esta razao, 2.3 pode ser escrita como

oaB 8¢

e a ultima parcela de 2.1 resulta

a forma

g

ye ==-g g \7B adey” 2.5
Por contragao, 2.5 ficara
af de _ _.aB

g VB Raéye = -g VB Ray‘ 2.6
of _d¢ =

9 vy Rysge = Vy R- 2.7

-¢® v rR_- ¢*y R +V R=0. 2.8

Multiplicando 2.8 por 9oy © lembrando que, |13]

1 seB.=vy
gaB =P = 2.9

Y 0seBFYs

sendo 65 as componentes do tensor de Kronecker, temos para a 2.8,



-Pv R -&Py

= 0. 2.
v T Ry = 8y Vg Ry + V. gy R=0 10

oy
A 2.10 tera significado para B = y, devido as condigoes
mostradas por 2.9, resultando entao

2V, R -V R = 0. 2.11

B ay B gay

Finalmente, a 2.11 pode ser escrita na forma

v, (R R) = 0. 2.12

B Yoy T 7 Jay

Observa-se na expressao 2.12 que os termos entre paréntg
ses correspondem as componentes de um tensor covariante de segunda or

dem, que e chamado tensor de Einstein, sendo representado por Gay' [3]
Portanto, concluimos que, de acordo com 2.}2,
vV, G .= 0, 2.13
mostrando-nos que a divergencia do tensor de Einstein & mila; salienta
mos tambem que este tensor apresenta caracteristicas exclusivamente geo

metricas, nao sendo, portanto, grandeza fisica.

Quando se considera uma distribuicao material esquema



fluido-perfeito, tem-se um tensor descritivo da mesma, chamado  tensor

impulsao-energia e que se apresenta, na forma covariante, como, |3]

P P
c2 ) Va VB gaB c2? >

]aB = (p +
onde p e a densidade da distribuigao, v, 2 velocidade, P a pressao e ¢

a velocidade da luz.

Admitindo que a pressao seja nula sobre as particulas

desta distribuicao, a 2.14 ficara

T@B =PV, Vg 2.15
Sabe-se tambem que o tensor impulsao-energia apresenta

divergencia nula, |3|, isto e,

Temos agora dois tensores conservativos como mostram 2.13
e 2.16. Procurando uma generalizacgao das equagoes de Poisson, A.Einstein
estabeleceu |3| uma proporcionalidade entre os tensores GaB e Tas satra

ves da constante K, chamada de constante de Einstein, de valor

k=816 2.17




- 10 -

onde G € a constante gravitacional de Newton.

A genial intuigao de Einstein levou-o a escrever

2.18

aB af

ou,

1 KT 2.19

Rag =5 %8 R = aB

A 2.19 apresenta as equagoes de Einstein, que interligam

. - . - - - . - ']
grandezas geometricas a fisicas e permitem relacionar a geometria apli
cavel a um campo gravitacional de uma distribuicao material, as caracte
risticas fisicas desta distribuicdo, impostas pelo tensor impu]sgo—eneg
gia, mostrando tambem que este espaco e deformado pela presenga de mat§

ria.

Na mesma equagao 2.19 temos |7]| o tensor de Ricci dado

pela contragao do tensor de Riemann,
= %P R 2.20

ou pela forma |7|
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B AL A U oA _ A M
RaB = BB T ™ 9y FuB + T Ty = Tag rw, 2.21
sendo suas conponentes simetricas, i.e,

R, =R,. 2.22

A curvatura escalar do espago, que aparece em 2.19, € da

da por |7].

R=g¢®R.. 2.23
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3 - A METRICA DE SCHWARSCHILD

Vamos estudar a metrica no campo de uma distribuicao ma

terial rigorosamente simétrica, nas condigoes de caso estatico.

Adotaremos como consideragao de ¢aso estatico o seguinte:

0 tensor metrico & dito estatico se suas componentes nao

dependem do tempo |3]|, ou seja,

CH 948 © 0, a, B=0,1,2,3 3.1

e, ainda,
. =0, i=1, 2, 3.

Considerando a metrica dada por 1.1 e admitindo um sis

tema ortogonal de referencia, teremos

ds? (dx°)2 + g1 (dx1)2 + g2 (dx2)? + gas{dx?)2, 3.2

=9 00
pois,

=0 se o%B 3.3
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Como sabemos, de acordo com as equagoes de Einstein, o
espago € deformado pela matéria e a métrica no campo gravitacional em
questao nao sera euclidiana. Por esta razao, admitiremos que o coefici

2

ente %0 seja um valor V©, a determinar, e colocaremos a parte espacial

com os coeficientes I tambem a determinar. Com isto, a 3.2 assume a

forma
ds? = V2 dt? - 3 dxP dx%, p,o =1, 2, 3, 3.4
onde
x° = t. 3.5
Em um sistema de coordenadas esfericas com X ! =r, X 2
=0eX 3. ¢, teremos
: : \
1 o1 -2 .3
x! = r sen® cos¢ x =x (X, x5 %)
2 _ 2 2. 1 _2 -3
{4 X* =r send senp e {x =x (X ,X%,X7){ 3.6
3 3.-1 -2 -3
x3 = r cos® x =x (X ',X % x").
\ \ )

Colocando a parte espacial de 3.4 na forma

d22 = F‘2 dré + pz(dez + Senze d¢2 ﬁ'ﬁ! 3.7



- 14 -

teremos, V F e p como fungoes apenas de r, a determinar.

Comparando a parte espacial de 3.4 com 3.7, encontramos

a1y = Fz ]
d22 = p2 3.8
ass = p? sen’ @
sendo que

am’=0, se p+#o0. 3.9
Na forma matricial teremos, observando 3.8 e 3.9,
a;1 d12 ais F2 0 0

a = d21 d22 d23 = 0 p2 0 ’ 3.10
dz)] d32 d4ss 0 0 pzserize

cujas componentes contravariantes sao dadas por

cofator a
af = . eC . 3.1
determinante apo
resultando
11 22 33
a = a = a1 3.12
F2 p? p? sen?g
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Utilizando a 1.3, podemos determinar os simbolos de Ch

ristoffel de segunda especie

_ 1 o0 i
FBY = a (aB aYU + aY a80 30 aBY), 3.13

ne

onde fazemos @ = o, porque o sistema € ortogonal.

Usando a notagao de 1.5, teremos abaixo os simbolos de
3.13, que sao diferentes de zero, indicando com'derivagao em relagao a

r e fazendo

9; = ar . 92 = 89 e d3 = 3¢: 3.14
Y

1 ] i
Fzz = a,r a22 = - -_91-9-

2 an F
1 ' sen?
33 = L or aas="“opq 9

2 ap F
2
Fga = ] ae a33 = = Sene C0S ¢ 3 ]5

2 az2
2 2 [
r12 = er = _..]_.. ar ,Q,n 322 = .9—...

2 P
3 [
I'13=I'31-—-l— ] zn a33=3—-
2 P
3
= ‘3 =-—]—- = ]

T23 1"32 ” 36 Rn aszs = cotg © J
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0 caso estacionario, que estamos admitindo, nos permite

escrever |3]

V(Ryg) * Lyg = 0,

onde V e fungao apenas de r, RaB sao as componentes do tensor de Ricci

dadas por 2.21 e L,g POr |3]

oB

com

LaB

Observando as 3.15 e 3.17, escrevemos

L1

e, analogamente,

L2z

0, se

o # B.

3.17

3.18

3.20
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[ 2 [
Lag= pp’sen<e V' 3.21
FZ
Utilizando a 2.21, podemos calcular as componentes

Ri1 e Ry2 do tensor de Ricci, que tem significado em nosso problema,

2F 3 !
£ (,il_)
p dr F

Ri1

e [ 3.22

' 12
Rez = £ 2 (F—) + E— -1
F ar F F?

Devido as 3.19, 3.20 e 3.22, a 3.16 permite escrever

AFd ofy e BV g 3.23
p dr F F

e
4o Yy _yF-o, 3.24
dr F

onde o simbolo 3 foi substituido por d porque F e p sao fungoes apenas

de r.



- 18 -

Subtraindo a 3.24 da 3.23 e dividindo ambos 0s  membros

por 2VF obtemos,

(] 1y
d (L - ¥y, 3.25
ar F .V F

donde concluimos que

L=, 3.26
VF

sendo C; uma constante.

Para um ponto infinitamente afastado da distribuigao ma

terial devemos ter a metrica euclidiana
ds? = ¢ dt? - dr? - r2? (do%? + sen?s d¢?), 3.27

de maneira que as condigoes de contorno nos permitem avaliar a constan

te C, da expressao 3.26. Desta forma,

Tim - = 1. 3.28
row r

Logo, no limite,



e, ainda,

e, integrando,

resulta entao para a 3.32, apos algumas transformagOes algebricas,

- 19 -

Substituindo a 3.30 na 3.24, vem,

P.L!-cpzcz

Como devido, a 3.30,

2
o (1 - =ca.
C2

3.29

3.30

3.32

3.33

3.34
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Multiplicando ambos os membros da 3.34 por c? e explici

tando. V2 obtemos

C
V2 = c? - X, 3.35
Y

Fazendo, agora, na 3.35 C, = 2GM, onde G e a  constante

de Newton e M .a massa da Terra, teremos

. _ 260
p

V2 = ¢ 3.36

satisfazendo a condigao de que, no infinito, V = c. Ainda a 3.30 nos per

mite escrever

F=Cdo 3.37
V dr
ou
C2
F2 dr? = = dp? 3.38
VZ
Observando as 3.4, 3.7 e 3.38, teremos, finalmente,
2
ds? = V2 dt? - 5-2- dp? - p? (de? + sen2p d¢?), 3.39

que € a metrica de Schwarschild.
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4 - SOLUCKO RIGOROSA PARA G CASO ESTATICO

Como estamos admitindc a parte espacial da metrica na
forma mostrada em 3.7 e considerando ainda gue sac harmonicas as coorde
nadas do ponto do campo gravitacional em estudo devera ser nulo, o ope

rador de D'Alembert aplicade as coordenadas x%, ou seja,|3|
Dx-a = 09 40]
ou, equivalentemente,

2 ¢ O 2 — ,
1 aox2 1] ! 3, (Yo 3, X “y+v2x% =0, 4.2

VA ooat? p? | W F

sendo V2 o operador de Laplace, em coordenadas esfericas, de valor,
vz x%=-2%x* =-2r, para o = 1. 4.3

Desta maneira, a 4.2 ficara:

2
L 5 (L2 - 2r =0, 4.4
VF F

pois no caso estatico
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e
32X

at?

=0 4.5

Pa 3.30 temos

VFF=¢c—, 4.6

) -2r =0, 4.7

A 4.7, em face da 3.36, ficara:

4 QE.(pz - gﬁﬂ_ﬁ) -2r-=0, 4.8
dp dp c?

onde se observa que. o termo gg € 0 raio gravitacional |6], que denotare

mos por a.
A 4.8, apos uma mudanca de variaveis do tipo
p =a+ oz, 4.9

ficara



_S_[Qﬁ(zz-n ’-27‘:0, 4.10
dz dz J

que ¢ uma equacao de Legendre, conn = 1.

A solucao da equacao 4.10 e do tipo

ro= C0 Py (z) + Cy Qi (2), 4.1
onde C, e Cy sao constantes a determinar e Py (z) e Qi (z) sao os poli
nomios de Legendre de primeira e segunda especies, respectivamente, sen

do |5]

P1 (Z) v

]}
N
K~
L]
—
N

0 (2) 2 22— 4.13

Como, para z = 1, a 4.13 apresenta discontinuidade, a so

lugao da equagao 4.10 sera

r==0_ 2z. 4.14
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Fazendo CO =oa, a 4.14 fica

Desta forma, a 3.36 ficara

V2 = ¢* (2%, 4.16
r+o

Finalmente, a metrica dada pela 3.39 sera

ds? = ¢z (%) dt2 - (5% dp2 - (r + a)zl:dez + sen?o dg?|,
r+o r-ao
417

que se reduz a metrica classica para um ponto infinitamente afastado da

distribuigao material.



- 25 =
5 - SOLUGAO LINEAR PARA O CASO ESTATICO

E possivel encontrar solugCes para as equagoes 2.19 no
ceso estatico. Tais solucoes foram propostas por A. Einstein em uin mépg
do aplicavel a campos, de massas com velocidades arbitrarias, onde se
admite que as componentes do tensor metrice diferem pouco de seus valo
res relativos ao caso caso classico. Admitiremos que tais  componentes

sejam da forma |10].

ga8= 5a8+ YGB 1 5 . ]

onde GaB foi definido pela 2.9 e os Yog sao pequenos, de tal forma que

podemos omitir os termos do tipo

Yop Vag?

sendo os Yog independentes do tempo.

Tomando as equagoes 2.19, multiplicando-as por g°‘Y e lem

brando que |6

3 3
r & g% Oy = 4> 5.2
a=0 y=0

vem
1

R-—-4R=-KI.
2

o
.
w
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De 5.3 concluimos que,

e, substituindo na equagao 2.19, encontramos

T). 5.5

ay

= - K(T - L
R = ‘K(TmY ; gaY

Para uma determinagao da metrica fora da distribuigao ma

terial devemos ter |7]

R ==-KT__. 5.8

Introduzindo a coordenada

x° = ict, 5.9
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onde i € a unidade imaginaria, a métrica do espago-tempo assumira a for
ma
3

D . 3
ds? = 9.8 dx® dxP = c2 dt2 - ¥ 1 g
‘ a=1 B=1

o , B
B dx~ dx".

A partir da 5.1 podemos obter as componentes contravari

antes do tensor metrico, que serao |10]

of L g8 . YOLB. 5.11

Para encontrar uma solugao aproximada das equagoes 5.8,

vamos considerar o. tensor de Ricci, em um sistema de coordenadas normais

na forma,

= P. P
Rug = 38 Top ™ %p Tap: 5.12

Calculando os simboles de Christeffel de segunda espe

cie e lembrando a 5.1, temos,

p _ 1 po _ _pa _ -
rap'? (8 Y )[aaypc+ap‘¥ao acyap] 5.13

p_1 (PO, PO -
raB" > (8 YY) Eaa YBO + BB Yoo ac YOLB:I . 5.14
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Como e usual em Relatividade Geral, vamos considerar o

delta de Kronecker na forma

=T, sea = 8,
6&8 = e 5.15
0, se o # B,

0 que nos leva a impor a condigao p, = ¢ nas 5.13 e 5.14 e ainda, negli

genciando os termos da forma ypc aa Ypo’ teremos para estas expressoes

Pl
rao = > Ba Ypp 5.16
e
o=l ooy, v,y -5y 5.17
B, o 'Bp B 'ap p 'aB )
Escreveremos 5.8 na forma |10]:
3 2 2 2
oty L,z 2 Yog ¥ Yap % Vg
ax® 3 xP p=0 | (8xP)2 axB axP  ax® axP
2 . 9% v
S NI A R < N PN 1: -2KT ., 5.18
€ D alE af af
(3xP)? axP ax
onde,
3
Y= I Ypp. 5.19

p=0



Introduzindo agora as quantidades [10]

Yup

YOJB "'?' 6(18 Ys 5.20

com

Y' o= -y, 5.21

teremos,

S 5.22

o 1 S 1
Yag™ YoB E’GaBY =Yg * E

Substituindo as 5.21 e 5.22 na 5.18, vem

! \ 2 '
Yas-lﬁ aZYl _ 3 Yap+ 32 .YI—

2?2 1
0] ()2 2 By axf ax® 2 % axf oxP

' 2 [ 32 ' 2 '
e 1y oty [ Fe P 1, ¥t
am® axP 2 BP 5@ P | ax® axP e axP ax® 2 PEP axf

I = -2 KTy 5.23

e, considerando 5.15, temos

3
-t
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2 [ 2 ' 2 ! 2 !
3 9 Yag 9 Yap 9 Ygp 5 9 Ype
z - -— + I — =
P20 af
(0xP) 2 ax® axP  ax® axP € oxP axt
= - ZKTaB 5.24

A 5.24 pode ser simplificada considerando-se um sistema
de coordenadas normais, no qual as quantidades a seguir sejam nulas, em
face da aproximagao considerada |10|
2 ' 2 [

Y C (
Bo . € .o, 5.25
ax6 axP  ax® axP axP ax®

2 '
0 Yup 0

Desta forma, a 5.24 ficara

3 82'

z YaB
' ==-2KT,, .
p=0 (axp)z aB 5.26
ou, utilizando o operador de D'Alembert, |10|
[]'nus ==-2K TaB’ 5.27

que sao_equacoes de ondas gravitacionais, |7].

Para realizarmos a integracao de 5.27, devemos conside

rar o seguinte |13]:



ma

2
Ve - de Cx,
c* ot?

como solucao da 5.28.

Na 5.29 tem-se C como uma constante e A como uma

do tipo

A= (F, t),

onde

A integracao realizada se baseia nas consideragoes

potencial retardado |3].

5.28

5.29

fungao

5.30

5.31

de
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Voltando a 5.27, temos

g ]
y'oo= - K .T_maﬁdv»m_ 5.32
of an V'R - 7Y
ou, observando a 2.17,
Y.z_ﬁg TaBdV, 5.33
aB c? I? - ?:ll

VI

Em face das 5.19, 5.22 e 5.33, a 5.1 ficara:

T, dv' 3
_ _ 4G af .1
98 = GaB -~ : GaB z Yop 5.34
C + . 2 0
V! [r=r'] p=

que € a solugdo linear para determinar as componentes do tensor metrico
no campo de uma distribuigao material. Este meétodo € valido para campo

fraco e espagop levemente curvo.

Salientamos que a 5.33 e a 5.34 sao validas para determi

nagao da metrica em pontos exteriores a distribuicao material.
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6 - ESTUDO DA METRICA NO CAMPO DE UMA DISTRIBUIQKO MATERIAL EM ROTAGAO

Objetivando uma conclusao significativa da importancia da
Relatividade Geral para movimentos de satelites terrestres artificiais,
vamos estudar a metrica no campo de uma distribuicao material  esquema

fluido-perfeito, dotada de rotagao uniforme.

Usando um sistema de referencia geocentrico, teremos

P (x°, x1, x2, x3)

]
|
!
|
1
!
|
|
1
1
'
i
!
i
!
I
'

x! = Greenwich

Fig. 2

sendo dm um elemento de massa da distribuigao e P um ponto do campo on

de se esta estudando a métrica. Estes tem coordenadas no espago-tempo,

respectivamente
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[ X =dict x] =1 coS ¢ cos 6
YJ =T cOoS ¢ COS © xZ = p cos ¢ sen 8

J % = ¥ cos % sen ° 3 = ¢ sen ¢ !
% =TFsend

L

onde coensideramos a parte espacial em coordenadas esfericas.

A distancia A entre P e dm pode ser determinada com a

utilizacio dos polindmios de Legendre |4]

L. L ()" p (cosv), 6.2
A r n=0 r

onde
cos Y =sen ¢ sen ¢ + CcOS ¢ cos ¢ cos (6 - ©). 6.3

Tomando o comprimento de arco s como parametro de deriva
cao, podemos escrever o elemento de volume dV como |6 |

o 0 (o]
@W=i% gy =i o P dC =i BoF dFcos T 0 dBy 6.4

ds ds ds

sendo dV o elemento do quadrivolume da expressao 5.32 e dV' o elemento

de volume em coordenadas esfericas, que, pela integracao, proporcionara
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o volume da distribuicac material.
Sendo ainda Q a velocidade angular de rotagao da distri

buigac, podemos calcular as componentes da quadrivelocidade tangencial

mediante

o que resulta |6|

(
Vo = 1
d?q i -2 iQ — — —
Vi = = = — (= QX)) =—r cos ¢ sen 0 6.6
icdt c c
4 v2=-—-1-§27(] =--1—Q—'"r'cosiﬁcos'§
c c
vy =0 (eixo de rotagao).

Podemos agora escrever as componentes do tensor impulsao-

energia, mediante a 2.15
& dxe (dxo

—)2, 6.7
dx® dx° ds
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onde vamos admitir que a densidade p seja fungac apenas de v e §,

p = p (rs@). 6.8

Observando as 6.6 e 6.7, teremos

2 . - -
T1] = - ﬁélﬁ r2 cos2 ¢ sen 6
c2
= :99.2."‘2 2— ?c )
T]2 T21 v r-cos” ¢ sen 6 cos 6
Ti0= Toy = PIZ = os ¢ sen
¢ L 6.9
. ggi,-z 2 — 2 =
T22 = 2 r- cos ¢ cos -8
Tog = Tpp = - R % (os - cos §
c
Too._ps )

sendo nulos todos os restantes. Observa-se tambem que o determinante prin
cipal da matriz formada pelas componentes deste tensor, & nulo, o que

era de se esperar.

Tomando a 5.33, devemos considerar que:



a) dV' € o quadrivolume que serd substituido por dV, dado por 6.4;

-3
b) jr = r'| & a distancia entre P e dm, figura 2, que representamos por

A
Desta forma, a 5.33 resulta,
o ag | Top @V
Yae - - 28 B 6.10
c? A
vV
sendo
_ -1 2 -3 _ A
raB = TaB (x', x°y X7, % - )s 6.11

em face das consideracoes de potencial retardado. Observando as 6.2,

6.4 e 6,7, a 6.10 fica:

Al dx® dx® 1 Eyn

. 46 . VR 4 cost di dE
v' =2y o { : P- (cos )r- dr cos¢ d¢ ds
B c? n=0 ds  dx®dx%y » "
6.12
\
Fazendo
ds _ .
2=, 6.13
dx®

a 6.12 fica:
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' 46 1 —N+2 .- _—
Yo, == E — |pVvVP_ (cosy)r dr- cos¢ d¢ ds. 6.14
6 c2p =0 " [ o BN

v
Os harmonicos aparentes, Pn(cosw), podem ser determina

dos pelo teorema da adigcao |5|, utilizando-se as fungOes associadas de

Ferrer e Legendre,

n .
Pn(cos y) = Pn(sen ¢) Pn(sen.E) +2 = {n-m). Pﬁ(sen ¢)Pz(sen $) cosm(e -98),

m=1 (n+m)!
6.15
onde
d"p (sen ¢)
Pg(sen $) = cosm¢ n ' 6.16
d(sen ¢)m
e
d™_ (sen %)
Pﬂ(sen'$) = cos™s n . 6.17

d(sen )"

Consideraremos apenas os primeiros termos da 6.15, fazen
do, portanto, n = 1, 0 que nao e proibido pelo fato de os termos seguin
tes serem negligenciaveis e lembrando ainda que as corregOes que esta

mos introduzindo as componentes do tensor metrico sao pequemas. Por es



- 39 -

tas consideracoes, a 6.14 ficara, em face das 6.15, 6.16 e 6.17,

P

o 4G =3 .. - =
Yog = o | ovavsr seny send cos¢ dr d¢ do +
v
(
+ Jp vdvéF3 cos¢ coszg' ces(e - 6) dr dg do|, 6.18
V

onde observamos que os unicos valores ndao nulos para esta expressao sao

aqueles para 0s quais a, B = 0, 1, 2, em virtude da 6.6.

As integragoes devem obedecer aos seguintes limites:
- para 0 raio r da distribuicdo, de 0 a R, sendo R o raio medio da Terra;
- para a latitude ¢, desde - n/2 a + 7/2;

- para 2 longitude &, de 0 a 2m.

Paranx=pg8 = 0, a 6.18, em face dos valores da 6.6, fica,

- 4G [_-3 — == =
yr oo ———— pr- seny seny cos¢ dr do do +
00 2p2 .
Vv
-3 2. — e
+ {p r- cos¢ cos ¢ cos(e - 6) dr d¢ de|. 6.19

v
Observando 2 6.8, podemos realizar de imediato, a inte

gracao em 8, 0 que da
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M
v _ 4G - —
Yoo = Z;:; sen¢ J r sen¢ dm, 6.20
0
lembrando que
o 72 cosg dr dg dF = dm 6.21

e onde M e a massa da Terra.

Para « =1 e 8 = 0 temos, pela 6.18, apos a primeira in

tegracgao,
M
v _ .y _i26Gaq 2 2—
Y10 = Y01 © —z;;;~— senoé cos¢.] r- cos ¢ dm. 6.22
0
Analogamente, determinamos os outros valores que sao
M
' .0_ | - i 2 G ——2 2—-
Yo2 = Yoo 7 o, COS6 CO0S¢ J r- cos ¢ dm 6.23
0
e
M
. 2GQ =3 — 2— '
= - S r- sen¢ cos ¢ dm =. , 6.24
Y11 a2 end J ] ¢ Y22
0

Vamos agora considerar as seguintes integrais |6]:
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0, se n=1, 6.25

0 1-2/35, se n=2.
B & e J T 058 dm = 12/5, se n=1, 6.26

0 ‘0, se n=2,

sende R o raio médio da Terra (6.371.229 m) e considerada agora uma dis
tribuigao material homogenea e rigorosamente simétrica. Uma vez que es
tamos a admitir apenas n =1, as 6.22, 6.23 e 6.24 ficarao, fespectivg

mente, mediante introdugao do raio gravitacional |6]

. GM,
G = =
c?
1 - i 4‘ o N R2 - - ]
Yip = T seng  COS$ = = Y, 6.27
e
Y.l.l = 722 = 0. 6.28

Finalmente, observando a 5.34, determinamos as componen
tes do tensor metrico, utilizando os resultados obtidos. Tais componen

tes sao:



910

sendo as restantes

Escrevendo na forma matricial as componentes deste

sor, temos

€ Send Cos¢

- € sens ‘Cos¢

onde fizemos

todas

€ sSend

5¢r?

nulas.
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=922 % 833 7 Yg4

=971 %907 902 7

coSs¢

2
= 440 R )

= -1

- € Seng

_id4aq R?
5 ¢ r2

cos¢

6.29

6.30

ten

6.31

6.32
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As ja determinadas componentes do tensor metrico nos per
mitem encontrar as equacoes das geodeésicas para 0 campo gravitacional
em estudo, mediante |13]

2,0 B4 Y
a7, po S dx o, 6.33

ds2 BY ds ds

onde os simbolos de Christoffel, de segunda especie, sdo dados por 1.3.

0 valor do determinante da matriz 6.31 e

g=1-2¢2 sen c032¢
e podemos determinar as componentes contravariantes do tensor metrico me

diante |13]

cofator ¢
@B 0B 6.34

g

0 que nos conduz a
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0 1
g% =
2 €2 sen’s cosz¢ -1
907 - g]O . __E__Sens cos¢
2 g2 senze cosz¢ -1
g02 - g20 . _E Seno cos¢
1 -2¢2 sene c052¢
g]l 1= ¢2 seno cosz¢
2 €2 sen c052¢ -1
{ 6.35
g12 - 92] _ €? sene cosz¢

1 - 2 €2 sen cosz¢

22 1 - ¢2 sen26 cosz¢

2 €2 senze c032¢ -1

g33 _ 1 -€? sen26 cosz¢
1 - 2.¢2 senze cosz¢
03 30 13 31 23 32
g =g =g =g" =g =9"=0

Calculando os simbolos de Christoffel de segunda especie,

encontramos
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g2 senze SEnd COSH

o _
Mo = ; »
2 - 4 ¢ sens cos
o _ _ g2 2
Tog ~ZT~ sene send CoSé
00 . €2 seng €osd Cos%o
30 7 2 A
2 €2 sen“s cos“y - 1
PO LT €2 send cos¢
21 2 2
4 ¢2 sen“s cos“¢p - 2
0 _ £ COSO COS$
T =
31 2 o
4 ¢2 sene cos"¢ - 2
€ sens sen¢
2 €2 senZG c052¢ -1
0 _ - ¢ cOS8 COSé
I‘ =
32 2 2
4 ¢2 sen“e cos"¢ - 2
r] - e3sen36 sen¢ c052¢
10 o 2
2 -4 ¢2 sen“s cos“¢
r} - gl sen 8 seng cos o = 1
20 2 2
4 ¢2 sen“s cos“p - 2
] - g2 senze sen¢ cosé
I'a =

4 ¢2 senze cos

2

¢

-2
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- r] _ _E _€0sSB cosd

4 g2 senzecosz¢ -2

1 _ €2 send coso c052¢

4 ¢2 sene c052¢ -1

2
sen" g seng COS¢

2 g2 senze cosz¢ -1

1 - €2 send coso cosz¢

32
4 ¢2 senze c032¢ -2

|
-3
11}

2 _ €3 sen’p sen¢ c052¢ - € send cos¢

4 g2 senza cosz¢ -2

2 _ €3 sene sen¢ c052¢

_P =
20
4 €2 sen cosz¢ -2
_ I,2 . __E CO0s6 cos¢
30

2 - 4 ¢2 sen cosz¢

2 _ g2 senZe seny COS¢

4 ¢2 sen c052¢ -2

|
-3
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2 ;g,senze Seny Ccosod

1-2¢2 sen cosz¢

I,2 - I‘2 _ 2 send cose c032¢
23 32 7 9 o
4 ¢2 sen“d cos“y - 2
3 - 3 2 : 3
p3 -3 _ €’ sen’e cosb cos™¢ - e cos® cos¢
01 10

2 - 4 ¢2 senp c032¢

3 .o 3 _ s cosp cosy -~ €3 sen®s coss cos3¢
20 o ’

2 -4 ¢2 sen ec052¢

sendo os restantes todos nulos.

Podemns escrever a equagao 6.33, para o« = 0, assim

a2 x° 0 dx® dx¥ dx°

= , )2 6.36
ds? BY ax© dx°  ds

e ainda, observando a 6.33, seu primeiro termo como

2 O o 0 2 O a 4,2 0O
dc x~ _ d (dx y = (dx 2d é + dxo d< x 6.37
ds? ds ds ds  (dx’)2 dx~ ds?

Observando-a 6.36 temos, finalmente
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0 2 O o 42,0 B Y o
dx o d gv + dxo dex” “PZ dx0 de .dx )2 6.38
ds  (dx7)2  dx~ ds? Y odx® dx ds
ou, ainda,
2 0 a B Y
: oX’ K rgy ) géa' EY ) gﬁﬁ' 256 - 6.39
(dx™)? dx dx~ dx

Usando a notacao de Newton e lembrando que

temos,

o o ea
X + (I, - xT
( BY

yxf =0 a=1,2,3. 6.40

A 6.40 nos permite determinar as equagoes das geodesicas
do campo gravitacional em estudo. Considerando um satelite em movimento
no campo gravitacional terrestre, sendo a Terra descrita por um esquema
fluido-perfeito, temos as equagoes de trajetoria dadas pelas  equagoes

das geodesicas deste espago.

Tais equagoes sao apresentadas a seguir:
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e? sene send cos?y o e3 seno send caszé -1 G+
ro+ ' -
1-2¢? sen28 cosz¢ 2 2 sen‘s cosz@ -1
o . 4 3 , 2
. .E_€0sB cosd H 2e* sen'6 send cos'¢ - 2e? sen“® send cos¢;¢ )
. 2
2 £° sen’6 cos2¢ -1 2 ¢? sen’s cosz¢ -1
€2 send coso c052¢ . e?  sen’p send cosé .
; : re - — - (r)? +
2 €2 sen“s cosz¢ -1 1 - 2 ¢2 sens cosz¢
7_ -
e? send sen s as COSH COS: cige
+ : (r)% - 2 : (F)% -
2 €2 sen? cosz¢ -1 2 €2 seno c052¢ -1
€2 seng cos® cosZp s 2 € senp send < ,tva
- — ¢ 0 r(¢)% +
2 g? senze c032¢ -1 2 g2 sen29c052¢ -1
+ € C0SO COSd Fhe =0
2 2 sen cosz¢ -1
¢l sen3esen¢ c052¢ - € senb cosod ¢ e’ sen36 send c052¢ .
b + 2. ro- : b+
2 ¢2 sen%e cosz¢ -1 2 2 seno cosz¢ -1
L] 2 2 2 Ll
+ € €0s9 cos¢ e + E sen<esend cosd o+
2 2

1 -2 ¢e? sene cosz¢ 2 2 sen“d cosz¢ -1
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2 2 92 2 2 e o
4+ £ sen 6 send cosd 3) + € send cosO coS d $ 6 -
] - 2 €2 seno cosz¢ 2 €? senze.cosz¢ -1
2
2 ) °
. E__sen® senp cosé Td + e? senze send coso (¢)? -
1-2¢? sene c052¢
-2 e? send cosb cosz¢ 56+ € COSB COSd me e
2 ¢2 sen26c052¢ -1 2 g2 seno c052¢ -1
€2 seng seng r ()2 € send sen¢ (4)3+ € C0S8 _COSo
2 2 sene c032¢ -1 2 ¢2 sene cosz¢ -1 2 ¢2 sen%e c052¢ -1
“ . ¢? sens cosd cos3¢ - € cos® cosd ¢
0 + r+
1 -2 €2 seno cosz¢
€ C0SO COS - e¥ sen0 cosd cos3¢ . e sen%o send COS¢ + o
¥ ¢ - ro 4
1-2¢? senze cosz¢ 1-2¢? sen’o cosz¢
2 « « 2 ¢? send coso cosz¢ .
+ €2 sen0 senp cosp ¢ O - — (6)% +
2 €2 sen26 c052¢ -1
2 \ e o o e &
, £2 serio send rhh - € C€O0SO COSo r(8)? -
2 €2 seno c052¢ -1 2 ¢ seno c052¢. -1
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€ senb send € COSO COS¢ e

$ (6)* =0

($)2 6 +

2 2 senp cosz¢ -1 2 ¢? sen’

0 c052¢' -1
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CONCLUSAO

Para o caso Classico, devemos ter as componentes do ten

sor métrico iguais ao delta de Kronecker (gae = § quando se wutiliza

aB)
um sistema de coordenadas cartesianas.

0 estudo da metrica, do ponto-de-vista da  Relatividida
de Geral, mostra-nos entao que ha uma diferenca entre as cemponentes do
tensor metrico em relagdo as do caso Classico e que tais discrepancias
sao pequenas, fato que deu origem a um outro aspecto nas equagdoes  das
geodesicas do campo gravitacional terrestre, mesmo supondo, na hipotese

simplificativa, que a Terra e descrita por um esquema fluido-perfeito.

0 passo seguinte a este trabalho seria o de escrever as
componentes do tensor impulsdo-energia de maneira mais realista e deter
minar as equacoes das geodesicas, considerando perturbagGes que aqui
foram negligenciadas, pois tais equacoes expressam a trajetoria de cor
pos no campo gravitacional terrestre, e isto pode ser aplicado a sateli
tes artificiais, assunto de grande interesse para as Ciencias Geodesi

cas.
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