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RESUMO

Vérios modelos analiticos consideram as discordancias que formam a zona pléstica em
torno da ponta da trinca como uma distribuigdo continua infinitesimal de discordancias
em equilibrio estatico devido a uma tens@o de atrito. Outros modelos consideram a
evolugdo dindmica da zona plastica com o tempo, € a descricio é baseada em
simulagdes numéricas, onde a zona plastica € considerada ser formada por uma
distribuigdo discreta de discordancias fora do equilibrio. Esta dindmica € descrita por
uma relagdo de poténcia entre velocidade, tensdo total e temperatura. Neste trabalho,
foram realizadas simulagGes numeéricas considerando uma trinca infinita carregada sob
uma taxa de carregamento fixa segundo o modelo de Hirsch et al (HRS). As
discordancias sdo emitidas por uma fonte de Frank-Read posicionada a uma distincia
fixa da ponta da trinca ¢ em um plano que contém a frente da trinca. Das simulagdes, o
tamanho da zona plastica, o tamanho da zona livre de discorddncias, o numero total € a
distribui¢@o de discordéncias, a tensdo ao longo da zona plastica e o fator de intensidade
de tensdo efetivo local foram calculados. Os resultados das simulagdes numéricas
segundo os modelos de Hirsch et al (HRS) e de Chen & Kitaoka (CK) para o modo I de
carregamento sdo comparados com as expressdes dos modelos analiticos dindmico deste
trabalho (segundo o modelo CK), e estatico de Chen & Kitaoka (CK) que possuem o
termo de interagdo discordincia-discorddncia numa forma mais simples em relagdo ao
modelo de Hirsch et al (HRS). Para o modo III, as simulagdes de Hirsch et al (HRS)
sdo comparadas com os modelos analiticos estaticos de Chang & Ohr (CO) e de
Majumdar & Burns (MB) e com o modelo analitico dindmico deste trabalho (segundo o
modelo HRS) que mostrou uma excelente concordancia quando comparado com as

simulagGes numeéricas.

Palavras — chave: Trinca; Zona plastica; Discordancias; Modelos analiticos.



ABSTRACT

Several analytical models consider the dislocations that form the plastic zone around an
infinite crack loaded under a fixed loading rate as a continuous distribution of
infinitesimal dislocations at static equilibrium due to a friction stress. Other models
consider the dynamic evolution of the plastic zone with time and the description is
based on computer simulations where the plastic zone is consider as formed by discrete
dislocations in-non equilibrium. This dynamics is described by a power relation
between velocity, total stress and temperature. In this work, numerical simulations were
performed considering an infinite crack loaded under fixed loading rates according to
Hirsch et al (HRS) model. The dislocations are emitted by a Frank-Read source
positioned at a fixed distance ahead of the crack tip and in a plane containing the crack
front. From the simulations, the plastic zone size, the dislocation free zone, the total
number and the distribution of dislocations, the elastic stress and the effetive stress
intensity factor were calculated. The results from numerical simulations according to
Hirsch et al (HRS) and Chen & Kitaoka (CK) models for mode I loading are compared
with the dynamic analytic model of this work (according to HRS model) and to static
Chen & Kitaoka (CK) model. For mode III, the Hirsch et al (HRS) simulations are
compared with Chang & Ohr (CO) and Majumdar & Burns (MB) static analytic
models, as the dynamic analytic model develop in this work (according to HRS model).

The results show excellent agreement when compared with numerical simulations.

Keywords: Crack; Plastic zone; Dislocations; Analytical models.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A fratura consiste na separago ou fragmentagdo de um corpo sélido em duas ou
mais partes, sob a agdo de tensdes aplicadas [1,2]. Devido a amplitude do tema, o
estudo de fratura envolve diversas areas, tais como a Fisica do Estado Sélido, a Ciéncia
dos Materiais € a Mecanica do Meio Continuo. Alguns avangos no estudo de fratura
tem ajudado no controle do numero de casos em que ocorreram falhas catastroficas,

sendo que as principais causas sdo [3]:
1. Negligéncia na elaboracdo de projeto, constru¢do ou operagéo estrutural;
2. Aplicagdo de um novo projeto ou material, produzindo resultados inesperados.

No tipo 1, alguns procedimentos de seguranga e prevengdo seriam suficientes
para avaliar e até evitar uma falha — o erro humano. No tipo 2, que ¢ mais dificil de
prevenir, ensaios e analises do projeto e material podem minimizar a ocorréncia de
fraturas. Na literatura encontram-se varios exemplos de fraturas que ocorreram de

maneira catastrofica, perigosa e que também proporcionaram muitos prejuizos

materiais.

Navios da classe Liberty, da marinha dos Estados Unidos, na 2° Guerra Mundial
sdo casos famosos de fratura ocorrida por falhas do tipo 1 e 2 [4-6]. Em 1979, o
Petroleiro Kurdistan fraturou em duas partes no Atlantico Norte, pela a¢do de tensdes
térmicas e devido ao casco ter sido inconvenientemente soldado [6]. Em 2002, o
Petroleiro Prestige partiu-se em duas partes antes de afundar, conforme mostram as
fotos da figura 1.1 [7]. Construido em 1976, o navio teve o seu casco trincado devido as
fortes tempestades. Segundo o governo espanhol, o Petroleiro Prestige, de bandeira de
Bahamas j4 havia derramado entre 5.000 e 6.000 toneladas de éleo quando o casco se
rompeu, além de ter deixado um rastro de mais de 5.000 toneladas de o6leo ao ser levado
para alto-mar. O éleo atingiu a costa da Galicia (noroeste da Espanha), deixando cerca

de mil pescadores sem condigdes de trabalho e cobrindo de negro os passaros marinhos.
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“Se todo o o6leo do petroleiro vazar, serd um desastre com o dobro do efeito do Exxon
Valdez, que foi um dos piores que ja vimos”, afirmou Christopher Hails, diretor da
organizagdo ambientalista World Wildlife Fund (WWF), em referéncia a catastrofe
ambiental provocada pelo vazamento de 6leo na costa do Alasca em 1989. A Exxon teve

de pagar USS$ 5 bilhdes de indenizagdo pelos danos causados no vazamento.

Figura 1.1 Fratura catastréfica ocorrida em 20/11/2002 no petroleiro Prestige,
que levava 77 mil toneladas de oleo combustivel e afundou cerca de 250 km da
costa noroeste da Espanha [7].

Projetar estruturas visando a prevengdo de falhas ndo ¢ uma idéia nova, pois os
Farads do antigo Egito ¢ os Imperadores Romanos encomendavam grandes obras que
requeriam estruturas bem planejadas, as quais ainda hoje s@o prestigiadas ¢ admiradas
[6]. Isto se deve em grande parte a habilidade dos arquitetos e engenheiros da época,
pois as velhas estruturas que permanecem erguidas até hoje, com certeza representam o

sucesso destes projetistas e construtores.

Por volta de 1500, Leonardo da Vinci realizou experimentos em arames de ferro
suspensos, que deram vdrias pistas sobre a origem da fratura. Ele concluiu
qualitativamente que a forga de tragdio variava inversamente com o comprimento do
arame, ¢ sendo assim, os arames mais longos proporcionavam um volume maior de
amostra 0 que permitia uma maior probabilidade de provar que em uma certa regido
continha uma falha [6]. As causas da fratura de materiais ainda eram um mistério, tanto
que Love publicou em 1892 no seu texto sobre elasticidade que “as condigdes em que

ocorre uma ruptura sdo vagamente entendidas” [8].

Inglis em 1913 [3] e Griffith em 1920 [3,9] estabeleceram uma conexdo entre a
tensdo de fratura e o tamanho da trinca. Esta teoria de fratura estd baseada num simples

equilibrio de energia, de acordo com a /°lei da termodindmica, ¢ s6 ¢ aplicada a sélidos
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idealmente frageis. [rwin, em 1948, fez uma modificagio deste modelo para materiais
metais ducteis [3]. Ele percebeu que conceitos importantes ja estavam disponiveis e
realizou estudos para que a teoria de Griffith se adaptasse aos metais dicteis. Também

prop0s o conceito do fator de intensidade de tensdo, K.

Wells, em 1956, usou a teoria da mecénica da fratura para mostrar porque
ocorriam fraturas na fuselagem de aeronaves. As trincas iniciavam-se nos cantos das
janelas, onde foi verificado existir concentragdes de tensdes [6]. A General Electric, em
1957, também usou a teoria da Mecanica de Fratura para verificar as falhas nos rotores
de turbinas a vapor [6]. Este conhecimento é atualmente aplicado na prevengdo de
fratura em rotores.  Por volta de 1960, um limite historico é marcado, pois existiam
conceitos e fundamentos razodveis para o estabelecimento da Mecéanica da Fratura
Eléstica Linear (MFEL) e muitos pesquisadores chamaram a atengdo para a plasticidade
que ocorre na ponta da trinca [3]. Esta disciplina adota um tratamento inteiramente novo
em relagdo ao fendmeno da fratura. Ela ndo se preocupa com a prevengdo de nucleagdo
das trincas. Ao contrario, admite-se que sempre havera defeitos em um elemento
estrutural e busca-se a resposta a pergunta: dada uma certa tensdo, qual o maior
tamanho de trinca que pode ser tolerado sem ocorrer a falha do componente? Sabendo-
se a resposta, resta sO usar técnicas de inspegdo para selecionar o material que nio

possua defeitos maiores que o tamanho critico para uma dada tensdo projetada.

No inicio da década de 1960, varias pesquisas foram realizadas por Dugdale,
Barenblatt € Wells, que elaboraram modelos baseados em pequenas falhas produzidas
na ponta da trinca do material [6]. Wells, ao aplicar a MFEL em agos, percebeu que as
faces da trinca moviam-se com o aumento da deformagdo plastica, o que conduziu a
proposigdo do parametro conhecido por CTOD, o deslocamento de abertura da ponta da

trinca [6].

Rice, em 1968, mostrou que a taxa de liberagdo de energia em uma deformagio
plastica (elastica ndo linear), poderia ser expressa através de uma integral de linha, a
integral J [6]. Shik, em 1981, demonstrou uma relagdo entre os valores da integral J e do
CTOD, pardmetros estes que atualmente sdo aplicados a muitos materiais [6]. Entre
1960 e 1980, foram desenvolvidas muitas pesquisas que trouxeram contribuigdes
significativas para a teoria da Mecénica de Fratura. O objetivo geral deste trabalho € o

de comparar modelos que descrevem a zona plastica ao redor da trinca. Os modelos
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propostos sdo estaticos e dinamicos. Os defeitos que distorcem a rede cristalina atuam
como pontos que resistem ao escoamento plastico, aumentando a resisténcia mecancia
do material. Existem fatores que sdo importantes para caracterizar o comportamento
plastico dos materiais. Um destes fatores que deve ser levado em consideragio ¢ a
temperatura. Certos materiais, como o Si e 0 Ge, apresentam em temperatura ambiente
um comportamento fragil e somente apresentam plasticidade acima de determinada
temperatura (7>400 °C), enquanto que cristais como o NaCl apresentam

comportamento plastico ja a temperatura ambiente [10].

A revisdo bibliografica dos assuntos de interesse desta dissertagdo sera feita nos
dois proximos capitulos. Os conceitos fundamentais da Mecanica da Fratura necessarios
para uma melhor compreensdo do presente trabalho serdo tratados no capitulo 2. Os
conceitos que englobam este capitulo sdo: as discorddncias, a fratura, o fator de
concentragdo de tensdo, o balango de energia de Griffith, a taxa de liberagdo de energia,
os campos de tensdo na ponta da trinca, os modos de fratura, interagdes entre trinca-
discordancias e a transigdo fragil-ductil. No capitulo 3 sera apresentado uma revisio dos
modelos tedricos da transigdo fragil-ductil de Majumdar & Burns de 1983, Chang &
Ohr de 1981 e 1985, Chen & Takezono de 1995, Chen & Kitaoka de 1999, Hirsch,
Roberts & Samuels de 1988, Hirsch & Roberts de 1989 e Hartmaier & Gumbsch de
1999. Por isso, este se torna extremamente importante para a compreensao dos capitulos

subsequentes. Outros modelos também serdo comentados sem maiores detalhes.

O objetivo geral desta dissertagio é o de comparar modelos analiticos
dinidmicos, que descrevem a zona plastica ao redor da ponta da trinca, desenvolvidos a
partir de modelos analiticos estaticos e a sua confrontagdo com resultados obtidos
através de simulagdes numéricas para diferentes modos de carregamento. Os modelos
utilizados para fazer as comparagdes sdo de: Hirsch et al (modelo HRS), Chen &

Kitaoka (modelo CK), Majumdar & Burns (modelo MB) e Chang & Ohr (modelo CO).

Desse modo, com base nos modelos existentes na literatura e discutidos no

capitulo 3, foram tragados os objetivos especificos desta dissertagao:

> Comparar qualitativamente e quantitativamente os modos I, II e III via

simulagdo numérica;
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» Verificar um modelo analitico dindmico deste trabalho segundo o modelo HRS

para os modos II e III, onde simples equagdes sdo obtidas para uma transigdo

fragil-ductil suave;

» Comparar entre si a simulagdo numérica segundo o modelo HRS, o modelo
analitico estatico e simulagdo numérica de CK e o modelo analitico dindmico

deste trabalho (segundo o modelo CK), para o modo I;

» Comparar entre si a simulagdo numérica segundo o modelo HRS com os
modelos analiticos estaticos de MB e CO e o modelo analitico dindmico deste

trabalho (segundo o modelo HRS), para o modo III;

» Comparar entre si a simulagdo numérica segundo o modelo HRS com o modelo
analitico dinamico deste trabalho (segundo o modelo HRS), para os modos I e
I11;

» Estudar a dindmica de geragdo de discordancias na ponta da trinca carregada em

modo I, através de simulagdes numéricas (segundo o modelo HRS).

O capitulo 4 descreve o funcionamento do algoritmo do programa [11] escrito
em linguagem Fortran 77 utilizado nas simulagdes numéricas. Este estd baseado no
modelo HRS. A partir de dados gerados das simulagdes numéricas, a dindmica da zona
plastica ao redor da ponta da trinca é estudada para diferentes modos de carregamento.
Dois modelos analiticos dindmicos foram desenvolvidos no capitulo 5. O primeiro para
os modos II e III, segundo o0 modelo HRS e o segundo para o modo I, segundo o modelo
CK. Nestes dois modelos analiticos, simples equagdes sdo obtidas como resultado para

uma transi¢do fragil-ductil suave.

O capitulo 6 confronta os modelos analiticos entre si desenvolvidos no capitulo
5, e os modelos analiticos apresentados no capitulo 3, com as simulagdes numéricas
discutidas no capitulo 4. A simulagdo numérica se torna uma ferramenta importante
para tal comparagdo. Finalmente, no capitulo 7, as conclusGes sobre o estudo realizado

sdo relacionadas e algumas sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentadas.



CAPITULO 2

MECANICA DA FRATURA: CONCEITOS
FUNDAMENTAIS

Este capitulo tem como objetivo fornecer elementos para uma melhor
compreensdo dos demais capitulos subseqiientes. Para tal finalidade, os principais

conceitos basicos relevantes ao trabalho serdo abordados.

2.1. TEORIA ELEMENTAR DE DISCORDANCIAS

2.1.1 Discordancias em cunha e em hélice

Discordancias sdo defeitos de linha presentes na maioria dos materiais € sdo uns
dos responsaveis pela diferenga existente entre os valores da resisténcia mecénica
tedrica e real dos metais. A escala ou faixa dimensional tipica das discordéncias esta

compreendida no intervalo entre 10°a 10° m [3].

Estes defeitos cristalinos foram postulados em 1934, independentemente, por
Polanyi, Orowan & Taylor, que propuseram um tipo de discorddncia que veio a ser
chamado de discordancia em cunha. Em 1939, J. M. Burgers propds um outro tipo, a

discordancia em hélice [3,12-16].

Considere o cubo perfeito da figura 2.1. Conforme a dire¢éo do corte que € feito
e o cisalhamento que se aplica ao cubo, obtém-se dois tipos de discordancia. A linha de
imperfeicdes AA (a extremidade do corte) é chamada de linha da discordéncia. Se os
atomos sdo deslocados perpendicularmente a linha de discordincia, tem-se uma
discordancia em cunha (figura 2.1 (a)). Caso forem deslocados paralelamente a linha,

tem-se uma discordancia em hélice (figura 2.1 (b)).

Estes defeitos permitem, através de seus movimentos, que um cristal seja

deformado plasticamente (cisalhado) sem que haja 0 movimento relativo simultédneo de
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todos os dtomos. Assim, mesmo que a energia liberada para a deformagio seja a mesma
com o cisalhamento simultdneo ou o movimento da discordancia, a forga aplicada é

muito inferior para este ltimo caso.

-
-~
g . .
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-, e e e}

*+—

(@) (b)

Figura 2.1 — Discordédncia em cunha e em hélice obtidas a partir de um cristal perfeito [3].

2.1.2 Fonte de discordancias: o mecanismo de Frank-Read

Observa-se experimentalmente que a deformagédo plastica aumenta a densidade
de discordincias em um cristal. Este fato é aparentemente paradoxal, pois presumia-se,
em uma primeira andlise, que as discorddncias existentes se moveriam até ser
eventualmente ejetadas do material [3]. Em 1950, Frank & Read encontraram uma
solugdo para o problema ao proporem um mecanismo para a multiplicagdo de

discordancias.

A figura 2.2 representa esquematicamente a formagio de um lago de
discordancia na seqiiéncia (a), (b), (c), (d) e (e). Em (a), a linha de discordancia DD’ em
um plano de deslizamento, que estd representado pelo plano da pagina. Em (&), uma
tensdo de cisalhamento € aplicada sobre o plano de deslizamento, a qual produzira uma

tensdo sobre a linha de discordincia. Em (c), a tensdo sobre a linha é aumentada
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fazendo com que o raio de curvatura da linha de discordancia DD’ diminua até seu valor
minimo. Neste ponto, ou seja, em (d), a tensdo é maxima e a linha de discordancia DD’
alcanga uma condi¢do de instabilidade. Quando m se aproxima-se de n, os segmentos de
discorddncias tem sinais opostos e, portanto, se atraem. O lago de discordincia é
formado em (e), e o processo se inicia novamente, sendo que a tensdo necessaria para
ativar a fonte de Frank-Read é a necessaria para transformar a linha de discordancia ou

segmento DD’ em um semi-circulo.

Figura 2.2 — Diagrama representativo do movimento das discorddncias em lagco formadas
pelo mecanismo de Frank-Read [14].

2.1.3 Tensdo imagem

Quando uma discordincia se move em um cristal e chega a superficie, ela deixa
de existir. Sua energia de linha desaparece e o cristal se coloca em situagdo
termodinamicamente mais estavel. Havendo esse gradiente de energia, € 16gico supor-se
que a discordancia seja atraida pela superficie livre [3]. As figuras 2.3 (a) € (b)

mostram, respectivamente, as discorddncias-imagem em hélice e em cunha.
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Em (a), S ¢ o simbolo da discordancia em hélice, enquanto que em (), L é o da

discordincia em cunha. Em ambas as figuras 2.3, d é a distancia da discordancia a

superficie livre.

i 9t

(2) (b)

Figura 2.3 — Discordincias em hélice em (a), e em cunha em (b) a uma distincia d da
superficie x = 0. A discord@ncia imagem estd em uma distincia d da superficie [14].

-

A tensdo imagem o, que atrai as discorddncias em hélice ¢ em cunha

-

superficie, para o caso em que a linha de discorddncia ¢ infinita, retilinea e paralela

superficie, € dada por [3,14]:

o=t @.1)
dré.d
onde b é o vetor de Burgers, u é o modulo de cisalhamento, d ¢ a distincia da

discordancia a superficie, £=1 para discordincia em hélice, £ =(1-v) para

discordancia em cunha e v é o coeficiente de Poisson.

2.1.3 Tensdo de interagao

As fontes de Frank-Read produzem muitas discorddncias em um mesmo plano
de deslizamento. Suponha que varias discordncias estejam presentes em um plano de
deslizamento, de forma que um empilhamento seja formado. As discordincias geram

um campo de tensdo entre elas, de forma que a tensio de interagdo o, entre

discordancia-discordincia sem a presenga de trinca e considerado as linhas de

discordancias como infinitas e paralelas entre si, seja dada por [13]:
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_ub 1
T =fr 2.2)

onde x; e x; sdo, respectivamente, as i-ésima e j-ésima posi¢des das discordincias.

2.2. FRATURA

O fenémeno da fratura pode ser definido como o processo de separagdo ou
fragmentagdo de um corpo sélido em duas ou mais partes sob a acdo de tensdes,
podendo ter caracteristicas frageis, semi-frageis ou ducteis [1-3]. O processo de fratura,

em todos os casos, pode ser considerado em termos dos seguintes estagios [3]:
1. Acumulo de dano;
2. Iniciagdo de uma ou mais trincas no material,

3. Propagacdo de trinca, levando a fratura.

2.2.1 Fratura Fragil

A fratura fragil ocorre de uma maneira catastrofica pelo rompimento de ligagGes
interatdmicas, ao longo de planos cristalograficos especificos. Os materiais amorfos,
como exemplo o vidro comercial alcalino, também apresentam comportamento fragil
[2]. Este é o caso para os materiais com estruturas do tipo diamante, ZnS, silicatos,
alumina, mica, B, W, carbetos e nitretos [3,11]. Os materiais ndo apresentam
deformagdes plasticas significativas, ou seja, em um material fragil, as discordancias
sdo praticamente imoveis. A tendéncia de um material fraturar-se de uma maneira fragil
¢ maior com o aumento da taxa de deformagdo ou a ocorréncia da deformagdo em

baixas temperaturas. Isto é observado na fratura dos agos a baixas temperaturas [3].

2.2.2 Fratura Semi-Fragil

A fratura semi-fragil ocorre tanto pelo rompimento de ligagdes interatdmicas
como também pela mobilidade de discordancias, mas o nimero de planos de
deslizamento ¢ restrito. H4 uma tendéncia para que ocorra uma pequena plasticidade
inicial e a fratura subseqiiente ocorre em planos cristalograficos bem definidos. Este € o

caso para os materiais com estruturas do tipo NaCl, cristais ionicos, metais hexagonais
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densamente empacotados (titdnio, zinco, magnésio e zirconio), a maioria dos metais

ctbicos de corpo centrado (ferro, tungsténio, nidbio) e polimeros vitreos [3,11].

2.2.3 Fratura Ductil

A fratura ductil ocorre quando o material se deforma plasticamente, afetado pela
mobilidade de discordancias, sendo este o principal fator que leva o material a fratura.
Devido a grande facilidade da ocorréncia de deformagdo plastica, ndo existe qualquer
restrigdo ao movimento das discordéncias e assim elas podem mover-se em um numero
elevado de sistemas de deslizamento e ocorre a intersec¢do de diversos planos de
deslizamento. Este é o caso dos metais cubicos de face centrada (miquel, cobre,
aluminio, ouro, chumbo, platina, prata), polimeros nao-vitreos e alguns metais ctibicos
de corpo centrado (vanadio) [3,11]. A energia envolvida neste processo ¢ bem mais
elevada do que na fratura fragil, pois o material absorve uma grande quantidade de

energia durante a deformagao plastica.

2.3. FATOR DE CONCENTRACAO DE TENSAO

Em 1913, C. E. Inglis usou a teoria da elasticidade para analisar o campo de
tensdo em uma cavidade eliptica numa placa tensionada uniformemente. A principal
conclusdo tirada deste trabalho é que a tens3o na ponta de um entalhe € varias vezes
maior do que a tensdo aplicada na placa. Considere a situagdo ilustrada na figura 2.4, em
que uma placa contém uma cavidade eliptica sujeita a uma tensdo uniforme aplicada o
ao longo do eixo menor da elipse. A tensdo oy em um ponto 4 na ponta da cavidade

eliptica é maxima e ¢ dada pela relagdo [3]:

o, = o{l + 2%) , (2.3)

em que oy é a tensdo na ponta da trinca da cavidade eliptica, o é a tensdo aplicada na

placa, a e b sdo os semi-eixos maior e menor da elipse respectivamente.
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Figura 2.4 - Cavidade central eliptica em uma placa tensionada [6].

Para o caso de uma elipse bem achatada ou de uma trinca estreita de
comprimento 2a, tendo um raio de curvatura p =b> / a, a equagdo 2.3 é aproximada de

acordo com a expressdo [3,6]:

0A=0[1+2\/%]. (2.4)

Para um pequeno raio de curvatura, existe maior concentragdo de tensdo e no
limite de p — 0, oy — . O termo 2./a/p ¢é definido como o fator de concentragdo de

tensdo K, Pela equagdo 2.4, nota-se que este fator depende tanto da forma da cavidade
como do seu tamanho, e também descreve o efeito da geometria da trinca sobre a tensdo
local. O valor de K; ¢ aumentado com o aumento do comprimento da trinca € com 0

decréscimo no raio de curvatura na ponta da trinca.

2.4. BALANCO DE ENERGIA DE GRIFFITH

Em 1920, Alan A. Griffith [9] usou a Primeira Lei da Termodindmica para
analisar teoricamente o fendmeno de fratura, baseando-se no ponto de vista da energia
total do sistema. Quando um sistema passa de um estado de ndo-equilibrio para um

estado de equilibrio, a energia total do sistema € reduzida.

Considere uma placa, de espessura B, sujeita a uma tensdo uniforme o, que
contém uma trinca de comprimento 2a como mostra a figura 2.5. O balango energético

entre a energia elastica armazenada e a energia de superficie necesséria para criar as
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novas superficies da trinca resulta em, para o caso de estado de tensdo plana, que a

tensdo de fratura, or, é dada por [3,6]:

2
o, = /—Z- 2.5)

onde E é o modulo de elasticidade, y é a energia de superficie especifica e a é a metade
do comprimento da trinca. A expressdo anterior descreve a tensdo necessaria para a

propagacdo da trinca (fratura) e ¢ valida somente para materiais idealmente frageis.

Figura 2.5 — Trinca em uma placa infinita sujeita a uma tensdo de tracao remota [6].

Irwin e Orowan, independentemente, modificaram a equagéo 2.5 de Griffith para
o caso de materiais que se deformam plasticamente na ponta da trinca. Devido a alta
concentragdo de tensdo, além do trabalho elastico realizado para a producdo de duas
superficies de fratura, uma certa quantidade de trabalho plastico é realizada durante a
extensdo da trinca. Esta equagdo modificada, para o caso de tensdo plana, é dada por

(3,61

o, = /2E(7s +7,) , 2.6)
m

onde , € o trabalho plastico e ¢ tipicamente muito maior que %. A deformagéo plastica
localizada na ponta da trinca relaxa as tensdes, em decorréncia do aumento do raio de

curvatura na ponta da trinca.
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2.5. TAXA DE LIBERACAO DE ENERGIA

Em meados da década de 1950, George R. Irwin definiu a taxa de liberagdo de

energia, G. Esta ¢ uma medida da energia disponivel para um incremento de extensdo da

trinca, e dada pela equagdo [3,6]:

dIl
0 (2.7)

ou seja, G ¢€ a variagdo da taxa de energia potencial elastica com a area da trinca, /7€ a
energia potencial elastica da placa trincada € 4 é a area da trinca. Portanto, como ¢
obtido da derivada de um potencial, também é chamada de forga para a extensdo da

trinca.

A taxa de liberagdo de energia para uma placa tensionada com uma trinca de

comprimento 2a (figura 2.5) é [3,6]:

_no’a

E

G

(2.8)

De uma maneira analoga e equivalente ao modelo de Griffith, Irwin prop0s, para
o caso de estado de tensdo plana, que a fratura ocorre em uma tensdo de fratura or que
corresponde a um valor critico da forga para a extensdo da trinca, € a equagdo 2.6 ¢

modificada como [3,6]:

/EG
Or = —g (2.9)

A propagacdo da trinca num sélido ocorre quando G alcanga um valor critico,
isto € [3,6]:
dWy

G.= =2w,, (2.10)
c A Wg

onde Ws é a energia de superficie e wr € a energia da fratura. A derivada da equagdo
2.10 é uma medida da tenacidade a fratura do material, a qual ¢ uma resisténcia a

propagacdo instavel da trinca.
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2.6. CAMPO DE TENSAO ELASTICO NA PONTA DA TRINCA E OS
MODOS DE CARREGAMENTO

Para configuragGes com trincas sujeitas a for¢as externas, Westergaard, Irwin,
Sneddon e Williams estdo entre os primeiros pesquisadores a publicarem expressdes
para as tensdes num corpo eldstico linear, isotropico e trincado [6]. A figura 2.6 define
um sistema de coordenadas polares com a origem na ponta da trinca. Uma trinca ¢

definida como uma superficie livre, interna e plana num campo de tensdo elastico linear

[31.

Com esta hipotese € com base na Mecénica da Fratura Elastica Linear, as

tensdes o,¢ nas proximidades da trinca sdo dadas por [3,6,17,18]:

K,
O = [ﬁjf ), 2.11)

onde » e 6 sdo as coordenadas polares definidas na figura 2.6, £,(9) é uma fungdo

angular que depende da diregdo e do modo de carregamento envolvido. A grandeza K; €
o fator de intensidade de tensdo e o subscrito i denota o modo de carregamento. A figura
2.7 apresenta os trés modos basicos de carregamento que podem ser aplicados numa

trinca.

Tay
,_J_ 1 o

r Tyx

Figura 2.6 — Definig¢do do eixo de coordenada na ponta da trinca. A diregdo z € normal a
pdgina [6].

O modo 1 (figura 2.7a) é chamado de modo de abertura. A tensdo de tracdo €
normal as faces da trinca. O modo II (figura 2.7b) é chamado de modo de deslizamento

ou cisalhamento dianteiro. A tensdo de cisalhamento é normal a aresta que avanga. No
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modo III (figura 2.7c) é chamado de modo de rasgamento ou cisalhamento transversal e

neste caso, a tensdo de cisalhamento ¢ paralela a aresta que avanga.

(a) Modo I (b) Modo 11 (c) Modo III

Figura 2.7 — Os trés modos de carregamento que podem ser aplicados a uma trinca [3].

2.7. INTERACOES: TRINCA - DISCORDANCIAS

Todos materiais frageis exibem uma transi¢do fragil-duactil em uma temperatura
de ~2/3 Ty, onde T,, é a temperatura de fusdo medida na escala Kelvin [11]. Neste valor
de temperatura, interagdes podem ocorrer entre a trinca e as discordincias € em
conseqiiéncia disso, o fator de intensidade de tensdo na ponta da trinca ¢ alterado. Essas

duas interagdes sdo 0 embotamento e a blindagem.

2.7.1 Embotamento

O embotamento ¢ uma maneira pelo qual uma trinca ¢ afetada pela emissdo de
discordancias. A figura 2.8 mostra o arranjo atdmico de uma estrutura cristalina cibica
simples que contém uma trinca. Quando uma discordancia em cunha representada pelo
simbolo L é emitida pela ponta da trinca, a largura da trinca é aumentada por um
espagamento atdmico. Em conseqiiéncia disso, o raio de curvatura da ponta da trinca ¢

aumentado.

Como mostrado por C. E. Inglis em 1913 [11], se o raio de curvatura da trinca
for aumentado, implicara num decréscimo no fator de concentragdo de tensdo na ponta

da trinca.
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Figura 2.8 — Ponta da trinca embotada pela emissdao de uma discordincia em cunha [11,19].

Como apontado por Rice & Thomson [19], em 1974, se 0 embotamento ocorre, 0
aumento no raio de curvatura ocorre na ordem de um espagamento atdmico. Com isso, a
probabilidade da trinca encontrar uma fonte de discordancia externa na posigao correta e
numa distancia suficiente para operar é pequena. Além disso, a condigdo de que o plano

de deslizamento intercepte toda a frente da trinca deve ser satisfeita.

2.7.2 Blindagem

A blindagem é uma outra maneira pelo qual uma trinca pode interagir com
discordancias. Isto ocorre devido a interagdo do campo de tensdo da discordancia com o
campo de tensdo na frente trinca, que pode aumentar ou diminuir o fator de intensidade

de tensdo na ponta da trinca.

Pelo tratamento matematico da blindagem na ponta da trinca desenvolvido por

Lin & Thomson em 1986, a magnitude da blindagem K, ¢ dada por [20]:

Mb; 2.12
K. =Y KP(g), (2.12)
si ? 1]()\/%;

onde o indice i refere-se aos trés modos de carregamento, ¢ ¢ o moédulo de
cisalhamento, b; sdo as componentes do vetor de Burgers, » é a distincia entre a

discordancia e a ponta da trinca, K (¢) ¢ uma fungio angular e 6 é o angulo entre a

trinca e o plano de deslizamento.

A magnitude do efeito da blindagem depende do sinal do vetor de Burgers. Se o

vetor de Burgers da discordincia em cunha for positivo, com simbolo L, o sistema
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encontra-se na condi¢do de blindagem e o fator de intensidade de tensdo efetivo local

sera reduzido.

Caso o vetor de Burgers da discordancia for negativo, o contrario ocorre € o
sistema encontra-se na condigdo de antiblindagem e o fator de intensidade de tensdo
efetivo local sera aumentado. Para discordancia em hélice, o simbolo usado é S, e a

mesma abordagem ¢ valida para o efeito da blindagem.

2.8. ZONA PLASTICA NA PONTA DA TRINCA

2.8.1 Correcdo de Irwin para a zona plastica

As solugdes para o campo de tensdo elastico (equagdo 2.11) exibem
singularidade para as tensdes na ponta de uma trinca elastica, isto €, as tensdes o,
tendem ao infinito quando » tende a zero. Na pratica, para a maioria dos materiais
(especialmente os metais), o escoamento ocorrera localmente na ponta da trinca, para
que as tensdes sejam relaxadas. Mas entdo, onde ocorre deformagdo plastica, a
singularidade nas tensdes deixa de existir. Quando o escoamento ocorre na ponta da
trinca, ela torna-se embotada, isto €, as superficies da trinca separam-se sem extensdo na

trinca.

A figura 2.9 mostra a magnitude da tensio o, em um plano §=0. Até a

distancia r; da ponta da trinca, a tensdo ¢ elevada e igual a tensdo de escoamento o

[21].

Figura 2.9 — Corregdo para a zona pldstica (segundo Irwin) [21].
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Irwin, por volta de 1958, fez uma corre¢do para o tamanho da zona plastica de

. , . * . ~
tal forma que o raio da zona plastica 7, na ponta da trinca, para os casos de tensdo e

deformac@o plana, sdo dados respectivamente por [3,21]:

. 1(K

r,—|—- |, (2.13)
2r\ o, '
(kY

rym—|—L1 | (2.14)
67| o

ys

onde K, € o fator de intensidade de tensdo aplicado em modo I e o, ¢ a tensdo de

escoamento. De fato, o tamanho da zona plastica é igual a 2r1: , devido as

redistribuicdes das tensdes na vizinhanga da zona plastica.

A substituigdo de ¢ por (c+r; ) nas equagdes do campo de tensdo eldstico

daria um ajustamento adequado para a plasticidade na ponta da trinca para as condigoes
de escoamento em pequena escala. Com esse ajustamento, o fator de intensidade de
tensdo aplicado K, é 1til para a caracterizagdo da condicdo de fratura. Mas se, a tensdao
aplicada é bem grande e a zona plastica aumenta em tamanho em relagdo ao
comprimento da trinca, as equagdes do campo de tensdo elastico perdem precisdo e K

deixa de ter sentido como pardmetro do campo de tenséo.

2.8.2 Aproximacgao de Dugdale para a zona plastica

Dugdale, por volta de 1960, também prop6s um modelo para a zona plastica na
ponta da trinca para o caso de tensdo plana. Nesse, admitiu-se que as regides de
plasticidade tomam a forma de duas tiras estreitas estendendo-se a uma distancia R, a

partir de cada extremidade da trinca, conforme mostra a figura 2.10.

Para uma analise matematica, admite-se que a trinca interna de comprimento 2¢
estende-se elasticamente para um comprimento igual a 2a, mas uma tensdo interna €
aplicada na regidio ¢ <x <a para fechar a trinca. Pode-se mostrar que essa tensdo interna

deve ser igual a tensdo de escoamento do material, O de modo que ¢ <x <a

representa regides de plasticidade.
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Qana Pldgticn

Figura 2.10 — Aproximacgdo para a zona plastica (segundo Dugdale) [3].

Combinando o campo de tensdo interna nas regides plasticas com o campo de
tensdo externo associado a tensdo aplicada, Dugdale mostrou que o tamanho da zona
pléstica é dado por [3,21]:

2
r| K,

Rx=| L1 | (2.15)

8o,

Comparando os modelos de Irwin e Dugdale, vé-se que hd boa concordancia

T

o1
entre os dois, pois —~ —.
T 8

2.8.3 A forma da zona pléstica

A extensdo da zona plastica ao longo do eixo x tem sido considerada somente ao
longo da diregdo x, e também foi assumido que a zona plastica possui a forma circular.
Porém, a forma da zona plastica pode ser obtida verificando-se as condigdes de
escoamento para angulos diferentes de zero. Para tal fim, os critérios de Tresca e Von

Mises sdo aplicados.

No critério de Tresca, o escoamento ocorre quando a tensdo de cisalhamento

maxima, 7, , atinge um valor igual 4 tensdo de escoamento em cisalhamento, o,

max ?
para o caso de tragdo (ou compressdo) uniaxial. Este critério € representado pela

expressao dada por [3,21]:
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(o)
Tonax =2 (2.16)

Ja segundo o critério de Von Mises, que é expresso em termos das tensdes

principais o,, o, € o,, havera escoamento quando [21]:

(0,-0,) +(o, -0, ) +(o,-0,) = 207, (2.17)

As equagdes para o campo de tensdo, para o modo I, em termos das tensoes

principais, sdo dadas por [21]:

o, = K cosg[l+seng) 2.18
w2 ) 19
o, = K cos—di(l—seng) (2.19)
Y \2m 2 2)’ '

o, =v(o, +0,). (2.20)

A fronteira da zona plastica como fungéo de &, segundo o critério de Von Mises,
é obtida substituindo as equagdes 2.19 a 2.21 em 2.18, e obtém-se respectivamente, para

os estados de deformagéo e tensdo plana, as expressoes [21]:

K[

p- —32—sen2 6+(1-2v)(1+ cosﬁ)} =20, (2.21)
2

K (143 sen? 9+ cosd | = 207 , (2.22)

2mr 2 »

As extensdes da zona plastica (tamanhos) como fungdo de 6, segundo o critério
de Von Mises, respectivamente para o caso de deformagdo e tensdo plana, sdo dadas por

[21]:

K2

o) =
(0 4ro

2
ys

B—sen2 O+(1-2v) (l+cos€)}, (2.23)
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K2
r,(0)= . (lJf-%sen2 9+cos9j, (2.24)

4rno

A extensdo da zona plastica (tamanho) como fungdo de 6, segundo o critério de

Tresca, respectivamente para o caso de tensdo e deformagdo plana, sdo dadas por [21]:

K’ 6 o]’
r ()= cos—| 1+sen—
,(0) 2m;[ 2( 2” , (2.25)
r,(6)= K cos’ Q{1—2v+seng 2 2.26
? 2ol 2 2] (2.26)

A figura 2.11 mostra as formas da zona plastica segundo o critério de Von Mises

(equagdes 2.23 e 2.24) em (a), e em (b) segundo o critério de Tresca (equagdes 2.25 e
2.26), para v = % O tamanho da zona plastica no estado de deformacdo plana &
apreciavelmente menor que no caso de tensdo plana. Para o caso em que =0 e

V= %, a diferenca é de um fator igual a 9.

deformacdo
plana

(@)

Figura 2.11 — Formas da zona pldstica, para o modo I, em (a) segundo o critério de Von
Mises e em (b) segundo o critério de Tresca [21].

Uma anélise similar pode ser feita para os modos II e III. As formas das zonas
plasticas baseadas no critério de escoamento de Von Mises, para esses modos de

carregamento, sdo mostradas na figura 2.12.
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Figura 2.12 — Formas da zona pldstica, para os modos II e IIl, segundo o critério de
escoamento de Von Mises [21].

2.9. TRANSICAO FRAGIL-DUCTIL

A transigdo fragil-dictil é caracterizada por uma mudanga na resisténcia a
fratura de um determinado material em estudo. Uma grande quantidade de solidos
cristalinos falham por clivagem em baixa temperatura e por processos plasticos em alta
temperatura [22]. A clivagem ocorre por uma separagdo direta ao longo dos planos

cristalograficos especificos por um simples arrancamento de ligagdes atdmicas [3].

Os desempenhos dos materiais nas aplicagdes estruturais sdo freqiientemente
limitados por uma transicdo de fratura ductil para fratura fragil, em resposta ao
decréscimo da temperatura. A transi¢do é caracterizada pelo decréscimo gradual da
tensdo de fratura sobre uma regido de temperatura da ordem de 100 K ou mais. Os
metais de estrutura cibica de corpo centrado, ligas intermetalicas [23], MgO [24] e Ge

[25] apresentam esse tipo de transi¢do fragil-ductil suave.

Em monocristais de Si e Al,Os, a transigdo é abrupta [25], ocorrendo sobre um
intervalo de temperatura menor que 10 K. A figura 2.13 mostra uma transi¢do fragil-
ductil de maneira abrupta no silicio, por meio de um grafico da tensdo, o em fungdo da
temperatura, 7. O ponto A4 em 535 °C, mostra o limite elastico por parte do material e
também indica um comportamento fragil. O ponto B em 541 °C indica um
comportamento em que ocorre a transigio. Ja o ponto C em 545 °C, mostra o inicio da

deformagio plastica, e indica um comportamento ductil.
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Figura 2.13 — A tensdo o em fungdo da temperatura T, mostra a transi¢ao fragil-ductil de
maneira abrupta do silicio. O simbolo representado por um circulo indica um comportamento
fradgil por parte do material, o quadrado indica um comportamento ductil e o trigngulo indica
a regido de transi¢ao [11,26-28].

A figura 2.14 apresenta o grafico do logaritmo da taxa de carregamento, K em
fungdo do inverso da temperatura critica, T¢ da transi¢do fragil-ductil. A partir deste
grafico, obtido para diferentes experimentos da transigdo fragil-ductil em silicio, a
energia de ativagdo pode ser obtida através de ajuste numérico da inclinagdo da reta.
Como um exemplo de resultados experimentais disponiveis na literatura, a tenacidade a
fratura de monocristais de tungsténio é apresentada na figura 2.15 como fun¢do da
temperatura e da taxa de carregamento. Os simbolos cheios representam um
comportamento fragil por parte do material, enquanto que os vazios representam um
comportamento ductil. O principal resultado é uma forte dependéncia da temperatura de

transi¢do fragil-ductil e da tenacidade a fratura em fungdo da taxa de carregamento. Em

baixas temperaturas, esta dependéncia desaparece.

Virios experimentos realizados em amostras pré-trincadas de diversos materiais
tais como Ge [11, 25], Mo [29], TiAl [30], NiAl [11,31] e W [32-34] mostraram que a
tenacidade a fratura eleva-se gradualmente com a temperatura e a temperatura de

transi¢do fragil-ductil depende da taxa de deformacg@o aplicada.
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Figura 2.14 — Logaritmo neperiano da taxa de carregamento em func¢do do inverso da
temperatura critica da transi¢do fragil-ductil para diferentes experimentos em silicio [28]. A-
C Brede & Haasen (1989); D St John (1975); E-F Michot & George (1986, 1993); G-H
Samuels & Roberts (1989).
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Figura 2.15 — Tenacidade a fratura K., de monocristais de tungsténio pré-trincados como
fungio da temperatura T para diferentes taxas de carregamentos dK/dt (MPa.mm.s . )
[33,34].

O aumento na tenacidade a fratura com a temperatura esta relacionado com o
aumento na mobilidade de discordancias resultando em um acréscimo na deformagdo
plastica em torno da trinca. A zona plastica é formada reduzindo o fator de intensidade

de tensdo na ponta da trinca através da interagdo elastica entre trinca—discordancia.
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Os experimentos em si demonstram que [26-28,35-38]:

11.

iil.

e=Cexp

1v.

- UBDT

Abaixo da temperatura de transi¢do fragil-dactil 7¢, o material exibe um
comportamento fragil com um valor de tenacidade a fratura constante e

igual a K¢ e sem ativagdo de discorddncias em torno da ponta da trinca;

A transigdo ¢ abrupta, de modo que em temperaturas igual a 7¢ ou acima,
uma zona plastica é formada, com uma avalanche de discorddncias sendo

emitidas da ponta da trinca em 7¢;

A temperatura de transigdo é dependente da taxa de deformag@o aplicada

€, de tal forma que envolve uma energia de ativag@o para a temperatura

de transigdo fragil-dactil Ugpr:

, (2.27)

C

onde C é uma constante. Os valores da energia de ativagdo encontrados

s30 0s mesmos que a energia térmica para a mobilidade de discordancias.

A temperatura de transigdo fragil-ductil é sensivel a geometria € a
composi¢do quimica das amostras. A geometria esta relacionada com a
orientagdo da trinca e a composigdo quimica como os efeitos de dopagem

e impurezas.

Para materiais onde a tenacidade a fratura aumenta gradativamente com a
temperatura, embora a fratura ainda seja fragil, é observada a atividade
de discordancias ao redor da ponta da trinca em temperaturas bem abaixo
de Tc. Neste caso, a transi¢do é chamada de transigdo suave. E verificado
que Tc depende da taxa de deformagdo aplicada na mesma forma do que

expressa em iii.



CAPITULO 3

MODELOS DA TRANSICAO FRAGIL-DUCTIL

Neste capitulo, ¢ feita uma revisdo bibliografica dos principais modelos da

transi¢do fragil-dictil, necesséria para a compreensdo do presente trabalho.

Para tal finalidade, os modelos tedricos de Majumdar & Burns [39], Chang &
Ohr [40-42], Chen & Takezono [43], Chen & Kitaoka [44], Hirsch, Roberts & Samuels
[45] e Hirsch & Roberts [46] serdo abordados em detalhes. Outros modelos também

serdo descritos.

3.1. MODELOS QUE CONSIDERAM A PROPAGACAO DA TRINCA

Os modelos tedricos de Ashby & Embury [47] e Argon [11] foram propostos
para a transi¢do fragil-dictil em termos da interagdo entre o movimento da trinca por
clivagem e discordincias. Nestes modelos, as discorddncias presentes no material
interagem com o campo elastico da trinca quando esta se propaga. Dependendo de
condigdes tais, como a densidade inicial de discordancias, temperatura e mobilidade de
discordancias, ocorrera ou ndo a sua multiplicagdo em numero suficiente para dissipar
energia e embotar a ponta da trinca, determinando assim se a fratura sera fragil ou

ductil.
3.2. MODELOS QUE CONSIDERAM A TRINCA ESTATICA

3.2.1 Emissédo de discordancias pela ponta da trinca

Nos modelos de Kelly, Tyson & Cottrell [48], Rice & Thomson [19], Khantha,
Pope & Vitek [49] e Xu, Argon & Ortiz [50,51] sdo considerados que as discordancias

sdo emitidas pela ponta da trinca.
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O equilibrio entre as forgas atuando sobre o lago (loop) de discordancias
determinadas pelo campo elastico da trinca, a tensdo superficial causada pela criagdo de
superficies na trinca embotada e a forga imagem determinam uma barreira de energia a
ser vencida para a emissdo do lago e um raio critico . a partir da qual o lago ¢ estavel. E
assumido que se o raio do nucleo (core) ry da discordancia é maior do que, r., a emissdo
¢ espontdnea ¢ o material ¢ ductil. Quanto menor é o raio do nucleo em relagdo a .,

maior sera a barreira de energia e mais fragil sera o material [19].

3.2.2 Interacdo da zona plastica com a trinca — modelo estatico

Os modelos descritos nesta se¢@o consideram que as discordancias que formam a
zona plastica estdo sempre em repouso, € sob equilibrio devido a existéncia de uma
tensdo de atrito. Nestes casos, equagdes de equilibrio sdo obtidas de modo que permitem

achar solugGes analiticas para os diferentes modelos propostos.

O modelo analitico desenvolvido por Bilby, Cottrell & Swinden em 1963,
apresentou uma grande contribuigdo, sendo o primeiro a descrever a trinca em termos de
discordancias [52]. Neste modelo, a trinca e suas zonas plasticas sdo representadas por

uma distribui¢do continua de discordancias.

A zona plastica é unidimensional e contida no plano da trinca. Este problema na
teoria de distribui¢do continua de discordincias € solucionado através da resolugdo de
uma equag¢do integral singular. O resultado requer que a tensdo de cisalhamento em
qualquer discordancia na distribuigdo seja igual a zero, e isto ocorre quando o sistema
esta em equilibrio, sob a a¢do de uma tensdo de atrito. Nesse modelo, as discorddncias
dentro da zona plastica formam um empilhamento invertido e a densidade de
discordancias tende ao infinito na ponta da trinca. Isto ocorre porque esta regido possui
elevados valores de tensdo, fazendo com que um grande nimero de discordancias
estejam presentes nesta regido. O tamanho da zona plastica e o deslocamento de
abertura da ponta da trinca, mais conhecido por CTOD, sdo similares aos resultados
obtidos por Dugdale em 1960 para a mecénica do meio continuo [53]. Uma das
limitacdes deste modelo é que ele ndo considera uma zona livre de discordincias, a
chamada DFZ, entre a trinca e a zona plastica. Dentro da DFZ, o material tem um

comportamento elastico.
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Considerando uma distribuigdo continua infinitesimal de discordincias em
hélice ao longo de um plano paralelo ao plano da trinca, Majumdar & Burns [39], em
1983, desenvolveram um modelo analitico para uma trinca de Griffith blindada por um
empilhamento de discordancias sob o modo III de carregamento. Nesse trabalho,
Majumdar & Burns mostraram que dado o fator intensificador de tensdo externo, a
tensdo de atrito e o fator de intensidade de tensdo para o material, entdo o tamanho da
zona plastica, o tamanho da zona livre de discordancias e a distribuigdo de discordancias
podem ser encontrados. O balango da forga total na discorddncia em uma dada posig¢ao
no plano de deslizamento, devido a um certo nimero de discorddncias discretas em
equilibrio no empilhamento, é zero. O deslocamento total da rede de discordéncias € nb,
onde n ¢ o numero de discordancias e b é o vetor de Burgers, € a zona plastica € tratada
como uma distribui¢do continua de discordancias. Para o equilibrio de todas as

discordéncias, a seguinte equagao integral singular deve ser satisfeita [39]:

S lx 1 . . 2_7;&&_27:0,
'[\/;(x‘_x)f(x)dx—\/jﬂb 5 (3.1)

onde o, ¢ a tensdo de atrito, 4 é o médulo de cisalhamento, K, ¢ o fator de

intensidade de tensdo aplicada, f(x') é a fungdo de distribuigdo de discordéncias, e € 0
tamanho da zona livre de discordincias e a € o tamanho da zona plastica. O lado
esquerdo da equagdo 3.1 representa a interagdo entre as discordancias, enquanto que o
1° termo do lado direito representa o campo de tensdo aplicado na trinca em modo III e
0 2° termo representa a parte que contém a tensdo de atrito para o equilibrio do sistema.

O termo da tensdo imagem ¢ desprezado neste modelo.

Através da resoluciio de uma equagio integral de Cauchy, que esta definida em
termos de seus valores principais, Majumdar & Burns usaram o método de
Muskhelishvili [54] que impde uma condi¢do apropriada para resolver a equagao
integral singular. Apds varias manipulagdes algébricas, a fungdo distribui¢do de
discordancias f(x) ¢ obtida e dada por [39]:

_ 40"f T _ z
f(x)= %{F(E,k}s({p,k) E( > ,k)F(¢,k)} , (3.2)
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T /1 . . .
onde F (E,k) e E(E’kj sdo as integrais elipticas completas de primeira e segunda
classe respectivamente, F (¢,k) e E(¢,k) sdo as integrais elipticas incompletas de

L . af 1Y, :
primeira e segunda classe respectivamente, ¢ = sen ‘(— ¢ o argumento das integrais
a

X . A e | .
¢ um parametro € k = ‘}1—— ¢ o modulo das
x—e a

elipticas incompletas, a =k

integrais elipticas.

A partir da fungdo distribuigdo de discordancias (equagdo 3.2), a blindagem na
ponta da trinca e o nimero de discorddncias podem ser obtidos respectivamente pelas

expressoes [39]:

¢ ub 2 (=« 1 E(%k)
K, =—[-H_ Yy - - , .
!mf(x)d" "z (2 ) 1-k? F[Z k] s >

2,
= oo =222 p2[ 2 g Ezg—’kj Lo 34
S EA e (Ej F(%kjl et G4

onde Ky é o fator de intensidade de tensdo que blinda a ponta da trinca € n € 0 nimero

de discordancias dentro da zona plastica.

Weertman, Lin & Thomson [55], em 1983, desenvolveram expressdes analiticas
para uma distribui¢io continua de discordincias na ponta de uma trinca de Griffith
submetida a carregamentos em modo II ou modo III. Em ambos os lados da trinca, a
uma certa distdncia w, existem dois planos de deslizamento que sdo paralelos ao plano
da trinca. E assumido que o deslizamento pode ocorrer somente em um desses dois

planos e a forga por unidade de comprimento é uma fungdo complexa.

A matematica usada para passar da distribuigdo discreta para uma distribui¢do
continua linear de discordincias, ¢ feita por meio da integral J. A partir desta, equagdes
analiticas podem ser obtidas para descrever o sistema trinca-discordancia, e estas

expressdes sdo analogas as obtidas por Majumdar & Burns [39].
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Observagdes experimentais por microscopia eletronica de transmissdo da
distribui¢do de discorddncia em varios metais (ago inoxidavel, cobre, niquel, aluminio,
molibdénio, nidbio e tungsténio), realizadas por Ohr [42], em 1985, mostraram que
entre a trinca e a zona pléstica existe uma regido elastica livre de discordancias. Estes
experimentos representam a primeira confirmagdo experimental da teoria de Bilby,
Cottrell & Swinden [52] da fratura em metais, mas também demonstram uma das falhas

da teoria, que ndo inclui a zona livre de discordancias.

Ohr elaborou um modelo analitico incluindo a zona livre de discordancias, para
uma trinca elasto-plastica carregada em modo III, por meio de uma tensdo aplicada o, e
com uma distribui¢do de discordancias em hélice e sob equilibrio de uma tensdo de
atrito [42]. Se a trinca estiver carregada em modo II, tem-se uma distribuigdo de
discordincias em cunha e a formulagdo matematica difere apenas de um fator constante.
A figura 3.1 mostra de maneira esquematica uma trinca finita representada por uma rede
de discordincias em cunha, a zona livre de discordincia e as zonas plasticas que sdo
constituidas por distribui¢des continuas de discordincias em cunha, além da forma da

curva de fung¢do de distribuigao.

4 1)

-a -# -C npFz |l L1 1 1 1L L

{ A _ X
T T TTTT trinca c e zonapldstica a

Figura 3.1 — Modelo de Chang & Ohr para uma trinca elasto-pldstica que inclui
a zona livre de discordincias DFZ. As zonas pldsticas sdao formadas por
distribuicées continuas de discorddncias em cunha para a trinca carregada em
modo II.
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A funcdo distribui¢do f{x) para uma rede de discorddncias em um plano de
deslizamento coplanar em equilibrio com a trinca deve satisfazer a seguinte equagéo

integral singular [42]:

21 e

—-C e

dx +0,=0, (3.5)

parax <ce

27[( +j.+J. ]f( )dx to,=0,, (3.6)

-C e

para-a <x <-eee<x <a.

As equagdes 3.5 ¢ 3.6 podem ser resolvidas pelo método de Muskhelishvili e a

solugdo pode ser escrita na forma analitica, como segue [42]:

(3.7)

1 E id
4o T QmZ_Q2 2 (2
flx)=22x F[—, j V| b, m)- |
w2 (- o) | HZm)
2

T /4
onde F (E,m) e £ (-2—, m) sdo as integrais elipticas completas de primeira e segunda

classe respectivamente, F' (D,m) e E (D,m) sdo as integrais elipticas incompletas de

. . . D= -1 Q , . .
primeira e segunda classe respectivamente, £/ = S€nl ) €O argumento das integrais

2 21,2
elipticas incompletas, Q(x) = s— 17 € um pardmetro, m = Q(e) ¢ 0 modulo das
a”—-c

integrais elipticas, e € o tamanho da zona livre de discordéncias, a ¢ o tamanho da zona

pléstica, ¢ é o tamanho da trinca e x ¢ uma varidvel do sistema.

A solucdo apresentada na equagdo 3.7 necessita que a seguinte condi¢do seja

satisfeita, para que f(e) = f(a) =0 [42]:



Alexandre Mikowski - Dissertagdo de Mestrado - 2003 - FISICA - UFPR 33

T
= =82,
20 g2 _CZ% (2 mj (3.8)

condi¢do da teoria de Bilby, Cottrell & Swinden [52], e também se refere a condigdo do

tamanho da zona livre de discordancias (DFZ).

O fator de intensidade de tensdo efetivo local K, , devido ao efeito da blindagem

de discordincias emitidas pela ponta da trinca, no modelo de Chang & Ohr, ¢ dado por
[401]:

o
K.__2 (=0 .F(E,m], (3.9)

af.«/;_«/;' e 2.

onde as variaveis ja foram definidas anteriormente. O numero de discordancias € obtido

através da integragdo da fungdo distribuicdo de discordancias dada pela equagdo 3.7.

Usando o campo de tensdo em torno da ponta de uma trinca semi-infinita sob o
modo I de carregamento, Lakshmanan & Li [56], em 1988, trataram numericamente a
presenca de uma zona livre de discordincias entre a trinca e a zona plastica. Para isso,
foi considerado que as discorddncias em cunha emitidas pela ponta da trinca num plano
de deslizamento orientado em um certo 4ngulo do plano da trinca estdo em posigdes de
equilibrio. Neste trabalho, o efeito da tensdo aplicada, o angulo de inclinagdo do plano
de deslizamento, a tensdo de atrito para o movimento das discorddncias e o numero de

discordéncias na zona plastica foram investigados.

O equilibrio da distribuigdo de discorddncias em cunha emitidas da trinca em
modo I ao longo de um tnico plano inclinado ou dois planos inclinados orientados
simetricamente mostra uma zona livre de discordincias proximo a ponta da trinca, se o
plano de deslizamento ndo estd saturado com discordancias. Esta zona livre de
discordancias, a chamada DFZ, desaparece com a saturagdo do plano de deslizamento.

A DFZ decresce em tamanho com o acréscimo no numero de discordancias emitidas da
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trinca, enquanto que a zona plastica aumenta de tamanho. Para o0 mesmo nimero de
discordancias, a zona plastica ¢ maxima para o plano inclinado em um angulo de 70,53°.
A DFZ decresce em tamanho com o acréscimo do atrito da rede para com o movimento
de discordancias e cresce em tamanho com o acréscimo do fator de intensidade de

tensdo aplicada.

O problema da trinca infinita carregada em modo I, com a descrigdo do campo
de tensdo elastico nas proximidades da ponta da trinca e incluindo a possibilidade de
uma zona livre de discordancias foi estudado através do modelo analitico desenvolvido,

em 1999, por Chen & Kitaoka [44].

Como pesquisado por Chen & Takezono [43], em 1995, para uma trinca em
modo I, em um espécime de aluminio, quando a carga externa ¢ aplicada, discordancias
sdo geradas e emitidas da ponta da trinca. As discordancias emitidas deslizam para fora
da trinca e aproximam-se do restante no plano inclinado para formar uma zona plastica
de tamanho igual a a, e também, deixam atrds uma zona livre de discorddncias de
tamanho igual a e. As discordancias estdo em equilibrio sob a agdo de uma tensdo de
atrito. Uma vez emitidas, as discorddncias interagem elasticamente com a trinca,
modificando o campo de tensdo e o fator intensidade de tensdo local. Um estado
proposto de equilibrio de discordancias ¢ mostrado na figura 3.2 [44]. As siglas nesta
figura sdo: ¢ é a metade do tamanho da trinca, e ¢ o tamanho da zona livre de
discordancias, DFZ é a zona livre de discordincias, a € o tamanho da zona plastica, 8¢

o angulo que o plano inclinado faz com a trinca e » ¢ a distincia radial.

O sistema de coordenadas polares foi usado para descrever a regido do

empilhamento de discordincias, e <» <a e a zona livre de discordéncias, 0 <r <e.

Figura 3.2 — Configuragdo do empilhamento de discordincias proximo a ponta
da trinca em um plano inclinado [44].
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Este problema envolve um caso de deformagéo plana, € a equagdo de equilibrio
para a tensdo total de cada discordancia discreta é composta da soma de quatro termos
[44]: a tensdo na trinca devido ao carregamento em modo I, a tensdo de interagdo entre
todas as discordancias, a tensdo imagem e a tensdo de atrito ao movimento das

discordancias.

Supondo que uma distribui¢do infinitesimal de discordincias f{x) existe na
regido e <x <a, como resultado da equagdo de equilibrio para o sistema, uma equagao

integral para uma distribuig¢do continua de discordancias foi obtida, e é dada por [44]:

ph tf(x)
Zﬁ(l—v)'!.r-—xdx =), (3.10)

onde x é o modulo de cisalhamento, b é o vetor de Burgers, vé o coeficiente de Poisson

e o(r) ¢ atensdo total do sistema. Uma segunda equagéo subseqiiente ¢ dada por [44]:

K,send cos% 0
2277 ’

o(r)=0,— (3.11)

onde o, ¢ a tensdo de atrito, 7 € & sdo as coordenadas polares definidas na figura3.2 e

o termo da direita desta equagdo é o campo elastico da trinca. Neste modelo, a tensdo
imagem foi negligenciada. A expressio 3.10 é uma equagdo integral singular para

f(r), no qual a zona plastica é limitada em e € a. Para isto ocorrer, a condi¢do abaixo

necessita ser satisfeita, para que f(e) = f(a) =0 [44]:

j oIh___y, (3.12)

eV (x—e)a—x)

Uma segunda condi¢do subsidiaria, também deve ser satisfeita [44]:

J- xo(x)dx  u <b, | (3.13)

J(x—e)a-x) - 2(1-v)

onde b7 ¢ o vetor de Burgers total. Sob essas duas condigdes dadas pelas equagdes 3.12

e 3.13, a solugdo para a equagdo integral ¢ dada por [44]:
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2(1 — V)O'f a
f(r)= T\E E(g.k)-———<F($.k)), (3.14)
54)
2
_ (a-x) , . TP e
onde ¢ = arcsen (————5 ¢ o argumento das integrais elipticas incompletas, & =,[1——
a—e a

¢ 0 modulo das integrais elipticas, e 0os demais termos foram definidos no modelo de

Majumdar & Burns. A condi¢do da DFZ, equagdo 3.12, é reduzida para [44]:

7Z'O'f

K, senfcos 1,60
- . xF(%,kJ=O. (3.15)

V2ma

Esta expressdo estabelece uma relagdo entre o fator intensidade de tensdo efetivo
local K., o tamanho da zona livre de discordancias e, o tamanho da zona plastica a € o

modulo £ da integral eliptica.

O numero de discordancias é dado pela integragdo da funcdo de distribui¢do de

discordancias, no intervalo de e <x <a, e € dado pela expressao[44]:

{5

_27ra(1—v)crf k*?
n=—————|1-— |-———+% |, (3.16)
T

1ib 2
2

As discordincias emitidas pela trinca e empilhadas no plano inclinado
modificam os campos de tensdes na ponta da trinca, e produzem um efeito de

blindagem.

3.2.3 Interagdo da zona plastica com a trinca — modelo dindmico

Nestes modelos, as discordincias que formam a zona plastica ndo estio em
equilibrio. A tensdo total atuando sobre cada uma das discordancias ndo € nula, fazendo
com que a zona plastica aumente continuamente com tempo. Nestes casos, ndo existem
modelos analiticos € o fendmeno € tratado através de simulagdo numérica onde as

discordancias sdo discretas.
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Com base nos experimentos da transi¢do fragil-ductil discutidos no capitulo 2,
Hirsch, Roberts & Samuels [26], em 1987, realizaram experimentos e desenvolveram
um modelo tedrico para a transi¢do fragil-ductil e a blindagem de discorddncias na
ponta da trinca em modo III. Em 1989, Hirsch, Roberts & Samuels [26,45] realizaram
experimentos € desenvolveram um modelo analogo, mas para a trinca carregada em

modo I. Estes dois modelos serdo discutidos e comentados abaixo.

Os modelos assumem que discordincias em forma de lagos sdo geradas e
emitidas por duas fontes Frank-Read posicionadas em X e Y na frente da trinca em K =
Kn, sob os modos III ou I conforme mostra o modelo representado na figura 3.3. As
duas fontes de discordancias sdo necessarias para explicar o fenomeno da transi¢do
fragil-ductil abrupta do Si. Nas simulagdes numéricas que serdo discutidas no capitulo
4, somente uma fonte de discordincia foi utilizada. No modo III, discordancias em
hélice representadas por “S” sdo emitidas em um plano coplanar com o plano da trinca,
enquanto que em modo I, discordincias em cunha representadas por “1” s@o emitidas
em um plano perpendicular com o plano da trinca. As discordancias emitidas, tanto as
em hélice com as em cunha, movem-se para fora da ponta da trinca, e isto ocorre

quando K > Ky.

A mobilidade de discordancias € descrita segundo uma lei de Arrhenius [11], ou

seja V=Ao" exp(_ %T)’ onde V ¢ a velocidade da discordincia, o ¢ a tensdo total

atuando sobre cada discordincia, T é a temperatura, 4 € m sdo constantes € U € a
energia de mobilidade térmica de discordancia. A tensdo total sobre cada discordancia €
a soma da tensdo elastica da trinca, da tensdo imagem e da tensdo total resultante da
interagdo com as outras discordincias que formam a zona pléstica, na presenca da

trinca.

Como visto no capitulo 2, interagdes ocorrem entre a trinca e as discordincias
(embotamento e blindagem) emitidas pelas fontes. O ponto Z, entre as duas fontes Xe ¥,
¢ um lugar onde a fratura pode ser iniciada a qualquer momento. Porém este mesmo
ponto é blindado pelas discordancias emitidas das fontes e que tenham se movido a uma
distAncia maior do que d,, conforme figura 3.3, fazendo com que o fator de intensidade
de tensdo efetivo local K, seja reduzido. O critério para a fratura é adotado, tal que

[26,45]:



Alexandre Mikowski - Disserta¢do de Mestrado - 2003 - FISICA - UFPR 38
Ke:Ki_ZKSi =K, (3.17)

onde K, € o fator de intensidade de tensdo aplicado no ponto Z, Z K, € o somatorio de

toda a contribui¢@o do fator de intensidade de tensdo devido ao efeito de blindagem das

discordancias no ponto Z e K. ¢ o valor critico da tenacidade a fratura do material. O

subscrito i denota o0 modo de fratura envolvido ou o modo de carregamento a que a

trinca € submetida.

_‘
Modo 111 Modo 1 -
]
>— SS5SSS S >—
Trinca Trinca
2dc
<+—>

Z Yy « Frenteda

X
| )y I l . l trinca

b

Figura 3.3 — Modelo proposto para os modos III e I de carregamento. Lagos de
discorddncias sdo emitidos das fontes em X e Y, e viajam na frente da trinca para
blindar o ponto Z [11].

Em 1993, Brede [57] realizou estudos da transi¢do fragil-ductil em silicio, por
meio de experimentos e simulagdes numéricas de uma trinca carregada em modo I, e
discordincias emitidas em um plano inclinado de deslizamento. Os experimentos foram
realizados com o ensaio de flexdo em quatro pontos e nas simulagdes numéricas, foram

utilizadas as equagdes de Li & Thomson [20].

Em baixas temperaturas, a tenacidade a fratura cresce lentamente, com uma
pequena zona plastica relativamente homogénea. Em temperaturas proximas da
temperatura de transigdo fragil-ductil T, ocorre um aumento rapido da tenacidade a
fratura, sendo observado também um aumento rapido na plasticidade ao redor da trinca.
A transi¢do ¢é suave para a fratura semi-fragil, com uma pequena zona plastica

relativamente homogénea, precedendo uma transigao abrupta para plasticidade.
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O fendmeno da transi¢do fragil-ductil também foi estudado, em 1994, por
Nitzche & Hsia [58]. Segundo eles, a temperatura de transi¢do fragil-ductil (BDT) marca
uma competi¢do entre a fratura por clivagem e a ativagdo de discordincias na ponta da
trinca e ainda, a transig@o pode ser determinada por um dos dois processos sucessivos, a

nucleagdo ou a mobilidade de discordancias.

Quando uma trinca € carregada em modo I, este modelo prevé que a BDT ¢é
controlada pela mobilidade de discorddncias. A teoria da plasticidade isotropica é usada,
e a blindagem na ponta da trinca devido a deformagdo plastica é avaliada usando o
método dos elementos finitos [58]. Os resultados numéricos estdo em boa concordancia
com os resultados experimentais de Brede & Haasen [35] para diferentes taxas de

carregamento.

Um modelo numérico bidimensional empregado por Hartmaier & Gumbsch
[59], em 1999, ¢ usado para estudar as discordincias ativadas na vizinhanga da ponta da
trinca. As discordincias sdo em cunha e com a diregdo das linhas paralela a frente da
trinca. Somente um plano de deslizamento em um angulo de 72° para o plano da trinca é
considerado. A trinca ¢é carregada no modo de abertura, ou seja, o modo I, para um fator

de intensidade de tensdo aplicada K; = K. A forga total, f,,, atuando em cada

discordancia é expressa por [59]:
ﬁozszd+fdd+fdd'+ffﬁc, (3.18)

onde f,, é a forca causada pelo fator de intensidade de tensdo aplicada, f,, € a forca
imagem devido a presenca da superficie livre da trinca e f,- ¢ a forga de interagdo com

todas as outras discordincias, que também inclui a interagdo transmitida pela superficie

livre. A quantidade f,, ¢ a forga de atrito da rede de discordéncias, que ¢ sempre

oposta a dire¢gdo do movimento.

A mobilidade de discordancias é descrita por uma lei empirica do tipo Arrhenius

e a dependéncia do expoente da tensdo com a temperatura é assumido ser da forma:

m(T)=a+ﬂ/, (3.19)

onde a e Bsdo dois pardmetros determinados do expoente da tensdo.
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Nesse modelo, foi observado que a dependéncia da tenacidade a fratura com a
taxa de deformacgdo e a temperatura, que é obtida pela simula¢do numérica, reflete todas
as ndo-linearidades do movimento térmicamente ativado das discordancias ao redor da
trinca. Uma correlagdo entre a tenacidade a fratura e o numero de discordincias emitido
para diferentes taxas de carregamento € obtido, indicando que a taxa de carregamento e

a temperatura estdo fortemente correlacionadas € uma relagdo de escala é alcangada.

Uma formulag@o implicita desta relagdo de escala entre as taxas de carregamento K . €

as temperaturas 7, em qualquer dada tenacidade a fratura K

1

¢ alcancada quando

crit

[59]:

K| K,,T, |=const. (3.20)

crit

Esta equagdo ndo pode ser resolvida para todo o valor de K, pois parte dos
resultados ndo estdo correlacionados, segundo Hartmaier & Gumbsch [59]. A relagdo

entre essas duas quantidades é dada por uma lei de escala, para qual uma simples

relagdo de Arrhenius [59]:
T, = Uln—+_ (3.21)

¢ obedecida. Esta relagdo prevé que uma curva 7 —K_, obtida para uma taxa de

crit
carregamento K, , pode ser transformada em uma outra curva 7 — K, para uma taxa

de carregamento K2 , em uma escala apropriada do eixo de temperatura. Este

comportamento de escala pode ser usado para determinar o valor da energia de ativagéo.

As principais consideragdes desse estudo sdo que: com o acréscimo da
temperatura, a mobilidade de discorddncias assume o controle da taxa de nucleagdo e a
tenacidade a fratura torna-se dependente da taxa de carregamento. Tanto
experimentalmente como numericamente, a tenacidade a fratura decresce

proporcionalmente ao logaritmo da taxa de carregamento.
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3.3. RESUMO DOS PRINCIPAIS MODELOS DA

TRANSICAO

FRAGIL-DUCTIL

A tabela 3.1 apresenta de forma resumida as siglas de cada modelo, as premissas

e as equagOes dos principais modelos da transigdo fragil-ductil.

Modelo Premissas Tensdes atuantes sobre as discordincias na zona plastica
Majumdar |trinca infinita, J_ \/7 ) 111 ~ 2no 270,
& Burmns | modelo (x'=x) V ub ub
analitico
(MB) ..
estatico e
modo III.
Chang & |trinca finita e a a
T | M f(x) .
Ohr modelo E(J‘+I+.“ ) ~dx +0, =0 (trinca)
analitico
(CO) s
estatico e e @) £y )
modos e I1L. | 5~ ( +I+J ] -dx +0, =0, (zona plastica)
Chen & |trinca infinita,
. 1b I S) dx o(r)
Kitaoka |modelo 2 7[(1 V
analitico
CK
(CK) estatico e K, senﬁcos%é’
modo L. olr)=o, - o
. . ,
Hirsch, |Trinca N S S b 5 y JA L 8y,
Roberts & |infinita, "ym)s An(l-vy, axl-v)S\ v ) bi-») bi+y, P -v,)
Samuels |modelo
numérico K b
(HRS) L oo = u
dindmico e I/ ( )}/ 47“ 2”; ( X, xjj

modos I e I11.

Tabela 3.1 — Resumo dos principais modelos da transicao fragil-ductil.




CAPITULO 4

SIMULACOES NUMERICAS

Este capitulo descreve o algoritmo do modelo teérico usado nas simulagdes
numéricas, bem como as equagdes utilizadas. O algoritmo que sera descrito ao longo
deste capitulo ¢ similar ao do modelo HRS [45,46], que foi discutido no capitulo 3, e
baseado no programa desenvolvido por Serbena [11]. O programa aqui descrito também
foi utilizado com modificacdes para simular a dindmica da zona plastica, segundo o
modelo-CK [43,44]. O algoritmo do programa ¢ escrito em linguagem Fortran 77, para

ambiente Windows 98.

Uma comparagdo entre os modos de fratura estudados é apresentada, por meio
de graficos, do tamanho da zona plastica, tensdo nas discordincias ao longo da zona
plastica, numero de discordancias, o fator de intensidade de tensdo efetivo local e
tamanho da zona livre de discordancias, em fungdo do fator de intensidade de tensdo
aplicada. A fung¢do distribuigdo de discorddncias também € apresentada em fungdo da
posi¢do ao longo do plano de deslizamento. O comportamento dos campos de tensdo ao
longo da zona plastica também sdo apresentados de forma comparativa entre os

diferentes modos de fratura.

4.1. DESCRICAO DO MODELO USADO NAS SIMULACOES

As simulagdes assumem uma fonte de Frank—Read posicionada a uma distancia
x. ou y. na frente da trinca e que discorddncias em lagos sdo nucleadas quando a tenséo
na fonte é suficiente para expandir o lago. As discordincias movem-se para fora da
ponta da trinca para formar a zona plastica, deixando atras de si uma zona livre de
discordancias, como observado por microscopia eletrdnica nos estudos realizados por

Ohr [42].
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A zona plastica na ponta da trinca é simplificada por um unico plano de
deslizamento, que intercepta o plano da trinca. O 4ngulo entre o plano de deslizamento e
0 plano da trinca é 6. A figura 4.1 (a)-(c) mostra de forma esquematica, representagdes
de trincas submetidas a diferentes modos de carregamento. Em (a) a trinca é submetida
ao modo I de carregamento, ¢ 8= 90°. Em (b) e (c) as trincas sdo submetidas aos modos
II e III respectivamente, e nos dois casos 8 = 0°. Nos trés casos (a), (b) e (c), as
discordancias sdo emitidas préximo a ponta da trinca e deixam atras de si uma zona
livre de discordéancias (DFZ), e entdo se juntam com outras discorddncias para formar a
zona plastica. A fonte de Frank—Read ¢é posicionada no plano de deslizamento em uma

distancia fixa x. ou y. igual a /0b adiante da ponta da trinca para essas simulagdes.

+ y (a)

Mobor

1

Trinca

¥

11rEd L 1L 1L L

-
R
—<
=
v

MeDO H (b )
| i
N
Trinca i3 1 I T T T R ES R
DFZ
MODO T (C )
%
X
—

Trinca :
>DFZsssss SSSS 8

Figura 4.1 — Em (a) uma trinca é carregada em modo I e discordincias em
cunha si@o emitidas em um plano perpendicular ao plano da trinca, em (b) uma
trinca é carregada em modo II e discordincias sio emitidas em um plano
coplanar ao plano da trinca e em (c) a trinca € carregada em modo III e
discordincias em hélice sio emitidas em um pano coplanar ao plano da trinca.

A fonte emite uma unica discordancia em cunha (modos I e II) ou em hélice
(modo IIT) sempre que a tens3o na fonte for positiva. As tensdes de cisalhamento em

quaisquer discordincias em cunha posicionadas a uma distdncia y; (para o modo I) e
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discorddncias em cunha e em hélice posicionadas a uma distancia x; (para os modos II e

[IT) emitidas da ponta da trinca sdo dadas pelas expressdes [11,45,46]:

/s 2

K, pb pb 2 1 8y,
o =V = ’ , (4.1
’ 4(@,,,)4 4ﬂ(1_v)yi+4”(1_v)fz*; (yi) (yi‘YJ)+(yi+J’j§3Gi_yj) “h

)
— K, _ ub ub , ij_ 1
o = Ky b +_/1_b_z X % 1 43
* (27DC,~ )% dmx,  2m T\ X ixl. -X; i’ :

onde y; e y; sdo as posigdes da j-ésima e da i-ésima discordancia em cunha (modo I), x; €
x; s30 as posi¢des da j-ésima e i-ésima discordancias em cunha e em hélice ( modos II e
III respectivamente), K; é o fator de intensidade de tensdo do modo I aplicado, Ky € o
fator de intensidade de tensdo do modo II aplicado, Kj; € o fator de intensidade de

tensdo do modo III aplicado, u é o modulo de cisalhamento igual a 50 GPa, b € o vetor

. A . . 0 ’ . . .
de Burgers da discordincia em cunha igual a 4 4 e v¢é o coeficiente de Poisson igual a

0,3.

Nas equagdes 4.1 a 4.3, o 1° termo corresponde ao campo de tensdo elastico da
ponta da trinca, o 2° termo a tensdo imagem e o 3° termo a interagdo discordancia—
discordancia na presenga da trinca. A mobilidade das discorddncias é descrita por uma
lei empirica do tipo Arrhenius dada por [11]:

(4.4)

V=Aoc" exp(—UkT),

onde m é o expoente da tensdo igual a /, 4 é uma constante igual a 1,05 x 10° m.s'Pa’,

T ¢ a temperatura igual a 473 K, U é a energia de ativagdo para a mobilidade térmica da
discordincia igual a I eV, o ¢ a tensdo de cisalhamento ¢ k ¢ a constante de Boltzmann.
Esses valores utilizados, sdo baseados em resultados experimentais de materiais semi-
condutores e sdo valores fixos nas simulagdes numéricas. Os materiais semi-condutores

possuem baixos valores para o expoente da tensdo, e por isso, foram utilizados para que
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o tempo de processamento computacional ndo ficasse elevado, efetuando-se

posteriormente, comparagdes entre simulagdes numéricas € modelos analiticos [11].

Foi assumido que os lagos de discordancias sdo nucleados quando a tensdo em
uma distdncia x. na frente da trinca ¢ suficiente para expandir o lago (discordéncia),
entdo nas equagdes 4.1 a 4.3 sdo feitas as substituigdes x; = x. € y; = y., somente no /° e
no 2° termos dessas equagdes. Desta forma, para a trinca submetida aos modos I, II e III,
a primeira discordancia ¢ emitida em valores criticos do fator de intensidade de tensdo

aplicada K = Ky, dados respectivamente por:

b
K, =—"r—" 4.5
Y-, *2
b
Ky =—"r—", 4.6
M=) 8, (6
Kym = A> (4.7)

8mx

c

onde as grandezas y. € x. sdo as posigdes das fontes de Frank—Read.

As simulagdes ocorrem em uma taxa fixa de carregamento K=1,0 x 10°
MPa.m".s"'. Em cada ciclo do programa, o tempo para cada discordancia deslocar-se o
equivalente a um tergo da distdncia da sua vizinha é calculado. O menor tempo €
assumido como sendo &. A cada intervalo de tempo &t (o passo do programa), a fonte €
examinada para ver se uma discorddncia pode ser nucleada. Se a tensdo na fonte €
positiva, entdo uma discorddncia ¢ emitida pela fonte € a tensdo em todas as

discordancias ¢ calculada e entdo elas movem-se uma distancia igual a dotV;. O fator

intensidade de tensio K é aumentado por & K. Em cada ciclo, o programa usa as
posigdes das discorddncias para calcular o fator de intensidade de tensdo efetivo local K.
na ponta da trinca, tal que [45,46]:

K =K-K,, (48)

e
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em que Ky € o fator de intensidade de tensdo devido ao efeito da blindagem causado
pela interagdo entre trinca—discorddncia. Os efeitos da blindagem de discordancias na

ponta da trinca para os modos I, II e III sdo dados respectivamente por [60]:

3ub
Kg=—-r___, 4.9
41-v)w, @2

b
Kgy=—2 | 4.10
(1=v)\2mx, ( )
Ky U , (4.11)
27x,

1

onde Ky, Ksi e Ky sdo os fatores de intensidade de tens@o aplicada devido aos efeitos

da blindagem para os modos I, II e III respectivamente.

Como o tempo ¢ € a intensidade de tensdo aplicada K aumentam no modelo, K,
também aumenta, aumentando também o nimero de discordancias emitidas pela fonte e
o tamanho da zona plastica. O critério de fratura usado no modelo é quando K. = Kic,

definindo assim o fator de intensidade de tensdo da fratura Kr.

Devido ao tempo de processamento do computador aumentar aproximadamente
com n! (fatorial de n, onde n € o niimero de célculos realizados pelo computador, € neste
caso, ¢ o numero de superdiscordancias), o algoritmo agrupa as discordincias com o
objetivo de diminuir o tempo de simulagdo. As discordancias sdo agrupadas e formam
uma superdiscordincia que possui um vetor de Burgers Nb, onde N é o nimero de
discordancias agrupadas. A zona plastica assume uma configuragdo igual a
1b.1b.1b.3b.3b.3b.9b.9b.9b.27b.27b.27b...Nb...27b.27b.27b.9b.9b.9b.3b.3b.3b.1b.1b.1b.
Para um tempo de simulagdo ndo muito longo, foi observado que o agrupamento de
discordincias ndo modifica os resultados, se comparado com um algoritmo que nao

possui este.

Simulagdes numéricas também foram realizadas segundo o modelo CK [43,44],
cujos resultados serdo apresentados na se¢do 6.1. O procedimento utilizado foi o mesmo
do que o anteriormente descrito. As diferengas séo que a tensdo entre as discorddncias €

dada numa forma mais simplificada, de modo que no modelo CK, a tensdo de
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cisalhamento em quaisquer discordincias em cunha posicionada a uma distancia y; (para

o modo I) emitidas da ponta da trinca ¢ dada por [43,44]:

MR - SN 1
s 4(7zy,.)}é Azl —v)y, 2”(1—")/:1'()’«'"}’1)’

(4.12)

onde as varidveis j& foram definidas. Na equagdo 4.12, o /° termo corresponde ao
campo de tensdo elastico da ponta da trinca, o 2° termo a tensfio imagem ¢ o 3° termo a

interagdo discordincia—discordincia sem a presenga da trinca.

4.2. COMPARACAO ENTRE OS MODOS DE CARREGAMENTO
SEGUNDG O MODELO HRS

Apos a realizagfo de varias simulagdes numéricas, pode-se expor nesta segio
alguns dos resultados extraidos desta ferramenta de trabalho. A figura 4.2 (a)-(c)
apresenta o grafico da tensfo total e a contribuigdo de seus termos em fungio da posigdo

ao longo da zona pléstica.

(a) Modo Il

i1 E —a—Tensao apﬁmdai#

—&— Tens3a imagem

~&— Tensao de interago|
—y— Tens3o iotal

() "Modo Ii

& 3
—a— Tensao aplicada
—&— Tensao imagem
—&— Tensdo de interagaa
—y— Tensdo tolal
T

(c) lModo 1

Tensédo (Pa)

—a—Tensdo aplicada  —&— Tenado de interagao total
—— Tensaoimagem  —y— Tensao de inter. - 1° termo
—— Tens3o total —4— Tens3o de inter. - 2° termo

v T T T
0,0 6,0x10° 1,2x10*

Posicao (m )

Figura 4.2 — Em (a), (b) e (c) sdo apresentados os grdficos da tensdo total e as
contribuicdes de seus termos em fung¢io da posicio ao longo da zona pldstica.
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Observa-se pelos graficos da figura 4.2 (a)-(c), que uma elevada concentragdo de
tensdo esta presente na regido proxima a ponta da trinca, e isto ocorre devido ao termo
da tensdo aplicada nos trés modos de fratura estudados. O termo da tensio imagem é

praticamente desprezivel, frente aos demais termos de tensdo para distincias longe da

trinca.

O termo de interagdo entre discorddncia—discordancia na presenga da trinca
exerce uma grande contribuicdo em relagdo aos outros termos em regides proximas a
ponta da trinca. O termo da tensdo de interagdo da trinca em modo I descrito na equagéo
4.1, representado graficamente na figura 4.2 (c), é composto da soma de dois termos. O

1° e 0 2° termos da tensdo de interagdo sdo dados respectivamente por:

b
_M Y L 4.13
47[(1—V)j==i (yij (yi_yj) ( )

o 3y,° | 4.14
47!(1—V);{(yi+yj)3(yf‘yf)} o

A anilise a ser feita, é que o 2° termo representado pela equagédo 4.14 domina o
1° termo representado pela equagdo 4.13 nas proximidades da ponta da trinca. A tensao
total é aproximadamente constante ao longo da zona plastica, em todos os modos de

fratura, como mostrado na figura 4.2 (a)-(c).

Os graficos da figura 4.3 (a)-(e) apresentam o comportamento do tamanho da
zona plastica a, a tensdo nas discorddncias ao longo da zona plastica o, o numero de
discordancias n, o fator de intensidade de tensdo efetivo local K, e o tamanho da zona
livre de discordincias e em fungdo do fator de intensidade de tensdo aplicada K. O
grafico da figura 4.3 (f) apresenta o comportamento da fungdo de distribui¢do de

discordancias f{x) em fungdo da posigdo x ao longo da zona plastica.

Pelos graficos, pode-se observar que os modos II e III apresentam um
comportamento similar. Isto fica mais claro se compararmos o tamanho da zona plastica
e a tensdo ao longo da zona plastica, que possuem aproximadamente 0s mesmos
valores. A zona plastica para a trinca em modo I possui um tamanho menor em relagéo

aos modos II e III.
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Figura 4.3 — Em (a)-(¢) sdo mostrados os grdficos do tamanho da zona pldstica,
tensdo ao longo da zona pldstica, numero de discordincias, fator de intensidade
de tensdo efetiva local, tamanho da zona livre de discordincias em fungdo do
Jator de intensidade de tensio aplicada. Em (f) é mostrada a fungio de
distribuicdo de discordincias em funcio da pesicio ao longo da zona plistica.
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O modo III apresenta um numero mais elevado de discordincias emitidas pela
fonte de Frank-Read, seguido dos modos II e I. Devido a este elevado numero de
discordincias-emitidas, o efeito de blindagem nos modos III e II é muito mais forte do
que no modo I, que emite um numero bem menor de discordincias. Isto fica mais claro
de ser observado na figura 4.3 (d), onde os fatores de intensidade de tensdo efetivos
locais para os modos III e II possuem valores bem mais baixos em comparagdo ao modo

I que emite um numero menor de discordancias.

A zona livre de discordédncias sofre uma variagdo em seu tamanho quando o
fator de intensidade de tensdo aplicada é aumentado, e esta variagdo esta presente nos
trés modos de fratura estudados por simulagdo numérica. A fungdo de distribuigdo de

discordancias € calculada para os modos II e III, via simulagdo por:

f=——, (4.15)

X = Xig

onde x, e x,, sdo as posi¢des da i-ésima e (i-1)-ésima discordancias na zona plastica. E

para o modo I, tem-se:

fG)=——, (4.16)

i i-1

onde y, e y,, sdo as posi¢des da i-ésima e (i-1)-ésima discorddncias na zona plastica.
O que se observa no grafico da figura 4.3 (f), é que a fungdo distribuicdo de
discordancias apresenta aproximadamente a mesma forma para os trés os modos de
fratura, sendo que os modos II e III possuem comportamentos mais préximos € ainda
possuem um tamanho de zona plastica superior em relagdo ao modo I de fratura. As
oscilagdes observadas neste grafico sio devido ao agrupamento de discorddncias na
zona plastica. Foram monitoradas trés discorddncias pelo algoritmo: a /¢ sempre
posicionada na fonte de discordéncias, a 2 caminhando pela zona livre de discordéncias
(DFZ) ou chegando no fim desta regido (posi¢@o correta) e a 3 sempre dentro da zona
plastica. A 2° discordéncia ¢é utilizada para definir o tamanho da (DFZ) em relagéo a
ponta da trinca, e € por isso que as oscilagdes na figura 4.3 (e) sdo observadas e estdo
relacionadas com este fato. A DFZ é uma regido elastica que possui uma elevada

concentragdo de tensdo e onde as discordancias viajam em velocidades elevadas.



CAPITULO 5

MODELOS ANALITICOS

Este capitulo descreve os modelos analiticos dinamicos que foram desenvolvidos
neste trabalho para os modos de carregamento estudados, com base nos modelos HRS
[45,46] e CK [43,44], que foram discutidos no capitulo 3. O modelo analitico para os
modos II e III é uma generalizagdo do modelo analitico para o0 modo III desenvolvido

por Serbena [11], baseado no modelo HRS e que ¢ detalhado na sec¢do 5.1.

Para os modos II e III, segundo o modelo HRS, serdo apresentadas expressoes
analiticas para o tamanho da zona plastica a, tensdo ao longo da zona plastica o, numero
de discordancias n e o fator de intensidade de tensdo efetivo local K., em func¢do do
fator de intensidade de tensdo aplicado, K. Para o modo I, segundo o modelo HRS, ndo
foi possivel resolver o problema completamente devido a dificuldades na obtengédo de
uma solugdo analitica da equagdo integral singular obtida. Entretanto, foram obtidas
expressdes para o tamanho e para a tensdo ao longo da zona pléstica em fun¢do de uma
constante. Ji para o modo I segundo o modelo CK, expressdes analiticas dindmicas

foram obtidas de modo analogo as obtidas para os modos II e III.

As expressdes analiticas sdo obtidas a partir da resolugdo de equagdes integrais
singulares, € as equagdes obtidas sdo escritas em termos de integrais elipticas completas
de 1%, 2° e 3“ classes. Assumindo que o tamanho da zona plastica é muito maior que o
tamanho da zona livre de discordancias, ou seja, a >> e, expressdes em uma forma mais

simples e elegante sdo obtidas.

5.1. FORMULACAO DO MODELO ANALITICO PARA OS MODOS 11
EIII

Serdo consideradas as mesmas suposi¢des que as do modelo HRS [11,45,46].

Consideramos uma trinca solicitada sob o modo III, como mostra a figura 5.1 (a). A
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trinca € carregada sob a agdo de um fator de intensidade de tensdo aplicada Ky, que
quando atinge o valor do fator de intensidade de tensdo critica Ky, uma fonte de
discordancia é imediatamente formada na frente da trinca. E assumido neste modelo,
que as fontes emitem discordancias logo apods delas terem sido formadas, e elas estdo
separadas por uma distancia igual a 2d.. Os diferentes segmentos do lago, figura 5.1 (a),
viajam a velocidades iguais. No momento em que os segmentos das discordincias em
lago se encontram em uma distdncia igual a d. as componentes em cunha sdo
canceladas. A regido onde a fratura inicia é assumida ser o ponto Z, que ¢ situado entre

as posigoes das fontes. Este ponto é blindado quando as discordancias o alcangam.

Intensidade de tensdo

24,
\s{ett’vo K, Ay (a)

Fontes

Intensidade de tensa. | el -~
aplicado K1y Efeito da W
discorddncias
Trinca

SS s
e a(t)

Figura 5.1 — (a) Zona pldstica composta por discordincias em hélice e fontes de
discordincias na ponta da trinca em modo III e (b) representagdo
unidimensional da zona pldstica dependente do tempo [11].

A figura 5.1 (b) mostra uma representagdo unidimensional da zona plastica, que
é considerada sob um carregamento que aumenta linearmente no tempo e formada por
uma distribui¢do continua de discorddncias em hélice com vetor de Burgers
infinitesimal. Para o caso do modo II, discordincias em cunha sdo emitidas das fontes.
As discordincias emitidas viajam uma distincia e na frente da ponta da trinca, ou seja, a
zona livre de discordancias, € juntam-se a zona plastica. O resultado € que a zona
plastica extende-se de e para a distancia a(?) e aumenta continuamente com o tempo. E
assumido que um grande numero de discordancias sdo emitidas e por isso a distribuigdo

discreta de discordincias ¢ substituida por uma distribuigdo continua f{x,z).
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Se uma superficie ¢ considerada entre a ponta da trinca e e, € a outra em uma

posigdo x para dentro da zona plastica como mostrado na figura 5.1 (b), entdo tem-se

que [11]:

d } d

" j S Gty =—n(®) =V (5,0 f (5,1), (5.1)
dn(t) |, , . N

onde I ¢ a taxa do nimero de discordancias geradas por fontes no tempo ¢, V' (x,t)

¢ a velocidade das discordancias na posigdo x em um dado tempo ¢ e f(x,¢) € a fungdo
distribuigao de discordancias dependente do tempo e da posi¢do. Mas como [11]:
a(t)

d d
En(t)=; j f(x,t)dx, (5.2)

onde a(t) é o tamanho da zona plastica dependente do tempo € e ¢ o tamanho da zona

plastica.
A velocidade das discordancias ¢ dada por [11]:

a(t)

j F(x,0)dt. (5.3)

V(x,t) =
(x,1) f(

A trinca é considerada sob um carregamento K t, onde K ¢é a taxa do fator de

intensidade de tensdo aplicada e constante. Uma discordéncia situada em uma posigio x

a frente da trinca experimenta uma tensdo total de cisalhamento dada por:

o - K(t+t) J.\/'f(x,,t) § (5.4)
Ny 27L'§ (x,—x,) 7

onde K t, é o fator de intensidade de tensdo aplicada Ky no momento em que as fontes

de discordancias sdo formadas, x; € x; sdo as posi¢des da i-ésima e j-ésima discordancias

respectivamente, 4 ¢ o modulo de cisalhamento, b € o vetor de Burgers e o € a tensao

total de cisalhamento e os subscritos i € j indicam o modo de carregamento envolvido.
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Se o; = 0,,, a trinca estd carregada sob modo I, e se o, =0, , a trinca esta carregada

yz?

no modo II.

O termo da direita, na equagdo 5.4, é a tensdo de interagdo entre discordéncias,
enquanto que o da esquerda € o termo da tensdo aplicada na trinca. O termo da tensdo
imagem ndo foi incluido, pois é proporcional ao inverso da distdncia. Através da
simula¢do numérica foi verificado que este termo ndo contribui para a tensdo total de
cisalhamento para grandes distdncias da ponta da trinca, para os modos II e III. A
grandeza escalar £ € uma constante que estd presente no termo de interagdo e que

diferencia 0 modo de fratura envolvido, como segue:

é=1 = modo III, (5.5)
E=(1-v) = modo II, (5.6)

onde v ¢é o coeficiente de Poisson.

E assumido que a dependéncia da velocidade de discordincias com a tensdo total

de cisalhamento pode ser expressa por uma relagdo empirica do tipo Arrhenius dada por

[11]:

y

V= Aexp(—k%)o.'f' =V,o; (5.7

onde A é uma constante, m é o expoente da tensdo, U ¢ a energia de ativagdo para a

mobilidade das discordancias, T é a temperatura e k € a constante de Boltzmann.

Combinando as equagdes 5.3, 5.4 € 5.7; tem-se:

\/; 1 4°0 m B K(t+t0) b a\/;f(u,t)
Vo%' (f(x,t)E ):f(x,t)dXJ = - 2”5'[ T du . (5.8)

Na equagdo 5.8, foi realizada a troca x; =x e x; =u para facilitar a notagao.

Devido esta equagdo ser de dificil resolugdo, uma aproximagdo é necessaria. E assumido
que a tensdo total de cisalhamento atuando em cada discordancia dentro da zona plastica

¢ a mesma para um determinado tempo ¢ Isto é verificado durante as simulagdes
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numeéricas do presente problema, onde a velocidade de todas discordancias dentro da

zona plastica ndo varia mais que 30%. Por isso, serd assumido que a velocidade das
discordincias dentro da zona plastica é constante e igual a da Ut Entdo, a equagdo 5.8

torna-se:

J—(mj/'.K0+t) IJiﬂuﬂ (5.9)

V/n dt N2 27E7 x—u

E assumido que, para resolver a equag@o 5.9, a fun¢do distribuigdo de

discordancias ou fungdo de densidade de discordancias f{x,¢) pode ser escrita como:

K(t+t,)

f( ’t)_
X m

R(a), (5.10)

onde a = % ) e R(a) ¢ uma fungdo de distribui¢do de discorddncias. Por isso a

equacdo 5.9 pode ser escrita como segue:

=C, (5.11)

1[ggf@ Ja 1 b IVhR@)
Vo%" dt K(t+t) \/27505 271'5\/_

onde a = % , A, = % e C é uma constante arbitraria. A equagdo 5.11 é uma equagio

integral singular e pode ser resolvida analiticamente. O termo da esquerda representa a
evolugdo temporal do tamanho da zona plastica, enquanto que o termo da direita €
similar ao caso de um empilhamento estatico de discordancias na ponta da trinca
carregada por um fator de intensidade de tensdo aplicada e sob o equilibrio de uma

tensdo de fricgao.

A equagdo 5.11 pode ser resolvida usando o método do teorema da inversdo
desenvolvido por Muskhelishvili [54] e descrito por Head & Louat [61]. E assumido que
R(a,)=R(1)=0 e entdo a fungdo R(a) ¢é dada por [11]:

Jacum a)j\/1 2~ Cu (5.12)
a

a)a-a,) u-a
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Para que a equagdo 5.12 seja valida, a condigdo apresentada a seguir deve ser

satisfeita:

f/” Clu
a A=) -a,)

du=0, (5.13)

isto para que a funcdo R(«) sejanulaeme e a.

As solugdes para as equagdes 5.12 e 5.13, conforme Byrd & Friedman [62] e
Majumdar & Burns [39], sdo dadas por:

J 1 <o, (5.14)
s Jl-uw).(u-a,) u-a

f Ju e _ 5 2 gz ad-a) (5.15)
sJA-w.u-a) u-a a-a, (2 a-a,

j 1 du=r, (5.16)
sJA-w.(u-a,)

| u .a’u=2.E(£,k), (5.17)
SAA-w.—-a,) 2

Cc

onde k=,1-a, ¢é o modulo das integrais elipticas completas, E(%,kj e

H[g a(l-a,)

5 ,k) sdo as integrais elipticas completas de segunda e terceira classe
a-a,

respectivamente.

Para resolver a equagdo 5.12, as equagdes 5.14 e 5.15 serdo utilizadas como

segue:

Ry = 2% [TEDe) | Vow  _du o Cle_ de | (sag)
b o sJl-a)@-a,) v-a ; [l-a)a-a,) v-a
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A integral da esquerda é nula enquanto que a integral da direita sera escrita em
termos de uma integral eliptica completa de terceira classe, de modo que a fungdo é

descrita pela expressdo [11]:

R@)=-2C, | (=9 .H[-’E,M,k]. (5.19)
ubr a(a-a,) \(2° a-«,

A constante C ¢ determinada da equagdo 5.13, com o uso das equagdes 5.16 e

5.17, o que resulta em:

c= |7 _1 (5.20)

5.2. FORMULACAO DOS MODELOS ANALITICOS PARA O MODO I

Os procedimentos e as abordagens matematicas que serdo usados para descrever
os modelos analiticos para uma trinca sob o modo I sdo iguais ao descrito na se¢do 5.1.
Discordincias em cunha sdo emitidas pelas fontes de discorddncias em um plano
perpendicular ao plano da trinca, e agrupam-se no plano de deslizamento para formar a
zona plastica. Serdo realizadas duas abordagens segundo os modelos HRS [45,46] ¢ CK
[43,44].

5.2.1 Modelo analitico segundo o modelo HRS

A discordancia situada em uma posi¢do y em frente da trinca experimenta uma

tensdo total de cisalhamento dada por [45,46]:

dy. |, (521

J

K(t+t) P ¥, fO;:0 © 8yyif(y,t)
dy .
O = 4ny, 47r(1—‘/){I Y=Y, y’+'!(y,-+y,)3-(y,-—y,)

onde y; € y; s30 as posi¢des da i-ésima e j-ésima discordancias respectivamente e o, ¢ a

tensdo total de cisalhamento devido ao modo I. Combinando as equagdes 5.3, 5.21 e

5.7; temos:
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\/; a(l) %n K(t+t ) yb a‘\/—';f(u t) a Sy%qu(u t)
- 0 0 D) 1. (5.22)
im o If( PR il e Py

Assumindo que a velocidade das discordancias dentro da zona plastica é

constante e igual a d% » obtém-se:

\/; (da I _ K(t+t0) Mb aﬁf(u,t) 8y/u fu, t)
Vo%" dt) B 4\/_7; +47z’(1—v)-! y—u du + J(y+u) (- u) (5.23)

Reescrevendo a equagdo 5.23, encontra-se:

(5.24)

\/;(@)%, K(t+t) b ﬁ[‘/;"' / Jf(ut)

y/n \dt T T adr Ami—v) ) (y+u)® [ (y—u)

E assumido que para resolver a equagdo 5.24, a fungdo distribui¢do de

discordéncias ou fung¢io de densidade de discordancias f{y,¢) pode ser escrita como:

K(t+t,)
f,t) =——==>R(a),
y o) (a

(5.25)

onde o = % © e R(a) ¢é uma fungdo de distribui¢do de discorddncias. Substituindo a

expressao 5.25 em 5.24, encontra-se que:

K(Ht").R(a)

"L(@"jﬁ Kft/—ﬂ) . s | T T (s 0
Vo%l dt 4 a 47[(1—1/)@ o (aa+u) (aa —u)

L §

ou;

1 (@)Xn \/—a_ _ 1 + 7/ {i‘[\/;'_i_ga%a%uz ] R(a) dujl’ (5.27)

vin\dt) g ey Wma dnl-via|] (aa+u)’ |(aa-una
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onde a = A . Entdo faz-se u =aa e du =ada e substitui-se na equagdo 5.27, € na

seqiiéncia renomea a varidvel @ por u . Portanto, a substitui¢do na equagdo 5.27 fica

u=au e du=adu , e aequagdo obtida é:

1 da%" Ja 1 ub 1 /aAazu2 R(u)
(% - Jau . (5.28)
e e

0

Fazendo manipulagdes algébricas na equagdo 5.28, é possivel chegar na equagéo

integral singular para a trinca sob o modo I de carregamento, dada por:

N RS ATAR TN P
ym \dt K(t+t,) 4ma  dx(-viNa |l|  (a+u) | (@-u)

onde «, = % e D é uma constante arbitraria. O termo da esquerda representa a

evolugdo temporal do tamanho da zona plastica, enquanto que o termo da direita €
similar ao caso de um empilhamento estitico de discordancias na ponta da trinca
carregada por um fator de intensidade de tensdo aplicada e sob o equilibrio de uma
tensdo de fricgdo. Este problema foi tratado por Chen & Takezono em 1995 [43] e Chen
& Kitaoka em 1999 [44], mas em ambos os trabalhos, o termo da tensdo de interagdo €
dado pela interagdo entre discordincias sem a presenga da trinca. A equagdo 5.29 possui
a vantagem de considerar a interagdo entre discordancias na presenga da trinca, € a

desvantagem € que ela ¢ de dificil resolugao.

5.2.2 Modelo analitico segundo o modelo CK

A discordincia situada em uma posigdo y a frente da trinca experimenta uma

tensdo total de cisalhamento dada por [43,44]:

(5.30)

K(t+t) J.f(yj’t)

T 4[my, 27r(1—v) ¥, Vi

onde y; e y; sd0 as posi¢des da i-ésima e j-ésima discordancias respectivamente e o, € a

tensdo total de cisalhamento no modo I. Combinando as equagdes 5.3, 5.30 e 5.7; tem-

se que:
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A
1 1 d““) m K(t+t) j(ut)
ym [f( 1) dt If(y’ Hd ] N 2,[(1_V)f (5.31)

Assumindo que a velocidade das discordancias na zona plastica é constante e

igual a 94 Ut obtém-se:

| (@j%n K(t+1y) If(u )

Vo%n dt 4.y 271'(1 v)? (532)

E assumido que para resolver a equagdo 5.32, a fungdo distribuigdo de

discordancias ou fungdo de densidade de discordancias f{y,?) pode ser escrita como:

K0+t)

f(y’t)“ \/(T)

R(@), (5.33)

onde a = % ) e R(a) é uma fungdo de distribuigdo de discordancias. Substituindo a

expressao 5.33 em 5.32, encontra-se que:

1(@)y\/2 1w

— du=1, 534
e \dt) en) " wra | 27— v)-[a u’ (5:34)

onde a, = % e 1 € uma constante arbitraria. A equagdo 5.34 também pode ser resolvida

usando o método do teorema da inversio desenvolvido por Muskhelishvili [54] e

descrito por Head & Louat [61]. E assumido que R(z,)=R(1)=0 e entdo a fungdo

R(a) ¢ dada por:

27[( v)
R(a)——J(l ) (a - “)f ( /«/—) du

. , 5.35
: J(l—a>.(a—ac> u-a 32

onde i é 0 nimero complexo.

Para que a equagdo 5.35 seja valida, a condi¢do apresentada a seguir deve ser

satisfeita:
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Cor- 1
f ! A.«/ﬂ du0. 5.36)
sJi-a)@-a,) '

As solugdes para as equagles 5.35 e 5.36, conforme Byrd & Friedman [62] e
Gradshteyn & Ryzhik [63], sdo dadas por:

j = =0, (5.37)
ac\/(l—u)(u a) u-a

iJu.(l—u;.(u—ac) .uciua - (1fa)‘n(‘§s%_——a—l,k), (5.38)
i Ju(- u)(u a)duzz'F(%’k)’ (5.39)
jJ(l ) (- a)d“=7r, (5.40)

c

c

onde k=.1-a, ¢ o moddulo das integrais elipticas completas, E(%,k) e

T a,-1 N . C L .
I1 77 ,k | sdo as integrais elipticas completas de primeira e terceira classe
-a

respectivamente.

Para resolver a equagdo 5.35, as equagdes 5.37 e 5.38 serdo utilizadas, o que

resulta em:

__(1=v) a—ac (_75 a, -1 j
R(@) Ty Vi 22— k. (5.41)

A constante / ¢ determinada da equagdo 5.36, com o uso das equagdes 5.39 e

5.40, o que resulta em:

5
[=_\2 ) (5.42)
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5.3. EXPRESSOES ANALITICAS PARA OS MODOS DE FRATURA

5.3.1 O tamanho da zona plastica

Os lados esquerdos das equagdes 5.11, 5.29 e 5.34 sdo equagdes diferenciais de

1* ordem, e podem ser resolvidas analiticamente;

1 [da]%"__@_

— | 2| - =C, (5.43)
i\ dt K.(t+t,)
a
11 (EIE) o _p , (5.44)
ZEA T ST
1 (da Y \/E _
7 [Z) =1. (5.45)

A equagdo 5.43 representa a evolugdo temporal da zona pléstica para os modos

II e 111, enquanto que as equagdes 5.44 e 5.45 para o modo I.

O que muda nas equagdes sdo as constantes arbitrarias C, D e I determinadas nos
itens 5.1 e 5.2. Entdo, trabalhar-se apenas na resolu¢do somente da equagio 5.43 porque
os resultados das trés equagdes sdo os mesmos, a menos dessas constantes.

Reagrupando a expressdo, obtém-se:

Y
%. 4 —cy, (5.46)
K (t+t)"
ou;
[a%da=Cmy, K [@+i)mar. (5.47)

Fazendo a integracdo, a equagio para a evolugdo temporal da zona plastica para

os modos II e III segundo o modelo HRS, ¢ dada por:
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2

m m+2 N2
az(Ca.VO.K .((t+t0)”'+l —tg’“)+e 2 ] , (5.48)
+2) 2% I
onde C, = (m ) 7§M+2 . e m ¢ o expoente da tensdo. Para o modo I, as
m+1 T
2 2 E[?’k)

equagdes obtidas para a evolugdo temporal da zona plastica segundo os modelos HRS e

CK respectivamente, sdo dadas por:

2
m+2

A" m+2
a=[Da.VO.[D.K] [+t =t )+ e 2 ] , (5.49)

2

a:(la.Vo.K (t+t)™ =0+ )+e 2 j , (5.50)

2 2 F(Zrz—’k)
ondeD:m—)—el—(m+) .

“Tom+l) C 2(m+l) | oph

5.3.2 A tensdo ao longo da zona plastica

Assim como a evolugdo temporal da zona plastica, as tensdes nas discordincias
também sdo dadas pelos primeiros termos das equagdes 5.11, 5.29 e 5.34, através das

equagoes:

o~la

K.(t+1,)

-C, (5.51)

o~a

K.(t+1,)

=D, (5.52)
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o~la

- =1, (5.53)
K.(t+t,)
5
V4
onde C =\ﬁ —_— T :_7— e D pode ser determinada na simulagdo
E[z,k) 2772
2

numérica. Substituindo essas constantes nas equagdes 5.51 a 5.53, expressdes para a
evolugdo temporal das tensdes nas discordincias ao longo da zona plastica, sdo obtidas

e dadas por:

r 1 K.(t+t,)

=4 . , 5.54
=13 E[E,k) T (5.54)
2
_K.(t+1y)
= D= =", (5.55)
1 r ) K.(t+1,)
= CF| =k | ——=22 5.56

onde a expressdo 5.54 é para os modos II e III segundo o modelo HRS. A expressdo
5.55 é para o modo I segundo o modelo HRS e 5.56 também ¢ para o modo I, mas

segundo o modelo CK.

5.3.3 O nimero total de discordancias
O numero total n de discordincias emitidas da fonte e presentes dentro da zona

plastica ¢ dado por [16,42-45]:

n= j flx,0).de =K (t+t,)a. j R(a)da, (5.57)

onde a é o tamanho da zona plastica, e é o tamanho da zona livre de discordancias,

f(x,t) éa fungdo de densidade de discordancias, K ¢ ataxa do fator de intensidade de

tensdo aplicada em um dado tempo ¢ e ¢y ¢ um tempo inicial.
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A fun¢do R(a) para os modos II e III dada pela equagdo 5.19, pode ser reescrita

como [61]:

__2%¢ z )
R(a) " Jz_ﬁ.(F(z,kj.E(A,k) E(z,kj.F(A,k)j, (5.58)

onde & € igual a / para o modo III e igual a (/-1) para o modo II, F(%,k] e E(%,k)

sdo as integrais elipticas completas de I° e 2° classes, F(4,k) e E(A4,k) sdo as integrais

i . - a ,
elipticas incompletas de 1° e 2° classes, 4 =sen 1( _(T;)] ¢ o argumento das
a(l-a,

integrais elipticas incompletas, £ = ,/1—a_ ¢é o modulo das integrais elipticas, a, = 7

a
eO‘Z%(t)'

Portanto, substituindo a equagdo 5.58 em 5.57 e fazendo a integragdo, o nimero

total de discordancias, segundo o modelo HRS para os modos II e III, € [39,62]:

FZ(E,k) Ez(z,k)
2 2 1y, (5.59)

1
)
2 2

onde as variaveis acima ja foram definidas. Esta expressdo permite o calculo do numero

28

= #bm.\/_cz—.ac.l{.(t+to).

total de discordancias dentro da zona plastica.

A fungdo R(a) para o modo I dada pela equagdo 5.41, pode ser reescrita como

[44,62,63]:

R(@) = /(Jlb; V}/z % . [ F(%,k).E(A,k)— E(%,k).F(A,k)) , (5.60)

onde 4 =sen” ¢ argumento das integrais elipticas incompletas e o=/ ..
gu gr p a(t)
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Da mesma forma como feito anteriormente, substituindo a equagdo 5.60 em 5.57

e fazendo a integragéo, o nimero total de discordincias é [44,62,63]:

EZk
_ (1-v) : /4 k? 2’
n_——'ub,\/;"\/Z.K.(t-’_to).F(E,k) 1—7—;(—2—-;]' . (561)

2’

Esta expressdo permite o calculo do numero total de discordancias dentro da

zona plastica para o modo I, segundo o modelo CK.

5.3.4 O fator de intensidade de tensdo efetivo local

O fator de intensidade de tensdo K, devido ao efeito de blindagem de

discordincias causado pelo empilhamento de discorddncias no ponto Z, localizado entre
as duas fontes de discordancias, conforme a figura 5.1, para os modos II e III segundo o
modelo HRS, ¢ dado por [11,45,46]:

LA CH) T L (R@ , 5.62
K, Jé«/ﬂ e dx ém.K.(t+t0).&[\/;.a, (5.62)

d . A . A
onde o, = "¢ € d. é uma distincia em que os segmentos de discordancias em lagos

viajam numa mesma velocidade e sdo cancelados.

Substituindo a equagdo 5.58 em 5.62 obtemos [62]:

. 2./ ’ L L
KS——K.(tHO).—”ﬁC—. (E—Adj. 2 /. £ - ; ; (5.63)

- 2 E[%,k) 1-k*sen” 4,

onde, algumas das variaveis da expressdo acima sdo definidas por:

4, =sen"£ }—“4—"“—} (5.64)
a,(l-a,)
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L = E(Ad,k).F(%,k) - F(Ad,k).E(%,kJ , (5.65)

/4 _ a, —a
L,,:E-tan’( d ] (5.66)

onde 4, € o argumento das integrais elipticas incompletas devido a blindagem.

O fator de intensidade de tensdo K devido ao efeito de blindagem de

discordancias, para o modo I segundo o modelo CK, ¢ dado por [43,44]:

f f(y,t) 3ub R(a)
K -~ K. Sad )
s ;f4 - h r _V) (t+t0)j da (5.67)

c

Substituindo a equagdo 5.60 em 5.67 e assumindo que &, = . obtemos [61]:

Ko=K.(t+ to).E}—z—.F(%,k)Kl —-kz—zJF(%,k) - E(%kﬂ . (5.68)
T

O fator de intensidade de tensdo efetivo local K, na ponta da trinca ¢ dado por

[11,43-46]:

K, =K-K,, (5.69)

e

onde K ¢ o fator de intensidade de tensdo aplicada.

5.4. EXPRESSOES ANALITICAS PARA A TRANSICAO FRAGIL-
DUCTIL SUAVE

Quando o tempo ?, é pequeno comparado com o tempo ¢, ou seja, as fontes de
discordancias sdo formadas em baixos valores de Ky ¢ K >> Kj. Assim sendo, o
tamanho da zona pléstica a é grande quando comparado com o tamanho da zona livre de
discordancias e, e entdo a, <</ e também ¢é assumido que o, = a,. Neste caso, k=1 ¢
as expressoes deduzidas no item 5.3 sdo simplificadas, e expressdes analiticas séo

obtidas. Para isso, as rela¢bes de Byrd & Friedman [62] sdo utilizadas:
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F[%,k) ~ lnL\/—Z_C—], (5.70)

T
E(E,kj~1. (5.71)

As expressoes 5.48, 5.54, 5.59 e 5.69 ficam reduzidas respectivamente, para os

modos II e III segundo o modelo HRS, em funcdo do fator de intensidade de tensdo

aplicada K:
2
m+2 2m+2
a= [C""Voj K m2 (5.72)
K
L
K m+2 ;
o= \/E Kmez (5.73)
81 C,V,
L
m+2 2m+3
n= 26 |Gty K m+2 (5.74)
b = B . ,
1
K m+2 1 2
K, =+e. K2 1n| 4. |= |, (5.75)
c, v, e

onde £=1 para 0o modo Il e &£ =(1-v) para o modo II. De modo andlogo, para o

modo I as expressdes 5.49 e 5.55 segundo o modelo HRS:

2

2m me2  2me2
a= Dm_ﬁ.[MJ K ™ (5.76)
K
N
2m K m+2 —1—
o =Dm?, Km2 (5.77)

D,V,

a
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As equagdes 5.72 a 5.75 serdo confrontadas com simulagdes numéricas no
capitulo 6, com o objetivo de verificar a eficiéncia do modelo analitico dindmico
(segundo o modelo HRS) desenvolvido aqui, para os modos II e III. J4 as equagdes 5.76
e 5.77, ficaram em fungdo da constante arbitraria D da equagdo 5.29, e esta constante
pode ser determinada via simulagdo numérica para o modo I. A equagdo 5.29 é uma
equacdo integral singular de dificil resolugdo, e neste trabalho, ndo foi possivel obter a
solu¢do completa deste tipo de equagdo. Somente a parte temporal que é composta de

uma equacao diferencial de primeira ordem foi resolvida.

O modelo analitico dindmico para o modo I, segundo o modelo CK foi
desenvolvido. De modo analogo ao que foi realizado anteriormente, as expressoes 5.50,

5.56, 5.61 e 5.69 ficam:

2

me2 2m+2
a= {I“ tVoj K m2 (5.78)
K
o= ! -In 41 K " .Kﬁ (5.79)
2”% Ja, 1,V, ’

_(=v) Ly " l.] 4 -1 szm—:; 5.80
n_yb«/;' p {7n JZ . , (5.80)

3 4 3 4
=|1= .In2 . K. 5.81
K, (1 ar In (\/ZJ-Fzﬂ_z ln[\/a:]] K ( )

As equacdes 5.78 a 5.81 serdo confrontadas com simulagdes numeéricas no

capitulo 6, com o objetivo de verificar a eficiéncia do modelo analitico dindmico

(segundo o modelo CK) desenvolvido aqui para o modo I.
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55. RESUMO DOS

TRABALHO

MODELOS DESENVOLVIDOS NESTE

As tabelas 5.1 a 5.3 apresentam, respectivamente, de forma resumida as

premissas, as equagdes integrais singulares e suas correspondentes solugdes, as

constantes de integragdo e as expressGes analiticas obtidas dos modelos da transigdo

fragil-ductil.

Modelo Premissas Equacao integral singular e sua solucido
modos trinca infinita; .
Helll modelo analitico 1 (@)A‘ Ja 1 b J‘\/—R(u) -C
dindmico; Vo%" dt K.(t+t ) \/27r 27r§\/_
segundo interacao
0 discordancia-
del discordéncia na R(@) = _4cC a,. (1-a) 4 z a.(l-a,) ,k]
modelo presenca da trinca. ubrw a(a-a ) 2 a-a, )
HRS
c= 7.1
Ee
2
modo I | trinca infinita;
do modelo analitico 1 (@j%’ Ja L J’~ AC u)/ J_R(u) _p
SCEUNCO | dinamico; vin\dt)  ggiyy 4 dn(-vWa i\ (@)’ | (@- 0
0 interacao
modelo | discordancia-
discordancia na
HRS presenga da trinca.
modo I | trinca infinita;
do | modelo analiti ! (daj%" Ja ! pb j () gy = 1
segundo | modelo analitico — :
) dinamico; AT ")
modelo interaqio ( )
discordancia- 1-v a-a T a —1
. =— . < II| =,———,k
CK discordancia sem a R(a) ”%#b \/ l—a (2 l-a ]
presenca da trinca.
45
I=
27r%

Tabela 5.1 — Resumo dos modelos da transicao fragil-ductil desenvolvidos neste trabalho.
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Modelo Tamanho da zona plastica Tensdo ao longo da zona plastica
2 .
. m m+2 \my2
modos a=[Ca.V0.K .((t+t0)m+l—tgl+l)+e 2 ] o= E_ 1 .K-(t-*-to)
eI 8 E(f,k) Va
2
segundo m
Y c - (m + 2) z 1
modelo T Am+l 23"';2 E(% , k)
HRS 1
2 pn "1
C y. ™2 2m2 o= E C T Km™2  limitede a >>e.
a= a_ ‘ K m+2 , limite de a >>e. av o
K
2 .
CA\™ m+2 \my2
modo1 | 4= (Da .VO.[D.K) [+t -1 ) e 2 J o=pK+t)
segundo ‘/;
0 D, = (m+2)
modelo 2,(m+1)
HRS 2 1
2m m+2 2m+2 —
— | D,V — . m2
a=Dm?| —‘—0 K m+2 , limite de a >>e. - _D',,z,% K ' K"’_li ] d
= . . imit, :
K D.7, , limite de a >>e
2 .
.m 42 Ym+2 1 /4 K.(t+t
modol | o)1 W, K [(t+t,)™ —17")+e 2 o =—3-F(—,k)-—(—‘l2
ZIIA 2 Ja
segundo
0 x m
F —,k)
modelo 7 = (m+2) (2
CK “2m+l) | gt
1
. ez,
1 4 K —
o= . —_ . Km+2 s
I V ﬁ 2m+2 275% ‘n[\/&jJ [IE'I/O}
a= “'_ 0 K ™2, limite de a >>e.
K limite de a >>e.

Tabela 5.2 — Equagées do tamanho e da tensio ao longo da pléstica obtidas dos modelos
analiticos da transigao frdgil-ductil desenvolvidos neste trabalho.
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Modelo Nimero de discordancias Fator de intensidade de tensdo efetivo local
IDED i
modos |”= 2\./5——"/‘1_”:-1{-0'”0) 2 2 .L—l K, =-I.{.(t+to).2‘/z, (E_Ad]' 2 + L, _ L,
Melll o E(%’k] LFZ(%"’{) % | ” 2 E(E k) J1-Ksen’4, e,
€ 2’
segundo
0 K,=K-K;
1
modelo m+2 2m+3 1
2. C Y ) e
HRS pe—te_ | Seto | S - a
w2m | g K, =+/e! K™% I 4.|= |
C. v, e
limite de a >> e.
limitede a >>e €
assumindo que a; = .
: - |
E(f,k) K. =K.(t+t .-—3—.F(—”- k) L F(-’-[— k)—E(E k)
modoT | n={= ).\/Z.K.(t+to).F(§-,k) ok _\2 s (t+50) 2727 27 2 ) \2’ 27")
oz 2 2 F(g , k)
segundo 27")]
0 K, =K-K;
modelo - 2m43
(l-v){l V} 1 ( 4 } } 3 L 4) 3 4
n=-‘—=|-“2— —-In —-1|K ™2, K = l—-——-—.ln + .ln .K,
CK /‘b‘[’; K 2 \/Z ¢ 47 ,/ac 272 ,/ac

limite de a >> e.

limitede a >>ee

assumindo que a,; = a,.

Tabela 5.3 — Equagées do numero de discordincias e do fator de intensidade de tensao
efetivo local obtidas dos modelos analiticos da transicao fragil-ductil desenvolvidos neste

trabalho.




CAPITULO 6

COMPARACOES ENTRE SIMULACOES NUMERICAS E
MODELOS ANALITICOS

Neste capitulo, comparagdes entre simulagdes numéricas (capitulo 4) e modelos
analiticos estaticos e dinamicos (capitulos 3 e 5) serdo realizadas e discutidas. Nos
modelos analiticos estaticos, as discordancias estdo em equilibrio dentro da zona

plastica sob a agdo de uma tensdo de atrito o ,. Assumindo nas simulagdes numeéricas

(caso dindmico) que a tensdo ao longo da zona plastica o ¢é constante, ¢ sugerido e
verificado como o elo de ligagdo entre os modelos estaticos e dindmicos que a tensdo de
atrito dos modelos estaticos é equivalente a tensdo ao longo da zona plastica nos

modelos dindmicos e simulagdes numéricas (o, = o). Desta forma, os modelos

analiticos dindmicos (capitulo 5) podem ser confrontados com os modelos analiticos

estaticos. Os tdpicos que compreendem esse capitulo sdo:

1. Comparagdes entre a simulagdo numérica HRS, o modelo analitico estatico e
simulagdo numérica CK e o modelo analitico dindmico deste trabalho (segundo

o modelo CK) para o modo I;

2. Comparagdes entre a simulagdo numérica HRS, os modelos analiticos estaticos
MB e CO e o modelo analitico dindmico deste trabalho (segundo o modelo

HRS) para o modo III;

3. Comparagdes entre a simulagdo numérica HRS, o modelo analitico dindmico

deste trabalho (segundo o modelo o HRS) para os modos II e III;

4. Simulagoes numéricas HRS para o modo I.
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6.1. COMPARACOES PARA O MODO I

Simulagdes numéricas para uma trinca carregada em modo I foram realizadas de
maneira analoga nos modelos HRS e analitico estatico CK. A tensdo de cisalhamento

o,, em qualquer discordancia em cunha posicionada a uma distncia y; emitida da ponta

da trinca, como mostrado na figura 4.1 (a), no modelo CK, ¢é dada pela equagdo abaixo
[43,44]:

K b 1
i 4(70)1)% 4”(1—V)yi " 2”(1—‘/);(})1' —yj)’ (6.1

onde as variaveis e as constantes desta ja foram definidas no capitulo 4. Observe que a
tnica diferenca no procedimento de simulagdo € entre o 3° termo das equagdes 6.1 e 4.1,
que correspondente & interagdo discordancia—discordancia. O termo da tensdo de
interagdo é agora aproximado para o caso em que as interagdes devido a presenga da

trinca sdo desconsideradas.

Desta forma, como resultado do procedimento descrito acima, graficos analogos
aos apresentados nas figuras 4.3 podem ser obtidos. Como o objetivo deste topico € a
comparagdo entre a simulagdo numérica e o modelo analitico estatico CK, as equagdes

3.16 e 3.15 serdo usadas [43,44]:

_2m(l-v)o, (1_£]_

= ﬂb ——) , (6.2)

K, senfcos 10
7o, - /2 xF(—g—,kj=0. (6.3)

N2m

Sera assumido nestas duas expressdes que o tamanho da zona plastica a € grande

quando comparado com o tamanho da zona livre de discordancias e. Neste caso, k=1,

0 :% e as expressdes ficam simplificadas, de modo que expressdes analiticas sdo
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obtidas para a comparagdo. Para isso, as relagdes 5.70 e 5.71 de Byrd & Friedman [62]

sdo utilizadas. Apos alguma manipulagio algébrica, é deduzido que:

ne 2ra(l-v)|1 1 o
ST 2 e (6.4)
# ln(4.\ﬁ]
e
3 1
K, = Z.EA.\/;.—————.O' (6.5)

a a
1n(4. —]
e

No capitulo 5 foi desenvolvido um modelo analitico dindmico para o modo I
segundo o modelo CK. Serdo usadas, deste modelo desenvolvido, as equagdes para uma
transi¢do fragil-dactil suave que foram deduzidas no tépico 5.4. O tamanho da zona
plastica (equagdo 5.78), a tensdo ao longo da zona plastica (equagdo 5.79), o numero de
discordancias (equagdo 5.80) e o fator de intensidade de tensdo efetivo local (equagédo

5.81) sdo dados respectivamente por:

2
me2 2me2
[LLJ K 6)
K
1 4 e
o= -In . Km2 6.7
. (\/a‘] 77, ©7
1
m+2 2m+3
g V) (LY \™H L F 4 e 6.8)
wlz g 2 Ja.

4

3
_ n2 . K. 6.9
K, —[1 ~-In {\/,_C]+ 5 ln[\/__c]} K (6.9)

Para comparar as expressdes 6.4 ¢ 6.5 do modelo analitico estatico CK com o

modelo analitico dindmico deste trabalho (segundo o modelo CK), serdo usadas as
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expressoes 6.7 e 6.8 para obter a expressdo do numero de discorddncias em funcio da

tensdo ao longo da zona pléstica, que é dada por:

2m+3

2m+4

"= (I_V)' A 3 4 1 1V, e 2m+3
i E (2,[ ) |5 = _1l. ;_[__4_] == o3, (6.10)
n

Combinando as expressdes 6.7 e 6.9, obtém-se a expressdo do fator de
intensidade tensdo efetivo local em fungdo da tensdo ao longo da zona plastica, que é

dada por:

K, =(2ﬂ'%)m+2 : ——-1—) -LI"'VO j-n-o*’"”, (6.11)

onde n=|1- 3 om i3 4
4r’ \/Z 27? \/;: '

Agora, com as equagdes analiticas 6.4, 6.5, 6.10 e 6.11, comparagdes podem ser
efetuadas com a utilizagdo dos dados da simulagdo numeérica. A figura 6.1 (a)-(b)
apresenta os graficos do nimero de discordéncias n e fator de intensidade de tensdo

efetivo local X, em fungdo da tensdo ao longo da zona plastica o . Os dados gerados

pela simulagdo de e, a e o foram substituidos nas expressdes 6.4, 6.5, 6.10 € 6.11 para
obter as curvas dos modelos analiticos estitico (expressGes 6.4 e 6.5) e dindmico

(expressoes 6.10 e 6.11).

A figura 6.1 (a) mostra uma boa concordéncia entre 0 modelo analitico estatico
(expressio 6.4) e a simulagio numérica, enquanto que o modelo analitico dindmico
(expressdo 6.10) também mostra uma boa concordancia, diferindo um pouco dos outros

dois modelos quando a tensdo ao longo da zona pléstica eleva-se.
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Figura 6.1 — Em (a) grdfico do nimero de discordincia e em (b) o fator de
intensidade de tensdio efetiva local, ambos em fungiio da tensdo ao longo da zona
plastica.
A explicagdo para a discrepéancia entre os modelos analiticos estatico e dindmico
para os valores do niimero de discordancias é devido, provavelmente, a tensdo ao longo
da zona plastica o que foi assumida ser constante. Na figura 6.1 (b), o modelo analitico

dindmico (expressio 6.11) mostra uma boa concordincia com a simulagio numérica.
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Ambos mostram que o fator de intensidade de tensdo efetivo local é negativo, ao
contrario do modelo analitico estatico (expressdo 6.5) que prevé um comportamento

crescente para o fator de intensidade de tensdo efetivo local.

A fungdo distribui¢do de discordancias do modelo analitico CK [44], (equagdo
3.14) que serd novamente apresentada abaixo, também foi alvo de comparagdo com a

simulagdo numérica HRS.

2(1 d V)O'f a

f)=——"2L |=| E(g,k)-

———<F(4,k) (6.12)
Hb y L3 ’
@

onde as integrais elipticas incompletas de primeira e segunda classe F (¢,k) e E (¢,k)

desta equagdo, foram calculadas via simulagdo numérica por meio das rotinas de
William et at [64]. A fungdo distribuigdo de discorddncias da simulagdo numeérica

baseada no modelo HRS, foi calculada pela expressdo 4.15, e dada por:

FO)=—t 6.13)

i~ i

A figura 6.2 mostra a comparagdo entre a simulagdo numérica e o modelo
analitico, por meio de grafico da fungdo de distribui¢do de densidade de discorddncia
f{y) em fung¢do da posi¢do ao longo do plano de deslizamento y. A primeira observagdo
a ser feita é que as formas apresentadas pelas duas curvas sdo as mesmas. A oscilagdo

que foi observada no grafico da figura 4.3 (f), néo ¢ observada aqui.

A explicagdo para este fato é que o agrupamento de discorddncias na zona
plastica ndo foi utilizado no algoritmo. Como uma conseqii€ncia disso, um tempo menor
de simulagdo numérica foi empregado, e por isso o valor maximo do fator de
intensidade de tensdo aplicada K possui um valor menor em comparagdo com outros

resultados de simulagdo deste trabalho.
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1010 =
Modo |
] K =2,019x 10° Pa.m'™
10° Simulagdo numérica - HRS - equag3o 6.13
j = Modelo analitico estatico - CK - equagéo 6.12
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Figura 6.2 — Grafico da funcdo de distribuicdo de densidade de discordincias em
Jungdo da posicao ao longo do plano de deslizamento.

Os dados gerados pela simulagiio numérica do grafico da figura 6.2 e utilizados

para calcular dados da expressdo 6.12 foram os seguintes:

e g=31,6 um tamanho da zona plastica

e ¢=0,021 pm tamanho da zona livre de discordancias
e 0=92MPa tensdo ao longo da zona plastica

e v=0,3 coeficiente de Poisson

e u=50GPa modulo de cisalhamento

e bh=4 1:1 vetor de Burgers

e (=1764s tempo

e T'=473K temperatura

e K=10x10° MPam'’s" taxa de carregamento

Foi também observado em algumas simula¢des numéricas para o modelo

analitico estitico CK, que aumentando o tamanho da zona livre de discordancias, o
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numero de discordéncias tera um valor reduzido ao longo do plano de deslizamento para

um valor constante do tamanho da zona plastica.

Agora sera descrito descrever um estudo comparativo entre os resultados de
simulagdes numéricas de acordo com o modelo HRS (equagdo 4.1) e de acordo com o
modelo CK (equagdo 6.1) para o modo I. O procedimento para efetuar as simulagdes
numéricas foi descrito e apresentado no capitulo 4, bem como os pardmetros e as

constantes que sdo fixas em ambos os modelos.

As figuras 6.3 (a)-(b) e 6.4 (a)-(c) apresentam respectivamente os graficos do
tamanho da zona plastica, da tensdo ao longo da zona plastica, do tamanho da zona livre
de discordancias, do numero de discordincias e do fator de intensidade de tensdo efetivo
local em fungéo do fator de intensidade de tensdo aplicada para o expoente da tensdo m

igual a / e a temperatura 7 igual a 473 K.

Observa-se pelos graficos das figuras 6.3 e 6.4 uma grande diferenca entre as
simulagdes numéricas de Hirsch et al (modelo HRS) em comparagdo com as de Chen &
Kitaoka (modelo CK). Essas diferengas estdo nos graficos do tamanho da zona plastica
(figura 6.3 (a)), tensdo ao longo da zona plastica (figura 6.3 (b)), tamanho da zona livre
de discordéncias (figura 6.4 (a)), nimero de discordéncias (figura 6.4 (b)) e o fator de

intensidade de tensdo efetivo local (figura 6.4 (c)).

A evolugdo temporal na dindmica de geragdo discorddncias em ambos os
modelos é a mesma, mas os resultados sdo bem diferentes, pois o0 modelo CK prevé um
tamanho de zona plastica bem maior em relagdo ao modelo HRS. A explicagdo se deve
ao fato de que o termo de interacdo do modelo CK considera a interagdo entre as
discordancias na zona plastica, enquanto que no modelo HRS além deste, considera a

interagdo entre discordincia-discorddncia imagem na presenca da trinca.

O tamanho da zona livre de discordancias no modelo CK (figura 6.4 (a)) quase
ndo varia de tamanho em relagdo ao modelo HRS. A trinca passa a estar fortemente
blindada no modelo CK conforme o grafico da figura 6.4 (c), devido a enorme
quantidade de discordancias emitidas neste modelo (figura 6.4 (b)). Assim, a diferenca

observada no grafico da figura 6.1 (b) fica fortemente evidenciada aqui.
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Figura 6.3 — Em (a) grifico do tamanho da zona plastica e em (b) grdfico da
tensido ao longo da zona plistica, ambos em fungdo do fator de intensidade de
tensio aplicadaparam = e T=473 K.
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Figura 6.4 — Em (a) tamanho da zona livre de discordancias, em (b) niimero de
discordincias ¢ em (c) fator de intensidade de tensdo efetivo local, ambos em
Jungdo do fator de intensidade de tensao aplicada param =1e T=473 K.
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Um outro resultado importante obtido neste trabalho, foi o desenvolvimento do
modelo analitico- dindmico segundo o modelo CK. Este modelo analitico dinidmico ¢é
comparado com as simulagées numéricas CK nos graficos das figuras 6.3 e 6.4. As
expressdes 6.6 a 6.9 apresentam uma boa concorddncia com as simulagdes numéricas.
Para o tamanho da zona livre de discorddncias ndo foi possivel desenvolver um critério

fisico que explique o seu comportamento por meio de uma expressdo matematica.

Por simulagdo numérica, foi verificado em estudos preliminares realizados, que
quando o expoente da tensdo € aumentado de 2 a 5, a diferenga entre os modelos CK e
HRS ¢é aumentada. A simulagdo para o modelo CK torna-se bastante complicada devido
ao longo tempo necessario para a simulagdo. E interessante fazer uma verificagdo em
maiores detalhes, futuramente, entre as simula¢gdes HRS e CK, além da comparagdo
com o modelo analitico dindmico segundo o modelo CK para elevados expoentes da

tensdo. Esse estudo serd uma das propostas sugeridas para os trabalhos futuros.

Se voltar ao grafico da fungdo de distribui¢do de densidade de discordincias em
fungdo da posigdo ao longo do plano de deslizamento apresentado na figura 6.2, sera
visto que ambos os modelos CK e HRS apresentam uma excelente concordancia.
Porém, o tempo de simulacio numérica para gerar este grafico foi pequeno, de modo
que o fator de intensidade de tensdo aplicada possui o valor maximo de 2,0 x 10
Pa.m'?. Se analisar o grafico do niimero de discordéncias (figura 6.4 (b)), sera visto que
este valor maximo indica um valor razoavelmente proximo para o numero de

discordancias em ambos os modelos.
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6.2. COMPARACOES PARA O MODO III

Nesta segdo, serd apresentado em um estudo comparativo entre os modelos
analiticos estaticos de Majumdar & Burns (modelo MB) [39] e Chang & Ohr (modelo
CO) [40,41], por meio das fungdes de distribui¢do de densidade de discordéncias.
Relembrando do capitulo 3 (equagdes 3.2 e 3.7), as fungdes do modelo MB e CO, sdo

dadas, respectivamente, por [39-41]:

f(x) _ Y
ﬂ{f’(z ,kjE((ﬁ,k) E(z ,k)F(¢,k)}, (6.14)
w.ub

1, r(z =0V NG )

doy L2l (-2 F(Z,m] ’
.ub 2

(6.15)

onde as integrais elipticas incompletas de primeira e segunda classe das equagdes

acima, foram calculadas via simulagdo numérica.

A figura 6.5 apresenta o grafico das fungdes distribuicdes dadas pelas equagoes

6.14 ¢ 6.15. Neste grafico, o tamanho da zona livre de discordancia e permaneceu fixo e

com valor de % =0,02. O tamanho da zona plastica a teve o seu valor variado,

conforme mostra a legenda do grafico.

As curvas da fungdo de distribui¢do em ambos os modelos possuem os mesmos
comportamento e forma. A principal diferenga notada nestes modelos é que o modelo
MB (em que ¢ >> a) prediz um nimero mais elevado de discordancias ao longo da zona

pléstica se aplicar a expressdo 6.13, em relagéo ao modelo CO (em que ¢ =a).
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Figura 6.5 — Comparacio entre os modelos de Majumdar & Burns e Ohr por
meio de grifico normalizado da fungdo de distribuicido de densidade de
discord@ncias em funcdo da posicdo ao longo da zona plastica.

A tabela 6.1 apresenta os numeros de discorddncias presentes na zona plastica

calculados pela expressdo 3.3, para os modelos MB ¢ CO, obtidos das curvas do gréafico

da figura 6.5.

Modelo MB Modelo CO

1 833 545
0,75 599 423
0,50 370 286
0,30 194 162

Tabela 6.1 — Namero de discordincias presentes na zona pldstica para o modo 1
de carregaments, referente ao grafico da figura 6.5.

E observado, nesta tabela, que o modelo MB tende a se aproximar do modelo

CO quando ¢ > a. Para o caso em que ¢ =a, 0 modelo MB prediz um nimero mais
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elevado de discordancias dentro da zona plastica, em relagdo ao modelo CO. Estas
diferengas ocorrem porque o modelo CO ¢ aplicado para o caso em que a = ¢, enquanto

que o modelo MB para o caso em que ¢ >>a.

Na figura 6.6 ¢ apresentado um grifico das fungdes de distribuigido de densidade
de discordancias dos modelos HRS, MB ¢ CO em funcdo da posi¢do ao longo da zona
plastica. A fungdo de distribuigdo do modelo HRS foi gerada por simulagdo numérica

(equacdo 4.14), que possui 0s seguintes dados:

e a=191x10"m tamanho da zona plastica
e ¢=345x10%m tamanho da zona livre de discordincias
e o=130x10°Pa tensdo ao longo da zona plastica

Os tamanhos da zona plastica e da zona livre de discordancias descritos acima
foram usados para calcular os mddulos & e m das integrais elipticas completas e

mcompletas das expressdes 6.14 ¢ 6.15 respectivamente.

4 Modo i
7] ™ —a— Simulago numérica - HRS
—&— Modelo analitico estético - MB
—&— Modelo analitico estatico - CO
3
o)
=
Y
o 27
L5}
x
N 1 =
0

T * L} Y, 1] ¥ ] i ]
1,0x10°  15x10°  20x10° 25x10°  3,0x10°
X

Figura 6.6 — Comparacio entre os modeios de Hirsch et al, Majumdar & Burns e
Okr por meio de grifico normalizadoe da funcio de distribuicio de densidade de
discordancias em funcio da posicdo ao longo da zona pldstica.

O que se observa ¢ que o modelo tedrico HRS possui comportamento e nimero

total de discordincias na zona plastica aproximadamente iguais ao modelo analitico
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estatico MB. O modelo analitico estatico CO difere dos modelos HRS e MB. Porém a
curva de distribuicdo deste modelo possui a mesma forma e comportamento, o que esta

de acordo com o estudo apresentado no grafico da figura 6.5.

O modelo analitico dindmico desenvolvido neste trabalho, também ¢é baseado no
modelo analitico estitico MB, e ambos os modelos possuem comportamentos
semelhantes se analisarmos o grafico da figura 6.6. Por isso, um estudo comparativo
entre os modelos analiticos estatico CO e dinamico deste trabalho com o modelo HRS
por meio de simulagdo numérica foi realizado. O fator de intensidade de tensdo local

efetiva X, no modelo CO (equagdo 3.9) é dado por [40,41]:

)
K, 2 (e —c) r )
= . Fl— m], 6.16
o,Nc rx e, [2 " (6.16)

onde e, ¢ o tamanho da zona livre de discordancias, ¢ € o comprimento da trincae m ¢

o modulo da integral eliptica completa de /? classe e definido por:

2 2 2
m=/E%:%£%, (6.17)
(a; —c”)e

onde a, ¢ o tamanho da zona plastica. O modelo analitico estatico CO possui a sua
origem exatamente na metade da trinca. Para que a expressdo 6.16 possa ser reescrita e
comparada com o modelo analitico dindmico deste trabalho e a simulagéo numérica

HRS, a origem do sistema necessita ser deslocada para a ponta da trinca. Isto ¢ feito

substituindo:
a, =a+c, (6.18)
e, =e+c, (6.19)

nas expressdes 6.16 € 6.17, onde a e e s3o o tamanho da zona plastica e o tamanho da
zona livre de discordéncia, respectivamente, medidos a partir da ponta da trinca.

Fazendo o limite de ¢ — o, 0 moddulo fica:

m=1-5. (6.20)
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L _
Substituindo na equagio 6.16 ¢ = % e expandindo o termo M—
€

em série

em torno de ¢ = ¢, e fazendo o limite de ¢” — 0, encontra-se a equacio para o fator de

intensidade de tensao efetivo local do modelo analitico estatico CO, dada por:

4 7
K, :—.\/E.O'f.F(+,m). (6.21)
T 2

N

Tomando o limite de @ >> e na expressdo acima, conforme Byrd & Friedman

[62], obtém-se:

_ 4 a
Ke—\/;.x/z.ln[4.\/;].a, (6.22)

onde esta equacdo relaciona a blindagem com a tensdo ao longo da zona plastica.
Observe que a tensdo de atrito foi substituida pela tensdo ao longo da zona plastica, pois
este procedimento € utilizado para fazer a ligagdo entre o modelo analitico estético e
dindmico. Para comparar a expressdo 6.22 com o modelo analitico dindmico

desenvolvido no capitulo 5, serdo usadas as expressdes 5.73 € 5.75 que resulta em:

_ 242 a
K, = 7;—\/2.111[4.\[30. (6.23)

Uma comparagdo pode ser realizada entre as expressdes 6.22 e 6.23. O modelo
CO (expressdo 6.22) possui um fator de intensidade de tensdo efetivo local de cerca de
30% maior em relagdo ao modelo deste trabalho (expressdo 6.23). Este fato ¢ justificado
pelo grafico da figura 6.6, onde no modelo CO, um numero menor de discorddncias esta
presente na zona pléstica. Com isso, a trinca sofrera um menor efeito da blindagem de

discordancias conforme a equagdo 3.3 do modelo analitico estatico MB.

A figura 6.7 apresenta dois graficos, um do fator de intensidade de tensdo efetivo
local em fun¢do da tensdo ao longo da zona plastica, e o outro das componentes de
tensio em fungdo da posi¢do ao longo da zona plastica. Os dados da simulagdo
numérica foram utilizados ponto a ponto nas expressoes 6.22 e 6.23 para obter as curvas

(grafico da figura 6.7 (a)) que representam os modelos analiticos deste trabalho e do
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modelo CO. O grafico da figura 6.7 (a) confirma a comparagio anterior realizada entre

as expressdes 6.22 e 6.23.

Modo iii
m=1
6x10°
1 —=— Simulacdo numérica - HRS
5x10% 4 —®— Modelo analitico dinamico - Este trabalho
] —&— Modelo analitico estatico - CO
—~ 4x10° -
€ 3x10° v
g il AAK
— 2x10° P ot
!0 7 /A’A ® /....
1x10°] a—ATe-0"" __-.,.nrll""'-
j o—° —n e
T ' _'_-I—- ' T ' 1 3 l L 3 T 1]
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| [
s \.\.
© 9 I~
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Figura 6.7 — Em (a), comparacio entre os modelos de Hirsch et al, este trabaiho
¢ Chang & Ohr por meio de grifico do fator de intensidade de tensdo efetivo
local em funcido da tensio ao longo da zona plistica. Em (b}, grifico das
contribuicies da tensdo em fungio da posigde ao longoe da zona plistica, para o
modelo de Hirsch et al,

A simulagiio numérica HRS ¢ uma importante ferramenta para analisar os

modelos analiticos. O interessante ¢ a diferenca entre as curvas simulada ¢ a do modelo
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analitico deste trabalho. A principio, era de se esperar que ambas as curvas ficassem
bem proximas, mas isto ndo ocorre. A explicagdo para essa discrepancia esta no fato de
que no modelo analitico dindmico (capitulo 5), foi assumido que a tensdo total ao longo
da zona plastica ¢ constante. Porém, o grafico da figura 6.7 (b) mostra que esta tensdo
total ndo € uniformemente constante ao longo da zona plastica. Mesmo assim, esta
aproximagao € aceitavel porque o ndo varia muito ao longo da zona plastica e, portanto
a expressdo 6.23 do modelo analitico deste trabalho e a expressdo 6.22 do modelo

analitico estatico de CO podem ser utilizadas.

6.3.COMPARACOES ENTRE AS SIMULACOES NUMERICAS
SEGUNDO O MODELO HRS COM O MODELO ANALITICO
DINAMICO DESTE TRABALHO PARA OS MODOS II E III

No capitulo 4 foi descrito todo o procedimento para fazer as simulagdes
numéricas HRS, enquanto que no capitulo 5 foi desenvolvido um modelo analitico
dindmico para os modos II e III. Deste modelo analitico serdo utilizadas as equagdes
para uma transigdo fragil-ductil suave, que foram deduzidas no topico 5.4. O tamanho
da zona plastica (equagdo 5.72), a tensdo ao longo da zona plastica (equacdo 5.73), o
numero de discordancias (equacdo 5.74) e o fator de intensidade de tensdo efetivo local

(equagdo 5.75) sdo dados, respectivamente, pelas expressdes abaixo:

2

;:5 2m+2
e {C(,.Vo] K2 (6.24)
K
L
pu }t m+2 _l_
o= \/: K™, (6.25)
8| C.7,
L
m+2 2m+3
"= #szz_ L CﬂjV°] K (6.26)
r
K

1

. m+2 1
K, =+el K In 4.\[§ K2, (6.27)
C.V, e

a
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A simulagdo numérica torna-se uma ferramenta importante que serve como um
padréo de referéncia para efetuar a comparagdo com o modelo analitico para os modos
Il e IIT (equagdes 6.24 a 6.27). Essas comparagdes serdo apresentadas nos graficos das
figuras 6.10 a 6.15, onde o modelo analitico dindmico desenvolvido neste trabalho é
representado pela linha preta continua, enquanto que, as simulagdes numeéricas pelos

simbolos coloridos.

As figuras 6.8 e 6.9 apresentam respectivamente a influéncia da variagdo da
temperatura e da taxa de carregamento, através de graficos do tamanho da zona plastica,
tensdo ao longo da zona plastica e o fator de intensidade de tensdo efetivo local em
fungdo do fator de intensidade de tensdo aplicada. As figuras 6.10, 6.11 e 6.12
apresentam respectivamente o estudo da variagdo da temperatura, da taxa de
carregamento e do expoente da tensdo, através de graficos do nimero de discordancias
em funcdo do fator de intensidade de tensdo aplicada. A figura 6.13 apresenta o estudo
da variagdo do expoente da tensdo, através de graficos do tamanho da zona plastica e da

tensdo ao longo da zona plastica em fungdo do fator de intensidade de tensdo aplicada.

Os estudos comparativos entre simulagdo numérica e modelo analitico para os
modos II e III, os quais sdo apresentados nos graficos das figuras 6.8 a 6.13,
demonstram que com o acréscimo da temperatura e do expoente da tensdo e o

decréscimo da taxa de carregamento, algumas observagdes podem ser feitas:

1) Uma boa concordancia entre o modelo analitico dindmico para os modos II e III

e as simula¢des numéricas do modelo HRS;

2) O tamanho da zona plastica e o namero de discorddncias em fung¢do do fator de

intensidade de tensdo aplicada sdo aumentados;

3) A tensdo ao longo da zona pléstica e o fator de intensidade de tensdo efetivo

local em fungéo do fator de intensidade de tensdo aplicada sdo diminuidos.

As oscilagdes que estdo presentes nos graficos das figuras 6.8 (c) e 6.9 (c) sdo
devido ao agrupamento de discorddncias usado no algoritmo do programa, para

diminuir o tempo de simulagdo numérica.
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Modos il e il
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Figura 6.8 — Varia¢do da temperatura para os modos II e IIl. Gridficos em (a) do
tamanho da zona plastica, em (b) da tensiao ao iongo da zona plistica e em (c) do
Jator de intensidade de tensdo efetivo local em fungio do fator de intensidade de
tensdo aplicada.
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Figura 6.9 — Variagde da taxa de carregamento para os modos I e IIi. Grdficos em (a) do
tamanho da zona plistica, em (b) da tensdo ao longo da zona plistica e em (c) do fator de
intensidade de tensdo efetivo local em fungdo do fator de intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.6 — Varia¢do da temperatura. Grificos do niimero de discordincias
em (a) para o modo Il ¢ em (b) para o modo Il em funcio do fator de
intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.11 — Variacdo da taxa de carregamento. Grificos do numero de
discordiancias em (a) para o modo Il e em (b) para 0 modo iil em funcgio do
Jator de intensidade de tensio aplicada.
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Figura 6.12 — Variacdo do expoente da temsdo. Grificos do niamero de
discordincias em (@) para o modo Il e em (b) para o mode Il em funcio do
Jator de intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.13 — Variacio do expoente da tensio para os modos II e Iii. Grificos
em (a) da tensdo ao longo da zona pldstica e em (b) do tamanho da zona pldstica
em fungio do fator de intensidade de tensio aplicada.



Alexamdre Mikowski - Dissertagaa de Mestrade - 2003 - Fi [SICA - UFPR 08

A tensdo ao longo da zona plastica diminui pelo fato do nimero de discordincias
dentro da zona plastica aumentar consideravelmente, ¢ esta por sua vez também sofre
um acréscimo em tamanho. O fator de intensidade de tensdo efetivo local, ou seja, a
blindagem de discordancias ¢ influenciada pela densidade de discordincias perto da
ponta da trinca. A tabela 6.2 apresenta uma comparagio dos expoentes de K em relagio
ao tamanho da zona plastica representado pela equagiio 6.24, com os resultados obtidos
por simuiagdo numérica. Esses expoentes foram calculados utilizando o método dos

minimos quadrados, com os dados do grafico da figura 6.13 (b).

(2m+2 )/ (m+2) (2m+2)/(m+2)

Moadelo analitico Simulacao Numeérica

s 1,33333 1,33566
2 1,50000 1,50279
3 1,60000 1,61115
K 1,66666 1,67841
5 1,71428 1,76464

Tabeia 6.2 — Expoente do tamanho da zona pidstica (equag¢io 6.24) para os
maodas I e ITL,

Observa-se por esta tabela, que existe uma boa concordincia entre o modelo
analitico e a simulagio numérica. A diferenga entre os expoentes aumenta com o
acréscimo do expoente da tensio, pois € necessario um longo tempo de simulagdo para
que o expoente calculado por simulagdo numérica se aproxime do previsto pelo modelo
analitico. Porém, o objetivo aqui ndo ¢ ter uma excelente precisdo numérica, e sim, uma

comparag¢@o para mostrar a consisténcia do modelo desenvolvido.

Simples expressoes matematicas foram deduzidas e que descrevem a dindmica
da zona plastica em fungdo dos parametros da mobilidade de discordancias. Elas
prevéem a evolugio do tamanho da zona plistica, tensdo ao longo da zona plistica ¢
namero de discordincias quando comparados com simulagdes numéricas. As
influéncias da temperatura, taxa de deformacgfio aplicada e expoente da tensfo também

sido previstos pelo modelo.
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6.4. SIMULACOES COMPUTACIONAIS SEGUNDO O MODELO HRS
PARA O MODO 1

6.4.1 Estudos das variagdes da temperatura, taxa de carregamento e

expoente da tensao.

Para o modo I segundo o modelo HRS, néo foi possivel desenvolver expressdes
matematicas analogas as equagdes 6.24 a 6.27 do modelo analitico dindmico para os
modos II e III. A equagdo 5.29 é uma equagdo integral singular de dificil resolugéo, e
somente a parte temporal desta equagdo pdde ser resolvida no capitulo 5, a menos de
uma constante D. Assim sendo, simulagdes numéricas foram realizadas para verificar as
evolugdes do tamanho da zona pléstica, da tensdo ao longo da zona pléstica, do nimero
de discordancias, do fator de intensidade de tensdo efetivo local e do tamanho da zona

livre de discordancias.

As figuras 6.14 e 6.16 apresentam, respectivamente, o estudo da variagdo da
temperatura e da taxa de carregamento, através de graficos do tamanho da zona plastica,
e da tensdo ao longo da zona plastica em fungdo do fator de intensidade de tensdo
aplicada. As figuras 6.15 e 6.17 apresentam respectivamente o estudo da varia¢do da
temperatura e da taxa de carregamento, através de graficos do nimero de discordincias,
do fator de intensidade de tensdo efetivo local e do tamanho da zona livre de
discordincias em fun¢do do fator de intensidade de tensdo aplicada. A figura 6.18
apresenta o estudo da variagdo do expoente da tensdo, através de graficos do tamanho
da zona plastica, da tensdo ao longo da zona plastica e do nimero de discordancias em

fun¢do do fator de intensidade de tensdo aplicada.

As simula¢des numéricas feitas para o modo I, as quais sdo apresentadas nos
graficos das figuras 6.14 a 6.18, demonstram as mesmas observagoes feitas nos itens 2 e
3 para os modos II e III discutidas no topico 6.3 deste capitulo. Com o acréscimo da
temperatura e decréscimo na taxa de carregamento, o tamanho da zona livre de

discordancias sofre um aumento consideravel.
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Figura 6.14 — Variacido da femperatura para o mode I. Gréficos em (@) do
tamanho da gona plastica ¢ em (5) da tensdo ao longo da zona pldstica em
funcgéo do faior de iniensidade de iensio aplicada.
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Figura 6.15 — Variagdo da temperatura para o modo I Grificos em (a} do
namero de discordincias, em (b) do fator de intensidade de tensao local efefiva e
em (¢} do tamanho da zena livre de discordincias em fungioe do fator de
intensidade de tenyio aplicada,
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Figura 6.16 — Vartagdo da taxa de carregamento para o modo I. Grdficos em (a)
do tamanho da zona plistica e em (b) da tensio ao longo da zona pldstica em
Juncio do faior de intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.17 - Varia¢do da taxa de carregamento para o maoda I. Grdfices em (a)
do nsimero de discordincias, em (b) do fator de intensidade de fensio local
efetiva ¢ em (¢} do tamanho da zona livre de discordincias em funcéo do fator de
infensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.18 — Variacio do expoenie da iensiio para o meodo L. Grificos em (a) do
tamanio da zona pldstica, em (b) da tensdo ao longo da zona pldstica € em (c) do
numereo de discordancias em func¢do do faior de intensidade de iensio aplicada.
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6.4.2 Estudo do termo de interagdo entre discordancias

Como comentado anteriormente, no capitulo 4 foi descrito e explicado todo o
procedimento das simulagdes numéricas segundo o modelo HRS para o modo I. A

tensdo de cisalhamento o,, em qualquer discordincia em cunha posicionada a uma

distdncia y; emitida da ponta da trinca, para o termo total de interagdo, ¢ dada por
[11,45,46]:

K, ub ub Y; 1 8y.y;
= __ RIES ) , (6.28)
TS R (R e (P (y] =) By, ¥ =)

onde as varidveis e as constantes da expressdo acima e os pardmetros da simulagdo
foram descritos no capitulo 4. Observe que o termo de interag@o entre discordancias da
equacdo 6.28 é composto da soma de dois termos. Entdo, desta forma foi tragado o
objetivo de investigar quais dos dois termos de interagdo entre discordincias é

predominante na dindmica das discorddncias em modo I. A tensdo de cisalhamento o,

para o /° termo parcial de interagédo, é dada por:

YA
K w b Vi Ll (6.29)
O A =3 (g oy

e para o 2° termo parcial de interagdo, a tensdo de cisalhamento ¢ dada por:

I R Ho 8.7; . (6.30)
ST (e (P {r R )}

As figuras 6.19 (a) e (b) apresentam respectivamente o estudo da varia¢do do
termo de interagio entre discordancia-discordancia e discorddncia imagem na presenga
da trinca através dos graficos do tamanho da zona plastica e do numero de discordincias
em fungdo do fator de intensidade de tensdo aplicada. As figuras 6.20 (a) e (b)
apresentam respectivamente o mesmo estudo, através de graficos do fator de intensidade
de tensdo efetivo local e do tamanho da zona livre de discordincias em fungdo do fator

de intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.19 — Variacdo dos termos da tensio de interacio para o modo L
Grdficos em (a) do tamanho da zona plistica e em (b) do numero de
discordidncias em funcgde de fator de intensidade de tensdo aplicada.
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Figura 6.28 — Variagdo dos fermos da tensio de intera¢ao para o modo L
Grdficos em (a) do fator de intensidade de tensdo local efetiva e em (b) do
tamanho da zona livre de discordincias em fungio do fator de intensidade de
tensdo aplicada.
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Os estudos comparativos entre os termos de interagdo (equagbes 6.28 a 6.30)

para 0 modo I, os quais sdo apresentados nos graficos das figuras 6.19 a 6.20,

demonstram que:

e As curvas do tamanho da zona plastica, do nimero de discordincias e do fator
de intensidade de tensdo local efetiva que incluem o /° termo parcial de
interagdo, aproximam-se muito da expressdo que inclui o termo total de

interagao;

e As curvas do tamanho da zona plastica e do tamanho da zona livre de
discordincias que incluem o 2° termo parcial de interagdo, aproximam-se muito

da expressdo que inclui o termo total de interagao.

Desta analise, é observado que os dois termos de interagdo (equagdes 6.29 e
6.30) sdo importantes dentro da dindmica das discordancias. Porém, ¢ verificado que o
1° termo parcial de interagdo é o mais apropriado para substituir o termo total de
interacdo, e assim realizar uma aproximagdo. Deve ser lembrado que para o modo I, a

configuragdo da equagdo 6.29, ndo possui modelo analitico dindmico.

6.4.3 Curvas universais para o modo I

Neste momento ja é conhecido que o campo de tensdo produzido pelas
discordancias na zona plastica reduz a intensidade de tensdo local efetiva K, na ponta da
trinca. No modo III, existem solugdes aproximadas para K. como fungdo da tensdo de

atrito o ,, do tamanho da zona plastica a e do tamanho da zona livre de discordancias e.

Tal solugédo, segundo Roberts [22], € dada por:

K, = i.ﬁ.af.\/é{ln(i‘f}ﬁ] . (6.31)
T\7w e 3

Para o caso da blindagem por discordincias em cunha em planos de
deslizamentos inclinado e ortogonal, ndo existem solugdes analiticas. Serd examinada

aqui a blindagem de discordancias para um plano ortogonal. Os dados da simulagdo
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numérica dos graficos das figuras 6.14 ¢ 6.15, sdo mostrados no grafico da figura 6.21,

a K
plotando ln[—~j em fungdo de ——.
€ e’
12+
10
8
)
~ 6 -
i) Modo |
£ 4 m=1
—8— 323 K
—— 373K
2+ —A— 423K
1 8 —v— 473K
04 =
T ¥ T ¥ 1 L] I s T T
0 100 200 300 400 500
KG lo.e'™

Figura 6.21 — Curva universal para o modo 1. Grdfico do logaritmo neperiano de
(a/e)em funcidode (K, / o.e” ), para diferentes valores de temperatura.

Observe que a curva do grafico ndo obedece a lincaridade da expressdo 6.31. As

figuras 6.22 (a) a (c) apresentam respectivamente, para um expoente da tensdo igual a /,

1/

i K N a . ’ o -
os graficos de — em fungdo de | — |, do nimero de discorddncias n em fungdo de
/2 e
oe

2

K .a';'2 ¢ do tamanho da zona plastica a em fungdo do [K—Zj As figuras 6.23 e 6.24
o

apresentam os mesmos graficos das figuras 6.22, para os expoentes da tensdo iguais a 2

e 3 respectivamente. Observe que quando os dados da figura 6.21 foram replotados na

a

j, obtém-se um grafico

K
figura 6.22 (a), em um grafico ln[ = ,] em fungdo do ln(
e

c.e’?

linear indicando uma curva universal ¢ de onde uma lei de poténcia ¢ obtida.
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Figura 6.22 — Curvas universais para o modo 1. Grificos em (a) do fator de
intensidade de tensdo local efetiva, em (B) do namero de discordincias e em (¢)
do tamanho da zona plistica para o expoente da tensio igual a 1.
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Figura $.23 — Curvas universais para o modo i, Graficos em (a) do faior de
intensidade de tensido local efetiva, em (bB) do niimero de discordincias e em (c)
do tamanho da zona pldstica para 0 expoente da tensdo igual a 2,
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Figura 6.24 — Curvas universais para o modo I. Grdficos em (a) do fator de
intensidade de tensio local efetiva, em (b) do niimero de discordincias e em (c}
do tamanhe da zona plistica para ¢ expoente da tensio igual a 3.
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Os graficos das figuras 6.22 a 6.24 foram ajustados pelo método dos minimos

quadrados, e as equagdes foram obtidas:

K a)’
e 4 {_] , (6.32)
a.e% €
n=B8, (K.a% )b' , (6.33)
a=C, .(K : J (6.34)
o

e os valores numéricos das constantes das equagdes acima, para os expoentes da tensio

que foram estudados, sdo apresentados na tabela 6.3.

i :]/ ay [f, I)[ (.'1 Cy

1 L3801 0,382 0,141 1,032 0,325 L,025
2 1,812 0,399 0,118 1,057 0,291 1,011
3 1,844 0,467 0,030 1,264 0,259 1,025

Tabela 6.3 — Valores numéricos das constantes das equagies 6.32 a 6.34, obtidas
por ajuste dos minimos quadrados, para 0 mado L

Quando o expeente da tensdo m ¢ aumentado de [ para 3, observa-se que um
tempo maior de simulag@o numérica é necessario para o sistema entrar em equilibrio e
por isto os expeentes das equagdes diferem uns dos outros. No entanto, observa-se uma
bhoa proximidade dos valores. As relagdes dadas pelas eguacdes 632 a 634, sdo leis de
poténcia que conectam o fator de intensidade de tensdo efetivo local, a tensfio ao longo
da zona plastica, o tamanho da zona plastica, o tamanho da zona livre de discordancias,

o niimero de discordancias ¢ o fator de intensidade de tensdo aplicada.

Como citado anteriormente, somente a parte temporal da equagdo integral
singular para o modo I foi resolvida. A equagio do tamanho da zona pldstica para uma
transiclo fragil-dictil suave, que foi deduzida no topico 5.4, ¢ dada pela expressiio a

seguir:
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2
2m m+2 2ms2
D[M] = 639)
K
onde D, = (m +2) Vo = Aexp(— —]
2.(m+1)

A tabela 6.4 apresenta uma comparagfio dos expoentes de X do tamanho da zona
plastica representado pela equacdo 6.35 com o calculado por simulagio numérica. Esses
expoentes foram calculados utilizando o método dos minimos quadrados, com os dados

do grafico da figura 6.18 (a).

(2m+2 )/ (m+2) (2m+2)/( m+2) Constante D

Modelo analitico Simulacao Numérica Modelo analitico

1 1,33333 1,33762 0,24896
2 1,50000 1,50706 0,21740
3 1,60000 1,60605 0,21409
4 1,66666 1,68989 0,20741
5 1,71428 1,78581 0,20575

Tabela 6.4 — Expoente do tamanho da zona pidstica e constanie D (equac¢do 6.35)
para o modo L
Observa-se por esta tabela, que existe uma boa concordancia entre o modelo
analitico e a simulagdo numérica. A evolugdo temporal do tamanho da zona plastica
para o modo 1 ¢ semelhante a evolucio temporal dos modos [T e 111 Isto é observado se
comparar os expeentes do tamanho da zona plastica das tabelas 6.2 ¢ 6.4, determinados
por simulacdo numérica. A constante arbitrdria D das equagdes 529 e 635 foi

determinada, e ¢ apresentada na tabela 6.4.



CAPITULO 7

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Simples expressdes matematicas foram deduzidas e que descrevem a dinidmica
da zona plastica em fungdo dos pardmetros da mobilidade de discordincias. O modelo
analitico dindmico desenvolvido neste trabalho (segundo o modelo HRS) para os modos
I e III mostrou ser consistente quando comparado com as simulagdes numeéricas.
ExpressOes analiticas para o tamanho da zona plastica, a tensd@o ao longo da zona
plastica, o nimero de discordincias e o fator de intensidade de tensdo efetivo local
foram obtidas e demonstraram excelente concordancia. As influéncias da temperatura,

taxa de carregamento aplicada e expoente da tensdo também sdo previstos pelo modelo.

O modelo analitico dindmico para os modos II e III (segundo o modelo HRS) ¢
uma generaliza¢do do modelo analitico para o modo III desenvolvido por Serbena [11].
Os modelos analiticos dindmicos para o modo I (segundo os modelos HRS e CK) sdo

resultados novos obtidos por este trabalho.

Para o modo I ndo foram obtidas todas as expressdes analiticas analogas como
no modelo analitico dos modos II e III, somente para o tamanho e tensdo ao longo da
zona plastica, os quais demonstraram boa concordédncia, quando comparados com as
simulagdes numéricas. Isto ocorreu porque ndo foi possivel resolver a equagdo integral

singular representada na equagao 5.29.

Sendo assim, um modelo analitico dindmico foi desenvolvido neste trabalho
(segundo o modelo CK) para o modo I, isto porque o termo de interagdo entre
discordincias apresentado por Chen & Kitaoka é simplificado. Expressdes analiticas

para o tamanho da zona plastica, a tensdo ao longo da zona plastica, o nimero de
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discorddncias e o fator de intensidade de tensdo efetivo local foram obtidas. Este

modelo desenvolvido neste trabalho demonstrou uma boa concordancia quando

comparado com as simulagdes numéricas (segundo o modelo CK) € com o modelo

analitico estatico CK.

D

2)

3)

4)

Como sugestdes para trabalhos futuros, podemos sugerir:

Elaborar um critério que explique o comportamento da DFZ para os modos I, II
e III (segundo o modelo HRS) por meio de uma simples expressdo matematica
que relacione o tamanho da zona livre de discordincias em fungdo do fator de

intensidade de tensdo aplicada;

Resolver a equagdo integral singular para o modo I (segundo o modelo HRS)
representada pela equagdo 5.29, para que expressdes analogas as do modelo

analitico para os modos II e III possam ser obtidas;

Aplicar o modelo analitico dindmico para os modos II e III (segundo o modelo
HRS) desenvolvido neste trabalho para o caso da propagagdo da trinca por

fadiga [65,66];

Comparar o modelo analitico dindmico para o modo I desenvolvido neste
trabalho (segundo o modelo CK) com as simulagdes numéricas CK para

expoentes da tensdo mais elevados e em maiores detalhes.
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