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RESUMO

Vários modelos analíticos consideram as discordâncias que formam a zona plástica em 

tomo da ponta da trinca como uma distribuição contínua infinitesimal de discordâncias 

em equilíbrio estático devido a uma tensão de atrito. Outros modelos consideram a 

evolução dinâmica da zona plástica com o tempo, e a descrição é baseada em 

simulações numéricas, onde a zona plástica é considerada ser formada por uma 

distribuição discreta de discordâncias fora do equilíbrio. Esta dinâmica é descrita por 

uma relação de potência entre velocidade, tensão total e temperatura. Neste trabalho, 

foram realizadas simulações numéricas considerando uma trinca infinita carregada sob 

uma taxa de carregamento fixa segundo o modelo de Hirsch et al (HRS). As 

discordâncias são emitidas por uma fonte de Frank-Read posicionada a uma distância 

fixa da ponta da trinca e em um plano que contém a frente da trinca. Das simulações, o 

tamanho da zona plástica, o tamanho da zona livre de discordâncias, o número total e a 

distribuição de discordâncias, a tensão ao longo da zona plástica e o fator de intensidade 

de tensão efetivo local foram calculados. Os resultados das simulações numéricas 

segundo os modelos de Hirsch et al (HRS) e de Chen & Kitaoka (CK) para o modo I de 

carregamento são comparados com as expressões dos modelos analíticos dinâmico deste 

trabalho (segundo o modelo CK), e estático de Chen & Kitaoka (CK) que possuem o 

termo de interação discordância-discordância numa forma mais simples em relação ao 

modelo de Hirsch et al (HRS). Para o modo III, as simulações de Hirsch et al (HRS) 

são comparadas com os modelos analíticos estáticos de Chang & Ohr (CO) e de 

Majumdar & Burns (MB) e com o modelo analítico dinâmico deste trabalho (segundo o 

modelo HRS) que mostrou uma excelente concordância quando comparado com as 

simulações numéricas.

Palavras -  chave: Trinca; Zona plástica; Discordâncias; Modelos analíticos.
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ABSTRACT

Several analytical models consider the dislocations that form the plastic zone around an 

infinite crack loaded under a fixed loading rate as a continuous distribution of 

infinitesimal dislocations at static equilibrium due to a friction stress. Other models 

consider the dynamic evolution of the plastic zone with time and the description is 

based on computer simulations where the plastic zone is consider as formed by discrete 

dislocations in-non equilibrium. This dynamics is described by a power relation 

between velocity, total stress and temperature. In this work, numerical simulations were 

performed considering an infinite crack loaded under fixed loading rates according to 

Hirsch et al (HRS) model. The dislocations are emitted by a Frank-Read source 

positioned at a fixed distance ahead of the crack tip and in a plane containing the crack 

front. From the simulations, the plastic zone size, the dislocation free zone, the total 

number and the distribution of dislocations, the elastic stress and the effetive stress 

intensity factor were calculated. The results from numerical simulations according to 

Hirsch et al (HRS) and Chen & Kitaoka (CK) models for mode I loading are compared 

with the dynamic analytic model of this work (according to HRS model) and to static 

Chen & Kitaoka (CK) model. For mode III, the Hirsch et al (HRS) simulations are 

compared with Chang & Ohr (CO) and Majumdar & Burns (MB) static analytic 

models, as the dynamic analytic model develop in this work (according to HRS model). 

The results show excellent agreement when compared with numerical simulations.

Keywords: Crack; Plastic zone; Dislocations; Analytical models.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

A fratura consiste na separação ou fragmentação de um corpo sólido em duas ou 

mais partes, sob a ação de tensões aplicadas [1,2]. Devido à amplitude do tema, o 

estudo de fratura envolve diversas áreas, tais como a Física do Estado Sólido, a Ciência 

dos Materiais e a Mecânica do Meio Contínuo. Alguns avanços no estudo de fratura 

tem ajudado no controle do número de casos em que ocorreram falhas catastróficas, 

sendo que as principais causas são [3]:

1. Negligência na elaboração de projeto, construção ou operação estrutural;

2. Aplicação de um novo projeto ou material, produzindo resultados inesperados.

No tipo 1, alguns procedimentos de segurança e prevenção seriam suficientes 

para avaliar e até evitar uma falha -  o erro humano. No tipo 2, que é mais difícil de 

prevenir, ensaios e análises do projeto e material podem minimizar a ocorrência de 

fraturas. Na literatura encontram-se vários exemplos de fraturas que ocorreram de 

maneira catastrófica, perigosa e que também proporcionaram muitos prejuízos 

materiais.

Navios da classe Liberty, da marinha dos Estados Unidos, na 2a Guerra Mundial 

são casos famosos de fratura ocorrida por falhas do tipo 1 e 2 [4-6]. Em 1979, o 

Petroleiro Kurdistan fraturou em duas partes no Atlântico Norte, pela ação de tensões 

térmicas e devido ao casco ter sido inconvenientemente soldado [6]. Em 2002, o 

Petroleiro Prestige partiu-se em duas partes antes de afundar, conforme mostram as 

fotos da figura 1.1 [7]. Construído em 1976, o navio teve o seu casco trincado devido às 

fortes tempestades. Segundo o governo espanhol, o Petroleiro Prestige, de bandeira de 

Bahamas já havia derramado entre 5.000 e 6.000 toneladas de óleo quando o casco se 

rompeu, além de ter deixado um rastro de mais de 5.000 toneladas de óleo ao ser levado 

para alto-mar. O óleo atingiu a costa da Galícia (noroeste da Espanha), deixando cerca 

de mil pescadores sem condições de trabalho e cobrindo de negro os pássaros marinhos.
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"Se todo o óleo do petroleiro vazar, será um desastre com o dobro do efeito do Exxon 

Valdez, que foi um dos piores que já vimos", afirmou Christopher Hails, diretor da 

organização ambientalista World Wildlife Fund (WWF), em referência à catástrofe 

ambiental provocada pelo vazamento de óleo na costa do Alasca em 1989. A Exxon teve 

de pagar US$ 5 bilhões de indenização pelos danos causados no vazamento. 

Figura 1.1 Fratura catastrófica ocorrida em 2011112002 no petroleiro Prestige, 
que levava 77 mil toneladas de óleo combustível e afundou cerca de 250 km da 
costa noroeste da Espanha /7]. 

Projetar estruturas visando a prevenção de falhas não é uma idéia nova, pois os 

Faraós do antigo Egito e os Imperadores Romanos encomendavam grandes obras que 

requeriam estruturas bem planejadas, as quais ainda hoje são prestigiadas e admiradas 

[ 6]. Isto se deve em grande parte à habilidade dos arquitetos e engenheiros da época, 

pois as velhas estruturas que permanecem erguidas até hoje, com certeza representam o 

sucesso destes projetistas e construtores. 

Por volta de 1500, Leonardo da Vinci realizou experimentos em arames de ferro 

suspensos, que deram várias pistas sobre a origem da fratura. Ele concluiu 

qualitativamente que a força de tração variava inversamente com o comprimento do 

arame, e sendo assim, os arames mais longos proporcionavam um volume maior de 

amostra o que permitia uma maior probabilidade de provar que em uma certa região 

continha uma falha [6]. As causas da fratura de materiais ainda eram um mistério, tanto 

que Love publicou em 1892 no seu texto sobre elasticidade que "as condições em que 

ocorre uma ruptura são vagamente entendidas" [8]. 

Inglis em 1913 [3] e Griffith em 1920 [3,9] estabeleceram uma conexão entre a 

tensão de fratura e o tamanho da trinca. Esta teoria de fratura está baseada num simples 

equilíbrio de energia, de acordo com a r lei da tem1odinâmica, e só é aplicada a sólidos 
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idealmente frágeis. Irwin, em 1948, fez uma modificação deste modelo para materiais 

metais dúcteis [3]. Ele percebeu que conceitos importantes já estavam disponíveis e 

realizou estudos para que a teoria de Grifjlth se adaptasse aos metais dúcteis. Também 

propôs o conceito do fator de intensidade de tensão, K.

Wells, em 1956, usou a teoria da mecânica da fratura para mostrar porque 

ocorriam fraturas na fuselagem de aeronaves. As trincas iniciavam-se nos cantos das 

janelas, onde foi verificado existir concentrações de tensões [6]. A General Electric, em 

1957, também usou a teoria da Mecânica de Fratura para verificar as falhas nos rotores 

de turbinas a vapor [6]. Este conhecimento é atualmente aplicado na prevenção de 

fratura em rotores. Por volta de 1960, um limite histórico é marcado, pois existiam 

conceitos e fundamentos razoáveis para o estabelecimento da Mecânica da Fratura 

Elástica Linear (MFEL) e muitos pesquisadores chamaram a atenção para a plasticidade 

que ocorre na ponta da trinca [3]. Esta disciplina adota um tratamento inteiramente novo 

em relação ao fenômeno da fratura. Ela não se preocupa com a prevenção de nucleação 

das trincas. Ao contrário, admite-se que sempre haverá defeitos em um elemento 

estrutural e busca-se a resposta à pergunta: dada uma certa tensão, qual o maior 

tamanho de trinca que pode ser tolerado sem ocorrer à falha do componente? Sabendo- 

se a resposta, resta só usar técnicas de inspeção para selecionar o material que não 

possua defeitos maiores que o tamanho crítico para uma dada tensão projetada.

No início da década de 1960, várias pesquisas foram realizadas por Dugdale, 

Barenblatt e Wells, que elaboraram modelos baseados em pequenas falhas produzidas 

na ponta da trinca do material [6]. Wells, ao aplicar a MFEL em aços, percebeu que as 

faces da trinca moviam-se com o aumento da deformação plástica, o que conduziu à 

proposição do parâmetro conhecido por CTOD, o deslocamento de abertura da ponta da 

trinca [6].

Rice, em 1968, mostrou que a taxa de liberação de energia em uma deformação 

plástica (elástica não linear), poderia ser expressa através de uma integral de linha, a 

integral J  [6\. Shih, &m 1981, demonstrou uma relação entre os valores da integral J e do 

CTOD, parâmetros estes que atualmente são aplicados a muitos materiais [6]. Entre 

1960 e 1980, foram desenvolvidas muitas pesquisas que trouxeram contribuições 

significativas para a teoria da Mecânica de Fratura. O objetivo geral deste trabalho é o 

de comparar modelos que descrevem a zona plástica ao redor da trinca. Os modelos
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propostos são estáticos e dinâmicos. Os defeitos que distorcem a rede cristalina atuam 

como pontos que resistem ao escoamento plástico, aumentando a resistência mecância 

do material. Existem fatores que são importantes para caracterizar o comportamento 

plástico dos materiais. Um destes fatores que deve ser levado em consideração é a 

temperatura. Certos materiais, como o Si e o Ge, apresentam em temperatura ambiente 

um comportamento frágil e somente apresentam plasticidade acima de determinada 

temperatura (T>400 °C), enquanto que cristais como o NaCl apresentam 

comportamento plástico já à temperatura ambiente [10].

A revisão bibliográfica dos assuntos de interesse desta dissertação será feita nos 

dois próximos capítulos. Os conceitos fundamentais da Mecânica da Fratura necessários 

para uma melhor compreensão do presente trabalho serão tratados no capítulo 2. Os 

conceitos que englobam este capítulo são: as discordâncias, a fratura, o fator de 

concentração de tensão, o balanço de energia de Griffith, a taxa de liberação de energia, 

os campos de tensão na ponta da trinca, os modos de fratura, interações entre trinca- 

discordâncias e a transição ffágil-dúctil. No capítulo 3 será apresentado uma revisão dos 

modelos teóricos da transição ffágil-dúctil de Majumdar & Burns de 1983, Chang & 

Ohr de 1981 e 1985, Chen & Takezono de 1995, Chen & Kitaoka de 1999, Hirsch, 

Roberts & Samuels de 1988, Hirsch & Roberts de 1989 e Hartmaier & Gumbsch de 

1999. Por isso, este se toma extremamente importante para a compreensão dos capítulos 

subsequentes. Outros modelos também serão comentados sem maiores detalhes.

O objetivo geral desta dissertação é o de comparar modelos analíticos 

dinâmicos, que descrevem a zona plástica ao redor da ponta da trinca, desenvolvidos a 

partir de modelos analíticos estáticos e a sua confrontação com resultados obtidos 

através de simulações numéricas para diferentes modos de carregamento. Os modelos 

utilizados para fazer as comparações são de: Hirsch et al (modelo HRS), Chen & 

Kitaoka (modelo CK), Majumdar & Burns (modelo MB) e Chang & Ohr (modelo CO).

Desse modo, com base nos modelos existentes na literatura e discutidos no 

capítulo 3, foram traçados os objetivos específicos desta dissertação:

> Comparar qualitativamente e quantitativamente os modos I, II e III via

simulação numérica;



> Verificar um modelo analítico dinâmico deste trabalho segundo o modelo HRS 

para os modos II e III, onde simples equações são obtidas para uma transição 

frágil-dúctil suave;

> Comparar entre si a simulação numérica segundo o modelo HRS, o modelo 

analítico estático e simulação numérica de CK e o modelo analítico dinâmico 

deste trabalho (segundo o modelo CK), para o modo I;

> Comparar entre si a simulação numérica segundo o modelo HRS com os 

modelos analíticos estáticos de MB e CO e o modelo analítico dinâmico deste 

trabalho (segundo o modelo HRS), para o modo III;

> Comparar entre si a simulação numérica segundo o modelo HRS com o modelo 

analítico dinâmico deste trabalho (segundo o modelo HRS), para os modos II e 

III;

> Estudar a dinâmica de geração de discordâncias na ponta da trinca carregada em 

modo I, através de simulações numéricas (segundo o modelo HRS).

O capítulo 4 descreve o funcionamento do algoritmo do programa [11] escrito 

em linguagem Fortran 77 utilizado nas simulações numéricas. Este está baseado no 

modelo HRS. A partir de dados gerados das simulações numéricas, a dinâmica da zona 

plástica ao redor da ponta da trinca é estudada para diferentes modos de carregamento. 

Dois modelos analíticos dinâmicos foram desenvolvidos no capítulo 5. O primeiro para 

os modos II e III, segundo o modelo HRS e o segundo para o modo I, segundo o modelo 

CK. Nestes dois modelos analíticos, simples equações são obtidas como resultado para 

uma transição frágil-dúctil suave.

O capítulo 6 confronta os modelos analíticos entre si desenvolvidos no capítulo 

5, e os modelos analíticos apresentados no capítulo 3, com as simulações numéricas 

discutidas no capítulo 4. A simulação numérica se toma uma ferramenta importante 

para tal comparação. Finalmente, no capítulo 7, as conclusões sobre o estudo realizado 

são relacionadas e algumas sugestões para trabalhos futuros são apresentadas.
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CAPÍTULO 2 

MECÂNICA DA FRATURA: CONCEITOS 

FUNDAMENTAIS

Este capítulo tem como objetivo fornecer elementos para uma melhor 

compreensão dos demais capítulos subseqüentes. Para tal finalidade, os principais 

conceitos básicos relevantes ao trabalho serão abordados.

2.1. TEORIA ELEMENTAR DE DISCORDÂNCIAS

2.1.1 Discordâncias em cunha e em hélice

Discordâncias são defeitos de linha presentes na maioria dos materiais e são uns 

dos responsáveis pela diferença existente entre os valores da resistência mecânica 

teórica e real dos metais. A escala ou faixa dimensional típica das discordâncias está 

compreendida no intervalo entre 10'9 a 10'5 m [3].

Estes defeitos cristalinos foram postulados em 1934, independentemente, por 

Polanyi, Orowan & Taylor, que propuseram um tipo de discordância que veio a ser 

chamado de discordância em cunha. Em 1939, J. M. Burgers propôs um outro tipo, a 

discordância em hélice [3,12-16].

Considere o cubo perfeito da figura 2.1. Conforme a direção do corte que é feito 

e o cisalhamento que se aplica ao cubo, obtêm-se dois tipos de discordância. A linha de 

imperfeições AA (a extremidade do corte) é chamada de linha da discordância. Se os 

átomos são deslocados perpendicularmente à linha de discordância, tem-se uma 

discordância em cunha (figura 2.1 (a)). Caso forem deslocados paralelamente à linha, 

tem-se uma discordância em hélice (figura 2.1 (b)).

Estes defeitos permitem, através de seus movimentos, que um cristal seja 

deformado plasticamente (cisalhado) sem que haja o movimento relativo simultâneo de



todos os átomos. Assim, mesmo que a energia liberada para a deformação seja a mesma 

com o cisalhamento simultâneo ou o movimento da discordância, a força aplicada é 

muito inferior para este último caso.
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Figura 2.1 — Discordância em cunha e em hélice obtidas a partir de um cristal perfeito [3].

2.1.2 Fonte de discordâncias: o mecanismo de Frank-Read

Observa-se experimentalmente que a deformação plástica aumenta a densidade 

de discordâncias em um cristal. Este fato é aparentemente paradoxal, pois presumia-se, 

em uma primeira análise, que as discordâncias existentes se moveriam até ser 

eventualmente ejetadas do material [3]. Em 1950, Frank & Read encontraram uma 

solução para o problema ao proporem um mecanismo para a multiplicação de 

discordâncias.

A figura 2.2 representa esquematicamente a formação de um laço de 

discordância na seqüência {a), (b), (c), (d) e (e). Em (a), a linha de discordância DD ’ em 

um plano de deslizamento, que está representado pelo plano da página. Em (b), uma 

tensão de cisalhamento é aplicada sobre o plano de deslizamento, a qual produzirá uma 

tensão sobre a linha de discordância. Em (c), a tensão sobre a linha é aumentada



fazendo com que o raio de curvatura da linha de discordância DD ’ diminua até seu valor 

mínimo. Neste ponto, ou seja, em (d), a tensão é máxima e a linha de discordância DD ’ 

alcança uma condição de instabilidade. Quando m se aproxima-se de n, os segmentos de 

discordâncias tem sinais opostos e, portanto, se atraem. O laço de discordância é 

formado em (e), e o processo se inicia novamente, sendo que a tensão necessária para 

ativar a fonte de Frank-Read é a necessária para transformar a linha de discordância ou 

segmento DD ’ em um semi-círculo.
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(c)

Figura 2.2 — Diagrama representativo do movimento das discordâncias em laço formadas 
pelo mecanismo de Frank-Read [14].

2.1.3 Tensão imagem

Quando uma discordância se move em um cristal e chega à superfície, ela deixa 

de existir. Sua energia de linha desaparece e o cristal se coloca em situação 

termodinamicamente mais estável. Havendo esse gradiente de energia, é lógico supor-se 

que a discordância seja atraída pela superfície livre [3]. As figuras 2.3 (a) e (b) 

mostram, respectivamente, as discordâncias-imagem em hélice e em cunha.
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Em (a), S é o símbolo da discordância em hélice, enquanto que em (b), J_ é o da 

discordância em cunha. Em ambas as figuras 2.3, d é à distância da discordância a 

superfície livre.

(a)

MI

- T « - —  - 0 -; ________  X4
flJ .....

(b)

Figura 2.3 -  Discordâncias em hélice em (a), e em cunha em (b) a uma distância d da 
superfície x = 0. A discordância imagem está em uma distância d da superfície [14].

A tensão imagem crim que atrai as discordâncias em hélice e em cunha à

superfície, para o caso em que a linha de discordância é infinita, retilínea e paralela à 

superfície, é dada por [3,14]:

a. = — (2.1) 
4 nÇÀ

onde b è o vetor de Burgers, fi é o módulo de cisalhamento, d é a distância da 

discordância a superfície, £ = 1 para discordância em hélice, £ = (1 -  v) para 

discordância em cunha e vé  o coeficiente de Poisson.

2.1.3 Tensão de interação

As fontes de Frank-Read produzem muitas discordâncias em um mesmo plano 

de deslizamento. Suponha que várias discordâncias estejam presentes em um plano de 

deslizamento, de forma que um empilhamento seja formado. As discordâncias geram 

um campo de tensão entre elas, de forma que a tensão de interação crint entre

discordância-discordância sem a presença de trinca e considerado as linhas de 

discordâncias como infinitas e paralelas entre si, seja dada por [13]:
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<7int = (2.2)

onde x. e xy são, respectivamente, as i-êsima e j-ésima posições das discordâncias.

O fenômeno da fratura pode ser definido como o processo de separação ou 

fragmentação de um corpo sólido em duas ou mais partes sob a ação de tensões, 

podendo ter características frágeis, semi-ffágeis ou dúcteis [1-3]. O processo de fratura, 

em todos os casos, pode ser considerado em termos dos seguintes estágios [3]:

1. Acúmulo de dano;

2. Iniciação de uma ou mais trincas no material;

3. Propagação de trinca, levando à fratura.

2.2.1 Fratura Frágil

A fratura frágil ocorre de uma maneira catastrófica pelo rompimento de ligações 

interatômicas, ao longo de planos cristalográficos específicos. Os materiais amorfos, 

como exemplo o vidro comercial alcalino, também apresentam comportamento frágil

[2], Este é o caso para os materiais com estruturas do tipo diamante, ZnS, silicatos, 

alumina, mica, B, W, carbetos e nitretos [3,11]. Os materiais não apresentam 

deformações plásticas significativas, ou seja, em um material frágil, as discordâncias 

são praticamente imóveis. A tendência de um material fraturar-se de uma maneira frágil 

é maior com o aumento da taxa de deformação ou a ocorrência da deformação em 

baixas temperaturas. Isto é observado na fratura dos aços a baixas temperaturas [3].

2.2.2 Fratura Semi-Frágil

A ffatura semi-ffágil ocorre tanto pelo rompimento de ligações interatômicas 

como também pela mobilidade de discordâncias, mas o número de planos de 

deslizamento é restrito. Há uma tendência para que ocorra uma pequena plasticidade 

inicial e a ffatura subseqüente ocorre em planos cristalográficos bem definidos. Este é o 

caso para os materiais com estruturas do tipo NaCl, cristais iônicos, metais hexagonais

2.2. FRATURA



densamente empacotados (titânio, zinco, magnésio e zircônio), a maioria dos metais 

cúbicos de corpo centrado (ferro, tungsténio, nióbio) e polímeros vítreos [3,11].

2.2.3 Fratura Dúctil

A fratura dúctil ocorre quando o material se deforma plasticamente, afetado pela 

mobilidade de discordâncias, sendo este o principal fator que leva o material à fratura. 

Devido a grande facilidade da ocorrência de deformação plástica, não existe qualquer 

restrição ao movimento das discordâncias e assim elas podem mover-se em um número 

elevado de sistemas de deslizamento e ocorre a intersecção de diversos planos de 

deslizamento. Este é o caso dos metais cúbicos de face centrada (níquel, cobre, 

alumínio, ouro, chumbo, platina, prata), polímeros não-vítreos e alguns metais cúbicos 

de corpo centrado (vanádio) [3,11]. A energia envolvida neste processo é bem mais 

elevada do que na fratura frágil, pois o material absorve uma grande quantidade de 

energia durante a deformação plástica.

2.3. FATOR DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÃO

Em 1913, C. E. Inglis usou a teoria da elasticidade para analisar o campo de 

tensão em uma cavidade elíptica numa placa tensionada uniformemente. A principal 

conclusão tirada deste trabalho é que a tensão na ponta de um entalhe é várias vezes 

maior do que a tensão aplicada na placa. Considere a situação ilustrada na figura 2.4, em 

que uma placa contém uma cavidade elíptica sujeita a uma tensão uniforme aplicada a  

ao longo do eixo menor da elipse. A tensão cta em um ponto A na ponta da cavidade 

elíptica é máxima e é dada pela relação [3]:

Alexandre Mikowski - D issertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR ] j

1 +  2 -  
b

(2.3)

em que oa é a tensão na ponta da trinca da cavidade elíptica, cré a tensão aplicada na 

placa, a e b são os semi-eixos maior e menor da elipse respectivamente.
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Figura 2.4 - Cavidade central elíptica em uma placa tensionada [6].

Para o caso de uma elipse bem achatada ou de uma trinca estreita de

Para um pequeno raio de curvatura, existe maior concentração de tensão e no

tensão Kt. Pela equação 2.4, nota-se que este fator depende tanto da forma da cavidade 

como do seu tamanho, e também descreve o efeito da geometria da trinca sobre a tensão 

local. O valor de K, é aumentado com o aumento do comprimento da trinca e com o 

decréscimo no raio de curvatura na ponta da trinca.

Em 1920, Alan A. Griffith [9] usou a Primeira Lei da Termodinâmica para 

analisar teoricamente o fenômeno de fratura, baseando-se no ponto de vista da energia 

total do sistema. Quando um sistema passa de um estado de não-equilíbrio para um 

estado de equilíbrio, a energia total do sistema é reduzida.

Considere uma placa, de espessura B, sujeita a uma tensão uniforme cr, que 

contém uma trinca de comprimento 2a como mostra a figura 2.5. O balanço energético 

entre a energia elástica armazenada e a energia de superfície necessária para criar as

comprimento 2a, tendo um raio de curvatura p  = b 2/ a , a equação 2.3 é aproximada de 

acordo com a expressão [3,6]:

(2.4)

limite de p  —> 0, <ja —» °o. O termo 2^ a /p  é definido como o fator de concentração de

2.4. BALANÇO DE ENERGIA DE GRIFFITH
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novas superfícies da trinca resulta em, para o caso de estado de tensão plana, que a 

tensão de fratura, <jf, é dada por [3,6]:

onde E é o módulo de elasticidade, ys é a energia de superfície específica e a é a metade 

do comprimento da trinca. A expressão anterior descreve a tensão necessária para a 

propagação da trinca (fratura) e é válida somente para materiais idealmente frágeis.

Figura 2 .5 -  Trinca em uma placa infinita sujeita a uma tensão de tração remota [6],

Irwin e Orowan, independentemente, modificaram a equação 2.5 de Griffith para 

o caso de materiais que se deformam plasticamente na ponta da trinca. Devido à alta 

concentração de tensão, além do trabalho elástico realizado para a produção de duas 

superfícies de fratura, uma certa quantidade de trabalho plástico é realizada durante a 

extensão da trinca. Esta equação modificada, para o caso de tensão plana, é dada por

(2.5)

[3,6]:

(2.6)

onde yp é o trabalho plástico e é tipicamente muito maior que ys. A deformação plástica 

localizada na ponta da trinca relaxa as tensões, em decorrência do aumento do raio de 

curvatura na ponta da trinca.
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2.5. TAXA DE LIBERAÇÃO DE ENERGIA

Em meados da década de 1950, George R. Irwin definiu a taxa de liberação de 

energia, G. Esta é uma medida da energia disponível para um incremento de extensão da 

trinca, e dada pela equação [3,6]:

ou seja, G é a variação da taxa de energia potencial elástica com a área da trinca, 77é a 

energia potencial elástica da placa trincada e A é a área da trinca. Portanto, como é 

obtido da derivada de um potencial, também é chamada de força para a extensão da 

trinca.

A taxa de liberação de energia para uma placa tensionada com uma trinca de 

comprimento 2a (figura 2.5) é [3,6]:

De uma maneira análoga e equivalente ao modelo de Griffith, Irwin propôs, para 

o caso de estado de tensão plana, que a fratura ocorre em uma tensão de fratura <jf que 

corresponde a um valor crítico da força para a extensão da trinca, e a equação 2.6 é 

modificada como [3,6]:

A propagação da trinca num sólido ocorre quando G alcança um valor crítico, 

isto é [3,6]:

G = (2.8)
E

(2.9)

c dA
(2.10)

onde Ws é a energia de superfície ewj? é a energia da fratura. A derivada da equação 

2.10 é uma medida da tenacidade à fratura do material, a qual é uma resistência à 

propagação instável da trinca.
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2.6. CAMPO DE TENSÃO ELÁSTICO NA PONTA DA TRINCA E OS 

MODOS DE CARREGAMENTO

Para configurações com trincas sujeitas a forças externas, Westergaard, Irwin, 

Sneddon e Williams estão entre os primeiros pesquisadores a publicarem expressões 

para as tensões num corpo elástico linear, isotrópico e trincado [6], A figura 2.6 define 

um sistema de coordenadas polares com a origem na ponta da trinca. Uma trinca é 

definida como uma superfície livre, interna e plana num campo de tensão elástico linear

[3].

Com esta hipótese e com base na Mecânica da Fratura Elástica Linear, as 

tensões crr<?nas proximidades da trinca são dadas por [3,6,17,18]:

&re ~
.V i7zr )

f ,¥ ) , (2.11)

onde r e 9 são as coordenadas polares definidas na figura 2.6, f t{d) é uma função

angular que depende da direção e do modo de carregamento envolvido. A grandeza Kj é 

o fator de intensidade de tensão e o subscrito i denota o modo de carregamento. A figura 

2.7 apresenta os três modos básicos de carregamento que podem ser aplicados numa 

trinca.

Figura 2 .6 - Definição do eixo de coordenada na ponta da trinca. A direção z é normal à 
página [6].

O modo I (figura 2.7a) é chamado de modo de abertura. A tensão de tração é 

normal às faces da trinca. O modo II (figura 2.7b) é chamado de modo de deslizamento 

ou cisalhamento dianteiro. A tensão de cisalhamento é normal à aresta que avança. No



modo III (figura 2.7c) é chamado de modo de rasgamento ou cisalhamento transversal e 

neste caso, a tensão de cisalhamento é paralela à aresta que avança.
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Figura 2.7-O s  três modos de carregamento que podem ser aplicados a uma trinca [3].

2.7. INTERAÇÕES: TRINCA - DISCORDÂNCIAS

Todos materiais frágeis exibem uma transição frágil—dúctil em uma temperatura 

de ~ 2/3 Tm, onde Tmé a temperatura de fusão medida na escala Kelvin [11]. Neste valor 

de temperatura, interações podem ocorrer entre a trinca e as discordâncias e em 

conseqüência disso, o fator de intensidade de tensão na ponta da trinca é alterado. Essas 

duas interações são o embotamento e a blindagem.

2.7.1 Embotamento

O embotamento é uma maneira pelo qual uma trinca é afetada pela emissão de 

discordâncias. A figura 2.8 mostra o arranjo atômico de uma estrutura cristalina cúbica 

simples que contêm uma trinca. Quando uma discordância em cunha representada pelo 

símbolo _L é emitida pela ponta da trinca, a largura da trinca é aumentada por um 

espaçamento atômico. Em conseqüência disso, o raio de curvatura da ponta da trinca é 

aumentado.

Como mostrado por C. E. Inglis em 1913 [11], se o raio de curvatura da trinca 

for aumentado, implicará num decréscimo no fator de concentração de tensão na ponta 

da trinca.
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Figura 2 .8 - Ponta da trinca embotada pela emissão de uma discordância em cunha [11,19].

Como apontado por Rice & Thomson [19], em 1974, se o embotamento ocorre, o 

aumento no raio de curvatura ocorre na ordem de um espaçamento atômico. Com isso, a 

probabilidade da trinca encontrar uma fonte de discordância externa na posição correta e 

numa distância suficiente para operar é pequena. Além disso, a condição de que o plano 

de deslizamento intercepte toda a frente da trinca deve ser satisfeita.

2.7.2 Blindagem

A blindagem é uma outra maneira pelo qual uma trinca pode interagir com 

discordâncias. Isto ocorre devido à interação do campo de tensão da discordância com o 

campo de tensão na frente trinca, que pode aumentar ou diminuir o fator de intensidade 

de tensão na ponta da trinca.

Pelo tratamento matemático da blindagem na ponta da trinca desenvolvido por 

Lin & Thomson em 1986, a magnitude da blindagem^, é dada por [20]:

k.í =ZKj?(e)-^L.
i V27ir

(2 .12)

onde o índice i refere-se aos três modos de carregamento, /j. é o módulo de 

cisalhamento, bj são as componentes do vetor de Burgers, r é  a distância entre a 

discordância e a ponta da trinca, K°(d) é uma função angular e d é o ângulo entre a

trinca e o plano de deslizamento.

A magnitude do efeito da blindagem depende do sinal do vetor de Burgers. Se o 

vetor de Burgers da discordância em cunha for positivo, com símbolo -L, o sistema
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encontra-se na condição de blindagem e o fator de intensidade de tensão efetivo local 

será reduzido.

Caso o vetor de Burgers da discordância for negativo, o contrário ocorre e o 

sistema encontra-se na condição de antiblindagem e o fator de intensidade de tensão 

efetivo local será aumentado. Para discordância em hélice, o símbolo usado é S, e a 

mesma abordagem é válida para o efeito da blindagem.

2.8. ZONA PLÁSTICA NA PONTA DA TRINCA

2.8.1 Correção de Irwin para a zona plástica

As soluções para o campo de tensão elástico (equação 2.11) exibem 

singularidade para as tensões na ponta de uma trinca elástica, isto é, as tensões a rQ

tendem ao infinito quando r tende a zero. Na prática, para a maioria dos materiais 

(especialmente os metais), o escoamento ocorrerá localmente na ponta da trinca, para 

que as tensões sejam relaxadas. Mas então, onde ocorre deformação plástica, a 

singularidade nas tensões deixa de existir. Quando o escoamento ocorre na ponta da 

trinca, ela toma-se embotada, isto é, as superfícies da trinca separam-se sem extensão na 

trinca.

A figura 2.9 mostra a magnitude da tensão a y em um plano 9 -  0. Até a 

distância rp da ponta da trinca, a tensão é elevada e igual a tensão de escoamento a ys 

[21].

Figura 2.9 -  Correção para a zona plástica (segundo Irwin) [21].
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Irwin, por volta de 1958, fez uma correção para o tamanho da zona plástica de 

tal forma que o raio da zona plástica rp na ponta da trinca, para os casos de tensão e 

deformação plana, são dados respectivamente por [3,21]:

r \
E±

\ a ys J
(2.13)

<J
V ys J

(2.14)

onde Kj é o fator de intensidade de tensão aplicado em modo I e cr é a tensão de 

escoamento. De fato, o tamanho da zona plástica é igual a 2 rp , devido às 

redistribuições das tensões na vizinhança da zona plástica.

A substituição de c por (c + r *) nas equações do campo de tensão elástico

daria um ajustamento adequado para a plasticidade na ponta da trinca para as condições 

de escoamento em pequena escala. Com esse ajustamento, o fator de intensidade de 

tensão aplicado K , é útil para a caracterização da condição de fratura. Mas se, a tensão 

aplicada é bem grande e a zona plástica aumenta em tamanho em relação ao 

comprimento da trinca, as equações do campo de tensão elástico perdem precisão e K  

deixa de ter sentido como parâmetro do campo de tensão.

2.8.2 Aproximação de Dugdale para a zona plástica

Dugdale, por volta de 1960, também propôs um modelo para a zona plástica na 

ponta da trinca para o caso de tensão plana. Nesse, admitiu-se que as regiões de 

plasticidade tomam a forma de duas tiras estreitas estendendo-se a uma distância R , a 

partir de cada extremidade da trinca, conforme mostra a figura 2.10.

Para uma análise matemática, admite-se que a trinca interna de comprimento 2c 

estende-se elasticamente para um comprimento igual a 2 a , mas uma tensão intema é 

aplicada na região c <x < a para fechar a trinca. Pode-se mostrar que essa tensão intema 

deve ser igual à tensão de escoamento do material, crys, de modo que c < x < a

representa regiões de plasticidade.
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Figura 2.10 -  Aproximação para a zona plástica (segundo Dugdale) [3],

Combinando o campo de tensão intema nas regiões plásticas com o campo de 

tensão externo associado à tensão aplicada, Dugdale mostrou que o tamanho da zona 

plástica é dado por [3,21]:

<JV y* J
(2.15)

Comparando os modelos de Irwin e Dugdale, vê-se que há boa concordância

j  • 1 nentre os dois, pois — * — .
TC 8

2.8.3 A forma da zona plástica

A extensão da zona plástica ao longo do eixo x  tem sido considerada somente ao 

longo da direção x, e também foi assumido que a zona plástica possui a forma circular. 

Porém, a forma da zona plástica pode ser obtida verificando-se as condições de 

escoamento para ângulos diferentes de zero. Para tal fim, os critérios de Tresca e Von 

Mis es são aplicados.

No critério de Tresca, o escoamento ocorre quando a tensão de cisalhamento 

máxima, r max, atinge um valor igual à tensão de escoamento em cisalhamento, crys,

para o caso de tração (ou compressão) uniaxial. Este critério é representado pela 

expressão dada por [3,21]:
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r  = •max

ys (2.16)

Já segundo o critério de Von Mises, que é expresso em termos das tensões 

principais cr,, a 2 e cr3, haverá escoamento quando [21]:

(cr, -  cr2 )2 + (cr2 -  cr3 f  + (cr3 -  tr, f  = 2a 2ys. (2.17)

As equações para o campo de tensão, para o modo I, em termos das tensões 

principais, são dadas por [21]:

k  e r
(7, =  ■.--------COS —

V 2 7ur 2
1 9 '1 + sen—

2
(2.18)

K
a/2

e
■ cos

nr
t 01 -  sen—

v 2

cr3 =v(<ji+£r2).

(2.19)

(2.20)

A fronteira da zona plástica como função de 6 , segundo o critério de Von Mises, 

é obtida substituindo as equações 2.19 a 2.21 em 2.18, e obtêm-se respectivamente, para 

os estados de deformação e tensão plana, as expressões [21]:

27ir
—sen2 0  + (l -  2 v )2 (l + cos 9) = 2 cr (2 .21)

K 2
2nr

1 + —sen2 0 + cos# 
2

= 2< . (2.22)

As extensões da zona plástica (tamanhos) como função de 6, segundo o critério 

de Von Mises, respectivamente para o caso de deformação e tensão plana, são dadas por 

[21]:

rA0) =
K *

Anays

—sen2 # + ( l - 2v)2(l + cos#) (2.23)
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K '
4 n a 'ys

(  3 ^1 + —sen2 9 + cos#
2

(2.24)

A extensão da zona plástica (tamanho) como função de 9, segundo o critério de 

Tresca, respectivamente para o caso de tensão e deformação plana, são dadas por [21]:

rp{0) =
K l

2na..ys

cos-
9 f 91 + sen— 

2
(2.25)

ys
\  D a . 6l - 2v + sen— 

2
(2.26)

A figura 2.11 mostra as formas da zona plástica segundo o critério de Von Mises 

(equações 2.23 e 2.24) em (a), e em (b) segundo o critério de Tresca (equações 2.25 e

2.26), para v = . O tamanho da zona plástica no estado de deformação plana é

apreciavelmente menor que no caso de tensão plana. Para o caso em que 9 = 0 e

v = y3,a diferença é de um fator igual a 9.

Figura 2.11 -  Formas da zona plástica, para o modo I, em (a) segundo o critério de Von 
Mises e em (b) segundo o critério de Tresca [21].

Uma análise similar pode ser feita para os modos II e III. As formas das zonas 

plásticas baseadas no critério de escoamento de Von Mises, para esses modos de 

:arregamento, são mostradas na figura 2.12.
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Figura 2.12 -  Formas da zona plástica, para os modos II e III, segundo o critério de 
escoamento de Von Mises [21].

2.9. TRANSIÇÃO FRÁGIL-DÚCTIL

A transição frágil-dúctil é caracterizada por uma mudança na resistência à 

fratura de um determinado material em estudo. Uma grande quantidade de sólidos 

cristalinos falham por clivagem em baixa temperatura e por processos plásticos em alta 

temperatura [22]. A clivagem ocorre por uma separação direta ao longo dos planos 

cristalográficos específicos por um simples arrancamento de ligações atômicas [3].

Os desempenhos dos materiais nas aplicações estruturais são freqüentemente 

limitados por uma transição de fratura dúctil para fratura frágil, em resposta ao 

decréscimo da temperatura. A transição é caracterizada pelo decréscimo gradual da 

tensão de fratura sobre uma região de temperatura da ordem de 100 K ou mais. Os 

metais de estrutura cúbica de corpo centrado, ligas intermetálicas [23], MgO [24] e Ge 

[25] apresentam esse tipo de transição frágil-dúctil suave.

Em monocristais de Si e AI2O3, a transição é abrupta [25], ocorrendo sobre um 

intervalo de temperatura menor que 10 K. A figura 2.13 mostra uma transição frágil- 

dúctil de maneira abrupta no silício, por meio de um gráfico da tensão, a  em função da 

temperatura, T. O ponto A em 535 °C, mostra o limite elástico por parte do material e 

também indica um comportamento frágil. O ponto B  em 541 °C indica um 

comportamento em que ocorre a transição. Já o ponto C em 545 °C, mostra o início da 

deformação plástica, e indica um comportamento dúctil.
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Figura 2.13 -  A tensão cr em função da temperatura T, mostra a transição frágil-dúctil de

a região de transição [11,26-28].

A figura 2.14 apresenta o gráfico do logaritmo da taxa de carregamento, K em 

função do inverso da temperatura crítica, Tc da transição frágil-dúctil. A partir deste 

gráfico, obtido para diferentes experimentos da transição frágil-dúctil em silício, a 

energia de ativação pode ser obtida através de ajuste numérico da inclinação da reta. 

Como um exemplo de resultados experimentais disponíveis na literatura, a tenacidade à 

fratura de monocristais de tungsténio é apresentada na figura 2.15 como função da 

temperatura e da taxa de carregamento. Os símbolos cheios representam um 

comportamento frágil por parte do material, enquanto que os vazios representam um 

comportamento dúctil. O principal resultado é uma forte dependência da temperatura de 

transição frágil-dúctil e da tenacidade à fratura em função da taxa de carregamento. Em 

baixas temperaturas, esta dependência desaparece.

Vários experimentos realizados em amostras pré-trincadas de diversos materiais 

tais como Ge [11, 25], Mo [29], TiAl [30], Ni Al [11,31] e W [32-34] mostraram que a 

tenacidade à fratura eleva-se gradualmente com a temperatura e a temperatura de 

transição frágil-dúctil depende da taxa de deformação aplicada.

maneira abrupta do silício. O símbolo representado por um círculo indica um comportamento 
frágil por parte do material, o quadrado indica um comportamento dúctil e o triângulo indica
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Figura 2.14 -  Logaritmo neperiano da taxa de carregamento em função do inverso da 
temperatura crítica da transição frágil-dúctil para diferentes experimentos em silício [28]. A- 
C Brede & Haasen (1989); D St John (1975); E-F Michot & George (1986, 1993); G-H 
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Figura 2.15 -  Tenacidade à fratura Kcri, de monocristais de tungsténio pré-trincados como 
função da temperatura T para diferentes taxas de carregamentos dK/dt (MPa.mm.s 1 ) 
[33,34].

O aumento na tenacidade à fratura com a temperatura está relacionado com o 

aumento na mobilidade de discordâncias resultando em um acréscimo na deformação 

plástica em tomo da trinca. A zona plástica é formada reduzindo o fator de intensidade 

de tensão na ponta da trinca através da interação elástica entre trinca-discordância.
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Os experimentos em si demonstram que [26-28,35-38]:

i. Abaixo da temperatura de transição frágil-dúctil Tc, o material exibe um 

comportamento frágil com um valor de tenacidade à fratura constante e 

igual a Kic e sem ativação de discordâncias em tomo da ponta da trinca;

ii. A transição é abrupta, de modo que em temperaturas igual à Tc ou acima, 

uma zona plástica é formada, com uma avalanche de discordâncias sendo 

emitidas da ponta da trinca em Tc,

iii. A temperatura de transição é dependente da taxa de deformação aplicada

s , de tal forma que envolve uma energia de ativação para a temperatura 

de transição frágil-dúctil U bdt-

£ — C exp
- U BDT

k Z
(2.27)

c  j

onde C é uma constante. Os valores da energia de ativação encontrados 

são os mesmos que a energia térmica para a mobilidade de discordâncias.

iv. A temperatura de transição frágil-dúctil é sensível à geometria e a 

composição química das amostras. A geometria está relacionada com a 

orientação da trinca e a composição química como os efeitos de dopagem 

e impurezas.

v. Para materiais onde a tenacidade à fratura aumenta gradativamente com a 

temperatura, embora a fratura ainda seja frágil, é observada a atividade 

de discordâncias ao redor da ponta da trinca em temperaturas bem abaixo 

de Tc- Neste caso, a transição é chamada de transição suave. E verificado 

que Tc depende da taxa de deformação aplicada na mesma forma do que 

expressa em iii.



CAPÍTULO 3

MODELOS DA TRANSIÇÃO FRÁGIL-DÚCTIL

Neste capítulo, é feita uma revisão bibliográfica dos principais modelos da 

transição frágil-dúctil, necessária para a compreensão do presente trabalho.

Para tal finalidade, os modelos teóricos de Majumdar & Burns [39], Chang & 

Ohr [40-42], Chen & Takezono [43], Chen & Kitaoka [44], Hirsch, Roberts & Samuels 

[45] e Hirsch & Roberts [46] serão abordados em detalhes. Outros modelos também 

serão descritos.

3.1. MODELOS QUE CONSIDERAM A PROPAGAÇÃO DA TRINCA

Os modelos teóricos de Ashby & Embury [47] e Argon [11] foram propostos 

para a transição frágil-dúctil em termos da interação entre o movimento da trinca por 

clivagem e discordâncias. Nestes modelos, as discordâncias presentes no material 

interagem com o campo elástico da trinca quando esta se propaga. Dependendo de 

condições tais, como a densidade inicial de discordâncias, temperatura e mobilidade de 

discordâncias, ocorrerá ou não a sua multiplicação em número suficiente para dissipar 

energia e embotar a ponta da trinca, determinando assim se a fratura será frágil ou 

dúctil.

3.2. MODELOS QUE CONSIDERAM A TRINCA ESTÁTICA

3.2.1 Emissão de discordâncias pela ponta da trinca

Nos modelos de Kelly, Tyson & Cottrell [48], Rice & Thomson [19], Khantha, 

Pope & Vitek [49] e Xu, Argon & Ortiz [50,51] são considerados que as discordâncias 

são emitidas pela ponta da trinca.
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O equilíbrio entre as forças atuando sobre o laço (loop) de discordâncias 

determinadas pelo campo elástico da trinca, a tensão superficial causada pela criação de 

superfícies na trinca embotada e a força imagem determinam uma barreira de energia a 

ser vencida para a emissão do laço e um raio crítico rc a partir da qual o laço é estável. É 

assumido que se o raio do núcleo (core) r0 da discordância é maior do que, rc, a emissão 

é espontânea e o material é dúctil. Quanto menor é o raio do núcleo em relação à rc, 

maior será a barreira de energia e mais frágil será o material [19].

3.2.2 Interação da zona plástica com a trinca -  modelo estático

Os modelos descritos nesta seção consideram que as discordâncias que formam a 

zona plástica estão sempre em repouso, e sob equilíbrio devido à existência de uma 

tensão de atrito. Nestes casos, equações de equilíbrio são obtidas de modo que permitem 

achar soluções analíticas para os diferentes modelos propostos.

O modelo analítico desenvolvido por Bilby, Cottrell & Swinden em 1963, 

apresentou uma grande contribuição, sendo o primeiro a descrever a trinca em termos de 

discordâncias [52], Neste modelo, a trinca e suas zonas plásticas são representadas por 

uma distribuição contínua de discordâncias.

A zona plástica é unidimensional e contida no plano da trinca. Este problema na 

teoria de distribuição contínua de discordâncias é solucionado através da resolução de 

uma equação integral singular. O resultado requer que a tensão de cisalhamento em 

qualquer discordância na distribuição seja igual a zero, e isto ocorre quando o sistema 

está em equilíbrio, sob a ação de uma tensão de atrito. Nesse modelo, as discordâncias 

dentro da zona plástica formam um empilhamento invertido e a densidade de 

discordâncias tende ao infinito na ponta da trinca. Isto ocorre porque esta região possui 

elevados valores de tensão, fazendo com que um grande número de discordâncias 

estejam presentes nesta região. O tamanho da zona plástica e o deslocamento de 

abertura da ponta da trinca, mais conhecido por CTOD, são similares aos resultados 

obtidos por Dugdale em 1960 para a mecânica do meio contínuo [53], Uma das 

limitações deste modelo é que ele não considera uma zona livre de discordâncias, a 

chamada DFZ, entre a trinca e a zona plástica. Dentro da DFZ, o material tem um 

comportamento elástico.
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Considerando uma distribuição contínua infinitesimal de discordâncias em 

hélice ao longo de um plano paralelo ao plano da trinca, Majumdar & Burns [39], em 

1983, desenvolveram um modelo analítico para uma trinca de Griffith blindada por um 

empilhamento de discordâncias sob o modo III de carregamento. Nesse trabalho, 

Majumdar & Burns mostraram que dado o fator intensificador de tensão externo, a 

tensão de atrito e o fator de intensidade de tensão para o material, então o tamanho da 

zona plástica, o tamanho da zona livre de discordâncias e a distribuição de discordâncias 

podem ser encontrados. O balanço da força total na discordância em uma dada posição 

no plano de deslizamento, devido a um certo número de discordâncias discretas em 

equilíbrio no empilhamento, é zero. O deslocamento total da rede de discordâncias é nb, 

onde n é o número de discordâncias e b é o vetor de Burgers, e a zona plástica é tratada 

como uma distribuição contínua de discordâncias. Para o equilíbrio de todas as 

discordâncias, a seguinte equação integral singular deve ser satisfeita [39]:

onde crf é a  tensão de atrito, // é o módulo de cisalhamento, K m é o fator de 

intensidade de tensão aplicada, f ( x ' )  é a função de distribuição de discordâncias, e é o

esquerdo da equação 3.1 representa a interação entre as discordâncias, enquanto que o 

Io termo do lado direito representa o campo de tensão aplicado na trinca em modo III e 

o 2o termo representa a parte que contém a tensão de atrito para o equilíbrio do sistema. 

O termo da tensão imagem é desprezado neste modelo.

termos de seus valores principais, Majumdar & Burns usaram o método de 

Muskhelishvili [54] que impõe uma condição apropriada para resolver a equação 

integral singular. Após várias manipulações algébricas, a função distribuição de 

discordâncias f(x) é obtida e dada por [39]:

(3.1)

tamanho da zona livre de discordâncias e a é o tamanho da zona plástica. O lado

Através da resolução de uma equação integral de Cauchy, que está definida em



Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR 30

onde F
v 2 ’ y

e E - , k são as integrais elípticas completas de primeira e segunda

classe respectivamente, e E(tf>,k) são as integrais elípticas incompletas de

primeira e segunda classe respectivamente, ^ = sen'
f  1 \

\ a )
é o argumento das integrais

elípticas incompletas, a  = k J - — -  é um parâmetro e k = J l — — é o módulo das
V x - e  V a

integrais elípticas.

A partir da função distribuição de discordâncias (equação 3.2), a blindagem na 

ponta da trinca e o número de discordâncias podem ser obtidos respectivamente pelas 

expressões [39]:

K s = - f - f £ = f ( x ) d x  = -2  p  F
;V2^x: V/r

— k 
2V

71
,k

/
j l - k 1

v 2 5Â:

-1 cr f 4 e , (3.3)

p 4 cr f e o í 7T
n - \ f { x ) d x  =  F  — ,k

i TTjub {2

n ,k
j

-  k 
2 ’

i - r
—i (3.4)

onde Ks é o fator de intensidade de tensão que blinda a ponta da trinca e n é  o número 

de discordâncias dentro da zona plástica.

Weertman, Lin & Thomson [55], em 1983, desenvolveram expressões analíticas 

para uma distribuição contínua de discordâncias na ponta de uma trinca de Grifjith 

submetida a carregamentos em modo II ou modo III. Em ambos os lados da trinca, a 

uma certa distância w, existem dois planos de deslizamento que são paralelos ao plano 

da trinca. É assumido que o deslizamento pode ocorrer somente em um desses dois 

planos e a força por unidade de comprimento é uma função complexa.

A matemática usada para passar da distribuição discreta para uma distribuição 

contínua linear de discordâncias, é feita por meio da integral J. A partir desta, equações 

analíticas podem ser obtidas para descrever o sistema trinca-discordância, e estas 

expressões são análogas às obtidas por Majumdar & Burns [39].
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Observações experimentais por microscopia eletrônica de transmissão da 

distribuição de discordância em vários metais (aço inoxidável, cobre, níquel, alumínio, 

molibdênio, nióbio e tungsténio), realizadas por Ohr [42], em 1985, mostraram que 

entre a trinca e a zona plástica existe uma região elástica livre de discordâncias. Estes 

experimentos representam a primeira confirmação experimental da teoria de Bilby, 

Cottrell & Swinden [52] da fratura em metais, mas também demonstram uma das falhas 

da teoria, que não inclui a zona livre de discordâncias.

Ohr elaborou um modelo analítico incluindo a zona livre de discordâncias, para 

uma trinca elasto-plástica carregada em modo III, por meio de uma tensão aplicada cra, e 

com uma distribuição de discordâncias em hélice e sob equilíbrio de uma tensão de 

atrito [42], Se a trinca estiver carregada em modo II, tem-se uma distribuição de 

discordâncias em cunha e a formulação matemática difere apenas de um fator constante. 

A figura 3.1 mostra de maneira esquemática uma trinca finita representada por uma rede 

de discordâncias em cunha, a zona livre de discordância e as zonas plásticas que são 

constituídas por distribuições contínuas de discordâncias em cunha, além da forma da 

curva de função de distribuição.

Figura 3.1 -  Modelo de Chang & Ohr para uma trinca elasto-plástica que inclui 
a zona livre de discordâncias DFZ. As zonas plásticas são formadas por 
distribuições contínuas de discordâncias em cunha para a trinca carregada em 
modo II.
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A função distribuição f(x) para uma rede de discordâncias em um plano de 

deslizamento coplanar em equilíbrio com a trinca deve satisfazer a seguinte equação 

integral singular [42]:

p i > n ,  f , f  i / o oH+í2k \ * -  ̂ j x - x-a  —c e

dx + <jn = 0û : (3.5)

para x <ce

£  í +M
\-a - c e /

(3.6)

para -a <x <r-e e e o r  <a.

As equações 3.5 e 3.6 podem ser resolvidas pelo método de Muskhelishvili e a 

solução pode ser escrita na forma analítica, como segue [42]:

f (x)-
4g>
7i / j b

n
- , m  K é .m 2 - Q 2Y 2

(l- q 2Y2

F{D,m)

-,m 
Vz /  /

(3.7)

onde F
ï  J n  '

—,m
v2 ,

— ,7W
V 2  ,

são as integrais elípticas completas de primeira e segunda

classe respectivamente, F { D , m ) e E ( D , m ) são as integrais elípticas incompletas de

primeira e segunda classe respectivamente, F> -  sen 1 — é o argumento das integrais
V m  J

elípticas incompletas, Q{x) =
(a2 - x 2 b 2 
(a 2 - c 2 n:2

é um parâmetro, w = £?(e) é o módulo das

integrais elípticas, e é o  tamanho da zona livre de discordâncias, a é o tamanho da zona 

plástica, c é o  tamanho da trinca e x é uma variável do sistema.

A solução apresentada na equação 3.7 necessita que a seguinte condição seja 

satisfeita, para que f (e )  = f (a )  = 0 [42]:
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i t tt„ e 1 - c 2 n í ~  N
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e\a - c  Y v J

' nonde oi é a tensão aplicada, II —, S 2,m é a integral elíptica completa de terceira

n 2 ® /
classe e o = é um parâmetro da integral elíptica. Esta equação é análoga à

(a — c

condição da teoria de Bilby, Cottrell & Swinden [52], e também se refere à condição do 

tamanho da zona livre de discordâncias (.DFZ).

O fator de intensidade de tensão efetivo local K e, devido ao efeito da blindagem

de discordâncias emitidas pela ponta da trinca, no modelo de Chang & Ohr, é dado por 

[40]:

K e _ 2 (e - c )% J 7 i
a f  . V c  e r m

(3.9)

onde as variáveis já foram definidas anteriormente. O número de discordâncias é obtido 

através da integração da função distribuição de discordâncias dada pela equação 3.7.

Usando o campo de tensão em tomo da ponta de uma trinca semi-infinita sob o 

modo I de carregamento, Lakshmanan & Li [56], em 1988, trataram numericamente a 

presença de uma zona livre de discordâncias entre a trinca e a zona plástica. Para isso, 

foi considerado que as discordâncias em cunha emitidas pela ponta da trinca num plano 

de deslizamento orientado em um certo ângulo do plano da trinca estão em posições de 

equilíbrio. Neste trabalho, o efeito da tensão aplicada, o ângulo de inclinação do plano 

de deslizamento, a tensão de atrito para o movimento das discordâncias e o número de 

discordâncias na zona plástica foram investigados.

O equilíbrio da distribuição de discordâncias em cunha emitidas da trinca em 

modo I ao longo de um único plano inclinado ou dois planos inclinados orientados 

simetricamente mostra uma zona livre de discordâncias próximo à ponta da trinca, se o 

plano de deslizamento não está saturado com discordâncias. Esta zona livre de 

discordâncias, a chamada DFZ, desaparece com a saturação do plano de deslizamento. 

A DFZ decresce em tamanho com o acréscimo no número de discordâncias emitidas da
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trinca, enquanto que a zona plástica aumenta de tamanho. Para o mesmo número de 

discordâncias, a zona plástica é máxima para o plano inclinado em um ângulo de 70,53°. 

A DFZ decresce em tamanho com o acréscimo do atrito da rede para com o movimento 

de discordâncias e cresce em tamanho com o acréscimo do fator de intensidade de 

tensão aplicada.

O problema da trinca infinita carregada em modo I, com a descrição do campo 

de tensão elástico nas proximidades da ponta da trinca e incluindo a possibilidade de 

uma zona livre de discordâncias foi estudado através do modelo analítico desenvolvido, 

em 1999, por Chen & Kitaoka [44],

Como pesquisado por Chen & Takezono [43], em 1995, para uma trinca em 

modo I, em um espécime de alumínio, quando a carga extema é aplicada, discordâncias 

são geradas e emitidas da ponta da trinca. As discordâncias emitidas deslizam para fora 

da trinca e aproximam-se do restante no plano inclinado para formar uma zona plástica 

de tamanho igual a a, e também, deixam atrás uma zona livre de discordâncias de 

tamanho igual a e. As discordâncias estão em equilíbrio sob a ação de uma tensão de 

atrito. Uma vez emitidas, as discordâncias interagem elasticamente com a trinca, 

modificando o campo de tensão e o fator intensidade de tensão local. Um estado 

proposto de equilíbrio de discordâncias é mostrado na figura 3.2 [44], As siglas nesta 

figura são: c é a metade do tamanho da trinca, e é o tamanho da zona livre de 

discordâncias, DFZ é a zona livre de discordâncias, a é o tamanho da zona plástica, 0 é 

o ângulo que o plano inclinado faz com a trinca e r é a  distância radial.

O sistema de coordenadas polares foi usado para descrever a região do 

empilhamento de discordâncias, e <r <a e a zona livre de discordâncias, 0 <r <e.

Figura 3.2 -  Configuração do empilhamento de discordâncias próximo a ponta 
da trinca em um plano inclinado [44].
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Este problema envolve um caso de deformação plana, e a equação de equilíbrio 

para a tensão total de cada discordância discreta é composta da soma de quatro termos 

[44]: a tensão na trinca devido ao carregamento em modo I, a tensão de interação entre 

todas as discordâncias, a tensão imagem e a tensão de atrito ao movimento das 

discordâncias.

Supondo que uma distribuição infinitesimal de discordâncias f(x) existe na 

região e <x < a, como resultado da equação de equilíbrio para o sistema, uma equação 

integral para uma distribuição contínua de discordâncias foi obtida, e é dada por [44]:

onde fdé o módulo de cisalhamento, b é o  vetor de Burgers, vé  o coeficiente de Poisson 

e a(r)  é a tensão total do sistema. Uma segunda equação subseqüente é dada por [44]:

onde <jf  é a tensão de atrito, r e 0 são as coordenadas polares definidas na figura 3.2 e

o termo da direita desta equação é o campo elástico da trinca. Neste modelo, a tensão 

imagem foi negligenciada. A expressão 3.10 é uma equação integral singular para 

f  (r ) , no qual a zona plástica é limitada em e e a. Para isto ocorrer, a condição abaixo 

necessita ser satisfeita, para que f (é )  = f ( a )  = 0 [44]:

f ^ ) d x  (3.12)
.^ ( .x - e X a - x )

Uma segunda condição subsidiária, também deve ser satisfeita [44]:

(3.10)

(3.11)

(3.13)

onde bré o vetor de Burgers total. Sob essas duas condições dadas pelas equações 3.12 

e 3.13, a solução para a equação integral é dada por [44]:
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onde ^ = arcsen ——— é o argumento das integrais elípticas incompletas, k = J l  -  — 
v (a -  e) v a

é o módulo das integrais elípticas, e os demais termos foram definidos no modelo de 

Majumdar & Burns. A  condição da DFZ, equação 3.12, é reduzida para [44]:

K e sen 0  cos y~Q
K G , --------------- / = - ■ '  * F

Aj27ia v 2 ’ j
= 0 (3.15)

Esta expressão estabelece uma relação entre o fator intensidade de tensão efetivo 

local Ke, o tamanho da zona livre de discordâncias e, o tamanho da zona plástica a e o 

módulo k da integral elíptica.

O número de discordâncias é dado pela integração da função de distribuição de 

discordâncias, no intervalo de e <x <a, e é dado pela expressão[44]:

n
2 m ( l -  v)(J t

fjb 2 /

'

S l l l

v 2

(3.16)

As discordâncias emitidas pela trinca e empilhadas no plano inclinado 

modificam os campos de tensões na ponta da trinca, e produzem um efeito de 

blindagem.

3.2.3 Interação da zona plástica com a trinca -  modelo dinâmico

Nestes modelos, as discordâncias que formam a zona plástica não estão em 

equilíbrio. A tensão total atuando sobre cada uma das discordâncias não é nula, fazendo 

com que a zona plástica aumente continuamente com tempo. Nestes casos, não existem 

modelos analíticos e o fenômeno é tratado através de simulação numérica onde as 

discordâncias são discretas.
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Com base nos experimentos da transição frágil-dúctil discutidos no capítulo 2, 

Hirsch, Roberts & Samuels [26], em 1987, realizaram experimentos e desenvolveram 

um modelo teórico para a transição frágil-dúctil e a blindagem de discordâncias na 

ponta da trinca em modo III. Em 1989, Hirsch, Roberts & Samuels [26,45] realizaram 

experimentos e desenvolveram um modelo análogo, mas para a trinca carregada em 

modo I. Estes dois modelos serão discutidos e comentados abaixo.

Os modelos assumem que discordâncias em forma de laços são geradas e 

emitidas por duas fontes Frank-Read posicionadas em X  e Y na frente da trinca em K = 

Km, sob os modos III ou I conforme mostra o modelo representado na figura 3.3. As 

duas fontes de discordâncias são necessárias para explicar o fenômeno da transição 

frágil-dúctil abrupta do Si. Nas simulações numéricas que serão discutidas no capítulo 

4, somente uma fonte de discordância foi utilizada. No modo III, discordâncias em 

hélice representadas por “S” são emitidas em um plano coplanar com o plano da trinca, 

enquanto que em modo I, discordâncias em cunha representadas por “± ” são emitidas 

em um plano perpendicular com o plano da trinca. As discordâncias emitidas, tanto as 

em hélice com as em cunha, movem-se para fora da ponta da trinca, e isto ocorre 

quando K  > Km-

A mobilidade de discordâncias é descrita segundo uma lei de Arrhenius [11], ou 

seja V = Aorm e x p (~ ^ /^ J , onde F é  a velocidade da discordância, cr é a  tensão total

atuando sobre cada discordância, T é  a temperatura, A e m são constantes e U é a 

energia de mobilidade térmica de discordância. A tensão total sobre cada discordância é 

a soma da tensão elástica da trinca, da tensão imagem e da tensão total resultante da 

interação com as outras discordâncias que formam a zona plástica, na presença da 

trinca.

Como visto no capítulo 2, interações ocorrem entre a trinca e as discordâncias 

(embotamento e blindagem) emitidas pelas fontes. O ponto Z, entre as duas fontes X q Y, 

é um lugar onde a fratura pode ser iniciada a qualquer momento. Porém este mesmo 

ponto é blindado pelas discordâncias emitidas das fontes e que tenham se movido a uma 

distância maior do que dc, conforme figura 3.3, fazendo com que o fator de intensidade 

de tensão efetivo local Ke seja reduzido. O critério para a ffatura é adotado, tal que

[26,45]:



k , = k , - Y . k si = k ,c ,
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onde Ke é o fator de intensidade de tensão aplicado no ponto Z, ^  K Si é o somatório de

toda a contribuição do fator de intensidade de tensão devido ao efeito de blindagem das 

discordâncias no ponto Z e K lc é o valor crítico da tenacidade à fratura do material. O

subscrito i denota o modo de fratura envolvido ou o modo de carregamento a que a 

trinca é submetida.

Modo III

sss s s s s
Trinca

2dc

Modo I

Trinca

H
H
H
3

Frente da 
trinca

b

Figura 3.3 -  Modelo proposto para os modos III e I  de carregamento. Laços de 
discordâncias são emitidos das fontes em X  e Y, e viajam na frente da trinca para 
blindar o ponto Z  [11].

Em 1993, Brede [57] realizou estudos da transição frágil-dúctil em silício, por 

meio de experimentos e simulações numéricas de uma trinca carregada em modo I, e 

discordâncias emitidas em um plano inclinado de deslizamento. Os experimentos foram 

realizados com o ensaio de flexão em quatro pontos e nas simulações numéricas, foram 

utilizadas as equações de Li & Thomson [20].

Em baixas temperaturas, a tenacidade à fratura cresce lentamente, com uma 

pequena zona plástica relativamente homogênea. Em temperaturas próximas da 

temperatura de transição frágil-dúctil 7c, ocorre um aumento rápido da tenacidade à 

fratura, sendo observado também um aumento rápido na plasticidade ao redor da trinca. 

A transição é suave para a fratura semi-frágil, com uma pequena zona plástica 

relativamente homogênea, precedendo uma transição abrupta para plasticidade.
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O fenômeno da transição frágil-dúctil também foi estudado, em 1994, por 

Nitzche & Hsia [58]. Segundo eles, a temperatura de transição frágil-dúctil (BDT) marca 

uma competição entre a fratura por clivagem e a ativação de discordâncias na ponta da 

trinca e ainda, a transição pode ser determinada por um dos dois processos sucessivos, a 

nucleação ou a mobilidade de discordâncias.

Quando uma trinca é carregada em modo I, este modelo prevê que a BDT é 

controlada pela mobilidade de discordâncias. A teoria da plasticidade isotrópica é usada, 

e a blindagem na ponta da trinca devido à deformação plástica é avaliada usando o 

método dos elementos finitos [58]. Os resultados numéricos estão em boa concordância 

com os resultados experimentais de Brede & Haasen [35] para diferentes taxas de 

carregamento.

Um modelo numérico bidimensional empregado por Hartmaier & Gumbsch 

[59], em 1999, é usado para estudar as discordâncias ativadas na vizinhança da ponta da 

trinca. As discordâncias são em cunha e com a direção das linhas paralela à frente da 

trinca. Somente um plano de deslizamento em um ângulo de 72° para o plano da trinca é 

considerado. A trinca é carregada no modo de abertura, ou seja, o modo I, para um fator 

de intensidade de tensão aplicada Ki = K. A força total, f tot, atuando em cada

discordância é expressa por [59]:

onde f Kd é a força causada pelo fator de intensidade de tensão aplicada, f dd é a força 

imagem devido à presença da superfície livre da trinca e f dd. é a força de interação com 

todas as outras discordâncias, que também inclui a interação transmitida pela superfície 

livre. A quantidade f fnc é a força de atrito da rede de discordâncias, que é sempre

oposta à direção do movimento.

A mobilidade de discordâncias é descrita por uma lei empírica do tipo Arrhertius 

e a dependência do expoente da tensão com a temperatura é assumido ser da forma:

f t o t  f K d  f d d  f d d '  f fric  ’ (3.18)

(3.19)

onde a  e /?são dois parâmetros determinados do expoente da tensão.



Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR 40

Nesse modelo, foi observado que a dependência da tenacidade à fratura com a 

taxa de deformação e a temperatura, que é obtida pela simulação numérica, reflete todas 

as não-linearidades do movimento térmicamente ativado das discordâncias ao redor da

para diferentes taxas de carregamento é obtido, indicando que a taxa de carregamento e 

a temperatura estão fortemente correlacionadas e uma relação de escala é alcançada.

Uma formulação implícita desta relação de escala entre as taxas de carregamento K j e 

as temperaturas Ti , em qualquer dada tenacidade à fratura K crit é alcançada quando

Esta equação não pode ser resolvida para todo o valor de K crit pois parte dos

resultados não estão correlacionados, segundo Hartmaier & Gumbsch [59]. A relação 

entre essas duas quantidades é dada por uma lei de escala, para qual uma simples 

relação de Arrhenius [59]:

é obedecida. Esta relação prevê que uma curva T - K cril obtida para uma taxa de

carregamento Ã', , pode ser transformada em uma outra curva T -  K crit para uma taxa

de carregamento K 2 , em uma escala apropriada do eixo de temperatura. Este 

comportamento de escala pode ser usado para determinar o valor da energia de ativação.

As principais considerações desse estudo são que: com o acréscimo da 

temperatura, a mobilidade de discordâncias assume o controle da taxa de nucleação e a 

tenacidade à fratura toma-se dependente da taxa de carregamento. Tanto 

experimentalmente como numericamente, a tenacidade à fratura decresce 

proporcionalmente ao logaritmo da taxa de carregamento.

trinca. Uma correlação entre a tenacidade à ffatura e o número de discordâncias emitido

[59]:

/ \

K cr» K íJ í = const.. (3.20)

\ /

-1

T = 1 2
(3.21)



3.3. RESUMO DOS PRINCIPAIS MODELOS DA TRANSIÇÃO 

FRÁGIL-DÚCTIL
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A tabela 3.1 apresenta de forma resumida as siglas de cada modelo, as premissas 

e as equações dos principais modelos da transição frágil-dúctil.

Modelo Premissas Tensões atuantes sobre as discordâncias na zona plástica

Majumdar 

& Bums

(MB)

trinca infinita, 

modelo 

analítico 

estático e 

modo III.

\ K ( x :- x ) f ( X ) d X = Í Í  0  -  /

Chang & 

Ohr

(CO)

trinca finita, 

modelo 

analítico 

estático e 

modos II e III.

+Í+Í l /(’  ' * ' + f f . - 0  ( * * “ )
M i  i  í  ) x ~ x

fjb (~r f f 1 f ( x  ) j  .
1 + 1+ , dx + <7 a — <7 f  (zona plástica)

2 i c { J x - x

Chen & 

Kitaoka

(CK)

trinca infinita, 

modelo 

analítico 

estático e 

modo I.

pb  f / ( * )  j í \( J  Jdx = er(r)
2k \\. - v ) Je r - x

K j sen 6  cos V-.6

Hirsch, 

Roberts & 

Samuels

(HRS)

Trinca 

infinita, 

modelo 

numérico 

dinâmico e 

modos I e III.

j. Ki pb  ̂ $  y  \ f y j  Y 1 , ^y>yj ..
' 4(x y ,/2 4^(!- v)yt 4 ^ ( l - v / ) ^ ^ y J  U  - y }) (yf + y t )3[y, - )J

a  K m j 1

{lnxi Y  4nxi 2 * j A x t )  (x t ~ x j )

Tabela 3.1 -  Resumo dos principais modelos da transição frágil-dúctil.



CAPÍTULO 4

SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Este capítulo descreve o algoritmo do modelo teórico usado nas simulações 

numéricas, bem como as equações utilizadas. O algoritmo que será descrito ao longo 

deste capítulo é similar ao do modelo HRS [45,46], que foi discutido no capítulo 3, e 

baseado no programa desenvolvido por Serbena [11]. O programa aqui descrito também 

foi utilizado com modificações para simular a dinâmica da zona plástica, segundo o 

modelo CK [43,44], O algoritmo do programa é escrito em linguagem Fortran 77, para 

ambiente Windows 98.

Uma comparação entre os modos de fratura estudados é apresentada, por meio 

de gráficos, do tamanho da zona plástica, tensão nas discordâncias ao longo da zona 

plástica, número de discordâncias, o fator de intensidade de tensão efetivo local e 

tamanho da zona livre de discordâncias, em função do fator de intensidade de tensão 

aplicada. A função distribuição de discordâncias também é apresentada em função da 

posição ao longo do plano de deslizamento. O comportamento dos campos de tensão ao 

longo da zona plástica também são apresentados de forma comparativa entre os 

diferentes modos de fratura.

4.1. DESCRIÇÃO DO MODELO USADO NAS SIMULAÇÕES

As simulações assumem uma fonte de Frank-Read posicionada a uma distância 

xc ou y c na frente da trinca e que discordâncias em laços são nucleadas quando a tensão 

na fonte é suficiente para expandir o laço. As discordâncias movem-se para fora da 

ponta da trinca para formar a zona plástica, deixando atrás de si uma zona livre de 

discordâncias, como observado por microscopia eletrônica nos estudos realizados por 

Ohr [42],
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A zona plástica na ponta da trinca é simplificada por um único plano de 

deslizamento, que intercepta o plano da trinca. O ângulo entre o plano de deslizamento e 

o plano da trinca é 0. A figura 4.1 (a)-(c) mostra de forma esquemática, representações 

de trincas submetidas a diferentes modos de carregamento. Em (a) a trinca é submetida 

ao modo I de carregamento, e 0= 90°. Em (b) e (c) as trincas são submetidas aos modos 

II e III respectivamente, e nos dois casos 9 = 0o. Nos três casos (a), (b) e (c), as 

discordâncias são emitidas próximo à ponta da trinca e deixam atrás de si uma zona 

livre de discordâncias (.DFZ), e então se juntam com outras discordâncias para formar a 

zona plástica. A fonte de Frank-Read é posicionada no plano de deslizamento em uma 

distância fixaxc ou jvc igual a 10b adiante da ponta da trinca para essas simulações.

Figura 4.1 -  Em (a) uma trinca é carregada em modo I  e discordâncias em 
cunha são emitidas em um plano perpendicular ao plano da trinca, em (b) uma 
trinca é carregada em modo II e discordâncias são emitidas em um plano 
coplanar ao plano da trinca e em (c) a trinca é carregada em modo III e 
discordâncias em hélice são emitidas em um pano coplanar ao plano da trinca.

A fonte emite uma única discordância em cunha (modos I e II) ou em hélice 

(modo III) sempre que a tensão na fonte for positiva. As tensões de cisalhamento em 

quaisquer discordâncias em cunha posicionadas a uma distância y, (para o modo I) e
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discordâncias em cunha e em hélice posicionadas a uma distância x,- (para os modos II e 

III) emitidas da ponta da trinca são dadas pelas expressões [11,45,46]:

= K, Mb Mb
4(ny.)& 4^(1 -v)y ,  4x(l -  v) j* i y,

1 , *y .y2j
b t - y j )  ( y . + y j f i y . - y j )

(4.1)

K, /Md Mb í r  \ / 2Xj

(2mctj& 4 t t ( 1 - v ) x í 2 x ( \ - v ) j j { x i J (x , - X j ) '
(4.2)

K
=

III

(lnxi
Fb ! M^ y  

4^x(. 2n  ~i

í  x
ZL

KXiJ (x i - x j Y
(4.3)

onde yj e _y,- são as posições da j-ésima e da i-ésima discordância em cunha (modo I), x, e 

x, são as posições da j-ésima e i-ésima discordâncias em cunha e em hélice ( modos II e 

III respectivamente), Ki é o fator de intensidade de tensão do modo I aplicado, Kn é o 

fator de intensidade de tensão do modo II aplicado, Km é o fator de intensidade de

tensão do modo III aplicado, // é o módulo de cisalhamento igual a 50 GPa, b é o vetor
0

de Burgers da discordância em cunha igual a 4 A e vé o coeficiente de Poisson igual a 

0,3.

Nas equações 4.1 a 4.3, o I o termo corresponde ao campo de tensão elástico da 

ponta da trinca, o 2o termo à tensão imagem e o 3o termo à interação discordância- 

discordância na presença da trinca. A mobilidade das discordâncias é descrita por uma 

lei empírica do tipo Arrhenius dada por [11]:

V = A a m G x p ( - u/ k T ) , (4.4)

onde m é o expoente da tensão igual a 1, A é uma constante igual a 1,05 x 10'5 m.s^Pa'1, 

Té  a temperatura igual a 473 K, U é  a energia de ativação para a mobilidade térmica da 

discordância igual a /  eV, cré a tensão de cisalhamento e k é a constante de Boltzmann. 

Esses valores utilizados, são baseados em resultados experimentais de materiais semi

condutores e são valores fixos nas simulações numéricas. Os materiais semi-condutores 

possuem baixos valores para o expoente da tensão, e por isso, foram utilizados para que
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o tempo de processamento computacional não ficasse elevado, efetuando-se 

posteriormente, comparações entre simulações numéricas e modelos analíticos [11].

Foi assumido que os laços de discordâncias são nucleados quando a tensão em 

uma distância xc na frente da trinca é suficiente para expandir o laço (discordância), 

então nas equações 4.1 a 4.3 são feitas as substituições xt = xc e y( = y c, somente no Io e 

no 2o termos dessas equações. Desta forma, para a trinca submetida aos modos I, II e III, 

a primeira discordância é emitida em valores críticos do fator de intensidade de tensão 

aplicada K  = KN, dados respectivamente por:

MPa.mm .s 1. Em cada ciclo do programa, o tempo para cada discordância deslocar-se o 

equivalente a um terço da distância da sua vizinha é calculado. O menor tempo é 

assumido como sendo St. A cada intervalo de tempo St (o passo do programa), a fonte é 

examinada para ver se uma discordância pode ser nucleada. Se a tensão na fonte é 

positiva, então uma discordância é emitida pela fonte e a tensão em todas as 

discordâncias é calculada e então elas movem-se uma distância igual à StVi . O fator

intensidade de tensão K  é aumentado por StK.  Em cada ciclo, o programa usa as 

posições das discordâncias para calcular o fator de intensidade de tensão efetivo local Ke 

na ponta da trinca, tal que [45,46]:

(4.5)

jub (4.6)

(4.7)

onde as grandezas yc e xc são as posições das fontes de Frank-Read.

As simulações ocorrem em uma taxa fixa de carregamento AT =1,0 x 10

K e = K - K s , (4.8)
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em que K$ é o fator de intensidade de tensão devido ao efeito da blindagem causado 

pela interação entre trinca-discordância. Os efeitos da blindagem de discordâncias na 

ponta da trinca para os modos I, II e III são dados respectivamente por [60]:

i— ' ( 4 - 9 )4(1 -  v)^nyi

Ksl, = ------^ = ,  (4.10)
(1 -  v)^2nxi

K - siii =  i > ( 4 - 1 1 )
■sJ2 n x i

onde Ksi, K s i i  e Ksm são os fatores de intensidade de tensão aplicada devido aos efeitos 

da blindagem para os modos I, II e III respectivamente.

Como o tempo t e  a intensidade de tensão aplicada K  aumentam no modelo, Ke 

também aumenta, aumentando também o número de discordâncias emitidas pela fonte e 

o tamanho da zona plástica. O critério de fratura usado no modelo é quando Ke = K jc ,  

definindo assim o fator de intensidade de tensão da fratura K f .

Devido ao tempo de processamento do computador aumentar aproximadamente 

com n! (fatorial de n, onde n é o número de cálculos realizados pelo computador, e neste 

caso, é o número de superdiscordâncias), o algoritmo agrupa as discordâncias com o 

objetivo de diminuir o tempo de simulação. As discordâncias são agrupadas e formam 

uma superdiscordância que possui um vetor de Burgers Nb, onde N  é o número de 

discordâncias agrupadas. A zona plástica assume uma configuração igual a 

lb.lb.lb.3b.3b.3b.9b.9b.9b.27b.27b.27b...Nb...27b.27b.27b.9b.9b.9b.3b.3b.3b.lb.lb.lb. 

Para um tempo de simulação não muito longo, foi observado que o agrupamento de 

discordâncias não modifica os resultados, se comparado com um algoritmo que não 

possui este.

Simulações numéricas também foram realizadas segundo o modelo CK [43,44], 

cujos resultados serão apresentados na seção 6.1. O procedimento utilizado foi o mesmo 

do que o anteriormente descrito. As diferenças são que a tensão entre as discordâncias é 

dada numa forma mais simplificada, de modo que no modelo CK, a tensão de
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cisalhamento em quaisquer discordâncias cm cunha posicionada a uma .distância y; (para 

o modo I) emitidas da ponta da trinca é dada por [43,44]: 

(4.12) 

onde as variáveis já foram definidas. Na equação 4.1 2, o J° termo corresponde ao 

campo de tensão elástico da ponta da trinca, o 2° termo à tensão imagem e o 3° termo à 

interação discordância-dfacordância sem a presença da trinca. 

4.2. COMPARAÇÃO ENTRE OS MODOS DE CARREGAMENTO 

SEGUNDO O MODELO HRS 

Após a realização de várias simulações numéricas, pode-se expor nesta seção 

alguns dos resultados extraídos d.esta ferramenta de trabalho. A figura 4.2 (a)-(c) 

apresenta o gráfico da tensão total e a contribuição de seus termos em função da posição 

ao longo da zona plástica. 

<ll 
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9 
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1- -2x10" 

6x106 

o 

-6x108 

(a) Modo Ili 

--Tensão aplicada 
-+- Tensão imagem 
_....... Tensão de interação 
-T-Tensão tola! 

(b) Modo li 

-e-Tensão aplicada 
-+- Tensão imagem 
......... Tensão de intsraçao 
-T- Tensão total 

.J-.A.~~~~~~~~~~~.--~--i 

(e) Modo 1 

-Ar- T erosão de interação total 

-+- Tensão imagem -T-Tensào de inter. - 1' loono 

--Tensão total -+- Tensão de inlar. • 2' lemlO 

o.o 6,0x10-5 1,2x1 o"' 

Posição ( m) 

Figura 4.2 - Em (a), (h) e (e) são apresentados os gráficos da -tensão total e as 
conJribuiçiJes de seus termos em função da posição ao longo dll zona plástica. 
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Observa-se pelos gráficos da figura 4.2 (a)-(c), que uma elevada concentração de 

tensão está presente na região próxima à ponta da trinca, e isto ocorre devido ao termo

praticamente desprezível, frente aos demais termos de tensão para distâncias longe da 

trinca.

O termo de interação entre discordância-discordância na presença da trinca 

exerce uma grande contribuição em relação aos outros termos em regiões próximas à 

ponta da trinca. O termo da tensão de interação da trinca em modo I descrito na equação 

4.1, representado graficamente na figura 4.2 (c), é composto da soma de dois termos. O 

Io e o 2o termos da tensão de interação são dados respectivamente por:

A análise a ser feita, é que o 2o termo representado pela equação 4.14 domina o 

Io termo representado pela equação 4.13 nas proximidades da ponta da trinca. A tensão 

total é aproximadamente constante ao longo da zona plástica, em todos os modos de 

fratura, como mostrado na figura 4.2 (a)-(c).

Os gráficos da figura 4.3 (a)-(e) apresentam o comportamento do tamanho da 

zona plástica a, a tensão nas discordâncias ao longo da zona plástica a, o número de 

discordâncias n, o fator de intensidade de tensão efetivo local Ke e o tamanho da zona 

livre de discordâncias e em função do fator de intensidade de tensão aplicada K. O 

gráfico da figura 4.3 (f) apresenta o comportamento da função de distribuição de 

discordâncias f(x) em função da posição x ao longo da zona plástica.

Pelos gráficos, pode-se observar que os modos II e III apresentam um 

comportamento similar. Isto fica mais claro se compararmos o tamanho da zona plástica 

e a tensão ao longo da zona plástica, que possuem aproximadamente os mesmos 

valores. A zona plástica para a trinca em modo I possui um tamanho menor em relação 

aos modos II e III.

da tensão aplicada nos três modos de fratura estudados. O termo da tensão imagem é

(4.13)

(4.14)
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O modo III apresenta um número mais elevado de discordâncias emitidas pela 

fonte de Frank-Read, seguido dos modos II e I. Devido a este elevado número de 

discordâncias emitidas, o efeito de blindagem nos modos III e II é muito mais forte do 

que no modo I, que emite um número bem menor de discordâncias. Isto fica mais claro 

de ser observado na figura 4.3 (d), onde os fatores de intensidade de tensão efetivos 

locais para os modos III e II possuem valores bem mais baixos em comparação ao modo 

I que emite um número menor de discordâncias.

A zona livre de discordâncias sofre uma variação em seu tamanho quando o

fator de intensidade de tensão aplicada é aumentado, e esta variação está presente nos

três modos de fratura estudados por simulação numérica. A função de distribuição de 

discordâncias é calculada para os modos II e III, via simulação por:

/(* )  = ---- ----- . (4.15)
Xl ~ Xi-\

onde x, e xM são as posições da i-ésima e (i-l)-ésima discordâncias na zona plástica. E 

para o modo I, tem-se:

/ M  = — . (416)yt - y ,~i

onde y l e _yM são as posições da i-ésima e (i-l)-ésima discordâncias na zona plástica.

O que se observa no gráfico da figura 4.3 (f), é que a função distribuição de 

discordâncias apresenta aproximadamente a mesma forma para os três os modos de 

fratura, sendo que os modos II e III possuem comportamentos mais próximos e ainda 

possuem um tamanho de zona plástica superior em relação ao modo I de fratura. As 

oscilações observadas neste gráfico são devido ao agrupamento de discordâncias na 

zona plástica. Foram monitoradas três discordâncias pelo algoritmo: a I a sempre 

posicionada na fonte de discordâncias, a 2a caminhando pela zona livre de discordâncias 

(DFZ) ou chegando no fim desta região (posição correta) e a 3a sempre dentro da zona 

plástica. A 2a discordância é utilizada para definir o tamanho da (DFZ) em relação a 

ponta da trinca, e é por isso que as oscilações na figura 4.3 (e) são observadas e estão 

relacionadas com este fato. A DFZ é uma região elástica que possui uma elevada 

concentração de tensão e onde as discordâncias viajam em velocidades elevadas.



CAPÍTULO 5

MODELOS ANALÍTICOS

Este capítulo descreve os modelos analíticos dinâmicos que foram desenvolvidos 

neste trabalho para os modos de carregamento estudados, com base nos modelos HRS

[45,46] e CK [43,44], que foram discutidos no capítulo 3. O modelo analítico para os 

modos II e III é uma generalização do modelo analítico para o modo III desenvolvido 

por Serbena [11], baseado no modelo HRS e que é detalhado na seção 5.1.

Para os modos II e III, segundo o modelo HRS, serão apresentadas expressões 

analíticas para o tamanho da zona plástica a, tensão ao longo da zona plástica cr, número 

de discordâncias n e o fator de intensidade de tensão efetivo local Ke, em função do 

fator de intensidade de tensão aplicado, K. Para o modo I, segundo o modelo HRS, não 

foi possível resolver o problema completamente devido à dificuldades na obtenção de 

uma solução analítica da equação integral singular obtida. Entretanto, foram obtidas 

expressões para o tamanho e para a tensão ao longo da zona plástica em função de uma 

constante. Já para o modo I segundo o modelo CK, expressões analíticas dinâmicas 

foram obtidas de modo análogo às obtidas para os modos II e III.

As expressões analíticas são obtidas a partir da resolução de equações integrais 

singulares, e as equações obtidas são escritas em termos de integrais elípticas completas 

de I a, 2a e 3a classes. Assumindo que o tamanho da zona plástica é muito maior que o 

tamanho da zona livre de discordâncias, ou seja, a »  e, expressões em uma forma mais 

simples e elegante são obtidas.

5.1. FORMULAÇÃO DO MODELO ANALÍTICO PARA OS MODOS II 

EIII

Serão consideradas as mesmas suposições que as do modelo HRS [11,45,46]. 

Consideramos uma trinca solicitada sob o modo III, como mostra a figura 5.1 (a). A



Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR 52

trinca é carregada sob a ação de um fator de intensidade de tensão aplicada Km, que 

quando atinge o valor do fator de intensidade de tensão crítica Ko, uma fonte de 

discordância é imediatamente formada na frente da trinca. É assumido neste modelo, 

que as fontes emitem discordâncias logo após delas terem sido formadas, e elas estão 

separadas por uma distância igual a 2dc. Os diferentes segmentos do laço, figura 5.1 (a), 

viajam a velocidades iguais. No momento em que os segmentos das discordâncias em 

laço se encontram em uma distância igual à dc as componentes em cunha são 

canceladas. A região onde a fratura inicia é assumida ser o ponto Z, que é situado entre 

as posições das fontes. Este ponto é blindado quando as discordâncias o alcançam.

discordâncias

Figura 5.1 -  (a) Zona plástica composta por discordâncias em hélice e fontes de 
discordâncias na ponta da trinca em modo III e (b) representação 
unidimensional da zona plástica dependente do tempo [11].

A figura 5.1 (b) mostra uma representação unidimensional da zona plástica, que 

é considerada sob um carregamento que aumenta linearmente no tempo e formada por 

uma distribuição contínua de discordâncias em hélice com vetor de Burgers 

infinitesimal. Para o caso do modo II, discordâncias em cunha são emitidas das fontes. 

As discordâncias emitidas viajam uma distância e na frente da ponta da trinca, ou seja, a 

zona livre de discordâncias, e juntam-se a zona plástica. O resultado é que a zona 

plástica extende-se de e para a distância a(t) e aumenta continuamente com o tempo. E 

assumido que um grande número de discordâncias são emitidas e por isso a distribuição 

discreta de discordâncias é substituída por uma distribuição contínua f(x,t).
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Se uma superfície é considerada entre a ponta da trinca e e, e a outra em uma 

posição x para dentro da zona plástica como mostrado na figura 5.1 (b), então tem-se 

que [11]:

i  x j

— f f ( x ,  t)dx =— n(t) — V (x, t ) f ( x ,  t),  (5.1)
dt \ dt

onde é a taxa do número de discordâncias geradas por fontes no tempo t, V (x, t)
dt

é a velocidade das discordâncias na posição x  em um dado tempo t e  f ( x , t ) é  a função 

distribuição de discordâncias dependente do tempo e da posição. Mas como [11]:

d  d  a^
— n(t) = — \ f ( x , t )d x ,  (5.2)
dt dt J

onde a(t) é o tamanho da zona plástica dependente do tempo e e é o tamanho da zona 

plástica.

A velocidade das discordâncias é dada por [11]:

1 d a(r)
v (x , 0 = — — \ f ( x , t ) d t .  (5.3)

f ( x , t )  dt {

A trinca é considerada sob um carregamento K  . t , onde K  é a taxa do fator de 

intensidade de tensão aplicada e constante. Uma discordância situada em uma posição x 

à frente da trinca experimenta uma tensão total de cisalhamento dada por:

g  (5 .4)
V^EC; 2 X, f a - X , )

onde K .t0 é o fator de intensidade de tensão aplicada Ko no momento em que as fontes 

de discordâncias são formadas, x, e xj são as posições da i-ésima e j-ésima discordâncias 

respectivamente, fx é o módulo de cisalhamento, b é o vetor de Burgers e cr. é a tensão

total de cisalhamento e os subscritos i e j  indicam o modo de carregamento envolvido.
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Se cr = a xz, a trinca está carregada sob modo III, e se cr. = a yz, a trinca está carregada 

no modo II.

O termo da direita, na equação 5.4, é a tensão de interação entre discordâncias, 

enquanto que o da esquerda é o termo da tensão aplicada na trinca. O termo da tensão 

imagem não foi incluído, pois é proporcional ao inverso da distância. Através da 

simulação numérica foi verificado que este termo não contribui para a tensão total de 

cisalhamento para grandes distâncias da ponta da trinca, para os modos II e III. A 

grandeza escalar B, é uma constante que está presente no termo de interação e que 

diferencia o modo de fratura envolvido, como segue:

4 = 1 => modo III, (5.5)

4 = ( l - v ) ^  modo II, (5.6)

onde vé o coeficiente de Poisson.

É assumido que a dependência da velocidade de discordâncias com a tensão total 

de cisalhamento pode ser expressa por uma relação empírica do tipo Arrhenius dada por 

[11]:

r  = Aex Á - 4 X ; = V 0a - ,  (5.7)
\  K l  J

onde A é uma constante, m é o expoente da tensão, U é a energia de ativação para a 

mobilidade das discordâncias, Té  a temperatura Qké  a constante de Boltzmann.

Combinando as equações 5.3, 5.4 e 5.7; tem-se:

K4 ^  f  d a(, ) K ( ‘  +  t . ) + j é _ ' , T Í A u , t ) d u  ( J 8 )

V2^r 2x4 e x ~ u

Na equação 5.8, foi realizada a troca x ( = x  e Xj = u para facilitar a notação.

Devido esta equação ser de difícil resolução, uma aproximação é necessária. E assumido 

que a tensão total de cisalhamento atuando em cada discordância dentro da zona plástica 

é a mesma para um determinado tempo t. Isto é verificado durante as simulações
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numéricas do presente problema, onde a velocidade de todas discordâncias dentro da 

zona plástica não varia mais que 30%. Por isso, será assumido que a velocidade das

discordâncias dentro da zona plástica é constante e igual a % -  Então, a equação 5.8

toma-se:

4x  f  d a y m _ K(t + t0) | fjb ar 4 ü f(u , t)  ^  ^  ^

Vr dto V u ‘ / 4 2 tc IxÇ { x - u

É assumido que, para resolver a equação 5.9, a função distribuição de 

discordâncias ou função de densidade de discordâncias f(x,t) pode ser escrita como:

f ( x , t ) = K{tr ^ - o) R(a),  (5.10)
v fl(o

onde a  = e R(a ) é uma função de distribuição de discordâncias. Por isso a

equação 5.9 pode ser escrita como segue:

U a \y~  V ^ _ = 1 + _ / A  r £ m du = c ,  (5.11)
V' dt K.(t  + t0) 2jcÇ 4ã lc a - u

onde a  = y a , a c = y a z C é uma constante arbitrária. A equação 5.11 é uma equação

integral singular e pode ser resolvida analiticamente. O termo da esquerda representa a 

evolução temporal do tamanho da zona plástica, enquanto que o termo da direita é 

similar ao caso de um empilhamento estático de discordâncias na ponta da trinca 

carregada por um fator de intensidade de tensão aplicada e sob o equilíbrio de uma 

tensão de fricção.

A equação 5.11 pode ser resolvida usando o método do teorema da inversão 

desenvolvido por Muskhelishvili [54] e descrito por Head & Louat [61]. É assumido que 

R(ac ) = R( 1) = 0 e então a função R(cc) é dada por [11]:
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Para que a equação 5.12 seja válida, a condição apresentada a seguir deve ser 

satisfeita:

-  c.4ü
f

a ^ ( \ - u ) . ( u - a c)
.du = 0, (5.13)

isto para que a função R(a)  seja nula em e e a.

As soluções para as equações 5.12 e 5.13, conforme Byrd & Friedman [62] e 

Majumdar & Burns [39], são dadas por:

1 duf— __________
ac VO" W)-(M ~ U~ a

= 0, (5.14)

4 ü r n a c( l - a c) '  
2 a - a n

(5.15)

.du=7T , (5.16)

r  4 ü
l 4 ( l - u U u - a c)

.du = 2.E k
v 2 ’ y

(5.17)

onde k = ^ ] \ - a c é o módulo das integrais elípticas completas, E — ,k

n a Â l ~ g e)
2 ’ < z - a c ! 

respectivamente.

são as integrais elípticas completas de segunda e terceira classe

Para resolver a equação 5.12, as equações 5.14 e 5.15 serão utilizadas como

segue:

R(a) = - 2.4 ( l -a ) . (a - ac)
n/Tb V a í

2k duiu r c.4ü du

l ^ ( l - a ) . ( a - a c) t i -a  £ y/(l-a) . (a-ac) u - a
(5.18)
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A integral da esquerda é nula enquanto que a integral da direita será escrita em 

termos de uma integral elíptica completa de terceira classe, de modo que a função é 

descrita pela expressão [11]:

A constante C é determinada da equação 5.13, com o uso das equações 5.16 e 

5.17, o que resulta em:

5.2. FORMULAÇÃO DOS MODELOS ANALÍTICOS PARA O MODO I

Os procedimentos e as abordagens matemáticas que serão usados para descrever 

os modelos analíticos para uma trinca sob o modo I são iguais ao descrito na seção 5.1. 

Discordâncias em cunha são emitidas pelas fontes de discordâncias em um plano 

perpendicular ao plano da trinca, e agrupam-se no plano de deslizamento para formar a 

zona plástica. Serão realizadas duas abordagens segundo os modelos HRS [45,46] e CK

[43,44].

5.2.1 Modelo analítico segundo o modelo HRS

A discordância situada em uma posição y  em frente da trinca experimenta uma 

tensão total de cisalhamento dada por [45,46]:

(5.19)

(5.20)

onde yt e »  são as posições da i-ésima e j-ésima discordâncias respectivamente e a ^  é a

tensão total de cisalhamento devido ao modo I. Combinando as equações 5.3, 5.21 e 

5.7; temos:



Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR 58

f y

'o v

\ d_

f ( y , t ) d t

a ( l )

j f ( y , t ) d y
K(t + t0) + jjb

4-Jã 4 n ( \ - v ) y - u (y  + u y . ( y - u )
. (5.22)

Assumindo que a velocidade das discordâncias dentro da zona plástica é 

constante e igual a <̂a/ ' ^ , obtêm-se:

^[y ( d a V "  _  K ( t  +  t 0) jub

y / m  \  d t  J 4 4 n  4^(1 -  v)
|  ̂ f ( u , o du+j  g / » V ( . . o  ^

y  — u (y + u) . ( y - u )
(5.23)

Reescrevendo a equação 5.23, encontra-se:

V 7  _  K ( t  +  t0) | ___ / / ò

/m y dt 4+f/t 4zr(l -  v)

3 /  ,  \
i— Sy72u

VM + —----- ;
( 7  +  M ) 3

/(«»O
( y - u )

du (5.24)

É assumido que para resolver a equação 5.24, a função distribuição de 

discordâncias ou função de densidade de discordâncias f(y,t) pode ser escrita como:

f ( y , t )  = ? p J s± R(a),  
M  t)

(5.25)

onde a  = y a^  e R(a ) ® uma função de distribuição de discordâncias. Substituindo a 

expressão 5.25 em 5.24, encontra-se que:

\ d t  j
K ( t  +  í 0 ) jub  ... -| —  ■■ ■
4 /m ia  4^(1 -  v ) /a a í

3 /  3,

Vm ■
%a/2a72u 2 
(aa + w)3

 ̂ B L i y i . R(a)
4~a
( a a - u )

-du (5.26)

ou;

rdc/
\ d t  j

Vã

K.(t + í0)
: + jub

4-Jnã 4/r(l -  v)4ã í Vã ■ 8a/2a/2u 
(aa + u)3

•*(«) 
(aa -  «)Vã

du , (5.27)
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onde a  = y  . Então faz-se u = a a  e du -  ada  e substitui-se na equação 5.27, e na

seqüência renomea a variável a  por u . Portanto, a substituição na equação 5.27 fica 

u = au e du = adu , e a equação obtida é:

Fazendo manipulações algébricas na equação 5.28, é possível chegar na equação 

integral singular para a trinca sob o modo I de carregamento, dada por:

similar ao caso de um empilhamento estático de discordâncias na ponta da trinca 

carregada por um fator de intensidade de tensão aplicada e sob o equilíbrio de uma 

tensão de fricção. Este problema foi tratado por Chen & Takezono em 1995 [43] e Chen 

& Kitaoka em 1999 [44], mas em ambos os trabalhos, o termo da tensão de interação é 

dado pela interação entre discordâncias sem a presença da trinca. A equação 5.29 possui 

a vantagem de considerar a interação entre discordâncias na presença da trinca, e a 

desvantagem é que ela é de difícil resolução.

5.2.2 Modelo analítico segundo o modelo CK

A discordância situada em uma posição y  a frente da trinca experimenta uma 

tensão total de cisalhamento dada por [43,44]:

y/m \ d t  )  +   ̂ A~(nã An(\  -  v ) 4 ã

1 í  da )/"! Vã _ 1 jjb

-v)4cc J  ̂ (a a  + au) 3 (a a - a u ) 4 ã
^ * d u  • (5.28)

y /m  \ d í  )  £ ( í  +  í o )

uma constante arbitrária. O termo da esquerda representa a

evolução temporal do tamanho da zona plástica, enquanto que o termo da direita é

(5.30)

onde y, e yj são as posições da i-èsima e j-èsima discordâncias respectivamente e a ^  é a

tensão total de cisalhamento no modo I. Combinando as equações 5.3, 5.30 e 5.7; tem- 

se que:
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0 V

_ J  d_
f ( y , t )  dt

a( t )

\ f ( y , t ) d y
_ K(t + t0) | /jb ar f ( u , t )  

2&(1 - v){  y - u
d u . (5.31)

Assumindo que a velocidade das discordâncias na zona plástica é constante e 

igual a , obtêm-se:

Kym
f d a ^  

\ d t  j
= K ( ,  + t0) + f é  í £ M du 

4^7ty 2 7 t ( \ - v ) {  y - u
(5.32)

É assumido que para resolver a equação 5.32, a função distribuição de 

discordâncias ou função de densidade de discordâncias f(y,t) pode ser escrita como:

f ^ = K (‘r r t R (a )’ (5.33)

onde a  = y a^  e R(a ) é uma função de distribuição de discordâncias. Substituindo a 

expressão 5.33 em 5.32, encontra-se que:

f  d a '
\ d t  j K( t  + t0) 2x(\ -  v) * cc -  u

(5.34)

onde a c - / a e f  é uma constante arbitrária. A equação 5.34 também pode ser resolvida

usando o método do teorema da inversão desenvolvido por Muskhelishvili [54] e 

descrito por Head & Louat [61]. É assumido que R (ac) = /?(1) = 0 e então a função

R(a)  é dada por:

i/  \ i ~  y  J M ^ )
n r  * 1 /Ti w -------------- \  f \  / 4  w  fJb duR(a) = — y ( l - a ) . ( a - a c) . \ --------- = = = = = --------.-----

x-i í  J ( \ - a ) . ( a - a . )  u - t
(5.35)

onde i é o número complexo.

Para que a equação 5.35 seja válida, a condição apresentada a seguir deve ser 

satisfeita:
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A.siun
ÍcV Õ -ã Ü ã ^ ã j

■du -  0. (5.36)

As soluções para as equações 5.35 e 5.36, conforme Byrd & Friedman [62] e 

Gradshteyn & Ryzhik [63], são dadas por:

1 du
(5.37)

í
du

y j u . ( l - u) . (u - ac) u - a  ( l - # )
n

2 l - a j
(5.38)

.du = 2.F
2 j

(5.39)

, 1 
}cJ ( l - u ) . ( u - a c)

.du = n , (5.40)

onde k = ^  1 -  a c é o módulo das integrais elípticas completas, E

V2 l - a
respectivamente.

são as integrais elípticas completas de primeira e terceira classe

Para resolver a equação 5.35, as equações 5.37 e 5.38 serão utilizadas, o que 

resulta em:

y Á jjb  v í - o 2 l - a
(5.41)

A constante /  é determinada da equação 5.36, com o uso das equações 5.39 e 

5.40, o que resulta em:
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5.3.1 O tamanho da zona plástica

Os lados esquerdos das equações 5.11, 5.29 e 5.34 são equações diferenciais de 

Ia ordem, e podem ser resolvidas analiticamente;

1 ( d a \ / m Vã
dt

= C , (5.43)
K.{t  + f0)

r da Y m Vã

V,o \ d t  j ÂT.(í + í0)
= D,  (5.44)

r daVm— Vã—  = I
v / m \ d i j  K { t  +  t o )

A equação 5.43 representa a evolução temporal da zona plástica para os modos 

II e III, enquanto que as equações 5.44 e 5.45 para o modo I.

O que muda nas equações são as constantes arbitrárias C , D e I  determinadas nos 

itens 5.1 e 5.2. Então, trabalhar-se apenas na resolução somente da equação 5.43 porque 

os resultados das três equações são os mesmos, a menos dessas constantes. 

Reagrupando a expressão, obtêm-se:

— .----- —  = C mV0 (5.46)
r l f  m

K ,(t + t0)m

ou;

a , m í
J am/2.da = CmV0.K  ,J(í + t0)m.dt . (5.47)

Fazendo a integração, a equação para a evolução temporal da zona plástica para 

os modos II e III segundo o modelo HRS, é dada por:
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m+2 \ m +2

(5.48)

í  \ m

onde C„ - r m  +  2 \  n / 2

m +1 j 3m+2

2 ~

1

% k
e m é o expoente da tensão. Para o modo I, as

\  v ^ J )

equações obtidas para a evolução temporal da zona plástica segundo os modelos HRS e 

CK respectivamente, são dadas por:

a = DaV0.
m +2 A

D.K \ {(t + t0)m+l - C l)+e 2
m +2

(5.49)

a =
m , v ü}̂ 2i\m+2

ia.v0.K {(t+t0y +l- t r l) +e 2 (5.50)

ondc D = Í 5 l 2 _  e / .  = . (m + 2)
a 2.{m +1) a 2.(m + l)

f r „ ^

Ü
2 n ^2

\  J

5.3.2 A tensão ao longo da zona plástica

Assim como a evolução temporal da zona plástica, as tensões nas discordâncias 

também são dadas pelos primeiros termos das equações 5.11, 5.29 e 5.34, através das 

equações:

<j.4ã

K .(t + t0)
C. (5.51)

cr.Vã 

K.(t + t0)
= D , (5.52)
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(5.53)
K.(t + t0)

I  = — — e D pode ser determinada na simulaçãoonde C =
2 n /2

numérica. Substituindo essas constantes nas equações 5.51 a 5.53, expressões para a 

evolução temporal das tensões nas discordâncias ao longo da zona plástica, são obtidas 

e dadas por:

onde a expressão 5.54 é para os modos II e III segundo o modelo HRS. A expressão 

5.55 é para o modo I segundo o modelo HRS e 5.56 também é para o modo I, mas 

segundo o modelo CK.

5.3.3 O número total de discordâncias

O número total n de discordâncias emitidas da fonte e presentes dentro da zona 

plástica é dado por [16,42-45]:

(5.54)

(5.55)

(5.56)

a

(5.57)

onde a é o tamanho da zona plástica, e é o tamanho da zona livre de discordâncias,

f {x , t )  é a íunção de densidade de discordâncias, K  é a taxa do fator de intensidade de 

tensão aplicada em um dado tempo t e to é um tempo inicial.
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A função R(a ) para os modos II e III dada pela equação 5.19, pode ser reescrita 

como [61]:

R(a) = 2 £
/
F

V v
-  k  
2

, E{ A, k) -E  ^ , k  .F(A,k ) (5.58)

onde E, é igual a 1 para o modo III e igual a (7- v) para o modo II, F
2 ’ /

e E

são as integrais elípticas completas de 7a e 2a classes, F( A,k ) e E(A,k)  são as integrais

elípticas incompletas de Ia e 2a classes, A = sen"
' a . ( \ - a c) ,

é o argumento das

integrais elípticas incompletas, k = y l - a c é o módulo das integrais elípticas, a c ~ e/ a

e a -  X /
a(t) ■

Portanto, substituindo a equação 5.58 em 5.57 e fazendo a integração, o número 

total de discordâncias, segundo o modelo HRS para os modos II e III, é [39,62]:

2 £  r- n — - , .£a.ac.K .{t + 10)-‘
fjby 2k

k
v 2 ’ /

2 ’ ,

v 2 ’ )
71 ,k

(5.59)

onde as variáveis acima já foram definidas. Esta expressão permite o cálculo do número 

total de discordâncias dentro da zona plástica.

A função R{a) para o modo I dada pela equação 5.41, pode ser reescrita como 

[44,62,63]:

Ã ( « ) = Ü - j d .  ‘
jubíi

- , k  E(A,k)~ E \ - , k  .F(^,A:) (5.60)

onde A = sen' l - a  
1 — a„

é argumento das integrais elípticas incompletas e a  = % ( t y
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Da mesma forma como feito anteriormente, substituindo a equação 5.60 em 5.57 

e fazendo a integração, o número total de discordâncias é [44,62,63]:

0 - 0n = - — .-ia. K .<! + rvi ).F
k 2 ' ,

v 2 ’ /

!■ * ,

(5.61)

Esta expressão permite o cálculo do número total de discordâncias dentro da 

zona plástica para o modo I, segundo o modelo CK.

5.3.4 O fator de intensidade de tensão efetivo local

O fator de intensidade de tensão K s devido ao efeito de blindagem de

discordâncias causado pelo empilhamento de discordâncias no ponto Z, localizado entre 

as duas fontes de discordâncias, conforme a figura 5.1, para os modos II e III segundo a  

modelo HRS, é dado por [11,45,46]:

Ks = p *  m i  A  + <„)■ .
í j j 2^  v*  <rV2^ J ^í  Vã

(5.62)

onde a d = y  e dc é uma distância em que os segmentos de discordâncias em laçosa

viajam numa mesma velocidade e são cancelados.

Substituindo a equação 5.58 em 5.62 obtemos [62]:

K s = - K . ( t  + t 0).
K

' * - a "
v2 ^ /

v 2 _ / +
-,k -yjl-k sen2 Ad V^c"

(5.63)

onde, algumas das variáveis da expressão acima são definidas por:
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Lt =E(AJ , k \ F
J 2

(5.65)
v J

r XL, =  tan
d 2

«rf -« c
1 - a

(5.66)

onde Ad é o argumento das integrais elípticas incompletas devido a blindagem.

O fator de intensidade de tensão K s devido ao efeito de blindagem de 

discordâncias, para o modo I segundo o modelo CK, é dado por [43,44]:

K,
u

= í
3Mb f(y,t) dy= +

ic 4.(l -  v).4x sfy 4.(l -  v \ 4 k
(5.67)

Substituindo a equação 5.60 em 5.67 e assumindo que a d = a c obtemos [61]:

K s =K.( t  + t0) . - — .F - , k
2n v J

( Jr 2 > 
1 - -V 2  J

í \
— k

v 2 ,Vz /
- £

/  A
— A:
2 ,Vz J

(5.68)

O fator de intensidade de tensão efetivo local K e na ponta da trinca é dado por 

[11,43-46]:

K = K - K S , (5.69)

onde K  é o fator de intensidade de tensão aplicada.

5.4. EXPRESSÕES ANALÍTICAS PARA A TRANSIÇÃO FRÁGIL- 

DÚCTIL SUAVE

Quando o tempo to é pequeno comparado com o tempo t, ou seja, as fontes de 

discordâncias são formadas em baixos valores de Ko e K »  Ko. Assim sendo, o 

tamanho da zona plástica a é grande quando comparado com o tamanho da zona livre de 

discordâncias e, e então ac « 1  e também é assumido que ac = aj. Neste caso, k  » 1 e 

as expressões deduzidas no item 5.3 são simplificadas, e expressões analíticas são 

obtidas. Para isso, as relações de Byrd & Friedman [62] são utilizadas:
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/  \
ln

v V « , /
(5.70)

v 2 ’ ,
1. (5.71)

As expressões 5.48, 5.54, 5.59 e 5.69 ficam reduzidas respectivamente, para os 

modos II e III segundo o modelo HRS, em função do fator de intensidade de tensão 

aplicada X.

a -
f  \ca.v0 m+2 2 m + 2

(5.72)

-í \ 
K

<T = J —

i
m +2 j

X (5.73)

2 4
r \

c ay o
fjb^J2tv

i
m +2 2m+3

X™ * (5.74)

K=4~e.

r \
K

C V^a'V 0v y

1
m +2 j /  I— \

.AT ""Mn 4.J—
{ V cy

(5.75)

onde £ = 1 para o modo III e £ = (1 — v) para o modo II. De modo análogo, para o 

modo I as expressões 5.49 e 5.55 segundo o modelo HRS:

2 m
a = D m+1

{ \ 
Dg-Vp

\  K  j

n+2 2m+2

X ^ (5.76)

2 m
a  = D m+2.

í  \
K

Dav 0v y

1
m +2 i

X™* (5.77)
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As equações 5.72 a 5.75 serão confrontadas com simulações numéricas no 

capítulo 6, com o objetivo de verificar a eficiência do modelo analítico dinâmico 

(segundo o modelo HRS) desenvolvido aqui, para os modos II e III. Já as equações 5.76 

e 5.77, ficaram em função da constante arbitrária D da equação 5.29, e esta constante 

pode ser determinada via simulação numérica para o modo I. A equação 5.29 é uma 

equação integral singular de difícil resolução, e neste trabalho, não foi possível obter a 

solução completa deste tipo de equação. Somente a parte temporal que é composta de 

uma equação diferencial de primeira ordem foi resolvida.

O modelo analítico dinâmico para o modo I, segundo o modelo CK foi 

desenvolvido. De modo análogo ao que foi realizado anteriormente, as expressões 5.50, 

5.56, 5.61 e 5.69 ficam:

a = i ay*

K

m+2 2m+2

„ K "+r
/

(5.78)

cr =
I t t 1

•ln
\ M a c J

r \
K

l ay 0 ,
V /

1
m +2 i

(5.79)

n = (l-v)
LÈ>4n v K  /

m +2

- • l n
V 2  J J

2m +3

(5.80)

K e = 1---- ^ - l n 2
f  \

4

V \a c J l n 2
•ln

4 ■K (5.81)

As equações 5.78 a 5.81 serão confrontadas com simulações numéricas no 

capítulo 6, com o objetivo de verificar a eficiência do modelo analítico dinâmico 

(segundo o modelo CK) desenvolvido aqui para o modo I.
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5.5. RESUMO DOS MODELOS DESENVOLVIDOS NESTE 

TRABALHO

As tabelas 5.1 a 5.3 apresentam, respectivamente, de forma resumida as 

premissas, as equações integrais singulares e suas correspondentes soluções, as 

constantes de integração e as expressões analíticas obtidas dos modelos da transição 

frágil-dúctil.

Modelo Premissas Equação integral singular e sua solução

modos 

II e III 

segundo 

o

modelo

HRS

trinca infinita; 
modelo analítico 
dinâmico;

interação 
discordância- 
discordância na 
presença da trinca.

f  da^
y / m  \  dt ) Y 0

1 -+
K.(t + t„) 2W ã i  a - u

/jbn V a . ( a - a c)
E ac Q - ac)
2 ’ a - a .

C = . fe .  1
8 d p

modo I

segundo

o

modelo

HRS

trinca infinita; 
modelo analítico 
dinâmico;

interação 
discordância- 
discordância na 
presença da trinca.

da1

* ti 1

1
f
(1 ( 8.(a.uy2 ^■R(uhu

\dt J + 1 ) d4nã 4tt(1 -  v)4ã J<*c (a + uŸ (a-u)
D

modo I

segundo

o

modelo

CK

trinca infinita;

modelo analítico 
dinâmico;

interação 
discordância- 
discordância sem a 
presença da trinca.

r/m
f d a }  
\dt  /

1 ^ _ í A í1 a = /
» ry — íK(t  + Q  4 2 x ( l - v ) a a - u

R(a) = - ( l - v )  I a - a .
fjb V 1 nr

-.n E ac - 1
2 ’ l - a

,k

1 =
2.

Tabela 5.1 -  Resumo dos modelos da transição frágil-dúctil desenvolvidos neste trabalho.
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Tabela 5.2 — Equações do tamanho e da tensão ao longo da plástica obtidas dos modelos 
analíticos da transição frágil-dúctil desenvolvidos neste trabalho.



Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR 12

Modelo Número de discordâncias Fator de intensidade de tensão efetivo local

modos 

II e III 

segundo 

o

modelo

HRS

21 r -  k 
2 ’

*  f . *

-,1c.
2 K - - 1 K s = - K . ( t  + t0). 24<x ~c Î - A , :§•*)

E{^,k\ ^ - k 2sen2Ad jã~c

K e = K - K s

n = 2 4
pb^Í2Ír

Cg-Vo

K

1
m+2 2m+3

X 771+2

k . = 4 í .
K

m+2

X m+2.]n

limite de a »  e.
limite de a » e  e 

assumindo que a d = a c.

modo I 

segundo 

o

modelo

CK

n =- Q - X l^ 'K . ( t  + t0)J?
fjbd 7ü

-  k 
2 ’

K s =K.(t + t0) . - ^ . F  
Zn

n
ü

,k
\ 2 ’ y

i - ! -
2v J

K e = K - K s

(l-v)n = -— p- i,y*
m+2

( i . Á  2K / 

limite de a »  e.

\-Va cJ
- 1

2m+3

J5T1 í —
47T

ln2
W « « y 2yr

•ln
4

limite de a »  e e 

assumindo que a d = a c.

Tabela 5.3 -  Equações do número de discordâncias e do fator de intensidade de tensão 
efetivo local obtidas dos modelos analíticos da transição frágil-dúctil desenvolvidos neste 
trabalho.



CAPÍTULO 6

COMPARAÇÕES ENTRE SIMULAÇÕES NUMÉRICAS E

MODELOS ANALÍTICOS

Neste capítulo, comparações entre simulações numéricas (capítulo 4) e modelos 

analíticos estáticos e dinâmicos (capítulos 3 e 5) serão realizadas e discutidas. Nos 

modelos analíticos estáticos, as discordâncias estão em equilíbrio dentro da zona 

plástica sob a ação de uma tensão de atrito o f . Assumindo nas simulações numéricas

(caso dinâmico) que a tensão ao longo da zona plástica <r é constante, é sugerido e 

verificado como o elo de ligação entre os modelos estáticos e dinâmicos que a tensão de 

atrito dos modelos estáticos é equivalente à tensão ao longo da zona plástica nos 

modelos dinâmicos e simulações numéricas (cr/ =cr). Desta forma, os modelos

analíticos dinâmicos (capítulo 5) podem ser confrontados com os modelos analíticos 

estáticos. Os tópicos que compreendem esse capítulo são:

1. Comparações entre a simulação numérica HRS, o modelo analítico estático e 

simulação numérica CK e o modelo analítico dinâmico deste trabalho (segundo 

o modelo CK) para o modo I;

2. Comparações entre a simulação numérica HRS, os modelos analíticos estáticos 

MB e CO e o modelo analítico dinâmico deste trabalho (segundo o modelo 

HRS) para o modo III;

3. Comparações entre a simulação numérica HRS, o modelo analítico dinâmico 

deste trabalho (segundo o modelo o HRS) para os modos II e III;

4. Simulações numéricas HRS para o modo I.
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6.1. COMPARAÇÕES PARA O MODO I

Simulações numéricas para uma trinca carregada em modo I foram realizadas de 

maneira análoga nos modelos HRS e analítico estático CK. A tensão de cisalhamento 

em qualquer discordância em cunha posicionada a uma distância y, emitida da ponta

da trinca, como mostrado na figura 4.1 (a), no modelo CK, é dada pela equação abaixo

onde as variáveis e as constantes desta já foram definidas no capítulo 4. Observe que a 

única diferença no procedimento de simulação é entre o 3o termo das equações 6.1 e 4.1,. 

que correspondente à interação discordância-discordância. O termo da tensão de 

interação é agora aproximado para o caso em que as interações devido à presença da 

trinca são desconsideradas.

Desta forma, como resultado do procedimento descrito acima, gráficos análogos 

aos apresentados nas figuras 4.3 podem ser obtidos. Como o objetivo deste tópico é a 

comparação entre a simulação numérica e o modelo analítico estático CK, as equações 

3.16 e 3.15 serão usadas [43,44]:

[43,44]:

cr
4(w .Y  A7U'í1 - v )yt + 2n i1 ~ v ) h U  y j ) ’

(6.1)

(6.2)

(6.3)

Será assumido nestas duas expressões que o tamanho da zona plástica a é grande 

quando comparado com o tamanho da zona livre de discordâncias e. Neste caso, k * 1,

6 = ^>2 e as expressões ficam simplificadas, de modo que expressões analíticas são
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obtidas para a comparação. Para isso, as relações 5.70 e 5.71 de Byrd & Friedman [62] 

são utilizadas. Após alguma manipulação algébrica, é deduzido que:

n = 2 .n .a .( l-v )
f ib 2

ln
J

.crf , (6.4)

K =  2ju'2.4ã,
ln

-V-0 / .

4 .,

(6.5)

No capítulo 5 foi desenvolvido um modelo analítico dinâmico para o modo I 

segundo o modelo CK. Serão usadas, deste modelo desenvolvido, as equações para uma 

transição ffágil-dúctil suave que foram deduzidas no tópico 5.4. O tamanho da zona 

plástica (equação 5.78), a tensão ao longo da zona plástica (equação 5.79), o número de 

discordâncias (equação 5.80) e o fator de intensidade de tensão efetivo local (equação 

5.81) são dados respectivamente por:

a = i .y *

. K

m+2 2m + 2

..K (6.6)

a  -

ln ? 1
•ln

/  \ 
4

\ y a c j

r \  
K

I..K0

1
m+2  j

.K™72 (6.7)

n = ( l - v )
fjb4n

C \
L ÍJ L  

{ K  )

m+2

•ln
\ y a c j

X
2m +3

m+2 (6.8)

K. = 1 —rr • ln2
An

c \
4 + ■

l n 2
ln

r w  
4

\ M a c J J

K (6.9)

Para comparar as expressões 6.4 e 6.5 do modelo analítico estático CK com o 

modelo analítico dinâmico deste trabalho (segundo o modelo CK), serão usadas as
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expressões 6.7 e 6.8 para obter a expressão do número de discordâncias em função da 

tensão ao longo da zona plástica, que é dada por:

. 2m +3

2/H+3

•ln
r \ \

4
W a c J }

/  \ 
4ln

\ y a c j

h-Vo

K

2m+4  

^”̂+2~
.CF

_ 2/w+3 (6.10)

Combinando as expressões 6.7 e 6.9, obtém-se a expressão do fator de 

intensidade tensão efetivo local em função da tensão ao longo da zona plástica, que é 

dada por:

K =  2n

. m+2

m + 2

r \  
i

ln
V

f  \
i ay«

K  j

m+2 (6.11)

onde ij = 1 —

An
•ln:

y y a c j
+ -

2n
•ln

/
4

\M°c JJ

Agora, com as equações analíticas 6.4, 6.5, 6.10 e 6.11, comparações podem ser 

efetuadas com a utilização dos dados da simulação numérica. A figura 6.1 (a)-(b) 

apresenta os gráficos do número de discordâncias n e fator de intensidade de tensão 

efetivo local K e em função da tensão ao longo da zona plástica cr. Os dados gerados

pela simulação de e, a e cr foram substituídos nas expressões 6.4, 6.5, 6.10 e 6.11 para 

obter as curvas dos modelos analíticos estático (expressões 6.4 e 6.5) e dinâmico 

(expressões 6.10 e 6.11).

A figura 6.1 (a) mostra uma boa concordância entre o modelo analítico estático 

(expressão 6.4) e a simulação numérica, enquanto que o modelo analítico dinâmico 

(expressão 6.10) também mostra uma boa concordância, diferindo um pouco dos outros 

dois modelos quando a tensão ao longo da zona plástica eleva-se.
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Fig11ra 6.1 - Em (a) gráfico do número de discordância e em (b) o fator de 
intensidade de tensão efetivtl loct1l, ambos em funçt1o 1lt1 tenst1o ao. longo da zont1 
plástico. 

77 

A explicação para a discrepância entre os modelos analíticos estático e dinâmico 

para os valores do número de discordâncias é devido, provavelmente, à tensão ao longo 

da zona plástica u que foi assumida ser constante. Na figura 6.1 (b), o modelo analítico 

dinâmico (expressão 6.11) mostra uma boa conco1·dância com a simulação numérica. 
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Ambos mostram que o fator de intensidade de tensão efetivo local é negativo, ao 

contrário do modelo analítico estático (expressão 6.5) que prevê um comportamento 

crescente para o fator de intensidade de tensão efetivo local.

A função distribuição de discordâncias do modelo analítico CK [44], (equação 

3.14) que será novamente apresentada abaixo, também foi alvo de comparação com a 

simulação numérica HRS.

/ o o =
2(1 -  v)crf

Mb

E
E fa .k)-

T k )
■f MTV

,k
(6.12)

onde as integrais elípticas incompletas de primeira e segunda classe F{<f),k) e E(<f>,k) 

desta equação, foram calculadas via simulação numérica por meio das rotinas de 

William et at [64], A função distribuição de discordâncias da simulação numérica 

baseada no modelo HRS, foi calculada pela expressão 4.15, e dada por:

m = -
yi - y t-1

(6.13)

A figura 6.2 mostra a comparação entre a simulação numérica e o modelo 

analítico, por meio de gráfico da função de distribuição de densidade de discordância 

f(y) em função da posição ao longo do plano de deslizamento y. A primeira observação 

a ser feita é que as formas apresentadas pelas duas curvas são as mesmas. A oscilação 

que foi observada no gráfico da figura 4.3 (f), não é observada aqui.

A explicação para este fato é que o agrupamento de discordâncias na zona 

plástica não foi utilizado no algoritmo. Como uma conseqüência disso, um tempo menor 

de simulação numérica foi empregado, e por isso o valor máximo do fator de 

intensidade de tensão aplicada K  possui um valor menor em comparação com outros 

resultados de simulação deste trabalho.
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--Simulação numérica - HRS - equação 6.13 
--Modelo analftico estático - CK - equação 6.12 

o 3x10<> 
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Figura 6.2 - Gráfico da função de distribuição de densidade de discordâncias em 
função da posição ao longo do plano de deslizamento. 
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Os dados gerados pela simulação numérica do gráfico da figura 6.2 e utilizados 

para calcular dados da expressão 6.12 foram os seguintes: 

• a= 31,6 µm tamanho da zona plástica 

• e=0,021 µm tamanho da zona livre de discordâncias 

• o-=92 MPa tensão ao longo da zona plástica 

• v=0,3 coeficiente de Poisson 

• µ=50GPa módulo de cisalhamento 

{) 

• b=4A vetor de Burgers 

• t = 1764 s tempo 

• T= 473 K temperatura 

• · l O 10-3 MP 112 -1 K= , x a.m .s taxa de carregamento 

Foi também observado em algumas simulações numéricas para o modelo 

analítico estático CK, que aumentando o tamanho da zona livre de discordâncias, o 



número de discordâncias terá um valor reduzido ao longo do plano de deslizamento para 

um valor constante do tamanho da zona plástica.

Agora será descrito descrever um estudo comparativo entre os resultados de 

simulações numéricas de acordo com o modelo HRS (equação 4.1) e de acordo com o 

modelo CK (equação 6.1) para o modo I. O procedimento para efetuar as simulações 

numéricas foi descrito e apresentado no capítulo 4, bem como os parâmetros e as 

constantes que são fixas em ambos os modelos.

As figuras 6.3 (a)-(b) e 6.4 (a)-(c) apresentam respectivamente os gráficos do 

tamanho da zona plástica, da tensão ao longo da zona plástica, do tamanho da zona livre 

de discordâncias, do número de discordâncias e do fator de intensidade de tensão efetivo 

local em função do fator de intensidade de tensão aplicada para o expoente da tensão m 

igual a 1 e a temperatura T igual a 473 K.

Observa-se pelos gráficos das figuras 6.3 e 6.4 uma grande diferença entre as 

simulações numéricas de Hirsch et al (modelo HRS) em comparação com as de Chen & 

Kitaoka (modelo CK). Essas diferenças estão nos gráficos do tamanho da zona plástica 

(figura 6.3 (a)), tensão ao longo da zona plástica (figura 6.3 (b)), tamanho da zona livre 

de discordâncias (figura 6.4 (a)), número de discordâncias (figura 6.4 (b)) e o fator de 

intensidade de tensão efetivo local (figura 6.4 (c)).

A evolução temporal na dinâmica de geração discordâncias em ambos os 

modelos é a mesma, mas os resultados são bem diferentes, pois o modelo CK prevê um 

tamanho de zona plástica bem maior em relação ao modelo HRS. A explicação se deve 

ao fato de que o termo de interação do modelo CK considera a interação entre as 

discordâncias na zona plástica, enquanto que no modelo HRS além deste, considera a 

interação entre discordância-discordância imagem na presença da trinca.

O tamanho da zona livre de discordâncias no modelo CK (figura 6.4 (a)) quase 

não varia de tamanho em relação ao modelo HRS. A trinca passa a estar fortemente 

blindada no modelo CK conforme o gráfico da figura 6.4 (c), devido à enorme 

quantidade de discordâncias emitidas neste modelo (figura 6.4 (b)). Assim, a diferença 

observada no gráfico da figura 6.1 (b) fica fortemente evidenciada aqui.

Alexandre Mikowski - Dissertação de Mestrado - 2003 - FÍSICA - UFPR gQ
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Figura 6.3 - Em (a) gráfico do tamanho da zona plástict1 e em (b) gráfico dt1 
tensão ao longo .da Zona plástica, ambos em função do fator de inten."tidade de 
tensão aplicad11 para m = 1 e T = 473 K. 
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Figura 6.4 - Em (a) tamanho tia zona livre de discordâncias, em (b) número de 
discordâncias e em (e) fator de intensidade de t.ensão efetivo local, ambos em 
fimçtio do fator de intensidade de tensão aplicada para m = 1 e T = 473 K. 

82 
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Um outro resultado importante obtido neste trabalho, foi o desenvolvimento do 

modelo analítico dinâmico segundo o modelo CK. Este modelo analítico dinâmico é 

comparado com as simulações numéricas CK nos gráficos das figuras 6.3 e 6.4. As 

expressões 6.6 a 6.9 apresentam uma boa concordância com as simulações numéricas. 

Para o tamanho da zona livre de discordâncias não foi possível desenvolver um critério 

físico que explique o seu comportamento por meio de uma expressão matemática.

Por simulação numérica, foi verificado em estudos preliminares realizados, que 

quando o expoente da tensão é aumentado de 2 a 5, a diferença entre os modelos CK e 

HRS é aumentada. A simulação para o modelo CK toma-se bastante complicada devido 

ao longo tempo necessário para a simulação. É interessante fazer uma verificação em 

maiores detalhes, futuramente, entre as simulações HRS e CK, além da comparação 

com o modelo analítico dinâmico segundo o modelo CK para elevados expoentes da 

tensão. Esse estudo será uma das propostas sugeridas para os trabalhos futuros.

Se voltar ao gráfico da função de distribuição de densidade de discordâncias em 

função da posição ao longo do plano de deslizamento apresentado na figura 6.2, será 

visto que ambos os modelos CK e HRS apresentam uma excelente concordância. 

Porém, o tempo de simulação numérica para gerar este gráfico foi pequeno, de modo 

que o fator de intensidade de tensão aplicada possui o valor máximo de 2,0 x 106 

Pa.m1/2. Se analisar o gráfico do número de discordâncias (figura 6.4 (b)), será visto que 

este valor máximo indica um valor razoavelmente próximo para o número de 

discordâncias em ambos os modelos.
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6.2. COMPARAÇÕES PARA O MODO III

Nesta seção, será apresentado em um estudo comparativo entre os modelos 

analíticos estáticos de Majumdar & Bums (modelo MB) [39] e Chang & Ohr (modelo 

CO) [40,41], por meio das funções de distribuição de densidade de discordâncias. 

Relembrando do capítulo 3 (equações 3.2 e 3.7), as funções do modelo MB e CO, são 

dadas, respectivamente, por [39-41]:

y 2 ’k
F fc k ) (6.14)

/
= F

v

TC

2~’m, (i- q 2Y2

n
-,m F{D,m)

J
K
2 'm

(6.15)

onde as integrais elípticas incompletas de primeira e segunda classe das equações 

acima, foram calculadas via simulação numérica.

A figura 6.5 apresenta o gráfico das funções distribuições dadas pelas equações 

6.14 e 6.15. Neste gráfico, o tamanho da zona livre de discordância e permaneceu fixo e

com valor de = 0,02. O tamanho da zona plástica a teve o seu valor variado, 

conforme mostra a legenda do gráfico.

As curvas da função de distribuição em ambos os modelos possuem os mesmos 

comportamento e forma. A principal diferença notada nestes modelos é que o modelo 

MB (em que c »  à) prediz um número mais elevado de discordâncias ao longo da zona 

plástica se aplicar a expressão 6.13, em relação ao modelo CO (em que c = á).
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Chang & Ohr 
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Figura 6.5 - Comparação entre os modelos de Majumdar & Burns e Ohr por 
meio de gráfico normalizado da função de distribuição de tlensidade de 
disc:ordâncius em função da posição ao longo da zona plástica. 
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A tabela 6.1 apresenta os números de discordâncias presentes na zona plástica 

calculados pela expressão 3.3, para os modelos MB e CO, obtidos das curvas do gráfico 

da figura 6.5. 

a / (' Hodelo Jf B .llodelo CO 

.,, 1 '' 833 
) '• 545 

··'', 
;.1 

'' '.i' 1 :·~-. 

0,75 ' 599 I/",: '. 423 
1 J .~. " 

' 

~ 1 ·,· 

0,50 370 286 

0,30 194 162 

Tabela 6.1 - Número de discordâncias presentes na wna plástica para o modo I 
de carregamento) referente ao gráfico da fig11ra 6.5. 

É observado, nesta tabela, que o modelo MB tende a se aproximar do modelo 

CO quando e > a. Para o caso em que e =a, o modelo MB prediz um número mais 
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elevado de .discordâncias dentro da zona plástica, em relação ao modelo CO. Estas 

diferenças ocorrem porque o modelo CO é aplicado para o caso em que a ~e, enquanto 

que o modelo MB para o caso em que e >>a. 

Na figura 6.6 é apresentado um gráfico das funções de distribuição de densidade 

de discordâncias dos modelos HRS, MB e CO em função da posição ao longo da zona 

plástica. A função de distribuição do modelo HRS foi gerada por simulação numérica 

(equação 4.14), que possui os seguintes dado : 

• a= 1,91 x 10-5 m tamanho da zona plástica 

• e= 3,45 x 10-8 m tamanho da zona livre de discordâncias 

• CJ= 1,30 x 108 Pa tensão ao longo da zona plástica 

Os tamanhos da zona plástica e da zona livre de discordâncias descritos acima 

foram usados para calcular os módulos k e m das integrais elípticas completas e 

incompletas das expressões 6.14 e 6.J 5 respectivamente. 

4 • 
Modo Ili 

--- Simulação numérica - HRS 
---- Modelo analítico estático - MB 
--.A.- Modelo analítico estático - CO 

3 
:õ 
:i 
"1 

b 2 
±. --x ;;::-

o • 

1,5x10-5 2,5x10-5 3,0x10-5 

Figura 6. 6 - Comparação entre os modelo.V de Hirsch et ai, Majnm_dar & Bu.rns e 
Ohr por meio- de gráfico normalizado da função tle distribuição de densidade de 
divcordância.v em ftmção da po.vição tw longo da zona plástico.. 

O que se observa é que o modelo teórico HRS possui comportamento e número 

total de discordâncias na zona plástica aproximadamente jguais ao modelo analítieo 
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estático MB. O modelo analítico estático CO difere dos modelos HRS e MB. Porém a 

curva de distribuição deste modelo possui a mesma forma e comportamento, o que está 

de acordo com o estudo apresentado no gráfico da figura 6.5.

O modelo analítico dinâmico desenvolvido neste trabalho, também é baseado no 

modelo analítico estático MB, e ambos os modelos possuem comportamentos 

semelhantes se analisarmos o gráfico da figura 6.6. Por isso, um estudo comparativo 

entre os modelos analíticos estático CO e dinâmico deste trabalho com o modelo HRS 

por meio de simulação numérica foi realizado. O fator de intensidade de tensão local 

efetiva K e no modelo CO (equação 3.9) é dado por [40,41]:

onde e, é o tamanho da zona livre de discordâncias, c é o comprimento da trinca e m é 

o módulo da integral elíptica completa de Ia classe e definido por:

onde al é o tamanho da zona plástica. O modelo analítico estático CO possui a sua 

origem exatamente na metade da trinca. Para que a expressão 6.16 possa ser reescrita e 

comparada com o modelo analítico dinâmico deste trabalho e a simulação numérica 

HRS, a origem do sistema necessita ser deslocada para a ponta da trinca. Isto é feito 

substituindo:

ax = a + c , (6.18)

nas expressões 6.16 e 6.17, onde a e e são o tamanho da zona plástica e o tamanho da 

zona livre de discordância, respectivamente, medidos a partir da ponta da trinca. 

Fazendo o limite de c oo, o módulo fica:

(6.17)

ex = e + c , (6.19)

(6.20)
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Substituindo na equação 6.16 c = y  • e expandindo o termo —----- — em série

em tomo de c — c, e fazendo o limite de c —> 0 , encontra-se a equação para o fator de 

intensidade de tensão efetivo local do modelo analítico estático CO, dada por:

(6.21)

Tomando o limite de a »  e na expressão acima, conforme Byrd & Friedman

[62], obtêm-se:

onde esta equação relaciona a blindagem com a tensão ao longo da zona plástica. 

Observe que a tensão de atrito foi substituída pela tensão ao longo da zona plástica, pois 

este procedimento é utilizado para fazer a ligação entre o modelo analítico estático e 

dinâmico. Para comparar a expressão 6.22 com o modelo analítico dinâmico 

desenvolvido no capítulo 5, serão usadas as expressões 5.73 e 5.75 que resulta em:

Uma comparação pode ser realizada entre as expressões 6.22 e 6.23. O modelo 

CO (expressão 6.22) possui um fator de intensidade de tensão efetivo local de cerca de 

30% maior em relação ao modelo deste trabalho (expressão 6.23). Este fato é justificado 

pelo gráfico da figura 6.6, onde no modelo CO, um número menor de discordâncias está 

presente na zona plástica. Com isso, a trinca sofrerá um menor efeito da blindagem de 

discordâncias conforme a equação 3.3 do modelo analítico estático MB.

A figura 6.7 apresenta dois gráficos, um do fator de intensidade de tensão efetivo 

local em função da tensão ao longo da zona plástica, e o outro das componentes de 

tensão em função da posição ao longo da zona plástica. Os dados da simulação 

numérica foram utilizados ponto a ponto nas expressões 6.22 e 6.23 para obter as curvas 

(gráfico da figura 6.7 (a)) que representam os modelos analíticos deste trabalho e do

(6.22)

(6.23)



Alexandre Milwwski - DisseHação de Mestrado - 1003 - FÍSfCA - UFPR 89 

modelo CO. O gráfico da figura 6. 7 (a) confirma a comparação anterior realizada entre 

as expressões 6.22 e 6.23. 
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Figura 6. 7 - Em (a), comparação entre os modelos de Hirsch ei ai, este trabalho 
~ Chang .& Ohr por meio de gráfico do fator de intensidade de tensão efetivo 
local em fimção da tensão "º longo dt1 zont1 plástictt. Em (h), gráfico das 
contrib11ições da te1tsão em f 11nção da posição ao longo da zona plástica, para o 
modelo de liirsch eí aL 

A simulação numérica HRS é wna importante ferramenta para analisar os 

modelos analíticos. O interessante é a diforença entre as curvas simulada e a do modelo 
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analítico deste trabalho. A princípio, era de se esperar que ambas as curvas ficassem 

bem próximas, mas isto não ocorre. A explicação para essa discrepância está no fato de 

que no modelo analítico dinâmico (capítulo 5), foi assumido que a tensão total ao longo 

da zona plástica é constante. Porém, o gráfico da figura 6.7 (b) mostra que esta tensão 

total não é uniformemente constante ao longo da zona plástica. Mesmo assim, esta 

aproximação é aceitável porque cr não varia muito ao longo da zona plástica e, portanto 

a expressão 6.23 do modelo analítico deste trabalho e a expressão 6.22 do modelo 

analítico estático de CO podem ser utilizadas.

6.3.COMPARAÇÕES ENTRE AS SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

SEGUNDO O MODELO HRS COM O MODELO ANALÍTICO 

DINÂMICO DESTE TRABALHO PARA OS MODOS II E III

No capítulo 4 foi descrito todo o procedimento para fazer as simulações 

numéricas HRS, enquanto que no capítulo 5 foi desenvolvido um modelo analítico 

dinâmico para os modos II e III. Deste modelo analítico serão utilizadas as equações 

para uma transição frágil-dúctil suave, que foram deduzidas no tópico 5.4. O tamanho 

da zona plástica (equação 5.72), a tensão ao longo da zona plástica (equação 5.73), o 

número de discordâncias (equação 5.74) e o fator de intensidade de tensão efetivo local 

(equação 5.75) são dados, respectivamente, pelas expressões abaixo:

a =
C Va 0 (6.24)

K J

a  = (6.25)

(6.26)

(6.27)
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A simulação numérica toma-se uma ferramenta importante que serve como um 

padrão de referência para efetuar a comparação com o modelo analítico para os modos 

II e III (equações 6.24 a 6.27). Essas comparações serão apresentadas nos gráficos das 

figuras 6.10 a 6.15, onde o modelo analítico dinâmico desenvolvido neste trabalho é 

representado pela linha preta contínua, enquanto que, as simulações numéricas pelos 

símbolos coloridos.

As figuras 6.8 e 6.9 apresentam respectivamente a influência da variação da 

temperatura e da taxa de carregamento, através de gráficos do tamanho da zona plástica, 

tensão ao longo da zona plástica e o fator de intensidade de tensão efetivo local em 

função do fator de intensidade de tensão aplicada. As figuras 6.10, 6.11 e 6.12 

apresentam respectivamente o estudo da variação da temperatura, da taxa de 

carregamento e do expoente da tensão, através de gráficos do número de discordâncias 

em função do fator de intensidade de tensão aplicada. A figura 6.13 apresenta o estudo 

da variação do expoente da tensão, através de gráficos do tamanho da zona plástica e da 

tensão ao longo da zona plástica em função do fator de intensidade de tensão aplicada.

Os estudos comparativos entre simulação numérica e modelo analítico para os 

modos II e III, os quais são apresentados nos gráficos das figuras 6.8 a 6.13, 

demonstram que com o acréscimo da temperatura e do expoente da tensão e o 

decréscimo da taxa de carregamento, algumas observações podem ser feitas:

1) Uma boa concordância entre o modelo analítico dinâmico para os modos II e III 

e as simulações numéricas do modelo HRS;

2) O tamanho da zona plástica e o número de discordâncias em função do fator de 

intensidade de tensão aplicada são aumentados;

3) A tensão ao longo da zona plástica e o fator de intensidade de tensão efetivo 

local em função do fator de intensidade de tensão aplicada são diminuídos.

As oscilações que estão presentes nos gráficos das figuras 6.8 (c) e 6.9 (c) são 

devido ao agrupamento de discordâncias usado no algoritmo do programa, para 

diminuir o tempo de simulação numérica.
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Figura 6.8 - Variação da temperatura para os modos II e J/L Gráficos em (a) do 
tamanho da zona plástica, em (b) da tensão ao longo da zona plástica e em (c) do 
fator de intensidade de tensão efetivo local em função do fator de intensidade de 
tensão aplicada. 
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Figura 6.9 - VflrÍa(.'ÚO d" ttu:a de l~11rregamento pt1rt1 os modos H e III. Gráficos em (fl) do 
tamanlto da zona plástica, em (b) da tensão ao longo da zona plástica e em (e) do fator de 
intensidade de tensão efetivo local em função do ft1tor de intensitlade tle tensão <1piict1d<1. 
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m = 1 e (dK I dt) = 10-3 MPa.m1
'
2.s-1 

• 323K • 373K • 423K "" 473K 

105 

(a) Modo li 

104 

103 

e 
102 

101 

equação 6.26 
10° 

o.o 6,0x106 1,2x107 1,8x107 2,4x107 
3,0x107 

105 

(b) Modo Ili 

104 

103 

e 
102 

101 
equação626 

10° 
0,0 6,0X:106 1,2x107 1,8x107 2,4x107 3,0x107 

K ( Pa.m
1
'
2

) 

Figura 6.10 - Variação da temperatllra. Grtijicos 1/0 número de tlitJcordlincias 
em (a) para o modo ll e em (b) para o modo III em função do fator de 
intensidmle de tensão flplicadt1. 
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Figura 6.1 J - Variação da taxa de carregamento. Gráficos do número de 
discortlíincias em (a) para o modo 11 e em (h) para o motio lll em função 1/0 

fator de intensidade de tensão aplicada. 
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Figura 6.12 - Variação do expoente da ten.~ão. Gráficos do número de 
áisconlândas em (a) pura o modo II e em (b) para o modo III em ftmção do 
fator de intensidade de tensão aplicada. 
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Figura 6.13 - Varia.ção do expoente áa tensão para os modos II e III. Gráficos 
em (a) da tensão ao longo da wna plástica e em (b) do tamanho da zona plástica 
em fimção do fator de inten.'>idade de tensão aplicadti. 
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A tensão ao longo da zona plástica diminui pelo fato do número de discordâncias 

dentro da zona plástica aumentar consideravehnente, e esta por sua vez também sofre 

um acréscimo em tamanho. O fator de intensidade de tensão .efet1vo local, ou seja, a 

blindagem de discordâncias é influem:iada pela densidade de discordâncias perto da 

ponta da trinca. A tabela 6.2 apresenta uma comparação dos expoentes de K em relação 

ao tamanho da zona plástica representado pela equação 6.24, com os resultados obtidos 

por simulação numérica. Esses expoentes foram calculados utilizando o método dos 

mínimos quadrados, com os dados do gráfico da figura 6.13 (b ). 

Ili ( 2111+2 ) / { 111+2) ( 2111+2 ) / ( 111+2) 

.\/odeio lllWlítico Si11111lll(tio .\'11111érirn 

1 1,33333 1,33566 

1,50000 1,50279 

3 1,60000 1,61115 

1,66666 1,67841 

5 1,71428 1,76464 

Tilhei11 6.2 - Expoente do lam11nho da zon11 plá.~tica (equação 6.24) para os 
modos II e IIL 

Observa-se por esta tabela, que existe uma boa concordância entre o modelo 

analítico e a simulação numérica. A diferença entre os expoentes aumenta com o 

acréscimo do expoente da tensão, pois é necessário um longo tempo de simulação para 

que o expoe.nte calculado por simulação numérica se aprnxime do p1·evisto pelo modelo 

analítico. Porém, o objetivo aqui não é ter uma excelente precisão numérica, e sim, uma 

comparação para mostrar a consistência do modelo desenvolvido. 

Simples expressões matemáticas foram deduzidas e que descrevem a dinâmica 

da zona plástica em função dos parâmetrns da mobilidade de discordâncias. Elas 

prevêem a evolução do tamanho da zona plástica, tensão ao longo da zona plástica e 

número de discordâncias quando comparados com simulações numéricas. As 

influências da temperatura, taxa de deformação aplicada e expoente da tensão também 

são previstos pelo modelo. 
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6.4. SIMULAÇÕES COMPUTACIONAIS SEGUNDO O MODELO HRS 

PARA O MODO I

6.4.1 Estudos das variações da temperatura, taxa de carregamento e 

expoente da tensão.

Para o modo I segundo o modelo HRS, não foi possível desenvolver expressões 

matemáticas análogas às equações 6.24 a 6.27 do modelo analítico dinâmico para os 

modos II e III. A equação 5.29 é uma equação integral singular de difícil resolução, e 

somente a parte temporal desta equação pôde ser resolvida no capítulo 5, a menos de 

uma constante D. Assim sendo, simulações numéricas foram realizadas para verificar as 

evoluções do tamanho da zona plástica, da tensão ao longo da zona plástica, do número 

de discordâncias, do fator de intensidade de tensão efetivo local e do tamanho da zona 

livre de discordâncias.

As figuras 6.14 e 6.16 apresentam, respectivamente, o estudo da variação da 

temperatura e da taxa de carregamento, através de gráficos do tamanho da zona plástica, 

e da tensão ao longo da zona plástica em função do fator de intensidade de tensão 

aplicada. As figuras 6.15 e 6.17 apresentam respectivamente o estudo da variação da 

temperatura e da taxa de carregamento, através de gráficos do número de discordâncias, 

do fator de intensidade de tensão efetivo local e do tamanho da zona livre de 

discordâncias em função do fator de intensidade de tensão aplicada. A figura 6.18 

apresenta o estudo da variação do expoente da tensão, através de gráficos do tamanho 

da zona plástica, da tensão ao longo da zona plástica e do número de discordâncias em 

função do fator de intensidade de tensão aplicada.

As simulações numéricas feitas para o modo I, as quais são apresentadas nos 

gráficos das figuras 6.14 a 6.18, demonstram as mesmas observações feitas nos itens 2 e 

3 para os modos II e III discutidas no tópico 6.3 deste capítulo. Com o acréscimo da 

temperatura e decréscimo na taxa de carregamento, o tamanho da zona livre de 

discordâncias sofre um aumento considerável.
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Figun1 6.i4 - Vt1rillção ilfl iemperlltum pc1rll o m0tio I. Gráficos em (li) 1io 
tamanho da r.ont1 plásti-e·a e em (h) -da tensão ao longo da zona plástica em 
função do faíor 1ie iníensid-1uie áe iensão ttplicaáa. 
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Modo 1 

e ( dK I dt) = 10-3MPa.m1
'
2.s-1 m= 1 
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Figura 6.15 - Vi1riação da temperatura para o modo I. Gráfic:os em (a) do 
número de disconiiinci11s, em (b) tio fator 1ie intensitia1ie de ten.wio loclll efetiva e 
em (e) do tamanho da zona livre de discordâncias em f11nção do fator de 
intensidtuie de tensão 11plicada. 
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Fígura 6.i6 - Variação áu taxa de carregamento para o modo I. Gráficos em (aj 
do tamanho da zona plástica e em (b) da tensão ao longo da zona plástica em 
função do fator 1/e intensidade de tensão flplicadft. 
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Figura 6.17 = Variação da taxa de carregamento para o modo I. Gráficos em (a) 
Jo número de discordâncias, em (b) do fator Je intensidade de tensão local 
efetiva e em (e) do tanum/10 dfl zonfl livre de discordâncias em f11nçiio do fator de 
intensidade de tensão aplic11da. 
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Figura 6.18 - Vuriaçiio do expoente''" iensiio p11ra o modo 1. Gníjic.os em (t1) tio 
tama11ho da zona pllístic", em (h) da te11são "º longo da zona plástica e em (c) do 
número de discordâncias em f11n<,~ão do f mor de iniensiátltle de iensiio aplict1da. 
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6.4.2 Estudo do termo de interação entre discordâncias

Como comentado anteriormente, no capítulo 4 foi descrito e explicado todo o 

procedimento das simulações numéricas segundo o modelo HRS para o modo I. A 

tensão de cisalhamento em qualquer discordância em cunha posicionada a uma

distância y; emitida da ponta da trinca, para o termo total de interação, é dada por 

[11,45,46]:

K, /jb lò
4(nyl y í  4^(1 -  v)y, 4x(l -  v) j *i

r y  V2

\V tJ

1 8 y iy)
. (6.28)

onde as variáveis e as constantes da expressão acima e os parâmetros da simulação 

foram descritos no capítulo 4. Observe que o termo de interação entre discordâncias da 

equação 6.28 é composto da soma de dois termos. Então, desta forma foi traçado o 

objetivo de investigar quais dos dois termos de interação entre discordâncias é 

predominante na dinâmica das discordâncias em modo I. A tensão de cisalhamento ,

para o Io termo parcial de interação, é dada por:

=
K, X 1 1

; / O - , - * )4 4^(1 - v ) y t 4 7 t(\-v ) jf

e para o 2o termo parcial de interação, a tensão de cisalhamento é dada por: 

K, fjb /jb

(6.29)

4{nyl 4^(1 - v )y , 4tt(1 -  v) f a + y j i í y ,  - y j ) \
(6.30)

As figuras 6.19 (a) e (b) apresentam respectivamente o estudo da variação do 

termo de interação entre discordância-discordância e discordância imagem na presença 

da trinca através dos gráficos do tamanho da zona plástica e do número de discordâncias 

em função do fator de intensidade de tensão aplicada. As figuras 6.20 (a) e (b) 

apresentam respectivamente o mesmo estudo, através de gráficos do fator de intensidade 

de tensão efetivo local e do tamanho da zona livre de discordâncias em função do fator 

de intensidade de tensão aplicada.
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Figura 6.19 - Váriação dos termos da tensão de interação pllrll o modo 1. 
Gráficos em {a) do tamanlio da wna plástica e em (h) do número tle 
discordâncit1s em função do ft1t<Jr de intensidt1de de tens'i<J t1plicada. 
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Figura 6.10 - Vari11çiio tios termos tia iensiio de inten1çiío pt1ní o modo L 
Gráficos em (a) do fator de bitensidade de tensão local efetiva e em (h) do 
tamanho da z.ona livre de discordânâas em função do fator de intensidade de 
tensão aplicada. 
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Os estudos comparativos entre os termos de interação (equações 6.28 a 6.30) 

para o modo I, os quais são apresentados nos gráficos das figuras 6.19 a 6.20, 

demonstram que:

• As curvas do tamanho da zona plástica, do número de discordâncias e do fator 

de intensidade de tensão local efetiva que incluem o I o termo parcial de 

interação, aproximam-se muito da expressão que inclui o termo total de 

interação;

• As curvas do tamanho da zona plástica e do tamanho da zona livre de 

discordâncias que incluem o 2o termo parcial de interação, aproximam-se muito 

da expressão que inclui o termo total de interação.

Desta análise, é observado que os dois termos de interação (equações 6.29 e 

6.30) são importantes dentro da dinâmica das discordâncias. Porém, é verificado que o 

Io termo parcial de interação é o mais apropriado para substituir o termo total de 

interação, e assim realizar uma aproximação. Deve ser lembrado que para o modo I, a 

configuração da equação 6.29, não possui modelo analítico dinâmico.

6.4.3 Curvas universais para o modo I

Neste momento já é conhecido que o campo de tensão produzido pelas 

discordâncias na zona plástica reduz a intensidade de tensão local efetiva Ke na ponta da 

trinca. No modo III, existem soluções aproximadas para Ke como função da tensão de 

atrito crf , do tamanho da zona plástica a e do tamanho da zona livre de discordâncias e.

Tal solução, segundo Roberts [22], é dada por:

(6.31)

Para o caso da blindagem por discordâncias em cunha em planos de 

deslizamentos inclinado e ortogonal, não existem soluções analíticas. Será examinada 

aqui a blindagem de discordâncias para um plano ortogonal. Os dados da simulação



Alexandre Mikowski - Di.~<ertação de Mesirudo - 2003 - FÍSICA - UFPR 109 

numéríca dos gráficos das figuras 6.14 e 6.15, são mostrados no gráfico da figura 6.21, 

plotando ln(!!:_) em função de K e
11 

• 

e CY.e12 
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4 m = 1 
---323K 
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G 

Figura 6.21 - C11rva 1miversal pam o modo 1. Gráfico <lo logaritmo neperiatro de 
(a/ e) em função de ( K~ /a .e112 

), para diferentes valores de temperatura. 

Observe que a curva do gráfico não obedece à linearidade da expressão 6.31. As 

figuras 6.22 (a) a (e) apresentam respectivamente, para um expoente da tensão igual a 1, 

os gráficos de Ke
11 

em função de ( ª), do número de discordâncias n em função de 
u.e12 e 

K.ay, e do tamanho da zona plástica a em função do ( ~:). As figuras 6.23 e 6.24 

apresentam os mesmos gráficos das figuras 6.22, para os expoentes da tensão iguais a 2 

e 3 respectivamente. Observe que quando os dados da figura 6.21 foram replotados na 

figura 6.22 (a), em um gráfico 1n( e; :x ) em função do 1n(:) , obtém-se um gráfico 

linear indicando uma curva universal e de onde uma lei de potência é obtida. 
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Figura 6.24 - Curvas 1miversais para o modo L Gráfit:os em (a) do fqtor de 
ir.tensidade de tensão local efetii•a, em (b) do nlÍmero de discordâncias e em (e) 
do tamanho da zona plástica para o expoente da tensão igual a 3. 
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Os gráficos das figuras 6.22 a 6.24 foram ajustados pelo método dos mínimos 

quadrados, e as equações foram obtidas: 

e - A a K { )ª' 
u.eYi - I -; ' 

(6.32) 

(6.33) 

(6.34) 

e os valores numéric.os das constantes das equaç.ões acima, para os expoentes da tensão 

que foram estudados, são apresentados na tabela 6.3. 

,.\ 

' 

' 

11•1) 

~ 1,801 0,382 0,14 1 J,031 0,325 1,015 

2 
', 

J,812 0,399 0,118 1,057 0,291 1,011 ,. '. 
1 ~ tA 'r' ,, ·1 

3 ~ :\ 1,844 0,467 0,030 1,264 0,259 1, 1,025 

Tabela 6.3 - Valores n uméricos das constantes tias equações 6.32 a 6.34, obtidas 
por ajuste dos mínimos quadmdos, pllra o modo l. 

Quando o expoente da tensão m é aumentado de 1 para 3, observa-se que um 

tempo maior de simulação numérica é necessário para o sistema entrar em equilíbrio e 

por isto os expoentes das equações diferem uns dos outros. No entanto, observa-se uma 

boo proximidade dos valores. As relações dadas pelas equações 6.32 a 6.34, são leis de 

potência que conectam o fator de intensidade de tensão efetivo local, a tensão ao longo 

da zona plástica, o tamanho da zona plástica, o tamanho da zona livre de discordâncias, 

o número de discordâncias e o fator de intensidade de tensão aplicada. 

Como citado anteriormente, somente a parte temporal da equação integral 

singular para o modo I foi resolvida. A equação do tamanho da zona plástica para uma 

transição frágil-dúctil suave, que foi de.duzida no tópico 5.4, é dada pela expressão a 

segmr: 
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2 

}:!!!.._ (D ,V, J m+i 2m+2 
a= D m+2 . - ª- º- K m+ 2 , 

K 
(6.35) 

onde D
0 

= (m+
2

) e V0 =Aexp(-!!_) · 
2.(m+l) kT 

A tabela 6.4 apresenta u..rna comparação dos expoentes de K do tamanho da zona 

plástica representado pela equação 6.35 com o calculado por simulação numérica. Esses 

ex.poentes foram calculados utilizando o método dos mínimos quadrados, com os dados 

do gnifico da figura 6.18 (a). 

111 f 2111-r-2) / r 111+ ! ) ( 2111+ 2) / ( 111+ ! ) Comtume D 

.\/odeio a11alíth-o Si11111l"r<io S11111c:rica .\/odeio a11alírico 

1 

2 

3 

4 

5 

.i ,\' 
.. . i,, 

,,,' 

/. 

1,33333 

1,50000 

1,60000 

1,66666 

l ,7l428 

\1: ,. 1,33762 

l ,60605 

J' r, 

"'\. 
r. oi/1 )1 1,68989 

,', 

l,78581 

0,24896 
'•· 1 .I>· • 

.'h·"\\;' 
•• ~J4 ( 

\,·11· ,'\\, 0,21740 

0,21409 

'' 1 ·.! 

0,20741 

0,20575 

Tüheia 6.4 - E."Cpoente 1io tam1mho d11 zon11 piásti c11 e constlmte D (e171111ção 6.35) 
para o modo J. 

Observa-se por esta tabela, que existe uma boa concordância entre o modelo 

analítico e a simulação numérica. A evolução tempora] do tamanho da zona plástica 

para o modo I é semelhante à evolução temporal dos. modos II e III. Isto é observado se 

comparar os expoentes do tamanho da zona plástica das tabelas 6.2 e 6.4, determinados 

pot simulação numérica. A constante arbitrária D das equações 5.29 e 6.35 foi 

determinada, e é apresentada na tabela 6.4. 



CAPÍTULO 7

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS 

FUTUROS

Simples expressões matemáticas foram deduzidas e que descrevem a dinâmica 

da zona plástica em função dos parâmetros da mobilidade de discordâncias. O modelo 

analítico dinâmico desenvolvido neste trabalho (segundo o modelo HRS) para os modos 

II e III mostrou ser consistente quando comparado com as simulações numéricas. 

Expressões analíticas para o tamanho da zona plástica, a tensão ao longo da zona 

plástica, o número de discordâncias e o fator de intensidade de tensão efetivo local 

foram obtidas e demonstraram excelente concordância. As influências da temperatura, 

taxa de carregamento aplicada e expoente da tensão também são previstos pelo modelo.

O modelo analítico dinâmico para os modos II e III (segundo o modelo HRS) é 

uma generalização do modelo analítico para o modo III desenvolvido por Serbena [11]. 

Os modelos analíticos dinâmicos para o modo I (segundo os modelos HRS e CK) são 

resultados novos obtidos por este trabalho.

Para o modo I não foram obtidas todas as expressões analíticas análogas como 

no modelo analítico dos modos II e III, somente para o tamanho e tensão ao longo da 

zona plástica, os quais demonstraram boa concordância, quando comparados com as 

simulações numéricas. Isto ocorreu porque não foi possível resolver a equação integral 

singular representada na equação 5.29.

Sendo assim, um modelo analítico dinâmico foi desenvolvido neste trabalho 

(segundo o modelo CK) para o modo I, isto porque o termo de interação entre 

discordâncias apresentado por Chen & Kitaoka é simplificado. Expressões analíticas 

para o tamanho da zona plástica, a tensão ao longo da zona plástica, o número de
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discordâncias e o fator de intensidade de tensão efetivo local foram obtidas. Este 

modelo desenvolvido neste trabalho demonstrou uma boa concordância quando 

comparado com as simulações numéricas (segundo o modelo CK) e com o modelo 

analítico estático CK.

Como sugestões para trabalhos futuros, podemos sugerir:

1) Elaborar um critério que explique o comportamento da DFZ para os modos I, II 

e III (segundo o modelo HRS) por meio de uma simples expressão matemática 

que relacione o tamanho da zona livre de discordâncias em função do fator de 

intensidade de tensão aplicada;

2) Resolver a equação integral singular para o modo I (segundo o modelo HRS) 

representada pela equação 5.29, para que expressões análogas às do modelo 

analítico para os modos II e III possam ser obtidas;

3) Aplicar o modelo analítico dinâmico para os modos II e III (segundo o modelo 

HRS) desenvolvido neste trabalho para o caso da propagação da trinca por 

fadiga [65,66];

4) Comparar o modelo analítico dinâmico para o modo I desenvolvido neste 

trabalho (segundo o modelo CK) com as simulações numéricas CK para 

expoentes da tensão mais elevados e em maiores detalhes.
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