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Resumo

Nesta tese estudamos correlagoes quanticas e os efeitos do ambiente em sistemas de
dois qubits. Nossa andlise se divide em dois aspectos principais: (i) estudo da hierarquia
entre correlagoes quanticas, e (ii) anélise do fluxo de correlagoes em sistemas tripartidos.
Para o estudo da hierarquia, analisamos as seguintes correlagoes: discordia quantica ge-
neralizada, emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade de Bell para estados
X com marginais maximamente misturadas. Para introduzir o direcionamento EPR nessa
analise, propomos um quantificador para sistemas gerais de dois qubits nos cenarios de
duas e trés medicoes por sitio, baseado em desigualdades de direcionamento EPR bem
estabelecidas. Além disso, estudamos a robustez das correlagoes sob canais de ruido, en-
contrando uma cronologia de mortes e ressurgimentos stibitos. Analisamos o fluxo de cor-
relacoes em dois diferentes contextos. No primeiro, investigamos a dinamica de informagcao
entre as partes de sistemas tripartidos através de resultados envolvendo a monogamia da
informagao mutua. Em particular, encontramos um cenério tipico no qual informagcao
local tende a ser convertida em informacao delocalizada. Ademais, calculamos analitica-
mente uma quantidade capaz de revelar regimes favoraveis para nao-Markovianidade no
nosso modelo. Numa segunda andlise, baseada na dinamica exata de um sistema de dois
qubits e o ambiente, dado por um banho térmico usual de osciladores harmonicos, deriva-
mos critérios de separabilidade e emaranhamento entre um estado X inicial e o ambiente,
nao encontrando nenhuma rela¢éo entre a perda de emaranhamento no sistema (de dois

qubits) e o surgimento de emaranhamento entre o sistema e o ambiente.
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Abstract

In this thesis we study quantum correlations and the effects of the environment in
two-qubit systems. Our analysis is divided in two main aspects: (i) study of the quantum
correlations hierarchy, and (ii) analysis of the flow of correlations in tripartite systems.
For the study of hierarchy, we analyze the following correlations: generalized quantum
discord, entanglement, EPR steering, and Bell nonlocality for X states with maximal
marginals. In order to include steering in this analysis, we propose a quantifier for general
two-qubit systems in scenarios of two- and three-measurements per site, based on steering
inequalities well established. Besides that, we study the correlations robustness under
noisy channels, finding a chronology of sudden deaths and sudden births. We analyze the
flow of correlations in two different contexts. In the first, we investigate the information
dynamics between the parts of tripartite systems through results involving the monogamy
of mutual information. In particular, we find a typical scenario in which local information
tends to be converted in delocalized information. Moreover, we calculate analytically
a quantity capable of revealing favorable regimes for non-Markovianity in our model.
In a second analysis, based on the exact dynamics of a system of two-qubit and the
environment, given by an usual thermal bath of harmonic oscillators, we derive separability
and entanglement criteria between an initial X state and the environment, not finding any
relation between the lost of entanglement within the system of two-qubit and the build

up of entanglement between the system and the environment.
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Capitulo

Introducao

No século XX ocorreram muitas revolugoes cientificas. Duas teorias que tiveram ori-
gem nessa época, e que tem um grande impacto na atualidade, sao a mecanica quantica e
a teoria de informacao. A mecanica quantica surgiu num contexto onde a fisica conhecida
(chamada atualmente de fisica classica) nao era suficiente para explicar certos fenome-
nos que comecaram a ser detectados em experimentos mais sofisticados, como o efeito
fotoelétrico, difracao e interferéncia de particulas materiais, entre outros. A partir desse
ponto, a mecanica quantica foi desenvolvida e até hoje revela propriedades das estruturas
basicas das substancias, como por exemplo, dos atomos, de supercondutores, do DNA e
de particulas elementares da natureza. Ja a teoria de informagao surgiu a partir da neces-
sidade de melhorar dispositivos de comunicacao [1] e imediatamente levou a formulagao
matematica do conceito de informagao. A teoria de informacao foi criada, portanto, para

estudar a quantificacao, armazenamento e comunicacao de informacao.

Sabe-se que existe uma conexao entre fisica quantica e teoria de informacao. Isso é
especialmente verdade no campo da fisica estatistica, por exemplo, onde o conceito de
entropia quantifica a quantidade de desordem do sistema; similarmente, a entropia de
Shannon [1] é dada pela mesma férmula e quantifica nossa falta de informacgao sobre
um sistema e, portanto, a quantidade de informagao obtida quando uma medicao sobre
o sistema ¢ realizada. De forma mais acentuada, a partir dos trabalhos de Szilard [2],
Landauer [3] e Bennett [4], tornou-se claro que informacao é fisica [5]: apagar informagao,

por exemplo, s6 é possivel com o custo do aumento da entropia do ambiente.



Outro aspecto fundamental, em ambas as teorias, é a existéncia de correlacoes. Em te-
oria de informagao, a correlacao que existe entre duas variaveis aleatorias é dada por uma
medida conhecida como informacao mutua. Essa medida, baseada na entropia de Shan-
non, é capaz de nos dizer a quantidade de informacao que duas variaveis compartilham.
Em outras palavras, é a quantidade de informacao que se pode obter de uma varidvel
através da outra variavel. Uma outra definicao, porém classicamente equivalente, pode
ser dada pela quantidade de incerteza (ou falta de informagao) restando numa variavel,

quando a outra é conhecida.

Em mecanica quantica, o estudo de correlagoes quanticas surgiu de um quadro muito
mais profundo, ligado a natureza de sistemas quanticos. Esse estudo teve inicio com o
paradoxo EPR [6], em 1935, onde Einstein, Podolsky e Rosen formularam um experimento
mental com o qual eles argumentam que a teoria quantica nao é uma teoria completa,
ou seja, nao possui os requisitos basicos para que seja aceita como uma teoria fisica. A
ideia por tras do paradoxo EPR ¢é o conceito de realismo local, ou seja, a hipotese de
que, numa teoria completa, os objetos fisicos possuem propriedades definidas que sao
independentes do processo de observacao (elemento de realidade), e de que uma medida
feita por um observador nao pode influenciar medidas feitas por outro observador, se eles
estiverem separados de tal forma que a troca de informacoes entre eles seja impossivel
(causalidade). Em resposta ao paradoxo EPR, Schrodinger evidenciou a caracteristica

nao-local da mecanica quantica, que ele chamou de emaranhamento [7, 8].

Apo6s essas discussoes, muitos acreditavam que a mecanica quantica era de fato local,
porém existiam aspectos que eram inacessiveis aos experimentos da época, de forma que
foram propostos modelos baseados em varidveis ocultas. Se tivéssemos acesso a essas
variaveis, a mecanica quantica nao apresentaria mais as divergéncias apontadas pelo EPR.
Foi s6 na década de 1960 que Bell formalizou essa proposta e criou um teste baseado nas
distribuicoes de probabilidade dos resultados dos experimentos que incluiam as variaveis
ocultas [9]. Ele mostrou que a mecanica quantica viola esses testes, sendo assim uma
teoria nao-local. Os estados que violavam esses testes (ou desigualdades) passaram a
ser chamados de estados de Bell nao-locais. Essas correlagoes, existentes entre sistemas
quanticos, é o que chamamos de correlacoes quanticas nao-locais e eram sinénimos de
emaranhamento. Em 1989, entretanto, Werner mostrou que existem estados mistos que

nao violam os testes de Bell, porém sdo estados emaranhados [10]. Além disso, Popescu



mostrou que estados emaranhados com correlagoes locais poderiam ser utilizados para
teleporte de estados quanticos com mais eficiéncia do que se conseguia usando a teoria
classica [11]. Esses trabalhos deram origem a uma nova linha de pesquisa interessada na

natureza das correlacoes e suas diferencas.

Esse cendrio se tornou ainda mais complexo quando Henderson e Zurek [12] e, de
forma independente, Ollivier e Vedral [13], propuseram uma nova medida de correlagoes
a partir de aspectos da teoria de informacao. Eles mostraram, baseados nas duas versoes
para informacao mutua generalizadas para o caso quantico, que existem estados separa-
veis (ndo-emaranhados) que ainda apresentam corrrelagoes quanticas. A essa nova medida
foi dado o nome de discordia quantica. Anos mais tarde, um novo conceito de correlacao
entrou em jogo, uma medida chamada de direcionamento EPR!, termo cunhado por Schré-
dinger numa das respostas aos autores do paradoxo EPR. Essa nova medida, proposta
por Wiseman e colaboradores [14-16], é baseada na habilidade de um sistema orientar o

estado de outro através de escolhas locais da base de medida.

As correlagoes quanticas sao importantes em dois diferentes aspectos, tanto de de-
senvolvimento tecnoldgico, estudado pelas dreas de informagao quantica e computagao
quantica, quanto para a area de fundamentos da teoria quantica, onde se busca um me-
lhor entendimento a respeito da natureza nos seus niveis mais basicos. Por exemplo, cada
uma das medidas de correlacao quantica citadas acima é responsavel por tarefas distintas
em informacao e computacao quantica — emaranhamento é essencial para teleporte quan-
tico [17-19]; a discérdia quantica tem-se mostrado como um recurso fisico para protocolos
quanticos [20-22], com a vantagem de ser menos fragil a canais de ruido [23, 24]; dire-
cionalidade EPR tem sido usada para tarefas envolvendo geracao de aleatoriedade [25];
nao-localidade foi provada ser 1itil para distribui¢ao de chaves quanticas [26-28] — citando

somente algumas de suas possiveis aplicacoes.

Apesar da incontestavel relevancia das testemunhas de quanticidade mencionadas
acima, € justo dizer que até a presente data ainda nao é completamente claro qual é a
conexao essencial entre elas, se existir alguma. Apesar dessas testemunhas serem logica-
mente distintas, todas elas concordam em diagnosticar quando um estado puro bipartido

¢é correlacionado quanticamente. Por outro lado, para estados mistos a situagao é bem

!Tradugao livre do termo inglés “EPR steering”.



diferente: existem estados discordantes (com discérdia nao-nula) sem emaranhamento,
estados emaranhados sem direcionamento EPR, e estados EPR direcionaveis sem nao-
localidade. No lado formal, apesar de oferecer uma defini¢ao rigorosa para direcionamento
EPR, Wiseman et al [14] provaram que estados EPR direciondveis formam um subcon-
junto estrito dos estados emaranhados, e um superconjunto estrito dos estados que exibem
nao-localidade de Bell. Essas descobertas estabelecem uma hierarquia formal entre ema-
ranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade de Bell especificamente para o caso
de um numero infinito de medidas, uma situacao claramente impraticavel. No que diz
respeito a situagoes realisticas, para as quais somente um numero finito de configuragoes
sao permitidas e descoeréncia é geralmente inevitavel, nao é claro se esta hierarquia ira

se manter, em que medida e quais suas consequéncias.

Uma outra questao que surge naturalmente é como as correlagdes quanticas se com-
portam frente ao processo de descoeréncia. A teoria de descoeréncia, no contexto de
teoria da informacao, foi proposta na década de 1990, a partir dos trabalhos de Caldeira
e Leggett [29] e Zurek [30]. A ideia parte de modelar o ambiente mais um sistema central
por uma dinamica Hamiltoniana unitaria e entao aplicar uma operacao que elimina as
variaveis inacessiveis do reservatério. O sistema central entao apresenta uma dinamica
dissipativa e nao-unitaria, que destroi as coeréncias quanticas. A descoeréncia é resultado
da interacao entre esse sistema e o reservatorio, o qual chamamos de ambiente. Muitos
trabalhos se dedicam ao estudo desse fenomeno, e isso se da por dois motivos centrais:
(i) coeréncias quanticas e correlagbes quanticas multipartidas sao recursos essenciais para
o processamento de informagao quantica [31] e a possibilidade de controlar e manipular
informagao quantica é limitada pela descoeréncia e pela dissipagao; (ii) o fenémeno de
descoeréncia fornece um suporte para problemas conceituais em mecanica quantica, como
a transicao quantico-classico e o problema da medida em sistemas quanticos. No de-
senvolvimento das ciéncias de informacao quantica e computacao quantica é importante
encontrar estados que podem ser utilizados para protocolos de computagao e entender
como eles se comportam quando interagem com o ambiente. Normalmente, foca-se no es-
tudo das correlagoes somente para o sistema central, eliminando-se os graus de liberdade
do ambiente, e o fenomeno de descoeréncia é muitas vezes associado ao emaranhamento
que surge entre o sistema central e o ambiente. Porém, existem poucas discussoes sobre

como as correlacoes quanticas se distribuem com a dinamica dentro de um sistema fechado



e o surgimento de correlacoes entre o sistema e o ambiente nao pode ser descrito somente

no nivel reduzido.

O objetivo desta tese se insere nos quadros apresentados acima, tanto na discussao
entre as diferentes medidas de correlagoes quanticas, quanto na anélise de seu comporta-
mento frente ao fenémeno de descoeréncia. E de fundamental interesse quantificar o quao
robustas elas sao quando interagem com um ambiente. Além disso, também estamos inte-
ressados na distribuicao de correlagoes numa dinamica interagente entre o sistema central
e o ambiente. Analisar esses diferentes aspectos é a contribuicao central desta tese para
as areas de teoria da informacao quantica e computacao quantica. Dessa forma, a tese

estd organizada da seguinte maneira.

No capitulo 2 fazemos uma introducao dos conceitos primitivos e fundamentais que
serao abordados e utilizados na tese. Primeiro, apresentamos o formalismo do operador
densidade. Segundo, definimos correlagoes cldssicas e quanticas, e mostramos as principais
medidas de correlagoes quanticas, excluindo o direcionamento EPR, que serd discutido
no capitulo 3. Em terceiro, fazemos uma discussao sobre sistemas quanticos abertos e
fechamos o capitulo com a apresentagao do modelo de dois qubits que sera utilizado ao

longo da tese.

O capitulo 3 é reservado somente para a discussao envolvendo direcionamento EPR.
Neste capitulo mostramos diferentes modelos de localidade e como o direcionamento EPR
se insere na hierarquia entre emaranhamento e nao-localidade. A partir desses modelos
mostramos como foi derivada uma desigualdade para a detecgao de direcionamento EPR
e apresentamos outra desigualdade proposta na literatura fundamentalmente diferente. A
contribuicao desta tese nesse cenario esta na obtencao de uma féormula fechada baseada
nas duas desigualdades para a deteccao de direcionamento EPR no contexto de sistemas
gerais de dois qubits. Enfim, apresentamos uma andlise analitica envolvendo a hierarquia

entre emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade.

No capitulo 4, um dos nossos objetivos é a extensao da andlise de hierarquia apre-
sentada no capitulo 3 — incluindo agora a discérdia quantica — através de um cendrio
concreto no contexto de diagramas de recursos, com os quais é possivel elaborar uma
definicao formal para essa hierarquia. Para complementar esse quadro, implementamos

uma dinamica através de canais quanticos, simulando um acoplamento com um ambiente



onde se pode analisar situacoes de perda de coeréncias quanticas, refletidas nas mortes
subitas das correlacoes. Além disso, também é analisado um ambiente nao-Markoviano,

onde possiveis ressurgimentos stubitos podem ocorrer.

No capitulo 5, analisamos conceitos como fluxo de informagao, monogamia, assim
como nao-Markovianidade, tépicos que tém aparecido com grande frequéncia na litera-
tura recente de informagcao quantica. Primeiro, removemos a aproximagcao de reservatorios
de temperatura nula, que imediatamente nos leva a considerar estados mistos. Segundo,
focamos nossa andlise numa dinamica de defasagem (amortecimento de fase), na qual o
fluxo de informacao acontece sem qualquer transferéncia de energia. Terceiro, investiga-
mos a dinamica de informacao olhando para as correlacoes totais entre partes do sistema.
Em particular, discutimos as condigoes sob as quais a informacao mutua se torna mo-
nogamica. Quarto, ao invés de utilizarmos o formalismo de Kraus para canais quanticos
arbitrarios, que é usualmente empregado para modelar reservatorios infinitos, considera-
mos explicitamente banhos térmicos finitos. Tais banhos podem apresentar regimes com

recorréncias, que nos permitem analisar o fluxo de informagao e nao-Markovianidade.

Para finalizar a tese, no capitulo 6 apresentamos um estudo sobre como as correlagoes
entre o sistema e o ambiente surgem quando descoeréncia e perda de emaranhamento
ocorrem no sistema central. Para isso analisamos o modelo de dois qubits, acoplando
um deles a um ambiente de natureza descoerente. Esta é uma extensao de investigagoes
anteriores [32, 33] onde somente um qubit foi acoplado a banhos térmicos compostos por
osciladores harmonicos. De fato, como é um modelo com solucao analitica, podemos
construir condigoes para separabilidade e emaranhamento SR (sistema-reservatério), e

compara-las com o emaranhamento presente no sistema de dois qubits.

O capitulo 7 é reservado para um breve sumario e conclusoes.



Capitulo

Conceitos preliminares

Neste capitulo iremos apresentar os conceitos fundamentais para o desenvolvimento
dessa tese. Na primeira secao definimos os operadores densidade em mecanica quantica e
suas propriedades. Na segunda secao mostramos correlagoes classicas e quanticas, dando
énfase aos diferentes quantificadores de correlagoes quanticas. Discutimos sistemas quan-
ticos abertos na terceira secao e fechamos o capitulo apresentando sistemas de dois qubits,

os quais formam o modelo que iremos fundamentar nossas anélises.

2.1 Mecanica quantica e os operadores densidade

Em mecanica quantica estados fisicos sao representados por elementos normalizados
|1)) de um espago de Hilbert H. Porém, quando consideramos sistemas estatisticamente
mistos, essa abordagem deixa de ser conveniente. Dessa forma, usualmente utilizamos
o conceito de operadores densidade p, também conhecidos como matrizes densidade. A
linguagem do operador densidade fornece uma maneira conveniente para descrever um

sistema quantico cujo estado nao é completamente conhecido.

Em equivaléncia aos vetores |¢), tém-se p = |1) (|, os quais sao referidos como
estados puros. Todos os outros estados sao misturas de estados puros, p = > pi|1:) (¥,
com nimeros reais nado-negativos p; < 1le ) . p; = 1, os quais representam a probabilidade

pi de encontrar o sistema no estado puro [1;).
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O operador densidade p deve satisfazer algumas propriedades para que represente um

estado fisico, as quais sao

1. Hermiticidade — pf = p.
2. p é um operador com trago unitario — Trp = 1.

3. p é um operador positivo semi-definido, ou seja, (d|p|¢) > 0 para qualquer estado

quantico puro |¢) € H.

A propriedade do trago pode ser provada da seguinte forma:
Trp = szTr W)z ¢z sz =1, (21)

dado que a soma das probabilidades é igual a um. A positividade do operador densidade

¢ dada por
(dlple) = sz Bln) (i g) = sz (plyi)|* > 0. (2.2)

Essa desigualdade sempre vale, pois as probabilidades sao sempre maiores ou iguais a zero.
Além disso, o procedimento padrao (O), = (¢|O|y) para encontrar o valor esperado de

um observavel O pode ser estendido para estados mistos através da relacao: (O), =
Tr[Op] = 2 pi{Wil Oly).

Uma das maiores aplicagoes do operador densidade é como uma ferramenta descritiva
para subsistemas de um sistema quantico composto. Tal descricao é dada pelo operador
densidade reduzido. Considere um operador densidade p4p, 0 qual representa um sistema
bipartido com subsistemas A e B, no espaco de Hilbert composto H = H4 ® Hp. Para
descrever o estado do subsistema A (ou estado reduzido), devemos realizar uma operagao

sobre o estado composto, tal que

pa = Trp(pan), (2.3)

onde o trago é um mapa de operadores conhecido como traco parcial sobre o sistema B.
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Por exemplo, para uma subclasse especial de operadores, o trago parcial é definido por

Trp(|ar)(as| @ |b1) (ba]) = [a1)(as|Tr([b1) (b)), (2.4)

onde |a;) e |ag) sdo dois vetores quaisquer em H4 e |by) e |by) sdo dois vetores quaisquer

em Hp. Além disso, Tr(|by)(ba|) = (ba|b1) é a operagao usual do trago.

A justificativa fisica para utilizar esta operacao é que o operador densidade reduzido
fornece as estatisticas corretas para medicoes feitas no subsistema A, pois a operagao do
trago parcial é a inica que da origem a descricao correta de quantidades observaveis para

subsistemas de um sistema composto [31].

2.2 Correlacoes classicas e quanticas

Correlacoes sao elementos essenciais em teorias fisicas. A informagao que se pode obter
da natureza é de alguma forma determinada pelo quanto o sistema de interesse pode ser
correlacionado, via interagoes fisicas, com o aparato de medida. Nao é surpreendente,
portanto, que correlagoes ocupem um lugar proeminente na ciéncia de informacao. No
que diz respeito ao dilema “quantico versus classico”, a questao naturalmente aparece
quando as propriedades quanticas das correlagoes desempenham um papel distinto ao das
correlagoes classicas. Em particular, correlagoes quanticas tém se mostrado no ntcleo de
diversas areas da fisica, desde fenomenos fundamentais, tal como nao-localidade [6, 9, 11],
descoeréncia [34], e realidade emergente [35, 36|, ao campo promissor de informagao e

computagao quantica [31, 37-39].

Nesta secao iremos apresentar correlagoes de natureza classica e quantica, mencio-
nando as diferencas entre elas. Apds essa apresentagao estaremos aptos a definir diferentes
quantificadores de correlagoes quanticas que serao utilizados ao longo da tese e que sao

recursos essenciais para informagao, computagao e criptografia quantica [31].
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2.2.1 Correlagoes classicas

Em teoria de informagao classica [1], a incerteza associada a uma varidvel aleatéria

X é quantificada pela entropia de Shannon:
H(X) ==Y p.log,pa, (2.5)

onde p, é a probabilidade de X assumir o valor z. A entropia de Shannon também pode
ser interpretada como a informacao obtida quando se conhece o valor da varidvel X.
Se X assumir valores do conjunto {x,zs, -+ ,z,}, a entropia de Shannon serd maxima
quando os resultados forem igualmente provaveis (p%) e minima quando um dos possiveis
resultados tenha probabilidade igual a um (nesse caso H(X) = 0).

Considere agora duas varidaveis aleatérias X e Y, com distribuicoes de probabilidade

Pz € Dy, respectivamente. A incerteza conjunta associada as duas varidveis aleatérias é

dada por
H(X,Y) == puylog, pay. (2.6)
x?y

A correlagao entre essas duas variaveis aleatérias X e Y é medida pela informagao mitua,
J(X:Y)=H(X)- HX|Y), (2.7)

onde H(X[Y) =3 p,H(X|y) é a entropia condicional de X dado que foi feita uma me-
dida do valor de Y. Todas as distribuicoes de probabilidade sao derivadas da probabilidade

conjunta, px y:

Px = ZPX,ya Py = Z}%,Y, (28)
Y T

Pxly = Pxy (regra de Bayes). (2.9)

Y

De acordo com a regra de Bayes, px|, se refere ao conhecimento disponivel sobre uma

variavel aleatéria X depois que um dado resultado y foi medido para a variavel Y. Por
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outro lado, px|, e p, representam, respectivamente, a probabilidade de X N (Y =y) e a
probabilidade do resultado y, sem referéncia a medida de X. Eles podem ser considerados
como o conhecimento prévio ao processo de inferéncia. De px), = (px,y/pxpy)px vemos
como o conhecimento prévio px é atualizado apds uma medida em Y, contanto que X e
Y sejam eventos dependentes. Para distribui¢oes independentes, pxy = pxpy, de modo
que H(X|Y) = H(X).

Assim, vemos que a informagao mutua J(X :Y') corresponde ao desvio da situagao de
“independéncia”. Logo, é uma medida das correlagoes entre X e Y. Isto é, a informagcao
mutua mede a diminuicao média da entropia em X quando fazemos uma medida em Y.

Usando a regra de Bayes (2.9), temos que

(X|y pr\y IOgQ px\y = Z Pry l (

) (2.10)

Dy

a qual nos permite reescrever a entropia condicional na forma

S35, 3 g, (P:c,y)
—~ Ty Py

= =) Paylogy(pry) + Y pylogy(p,)

T,y )

— H(X,Y)— H(Y). (2.11)

H(X|Y)

Assim temos uma expressao classicamente equivalente para a informagao mutua:
I(X:Y)=H(X)+HY)-H(X,Y). (2.12)

Nessa forma, observamos que nao é necessario fazer uma medida do valor de Y. A
informacao mutua pode ser obtida através da entropia de cada variavel e da entropia

conjunta H(X,Y'). Logo, classicamente, essas duas expressoes sao idénticas:
I(X:Y)=JX:Y). (2.13)

Qualquer uma das expressoes acima pode ser utilizada para calcular correlagoes classicas

entre variaveis aleatorias.
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A motivagao original de Shannon ao desenvolver esse quadro de teoria de informagao
foi a necessidade pratica de quantificar a capacidade de canais de comunicagao classica.
Neste cendrio, X e Y representam a mensagem enviada e recebida pelo canal, respectiva-

mente.

No cenario quantico, a informagao é armazenada nos estados quanticos de um sis-
tema fisico. As variaveis aleatérias sao substituidas pelos observaveis e seus possiveis
valores por autovalores dos observaveis. A entropia de Shannon é associada a sua versao
quantica, conhecida como entropia de von Neumann. Porém, as expressoes acima ja nao
sao suficientes para descrever correlagoes entre sistemas quanticos. Um dos motivos é a
inexisténcia de modelos locais de variaveis ocultas. Esse aspecto da Mecanica Quantica é

conhecido como nao-localidade, o qual vamos descrever detalhadamente na préxima secao.

2.2.2 Correlacoes quanticas

Para transmissao e processamento de informacao quantica, devemos levar em consi-
deracao as propriedades quanticas dos sistemas, as quais dao origem a correlagoes que
diferem das correlacoes classicas que descrevemos acima. Na literatura existem muitos
trabalhos que demonstram vantagens significativas das correlagdes quanticas em relagao as
classicas em processos de informagcao e computacao [11, 24, 31, 40]. Para entender melhor
esse contexto, nesta secao iremos apresentar o desenvolvimento do estudo de correlagoes

quanticas e diferentes recursos usados para quantificar essas correlagoes.

Nao-localidade de Bell

O estudo de correlagoes quanticas teve origem no inicio do século XX, com o desen-
volvimento da teoria quantica. Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) publicaram
um artigo [6] no qual eles argumentavam que uma teoria fisica deveria satisfazer trés

propriedades:

e realismo — implica que um elemento de realidade num sistema fisico é uma quan-
tidade cujo valor pode ser conhecido da teoria com certeza sem perturbar o préprio

sistema;
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e completeza — cada elemento de realidade deve ser descrito por um objeto da teoria;

e localidade — processos fisicos ocorrendo em um determinado lugar nao devem ter

um efeito imediato em elementos da realidade em outro local.

O artigo EPR apontou que a teoria quantica nao é completa porque nao satisfaz as tres
propriedades ao mesmo tempo. De fato, isso paradoxalmente implica que quantidades
fisicas incompativeis, representadas por observaveis nao-comutantes, tem realidade simul-
tanea. Considere um sistema com estado \%(|01>AB —[10) 45)- Se uma medida na base
{]0) 4, 1) ,} (na diregao do spin o,) em A tem resultado “0”, entdo se sabe com certeza,
sem perturbar o sistema B, que uma segunda medida nesse subsistema na mesma base
tem o resultado “1”. Em uma nova realizagao, fazendo uma mudanca de base, obtemos
(=t ag— |+ —)ap), com |£) = \/Li(|0> + [1)). Se realizamos uma medida em A na

V2

base {|+)4,|—)4} (na diregao do spin o0,), e obtém-se um resultado “—”

, entao o resul-
tado da segunda medida em B tem resultado “+” com certeza. Logo, os autoestados de
observéveis incompativeis (i.e., as componentes de spin local o, e 0,) sdo ambas reais
ao mesmo tempo. Porém, supostamente, a escolha da base local nao deveria alterar a

realidade distante.

Na década de 1960, Bell descobriu que as condigoes de realismo, completeza e loca-
lidade impoem que correlagoes estatisticas nas medidas espacialmente separadas devem
satisfazer algumas condigoes conhecidas atualmente como desigualdades de Bell. Ele de-
senvolveu uma teoria que satisfaz os trés critérios introduzindo quantidades adicionais,
conhecidas como variaveis ocultas, cujos valores nao sao unicamente definidos por um es-
tado quantico [9]. Um modelo local de variaveis ocultas seria capaz de reproduzir todas as
previsoes da mecanica quantica sem apresentar a contradicao apresentada pelo paradoxo
EPR.

Mas, ao contrario do que se esperava com a introducao das variaveis ocultas, a teoria
quantica preve que as desigualdades de Bell sao violadas por alguns estados emaranhados,
uma condi¢ao conhecida como nao-localidade. Os primeiros experimentos que compro-
varam as previsoes de Bell foram realizados por Freedman e Clauser [41] em 1972, e por
Aspect e colaboradores [42] em 1982. Até os dias atuais sao realizados diversos experi-

mentos que demonstram que estados emaranhados violam as desigualdades de Bell.
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Para entender melhor a proposta de Bell, imagine a seguinte situacao!. Suponha

que voceé possui uma fonte que prepara e envia um par de particulas para laboratorios
separados espacialmente, uma particula é enviada para Alice e a outra para Bob. Alice
pode escolher uma de muitas medidas possiveis para realizar em seu sistema e vamos usar
x para denotar sua escolha de medida. Similarmente, vamos usar y para denotar a escolha
de medida de Bob. Uma vez que as medidas sao feitas, eles produzem resultados a e b

nos dois sistemas.

De uma execucao do experimento para outra, os resultados a e b que sao obtidos
podem variar, mesmo quando as escolhas de medida x e y feitas sao as mesmas. Esses
resultados sdo, em geral, governados pela distribuicao de probabilidade p(ab|zy) que po-
dem depender do experimento em particular sendo realizado. Repetindo o experimento
um numero suficiente de vezes e coletando os dados observados, tem-se uma estimativa

de tais probabilidades.

Quando tal experimento ¢ realizado — por exemplo, gerando pares de particulas de
spin-1/2 e medindo o spin de cada particula em diferentes dire¢oes — seré encontrado, em

geral, que

p(ablzy) # p(alx)p(bly), (2.14)

implicando que os resultados em ambos os laboratérios nao sao estatisticamente inde-
pendentes entre si. Mesmo se ambos os sistemas estiverem separados espacialmente, a
existéncia de tais correlacoes nao é espantosa. Em particular, nao implica necessaria-
mente em algum tipo de influéncia direta de um sistema no outro, de forma que essas
correlagoes podem simplesmente revelar alguma relacao de dependéncia entre os dois sis-
temas que foi estabelecida quando eles interagiram no passado. Isso é pelo menos o que

se poderia esperar de uma teoria local.

Vamos formalizar a ideia de teoria local mais precisamente. A suposicao de locali-
dade implica que deveriamos ser aptos a identificar um conjunto de fatores, descritos por
variaveis A, tendo uma influéncia conjunta causal em ambos os resultados, e que explica
totalmente a dependéncia entre a e b. Uma vez que tais fatores sao considerados, a in-

determinacao residual sobre os resultados deve ser desacoplada; isto é, as probabilidades

'Essa demonstragio ¢ baseada na referéncia [43].
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para a e b devem fatorizar em

plablzy, ) = p(alz, A) p(bly, \). (2.15)

Essa condicao de fatorabilidade simplesmente expressa o fato que encontramos uma ex-
plicacao de acordo com a qual a probabilidade depende somente das varidveis A e das
medidas locais. O conjunto de varidveis A nao precisa ser necessariamente idéntico para
todas as execucoes do experimento, mesmo se o procedimento que prepara as particulas a
serem medidas seja fixo, pelo fato de que A pode envolver quantidades fisicas que nao sao
totalmente controldveis. Os diferentes valores de A devem entao ser caracterizados por
uma distribui¢do de probabilidade g(A). Combinando com a condi¢ao de fatorabilidade,

podemos entao escrever

plablzy) = / dX () plalz, A) p(bly. ). (2.16)

onde assumimos implicitamente que as medidas x e y podem ser livremente escolhidas
numa maneira independente de ), isto é, que ¢(A|z,y) = ¢(\). Essa decomposicao agora
representa uma condicao precisa para localidade no contexto dos experimentos de Bell.
Note que nenhuma hipdtese de determinismo ou de um “comportamento classico” esta
envolvida na equagao (2.16). Em termos relativisticos, expressa a exigéncia de que os
eventos em uma regiao nao devem influenciar os acontecimentos em outra regiao separada

espacialmente.

Entretanto, as previsoes da teoria quantica para certos experimentos envolvendo par-
ticulas emaranhadas ndo admitem uma decomposicao na forma (2.16). Para estabelecer
esse resultado, consideramos por simplicidade um experimento onde existem somente duas
escolhas de medida por observador, z,y € {0,1} e onde os possiveis resultados assumem
também dois valores, a,b € {—1,+1}. Seja (a,b,) = >, , abp(ablry) o valor esperado do

produto ab para as escolhas de medida (x,y) e considere a seguinte expressao
S = <a0b0> + <CLOb1> + <6L1b0> - <CL1b1>, (217)

que é uma fungao de probabilidades p(ab|ry). Se essas probabilidades satisfizerem a
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decomposicao de localidade (2.16), temos necessariamente que
S = (agbo) + (apb1) + (arby) — (a1b1) < 2, (2.18)

que ¢ conhecida como a desigualdade Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) [44]. Para de-
rivar esta desigualdade, podemos usar a equacao (2.16) na definigao de (a,b,), o que nos
permite expressar esse valor esperado como uma média (azb,) = [ dAq(N){az)x(b,)\ de
um produto de valores esperados locais (a,)y = > ap(alz,\) e (by)x = >, bp(bly, ) as-
sumindo valores no intervalo [—1, 1]. Inserindo essa expressao na equacao (2.18), podemos
escrever S = [ dAq(M\)Sy, com

Sy = {ao)r(bo)x + (ao)r(bi)x + (a1)a(bo)x — (a1)r(b1)x
= {ao)a((Bo)x + (Ba) ) + {ar)a ({bo)a = (ba)s). (2.19)

Como (ag)y, (a1)x € [—1,1], temos que Sy < [{bo)x + (b1)r| + [{bo)x — (b1)x|. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que (by)» > (b1)x > 0 o que produz Sy = 2(bp)x < 2, e
entao S = [ dAq(N)S) < 2.

Considere agora as previsoes quanticas para um experimento no qual dois sistemas
medidos por Alice e Bob sao dois qubits no estado singleto |V~) = \%(\Ol} — [10)), e
onde |0) e |1) s@o convencionalmente os autoestados de o, para os autovalores +1 e —1,
respectivamente. Considere as escolhas de medidas x e y associadas com os vetores T e
iy correspondendo a medidas de Z - ¢ no primeiro qubit e i - & no segundo qubit, onde
d = (01,09,03) denota o vetor de Pauli. De acordo com a teoria quéntica, temos en-
tdo os valores esperados (a,b,) = —Z - ¢. Considere as duas configuracoes z € {0,1}
correspondentes a medidas nas diregoes ortogonais €; e é;, respectivamente, e as configu-
racoes y € {0, 1} a medidas nas diregoes —%(él +é9) e \%(—él + é5). Temos entao que

(aobo) = {aob1) = (a1bo) = \/Lg e (a1b) = —\/Lg? e entao
S =2v2>2, (2.20)

em contradi¢do com a equagao (2.18) e, logo, com a restrigao de localidade (2.16). Esse
resultado corrobora o teorema de Bell, no qual as previsoes da teoria quantica sao incom-

pativeis com uma teoria local de variaveis ocultas, estabelecendo o carater nao-local dessa
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teoria.

Além da desigualdade demonstrada acima, existem varias propostas de desigualdades
de Bell na literatura. Duas delas sao de particular interesse neste trabalho, a desigualdade
CHSH [44] e a desigualdade de Bell-3322 [45].

Para sistemas de dois qubits, a desigualdade CHSH, que foi demonstrada acima, é a

mais conhecida, e pode ser reescrita nesse contexto como

B(p, 1) := |Tr(p Bensu)| < 2, (2.21)

onde Beysy, um operador de Bell atuando em H 4 ® Hpg, é dado por
Bensn = @1 - 3 @ (by + by) - 7% + 42 - 7" @ (by — by) - &7, (2.22)

onde a4, as, 51 e 132 sao vetores unitarios reais, num cenario que envolve duas medigoes por
sitio e & = (01,09, 03) s@o as matrizes de Pauli. Esse operador envolve configuragoes de
medida p, dadas pelos vetores ay, as, by e 132, de Alice e Bob e é convenientemente concebido
para garantir que a desigualdade acima seja satisfeita por qualquer p descritivel por um
modelo local de varidveis ocultas. Note que B(p, 1) depende de configuracoes de medida
escolhidas, de forma que essa desigualdade pode ser violada numa certa configuracao e
nao em outras, tal que se for encontrada ao menos uma configuracao que ocorra violagao,

o sistema quantico é tratado como nao-local.

Normalmente, a nao-localidade é definida em termos de desigualdades, que apenas
afirmam se o estado é nao-local, caso ele viole a desigualdade para uma dada configuracao
de medida. Na literatura existem poucas propostas de quantificar a nao-localidade de
um sistema quantico, ou ainda, determinar se um sistema é mais nao-local que outro.
Fonseca e Parisio consideram o volume de violagoes como uma alternativa para o grau de
nao-localidade [46]. Eles afirmam que um sistema quantico p é mais nao-local que outro
sistema p’ se o primeiro viola a desigualdade, para qualquer medida, por uma quantidade
maior de configuracoes de medida do que o tdltimo. Em outras palavras: p é mais nao-
local que p’ se, por uma escolha aleatéria imparcial de configuragoes, a probabilidade de
obter uma violacao é maior para p. A partir desse argumento eles definem um volume de

violacoes.
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Sabe-se que canais de ruido destroem as coeréncias quanticas e, consequentemente,
as correlacoes quanticas entre sistemas. Dessa forma, a robustez sob um canal é definida
pelo tempo que uma dada correlagao é suprimida pelo canal de ruido. Ou seja, quanto
mais correlacionado for o sistema, mais tempo as correlacoes demoram para desaparecer
sob agao desses canais. No nosso trabalho usamos o argumento de que um estado que
viola mais uma desigualdade, sendo entao mais robusto sob canais de ruido, é dito ser
mais nao-local. Para isso, fazemos um processo de otimizacao sobre as configuragoes de
medida de forma a encontrar aquela que apresente a maior violacao. Quando o sistema
estiver sob a agao dinamica de um canal de ruido, é essa violacao a iltima a ser suprimida.
Dessa forma, propomos um quantificador de nao-localidade de Bell como a quantidade
pela qual a desigualdade acima é maximamente violada. Dado um estado p e escolhendo

uma normalizacao conveniente, temos

B(p) -2
N(p) := max< 0, ——— 3, 2.23
()= mx fo, SO =2 223)
onde B(p) := max, B(p, i), sendo que a otimizagao seleciona a configuragao de medida p
que maximiza a nao-localidade. Como B(p) < Bpax, onde By, € a méxima violagao que
pode ocorrer para essa desigualdade, obtida ao varrer ambos p e . Esse valor méaximo é

conhecido como limite de Cirel’son [47], e é igual a Bya, = 2v/2.

Outra desigualdade de Bell que utilizamos na tese é conhecida como desigualdade
330 [45]. Ela difere da desigualdade CHSH pelo fato de envolver trés medidas dicotomicas

por sitio e é dada por

I3z = p(A1B1) 4+ p(A2By) + p(AsBy) + p(A1Ba) + p(A2By) — p(AsBy)
+p(A1B3) — p(A2B3) — p(A1) — p(Bs) — 2p(B1) < 0, (2.24)

onde p(A;B;) = Tr (M @ MP p), p(Ax) = Te(M @ 1p) e p(By) = Tr(1 ® MP p) sao
probabilidades associadas as medidas de von Neumann M/ = %(]l + ;- &) e MP =
s(1 +9; - ), para vetores unitdrios {@;,9;} € R®. O quantificador normalizado para essa

desigualdade, o qual chamamos convenientemente de N3, é dado por

N(p) = max {o, 13;3112&(}{’) ) } , (2.25)

3322
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onde I3399(p) := max,, I3322(p, jt), com a otimizacao selecionando a configuragao de medida
p que maximiza a nao-localidade para trés medidas por sitio. Além disso, I5335 = 1/4,
resultado encontrado numericamente em [45]. Da mesma forma que acontece com o quan-

tificador da desigualdade CHSH, N3(p) € [0, 1].

No contexto de informacao e computacao quantica, a nao-localidade de Bell é til
para diversos protocolos, como distribui¢ao de chaves quéanticas [26-28], geracao de alea-

toriedade [48], e complexidade de comunicagao quantica [49].

Recentemente, dois experimentos [50, 51] envolvendo as desigualdades de Bell recebe-
ram bastante atengao da comunidade cientifica. Testar as violagoes dessas desigualdades
requer um procedimento experimental complicado, gerando muitas vezes “furos” (Ioopho-
les) que podem ser contestados utilizando teorias classicas. Para que um experimento seja
considerado “incontestavel” (loophole-free) ele precisa excluir qualquer comunicac¢ao pos-
sivel entre os observadores separados espacialmente (locality loophole) e garantir medidas
eficientes (detection loophole). A inovagado proposta por esses dois trabalhos recentes é
que eles conseguiram violar a desigualdade de Bell CHSH sem apresentar qualquer furo,
ou seja, com testes incontestaveis. Em [50], os autores utilizaram uma fonte otimizada de
fotons emaranhados, geragao rapida de configuragoes e detectores supercondutores alta-
mente eficientes, observando uma violacao da desigualdade de Bell com alta significancia
estatistica. O outro experimento, proposto por Giustina e colaboradores [51], conseguiu-
se demonstrar a violacao da desigualdade de Bell para spins de elétrons separados numa
distancia de 1,3 km. Esses experimentos comprovam, sem qualquer furo, que a mecanica

quantica viola as desigualdades de Bell, evidenciando sua natureza nao-local.

Emaranhamento

Por muito tempo acreditou-se que a existéncia de correlagoes quanticas estava asso-
ciada a ideia de nao-localidade, evidenciada por desigualdades de Bell. Estados que nao
violavam essas desigualdades passaram a ser definidos como estados classicos. Porém,
essa nogao de correlagdo quantica teve uma reviravolta quando Werner [10] mostrou a
existéncia de estados mistos emaranhados que nao violavam as desigualdades de Bell. Ou
seja, estados que mesmo sem violar essas desigualdades ainda apresentavam correlagoes

quanticas. Por causa desse fato a nocao de estados cléssicos teve de ser reformulada, e
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eles passaram a ser definidos como estados que podem ser criados por operagoes locais e
comunicagao classica (local operations and classical communication - LOCC). Operagoes
locais sao operacoes feitas em apenas parte do sistema, ou seja, sao realizadas localmente
num dos subsistemas do sistema composto; enquanto comunicacao classica se refere a
transmissao de informacao utilizando dispositivos classicos, como uma ligacao telefonica
entre dois laboratérios. Os estados classicos definidos a partir de operagoes locais e co-
municacao classica sao separaveis, ou seja, € possivel fatorar o estado composto como um

produto dos seus estados constituintes.

Para estados bipartidos puros, dizemos que um estado é separdvel se puder ser escrito

na forma

[YaB) = [ta) @ |¢B), (2.26)

caso contrario o estado do sistema é dito emaranhado. Dessa forma, emaranhamento é
definido como a nao-separabilidade de um estado quantico. Se um estado nao puder ser
gerado através de operacoes locais e comunicagao classica ele é nao-separavel e, conse-

quentemene, emaranhado.

Para estados puros utiliza-se a entropia de von Neumann do estado para estabelecer

uma medida de emaranhamento do sistema, e ela é dada por
Si(p) = —Tr[plogy p] = — Y Ailogy i, (2.27)

onde \; sao os autovalores de p (no caso de autovalores nulos temos 0log, 0 = 0, resul-
tado obtido do lim,_,oxlog, z)®. O uso da entropia de von Neumann para quantificar

emaranhamento foi introduzida por Bennett et al. [52].

A esta quantidade baseada na entropia de von Neumann damos o nome de entropia
de emaranhamento, F,y(p). Para estados separaveis, E,n(p) = 0 e, para estados emara-
nhados, 0 < E,n(p) < log, D, onde D é a dimensao do subsistema. Se F,y(p) = log, D,

o estado é dito maximamente emaranhado. O emaranhamento entre as partes A e B de

2A base 2 é escolhida pela influéncia da teoria de informacao, onde todos os logaritmos sao calculados
nesta base.
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um estado puro bipartido pode ser calculado entao por
Eun(pag) = Si(pa) = Si(ps) = = > _ Aulogy Ay, (2.28)
o

onde A\, sao os autovalores de p4 ou pp. Ela é considerada uma boa medida pois satisfaz
uma série de condigoes consideradas necessarias que medidas de emaranhamento devem

satisfazer. Essas condicoes sdo listadas a seguir [53]:

e Se p for separavel, entao a medida de emaranhamento E(p) = 0.

e O grau de emaranhamento de p nao pode aumentar devido a operacoes locais e

comunicagoes classicas.

e Normalizagao: O emaranhamento de um estado puro maximamente emaranhado p

de dimensao D ® D é dado por E(p) = log, D.

e Continuidade: No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a

diferenga entre seus emaranhamentos deve tender a zero, ou seja, E(p) — E(p’) — 0,
para |[p — p/|| = 0, onde ||A|| = \/Tr[AfA] é a norma de Hilbert-Schmidt.

e Aditividade: O emaranhamento de n copias idénticas de p deve ser igual a n vezes

o emaranhamento de uma cépia = E(p®") = nE(p).

e Subaditividade: O emaranhamento do produto tensorial de dois estados nao deve

ser maior que a soma do emaranhamento de cada estado = E(p®p") < E(p)+E(p).

e (Convexidade: O emaranhamento deve ser uma fungao convexa, de forma que

EQp+ (1=X)p) <AE(p)+ (1 = NE(p), para 0 <X < 1. (2.29)

Os requisitos listados acima valem tanto para medidas de emaranhamento de estados
puros, quanto para medidas de emaranhamento de estados mistos, as quais vamos definir

abaixo.

Partindo da definicao de emaranhamento para estados puros, podemos estender o

conceito para misturas estatisticas. Assim, um estado bipartido misto p4p é dito separavel
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se puder ser escrito como uma mistura de estados separaveis

PAB = ZpipA,i ® pBi- (2.30)

Entretanto, nao podemos utilizar o mesmo argumento do calculo de emaranhamento
usando a entropia de von Neumann do estado reduzido para estados mistos, pois cada sub-
sistema pode ter entropia nula mesmo quando o estado global do sistema é emaranhado.
Dessa forma, foram desenvolvidos alguns quantificadores que se baseiam em propriedades

matemadticas das matrizes densidade dos sistemas [54-56].

Dentre os quantificadores para emaranhamento de estados bipartidos mistos, existe a

concorreéncia [55, 57],

Clp) = max {0, VA = VA = VAs = VAi (2.31)

onde \; sao os autovalores em ordem decrescente da matriz pp, a qual é obtida depois
do calculo de uma operacgao spin-flip p = o, ® o,p*0, ® 0, de p. C(p) é um quantifica-
dor de emaranhamento, sendo 0 para estados separaveis e 1 para estados maximamente

emaranhados.

Outro quantificador de emaranhamento é conhecido como emaranhamento de forma-
¢ao [52, 55], que é definido como a média de emaranhamento dos estados puros da decom-
posicao de um estado misto p = ). p;|¢;) (15|, minimizados sobre todas as decomposigoes

de p:

EO = min isl TIB i ill ), 2.32
7(p) piw»}zi:p (Tr{lyi) (ul]) (2.32)

onde S é a entropia de von Neumann (2.27). Outra forma de definir emaranhamento de

formagao é através de uma fungao mondtona da concorréncia (2.31), ou seja,

Eor(p) = (1 Y CQ(’”) ; (2.39)

onde h(z) = —xlogyx — (1 — x)logy(1 — ).
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Nesta tese também iremos utilizar um critério de deteccao de emaranhamento para
estados mistos conhecido como critério de Peres-Horodecki [58, 59]. O critério de Peres
¢ baseado nos autovalores de uma matriz parcialmente transposta em respeito a um dos
subsistemas de um estado bipartido p. Se esses autovalores forem positivos, o estado p é
separavel. Mas, se pelo menos um autovalor é negativo, o estado p ¢ dito emaranhado.
Como mostrado em [59], esse critério é uma condigao necessaria e suficiente para sepa-
rabilidade de sistemas bipartidos com dimensoes 2 ® 2 e 2 ® 3, sendo somente condicao

necessaria para dimensoes maiores.

Do ponto de vista de aplicagoes em informacao e computacao quantica, foi provado
que o emaranhamento pode ser utilizado como recurso para a execucao de varias ta-
refas [31]. Por exemplo, estados emaranhados podem ser utilizados para a codificacao
superdensa [60], onde sao enviados dois bits de informagcao cldssica usando somente um
qubit. Outra aplicagdo é o teleporte quantico [17], que é um processo com o qual infor-
magao quantica (o estado de um dtomo ou um f6ton) pode ser transmitido de um lugar

a outro, com a ajuda de comunicacao classica e um par de estados emaranhado.

Um ponto importante que devemos salientar é o fato de que todos os estados ema-
ranhados puros violam as desigualdades de Bell [61]. Porém, a situagdo muda quando
estados mistos passam a ser considerados. Como mencionamos no inicio dessa subsecao,
Werner mostrou que existem estados emaranhados (mistos) que nao violam nenhuma desi-
gualdade de Bell [10]. Dessa forma, emaranhamento é uma medida que captura correlagoes

nao-classicas para uma gama maior de estados, em comparagao com nao-localidade.

Discérdia quantica generalizada

O emaranhamento foi aceito por muito tempo como a medida essencial para a de-
terminacao de correlagoes quanticas, dada sua validade tanto para estados puros, quanto
para estados mistos. Porém, podemos nos perguntar se existe alguma correlacao que vai
além daquela detectada pelo emaranhamento. Em outras palavras, serd que existem cor-
relacoes quanticas mesmo para estados separaveis? Nesta subsecao vamos mostrar que a

resposta a essa pergunta é positiva.

Sabemos que em mecanica quantica um processo de medida perturba o estado de um

sistema quantico, ao contrario do que acontece na teoria classica. Dessa forma, é possivel
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concluir que a perturbagao induzida por uma medida é uma boa evidéncia da presenca de
caracteristicas quanticas no sistema. Essa perturbacao no sistema muda as propriedades
do estado global, em particular na quantidade das correlacoes entre os subsistemas. Assim,
Ollivier e Zurek [13], e de forma independente, Henderson e Vedral [12], propuseram
uma medida baseada na perturbacao induzida pela medida, a qual ficou conhecida como

discordia quantica.

A discérdia quantica é baseada na generalizacao da informacao mutua para sistemas
quanticos, que definimos na secao 2.2.1. Nd6s mostramos que a partir da regra de Bayes a
informagcao mitua pode ser obtida de duas formas (2.13), uma que depende da medida, que
chamamos de J(X :Y) (2.7), e outra que é independente, 1(X : Y) (2.12). Classicamente,
as duas expressoes sao idénticas, dado que uma medi¢ao nao perturba o estado do sistema.
Porém, como mencionamos acima, quanticamente o mesmo nao pode ser afirmado, de

forma que a discordia quantica é entao baseada na diferenca entre essas duas quantidades.

Para um sistema quantico bipartido p, os anélogos quanticos das duas expressoes para

informagao mutua sao dados por

hu
X
I

Si(pa) + Si(ps) = Si(p),
S1(pa) = Si(pas), (2.34)

pn
=
I

onde Si(p) é entropia de von Neumann (2.27), a versao quantica da entropia de Shan-
non e Si(payp) ¢ a entropia condicional quantica e depende do observéavel que medimos
no subsistema B. Assim, a discérdia quantica é definida como a minima diferenca entre
essas expressoes, uma maneira de capturar correlacoes “puramente” quanticas. Matema-

ticamente,

D(p) = I{%ibr]}[f(p)—J(p)]

— 51(/)3)—Sl(p)+{{rr1[ir}lzpb51(pA|b), (2.35)
Py

onde pap, = Trp(Ilyp)/py é a matriz densidade condicional, p, = Tr(Il,p) é a probabilidade
do resultado b e Ilg[p] = >, I} pII;, sendo que II, = |b) (b] é o projetor de von Neumann
associado com o observavel discreto B. Note que o processo de minimizacao é feito

para que a formula final da discérdia nao dependa da escolha do conjunto de projetores
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de medida. Logo, define-se a discordia quantica como sendo o resultado obtido para a

diferenca das informacoes mutuas no caso em que a medida produz o menor desvio.

Alguns anos mais tarde, Zurek reformulou a discérdia quantica [34], ligando a sua
definicao com a diferenca entre a eficiéncia de demonios classicos e quanticos em extrair
trabalho termodinamico de um banho térmico, a qual passou a ser conhecida como dis-

cordia térmica, denominada também como discordia entrépica, e é dada por

Dg(p) :1%%13 <Sl(HB lpB]) + Zpbsl(pAlb)) —S1(p). (2.36)

Comparada com a discérdia da equacao (2.35), Dg(p) envolve a minimizacdo de uma
soma da entropia local e da entropia condicional e portanto, adicionalmente leva em

consideragao o custo entrépico de realizar medidas locais [62].

Por causa da dificuldade no processo de otimizacao para a obtencao da discérdia,
inclusive numericamente, uma nova proposta foi formulada baseada numa versao geomé-
trica em termos da norma de Schmidt [63], chamada de discérdia geométrica, e é dada

por
Da(p) = min || p — z[o] |I* (2.37)

onde ||p||* := Tr(pp) é 0 quadrado da norma no espago de Hilbert-Schmidt. Essa medida
calcula a minima distancia entre um estado p e seu estado condicional, dado que uma
medida é realizada num dos subsistemas. Se a medida nao perturbar o sistema global,
eles representam o mesmo estado quantico, e, portanto, a distancia geométrica entre eles
é nula. Mas se uma minima perturbacao acontece, a discérdia geométrica é diferente de

zero, mostrando que esse estado é quanticamente correlacionado.

Assim, a discérdia entrépica (2.36) baseia-se numa diferenga entre medidas de infor-
magao, enquanto a discérdia geométrica (2.37) é baseada numa medida de distancia entre
estados quanticos. Apesar de terem naturezas diferentes, essas duas medidas capturam
correlagoes de mesma natureza. Recentemente um resultado importante foi obtido a fim
de conecta-las, mostrando que as duas podem ser obtidas a partir do desvio da regra de
Bayes, isto é, do fato de que a atualizacao Bayesiana na mecanica quantica modifica o

estado do sistema. Outro fator interessante é a conexao com a teoria de trabalho termo-
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dinamico generalizado através da relagao trabalho-informacao. A unificacao dessas duas

versoes foi chamada de discérdia-g [64, 65], e é definida como

Dy(p) = min (S,(IL[p]) = Sy(p) ) (2.38)

Iip

onde S,(p) = 1;qu (¢ > 0 € R) é a entropia-¢q de Tsallis [66, 67]. A discérdia entrdpica

(térmica) é obtida da discérdia-¢ quando ¢ = 1 e a discérdia geométrica quando g = 2.

Apenas recentemente a discérdia foi introduzida como um recurso fisico para proto-
colos quanticos [20-22], com a vantagem de ser menos fragil a canais de ruido [23, 24]
(veja também as referéncias [40, 62] para revisoes recentes sobre discérdia quantica). Ela
também foi proposta como a quantidade responséavel pela vantagem computacional de um

modelo com pouco ou nenhum emaranhamento [68, 69].

A partir dos quantificadores de correlagoes quanticas — ou recursos quanticos — citados
acima, temos um panorama geral sobre a estrutura das correlagoes em sistemas quanticos.
Para estados puros, todos os recursos concordam em testemunhar a presenca de correlagoes
quanticas. O quadro é diferente quando estados mistos sao considerados. Existem estados
que nao violam as desigualdades de Bell, mas sao emaranhados, e estados separaveis que

apresentam discordia quantica diferente de zero.

2.3 Sistemas quanticos abertos

Neste trabalho, também estamos interessados nos efeitos do ambiente em sistemas
quanticos. O estudo sobre esses efeitos é baseado no acoplamento de um sistema a um
ambiente com muitos graus de liberdade, teoricamente descrito em termos de particulas
quanticas em equilibrio térmico numa temperatura 7. O acoplamento com o ambiente
forca o sistema a evoluir numa dinamica nao-unitaria e, em geral, dissipativa. Usualmente,
o ambiente é modelado por um numero grande de particulas (graus translacionais, de
spin, etc.) que se correlacionam com o sistema a medida que ocorre a dinamica e, assim,
destroem sua coeréncia quantica além de drenar sua energia. Tipicamente, o tempo de
descoeréncia ¢ muito menor que o tempo de relaxagao, o que justifica o interesse em uma

dinamica nao-dissipativa, a qual sera analisada em alguns capitulos da tese.
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Em muitos casos, o ambiente assume as caracteristicas de um “reservatorio térmico”,
sendo assim descrito por uma distribuicao de Boltzman quantica definida por uma tempe-
ratura 7. O modelo seminal de reservatério, em que se empregam osciladores harmonicos

unidimensionais foi concebido por Caldeira e Leggett [29] em 1985.

Considere entao um sistema quantico bipartido, consistindo de um sistema de interesse

S e um ambiente (reservatério) R. Tal arranjo é chamado de sistema quantico aberto,
onde o termo na verdade se refere ao sistema de interesse. Os espacos de Hilbert do
sistema quantico aberto Hg e seu ambiente Hy juntos formam o espago de Hilbert do
sistema fechado total Hr = Hg ® Hgr. A dinamica de um estado quantico é descrita
por uma operagao unitaria em todo o espaco de Hilbert do sistema. No formalismo do
operador densidade podemos utilizar a equacao de von Neumann para obter tal dinamica,
L

- pr (1)) (239

pr(t) =

onde pr pode ser um estado constituido de muitas partes, ou multipartido.

Se quisermos obter a dinamica de um estado reduzido p,.q, devemos realizar a opera-
¢ao do trago parcial sobre os graus de liberdade que compdem a parte que nao estamos
interessados. Entao, temos que

0

th“R ([Hr, pr(t)]), (2.40)

pred(t) =

onde Hp é o Hamiltoniano que atua em todo o sistema. Entretanto, para obter a dinamica
de um operador densidade reduzido a partir desta equagao é preciso determinar o estado
total pr, o que em geral nao é simples de se obter. As derivagoes de equacoes fechadas

para pr.q(t) sd@o conhecidas como equagoes mestras quanticas.

Para derivar equagoes mestras quanticas usualmente sao feitas duas aproximagoes, de
Born e Markov. A primeira delas assume que a interacao entre o sistema e o ambiente é
suficientemente fraca. A segunda despreza correlacoes de tempos curtos entre o sistema e
o ambiente, ou seja, o tempo caracteristico do sistema é muito maior que o tempo asso-
ciado ao decaimento das correlagoes entre as variaveis do reservatorio. Quando ambas as
condicoes sao satisfeitas dizemos que o processo ¢ Markoviano. Nesse caso, a informagcao

transferida para o ambiente é rapidamente distribuida entre os graus de liberdade do am-
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biente, sem retorno de informagao para o sistema, ou seja, nao existe efeito de meméoria.
Entretanto, as aproximacgoes de Born e Markov nao sao sempre vélidas. Nesse caso, o
sistema quantico aberto é chamado de nao-Markoviano e informacao pode retornar ao sis-
tema. Nesta tese, vamos analisar tanto processos Markovianos, quanto nao-Markovianos,

em diferentes contextos.

2.3.1 Representacao de Kraus

Além do formalismo envolvendo equacoes mestras, existe um outro muito util na des-
cricao da dinamica do estado reduzido. Esse formalismo é conhecido como representa¢ao
do operador soma (representacao de Kraus) [31]. Ele auxilia na implementacao de inte-
racoes do ambiente através de canais de ruido quantico, que agem somente no sistema
de interesse sem precisar descrever as propriedades do ambiente. Nesta subsecao vamos

apresentar esse formalismo e diferentes canais que serao utilizados na tese.

Consideramos a descrigao da dinamica de um sistema quantico aberto como decorrente
de uma interagao entre o sistema de interesse, que podemos chamar de sistema principal e
um ambiente, os quais juntos formam um sistema quantico fechado, como discutido acima.
Em outras palavras, suponha que temos um sistema num estado p, que ¢ mandado para
uma caixa que é acoplada a um ambiente. Em geral, o estado final do sistema, £(p), pode
nao estar relacionado por uma transformagao unitaria ao estado inicial p. Nds assumimos
que o estado de entrada sistema-ambiente é um estado produto, p ® pg. Depois da
transformacao da caixa U o sistema nao interage mais com o ambiente e entao realizamos

um trago parcial sobre o ambiente para obter o estado reduzido do sistema sozinho:

E(p) = Ter [U(p® pr)U'] - (2.41)

Os operadores de Kraus sao construidos da seguinte forma. Seja |e;) uma base or-
tonormal para o espago de estado do ambiente (de dimensao finita), e seja pr = |eg)(eo|
o estado inicial do ambiente. Nao ha perda de generalidade em assumir que o ambiente
comega num estado puro, de forma que, se ele inicia num estado misto, nés somos livres
para introduzir um sistema extra purificando o ambiente. Embora este sistema extra seja

“ficticio”, nao faz diferenga para a dinamica experimentada pelo sistema principal, e entao
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pode ser usado como um passo intermedidrio nos calculos®. A equacao (2.41) pode entdo

ser reescrita como

Elp) = Z(ei\U[P®|€o><€0HUT|€i>

7

= Y KipK], (2.42)

onde K; = (e;]U|eg) é um operador no espago de estado do sistema principal. A equagao
(2.42) é conhecida como representagao do operador soma de €. Os operadores {K;} sao

conhecidos como elementos de operacao para o operador quantico &£.

Os elementos de operagao satisfazem uma restri¢cao importante conhecida como relagao
de completeza. No caso cléssico, a relacao de completeza surge a partir da exigéncia que
a distribuicao de probabilidade seja normalizada a um. No caso quantico, a relacao de

completeza aparece da exigéncia andloga que o trago de £(pg) deve ser igual a um,

1 = Tr(€(p) =Tr | Y Kipk! | =Tr (> KlKip|. (2.43)
Como essa relagao é verdade para todo p, entao temos que
Y KK =1. (2.44)

Esta operagao é satisfeita por operacoes quanticas que preservam o traco.

A representacao do operador soma é importante porque ela nos da uma forma in-
trinseca de caracterizacao da dinamica do sistema principal. Ela descreve a dinamica
do sistema principal sem precisar considerar explicitamente as propriedades do ambiente;
tudo que precisamos saber esta codificado nos operadoes K;, que atuam no sistema prin-
cipal unicamente, simplificando os calculos. Além disso, muitas interacoes diferentes do
ambiente podem dar origem a mesma dinamica no sistema principal. Se é apenas a dina-
mica do sistema principal que nos interessa, entao faz sentido escolher uma representacao
da dinamica que nao inclua informagao que nao seja importante sobre outros sistemas.

Se, ao contrario, estivermos interessados na dinamica do sistema total, as caracteristicas

3Uma abordagem mais profunda envolvendo processos com diferentes ambientes é realizada no capi-
tulo 6, onde discutimos a dilacao de um sistema quantico.
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do ambiente sao importantes, e a representacao do operador soma deixa de ser apropriada

na analise de tais situacgoes.

Interpretacao fisica da representacao do operador soma. Imagine que uma medida
projetiva II; = |e;)(e;| ¢é realizada no ambiente depois da transformacao unitéria U ter

sido aplicada. O resultado ¢ sera obtido com probabilidade

pi = Tr(le) (@lU(p @ leo)(eo)UTe:) e )

= Tr((elUleo) pleolUles))
= Tr(K;pK)). (2.45)

E o estado (ndo-normalizado) do sistema principal dado que o resultado i ocorreu, é dado

por

pi = Tea(Je(elUp ® leod{eoUMe (ei])
(il U(p @ leo){eo)U'les) = (es|Uleo) pleo|Ues)
KipK] (2.46)

Normalizando p;, temos

KipK]!
pi= (2.47)

Entao,
E(p) = Zpipi = ZKz‘PKJ- (2.48)

Isto nos da uma interpretacao fisica do que estd acontecendo numa operagao quantica com
elementos de operagao {K;}. A acdo da operagdo quantica é equivalente a pegar o estado
p e aleatoriamente substitui-lo por K;pK] /Tr(K;pK]), com probabilidade Tr(K;pK]).
Neste sentido, é muito parecido com o conceito de canais de comunicacao com ruido
usado em teoria de informagao cldssica; dessa maneira, algumas vezes nds vamos nos
referir a algumas operacoes quanticas que descrevem o processo de ruido quantico como

canais de ruido quantico. Os canais que vamos utilizar ao longo dessa tese sao construidos
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com os conjuntos de Kraus listados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Operadores de Kraus para os canais quanticos: inversao de bit (IB), inversao de fase
e bit (IFB), inversao de fase (IF), despolarizagao (DP) e atenuacdo de amplitude generalizada
(AAG), onde p e 7 sao probabilidades de descoeréncia.

Canal Operadores de Kraus
IB Ko =+/1—-p/21, Ky =+/p/20.
IFB Ky=+/1-p/21, Ky =+/p/2 0.
IF Ko=+/1-p/21, K, = \/p/20s.
DP Ky =+/1-3p/41, Kios = +/p/4o1a3.
AAG Ko =3 (b i), Ko =25 (V7).
K= (04 K =35 (59

Cada canal da tabela 2.1 descreve diferentes efeitos do ambiente no sistema. Os canais
inversao de bit (bit flip), inversao de fase e bit (bit-phase flip) e inversao de fase (phase-
flip) destroem a informagao contida nas relagoes de fase (coeréncias) do sistema quantico
sem troca de energia com o ambiente. O canal despolarizacao (depolarizing) leva o estado
do sistema quantico para o estado completamente misturado, p = %. Finalmente, o canal
atenuagao de amplitude generalizada (generalized amplitude damping) é o canal utilizado
para descrever a interagao dissipativa entre o sistema e o ambiente, ou seja, o sistema

perde energia para o ambiente até atingirem o equilibrio térmico.

A dependéncia temporal é usualmente inserida nas probabilidades de descoeréncia,
com p(t) e y(t), onde se usam fungdes decrescentes no tempo, de forma que quando
p(0) = (0) = 0 o canal ndo modifica o estado inicial, até o caso em que p(oco0) = y(00) &~ 1,
onde o efeito do canal é maximo e dizemos que ocorreu a descoeréncia total. Vamos

especificar futuramente quais as taxas de descoeréncia iremos analisar.

Nesta secao apresentamos a dinamica de sistemas quanticos abertos e a representagao
do operador soma, mas em alguns capitulos da tese iremos escrever explicitamente o
estado do ambiente e suas propriedades, de forma a obter dinamicas diferentes daquelas

que se pode obter utilizando os operadores de Kraus.



2.4. Modelo 32

2.4 Modelo

Nesta secao iremos definir o modelo que serda utilizado em nossas andlises nesta tese.
Vamos nos concentrar em sistemas de dois qubits, elementos essenciais para a teoria de
informagao quantica. Para isso, precisamos inicialmente definir o conceito de qubit e

depois, sistemas de dois qubits.

2.4.1 O qubit

O bit é o conceito mais fundamental em informacao classica e computacao cléssica,
o qual pode assumir dois valores diferentes: 0 ou 1. Em Mecanica Quantica, um ente
analogo ao bit classico é o bit quantico, conhecido como qubit. Qualquer sistema quantico
de dois niveis pode ser usado como um qubit, como por exemplo uma particula de spin
1/2 (como o elétron), um dtomo de dois niveis ou até mesmo a polariza¢ao de um féton

(os dois estados sao as polarizagoes vertical e horizontal).

No caso do spin do elétron, podemos representar os dois estados de um qubit como |0)
(spin up) e |1) (spin down), definidos ao longo de um eixo particular, como o eixo-z. Os
qubits, entretanto, diferem dos bits classicos pela propriedade de apresentarem um estado
que pode ser uma combinacao linear de spin up e spin down, que podem ser descritos da

seguinte maneira
¥) = al0) + b]1), (2.49)

onde a e b sdo nimeros complexos normalizados, satisfazendo |a|? 4 |b|? = 1. Isso significa
dizer que o qubit estd numa superposicao coerente dos estados |0) e |1) ao mesmo tempo,
ao contrario do bit classico que pode ser somente 0 ou 1. Se realizarmos uma medida no
qubit para conhecer seu estado, podemos encontra-lo no estado |0) com probabilidade |a|*
ou no estado |1) com probabilidade [b|>. Ou seja, antes de realizar uma medida o qubit
pode estar numa superposicao de |0) e |1), enquanto o bit cldssico é bem definido, e esta

num estado 0 ou 1.
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2.4.2 Sistemas de dois qubits

A partir da defini¢do de um qubit, considere agora um sistema de dois qubits (A e
B) com espaco de Hilbert H = Ha ® Hp e base computacional {|00),|01),]10),|11)}.
Na representacao de Bloch, qualquer estado para esse sistema pode ser parametrizado

como [70]:

1
g=4(ﬂAB+( ) @1 +11e +Ztm ) (2.50)

3,j=1

148 é a matriz identidade para o sistema composto, 14 e 17 sdo as matrizes iden-

onde
tidade para os subsistemas A e B, respectivamente. ¢ = (01, 09,03) com 01,09, 03 S20
as matrizes de Pauli. {Z,y} € R® e t;; sdo niimeros reais que denotam os elementos na

matriz de correlagao T

Na referéncia [71], Luo demonstrou que qualquer estado de dois qubits pode ser redu-

zido, por equivaléncia unitaria local, para

3
1 -
p:Z(]lAB—l—CT.&’A@ILB+ILB®b~EB+ZciU;A®UZB>, (2.51)
i=1
onde {d, l;, ¢} € R3 sao vetores com norma menor que a unidade?. Dado que a pureza do
estado P(p) = Tr(p?) = 1 (1+a?+ b2+ c?) é limitada superiormente pela unidade, temos

que
a’+0b>+2*<3. (2.52)

Todo estado de dois qubits pode entao ser simplificado na sua forma normal através de
transformacoes unitarias locais. Assim, podemos restringir nossa andlise para matrizes
densidades na forma (2.51) sem qualquer perda de generalidade, dado que esse tipo de

transformacao preserva emaranhamento e correlacoes em geral, por defini¢ao.

40s detalhes dessa transformacio sio apresentados no apéndice A.
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2.4.3 Estados X

Em algumas andlises, um sistema de dois qubits geral pode ser muito complexo de
ser analisado, devido ao nimero de parametros, de forma que se faz necessario em varios
momentos recorrer a sistemas de dois qubits mais simples, que sao facilmente implemen-
taveis em experimentos. Nesse sentido, vamos utilizar estados conhecidos como estados
X [72], os quais recebem este nome devido a forma de sua matriz densidade. Estados X
podem ser definidos da seguinte maneira: seja pj; os termos diagonais e p;r = |p;1|e"®*

(j < k) os antidiagonais, com py; = pj;, ou na sua forma matricial

pi 0 0 pus
0 p2 p 0
px = e . (2.53)
0 pz psz 0

pis O 0 pas

Para que represente um estado fisico, a equagao (2.53) deve satisfazer as condigoes de
traco unitério, 2?21 pi = 1, e positividade, paapsz < |pas]?® € pr1paa < |p1a]?. Os estados X
sao emaranhados se, e somente se, paopss < |p14|> ou pr1pas < |p2s]?. A familia de estados

X incluem os estados puros de Bell, assim como estados de Werner [10].

Estados X de trés parametros reais

Dos estados X apresentados acima (2.53), existe uma subclasse de estados conhecidos
como estados X de trés parametros reais. Na representacao de Bloch, eles podem ser

escritos a partir da equagao (2.51), com @ e b nulos, ou seja,

3
1
pe=1 <]1AB +Yaote af). (2.54)

=1
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A matriz densidade de um estado X de trés parametros reais, na base computacional,

pode ser escrita na forma

1+c3 0 0 1 — C2
1 0 l—c3 c1+c 0
pe= o (2.55)
4 0 c1+ce 1—c3 0
C1 — Co 0 0 1+03

Os estados X de trés parametros reais também sao conhecidos como estados X com mar-
ginais maximamente misturadas. Isso se dé pelo fato de que se calcularmos os operadores
densidade reduzidos para essa classe de estados obteremos estados maximamente mistu-

rados, ou seja, p4 = pp = %.

Desta forma, nés encerramos este capitulo de introducao aos conceitos fundamentais
abordados na tese com a definicao e propriedades do operador densidade em Mecanica
Quantica, definicao das medidas de correlagoes que estamos interessados, uma discussao
sobre sistemas quanticos abertos e a apresentacao do modelo que sera utilizado ao longo

da tese.



Capitulo

Quantificacao de direcionamento EPR para

sistemas de dois qubits

No capitulo 2 apresentamos diferentes quantificadores de correlacoes quanticas, a sa-
ber, nao-localidade de Bell, emaranhamento e discordia quantica. Recentemente, uma
nova medida de correlagao se juntou a esse quadro, a chamada EPR steering ou direcio-

namento EPR.

A nogao de direcionamento EPR foi introduzida por Schrodinger em 1935 [7, 8], no
contexto do paradoxo de Einstein-Podolski-Rosen (EPR), para nomear a habilidade de um
observador afetar o estado de um sistema remoto através de medicoes locais. Especifica-
mente, se Alice e Bob compartilham um estado emaranhado, realizando medig¢oes somente
em sua parte do sistema, Alice pode remotamente orientar (“steer”) o estado de Bob. Isto
nao é possivel se o estado compartilhado é somente correlacionado classicamente. Este

tipo de correlagao quantica é hoje conhecida como direcionamento EPR.

Um exemplo simples de direcionamento EPR pode ser dado da seguinte forma. Con-

sidere que Alice e Bob compartilham o estado

1
9) = = (I0).J1, + 11).10).). (3.1)

Suponha que Alice deseja realizar uma medida (local) de o, no seu subsistema. Com essa

medida, Alice define a realidade de Bob, ou seja, se ela obtém um resultado |0), para sua

36
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medida, o estado de Bob apds a medicao é |1)_, e vice-versa. Agora, suponha que Alice
resolva medir o,. Fazendo uma mudanca de base no subsistema da Alice, o estado total

pode ser reescrito como

= fo, (28 4y, (1Y) 52

Nesse caso, se a Alice realizar uma medida em o,, ela nao define mais a realidade de Bob,
. , 1

ou seja, se ela obtém o resultado |0),, o estado de Bob se torna %, um estado que

nao tem realidade definida. Logo, o direcionamento EPR estd baseado na habilidade de

Alice em “orientar” o estado de Bob de acordo com a sua escolha de medida.

Recentemente, foi dado ao direcionamento EPR uma interpretacao operacional num
contexto no qual Alice quer persuadir Bob, que nao confia nela, que eles compartilham um
estado emaranhado [14, 15]. Neste cendrio, estes trabalhos estabeleceram uma hierarquia
segundo a qual direcionamento EPR estd entre emaranhamento [61] e nao-localidade de
Bell [43], de forma que nem todo estado emaranhado é EPR direcionével e nem todo estado
EPR direcionavel é Bell nao-local. Vamos reservar o capitulo 4 para uma discussao mais

profunda sobre essa hierarquia no contexto de medidas projetivas.

A maioria dos trabalhos envolvendo direcionamento EPR diagnostica direcionalidade
EPR pelo teste de condigoes necessarias, as quais sao usualmente estabelecidas em ter-
mos de desigualdades. As contribui¢oes de Reid [73] e Cavalcanti et al [16] definem um
quadro seminal para esta abordagem. Desigualdades de direcionamento EPR baseadas
em relacoes de incerteza entrépicas também foram propostas e experimentalmente testa-
das [74-76]. Outras ferramentas tém sido propostas para sinalizar direcionamento EPR,
como por exemplo testemunhas de direcionamento EPR, [77], desigualdade CHSH para

direcionamento EPR [78, 79], e desigualdades geométricas do tipo Bell [80].

Apesar do vasto conhecimento acumulado até agora a respeito de testemunhas de
direcionamento EPR, é notavel que, ao contrario de nao-localidade e emaranhamento,
para os quais medidas simples existem pelo menos para alguns contextos particulares [55,
57, 81], a literatura é ainda escassa relativa a quantificagdo do grau de direcionalidade
EPR de um dado estado quantico. Desenvolvimentos nesta linha consistem no peso de
direcionamento EPR (steering weight) [82], cujo cdlculo demanda o uso de programagao

semi-definida (assim como ocorre para o calculo de robustez de direcionamento EPR
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(steering robustness) [83]), e uma medida de direcionamento EPR para estados bipartidos
Gaussianos arbitrarios de sistemas de varidveis continuas [84]. Em particular, ndo existe
nenhuma férmula fechada mesmo para o caso muito importante (e simples) envolvendo

estados de dois qubits e poucas medicoes por sitio.

O objetivo deste capitulo é preencher esta lacuna. Considerando os cenarios de duas
e trés medigoes, propomos quantificar direcionamento EPR baseados em desigualdades
de direcionamento EPR bem estabelecidas na literatura. Além disso, vamos mostrar

analiticamente as relagoes de hierarquia existentes entre emaranhamento, direcionamento

EPR e nao-localidade de Bell.

3.1 Modelos de localidade

Antes de demonstrarmos a desigualdade para direcionamento EPR, é instrutivo apon-
tar as diferencas entre modelos de localidade que revelam correlagoes de diferentes niveis,
ou seja, cada modelo é responsavel por critérios para a nao-localidade de Bell, direciona-
mento EPR e emaranhamento [10, 14, 15]|. Para a discussao sobre esses diferentes modelos,

vamos adotar a mesma estratégia que foi usada para demonstrar a nao-localidade de Bell.

Novamente, suponha que vocé possui uma fonte que prepara um par de particulas e
envia uma para Alice e outra para Bob, em laboratérios separados espacialmente. Esco-
lhendo realizar em seu sistema uma medida x (y) dentre muitas possiveis, Alice (Bob)
obtém resultado a (b). Realizando-se o experimento um nimero suficiente de vezes, pode-

se determinar a distribui¢do de probabilidade conjunta p(ab|zy). Em geral, tem-se que

plablzy) # plalz)p(bly), (3.3)

implicando que os resultados obtidos em cada laboratorio nao sao estatisticamente in-
dependentes entre si. Em modelos locais, busca-se a explicacao de tais correlacoes pela

interacao entre os subsistemas durante a sua preparacao.

Para um estado quantico p, a distribuigdo de probabilidade p(ab|zy) é teoricamente
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calculada pela relagao

p(ablzy) = Tr(za @ Yo p), (3.4)

onde z, e y, sao medidas projetivas realizadas nos subsistemas de Alice e Bob, respectiva-
mente. Como os laboratérios de Alice e Bob estao separados espacialmente, pergunta-se
se existem modelos estatisticos locais que sejam capazes de reproduzir a distribuicao de
probabilidade obtida por (3.4). Ou seja, se existe alguma teoria geral (e local) que ex-
plique as correlacoes entre os resultados obtidos por Alice e Bob através da introducgao
de variaveis ocultas A\, as quais seriam determinadas inicialmente durante a preparacao
e que possibilitariam a composicao da probabilidade conjunta a partir de distribuigoes

marginais locais, na forma
plablzy) =" prplalz, A) p(dly, A), (3.5)
A

onde Y, px = 1. A hipdtese de localidade se baseia no fato que p(albzry, \) = p(alz, ), ou
seja, a distribuicao marginal de Alice nao depende do resultado b obtido por Bob, assim

como da medicao y realizada por ele, e de forma similar para a distribuicao de Bob.

O valor esperado para as duas medicoes no sistema é dado por
(xy) =) abp(ablzy), (3.6)
a,b

de forma que o modelo de localidade implica que

(ay) =3 s (Z aplala, A)) (Z bp(bly. A)) =3 @) (3.7)

Esse resultado mostra que a média conjunta pode ser construida através de médias lo-
cais, resultado que é usado para obtengao de critérios (desigualdades) para o modelo de

localidade a partir de resultados experimentais.

Neste contexto, é possivel identificar trés cendrios diferentes a partir de restrigoes do

modelo de localidade apresentado acima. Esses cendrios sao identificados com a nao-
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localidade de Bell, direcionamento EPR e emaranhamento®.

3.1.1 Nao-localidade de Bell

A discussao envolvendo nao-localidade de Bell ja foi apresentada na subsecao 2.2.2,
mas ¢ interessante reapresenta-la nesse ponto considerando as possiveis restricoes ao mo-
delo de localidade. Nesse caso, se é concedida generalidade total ao modelo (3.5), ou
seja, se nao houver nenhuma restri¢ao sobre p(alz, ) ou p(bly, ), o modelo de localidade
é identificado como modelo local de variaveis ocultas, ou como modelo de localidade de
Bell. Se nao for possivel encontrar estados A que tornem a descri¢ao (3.5) vidvel, entdo o

estado é chamado de Bell nao-local.

3.1.2 Direcionamento EPR

Se é imposta a restricao que

p(bly, A) = Trp[yspy], (3.8)

temos um modelo de localidade conhecido como modelo local de estados ocultos (local
hidden state model). Essa restrigao implica que a marginal de Bob é consistente com
um estado quantico oculto local p¥, onde y, denota um projetor tal que y = >, by, e

> up = 1. A distribuicao de probabilidade p(ab|zy) é, entdo, dada por
plabley) = " paplalz. ) (Tralywef)). (3.9
)

Se nao for possivel encontrar estados A e p¥ que tornem a distribuicio de probabili-
dade (3.5) vidvel, entao o estado do sistema é chamado de EPR direcionédvel. Nesse caso,

Alice pode manipular a realidade de Bob a distancia, através de medidas locais.

!A conexao com a discérdia quantica dentro desse contexto serd explorada no préximo capitulo.
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3.1.3 Emaranhamento

Se, por outro lado, demandarmos que

plalz, A) = Tralzepy] e p(bly, \) = Trplypy], (3.10)

teremos um modelo separavel. Nesse caso, procuramos modelos em que ambas as mar-
ginais sejam consistentes com estados quanticos. Dessa forma, reescrevendo (3.5), temos

que

plabley) = " pa(Traleapd]) (Trnlue?])

= 3 paTr[(za ® w)oh © ]
A

= Tr[(z. @ w)o], (3.11)

com g =Y, pa pa @ pZ. Note que o estado quantico g necessdrio para que a distribuigao
de probabilidade represente um modelo separavel é exatamente o mesmo que é usado
para a definigao de separabilidade de estados quanticos (emaranhamento nulo), como era

esperado.

3.1.4 Hierarquia entre nao-localidade de Bell, direcionamento

EPR e emaranhamento

Considerando os diferentes modelos de localidade apresentados acima, é possivel for-
mular uma nogao de hierarquia. Se um modelo violar (3.5) sem qualquer restri¢ao, entao
nao podera satisfazer tal condicao se for mais restrito, ou seja, com as restrigoes impostas
em (3.9) e (3.11). Assim, todo estado que apresente nao-localidade (N > 0), tera dire-
cionamento EPR (D > 0) e emaranhamento (£ > 0). Porém, se nao violar (3.5) sem
restri¢gao, mas viold-la com, por exemplo, a restrigao (3.9), entao temos um estado de Bell
local, mas que é EPR direcionavel e, consequentemente, emaranhado. Essa caracteristica

pode ser denotada na seguinte hierarquia

NoDp E, (3.12)
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que indica que todo estado Bell nao-local é também EPR direcionavel, e todo estado
EPR direcionavel é necessariamente emaranhado. Porém, um estado emaranhado, que
viola (3.11), pode ser Bell local e EPR néo-direciondvel (nao viola (3.5) e (3.9)). Inves-
tigaremos essa hierarquia para estados gerais de dois qubits na se¢ao de resultados deste

capitulo.

3.2 Ciritério experimental para direcionamento EPR

Emaranhamento e nao-localidade de Bell possuem diversos critérios que sao utilizados
para sua deteccao, como mostramos no capitulo 2. Resta agora determinar também um

critério para a deteccao de direcionamento EPR.

Dentre as propostas de critérios para detecgao de direcionamento EPR citadas em [16],
existe uma que é de particular interesse, dado que podemos aplicd-la facilmente para
sistemas de dois qubits, e esta relacionada a relacao de incerteza entre observaveis de
spin. Considere a restrigdo quantica para os valores esperados de observéveis de spin-1/2,
(Jo), < % Com Jy = \/Li(‘]x + Jy), que é o observavel correspondendo a proje¢ao do spin
numa direcao em 6 = 45° entre ¥ e ¢, obtém-se que, para qualquer estado quantico p,
V2

2

(Jadp+ (Jy)p < (3.13)

Agora também deve ser o caso que, para um par de observéveis JZ Jf para Bob e
JA JyA para Alice, onde «; € {—%, %} representam os valores possiveis para os resultados

do observavel J (as varidveis ocultas num modelo de localidade),

V2

Oéx<‘]f>p + O‘y<J5>p < Vi (3.14)

para todos os valores de a,, o,. No laboratdrio, em principio, conseguimos medir a
quantidade (JAJB) + (J;Jf ). Se assumirmos que essa quantidade pode ser descrita

por um modelo local de estados ocultos (3.9), entdo podemos associar seu limite com a
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equagao (3.14), obtendo

(JAIEBY + (I} IP) < (3.15)

o5

Seguindo um procedimento similar, agora para a,(J?), + a,(J?), > —*/TE, que ¢é valida

pela mesma razao da equagio (3.14), podemos derivar a desigualdade (JJZ) 4 (JAJF) >

—\/Ti. Essas duas desigualdades podem ser resumidas no seguinte critério de direciona-

mento EPR,

o5

(I3 TP) + (I 00| < (3.16)

Uma desigualdade mais geral pode ser derivada a partir da restrigao andloga para treés

observaveis

&

V3
—— < ag(Ja)y + ay(Jy)p + (), < W

. (3.17)

que segue, como a equagao (3.14), do fato que j¢, = \%(jm + jy + jz) é outro observavel
correspondendo a projecao de spin. A partir da equacao (3.17) podemos derivar o seguinte
critério de direcionamento EPR,

[(T2TE) + (T + (JAT7)| <

YUy

(3.18)

Agora podemos unificar as desigualdades acima para o caso da medicao de n observa-

veis nos laboratorios de Alice e Bob, com n = 2, 3. Para isso, usamos a relacao envolvendo

h

50, com i = 1. Esta

o operador de projecao de spin com os operadores de Pauli, J =
desigualdade, proposta por Cavalcanti, Jones, Wiseman e Reid [16], é composta de uma

soma finita de valores esperados:

1 n
FSJWR(/L N) = _‘ <Al ® Bl> < 17 (319)
onde A; = w; -0, B; = v; -7, d = (01,09,03) é um vetor composto pelas matrizes

de Pauli, 4; € R?® sdo vetores unitdrios, ©; € R® sdo vetores ortogonais unitérios, p =

{ty,+ ,Up, 01, ,0p} é 0 conjunto de diregoes de medida, (A; ® B;) = Tr(pA; ® B;), e
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p € Ha® Hp é algum estado quantico bipartido.

3.3 Desigualdade CHSH para direcionamento EPR

Mais recentemente, Cavalcanti et al [78] consideraram um cendrio no qual Alice realiza
duas medidas dicotomicas enquanto Bob realiza duas medidas nas bases de observaveis
i i fveis?. A ir d iz d laca lvend ba-
maximamente incompativeis®. A partir de uma matriz de correlacao envolvendo as proba
bilidades conjuntas dos resultados de medicoes realizadas no laboratoério de Alice e Bob,

esses autores derivaram a seguinte desigualdade CHSH para direcionamento EPR:

F§™(p,10) = 5 [Vl ) + VT < 1 (3.20)

onde fi(p, ) = ((A; + Ay) @ B1)? + ((A; + A) @ By)?. Foi mostrado que o maximo
valor que a funcio 2FS"%(p, 1) pode alcancar é 2v/2, o qual corresponde ao limite de

Cirel’son [79] (o mesmo limite que ¢é obtido para a violagao méxima das desigualdades de
Bell).

3.4 Quantificador de direcionamento EPR

As desigualdades citadas acima podem ser representadas na forma F,(p, u) < 1, onde
F,, é alguma funcao de valor real, © é um conjunto de medidas, e p é um estado bipartido.
Violagoes dessas desigualdades implicam que p é EPR direcionavel para algum g, mas

nao indicam a quantidade de direcionamento EPR que este estado possui.

Nossa proposta é quantificar o grau de direcionalidade EPR de um dado estado,
considerando a quantidade pela qual uma desigualdade de direcionamento EPR é ma-
ximamente violada, usando o mesmo argumento apresentado para os quantificadores da
nao-localidade de Bell no capitulo 2. Neste sentido, nossa abordagem é também intuiti-

vamente relacionada a nogao de robustez de direcionamento EPR [83]. Propomos entao

2Do termo em inglés mutually unbiased basis. Bases mutuamente neutras, ou maximamente incom-
pativeis, sao duas bases ortonormais tal que o quadrado do produto interno entre quaisquer estados da
base é igual ao inverso da dimensao do espago de Hilbert correspondente. Isso significa que se um sistema
é preparado num estado pertencendo a uma das bases, entao todos os resultados de medida com respeito
a outra irdo ocorrer com probabilidades iguais [85].
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a seguinte medida de direcionamento EPR para um estado p:

D,(p) := max {0, %} , (3.21)
onde
Fu(p) = max I, (p, ) (3.22)

e I = max, F,,(p). O fator de normalizagdo F** — 1 foi introduzido para que se tenha
D,(p) € [0,1]. A maximizagdo interna é feita sobre todos os conjuntos de medida u,
enquanto que a externa seleciona valores maximos que sao maiores que 1 para um dado p.
A equagao (3.21) d4 uma medida operacional intuitiva de direcionamento EPR, mas esta
formulagao ainda é matematicamente dificil devido as maximizagoes necesséarias. Apesar
disso, mostramos que resultados analiticos podem ser obtidos para qualquer estado de dois

qubits.

3.5 Resultados

Vamos entao construir medidas de direcionamento EPR de acordo com a prescri-
¢ao (3.21). Comegamos pela maximizacao de F™W%(p, u) dada na desigualdade (3.19).

Usando o estado geral de dois qubits (2.51), obtemos os seguintes valores esperados:
3
(- & @ 0; - &) = Tr[(; - G @ 0 - F)p] = Y winrvye = (us|Cluy) = C;, (3.23)
r=1

onde C = ) ¢ le,)(e] é um operador Hermitiano com autovalores c¢,, 4, = |u;) =
> Uirler), e U; = |v;) = > vi|e;). Por conveniéncia, adotamos a notacao bra-ket para

os vetores {u;,0;}. Note que FS"™® nao ird depender nem de @ ou b. Definimos

la;) = Cluy), (3.24)
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tal que C; = (a4|v;). Esta superposicao é limitada superiormente pela norma «a; =
V/ {a;|a;) do vetor |o;). Visando a maximizacao de

E o) = E—ﬁ(}' (3.25)

exigimos que todos os vetores |«;) e |v;) sejam paralelos, isto é,

Isto sempre pode ser feito, como vamos descrever abaixo. A condic¢ao de ortonormalidade
(vjlv;) = ;5 nos da (ajla;) = a2dy; e (aj|v;) = ;5. Definindo o) = Y, |ay) e Jv) =
> lvi), obtemos que (a|v) = ). (ai|v;). Este produto interno é entao um limite superior

para » . C;. Consequentemente,

[{alv)]
T

FOWR(p 1) = %]Zwm < (3.27)

Para encontrar o limite superior méximo impomos que os vetores |a) e |v) sejam paralelos,

isto é,
la) _ v} (3.28)

onde o = /{a]a) e v = y/(v|v) = y/n (pela ortonormalidade de {|v;)}). Com isso,

E; o, p) < (3.29)
onde
o= "af =) (ailas) =) (u;]C?luy). (3.30)
=1 =1 =1

Para determinar «, notamos primeiro, pelas equagoes (3.24) e (3.26), que

Cluy)

_ ) . 3.31
O |v:) (3.31)
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A ortonormalidade de {|v;)} implica que a escolha (3.26) sempre serd possivel, em parti-
cular se (u;|C?|u;) = a2d;;. Este resultado requer que |u;) seja um autoestado de C? com
autovalor a? = ¢?. Segue, portanto, que o serd maxima se escolhermos os vetores |u;)

que dao os maiores autovalores de C. Com isso, finalmente obtemos os valores maximos

Fy™(p) =\ = o € F5(p) = ¢, (3.32)

min

onde ¢ = V&2 e i = min{|cq], |e2], |3}

E digno de nota que esses valores maximos sao estritos. Para mostrar isso, comegcamos
com a equacao (3.25) e usamos | Y. C;| < > .|C;|, onde C; = (a;|v;). Pela desigualdade
Cauchy-Schwarz temos que [{a;|v;)]? < (o;]a;) = o2, Agora, como (o; — aj)* > 0, o que

implica em 2q;0; < a? + ajz, tem-se que

n 2 n
(Z ozl-> = Za? + 22047;04]- < nZa?, (3.33)
i=1 i i=1

1>7

sendo que a igualdade vale somente se todos os «; sao iguais. Até agora estabelecemos as

< % zi:ozi < /;a?. (3.34)

Pode-se notar imediatamente que a suposigao (3.26) satura a primeira desigualdade da

seguintes desigualdades estritas:

FE o) = 2| S fouln)

cadeia (3.34). Por sua vez, a suposicao (3.28), que significa

> = 3 el (33)

7

implica em «;y/n = a para todo i. E facil notar que esta relacao satura a ultima desi-

FCJWR

CIWE(p 1) = «, em total concordancia com (3.29)

gualdade da cadeia (3.34) e d4 max,
e (3.32).

Agora seguimos para a maximizacao de F5""(p, u) dada na desigualdade (3.20). Pela

equagao (3.23), tem-se (4; ® B;) = (u;|C|v;), da qual segue que

fx = ((u1|Clor) = (uz|Clor))? + ((ur|Clog) £ (us|Clug))?.
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Como (A; ® B;) sdo reais e .-, |v;)(v;| = 1, temos

fr = ((ui[Clur)(vi|Clur) + (u2|Clor) (v1]|Cluz) £ 2{u1 |Clvr){(v1|Clug))
+({u1|Clvg) (va|Cluz) + (ua|Clvg) (va|Clug) £ 2(u;|Clvz) (v2| Cluz))
= <’U/1‘C2|U1>+<’UJ2|CZ|U2>:|:2<’U/1‘C2|U2> (336)

Definindo novamente |«;) = Clu;), podemos escrever
fi=al+ a3+ 20105 cos b, (3.37)

sendo # a separacao angular entre |a;) e |az). Para a5 fixos, a maximizagio sobre 6 da

%(\/?Jr-l-\/?_) < /ad + 3.

O limite superior, o qual ocorre para § = 7/2, sempre pode ser alcancado pela escolha
{Ju1), |ug)} de forma a verificar (ay|ay) = 0. Neste caso, podemos definir novamente |a) =
S22 | |ai) e reduzir o lado direito da equagio da desigualdade acima para a = /(aa), a
qual pode ser escrita como na equagao (3.30). Assim, obtemos F5""(p, 1) < a. Agora se
torna ébvio que chegamos precisamente no mesmo problema de otimizacao definido pelas
equagoes (3.29) e (3.30) com n = 2. Concluimos entao que

F§™(p) = /& = &2

min

— F5™V(p). (3.38)

Para determinar F™* pode-se usar a desigualdade (2.52) com a2 = b2 =0 e o fato que

CJWR
Fn

lc;] < 1 para obter que max, (p) = /n. Assim, voltamos para a equagao (3.21)

para encontrar nossa formula final para direcionamento EPR de dois qubits:

Do(p) = max {0, %} , (3.39)

Ny = /2 — 2

min?

A3:C,

a qual vale para qualquer estado de dois qubits na forma (2.51) em configurages en-
volvendo n = 2,3 medidas por sitio. Note que D, (p) ndo depende de @ e b. Nossos

resultados mostram que a proposta de quantificar direcionamento EPR via méaxima viola-
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¢ao unifica as nogoes de direcionamento EPR derivadas de desigualdades que sao a priori
muito diferentes, como (3.19) e (3.20). Esses resultados sdo importantes pois conseguimos
encontrar formulas fechadas para a deteccao de direcionamento EPR para sistemas gerais
de dois qubits envolvendo duas e trés medicoes por sitio. Poucas propostas na litera-
tura propoem quantificadores de direcionamento EPR, e nenhuma delas havia encontrado

formulas simples e fechadas para os casos que apresentamos aqui.

Numericamente, em testes para 10° configuracoes de p geradas aleatoriamente, para
diferentes estados iniciais, (3.32) e (3.38) sao de fato valores méaximos estritos para suas

correspondentes F,,(p, i), como podemos visualizar na figura 3.1.

) RO) I ©
0.8r 0.8r 0.8¢
CHSH | | cowr 0.6/ CIWR 061
F,m 7 (p) F,7(p) F,7 (o)

0.4+ 1 0.4+ 1 0.4+
0.2+ 1 0.2+ 1 0.2+

Or ) ) ) i Or ) ) ) 1 Or ) ) ) ) )

0 0.2 O'C‘l‘{SH 0.6 0.8 1 0 0.2 OC/]lWR 0.6 0.8 1 0 0.2 OC.?WR 0.6 08 1

F,7 7 (paw) F,7 7 (pw) Fy P.w)

Figura 3.1: Comparagao numérica de F,,(p) (eixo vertical) com F,(p, 1) (eixo horizontal),
com ambas as funcoes devidamente normalizadas, para 10° configuracoes u geradas ale-
atoriamente mostrando que a primeira é de fato um limite superior para a segunda. A
linha vermelha representa a situacao quando F,(p) = F,(p, i).

3.6 Emaranhamento, direcionamento EPR e

nao-localidade

A partir dos quantificadores para direcionamento EPR (3.39) obtidos acima, estamos
aptos a descobrir qual hierarquia existe entre nossos quantificadores de direcionamento

EPR e quantificadores apropriados de emaranhamento e nao-localidade.

Vamos utilizar o quantificador de nao-localidade de Bell CHSH (2.23), apresentado
no capitulo 2. Horodecki et al [81] derivaram uma condi¢ao necessaria e suficiente para

a violagao desta desigualdade para estados mistos de spin-1/2 genéricos. Definindo uma
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quantidade nao-negativa My, como uma funcao da matriz T, com elementos t;; = Tr(oo;®

0;), onde p é dado por (2.50) e mostrando que
B(p) := max B(o, ) = 24/ M, (3.40)
"

onde o maximo é tomado sobre todas as configuracoes de medida pu = {d172,l;172}. A
desigualdade de Bell CHSH sera violada por o se, e somente se, My, > 1. De particu-
lar importancia aqui é o fato que, para uma matriz simétrica T,, My, = t2 + 12, onde
[t1] = |ta] > |t5] sdo os autovalores de T,. Por comparagao direta do estado (2.51) com o
estado (2.50), inferimos que T, = {c1, ¢2, c3} (uma matriz diagonal), a qual implica que

Mrp, = —¢

min*

Agora, seguindo o raciocinio da se¢ao anterior e inspirados pelos resul-
tados apresentados na referéncia [86], definimos nosso quantificador de nao-localidade de

Bell aplicando o resultado acima em (2.23), obtendo

N(p) = max {0, ' CQ\/_ic_g“i"l_ 1} , (3.41)

que ¢é exatamente igual a Ds(p). Isso mostra que, dados os quantificadores derivados no
presente contexto, as nogoes de direcionamento EPR e nao-localidade de Bell se tornam

indistinguiveis no cenario de duas medigoes.

Vamos comparar N (p) com Ds(p). A partir das equagoes (3.41) e (3.39) ¢ facil ver que
2

min

essas correlacoes estarao presentes se, e somente se, ¢ > 1+c?. e c® > 1, respectivamente.
Temos que, como a primeira desigualdade implica na segunda, todos os estado CHSH-
nao-locais serdo necessariamente EPR direcionaveis (simbolicamente, Ny < Dy = Dj).
Entretanto, nem todo estado que é EPR direcionavel no cenério de trés medigoes serd no

de duas medicoes e CHSH-nao-local.

Para a comparagao com emaranhamento, usaremos a concorréncia (2.31). No que
segue, iremos empregar um resultado muito util, recentemente provado por Jafarpour e
Sabour [87], segundo o qual a concorréncia de qualquer estado de dois qubits é limitada
inferiormente pela concorréncia de um estado X relacionado (2.53). A concorréncia de

tal estado pode ser escrita como [72]

E(px) = 2max {0, |pas| — /p11pass |p14] — /P22P33} (3.42)
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onde usamos a letra E' como referéncia a emaranhamento. Aplicando a transformacgao
unitdria local U = Uy ® U_, com Uy = e7%% e ¢y = I (d14 & ¢o3), encontra-se um

estado X de cinco parametros na forma

pun 0 0 [pul

UpxUt = 0 p22 lpas| O
LUt =

0 [pas| p3z O

lpial 0 0 pu

(3.43)

O estado X (3.43) pode ser parametrizado como em (2.51) pela escolha apropriada dos
elementos de matriz como p;i, = pji(as, bs, €). Assim, com uma transformacao local que
preserva cada correlagao quantica @, qualquer estado X pode ser escrito na forma (2.51),
com a;2 = by = 0. Formalmente, Q(px) = Q(p(as,bs,c)). O resultado Jafarpour-
Sabour [87] implica que

-

E(p(d,b,c)) = E(p(as, bs, ©)), (3.44)

o qual indica que o emaranhamento de qualquer estado de dois qubits p(a, l;, ¢) é limi-
tado inferiormente pela concorréncia do estado X p(ag, b3, €) associado. Usando a fér-
mula (3.42), podemos mostrar que o emaranhamento de p(as, b3, ) pode ser escrito como
E(p(as, b3, @) = 2max{0, x4+, x_}, onde xo = |c1 £ | — [(1 £ ¢3)? — (a3 £ b3)?]V/2 A

partir do fato que (a3 4 b3)? é sempre positivo, segue que

E(p(as, bs, €)) = E(pz), (3.45)

onde pz é dado pela equagao (2.55) com ag e bg nulos. Seja A\; = Ay > A3 > Ay 0 conjunto

de autovalores de pz. Reescrevendo x4 em termos do maior autovalor (A1), temos que
E(pz) = max{0, e}, e =2\ — 1. (3.46)

Por sua vez, Dj pode ser escrito em termos da pureza P = >, A\? de pz como

V4P —1—-1

Ds(pz) = max{0,s}, 5=
1(pe) = max{0.5) NG

(3.47)
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Para provar que nao separabilidade ¢ uma condi¢ao necessaria para direcionalidade EPR,

usamos o fato que (3_,.; X)*> = > .., A7. Dado que

P=X+)"M2 e M+ N=1 (3.48)

i>1 i>1
podemos reescrever essa desigualdade como P +2(A; — A?) < 1. Como ¢ = 2)\; — 1, segue
que ¢ = /2P — 1. Usando essa desigualdade e a da equacao (3.47) vemos que para obter

D3 > 0, o qual requer P > %, ¢é necessario que E = ¢ > 0, o que prova o ponto.

O fato de que emaranhamento pode existir sem direcionamento EPR pode ser mos-
trado usando ¢; = —w com w € [0,1], de forma que pz é reduzido para um estado de
Werner 2 x 2 [10]. Célculos explicitos dao Ay = (1 + 3u)/4 e P = (1 + 3u?)/4. Conse-

quentemente,

Ju—1 5_u 3—1
2 V31~

(3.49)

Vemos que enquanto direcionamento EPR somente aparece para u > 1/ V3, 0 que estd
em completa concordancia com resultados reportados previamente [82], emaranhamento
ja estd presente para u > 1/3. Invertendo a equagao (3.47), obtemos P = P(s) e, como
¢ > /2P — 1, conclufmos que

E(pz) = Ds(pz). (3.50)
Pelas relagoes (3.44), (3.45), e (3.50), estabelecemos que

E(p) = Ds(p) (3.51)

para qualquer estado de dois qubits escrito na forma (2.51), o que implica em D3 =
E. Apesar da desigualdade (3.51) nao valer para outras medidas de emaranhamento e
direcionamento EPR, uma hierarquia equivalente a D3 = E ainda existira se tais medidas
forem fungoes monotonicas da concorréncia e de D3. Com isso, concluimos que para todo

o conjunto de estados de dois qubits vale que

Ny & Dy = D3 = F, (3.52)
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implicando numa hierarquia em que todos os estados CHSH-nao-locais sao EPR direcio-
naveis e todos os estados EPR direciondveis sao emaranhados [14]. No préximo capitulo

iremos abordar a andlise numérica dos resultados apresentados acima.

A partir do resultado Ds(p) = Nao(p), a questdo que aparece é se D3 também seria
equivalente a uma medida da nao-localidade de Bell envolvendo #rés medidas dicotomicas
por sitio. Para provar esta afirmagao, é suficiente focar nos estados de Werner acima cita-
dos (estados com ¢; = —w). Faremos essa analise utilizando a medida de nao-localidade

baseada na desigualdade de Bell I3399, chamada N3 (2.25). Calculos diretos levam a

1 A 1

A partir de (@; — ¥;)® > 0 encontramos a desigualdade u; - U; < %(ﬁf + 17]2), com a qual
pode-se mostrar que 3300 < %“’ — 1. Entao, para estados de Werner 2 x 2, temos a seguinte

medida normalizada da nao-localidade de Bell-3322:
N3(pw) = max {0,5w — 4} . (3.54)

De acordo com a equagao (3.39),

D3(pw) = max {0, %} , (3.55)

a qual explicitamente mostra que D3 e N3 nao sao equivalentes. Ao fim, por inspecao
direta dos resultados analiticos para p,,, verificamos que N3 = Ny < Dy = D3 = FE para
todos os estados de Werner 2 x 2. Claramente, a hierarquia esperada também ¢ satisfeita

por Nj.

Neste capitulo, olhando somente para a quantidade méaxima pela qual algumas desi-
gualdades de direcionamento EPR sao violadas, derivamos férmulas fechadas para quanti-
ficar direcionamento EPR de qualquer estado de dois qubits da forma (2.51) num cendrio
de duas e trés medigoes por sitio. Ao verificar a hierarquia esperada entre emaranhamento—
direcionamento EPR—nao-localidade, nossas medidas reproduzem resultados previamente
reportados. Uma questao em aberto é se nossa estratégia, assim como a robustez de dire-

cionamento EPR [83] e o peso de direcionamento EPR [82], poderao levar a qualquer tipo
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de anomalia® [88] para estados bipartidos de dimensao maiores. No caso afirmativo, se-
ria interessante testar outras propostas, como por exemplo calcular direcionamento EPR
olhando para o volume de violagoes no espago de parametros [46]. Todos os resultados

apresentados neste capitulo foram publicados recentemente em [89].

3 Anomalia é um fenémeno que acontece quando comparamos duas medidas e enquanto para uma delas
encontramos seu valor maximo para determinado estado, a outra medida ndo é maxima para o0 mesmo
estado. Uma definicao formal desse fenomeno ¢ feita no préximo capitulo.



Capitulo

Hierarquia de recursos quanticos e cronologia

de mortes e ressurgimentos

No capitulo 2 apresentamos diferentes quantificadores de correlagoes quanticas, nao-
localidade de Bell, emaranhamento e discérdia quantica, e acrescentamos a esse quadro
o direcionamento EPR, apresentando uma féormula fechada para a sua quantificacao no
capitulo anterior. Neste capitulo, vamos estender a analise de hierarquia feita no capi-
tulo 3 num cenério mais amplo, ou seja, vamos incluir nas nossas investigacoes a discérdia
quantica, assim como a introduc¢ao de canais de ruido para observar se essa hierarquia se

mantém quando os estados iniciais estao sujeitos a uma dinamica descoerente.

Vamos introduzir neste capitulo um elemento essencial para a discussao da hierarquia
através da formulacao de diagramas de recursos e cronologias de mortes stibitas das corre-
lacoes quanticas citadas acima quando sujeitas a canais de ruido. Nosso trabalho foca na
analise de estados X de dois qubits (2.55) e, através de resultados analiticos e numéricos,

podemos obter conclusoes concretas envolvendo hierarquia e robustez sob canais de ruido.

4.1 Hierarquia e cronologia em diagramas (), X ();

Considere duas medidas diferentes de recursos quanticos, )1 e ()2, normalizadas no
intervalo real [0,1]. (Q1,Q2) podem assumir qualquer uma das medidas de correlagoes

quanticas sob andlise (discordia, emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade).

95
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Seja uma classe de estados py, parametrizados por um conjunto A de parametros. Cada
estado py corresponde a um ponto (Q1(py), Q2(px)) em um diagrama de recursos Qa X Q1.
Tipicamente, estados fisicos sao tais que A é denso, tal que o conjunto de pontos no
diagrama forma uma regiao que é compacta e conexa (veja a area preenchida na figura 4.1).
Vamos introduzir nossa nogao de hierarquia entre duas medidas de quanticidade (recursos

quanticos) em termos do diagrama ) x )1 retratado na figura 4.1.

S Q

O, /

trajetoria .
proibida

O

Figura 4.1: Hierarquia @1 > Q)2 definida pela borda f (linha preta) para uma dada classe
de estados.

Definigao 1 (Hierarquia).—Se, para uma dada classe de estados py, podemos definir uma
borda f tal que Qa(py) = f(Q1(py)), com f(x) uma fungao real nao-negativa continua
no dominio z € [0, 1], tal que f(x) = 0 se, e somente se, x = 0 e f(x) > 0 para x > 0,
entao dizemos que uma hierarquia denotada por Q1 > Qo se mantém, significando que a
existéncia de ()1 para essa classe de estados necessariamente implica na existéncia de ()s,

enquanto o inverso nao é verdadeiro.

Observacgao 1.—Seja f(x) a borda mais estrita possivel, i.e., aquela que limita inferior-
mente a regiao sombreada, de forma que ¢ f(x), com € < 1, também é uma borda. Entao,
se f existe, existirao infinitas bordas. Além disso, se [ existe, sera possivel encontrar
uma borda linear fy;, = ex tal que f;;, < f, com igualdade quando x = 0. Portanto, é

suficiente escolher € = min, @, Va € (0,1]. Por outro lado, se escolhemos um & > 0
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arbitrariamente pequeno, isso implica que a noc¢ao de hierarquia demanda a exclusao da

linha (Q1,0), com @ € (0,1].

A nocao de hierarquia esta associada a existéncia de estados para os quais um dos
recursos quanticos é nulo, (J; = 0, enquanto o outro é diferente de zero, ()2 > 0. Entre-
tanto, nao existe nenhum estado para o qual ¢); > 0 e ()2 = 0. Esses estados formam um

subconjunto estrito do conjunto total em que a presenca de () implica necessariamente

na presenga de Q3 (Q1> Q2).

A nocao definida acima nos permite concluir que, para uma dada classe de estados,
Q1 > 2, entao qualquer esforco para detectar experimentalmente )o pode ser reduzido a
deteccoes de (01, de acordo com a hierarquia de que o ltimo recurso implica no primeiro.
Este conceito é especialmente 1til em situagoes envolvendo dinamicas num espaco restrito.
Para analisar esse ponto, considere um processo dinamico ®,, unitario ou nao, o qual
mapeia um conjunto de estados nele mesmo, i.e., ®¢(pr@)) = paq). Neste caso, qualquer
ponto no diagrama (s X () ird ocupar outro ponto na mesma &area preenchida. Como
consequéncia, durante a dinamica a hierarquia subjacente sempre serd respeitada. Se
o sistema estd sujeito a um canal de ruido Markoviano, no qual todas as correlagoes
quanticas devem desaparecer de uma maneira irreversivel, a dinamica de qualquer ponto
no diagrama pode ser representado por uma trajetdria em dire¢ao ao atrator (0,0). Em
particular, somente dois tipos de trajetérias podem ser encontradas: (i) ambos os recursos
()1 e Q2 desaparecem simultaneamente (linha grossa vermelha inferior na figura 4.1) ou
(ii) @y desaparece antes de Q2 (trajetéria superior), de maneira a obedecer a hierarquia
(Q1>(Q)>. Por outro lado, para um processo nao-Markoviano recorréncias podem ocorrer, de
forma que as trajetérias podem eventualmente ressurgir de (0,0) e entdo posteriormente

retornar a esse atrator.

A mudanca abrupta na trajetoria superior claramente sinaliza uma morte sibita de )4
enquanto ()2 > 0. Seja tg, o instante no qual ocorre a morte stubita de ;. Posteriormente,
quando a trajetéria comega a seguir a linha (0,Qs > 0), tem-se a morte stubita de Qs,
em um instante tg,, ou seu desaparecimento assintético (tg, — 00). Em qualquer caso,
a trajetoria ird alcancar o atrator (0,0). Apresentamos entao outra contribuicao desse
trabalho: a existéncia de uma hierarquia ) >, necessariamente implica numa cronologia

de mortes, porque a dinamica tem que ser tal que tg, > tg,. Isso significa que ()2 é mais
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robusta que ) ao canal em questao. Se tal hierarquia é de fato universal para recursos ()1
e ()2, entao nunca devemos encontrar uma trajetéria vertical como no diagrama Qs X Q¢

(linha tracejada).

Um outro ponto importante é o seguinte: considere outras medidas genuinas de re-

A~ . / _ . !/ /

cursos quanticos, Q) (k= 1,2), que podem ser escritas na forma @}, = gx(Q). Sendo Q.
genuina e normalizada por hipétese, devemos exigir que gi(x) = 0 se, e somente se, z = 0
e gr(z) > 0 para x > 0. Isto é necessdrio para assegurar que ()} e @ concordem sobre a
existéncia ou auséncia do recurso pertinente. Pode-se tomar como um exemplo a conexao
entre emaranhamento de formacao @} = E,s (2.33) e concorréncia ()1 = C' (2.31); existe
uma funcdo monotonicamente crescente g conhecida, tal que E,r = g(C). Agora podemos

provar o seguinte resultado.

Lemma 1.—Dada a hierarquia Q1(px) > Q2(py) para uma classe de estados py e fungoes
gr(x) no dominio = € [0,1] tal que gi(x) = 0 se, e somente se, x = 0 e gi(x) > gx(0) para

z >0, entdo g1(Q1(px)) > g2(Q2(px))-

Prova: Pela Observagao 1, a hipdtese Q1(px)>Q2(py) implica na auséncia da linha (@1, 0),
YV @1 € (0, 1] no diagrama Q2 x Q1. Segue diretamente das propriedades de g que a linha
(@Q},0) é excluida do diagrama @ x @}. Portanto, a hierarquia g;(Q1(pa)) > g2(Q2(px))

se mantém. [ |

Este resultado é relevante porque assegura que nao precisamos comparar diversas medi-
das de emaranhamento com diversas medidas de nao-localidade, é suficiente escolher uma
medida de emaranhamento e uma medida de nao-localidade, desde que ambas satisfacam
as propriedades necessarias para que sejam consideradas medidas genuinas de correla-
cao. Esse resultado vale similarmente para os outros recursos, sendo suficiente comparar

somente um par genuino.

Diagramas de recursos podem revelar dois outros aspectos interessantes, que estao
relacionados com as linhas (1,Q2), com a < Q3 < 1 e (0,Q2), com 0 < Q2 < b (veja
a figura 4.1). Primeiro, se a < 1, a situacao é tal que existem estados para os quais
1 e Q2 nao atingem seus valores maximos simultaneamente, isto é, (); = 1 enquanto
Q> < 1. Considerando emaranhamento e nao-localidade de Bell, essa circunstancia tem

sido referida na literatura como uma anomalia [88]. Segundo, se a =1 e b = 0, as linhas
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(1,Q2) e (0,Q2) se tornam pontos e as medidas ); e Q2 concordam em identificar os
estados que nao tém correlacao e aqueles que sao maximamente correlacionados. O que
permanece neste caso é justamente o problema de ordenamento, que é bem conhecido

para medidas de emaranhamento [90]. Isto motiva a nocao de equivaléncia.

Definigao 2 (Equivaléncia).—Se, para estados p,, as linhas (1 > 0,0) e (0,Qy > 0)
estao ausentes do diagrama Qs X Q1 e, além disso, ()1 atinge seu valor extremo (0 ou 1)
somente quando Q) também o faz (isto é, a = 1 e b = 0 simultaneamente), entao dizemos
que uma equivaléncia denotada por () = ()1 vale para essas medidas para a classe de

estados em questao.

Isso significa que em tal cenario nao podemos nos referir a ()1 e ()2 como quantifica-

dores de recursos diferentes.

Nesta secao, definimos nogoes tais como hierarquia, cronologia de mortes, trajetéria no
espaco (Y21, anomalia, e equivaléncia no contexto de um diagrama ()5 X (J;. Na proxima
secao, iremos apresentar resultados analiticos e numéricos para a classe de estados X com

méximas marginais (2.55).

4.2 Resultados

Para elaborar nossa analise de hierarquia, iremos utilizar os estados X com trés pa-
rametros (2.55). Para esta classe de estados, todas as medidas de correlagoes quanticas
foram calculadas analiticamente na literatura (veja, por exemplo, [65, 89] e referéncias ali
citadas). No que concerne aos quantificadores que iremos analisar, usaremos direciona-
mento EPR no cenario de trés medicoes por sitio, pois como mostrado no capitulo anterior,
o direcionamento EPR no cenario de duas medigoes na verdade constitui uma medida de
nao-localidade (3.38). Por esse motivo, daqui em diante vamos chamar o direcionamento
EPR-3 somente de direcionamento EPR (D). No contexto da nao-localidade, iremos rea-
lizar as andlises para o quantificador da nao-localidade CHSH (N), ja que nao existe um
quantificador analitico para a desigualdade I3399 para estados X de trés parametros. Para

o calculo de emaranhamento, usaremos a concorréncia, que chamaremos aqui de FE.

Os resultados analiticos para as medidas de correlagdo quantica discérdia-g (2.38),
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emaranhamento (2.31), direcionamento EPR (3.39), e nao-localidade de Bell (2.23) para
estados X de dois qubits pz (2.55) sdo apresentados na tabela 4.1. Usando estas féormulas,
prosseguimos com uma andlise estatistica envolvendo o calculo e a comparacao dessas
medidas sob 10° vetores ¢ gerados aleatoriamente para cada diagrama. Utilizamos o

software Mathematica para a realizacao dos calculos numéricos.

Tabela 4.1: Resultados analiticos para as medidas de correlagdo quantica: discérdia-g (Dy),
emaranhamento (F), direcionamento EPR (D) e nao-localidade de Bell (IV) para estados X
de dois qubits pz dados pela equagao (2.55). Aqui, {\;} sdo os autovalores de pz, Cmax =
max{|c1],|cal, les|}, emin = min{|e1], [e2|,|es|} e ¢ = \/¢§ + 3 + ¢5. Uma normalizagao conveni-
ente foi introduzida na discérdia-¢ de forma a assegurar que D, € [0, 1].

Medidas de correlacao quantica

1 1 q (1+Cmax)q+(1_cmax)q
Dy(pe) = 1m9m= ; A= e

E(ps) = max {07 o —esllies] |c1+c2\2—|1+c3|}
D(pz) = max {O, \}3;_11}

N(pe) = max {0 —\/@‘mel}

’ V2-1

4.2.1 Equivaléncia de todas as discérdias-¢

Nosso objetivo neste capitulo é analisar a hierarquia que existe entre as medidas de
correlagao. Porém, antes dessa analise, é necessaria uma investigagao entre as diferentes
discérdias provenientes da variacdo do parametro ¢ na discérdia-g (2.38). A figura 4.2
mostra nossos resultados numéricos para diagramas D, X D, com 0,05 < ¢ < 7 e €
um nimero real gerado aleatoriamente entre [0, €,,.«]. Para esses diagramas, encontramos

empiricamente as seguintes bordas (representadas na figura 4.2 pelas linhas sélidas pretas):
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@ (b) © @ ©

Figura 4.2: Diagramas D, x D,,.. Cada gréfico contém 10° pontos (azuis) gerados aleato-
riamente, cada um correspondendo a um estado pz e um dado € gerado aleatoriamente do
intervalo [0, €ax], COM €max = 3. As bordas superiores e inferiores (linhas sélidas pretas)
sao dadas pelas férmulas (4.1). Nesses célculos usamos (a) ¢ = 0,05, (b) ¢ =1, (¢) ¢ = 3,

(d)g=5e(e)g=T1.

s

D, = (Dgqe)aFemax, com s =1 (borda superior), (4.1a)
D, = (Dq+6)q +¢1€Smax, com s =4 (borda inferior). (4.1b)

Averiguamos essas bordas para um nimero de valores de q € €pax, com € € [0, €pax], €
nao encontramos nenhuma violagao. Como é sugerido pelos diagramas apresentados na
figura 4.2 e corroborado pelas bordas analiticas (4.1), as linhas (Dy4e > 0,0) e (0, D, > 0)
estao excluidas de todos os diagramas D, x D,... Logo, a partir da analise acima e da

Definigao 2, temos:

Resultado 1.—Todas as discordias-q sao equivalentes para os estados pg, i.e., Dy = Dy,
V(q,€) > 0.

Isto significa que D, e Dyq sempre irao concordar quando um dado estado pg possui
discordia nula ou maxima. Como consequéncia, nao precisamos investigar a hierarquia
respeitada por toda discérdia-q em relacao a outras medidas de correlacao; um tnico valor,

digamos ¢ = 1, é suficiente.
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4.2.2 Hierarquia dos recursos quanticos

Na figura 4.3 mostramos nossos resultados numéricos para a hierarquia de recursos. As
bordas inferiores mostradas nos diagramas correspondem ao grafico paramétrico Qo X Q1

para o estado ¢ = (u,u, —1), com u € [0, 1]. Eles podem ser escritos como

2F arctan £ +In (1 — E?)

D\(E) = — , (4.22)
E(D) - \/Wg - 1)223 nakl M (4.2b)
D(N) = ~ L+2N? -1 (4.2¢)

V3-1

As bordas superiores nao podem ser exibidas como funcoes analiticas, pois elas contém a
linha (0, @Q2), mas elas podem ser calculadas numericamente e apresentadas num grafico
paramétrico. Enquanto que, para os diagramas F X D e D x N, a borda superior ¢ dada
pelo estado de Werner ¢ = —u(1,1,1), com u € [0,1], em D; X E o mesmo estado de
Werner compete com o estado ¢ = (u, —u,2u — 1), com u € [0, 1] (representado pela linha

tracejada preta).

\F

0.5

Dl N |
0 0.5 10 0.5 10 0.5 1

Figura 4.3: Diagramas D; x E (primeiro grafico), E x D (grafico intermedidrio) e D X
N (dltimo grafico). Cada gréafico contém 10° pontos gerados aleatoriamente, cada um
correspondendo a um estado pz. As bordas inferiores (linhas sélidas pretas) sao dadas
pelas formulas (4.2).

Estas observacoes nos permitem formular o seguinte resultado.

Resultado 2.—A hierarquia dos recursos quanticos para os estados pz é dada por N >
Do Ev>Dy =D,
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A equivaléncia D; = D, vem do Resultado 1. Além disso, estd claro que nenhuma

anomalia aparece no presente cenario.

E digno de nota acrescentar que esses resultados concordam plenamente com os re-
sultados analiticos envolvendo emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade de
Bell apresentados no capitulo 3. Além disso, corroboram a hierarquia esperada para os
diferentes modelos de localidade. E instrutivo notar que pode-se incluir a discordia na des-
cricao de modelos de localidade. Para isso, considere a distribui¢ao de probabilidade (3.11)

de um modelo separavel,

plabley) = " pa(Traleapd]) (Trslunod])

= > naTr[(za @ )i @ pf]. (4.3)
A
Se impusermos a restricao adicional de que p{ = | ) (|, um estado puro, entdo teremos
0= plan){aa ® pf, (4.4)
A

que é um estado com discérdia nula para medidas em A. Como esse modelo de localidade
C e, . . . PPy AB

para a discérdia é ainda mais restrito que os demais, ele s6 serd satisfeito por A e py"" se

todos os outros também forem satisfeitos, concordando com a hierarquia que obtivemos

no Resultado 2.

A figura 4.4 mostra a hierarquia do Resultado 2 com respeito ao conjunto de estados
que apresentam os recursos quanticos mencionados acima. Temos um conjunto com os es-
tados que nao possuem nenhum dos recursos, denominados como estados classicos, e outro
conjunto onde estados discordantes (com discérdia nao-nula) formam um superconjunto
estrito do conjunto de estados emaranhados, e consequentemente, estados EPR direciona-
veis formam um subconjunto estrito dos estados emaranhados, e um superconjunto estrito

dos estados que exibem nao-localidade de Bell.

Uma observacao é agora oportuna. Devido a certo grau de arbitrariedade envolvido na
definicao das medidas em questao, nao é possivel atribuir um significado inequivoco para
seus valores absolutos. Logo, a forma das regides da figura 4.3 e suas bordas dependem

inevitavelmente das defini¢oes escolhidas. Existe, entretanto, um aspecto que € invariante,
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nao-local

EPR-direcionavel

emaranhado

classico

Figura 4.4: Hierarquia dos recursos quanticos para o conjunto de estados pz Figura
adaptada de http://quantumcorrelations.weebly.com /research.html.

qual seja, o fato que nao deve existir nenhum estado X de dois qubits que é emaranhado e
nao-discordante, EPR direcionavel e separavel, Bell local e nao-direcionavel. A hierarquia
expressa pelo Resultado 2 revela recursos quanticos que sao estritamente necessarios para

a existéncia dos outros.

4.2.3 Cronologia de “mortes” e “ressurgimentos” em canais quan-

ticos

Uma consequéncia imediata dos resultados acima é que os recursos quanticos sob
investigagao irao consequentemente exibir uma hierarquia de robustez sob canais de ruido
arbitrarios. Isto se deve ao fato de que se Q1>()5 vale, entao (02 nao pode desaparecer antes
de Q1. Segue que a discordia-q é o recurso mais resistente, seguido por emaranhamento,
direcionamento EPR e nao-localidade de Bell. Em outras palavras, é a nao-localidade
de Bell que é esperada ser a primeira correlacao a ser suprimida sob canais de ruido.
Devido ao carater descontinuo inerente ao processo de maximizacao em nossas medidas, é
natural esperar a ocorréncia de mortes siibitas e ressurgimentos siibitos sob uma dinamica

descoerente, a qual deve ocorrer de acordo com um ordenamento cronolégico obedecendo
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a hierarquia N >D > E> D,. No que segue, vamos verificar este ponto em um cendrio
concreto. Para isso, considere uma situacao na qual um estado pz esta sujeito aos canais
de ruido descritos na tabela 2.1. Para esses canais vale que £(pz) = pzr, onde ¢’ é obtido
de acordo com as prescrigoes apresentadas na tabela 4.2. A operacao quantica nos dois

qubits é uma extensao da equagao (2.42),

E(p) =) (Ki @ K;) p (K ® K;)'. (4.5)
]
Por simplicidade, vamos nos restringir ao caso no qual ambos os qubits estao sujeitos ao

mesmo canal quantico, ou seja, com ¢ = j.

Tabela 4.2: Regras de transformacio @+ ¢ emergindo do mapeamento &(pz) = pg associado
aos canais quanticos: inversao de bit (IB), inversao de fase e bit (IFB), inversao de fase (IF),
despolarizagao (DP) e atenuagao de amplitude generalizada (AAG). Aqui consideramos que
ambos os qubits estao sujeitos ao mesmo canal quantico.

Canal d oA c

1B c1 co(1 — p)? c3(1 — p)?
IFB c1(1 —p)? Co c3(1 — p)?

IF c1(1 —p)? ca(1 — p)? c3

DP (1 —p) ea(1 - p)? c3(1—p)°
AAG (1 =7) (1 =) c3(1 —7)?

A relevancia de tais mapas no presente trabalho se baseia no fato que a regiao preen-
chida em um diagrama ()5 X ()1 constitui ambos o espago do dominio e da imagem para
estes mapas, de forma que a hierarquia de recursos sera respeitada para todos os tempos.
Esta observagao, junto com o comportamento assintotico bem conhecido da discordia, da

suporte a seguinte afirmacao.

Resultado 3.—Sejam tg e 7¢ os instantes mais curtos de tempo no qual o recurso @)
desaparece e ressurge, respectivamente, numa dinamica descoerente. Para estados pz, uma
cronologia de morte e uma cronologia de ressurgimento existe tal quetp, = tg 2 tp > ty,

comtp, =00 €Ty 2 Tp 2 TE.
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Na préxima secao, apresentamos ilustragoes dessas cronologias introduzindo uma de-

pendéncia temporal nos parametros p e v dos canais de ruido da tabela 2.1.

Canais Markovianos

Para a simulacao de canais Markovianos, usamos a parametrizagao usual

p(t) =7(t) =1 -2 (4.6)

onde t = I'7 é uma escala temporal adimensional que faz referéncia ao tempo fisico 7 em
unidades de um dado tempo de relaxamento I'"!. Sem nenhuma perda de generalidade,
iremos assumir daqui para frente que I' = 1 [u.a.], tal que ¢ é equivalente ao tempo fisico
7. Para qualquer um dos canais dados na tabela 2.1, pode ser verificado analiticamente
a partir dos resultados apresentados na tabela 4.1 que no equilibrio (t — o) nenhum

recurso sobrevive, ou seja,

lim Q(&(pe)) = lim Q(per(ry) — 0. (4.7)

Além disso, a partir dos resultados apresentados na tabela 4.2 e do comportamento assin-
tético de p(t) e y(t), vemos que nenhuma recorréncia acontece para nenhum recurso, o que
sinaliza que o modelo (4.6) implementa adequadamente a fisica de canais Markovianos.
Mais importante, a partir de uma anélise dos resultados analiticos da tabela 4.1 e 4.2 e

simulagoes numéricas extensivas, encontramos o seguinte resultado.

Resultado 4.—Excluindo um conjunto com medida nula, que é definido pelos estados

puros
c={(-1,-1,-1),(-1,1,1),(1,-1,1), (1,1, -1)}, (4.8)

sendo que todos correspondem ao ponto extremo (1,1) nos diagramas Q2 X @)1 e para
os quais a morte de todos os recursos ocorre somente assintoticamente (t = o0o) para
os canais IB, IFB e IF, todos os estados pz levam a morte siibita de emaranhamento,
direcionamento EPR e nao-localidade para todos os canais da tabela 2.1 com o modelo

Markoviano (4.6).
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Isso significa que exceto para um conjunto com medida nula, todos os estados pz irao
apresentar supressao abrupta de emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade
em certos tempos obedecendo a cronologia apresentada no Resultado 3 e supressao as-

sintotica da discordia. Este cenario é ilustrado na figura 4.5 para um canal Markoviano.

1D, E D
0.5
'ID, E D
0.5
0 E; D N
'ID, E D
0.5
ot . Ejl . Dl . N
0 0.5 10 0.5 10 0.5 1
Figura 4.5: Instantaneos com t; = 0,1 (diagramas superiores), ts = 0,3 (diagramas

intermedidrios) e t3 = 0,7 (diagramas inferiores) para a evolugao temporal de 55 x 10
estados pz (pontos azuis) sob um canal Markoviano DP. No instante t, = 0, o cendrio
¢ como na figura 4.3. A linha grossa vermelha é a trajetéria referente ao estado ¢ =
(—0,71,-0,75,—0,95), cujo comportamento é tipico e a esfera vermelha é a posigao desse
estado nos instantes ¢ 23. Note que existe uma dinamica de morte subita para todos os
recursos exceto para a discérdia.

Todos os estados X de dois qubits irao apresentar morte stibita para todos os canais,
exceto os estados enunciados no Resultado 4 para os canais IB, IFB e IF. Podemos observar
facilmente esse comportamento analiticamente. Para isso, basta substituir os estados pzs
nas medidas de correlacoes e iguald-las a zero. Com essa substituicao podemos isolar
0 tempo, que passa a ser o tempo de morte subita. Analisando esses tempos e sua

dependéncia com os parametros do estado inicial, é possivel diferenciar os estados que
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apresentarao morte subita daqueles que somente terao supressao assintética. Os ultimos

sao dados pelo conjunto apresentado no Resultado 4.

A figura 4.6 da& uma ilustracao de duas trajetérias em diagramas tridimensionais
N xD x E. Estas trajetérias representam a evolucao temporal de dois estados pz sob trés
canais distintos, IF, DP e AAG. Apesar de apenas dois estados serem mostrados, estes
exemplos sao suficientes para representar os dois tnicos comportamentos que podemos
encontrar para trajetérias Markovianas nesse contexto, ou seja, a trajetéria ou move-se
assintoticamente para o atrator, como na figura 4.6(a), ou apresenta sucessivas mudan-
cas abruptas obedecendo a hierarquia de recursos, que é o comportamento tipico para

trajetorias.

Figura 4.6: Diagrama tridimensional N x D x E mostrando a evolucao temporal dos es-
tados ¢ = (—1,—1, —1) (linha sélida vermelha) e &= (0, 84,0,91, —0,84) (linha tracejada
azul) sob os canais (a) IF, (b) DP e (¢) AAG. Note que para o estado puro ¢ = (—1,—1, —1)
sob o canal IF, o desaparecimento dos recursos ocorre assintoticamente (veja Resultado 4).

Uma ilustracao da cronologia de morte sibita pode ser dada para estados iniciais com

5: (u’u7v)7 /UT_l < (& <

1—v
2

e —1 < v < 1, sob um canal de inversao de fase (IF). Neste

caso, podemos calcular analiticamente os seguintes tempos de morte subita:

te = (1), (1.92)

1+v

1 2u2 tE' (1—1})
tp = -1 =B 4.9b
P =3 n(l—v2> o N\ T (4.9b)

1 2
ty = —max {ln ( Y ) , In (2u2)} = max |:t7_) —InV2, tp +In V1 — 22 (4.9¢)

2 1 — 2

Pelo dominio de u, vemos que 1@” > 2, o qual leva a tp < %E — Inv2. Por outro
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lado, pelo dominio de v, vemos que Inv/1—v? é estritamente nao-positivo, de forma
que ty = tp — min[ln /2, |Inv/1 — v2|]. A partir desses resultados obtém-se a seguinte

cronologia estrita ty < tp < tg, o que esta de acordo com o Resultado 3.

Canais nao-Markovianos

E possivel implementar uma dinamica nao-Markoviana no formalismo dos operadores
de Kraus, usando esses operadores como foi feito na secao anterior, mas introduzindo as

seguintes probabilidades de ruido:

p(t) = () = 1 — N [cos (%) 4 Asen (gﬂ | (4.10)

onde A é uma taxa de decaimento. Essas probabilidades de ruido foram apresentadas
em [91], onde os autores simulam um modelo com dois qubits acoplados independente-
mente a reservatorios com temperatura nula. A partir desse modelo, os autores conseguem
calcular os operadores de Kraus com as probabilidades de ruido acima no regime de aco-

plamento forte, sinalizando uma dinamica nao-Markoviana.

A partir dessa definicao para as probabilidades de ruido e os resultados analiticos apre-
sentados nas tabelas 4.1 e 4.2, podemos ilustrar a cronologia de ressurgimentos apontada
no Resultado 3. Na figura 4.7 mostramos a evolucao temporal do estado de Werner sob um
canal IF nao-Markoviano. A presenca de recorréncias nas medidas de correlacao quantica
() sao assinaturas da reversibilidade residual caracteristica de canais nao-Markovianos.
Podemos ver claramente na magnificacao fornecida pela figura 4.7(b) a ocorréncia de
mortes subitas e ressurgimentos sibitos de emaranhamento, direcionamento EPR e nao-
localidade, sempre respeitando a cronologia demandada pelo Resultado 3. Discérdia quan-
tica, por seu lado, desaparece e ressurge suavemente. Apesar de nao ser mostrado na

figura, para tempos suficientemente longos, pode-se verificar que Q(pz) — 0.

Neste capitulo, a partir de resultados analiticos e ferramentas estatisticas convenien-
tes, tal como os diagramas de recursos, demonstramos que recursos quanticos tais como
discordia-g, emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade de Bell obedecem uma
hierarquia para a classe de estados X de dois qubits com marginais maximamente mis-

turadas (2.55). Isso significa que para esses estados a presenga da nao-localidade de Bell
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0.2

0.15

0.1

0.05

Figura 4.7: (a) Recursos quanticos Q(pz) como fungdo do tempo adimensional, onde
() = D; (linha sélida preta), @ = E (linha tracejada vermelha), @ = D (linha pontilhada
azul) e Q = N (linha pontilhada-tracejada verde). Esses resultados se referem a dinamica
do estado de Werner ¢ = (—0,8,—0,8,—0,8) num canal IF com taxa de decaimento
A = 0,01 [u.a.]. O gréfico (b) é uma magnificacio de um dominio de tempo conveniente
no qual podemos observar a cronologia de mortes e ressurgimentos.

garante a presenca de direcionamento EPR, e a presenca de direcionamento EPR garante
a presenca de emaranhamento e emaranhamento garante a presenca da discordia-g. Além
disso, mostramos que todas as discérdias-g sao equivalentes a discérdia térmica Dq, que
estd associada a diferenca de trabalho termodinamico extraido de banhos térmicos por

demonios cléssicos e quanticos [34].

Como uma consequéncia direta da hierarquia observada, encontramos uma hierarquia
correspondente de robustez sob canais de ruido genéricos, implicando em uma cronologia
necessaria de mortes (sibitas) e ressurgimentos (sibitos) para os recursos em questao. Dis-
cordia se mostrou o recurso mais robusto, desaparecendo completamente somente assinto-
ticamente. Além disso, descobrimos que o fenomeno de morte sibita de emaranhamento,
direcionamento EPR e nao-localidade de Bell é, na verdade, a regra ao invés da excecao
para esta classe de estados. De fato, somente um conjunto de estados de medida nula
nao apresenta morte sibita sob canais Markovianos. Finalmente, também investigamos
canais de ruido nao-Markovianos e verificamos a cronologia esperada de ressurgimentos

subitos.

Nossas descobertas dao um forte suporte para a hierarquia prevista no capitulo an-
terior e nas referéncias [14, 15, 89| para emaranhamento, direcionamento EPR e nao-

localidade em cendrios envolvendo poucas medidas por sitio. Além disso, mostramos
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como alocar a discérdia-g nesta hierarquia. As evidéncias aqui fornecidas se referem a um
cenario particular, de forma que surge naturalmente a questao de que se essa hierarquia
observada de recursos quanticos serd respeitada em contextos mais gerais envolvendo mui-
tas medidas por sitio, sistemas multipartidos e espacos de Hilbert de dimensoes maiores.
Esta ¢ uma questao em aberto que delineia um interessante programa de pesquisa. Os

resultados deste capitulo foram publicados em [92].



Capitulo

Monogamia e fluxo de informacao mutua em

banhos térmicos nao-Markovianos

Nos capitulos anteriores apresentamos uma férmula fechada para a medida de corre-
lagao chamada direcionamento EPR (capitulo 3) e a relagao de hierarquia entre diferentes
recursos de correlacao quantica, como discordia-q, emaranhamento, direcionamento EPR
e nao-localidade de Bell (capitulo 4). Neste capitulo, considerando agora sistemas tri-
partidos, vamos explorar uma medida de correlagoes totais, conhecida como informagao
mutua, que discutimos na secao 2.2.1, e o fluxo de informacao que pode ocorrer entre as

diferentes partigoes nesses sistemas.

Primeiramente fazemos algumas observagoes em relagao a medidas de informagao.
Em particular, analisamos se a informacao mutua é monogamica, ou seja, se ela nao pode
ser livremente distribuida entre as diferentes partes de sistemas tripartidos. Encontramos
que a informagao mutua é monogamica para estados mistos somente se a quantidade de
correlacoes tripartidas genuinas é grande o suficiente. Com esse resultado, estudamos o
fluxo de informagao numa dinamica de defasagem (perda de fase sem dissipagao de energia)
governada por banhos térmicos finitos. Além disso, calculamos uma testemunha de nao-
Markovianidade e expressamos seu comportamento como uma funcao da temperatura e o

numero de modos do banho.

72
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5.1 Observacoes preliminares

5.1.1 Informacgao do estado e informacao mutua

Para um sistema multipartido genérico num estado p € H (dimH = d) definimos a

informagao do estado (state information) como
Z=Ind-S, (5.1)

onde S = S(p) é a entropia de von Neumann. Alternativamente, Z pode ser vista como
uma medida de pureza. Considere um corte arbitrario produzindo duas partes x e y tal

que d = d,d,. Segue da equacao (5.1) que
7T =1In(d,d,) — S =Ind, +Ind, — S. (5.2)
Aqui, pode-se somar zero (para inserir S, e S,) da seguinte forma

Z = Ind,+Ind,— S+ (S, —Sz)+ (S, —5y)
= (Ind, —S;)+ (Ind, — Sy) + (S, + S, — 5)
= T, +T,+ Ly, (5.3)

onde Z, = Z(p,) € py, = Tryp. Iy = S, +5,— S é ainformacdo mutua das partes v e y. A
partir do fato de que a informacao mutua é sempre nao negativa, temos que Z > 7, +Z,,
uma relacao de monogamia mostrando que a informagao local total nao é suficiente, em

geral, para obter a informacao do estado; a diferenca é a informacao mitua.

Neste capitulo vamos focar em estados tripartidos, associados com os subsistemas A,
B e C. Considere que z = AB e y = C. De acordo com a equagao (5.3), pode-se escrever

IT=TZiap+Zc+ IapceZap=Ts+Ip+ Iap, de forma que obtemos
1= ILOC + [A:B + IAB:Ca (54)

onde Z,oc = Za + I + Z¢ quantifica a informagao local total. A partir da equagao (5.1)
podemos também mostrar que Z = Z, ¢ + Ir, onde I+ = S(p||pa @ pp @ pc) = 0 é a
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informagao mutua total [93] e S(p||o) é a entropia relativa de p e o [94], dada por
S(pllo) = Trplnp — Trplno. (5.5)

Estéa claro que I mede a quantidade de informagao que nao esta localmente armazenada.

De fato, ela pode ser escrita como

Iy = - (Ing + Ipc + Lac + Lapc + Ipca + Lac:), (5.6)

Wl =

a soma das informagoes mutuas de todas as biparti¢oes do sistema.

5.1.2 Correlacoes tripartidas genuinas

Bennett et al [95] definiram correlagoes n-partidas da seguinte maneira: “Um estado
de n partes tem correlagoes n-partidas genuinas se nao é um produto em cada corte
bipartido.” Assim, eles mostram que correlagoes n-partidas adequadamente definidas
satisfazem um conjunto de postulados razodveis. Como notado por Maziero et al [96],

segue como uma implicacao légica que

I3 = min Iap.c = min{lap.c,lac:p, Ic.a} (5.7)
(ABC)

representa uma medida de correlagoes tripartidas genuinas, onde a minimizacao é tomada
sobre todas as permutagoes de (A, B, C). No decorrer deste capitulo vamos empregar esta
medida para quantificar correlagoes tripartidas genuinas. Reescrevendo a equagao (5.4)
como Z — Ty oc — Ia.5 = Iap.c € aplicando a minimizacao em ambos os lados, obtemos,

pela equacao (5.7), que

T =Tioo + Iz + max Ip. (5.8)

ABC)

Como Z(t) = Z(0) para qualquer sistema fechado, esta relacdo implica numa troca entre
estas medidas de informacao. Usamos esta expressao para estabelecer nossa noc¢ao de
fluxo de informagao. Estad claro que sempre que a informagao local muda, a soma das

correlagoes tripartidas e bipartidas tém que mudar na mesma quantidade.
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5.1.3 Monogamia da informacao mutua

Emaranhamento é uma correlagado monogamica [97-99]. Isso significa que ele nao pode
ser livremente compartilhado por partes distintas. Ou seja, se um sistema quantico esta
emaranhado com outro sistema, seu possivel emaranhamento com um terceiro sistema é
limitado. Um exemplo de desigualdade da monogamia ¢é a férmula de Coffman-Kundu-

Wooters (CKW) para o quadrado da concorréncia [97],
C(QAB)C > Cic + Che, (5.9)

que vale para estados puros de trés qubits. Como o emaranhamento bipartido somado
geralmente nao corresponde ao emaranhamento total das partes AB e C, entao deve

existir algum emaranhamento tripartido genuino 74p¢, tal que
C(2AB)C = Cic + Che + Tanc, (5.10)

com Tagc = 0. Por outro lado, é bem conhecido que correlacoes classicas nao sao mo-
nogamicas. Aqui perguntamos se deve existir alguma desigualdade de monogamia para
a informagao mutua. Para analisar esta questao, manipulamos a definicao de informagao

mutua para chegar em
Lipe = (lac+Ipc)+7, (5.11)
onde
J=8up+ Sac+Spc —S4—Sp—Sc—S. (5.12)

A contraparte cldssica de J—algumas vezes chamada de informacdo de interacao (inte-
raction information)—apareceu ha muito tempo em teoria da informagao [100, 101] mas,

mesmo atualmente, sua interpretagao ainda é debativel (veja [102] e suas referéncias).

A equacdo (5.11) mostra que uma desigualdade da monogamia existird se J > 0.

Entretanto, é facil mostrar por calculo direto de J que, para alguns estados, a monogamia
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nem sempre é satisfeita. Por exemplo, considere os estados [103]

p1 = 1(]000)(000] + |011)(011] + |101)(101| + |110)(110]),
P2 = pac @ ps,

ps = 5(/000)(000] 4 [111)(111]).

Para tais estados, mostra-se que J(p;) = In2, J(p2) = 0, e J(p3) = —In2. Para uma
ilustragdo do comportamento nao-trivial de I3 (5.7) e J (5.12), consideramos um sistema

de trés qubits no estado

p=(52) Lupe + o [¥)(®], com [) =a|000)+ B|010) +[101) +§[111), (5.13)

onde z € [0,1] e |a|* +|8]* + |7]* +|6|* = 1. Embora uma férmula analitica para J exista
para esse estado, ela nao ¢ relevante e sera omitida. Vamos considerar apenas alguns casos

particulares. Para o = f = v = 0, temos que

(1+7x) 3(1 —x) + )

I; = Tln(l—l—hc)— ln(l—x)—ZL(lTln(lex)
_2(1+37) :3_ ) 1, (1+ 3z), (5.14a)
5 - 13+<1;x>1n(1— ) A0 4y — B3 0 4 8. (5.14m)

Na figura 5.1 o comportamento dessas quantidades é mostrado como uma funcao de x.
Para estados puros (z = 1) mostra-se que J = 0, o que nos da base para enunciar o

seguinte resultado.

Resultado 1.—Informacdo mitua é monogamica para estados puros tripartidos. A prova
¢é dada da seguinte forma. Como p é um estado puro, entao S = 0. A desigualdade Araki-
Lieb! implica em Sig = Sc, Sac = Sp e Spc = S4. Imediatamente implicando em

J=0e

Iap.c = Ia.c + Ip.c, (5.15)

LA desigualdade de Araki-Lieb é dada por Sxy > |Sx — Sy| [31].
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Figura 5.1: I3/4 (linha sélida) e J (linha pontilhada) como uma fun¢do de x para o estado
(5.13). Monogamia é violada por estados mistos com x 2 0,43596.

o que completa a prova. Dentro do contexto de subaditividade forte* da entropia de
von Neumann, um trabalho recente encontrou a estrutura de estados que satisfazem a
subaditividade forte com igualdade (veja [105] e suas referéncias). Dos calculos anteriores,
segue como um simples exercicio [31] que estados puros tripartidos saturam ambas as

formas de subaditividade forte, ou seja, Sac + Spc =S4+ Sp e S+ Sp = Sap + Sgc.

~

Fica claro a partir da equagao (5.12) que J é invariante sob permutagoes dos sub-
sistemas, sendo essa uma expressao de aspecto global. Entao, pode-se perguntar se esta
quantidade é de alguma forma relacionada com correlagoes tripartidas genuinas. Para
abordar esta questao minimizamos a equagao (5.11) sob todas as permutagoes dos subsis-

temas, e obtemos através da equagao (5.7) que

Is = min (IA:C + ]B:c) + 7. (5.16)
(ABC)

Utilizando o exemplo da equagao (5.13), com o = = v = 0, a figura 5.2 ilustra a

validade dessa expressao.
Além de relacionar J com correlagoes tripartidas, a expressao (5.16) nos leva ao se-

gundo resultado acerca da monogamia.

Resultado 2.—Para um estado tripartido genérico, informacdao mitua é monogamica se,

e somente se, a quantidade de correlacdo genuina tripartida for grande o suficiente, ou

2Para qualquer estado tripartido, a subaditividade forte é dada pelas seguintes desigualdades: Sxy z+
Sy < Sxy +Syz e Sxz + Syz > Sx + Sy [104].
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Figura 5.2: I3—73J (linha fina amarela) e min 4 g ¢)(/a.c+1p.c) (linha pontilhada vermelha)
como uma funcdo de z para o estado (5.13).

seja,

[3 2> min (IA:C + [B:C)~
(ABC)

(5.17)
A prova imediatamente segue das equagoes (5.11) e (5.16). Além disso, como um corolario

do Resultado 1, para estados puros tripartidos a igualdade se mantém em (5.17).

5.2 Fluxo de informacao numa dindmica de defasa-
gem

Como discutimos no capitulo 2, sistemas interagentes trocam energia e coeréncia,

porém, tipicamente o tempo de descoeréncia ¢ muito menor que o tempo de relaxacao, de
forma que na seguinte analise focamos numa dinamica nao-dissipativa.

Considerando dois sistemas que nao interagem, A e B, acoplados com um ambiente
comum C' através do Hamiltoniano total H = Hy + Hg + Hc + Hy, onde

H1=<VA®13+1A®VB>®VC

(5.18)
e Vx (X = A, B,C) é um operador atuando em Hyx. Para focar em uma dinamica
nao-dissipativa, exigimos que [Vx, Hx] = 0, onde Hx é o Hamiltoniano livre do subsis-
tema X. Como Hy é local, ele nao contribui com a dinamica das correlacoes e pode

ser omitido. Também assumimos que A e B compartilham um estado inicialmente cor-
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relacionado p45(0), enquanto C' estd num estado de equilibrio térmico po = e PH¢ /7,

onde Z = Tre PHe T = (kpB)~! é a temperatura de equilibrio e kp é a constante de

Boltzmann.
A dinamica do sistema é governada pelo propagador U = e "1t/ = U, Upe, o qual
nos da
p(t) = Uac Upc pas(0) Ul Ul pe, (5.19)

onde Ux¢ = e~Vx®@Vet/h (X = A B). Dada a forma da interacio e o fato que [V, pc] = 0,

obtemos os seguintes estados reduzidos
pxc(t) = Uxc px(0)® pc Ul (5.20)

e pc(t) = pc, onde pa p(0) = Trp apa p(0). Segue que Sxc(t) = Sxc(0) = Sx(0) +Sc(0)
e Sc(t) = Sc(0). Portanto,

Ivic(t) + Ix(t) = Ix(0) (X = A, B). (5.21)

Esta relacao expressa a nogao de fluxo de informacao: qualquer diminui¢ao da informagcao
armazenada localmente em X é acompanhada de um aumento da informacgao mitua entre
X e C. Em outras palavras, a informacao local diminui por causa do reservatério C, agora
correlacionado com X, e através de medidas em C pode-se obter informacao sobre X.
Além disso, porque S(t) = S(0) = Sap(0) + Sc(0) tem-se que Iap.c(t) = Zap(0) —Zap(t)

3(t) = Lap(0) — Lap(t). (5.22)

Como o sistema é fechado, a informagao do estado (5.4) é constante e pode ser escrita

como Z(0) = Z,6¢(0) + I4.5(0). Entdo, podemos reescrever a equacao (5.4) como

Ixy (t) + Ixy.z(t) = 14.5(0) + 0Z 0c(), (5.23)
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onde
0L 0c(t) = Tioc(0) — Zioc(t) (5.24)

e (X,Y, Z) assume qualquer permutagao de (A4, B, C). Os resultados acima nos permitem
construir um esbog¢o do fluxo de informagao no nosso modelo de defasagem. Primeiro,

temos que

Ir.c(0) = Ip.c(0) = Tap.c(0) = 3(0) = I3(0) = 0. (5.25)

Em virtude da positividade da informagao mutua, a equagao (5.21) implica que Zx(t) <
Zx(0) (X = A, B), onde Z:(t) = Z(0). FEstas relagoes mostram que a informagdo arma-
zenada localmente ird geralmente decrescer com a evolugao do sistema no tempo, isto é,
0Z0c(t) = 0. Pela equacao (5.23) vemos que, como consequéncia, a informagcao reaparece
entre partes distintas como informac¢ao mutua. De fato, a equagao (5.23) implica que
nem toda informagao bipartida pode desaparecer simultaneamente quando 4.5(0) > 0.
Além disso, a soma de correlacoes bipartidas tem que aumentar com a diminuicao da
informacao local. Finalmente, se C' age como um reservatoério tipico, entao esperamos que
I4.5(t) diminua com o tempo, para produzir, de acordo com a equagao (5.22), J(t) > 0.
Assim, assegura-se que durante a dinamica a informagao mutua é monogamica e pela
equacao (5.16), vemos também que I3(¢) > 0. Para acrescentar, nosso modelo de defasa-
gem revela um cendrio tipico no qual (i) informagao local se transforma em informagdao

mutua e (ii) correlagdes tripartidas genuinas emergem e assequram a monogamia.

Considere por um momento o caso no qual p45(0) é um estado com marginais maxi-

mamente misturadas. A partir da equacao (5.20), segue que

pxc(t) = pxc(0) = px(0) ® pc = Lx/dx & pc. (5.26)

Neste caso, nao existe dinamica de informacao local, ou seja, 6Z,oc(t) = 0. Ademais, fica
claro a partir da equagao (5.21) que Ix.c(t) = 0. Portanto, pelas equagoes (5.16) e (5.22)

podemos concluir que

I3(t) = 3(t) = La:p(0) — Lap(t). (5.27)
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Este resultado fornece uma maneira simples de encontrar a dinamica de correlagoes tri-
partidas genuinas. Ele também nos da a informagao de que I3(t) ird tipicamente aumentar
em banhos térmicos idealmente infinitos. Por outro lado, quando consideramos banhos
finitos, o aumento em I3(t) pode nao ser monotonico. De fato, pode-se suspeitar que de-
vido a um eventual fluxo de informacao, as correlagoes tripartidas irdo temporariamente
decrescer. Esta especulagao é abordada na préxima secao com a ajuda de um modelo

especifico.

5.3 Estudo de caso: dois qubits em um reservatorio

bosonico finito

Agora estudamos a dinamica de informagao usando um modelo que permite uma
analise analitica livre das simplifica¢oes usuais, como a aproximagao de Born (acoplamento
fraco) e Markov (sem efeitos de memdria). Modelamos o banho finito como um conjunto

de N modos harmonicos desacoplados, com Hamiltoniano livre

N
HC = thkﬁk, (528)

k=1
onde wy € a frequeéncia do k-ésimo modo. O Hamiltoniano de acoplamento é construido

como em (5.18) com

N
Vx =hgyx ag( e Vo = ngﬁk, (5.29)
k=1

onde gy é uma constante de acoplamento do qubit X com o banho, n; é o operador
nimero do k-ésimo modo e g; é a constante de acoplamento entre o modo k e os qubits.
Os dois qubits estao sujeitos ao mesmo banho, mas a forca de interacao é controlada por gx
(X = A, B). A efetividade desse banho bosonico em produzir descoeréncia nao-dissipativa

foi demonstrada em [106].

O sistema de dois qubits é assumido ser preparado inicialmente num estado X com trés
parametros reais (2.55), com estados reduzidos dados por px = 1x/2. A partir da andlise

introduzida na secao anterior temos que a geragao de correlacoes tripartidas genuinas
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pode ser quantificada através da equacao (5.27). Calculando o estado total evoluido no

tempo, e tracando fora o reservatério, temos (usando a base computacional)

« 0 0 ot
0 15} t 0
pas(t) = pooamny (5.50)
0 ) B0
S 0 0 a
onde
a=tm (= Eelg ()
(5.31)
B=12 8t =32 0,(1),
€
N
1 — e Phwr
0.0 =TT (= ) (532

k=1

Os célculos detalhados desse modelo podem ser encontrados em [64]. E interessante no-
tar que toda a influéncia do banho térmico no sistema de dois qubits estd codificado
nas fungoes 0. (t), que dependem do nimero N de modos, suas frequéncias e os para-
metros de acoplamento (g, g4 e gg). Embora os elementos da antidiagonal sejam com-
plexos, eles podem ser transformados em reais através da transformacgao unitaria local

™07 @ =087 [107], com ¢ = —EE1e) ¢ gp = 28) onde 0, = [0, ]e"+. Este

procedimento leva o estado (5.30) a classe de estados de Bell-diagonais de trés parametros,

i.e., pap(t) = pz, onde &' = (¢}, cy, &) e

- |0 |+10-+] 10— =16+

a=al—5 )Jtael—7 )

I 60— =10+ |0—+16+]

Co = C1 5 + Co 3 s (533)
¢y =c3

Como uma consequéncia, tem-se que px(t) = 1x/2, o que implica que nao haverd dina-

mica da informacao local. Os célculos mostram que o estado localmente transformado é
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idéntico a (5.30) onde substituimos as fungoes 6 (t) por seus médulos,

0 sen[(ga & g5) g 1]\ 2
Wi(t)‘_g(H senh? (3 oy /2) ) | (5.34)

Embora os modelos gerais de banhos assumem que as frequéncias de seus constituintes
obedecem uma certa distribuicao, vamos assumir aqui, como uma hipotese mais simples,
que wr = wy. Essa hipdtese é justificada pelo fato—verificado numericamente—que uma
distribuicao para g, é mais eficaz em causar descoeréncia do que uma distribuicao para wy,
com g, = go. Para a andlise presente vamos utilizar uma distribuicao espectral Gaussiana

para os parametros de acoplamento,

/{32
9k = Yo €Xp <—§> ; (5.35)

onde § controla a largura da distribuicao e gy dé a intensidade do acoplamento.

Aqui obtemos os aspectos principais do nosso modelo de reservatorio. Primeiro, cal-
culamos o tempo de descoeréncia. Para isso, consideramos um regime de tempos curtos,

(94 £ gB)tgr < 1, 0 que permite que a equagao (5.34) seja aproximada para

(94 £ 95)°gi t*
OL(t)] = exp |— E . 5.36
6+(2) P - 2senh?(Bhwg/2) (5.36)
Este resultado pode ser reescrito como |0 (t)| 2 e=**/'p, onde tp—o tempo de descoeréncia—
é dado por
senh(SBhwy/2)
lp=—"7"-—77-”1—"— 5.37

onde g = min{|ga + 9B, |94 — 95|} € G* = %Zk gz. No limite N — oo, pode-se mostrar

que

¢ = \/ggéés, onde ¢ = POEP(C2/) —1 (5.38)

V212

e ¥3(z,q) = 3.0 ¢™e*™* ¢ uma fungio teta de Jacobi. Segue que G2 < V35950,

DO | —

igualdade se mantendo estritamente para § — oo e aproximadamente para § > 1. A
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conexdo com ambientes Ohmicos pode ser estabelecida assumindo G? = fooo dwJ(w) para

ws
S—
We

uma densidade espectral do tipo Ohmico J (w) = n-Lre /% onde w, é a frequéncia de
corte, n é uma constante de acoplamento adimensional e s é um parametro que regula
quando o reservatério é sub-Ohmico (s < 1), Ohmico (s = 1) ou super-Ohmico (s >

1) [108]. Realizando a integragao em w obtemos a rela¢ao

™

3 g d=wnl(1+s), (5.39)

onde T' é a fungao Gamma. Entdo, para s > —1 as identificagoes w? oc § e n o< g2 nos
permite simular um banho Ohmico. Considerando N finito, entretanto, podemos verificar

que

g p 1/2
oG (TS
G2 ( 50 1) (5.40)

é uma aproximacao bastante boa para 0 < 0 < N. Claramente, descoeréncia é mais
destrutiva quando § é grande. Em particular, podemos usar 6 ~ N (para N > 2). Neste
caso, dado que G o< N2, o tempo de descoeréncia é escalonado com N~'/2, diminuindo
com o numero de modos, como esperado. Além disso, tp diminui com a temperatura.
Para baixas temperaturas, entretanto, descoeréncia ainda pode ocorrer, se N é grande o
suficiente. Podemos quantificar a competicao entre N e T' da seguinte maneira. Primeiro

escrevernos

0.(6) = [H (1 ¥ y—) , (5.41)

k

com xj, = sen[(ga £ gp)tgr] € yo = senh(fBhwy/2). Dado que |z;| < 1, pode-se mostrar
que |0+(t)| = |0|min, onde

Fuw
10| min = tgh” (%) <1 (5.42)
Este valor é alcangado por |04 (t)| para t > tp. Portanto, estritamente falando, a descoe-
réncia nao é completa para NN finito. Entretanto, sempre é possivel fazer o minimo dessa

funcao arbitrariamente pequeno com o aumento da temperatura.
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Na figura 5.3, [0_(t)| e I5(t) sdo mostradas como uma fungao do tempo para um banho
térmico muito pequeno (N = 10). Note que recorréncias ocorrem para baixas tempera-
turas e uma densidade espectral suave (a-d). E 6bvio pela equagao (5.27) que correlagoes
tripartidas aumentam com o decréscimo das correlacoes entre os qubits. Embora as si-
mulagoes tratem do estado de Werner ¢; 93 = —0, 8, o cendrio ilustrado ¢ tipico porque a
dinamica da descoeréncia é governada principalmente por |0.(t)|. A dependéncia com o

estado inicial somente se reflete na amplitude de I;.

I5(t)
Hil 45

047

(H)

Figura 5.3: |0_(t)| (primeira coluna) e I3(¢) (segunda coluna) como uma fungao do tempo
(em escala logaritmica) para N = 10, ¢1 03 = —0,8, hi=wy=1,94 =1, 95 =2e g =0, 1.
Os parametros variando sao a temperatura e a largura da distribuicao espectral: (a,b)
f=1ed=10N; (c,d) =0,1e 06 =10N; (e,)f) 5 =0,1e d = N. Todos os parametros
sao dados em unidades arbitrarias. A linha vertical em cada quadro representa o tempo
de descoeréncia (5.37).

Partindo do fato que px(t) = px(0) = 1x/2 e com as equagbes (5.23) e (5.27),
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temos que
Lap.c(t) = I3(t). (5.43)

Esse resultado mostra que as correlacoes tripartidas emergem do fluxo de informagao
inicialmente armazenada em AB para C. Além disso, como Ix.c(t) = 0, o reservatério C'

nao sabe nada sobre A e B individualmente, somente sobre AB.

5.3.1 Correlacoes quanticas versus correlagoes classicas

Dado que I4.5(t) = 14.5(0) — I3(t), fica claro que as correlagoes totais entre A e B
diminuem com o tempo. Para ver o que acontece com o fluxo de correlagoes classicas e
quanticas separadamente, calculamos a discérdia quantica® Dip (2.35), e a informacio

acessivel Ji5; = I1.5— D% (uma medida de correlagoes classicas [12]), que é dada por [71]

Mln(l—kct)—f—Mln(l_ct)’

J;E(Ct) = 5

onde ¢; = max{|c}|,[c5|,[c5|}. A partir da equagdo (5.33) vemos que || ,| < |e1|. Por-
tanto, para qualquer estado inicial tal que |cs| > |c12|, temos que ¢; = |cs| e, assim,
Ji5 () = J5i5(0). Neste caso, I4.5(t) = Dig(t) + Ji5(0), o que implica, pela equa-
¢ao (5.27), que

I3(t) + D5z (t) = Di5(0). (5.44)

Este resultado identifica uma classe de estados para os quais qualquer aumento nas cor-
relacoes tripartidas genuinas ocorre com o custo da perda de correlacoes quanticas entre
A e B. Para estados tais que |c3| < |c12], a informagao acessivel diminui com o tempo até
lcs| > |e] 5], uma condicao que ¢ invariavelmente alcancada quando a descoeréncia apa-
rece. Neste estagio, a informagao acessivel assume o valor constante Ji 5 (|cs]) e a “relagao
de conservacao” (5.44) comega a aparecer (veja figura 5.4). Foi demonstrado recente-

mente que o instante tgp, no qual a informacao acessivel subitamente alcanca um valor

3Como a discérdia quantica é assimétrica, a flecha foi introduzida para denominar que a otimizacao
(em respeito & medida) foi realizada em apenas um dos qubits e ndo em ambos (como ocorre com a
discérdia simétrica).
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constante, sinaliza o aparecimento da base ponteiro*, um elemento crucial na abordagem

do problema da medida [110]. No nosso modelo, tgp pode ser calculado analiticamente

quando ¢; = —ec; com € = F1, neste caso temos que [c},| = [c1||f]. Impondo que
| o] = |es] e usando a aproximacao de tempos curtos para |0(tpp)| obtemos que
thp =t51n @, (5.45)
|cs|
onde tp pode ser calculado via equacao (5.37) com g = |ga + €gp|. Claramente, uma

transigao stbita ird ocorrer somente se |c1| > |cs].

0.25
0200 N SN
0.15
0.10;
0.05:

(a) N (b)

10t 10° f 10" 10° 100 10° t 10" 10

0.00:

2

Figura 5.4: Discérdia quantica D5 (t) (linha sélida) e informagao acessivel Ji5 (t) (linha
tracejada) em funcao do tempo (em escala logaritmica) para os mesmos parametros da
figura 5.3-(e,f). Em (a) ¢c;23 = —0,6 e em (b) ¢;2 = —0,6 e ¢ = —0,5. A linha vertical
sélida descreve o tempo de descoeréncia (5.37), enquanto a linha vertical pontilhada em
(b) descreve o tempo de mudanga sibita (5.45). O valor constante da informagcao acessivel
é dada por Jiz5 (|cs]).

Também calculamos o emaranhamento de formagao (2.33). Os resultados mostram
que o emaranhamento tipicamente apresenta morte subita (como mostramos no capitulo
anterior), o que acontece logo depois do tempo de descoeréncia, mas pode eventualmente

reaparecer para regimes tais como os da figura 5.3—(a-d).

5.3.2 Uma medida de nao-Markovianidade

Agora discutimos as condicoes sob as quais nosso modelo de reservatério é nao-

Markoviano. Para este fim, introduzimos uma testemunha de nao-Markovianidade (NM)

40s estados ponteiros sdo estados quanticos que sio menos perturbados pela descoeréncia que outros
estados e sao equivalentes quanticos dos estados classicos do sistema depois que a descoeréncia ocorreu
através da interacao com o ambiente [109].
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que é inspirada por uma medida bem estabalecida [111-113], mas tem a vantagem de
ser facilmente calculada para o nosso modelo. Aqui associamos a nocao de NM com a
capacidade do processo em permitir o fluxo de correlacoes do reservatério para o sistema.
No nosso modelo, isto é sinalizado por recorréncias em I45.c(t), a qual mede o quanto
o reservatorio C' obtém de informagao do sistema AB. Entao, pela equagao (5.43) e os
resultados mostrados na figura 5.3, podemos concluir que os mecanismos da NM podem
ser investigados diretamente com |04 (t)|, uma quantidade que é independente do estado

inicial. Por simplicidade, trocamos |0+ (t)| por (5.41). Se yo > xj, entao
16(t)] = e Xk wk/208, (5.46)

Este resultado pode ser convenientemente escrito como

00| = exp (- 21~ 0] ). (5.47)

onde
| XN
(c)(t) = N Z cos (2ggxt). (5.48)
Como recorréncias em |6(t)| sdo sintomas de NM, definimos nossa medida como

Nalt) = % /0 a|0(t"). (5.49)

Esta quantidade aumenta com o nimero de recorréncias ocorrendo no instante ¢. Usando
novamente o limite de baixas temperaturas (y2 > N) expandimos a equacao (5.47), e
calculando a integral temporal analiticamente, o resultado volta para a forma exponencial,

que é dada por

_ N[1—{9()]
N (t) = exp {_4senh2(ﬁ heon/2) } : (5.50)

onde

() = %Zw. (5.51)
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Essas expressoes valem para o regime de acoplamento fraco. Elas revelam as condi¢oes
para que ocorra NM. Quando g = 0 tem-se que E(t) =1 e a NM do processo é maxima
(Nu(t) = 1), como esperado. Isso mostra que a NM é favorecida pelo acoplamento
fraco. Para g > 0, dois regimes temporais sao significativos. Enquanto que para o regime
de tempo curto, a NM é influenciada pela distribuicao espectral g, no equilibrio esta

distribuicao néo tem influéncia. De fato, fica claro que (c)(c0) = 0 e

N
N (o0) = exp <_4senh2[ﬁ hwo/Z]) : (5.52)

Essa férmula indentifica os parametros fisicos que crucialmente influenciam a NM. Vé-se
que a NM pode ser significativamente aumentada para banhos pequenos (N pequeno) e
baixas temperaturas. Isso também foi observado em sistemas classicos acoplados a banhos
finitos [114, 115]. Para as simula¢oes mostradas na figura 5.3, nossa medida resulta em
In Ny = —9, 206 na figura 5.3(a), In Ny = —999, 086 na figura 5.3(c) e In Ny = —999, 212
na figura 5.3(e), para t = 10, sugerindo que os processos nas figuras 5.3(c) e 5.3(e) sdo
fortemente Markovianos. Embora esses resultados concordem com o cenario ilustrado na
figura 5.5, estas simulagoes sao obtidas no regime de altas temperaturas, para as quais
nao € claro se nossa medida pode dar resultados precisos. Na figura 5.5 ilustramos o
comportamento de Nj; como uma funcao do inverso da temperatura 8 e o nimero de
modos N para um dado regime de acoplamento. A figura 5.5 nos mostra um quadro
simples da dependéncia da nao-Markovianidade com o nimero de modos do reservatorio
e com a temperatura. Ou seja, a nao-Markovianidade é favorecida quando o reservatério
possui poucos modos, mesmo para temperaturas mais altas. O caso no qual o nimero de
modos é grande, vemos que a nao-Markovianidade sé ocorrerd se as temperaturas forem

baixas o suficiente.

Neste capitulo conduzimos uma andlise do fluxo de informagao no contexto de uma
dinamica de defasagem induzida por banhos finitos. Comegamos derivando alguns resul-
tados para a informacao mutua. Especificamente, mostramos que a informacao mitua
¢ monogamica (i) para todos os estados puros tripartidos e (ii) para estados mistos tri-
partidos para os quais a quantidade de correlacoes tripartidas genuinas é maior que um
certo limite inferior. Além de complementar estudos recentes sobre monogamia das cor-

relagoes [98, 103, 116], nossos resultados estabelecem uma conexao entre a monogamia
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Figura 5.5: Nao-Markovianidade N}; como uma funcao do inverso da temperatura 3 e
o numero de modos N para h = wy =1, g4 =1, g5 = 2, go = 0,1 ¢ 6 = 10N. Nesta
simulacao usamos t = 10°. Todos os parametros sao dados em unidades arbitrdrias. A
nao-Markovianidade é favorecida para poucos reservatorios e baixas temperaturas.

da informacao mutua e correlacoes tripartidas. A respeito da dinamica de defasagem,
encontramos um cendario tipico no qual a informacao associada aos subsistemas se des-
localiza pelo sistema. Além disso, nossos resultados mostram que correlagoes tripartidas
genuinas irao geralmente aumentar, deste modo assegurando a monogamia para a infor-
macao mutua. Por fim, apresentamos um estudo analitico para um modelo de dois qubits
nao interagentes acoplados com um banho térmico finito nao-dissipativo. Além de ilus-
trar nossas previsoes para um modelo geral de defasagem, este estudo de caso permitiu
a observacao de dois aspectos relevantes. Primeiro, verificamos a existéncia de uma re-
lacao de conservacao envolvendo a quantidade de correlacoes tripartidas e a quantidade
de correlacoes quanticas num sistema de dois qubits. Segundo, calculamos uma medida
de nao-Markovianidade que revelou uma dependéncia quantitativa do processo de des-
coeréncia com o numero de modos de um banho térmico, a temperatura de equilibrio
e a distribuigao espectral. Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados

em [117].



Capitulo

Correlacoes sistema-reservatorio para estados

de dois qubits acoplados a banhos térmicos

No capitulo anterior discutimos a transferéncia de informacao em um sistema tripar-
tido, através da analise da monogamia da informagao mutua para esse tipo de estado.
Nesse sentido surge a seguinte questao: existe também uma relagao de conservacao para
emaranhamento quando acoplamos um sistema de interesse a um ambiente? Parece na-
tural assumir que a perda de emaranhamento em um sistema aberto ¢ acompanhada
pelo surgimento (build-up) de emaranhamento com o ambiente. Pode-se pensar numa
transferéncia de emaranhamento do estado local para o estado total. Isto é certamente
verdade para um estado total puro. Entretanto, para um banho de temperatura finita
essa afirmacao é menos 6bvia. Além disso, para esse tipo de banho é um desafio provar

emaranhamento ou separabilidade para o estado total.

Outra questao interessante é se as correlagoes sistema-reservatério (SR) sao de na-
tureza cléssica ou quantica. Em geral, é dificil responder a esta questao para ambientes
reais. Portanto, para entender totalmente o processo de descoeréncia e sermos aptos a
controlar recursos de informacao e computacao quantica, é desejavel descrever a dina-
mica detalhada das correlagoes quanticas SR. Uma possibilidade é extrair, por exemplo,
informacgao sobre as correlacoes SR usando relacoes de monogamia para o sistema prin-
cipal [117, 118], como fizemos no capitulo anterior. Uma descrigdo mais completa da

dindmica total, entretanto, é obtida do estado total (sistema mais ambiente) usando uma

91
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base coerente e uma representacao parcial do operador densidade total [119, 120].

Além disso, vale a pena mencionar que as correlacoes quanticas SR dependem de
uma dilacao fisicamente apropriada de um qubit sob um canal de defasagem (dephasing
channel) — ou seja, um qubit numa dinamica descoerente — onde para ambientes diferentes
obtemos a mesma dinamica de defasagem para o sistema reduzido. Em outras palavras,
diferentes sistemas totais e correlacoes SR levam a mesma dinamica reduzida. Portanto,
para investigar correlagoes SR, é importante escolher a dilagao apropriada para o sistema

total.

Aqui estamos interessados em um estudo detalhado de como as correlagoes SR, surgem
quando descoeréncia e perda de emaranhamento ocorrem no sistema central. Para isso
analisamos o modelo de dois qubits, acoplando um deles a um ambiente de natureza
descoerente. Esta é uma extensdo de investigagoes anteriores [32, 33| onde somente um
qubit foi acoplado a banhos térmicos compostos por osciladores harmonicos. De fato, como
esse ¢ um modelo com solucao analitica, conseguimos obter condicoes para separabilidade
e emaranhamento SR e compara-las com o emaranhamento presente no sistema de dois

qubits.

Primeiro iremos discutir a dilagao de um qubit sob defasagem para diferentes ambi-
entes. Apds, iremos apresentar nosso modelo e a expressao exata para estado total do
sistema. Usando esta expressao construimos critérios para separabilidade e emaranha-
mento entre o sistema e o ambiente. Apresentamos alguns resultados para estados de
Werner inicialmente distintos e diferentes constantes de acoplamento, e depois discutimos

emaranhamento em diferentes bipartigoes.

6.1 Dilacao para um qubit sob canal de defasagem

De maneira a estudar o surgimento de correlagoes SR, precisamos especificar uma
realizacao fisica do ambiente e da interacao SR. Mais precisamente, aqui nao estamos so-
mente interessados em correlagoes gerais mas em emaranhamento SR. De qualquer modo,
precisamos determinar o estado total SR. Localmente, no contexto de mapas completa-

mente positivos e preservadores do trago, um unico qubit sob um canal de defasagem na
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base computacional é dado pelo seguinte canal quantico [31]

1+ 1—
SRSV RSV

p—p =E&[pl (o3p0s), (6.1)

com a terceira matriz de Pauli o3, ou, na notagao matricial

P oo por | g = Poo /P por ‘ (6.2)

P10 P11 /P P1o P11
Aqui, o elemento real p, com 0 < p < 1, assume o papel do parametro de defasagem (pro-
babilidade de ocorrer descoeréncia): p = 1 corresponde a nenhuma defasagem, enquanto
p = 0 descreve a perda total de coeréncia. Frequentemente, p serd alguma func¢ao (decres-

cente) do tempo, dependendo da constante de acoplamento e, para um banho térmico, da

temperatura do ambiente.

A dilagao (dilation) de um qubit é dada pela realizacao de operagoes quanticas num
sistema total composto pelo qubit mais um ambiente acoplado, de forma que obtemos
a dinamica do qubit (sistema reduzido) apds realizar a operagao do trago sob todos os
graus de liberdade desse ambiente. Logo, do ponto de vista local (6.1), ndo se pode
obter nenhuma conclusao sobre correlagoes SR. Precisamos especificar a dinamica total

subjacente (Ur) e o estado inicial do ambiente (reservatério) pgr. Entao, a dila¢ao

o = Elp) = Tep (Ur(p @ pr)U})) (6.3)
nos permite estudar as correlacbes SR. Claramente, dependendo da dilagao escolhida,
diferentes cendarios de correlacao SR sao possiveis, como vamos mostrar abaixo.

Para um qubit puro sob defasagem estudado aqui, sem perda de generalidade, a

evolugao unitaria total pode ser escrita na forma [121]

com os dois estados do qubit |0) e |1) e um operador de evolugao unitaria Ur do ambiente,
condicionado no estado |1) do qubit. Entao, qualquer dilagao do qubit sob defasagem é

totalmente determinada pelo estado inicial pg e um operador de evolucao unitaria Ui do
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ambiente. Como iremos ver, para a construgao de emaranhamento SR, a pureza do estado

inicial do ambiente é de grande relevancia.

6.1.1 Estado inicial do ambiente puro: dilagcao emaranhada

Frequentemente, um estado puro do ambiente pr = |0g)(0g| é assumido [121-124].
Entao, por construcgao, a dinamica do estado total é inteiramente determinada a partir de

duas equagoes

Url0}{0r) = 10)[0x), (65)
Url)lor) = [1) (VB10n) + VI=pl1a).

onde a relagao
Ur|Or) = VP |Or) + /1 —p|1R) (6.6)

define p e o estado do ambiente |1z) no lado direito da equacdo (negligenciamos uma
possivel, porém irrelevante fase). Entao, para um estado inicial puro do ambiente |Og),
somente um estado ortogonal do ambiente |1g) (como definido em (6.6)) é relevante e o
ambiente pode ser efetivamente descrito por um unico qubit, como em [122-124]. Esta

dilacao do ambiente de um 1unico qubit é entao definida pelas duas escolhas

pr = |0r)(0xl, (6.7)
UR = \/}_703—1—\/1—1901.

E f4cil mostrar que a transposta parcial do estado SR de dois qubits tem o seguinte

determinante
det{pr'} = —(1 = p)*poopr1lpor|*. (6.8)

Usando o critério de Peres, concluimos que, comecando com um estado inicial do ambiente
puro |0g), o estado de dois qubits SR efetivo serd emaranhado para p < 1 e pp; # 0 inicial,

isto é, sempre que alguma coeréncia inicial esté presente e a defasagem realmente acontece.
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6.1.2 Estado inicial do ambiente misto: dilagao separavel

Tal emaranhamento SR pode nao aparecer quando o estado inicial do ambiente é
misto [32, 33]. Para dar um exemplo simples, considere novamente uma dilacao de um
tnico qubit do canal quantico (6.1), agora com

I+ p

PR = 5 |0R)(Or| +

UR = Os.

-
2

I1r) (1R, (6.9)

Em contraste a dilagdo pura (6.7), onde o parametro p pode ser interpretado como uma
representacao do tempo, aqui p deve ser interpretado como uma medida da temperatura
inicial do ambiente (p — 1 correspondendo a T — 0 e vice versa) e a dinamica evolui para
um tempo fixo. Como na equagao (6.7), é facil de verificar que (6.9) é uma dilacao valida
para a defasagem pura, levando ao mapa completamente positivo (6.1) para o estado
reduzido do qubit. Agora, usando (6.4), e em contraste a dilacao prévia baseada em (6.7),
o estado total é separavel para todo p

14+ ./p
2\/_P® 0R)(0r| +

L (03909) @ L) {1, (6.10)

PT =

isto é, nenhum emaranhamento entre o sistema (qubit) e o reservatério surge.

Concluimos dessas consideracoes que, de maneira a estudar emaranhamento SR, é
crucial escolher uma dilacao fisicamente apropriada. A questdao é mais envolvente para
um estado inicial do ambiente misto: mesmo para defasagem nao podemos mais esperar
conseguir descrever o ambiente por um qubit efetivo. De fato, a acdo de Uy (ou Ugr em
(6.4)) ja nao é restrita a um estado do ambiente unico |0g). Logo, em geral, o espago de
Hilbert dinamicamente relevante ja nao pode mais abranger somente dois estados como

em (6.6).

Na sequéncia, estudamos um sistema de dois qubits acoplado a um ambiente com
graus de liberdade infinito e inicialmente em um estado térmico (misto). Como o estado
total nao é nem um estado de dois qubits, nem um estado Gaussiano, a deteccao de
emaranhamento é uma questao nao-trivial e sera baseada na negatividade da transposta

parcial [58].
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6.2 Modelo para o sistema-reservatorio

Estudamos um estado inicial de dois qubits (qubits A e B). Um dos qubits (A) é
acoplado a um ambiente (local) — representando um canal de defasagem de um tnico

qubit em A. Na figura 6.1, podemos ver um esquema do modelo subjacente.

Figura 6.1: Esquema do modelo proposto. Sistema de dois qubits (AB) com o qubit A
acoplado ao ambiente (R).

O ambiente escolhido é um banho de osciladores harmoénicos, um modelo padrao para
a dinamica de sistemas quanticos abertos [125, 126]. Como visamos a defasagem pura, o
Hamiltoniano do sistema parte do acoplamento do qubit A ao seu ambiente tem que ser
diagonal na base (computacional) escolhida. Logo, para o Hamiltoniano total escrevemos

Hr = Hg+ H; + Hz. Com Hamiltoniano do sistema

Ry

h €
S (0 ©1%) + =21 @), (6.11)

Hg 5

o Hamiltoniano do banho (bosonico) de osciladores harménicos

HR = Zhw)\aia,\, (612)
A

rotulado por A, com os operadores criacao e aniquilacao ay, a; (com as relagoes de comu-

tacio [ay,al] = dx,), e interagao diagonal (com respeito ao sistema) entre o qubit A e o
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ambiente na forma

Hy = (0§ ®1%) @ > h(gral + gaan). (6.13)
A
(24 p sao as frequéncias caracteristicas dos qubits e os coeficientes g, sao as amplitudes

de acoplamento entre o qubit A e cada modo do ambiente de frequéncia w.

Assumimos que o ambiente estd inicialmente num estado térmico a uma temperatura

T, expressa pelo operador densidade

1
PR = 2 eXP(—HR/kBT)7 (6-14)

com funcao partigao Z = Trlexp(—Hg/kgT)]. O ntimero de ocupagao térmico é o usual

ny = (exp|hwy/kgT] — 1)~1. O estado inicial total é o produto

pr(0) = ps(0) @ pr, (6.15)

com um estado inicial de dois qubits (possivelmente emaranhado) ps(0). De fato, no que
se segue, devido a sua tratabilidade analitica, escolhemos estados X (2.53). Crucialmente,
como ja mencionamos anteriormente, a familia de estados X ¢é fechada sob dinamica de

defasagem.

O modelo escolhido nos permite derivar uma equagao mestra exata [32] para o ope-

rador densidade reduzido pg(t) = Trg[pr(t)],

Pred - 9 4 [0§4 ® ]137 pred] — 9 b []1A ® 0-337 pred]
of(t
_7d £< ) (pred - (0-?1)4 ® ]lB)pred<0'§,4 ® 13))7 (616)

onde vger(t) é a taxa de defasagem. A equacdo (6.16) toma a forma de uma equacao
mestra do tipo Lindblad [127] quando a taxa de descoeréncia (defasagem) é independente
do tempo v4ef(t) = . De fato, em termos da densidade espectral do ambiente J(w) =

Sy 90?0 (w — wy), a taxa de defasagem é dada por

Vaef(t) = 4/0t ds /000 dwJ(w)cotgh [ZZZT} cos|ws]. (6.17)
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Note que esta taxa pode se tornar negativa no tempo para densidades espectrais nao-
triviais [33] e portanto o mapa completamente positivo p(0) — p(t) pode perder sua

divisibilidade, e assim, representar um mapa nao-Markoviano.

A solugao da equacgao (6.16) com estado inicial (2.53) é o estado reduzido

P11 0 0 /)14g+(t)
0 _(t 0
pred(t> - N ij p23g ( ) 5 (618)
0 P3G~ (t) P33 0
P19 (1) 0 0 P44

onde G4 (t) = exp [z’h(QA +Qp)t — fot "}/def(S)dS].

Emaranhamento no sistema de dois qubits pode ser calculado via concorréncia (2.31),

e para o nosso modelo ela é dada por

C(prea(t)) = 2 max {0= 1p23]|G ()| — \/Pr1pas, |p1a]|G ()] — \/,022P33}7 (6.19)

onde |G(t)| = |G+(t)|. Claramente, devido & dinamica de defasagem, C' tipicamente decai
com o tempo. Além disso, como é aparente a partir de (6.19), emaranhamento pode
desaparecer inteiramente, mesmo para um tempo finito (finito |G(¢)|), ocorrendo morte

subita.

No nivel reduzido, a perda de emaranhamento num sistema de dois qubits devido a
um canal de defasagem local foi estudado em vérios trabalhos [72, 128, 129]. Essa perda
¢ acompanhada pela construgao de correlacoes entre o sistema quantico aberto e seu am-
biente. De maneira a estudar se o emaranhamento inicial com o sistema aberto de dois
qubits somente desaparece ou se é transferido para o emaranhamento entre sistema e am-
biente (ou para o emaranhamento entre os elementos do ambiente), precisamos determinar

o estado total.
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6.3 Dinamica do estado total

O estudo de correlagoes entre o sistema e o ambiente de osciladores infinitos requer
uma expressao para o estado total. Para isso, usamos uma base de estados coerentes para
os graus de liberdade do ambiente e escolhemos a representagao parcial P [120], também
conhecida como representacao P de Glauber-Sudarshan [130, 131]. Neste capitulo, segui-
mos de perto uma analise semelhante para a defasagem de um unico qubit apresentada
em [32, 33]. O estado total é escrito como

pr(t) = ﬁie_wyﬁf)(t; z,2°) ® |2)(z], (6.20)

TN

onde z = (z1, 22,...) ¢ um vetor de nimeros complexos representando os estados coe-
rentes do ambiente. Usamos a notacio d’z/m = (d?z,/7)(d?z9/7)... e exp|—|z|?/n]/n =
[T, exp[—|2:]?/7n]/fx. Note que para t = 0, temos o operador inicial Pt =0) = pg(0) =
prea(0) tal que (6.20) representa o estado fatorizado (6.15). E somente para ¢ > 0 que P(t)
se torna dependente de z e entdo, a expressao (6.20) representa um estado correlacionado
SR.

A expressao (6.20) é uma solugdo da equacao de von Neumann total. A evolugao

temporal da funcao parcial P é dada por'

Aipnn 0 0 Byipu
~ o) — 0 A+p22 B_pgg 0
P(t;z, 2*) 0 Bpty Aops; 0 ’ (6.21)
Biﬂh 0 0 A_pay
onde
AL(t) = exp[—a(t) £ {(a(t)]z) + (z|a(?))}], (6.22a)
Bi(t) = exp[—ih(Q2a £ Qp)tlexp[B(t) — {(b(t)|2) — (2|b(t))}].  (6.22b)

IMais detalhes sobre a funcéo parcial P e os calculos realizados para encontrar a dinamica desse estado
se encontram no apéndice B.
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Aqui a(t) = (a1(t), aq(t),...) e b(t) sao vetores complexos dependentes do tempo,

ax(t) = %fot (gre™>*)ds, (6.23a)
ba(t) = 2"”1 fo gre“r¥)ds, (6.23b)

com o produto escalar (a(t)|z) =), a;(t)z e

t S 1 )
alt) = ZIR/ ds/ dr —|gx 2g—iwaA(s—) , 6.24a
0 s | | o (6:240)

t s 2— 1 )
B(t) = 2R / ds / dr | ”;: |g,\|26_’w*(S_T)]. (6.24b)
0 0

A

6.3.1 Separabilidade sistema-reservatorio

A expressao (6.20) nos permite estudar correlagoes entre o sistema e o ambiente.
Escrevendo pr(t) na representacao parcial P, ja é possivel obter um critério necessério
para separabilidade do estado total. Ou seja, se a fungao parcial ]3(15; z, z*) for positiva
semidefinida, ela é um operador densidade no espaco de Hilbert para todos os valores de
z. Logo, o estado conjunto de dois subsistemas é separavel por defini¢ao [32]. De forma

que assim apresentamos o seguinte critério:

Critério de separabilidade: O estado total pr(t) na representagao (6.20) é trivialmente

separavel enquanto a fungao parcial P for positiva semidefinida,
P(t;z,2)>0 ¥V 2z, eC. (6.25)

Sendo do tipo X, os autovalores de p(t;z,z*) podem ser determinados analiticamente.

Inicialmente, todos os autovalores sao positivos e eles permanecem positivos enquanto

1 Pzzpza) 1 (p11p44>
S(T,t) < =1In e S(T,t —1In , 6.26
T < 2 ( |p23? (L6 < 2 |p1al? (6.26)

onde definimos

S(T,t) = a(t) + B(t) = 4 /0 ds /0 Cdr /O " o (@) T coslu(s — 7). (6.27)
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Note que o critério de separabilidade é independente dos vetores dos estados coerentes do
ambiente, z e z*. Dependendo da escolha da densidade espectral J(w), a equacao (6.27)
pode ser escrita em termos de funcoes especiais conhecidas. Assim, enquanto a equa-
¢ao (6.26) for satisfeita (em func¢ao do tempo e da temperatura), o estado total é separdvel
e nenhuma correlagao SR surge, mesmo quando o estado X de dois qubits inicial perde

seu emaranhamento inicial.

6.3.2 Emaranhamento sistema-reservatorio

A deteccao de emaranhamento entre sistema e ambiente nao é simples de ser deter-
minada, pois o estado subjacente é de dimensao infinita e nao do tipo Gaussiano. Para
isso, usaremos o critério de Peres para verificar se existe emaranhamento entre o sistema
e o reservatério, analisando se a transposta parcial phl (t) do estado total tem um valor
esperado eFT = (U|phT| W) negativo para algum estado total do sistema |¥) adequada-
mente escolhido. O critério de Peres é baseado na existéncia de autovalores negativos da
transposta parcial para detectar emaranhamento, porém, os autovalores de p\T(t) sdao im-
possiveis de serem determinados, de forma que usamos a existéncia de um valor esperado

negativo como critério de deteccao de emaranhamento.

. 2 152
Expandimos |¥) = [ £Ze7l#7|¢)(2%))||z) numa base de estados coerentes de Barg-
™
mann. Assim, de maneira a detectar emaranhamento, podemos encontrar um estado do

sistema |(2*)) ~ (z|¥(t)) analitico em z* no espacgo de Hilbert dos dois qubits, tal que

2 _
8PT - d Ze_nzl‘z|2
m

((2)| PT (2, 2)¢(2")) < 0. (6.28)
Depois de alguma experimentacao, escolhemos

r e—(z|a+b)/2+i(QA+QB)t/2
—S 67(Z|a+b)/2+Z(QAfﬂB)t/2

[(t, 27)) = 4 o(zlatb)/2—i(Qu—p)t/2 (6.29)

U e(z\a+b)/2—i(QA+QB)t/2

Encontramos que, para a deteccdo de emaranhamento, o vetor (r,s,t,u) precisa ser de-

terminado como o estado puro que tem a menor superposicao com a transposta do estado
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inicial do sistema de dois qubits.

Realizando a integral sobre os estados coerentes z,, encontramos

1 o)+ S
e(t) = - e OS5 (o | + paals® + psslt]® + paalul?)
n+1
B(t)f& * * ok * * ok
+e 2 (passt”™ + p33s™t + praru® + piriu)|, (6.30)

onde S(t) é definida similarmente a S(t) em (6.26), mas com exp(/fw/kT) substituida pela
sua inversa, exp(—fw/kT).

A partir da equacao (6.30) concluimos que emaranhamento SR estd presente sempre

que a seguinte condigao é satisfeita:

_pulr® + paalsl® + psslt]* + paslul®

E(T,t) = S(T,t)—8(T,t) >1In - -
p23St* 4 po3s™t 4 praru” + piyrru

(6.31)

A quantidade relevante no lado esquerdo da equagao (6.31) pode ser escrita em termos da

densidade espectral como

E(T 1) =8 /O ds /0 dr /0 duw T (w)senh(Feo /i T) cosfu(s — 7)]. (6.32)

Assim, com a equacao (6.31) encontramos um critério que nos permite detectar emara-

nhamento SR em funcao do tempo e da temperatura do banho.

Na proxima secao, iremos mostrar alguns resultados numéricos para regioes de separa-
bilidade e emaranhamento SR em um diagrama temperatura-tempo (7',t), definido pelas
condigbes (6.26) para separabilidade e (6.31) para emaranhamento. Devemos acrescentar
que estas duas condi¢oes nao preenchem todo o plano (7', ¢). Existem combinagoes (T, t)
para as quais nao podemos fazer nenhuma afirmacao se o estado total é emaranhado ou
separavel. Isto se da pelo fato de que nossos critérios sao condi¢oes necessarias, mas nao
suficientes. Para emaranhamento por um lado, mesmo se nosso estado teste (6.29) fosse
otimo, talvez existam estados emaranhados com transposta parcial positiva — conhecidos
como estados emaranhados ligados (bound entangled states) [132]. Para separabilidade,
por outro lado, podem existir estados separaveis com uma representacao parcial P nega-

tiva.
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6.4 Resultados numéricos para estados de Werner

Nesta secao apresentamos e discutimos resultados sobre separabilidade e emaranha-
mento do estado SR total. Escolhendo uma densidade espectral Ohmica com uma frequén-
cia de corte w., com J(w) = kwO(w — w,), onde k é a constante de acoplamento entre
sistema e ambiente, podemos construir diagramas de separabilidade e emaranhamento

para diferentes estados iniciais e constantes de acoplamento (variando k).

Além disso, queremos comparar o tempo para o decaimento do emaranhamento inicial
e o tempo para a construcao de emaranhamento SR com o tempo de descoeréncia tipico
do sistema aberto de dois qubits. O 1ltimo tempo, 7yes., definimos através da relagao
fOTdeSC Yaerds = 1, a qual define a escala de tempo de decaimento dos elementos de fora da
diagonal do operador reduzido na equagao (6.18).

Como estados iniciais X de dois qubits escolhemos os estados de Werner p,,, onde

¢; = —w em pz (2.55). Este estado é emaranhado se w > 1/3.

Para esse estado especifico a condi¢ao para separabilidade, a partir da equagao (6.26),

¢ dada por
1+w
S(T,t) <1 6.33
o <m |t (6.33)
e para emaranhamento, a partir da equagao (6.31), temos
14+w
E(T,t) >1 : 6.34
7> | (6.34)

O estado puro que tem a menor superposicao com a transposta do estado inicial do sistema

de dois qubits é o estado com

(ry 5,4, 1) = (0, %%0) | (6.35)

Na sequéncia discutimos primeiramente interacao SR fraca (k = 107?), seguido pelo
acoplamento forte (k = 1). Em ambos os casos escolhemos trés estados iniciais de dois
qubits: w = 0,2 (nenhum emaranhamento no sistema de dois qubits inicial, pureza baixa),

w = 0,5 (algum emaranhamento inicial, pureza média), e w = 0,9 (muito emaranhamento
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inicial, quase puro). Em todos os exemplos vemos uma fase inicial onde o estado total
permanece separavel. Para temperaturas muito baixas esta fase é dificilmente visivel e
emaranhamento SR surge rapidamente. Exibimos também a perda de emaranhamento e
coeréncia inicial dos dois qubits que é observada em todos os casos. Resultados numéricos
sao apresentados em diagramas temperatura-tempo (7',¢) seguindo a notagao: cor ver-
melha (cinza escuro) quando a condigdo de emaranhamento (6.34) ¢ satisfeita e cor azul

(cinza claro) quando a condigao de separabilidade (6.33) é satisfeita.

6.4.1 Acoplamento fraco (k = 1073)

Comecamos com um estado de Werner inicial com parametro w = 0,2. Para esse
estado, nao existe nenhum emaranhamento entre os dois qubits, mas podemos observar
na figura 6.2 que para baixas temperaturas, devido a interacao SR, emaranhamento entre o
sistema de dois qubits e o ambiente emerge [regiao vermelha (cinza escuro)]. Pode-se notar
que existe uma fronteira claramente visivel a uma temperatura critica kgTe =~ 0, 13hw,,
acima da qual o estado SR total continua separavel para todos os tempos apresentados

na figura [regiao azul (cinza claro)].

100

B (o)) [el]
(=] (=] (=]

t (unidades de 1/0)C)

[\e]
(=]

| g ! :
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
T (unidades de ho /ky)

Figura 6.2: Diagrama temperatura-tempo. Regido vermelha (cinza escuro): estado SR
emaranhado, regiao azul (cinza claro): estado SR separdvel. Os parametros sao: kK =
1073 (acoplamento fraco) e w = 0,2 (nenhum emaranhamento inicial entre os qubits).
Notavelmente, para kT, ~ 0, 13hw,, o estado total oscila em funcao do tempo entre as
regioes separavel e emaranhada.

Curiosamente, na vizinhanca da temperatura critica, vemos oscilagoes em funcao do
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tempo entre as regioes separavel e emaranhada. Para entender melhor o aparecimento da
temperatura critica e as oscilagoes, note que para nossa escolha de densidade espectral

podemos realizar as integrais na equagao (6.32). Desta maneira obtemos

E(T,t) = 8xShi {IZJT] —4m‘{Si {wc (t— k;—@)] — 5 [wc (H ,;—hT)”

| e 2k(w,t) huse
8k Shi — e*sTsen(w.t), (t— o0). 6.36
i e sen(ad), (1) (6.36)

Q

Aqui, Si[z] é a fungao seno integral e Shi[z] é a fungao seno hiperbdlico integral. O primeiro
termo no lado direito da equacao é independente do tempo, e nos permite determinar a
temperatura critica. Os outros termos sao dependentes do tempo e sao responsaveis pelas
oscilagoes observadas na figura 6.2. Estas oscilagoes tendem a zero com 1/t, como pode

ser visto pelo tempo longo apresentado na equagao (6.36).

Olhando para o critério de emaranhamento para estados de Werner (6.34), a tempe-

ratura critica é determinada a partir de

hww, 14+c¢
hi =1 .
8k Shi |ikBTcrit:| n [ 5 } : (6.37)

o que nos da um valor numérico de kpTii =~ 0, 1345hw. (veja figura 6.2). Esta expressao
mostra a dependéncia que a temperatura critica possui do estado inicial do sistema de

dois qubits.

Na figura 6.3 analisamos o caso no qual os dois qubits estao inicialmente emaranhados
[w = 0,5 na figura 6.3 (a) e w = 0,9 na figura 6.3 (b)]. Novamente, vemos emaranhamento
SR emergindo para temperaturas muito baixas, e observamos um estado total separavel
para temperaturas mais altas e todos os tempos apresentados nas figuras. A linha sélida
indica, para uma dada temperatura, o tempo de completa perda de emaranhamento entre
os dois qubits (morte sibita) e a linha tracejada a escala de tempo de descoeréncia do
estado de dois qubits. As temperaturas criticas para emaranhamento SR sdo (a) kpTe &~
0, 16hw. e (b) kT ~ 0,29hw,, o que significa que o estado total SR permanece separavel

(apesar de pequenas oscilagoes) para todos os tempos apresentados e T > Tos.

Nossos resultados mostram que a perda de emaranhamento entre os dois qubits nao

tem nenhuma relacao direta com o surgimento de emaranhamento SR. A menos que a
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Figura 6.3: Diagrama temperatura-tempo. Regido vermelha (cinza escuro): estado SR
emaranhado, regiao azul (cinza claro): estado SR separdvel. A linha tracejada indica a
escala de tempo de descoeréncia e a linha sélida a morte stibita de emaranhamento entre
os dois qubits. Enquanto abaixo da linha sélida o sistema de dois qubits ainda tem algum
emaranhamento, acima desta linha o emaranhamento desaparece. Os parametros sao:
k = 1073 (acoplamento fraco) e (a) w = 0,5 e (b) w = 0,9. kpT.y ~ 0,16hw,. em (a) e
para kTt ~ 0,29hw,. em (b). O estado total oscila em fungao do tempo entre as regioes
separavel e emaranhada.

temperatura seja extremamente baixa, vemos que o decaimento do emaranhamento (e
descoeréncia) no sistema acontece enquanto a biparticdo SR ainda é um estado separavel.
Enquanto que para o estado muito emaranhado e quase puro (w = 0,9) a escala de tempo
de descoeréncia é mais curta que o tempo para a morte subita, sendo que esta situagao
se inverte para um estado inicial menos emaranhado (w = 0,5). Dessa forma, o tempo
de morte subita da concorréncia e o tempo de descoeréncia nao possuem uma cronologia
definida, dependendo entao, da escolha do estado inicial. Esse comportamento é explicado

pelo fato de estarmos acoplando somente um dos qubits ao reservatorio.
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6.4.2 Acoplamento forte (k = 1)

Aqui escolhemos os mesmos estados de Werner iniciais do caso anterior. A diferenca
mais significativa ao caso de acoplamento fraco é que nossos critérios para separabili-
dade e emaranhamento nao cobrem todo o diagrama temperatura-tempo. Observamos o
aparecimento de uma regiao branca (desconhecida), onde as condigoes de separabilidade
e emaranhamento nao sao suficientes para decidir se o sistema estd emaranhado com o

ambiente ou se o estado total ainda é separavel.

Para o estado de Werner inicial com parametro w = 0,2 (nenhum emaranhamento
entre os qubits), podemos ver na figura 6.4 que nosso critério para emaranhamento e sepa-
rabilidade tem a mesma linha de fronteira para tempos curtos (w.t < 0,5). Para tempos
wet 2 0,5 uma lacuna entre separabilidade e emaranhamento aparece, como mencionado
acima. Mesmo sem qualquer emaranhamento entre os qubits, devido a interacao SR e as
coeréncias do qubit acoplado, emaranhamento entre o sistema de dois qubits e o ambiente

emerge.

e
o
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o
=
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<
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t (unidades de l/u)c)

<
)

T (unidades de hcoc/kB)

Figura 6.4: Diagrama temperatura-tempo. Regidao vermelha (cinza escuro): estado SR
emaranhado, regiao azul (cinza claro): estado SR separavel. Os parametros sao: k = 1
(acoplamento forte) e w = 0,2 (nenhum emaranhamento inicial entre os dois qubits). A
linha tracejada indica a escala de tempo de descoeréncia do estado de dois qubits.

Num cenério mais interessante, na figura 6.5 mostramos estados de Werner iniciais
com parametros (a)w = 0,5 e (b)w = 0,9. Nestes casos temos emaranhamento inicial
entre os qubits, até a morte sibita de emaranhamento (linha sélida). Como no caso do

acoplamento fraco, olhando para as figuras fica claro que o surgimento de emaranhamento
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SR nao tem nenhuma relagao com a morte siibita de emaranhamento nos estados de dois

qubits.
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Figura 6.5: Diagrama temperatura-tempo. Regido vermelha (cinza escuro): estado SR
emaranhado, regiao azul (cinza claro): estado SR separavel. A linha tracejada indica
a escala de tempo de descoeréncia e a linha sdlida a morte sibita de emaranhamento
entre os dois qubits. Enquanto abaixo da linha sélida o sistema de dois qubits tem algum
emaranhamento, acima dela todo emaranhamento desaparece. Os parametros sao: Kk = 1
(acoplamento forte), (a) w = 0,5 e (b) w=0,9.

Para baixas temperaturas, por exemplo, ainda ha emaranhamento entre os qubits,
enquanto o estado SR é primeiro separavel e entao emaranhado. Para temperaturas
maiores podemos ver morte sibita de emaranhamento, enquanto o estado SR é ainda
separavel, e este se torna emaranhado apds algum tempo. Somente para temperaturas
muito especificas, a morte siibita do emaranhamento entre os qubits acontece no mesmo

instante em que ocorre o surgimento de emaranhamento entre o sistema e o reservatorio.
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No contexto de acoplamento forte também conseguimos calcular as temperaturas
criticas da equagao (6.36). Estas temperaturas sdo kgl ~ 7,29hw, para w = 0,2,
kpTei =~ 19, Thw,. para w = 0,5 e kT ~ 148hw,. para w = 0,9, e ficam fora dos limites

de temperatura mostrados nas figuras.

6.4.3 Decaimento da concorréncia

Apontamos que as oscilagoes no tempo entre estado total SR separavel e emaranhado,
como observado na figura 6.2 para T ~ T, sao refletidas até certo ponto num decaimento
oscilatorio da concorréncia no estado de dois qubits. Entretanto, deve-se tomar cuidado
ja que o mesmo tipo de oscilagoes no decaimento da concorréncia sao visiveis nas regioes

de emaranhamento SR ou nas regides de separabilidade SR.

Na figura 6.6 um exemplo deste comportamento oscilatério é mostrado. Para um
estado de Werner inicial com w = 0,5 e acoplamento fraco, vemos este decaimento oscila-
tério da concorréncia (6.19) devido ao acoplamento do qubit A com o ambiente. Para essa
analise, escolhemos trés diferentes temperaturas de forma que enquanto a curva tracejada
corresponde a oscilagoes entre o estado total separdavel e emaranhado, as curvas sélida e
pontilhada correspondem a estados emaranhado e separavel, respectivamente. Este com-
portamento é mais acentuado para temperaturas pequenas e se torna cada vez mais suave
com o aumento da temperatura. Apesar da concorréncia entre os dois qubits também
apresentar oscilagoes, nao existe uma conexao evidente com o fato do estado total ser

separavel, emaranhado ou oscilar entre ambos, como mostrado na figura 6.6.

6.5 QOutras biparticoes

Até agora focamos no emaranhamento SR e suas relagoes com a perda de emaranha-
mento no estado do sistema inicial (pap). Outros autores estudaram emaranhamento em
biparti¢oes reduzidas [122—124] para um estado inicial do ambiente puro e nao encontraram
emaranhamento bipartido em nenhum dos estados par =trg{pasr} ou psr =tra{pasr}-
Essas descobertas também valem para o nosso caso, onde um estado inicial térmico para

o ambiente é usado.
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Figura 6.6: Concorréncia (6.19) entre os dois qubits para acoplamento fraco (k = 107?),
com w = 0,5 e kgT = 0, 1hw, (linha sélida), kgT = 0, 2w, (linha tracejada) e kg1 =
0, 3w, (linha pontilhada). Podemos ver oscilagbes da concorréncia, as quais se tornam
mais suaves com o aumento da temperatura.

Tragando sobre o qubit expectador B, par =trp{papr}, ndo existe emaranhamento
entre A e o ambiente de A. Isto acontece porque escolhemos estados X cujo estado reduzido
A é uma mistura diagonal na base da defasagem e a separabilidade inicial é preservada.
Se tragarmos sobre o qubit A, o estado ppr =tra{papr} nunca ird desenvolver nenhum
emaranhamento entre B e o ambiente de A. De novo isto se deve ao fato que nao existe

emaranhamento inicial e B é o qubit expectador.

Em [123, 124] os autores investigaram uma medida de emaranhamento conhecida como
tangle para o estado de trés qubits ABR, mostrando emaranhamento de trés qubits do
tipo GHZ2. Temos que salientar, entretanto, que para um estado inicial do ambiente misto,
o cenario de trés qubits cessa de valer e afirmacoes sobre emaranhamento multipartido
sao dificeis de serem obtidas. Mesmo assim, vemos na figura 6.5 que para tempos longos o
suficiente existe emaranhamento entre os dois qubits e o ambiente, enquanto todo os trés
estados bipartidos pag, par, PBRr, SA0 separaveis, apontando emaranhamento tripartido

genuino.

2Estados Greenberger—HorneZeilinger (GHZ) [133] sdo estados que envolvem pelo menos trés sub-
sistemas (particulas). Esses estados sdo superposigoes quinticas de todos os subsistemas estando no

estado 0 com todos eles estando no estado 1 (estados 0 e 1 de um 1nico subsistema sdo completamente

distinguiveis). O estado mais simples dessa classe é o estado GHZ de trés qubits: |GHZ) = %
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Em [122], os autores acoplaram um sistema de dois qubits (estado X inicialmente ema-
ranhado) a dois ambientes independentes (pasr, gy ), 05 quais sdo assumidos serem qubits.
Olhando para a dinamica de correlacoes para diferentes biparticoes, eles mostraram que
nao existe nenhuma relacao entre o surgimento de correlagao SR e o decaimento de ema-
ranhamento no sistema principal. Entretanto, eles nao estudaram a particao AB — R,

onde encontramos o aparecimento de correlagbes (quanticas) SR.

Na nossa investigacao e nos outros trabalhos discutidos acima [122-124], a mensagem
principal é que aparentemente nao existe uma relagao simples entre a perda de emaranha-
mento no sistema e o surgimento de emaranhamento com o ambiente. Nao conseguimos

identificar uma transferéncia de emaranhamento do sistema para a particao SR.

Pode a perda de emaranhamento do sistema ser encontrada no ambiente? A resposta
é nao, como pode ser facilmente verificado no nosso modelo. Realizando a operacao do
traco sobre o sistema de qubits encontramos a representacao P do estado do ambiente
d*z 1

pr = Trg[pr(t)] = 7%6—|zl2/ﬁpR(t;z,Z*)|z>(z|,

com a fungao positiva

Pr(t; 2, 2*) = [Ay(pi1 + pa2) + A (pss + pas)] > 0.

Da positividade de PR(t; z,2*) podemos concluir que qualquer estado reduzido mul-
timodal ¢ uma mistura classica de estados coerentes e logo, separavel. Em particular,
qualquer estado bipartido de dois modos Aq, Ay selecionado do ambiente, é separavel.
Para concluir, nao existe o aparecimento de emaranhamento entre os modos do ambiente,
indicando que de fato o emaranhamento entre os qubits pode desaparecer completamente,

sem que aparega em qualquer outra particao.

O entendimento de correlacoes SR é fundamental para a preservacao de informagcao
quantica. Neste capitulo investigamos a dinamica de correlagoes quanticas (emaranha-
mento) e estudamos como elas sao redistribuidas (ou nao) entre partigoes distintas. Qual-
quer investigacao de correlacao SR comega com a escolha do modelo total. Portanto,
primeiro discutimos o problema da dilacao de um qubit sob um canal de defasagem, evi-

denciando modelos fisicamente diferentes que levam as mesmas dinamicas descoerentes no
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nivel reduzido.

Utilizamos um ambiente realista, com temperatura finita e infinitos graus de liberdade.
Investigamos a dinamica de emaranhamento de um sistema de dois qubits acoplado a um
banho de osciladores harmonicos. Usando uma representacao parcial P analisamos o
estado total exato de um modelo descoerente apropriado. Obtivemos condigoes que nos
permitem, para uma grande gama de parametros, detectar se o estado de dois qubits com
o ambiente é separavel ou emaranhado. Diferentes constantes de acoplamento e estados

iniciais de dois qubits foram considerados.

O sistema total apresenta um comportamento interessante quando olhamos para a re-
lacao de emaranhamento entre as partes. Emaranhamento entre o sistema de dois qubits
AB e o reservatorio R ird aparecer para temperaturas baixas o suficiente. Para tem-
peraturas acima de uma temperatura critica, o estado total permanece separavel. Para
a maioria das temperaturas, e durante tempos relevantes para descoeréncia e perda de
emaranhamento no estado de dois qubits, o estado total permanece separavel. Adicional-
mente, mostramos que os modos do ambiente nunca se emaranham entre si. Assim, para
muitos parametros, o emaranhamento inicial entre os qubits desaparece sem o surgimento
de emaranhamento em qualquer outra biparticao. Para temperaturas muito baixas de-
tectamos condigoes onde o estado total oscila entre dominios separavel e emaranhado em
funcao do tempo. Curiosamente, estas oscilagoes também podem ser vistas na evolucao

temporal do emaranhamento entre os qubits.

A investigacao de separabilidade e emaranhamento SR para o estado total é altamente
nao-trivial, de forma que nos baseamos numa representacao parcial P para obter resulta-
dos sobre essas correlagoes. Para deteccao de emaranhamento, por exemplo, tivemos que
adivinhar um bom estado teste. Esta abordagem leva a regioes “brancas” no diagrama
(T,t), onde nao podemos fazer qualquer afirmacao se o estado total é emaranhado ou se-
paravel. Além disso, nossa abordagem nos permite detectar emaranhamento SR, mas nao
quantifica-lo. Consequentemente, nao olhamos para relacoes de monogamia no sistema
tripartido ABR. A busca por uma maneira de estimar a quantidade de emaranhamento

e verificar estas relacoes ainda é um problema em aberto.

Pode-se considerar também o cenario no qual pode haver o surgimento de correlagoes

classicas e quanticas, sendo necessario uma investigacao mais aprofundada baseada na
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informacao mutua e na discordia quantica. Utilizando o modelo proposto neste capitulo,
e a partir dos resultados apresentados no capitulo 5, seria interessante analisar o fluxo de

informagao mutua e surgimento de correlagoes tripartidas genuinas.

Os resultados deste capitulo foram publicados em [134].



Capitulo

Conclusao

O estudo sobre correlagoes quanticas e fenomeno de descoeréncia é de fundamen-
tal importancia para o desenvolvimento das areas de informacao quantica e computacao
quantica, além de contribuir com o campo de fundamentos da teoria quantica. Muitos
avancos aconteceram na area de teoria de informagao nos ultimos anos, com a utilizagao
de recursos quanticos para a transmissao e processamento de informacao. Do ponto de
vista da descoeréncia, entender melhor como esse fendmeno ocorre ajuda na correcao de
erros envolvendo perda de emaranhamento no sistema e no desenvolvimento de canais de
transmissao mais eficientes levando em consideracao a acao do ambiente. Dentro desse
contexto, nosso trabalho auxilia, de um ponto de vista mais fundamental, a entender

melhor a fisica das correlagoes e sua interacao com o ambiente.

Dentre as questoes que foram levantadas, pode-se evidenciar duas: (i) a relacao exis-
tente entre as principais correlacoes quanticas existentes na literatura, ou ainda, qual, se
existe alguma, relagdo de hierarquia que elas devem respeitar; e (ii) se existe fluxo de
correlagoes entre sistemas tripartidos, quando um deles desempenha o papel do ambiente.

Sao essas as questoes principais que permearam nosso estudo no decorrer desta tese.

No que diz respeito a relacao entre diferentes quantificadores de correlagoes quanticas,
analisamos medidas bem conhecidas: discérdia quantica generalizada, emaranhamento e
nao-localidade. Além disso, adicionamos a esse quadro o direcionamento EPR. Porém,
para que pudéssemos analisar essa medida era preciso encontrar uma formula fechada para

sistemas de dois qubits, nos quais baseamos nosso estudo. Portanto, abordamos no capi-
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tulo 3 a quantificagao dessa medida baseados em desigualdades estabelecidas na literatura
nos cenarios de duas e trés medigoes por sitio. Os quantificadores que encontramos sao
importantes dado que eles valem para qualquer sistema de dois qubits e podem ser utiliza-
dos no desenvolvimento de protocolos de informacao e computacao quantica que envolvam
direcionamento EPR. Além disso, mostramos que o direcionamento EPR baseado em duas
medicoes por sitio é precisamente igual ao quantificador da desigualdade de Bell-CHSH,
constituindo uma medida de nao-localidade. Utilizando o direcionamento EPR baseado
em trés medigoes, encontramos uma relagao de hierarquia envolvendo emaranhamento e

nao-localidade, reproduzindo resultados previamente reportados.

Em seguida, no capitulo 4, aprofundamos nossa andlise da hierarquia apresentada
pelas correlagoes quanticas usando diagramas de recursos, nos quais comparamos discordia
quantica, emaranhamento, direcionamento EPR e nao-localidade de Bell. A partir de
resultados analiticos e ferramentas estatisticas convenientes, mostramos que existe uma
hierarquia bem definida para estados X com marginais maximamente misturadas. Ou seja,
estados que sao Bell nao-locais também sao EPR direcionaveis, estados EPR, direcionaveis
também sao emaranhados e estados emaranhados também apresentam discérdia nao-nula,
enquanto a relacao inversa nao é verdadeira. Além disso, mostramos que as discordias-g
sao todas equivalentes. Para complementar essa analise, mostramos uma cronologia de
mortes e ressurgimentos siibitos para os recursos em questao, correspondendo a robustez

de cada correlagao sob canais de ruido.

Sobre a questao envolvendo fluxo de correlacao, primeiramente fizemos uma analise
para a informagao quantica no contexto de uma dinamica de defasagem induzida por um
ambiente composto por banhos finitos. A partir de relagoes de monogamia da informagao
mutua, mostramos sua conexao com correlacoes tripartidas. A partir dessas verificagoes,
propusemos um estudo de caso no qual dois qubits interagem com banhos finitos e verifi-
camos a existéncia de uma relagao de conservacao envolvendo a quantidade de correlagoes
tripartidas e a quantidade de correlagoes quanticas no sistema de dois qubits. Além disso,
propusemos uma medida de nao-Markovianidade para esse modelo especifico que depende
do ntimero de modos do banho térmico, da temperatura de equilibrio, assim como, da

distribuicao espectral do acoplamento.

Para fechar nossa investigagao acerca de fluxo de correlagoes, usamos um modelo

apropriado (dado pela representagao parcial P), no qual é possivel escrever o operador
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densidade total de um sistema composto por dois qubits e um ambiente acoplado a um
dos qubits. A partir desse operador densidade total conseguimos propor condicoes que
nos permitem detectar se o estado total composto pelo sistema de dois qubits acoplado ao
ambiente é separavel ou emaranhado para diferentes tempos, temperaturas e constantes
de acoplamento. A partir dessas condi¢oes pudemos afirmar que no modelo proposto nao
existe nenhuma relacao entre a perda de emaranhamento entre os qubits e o surgimento
de emaranhamento entre o sistema de dois qubits e o ambiente, ou seja, nao existe fluzo de
emaranhamento entre as particoes do sistema. Complementarmente, mostramos que este
emaranhamento também nao é transferido para os modos do banho. Assim, de acordo
com o nosso modelo, assim como outros trabalhos recentes, uma relagao de conservacao

de emaranhamento pode nao existir quando se trata de ambientes realisticos.

Assim, nesta tese apresentamos contribuicoes relevantes para as areas de informacao
quantica e computacao quantica. Nés nos dedicamos ao estudo de correlacoes quanticas
e o fluxo de correlagoes em diferentes abordagens e nossos resultados levam a um melhor
entendimento a respeito da natureza das correlagoes e interagoes de sistemas quanticos
com o ambiente, podendo ser utilizados no desenvolvimento de protocolos de informagao

quantica, assim como contribuem para area de fundamentos da mecanica quantica.
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Apéndice

Matriz densidade de sistemas de dois qubits

Considere um sistema de dois qubits com espaco de Hilbert C2® C? e base computaci-
onal {|00), |01),[10), |11)}. Na representagao de Bloch, qualquer estado para este sistema

pode ser parametrizado como [70]:

Q:i(]lAB+( M1 +149 —|—th]0 ®0), (A1)

3,j=1

onde 147 ¢ a matriz identidade para o sistema composto, 14 e 17 sdo as matrizes identi-

dade para o subsistemas A e B, respectivamente. ¢ = (01,09, 03) com 01,03, 03 sendo as
. . . ~ - - 3 o ~

matrizes de Pauli nas diregoes z,y, z. T = (1,%2,23), ¥ = (Y1,Y2,¥3) € R® e t;; = t;; s@o

nimeros reais que denotam os elementos na matriz de correlacao T

Se realizarmos operagoes unitarias locais podemos reescrever esse sistema numa forma
mais simples, de acordo com a referéncia [71]. Ou seja, de acordo com o teorema da
decomposicao de valor unico em algebra linear, a matriz 7' = {t,;}, real e simétrica, pode

sempre ser escrita como T = O“4diag {c, ca, c3} OF ou, equivalentemente, como

ZOAt O = 6,ncm, (A.2)

3,j=1

onde O = {04, } ¢ OF = {OF;} sdo matrizes ortogonais em O(3). Além disso, sempre

existem matrizes unitdrias U e V em U(2), tal que Uo,Ut = Z 0L 5, e Vo, VT =

129
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SO OF0m [70]. Fazendo & = ZO*, 3 = 7(OP)T e notando que

3 3
U®V(Ztij0'i®0'j> Ul Vvt = Ztij<UO'iUT)®(VO'jVT)

ij=1 ij=1
3 3
m,n=1 \i,j=1
3
= Z CnOm @ O, (A.3)
m=1
o estado p é localmente equivalente a
L aB | (= -a B | 1A o (i =B : A B
P=7 1"+ (@-d")e1”+1 ®(b-0)+Zciai®ai : (A4)
i=1

Neste formato, a matriz densidade é completamente definida por nove parametros reais
arranjados em vetores tridimensionais, @ = (ai, az,as), b = (b1, by, b3) e € = (c1, ¢, ¢3).
Todo estado de dois qubits pode entao ser simplificado na sua forma normal através de

transformagoes locais unitarias (que preservam emaranhamento e correlagoes em geral).



Apéndice

Dinamica completa do estado total

Neste apéendice iremos mostrar em detalhes como é possivel obter a dinamica do estado
total utilizando a representacao parcial P. Os calculos aqui apresentados foram baseados

na descrigao feita em [135].

B.1 Representacao parcial P do estado total

Vamos generalizar a representacao P [130, 131] de um modo de campo bosonico, para
um estado total sistema-reservatério (SR) pr, a qual podemos formalmente expandir na

seguinte forma:

Representacao parcial P:
d?z .
= /71’3(2,2*) ® |2)(z], (B.1)

onde |2) = |z1)|22) - - - s80 0s estados coerentes do ambiente, d2z 1= d2zd%z - - - ¢ P(z, 2*)
¢ um operador Hermitiano no espaco de estado do sistema, que depende dos vetores de

. ~ . _ * * %
dimensao infinita dos estados coerentes, z = {21, 29, -+ } e 2" = {z},25,--- }.

Note que, como pr é Hermitiano, a fungao parcial P(z, z*) também deve ser Hermiti-
ana. Entretanto, ela pode ter autovalores negativos e é positiva somente na média sobre

os estados coerentes z e z*, dado que ela deve produzir o operador densidade reduzido do

131
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sistema. Isso pode ser visto aplicando o traco sobre os graus de liberdade do ambiente na
base de estados coerentes acima. Vamos assumir que inicialmente o sistema e o ambiente

nao estao correlacionados, e o ambiente é descrito pelo estado térmico de muitos modos,

1 d? d?
o = o [ ) [ R )
d? _
- = —Ze—'”/"|z><z|, (B2)
n ™

o qual nés também expressamos na base de estados coerentes, com os niimeros de ocupag¢ao

térmica ny = (e~ /ksT — 1)71,

Com essa notacao e a definigao do estados coerentes de Bargmann (nao-normalizados)
l|za) = 6“12*|0> = e 12P22) e ||2) = ||z1)]]22) -+, o estado produto inicial pr(0) =
ps(0) ® pr pode ser escrito como

dQZ 77L+1‘ |2

1
t:o = —_ —e a z t:o
pr( ) 7 o ° ps( ) ®|lz)(z]]

d2Z _ﬁ+1‘ |2
—e n z

— Pt =022 @ ||2)ll, (B.3)

n) w
onde introduzimos a notacao formal (n+1)|z|>/n = (7 +1)]21* /71 + (Re+1) |22 /Tig+- - - .

Além disso, no tltimo passo definimos a transformada da funcao parcial P
Pt z,2*) = a1 P(t; 2, 2*), (B.4)

a qual em ¢t = 0 produz o estado inicial do sistema pg(0) que é independente dos estados
coerentes 2, 29, --. Através da transformada da fungao P (B.4), o estado total (B.1)

pode ser escrito como

pr(t) = 1 [ 22200 o 1y o)) (B.5)

n ™

B.2 Dinamica da funcao parcial P

Consideramos um sistema quantico aberto, que esta acoplado linearmente a um re-

servatério de osciladores harmonicos: Hy = Hg + H; + Hg, com o Hamiltoniano do
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reservatorio Hg = >, wwla,\, o Hamiltoniano de interacao H; = ZA<Q§SCLT/\ + gaSTay),
e com Hg denotando o Hamiltoniano do sistema nao acoplado. Ao invés de investigar a
dinamica do sistema quantico aberto na média sobre os graus de liberdade do reservatoé-
rio, vamos calcular a equacgao de evolugao temporal para a funcao parcial P do sistema,
descrevendo o estado combinado do sistema mais o ambiente. O estado total SR obedece

a equagao de von Neumann (2.39),

pr = —ilHr(t), pr, (B.6)

onde
Hp(t) = Hs + Z (g Sal 4 gre ™ tSTay) (B.7)
A

¢ o Hamiltoniano total na representacao de interagao. Ja que desejamos obter uma equagao
dinamica para P é evidente em (B.6) que devemos inserir a representagao P de pr. Isso
é feito na forma (B.5), dado que a condicao inicial é independente de z, 75(0) = pg. Com

ay||zx) = za]|z0) e aT\Hz,\) = 0/0z,||zy), temos que

1 [ d2 Al g A 1 [ d? n A
S e P @ ) (2] = = [ e T (—iHgP) @ |)2) (|
n T n ™
1 d2z A+l (2 ; A
Ly e e Stz S1P)
S, L e nSP) o [
1 dZ n+1|z‘2<_zzg*ezw>\ts7) ) H >< H
n ™

+c.c. (B.8)

J& que (z|| ndo depende de z,, a derivada com respeito a z, na ultima linha da equacao
acima afeta o estado de Bargmann ||z), entao ele pode ser redistribuido aos integrandos
restantes via integracao por partes. De acordo com a regra do produto ele produz duas
contribuigoes — a primeira é decorrente da dependéncia exponencial com z e a segunda é

devida a sua acao na funcao parcial P — e temos que

1 dzz atl),2 +1 0
- hadiied 7T\z| . * _lwt *
n) ¢ [ ng < nA 82,\>

P ®||2)(z|]. (B.9)




B.2. Dinamica da funcao parcial P 134

Em (B.9) e na segunda linha da equagao (B.8) ocorrem certas combinagoes lineares dos

estados coerentes zy e z}. Definindo os processos complexos:
. —iwyt
z(t) = i E gae "N zy,
A

RS
at1(t) = 1 EiaC il g—— . B.10
s = i o (1) 5 (B.10)

Podemos generalizar essas defini¢oes da seguinte forma:

Definigao: (Processo complexo geral e fungao de correlagao): para uma sequéncia de

nimeros reais f := {f\} ew definimos o processo complexo geral
Zf(t) = ZZ g)\e_iu))‘tf)\Z)\. (B].].)
A

E da mesma forma podemos definir a fungao de correlagao geral do ambiente af(t — s)

como
ap(t—s) = Z |ga]? fre~ixt=s), (B.12)
A

Note que enquanto o processo zy depende dos estados coerentes z, a funcao de correlagao

af possui a mesma dependéncia.

Com fy = (ny + 1)/n) ou fy = 1, a definicao geral acima também inclui a definigao
dos processos Zat1 (t) e z(t). Com essas notagbes podemos agora considerar a segunda
contribuigdo em (B.9). Ela envolve uma combinagao linear de derivadas parciais com
respeito a z,. Esta derivada geral pode ser convertida em uma derivada funcional por

meio da regra da cadeia funcional

. > )
o * _twyt _ _
i E/\ gre oo /_ aft S)éz(s)' (B.13)
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De forma que

1 d22 —nA+l)2 A 1 d2Z Aatl),2 A

Z | ZEewREp == | 2 (LiHP

— | e @[zl = = | —e (—iHsP) @ |[z) (2]l

]_ d2Z *ﬁ+1|2|2
—e I

_— SPz(t) @ |||l

n s

1 d2z atl )2 o 575
i - p A ‘Z| * 1 — —
+ﬁ/ —e S (Z"n (1) /OO alt 8)52(3)d8> ® ||2)(z]]
+c.c. (B.14)

Como uma consequéncia da forma especial dos processos z(t) e z*(t), a derivada funcio-
nal resultante envolve a funcao de correlacao de temperatura zero do banho «a(t — s) =
>y lga2e” A=) Finalmente, em equivaléncia & equacio (B.14), obtemos a seguinte

equacao para a funcao parcial P dos sistemas.

Equacao de evolucao exata para a fungao parcial P:

P = iHgP — §'P2(t) + SPzin (t) — / alt - S)(Z((SS))

ds + c.h. (B.15)

Apesar de ser exata, esta equagao tem a desvantagem de nao ser fechada em P. Pelo
contrario, envolve em geral derivadas funcionais complicadas da fun¢ao parcial P com res-
peito ao processo complexo z(s) e z*(s). E um problema em aberto determinar sob quais
condigoes essas derivadas funcionais [~ dsa(t — s)6P/dz(s) e seu conjugado Hermitiano
podem ser substituidos pela acdo de algum operador linear O e O independente de z

em P.

B.3 Substituicao das derivadas funcionais

B.3.1 Dinamica exata: sistema de dois qubits num canal de

defasagem

Nosso objeto de estudo dessa tese é o sistema de dois qubits sujeito a descoeréncia

induzida pelo ambiente, sem qualquer troca de energia (depahsing puro). Tal sistema
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¢ descrito por uma equacgao quantica mestra que envolve o Hamiltoniando do sistema

Hg ="24(04 ® 17) + 92(14 @ 0¥) e os operadores de Lindblad S = o,. A evolugao do

sistema composto incluindo o ambiente é determinada pelo Hamiltoniano

h$2 hQ . .
Hp = 5 A (Jg‘ ® 18) + —23 (14 ® o) + (0{? ®1%)® Z <g,\e_“"*ta,\ + gf\e“"*taD,
A
através da equagdo de von Neumann pr = —i[Hr, pr], e em analogia com a evolugao

temporal que a funcdo parcial P obedece (B.15), onde é inserida a escolha acima de
Hgs e S. Devido as derivadas funcionais introduzidas na secao anterior, entretanto, esta
equacao nao ¢ fechada em Pe portanto sua solucao nao é ébvia. De maneira a substituir
essas derivadas funcionais, é 1til primeiro derivar uma funcao ) de Husimi da equacao
de evolucao para os qubits Q(z, z*) [120]. Esta quantidade é dada pelo valor esperado
(z|pr|z) do operador densidade total no estado coerente |z) = |z1)|22) - -+ do ambiente.
Para obter a equacao desejada, calculamos Q(z, 2*) = (z|pr|z) por meio da equagao de
von Neumann e obtemos
1h$2 4

A A ih{) A . ¥ —iw
Q = 5 [af@]lB,Q] —TB []lA@Of,Q] —ng)\e Mo (zlaxpr|2)
)

+i Z gie N2\ Qo — ZZ e 2o,Q 4 i Z gAei”*t<z|an\pT\z>az. (B.16)
A By y

Na equaciio acima usamos as relaces de autovalores ay|z) = zy|z) e (z|al = 2} (z|. Para
simplicar a equagao (B.16) temos agora que investigar expressoes na forma (z|aypr(t)|z)
na qual os operadores de criacao e aniquilagao atuam no conjugado Hermitiano dos seus
autoestados. Para este fim, expressamos o operador densidade total num tempo ¢ por meio
do operador de evolugao temporal Ur(t) e inserimos o operador unidade 1 = UT(t)U}(t)

em frente ao operador de aniquilacao,
(laxpr(D)]2) = (NUr(OUHBaUr(O)pr O)UD)]2), (B.17)

onde ay(t) = UL(t)aUr(t). O operador de Heisenberg emergente ay(t) pode ser de-
terminado a partir da equacao de movimento a, = —i[Hp(t),ay], e obtém-se a)(t) =
ay — gao-(e“* — 1) /wy. Aqui, a primeira contribuicio somente constitui o operador de

Schrodinger independente do tempo a) e portanto atua no espaco de Hilbert do ambiente,



B.3. Substituicao das derivadas funcionais 137

enquanto que o segundo afeta somente a parte do sistema. Como ¢, comuta com o Ha-
miltoniano do sistema, e assim com todo o operador de evolucao temporal, esta segunda

contribuigao de a,(t) pode ser fatorada do valor esperado acima, obtendo
Clas®prle) = Lo =)@+ EAUrOarpr OUF ). (B1Y

Com este procedimento nés movemos o operador de aniquilagao a) um passo mais perto
de seu autoestado |z). Para mudar ainda mais sua posigdo também com pr(0) = pg(0) ®
Ptherm Usamos a relacao

axPtherm = e_WA/kBTptherma)\- (Blg)

Substituindo a relagao correspondente para pr(0) em (B.18), a tnica coisa que resta a ser
feita é mover a), para a frente do operador de evolugao temporal U}(t). Isso pode ser feito

analogamente as consideragoes que levaram a (B.18) e chegamos em

Flarpr(t)lz) = Po.(e ~1)0.Q,
A

+e_w*/kBTg—A(ei“*t — 1)Quo, + e kT2 Q. (B.20)
Wi

Repetindo esse mesmo procedimento com a expressao conjugada Hermitiana correspon-
dente (z|pr(t)al|z), nés finalmente derivamos a seguinte equacio temporal para a funcio
parcial Q:

1h 4

. t
O = Mag s g i ,

5 14 ® 08, Q] - i 2R[a(t — s)]dsQ

2
+/t2ﬂ?[ a_s (t = s)lds(o) ©17)Q(of @ 17)
+[Qe
+| (ot

2©17):(t) - (02 © 1)Q 2, (1)

n+1

Q=(t) = Qo @ 1%)20 (1), (B.21)

A+l

onde usamos a relagao e~“»/*8T = p, /(ny+1) e também introduzimos o processo complexo

zr e a funcao de correlacao oy com f =

(B.11) e (B.12).

A de acordo com as definicoes
n+1 ny+1 AEN >

Com a equagao (B.21) nds chegamos mais perto do nosso objetivo de evitar a emergén-
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cia de derivadas funcionais [~ dsa(t—s)6P/6z(s) e c.h. na equacdo (B.15). Ela constitui
uma equacao fechada para a funcao parcial @), a qual pode ser resolvida prontamente para

um sistema de dois qubits inicial dado pela equagao (2.53), resultando em

Agpn 0 0 ngM
A —|2?/(n+1) 0 A9 BY 0
. e P22 — P23
Qt;2,2") = ———— C;; 0 ) (B.22)
n+l 0 B* p55 A% pss 0
BYp:, 0 0 A%u

onde os componentes da matriz AL () e B¢ (t) sio dados por

n+1 1

Bt = exp[—i(Qa £+ Q)] exp [—Aw(t)] exp[ <u+ Z—ﬁﬁ(t)-?ﬂ.

n+1 n+1 n+1

Aﬁ(t) — exp [_A;(t)] exp [i (17*#1(75) +ﬁ*(t) ?ﬂ

Para as equagoes acima se manterem legiveis, no senso das definigoes (B.11) e (B.12)

no6s definimos as fungoes Af(t) = f(f s ay(s — 7)drds, e também os vetores de dimensio

infinita uf(t) = { fot rga exp[z’w,\s]ds} para duas sequéncias diferentes de niimeros
AEN

reais fy = 1/(ny+ 1) ou f, = (2n) +1)/(7y + 1).

Esta solucao a principio nos permite obter a representacao matricial da funcao P
através da relagao Xp(f, ¢*) = exp[|¢]?] XQ(& *) entre as funcdes caracterfsticas corres-

pondentes no espaco de Fourier: obtém-se

. 2 PE o
P = [ e no [2R ) (B.23)
T T
Utilizando a identidade [ explan + Bn — y|n|*|d*n/m = explaB/~]/v para n,«a, B, € C,
e observando que Af(t) = |i;(t)|* para uma das sequéncias definidas acima f = {f\},

finalmente obtém-se

AL piy 0 0 B pia
22
P75 = e 0 Aipz Bopsz 0 (B.24)
o n 0 Bipy; A-psz 0 7

B, 0 0 A pu
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onde neste caso os componentes de matriz A (t) e BL(t) sao dados por

Aclt) = exp[_Al

n

(t)} exp [i (a (t)- 7+ a% (t)- 2 )}

Bo(t) = exp[—i(Qa+ Q) ]eXp[ [ ( s () 7 — ion (t)-g*)]
Com o conhecimento de p(t, Z,Z*) nés ja temos o estado total SR via pr = ff’ ®

|2)(Z]d?>Z/m!. Diferenciando a equagao (B.24) com respeito ao tempo, obtém-se a seguinte

equacao para a funcgao parcial P:

_ihQA

P = [a;‘@ﬂB,Q] @hgzg []lA@ A]—i—/tQH?[oz(t—s)]dsP
0

—/tQIR[ %(t—s)]ds(af®]13)15(af®ILB)+15( ® 15)za41 (1)

n

~

—(62 @ 15)P2(t) + (62 @ 15) Pz — P(o? @ 15)2%(1). (B.25)

n

~ . . A2 /5 —
Desde que a funcio parcial P P difere de P somente por um fator e~ #1°/7 /7, esta quan-
tidade obedece a mesma equagao de evolugao. Por comparagao com a equacao (B.15),
encontra-se que neste modelo simples para o sistema é consistente substituir as derivadas

funcionais [~ dsa(t — $)8P/0z(s) e h.c. da seguinte maneira

) 575 t R t ~
/ dsa(t — s) 52(5) = /o a%ﬂ(t — s)dsPo, — /0 at — s)dso, P,

—00

oo > t t
/_ dsa*(t — 8)55’7(33) = /0 ooy (t — s)dsPo, — /0 a*(t — s)dsPo,. (B.26)

n

! Algumas modificacdes nas expressoes acima foram feitas no capitulo 6 de forma a melhorar a sua
legibilidade. Por exemplo, definimos as funces o ¢ 8 ao invés de utilizar A (t)
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