UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

TASIA HICKMANN

ANALISE DA VARIACAO TERMICA SAZONAL EM BARRAGEM DE
CONTRAFORTES COM O USO DE CALCULO FRACIONARIO

CURITIBA
2016



TASIA HICKMANN

ANALISE DA VARIACAO TERMICA SAZONAL EM BARRAGEM DE
CONTRAFORTES COM O USO DE CALCULO FRACIONARIO

Tese apresentada como requisito parcial a obten-
¢ao do grau de Doutor em Ciéncias, no curso de
Pés-Graduagao em Métodos Numéricos em Enge-
nharia, Area de Concentracio em Programacio
Matematica, Setores de Tecnologia e de Ciéncias
Exatas, da Universidade Federal do Parana.

Orientador: Profa. Dra. Liliana Madalena Gra-
mani

Coorientador: Prof. Dr. Eloy Kaviski

CURITIBA
2016



Hickmann, Tasia
Analise de variacao térmica sazonal em barragem de contrafortes
com o uso de calculo fracionario / Tasia Hickmann. — Curitiba, 2016.
138 f. :il., tabs.

Tese (doutorado) — Universidade Federal do Parana, Setores
de Tecnologia e de Ciéncias Exatas, Programa de Pos-Graduagdo em
Métodos Numéricos em Engenharia.

Orientadora: Liliana Madalena Gramani
Coorientador: Eloy Kaviski
Bibliografia: p. 113-118

1. Barragens de concreto. 2. Barragens - Temperatura.
Equacéo de calor. . Gramani, Liliana Madalena. Il. Kaviski, Eloy.

11, Titulo.

CDD 627.8028




TERMO DE APROVACAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa
de Poés-Graduagdo em METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA da
Universidade Federal do Parana foram convocados para realizar a argui¢éo da
Tese de Doutorado de TASIA HICKMANN, intitulada: "ANALISE DA
VARIACAO TERMICA SAZONAL EM BARRAGEM DE CONTRAFORTES
COM O USO DE CALCULO FRACIONARIO", apés terem inquirido a aluna e

realizado a avaliagdo do trabalho, sdo de parecer pela sua
ApPROVA CAD

Curitiba, 04 de maio de 2016.
Chle—
Prof ELOY KAVISKI (UFPR)

(Presidente da Banca Examinadora)

@«Akobdo o ngl NONACTALN

Prof CRISTOVAO V. SCAPULATEMPO FERNANDES (UFPR)

Por video conferéncia
Prof ADILANDRI MERCIO LOBEIRO (UTFPR)

== N /Jl,3

Prof EMERSON DILAY (UP)

3:»\,\ o G du\« \“ugu' Bedle
Prof FABIO ANDRE NEGRI BALBO (IFC)

Curitiba, 04 de maio de 2016



Aos meus pais, Ivete e Eugenio,

por tanto amor desde sempre.



AGRADECIMENTOS

O desenvolvimento e finalizagao desta tese ndo ¢ apenas meu, e sim a soma da so-
lidaria contribuigao de diversas partes. A estas o meu sincero e profundo Muito Obrigada:

A Deus, Ser Onisciente e Bondoso, que esta presente em todas as nobres agdes que
colaboram para a expansao do limitado conhecimento humano.

Aos meus queridos e estimados orientadores Professora Liliana Madalena Gramani
e Professor Eloy Kaviski, pela sabedoria, paciéncia e generosidade no compartilhamento
de suas ideias e conhecimento.

A minha familia, em especial minha irma Janete, meu cunhado Cassol e minha
amada sobrinha e afilhada Milena por terem sido sempre meu porto seguro de carinho e
amor.

Aos meus colegas da Itaipu Binacional e do CEASB/FPTI Luis Sucapuca, Ever-
ton Garcia e Dimilson Coelho que contribuiram sem medir esforgos para o alcance dos
resultados desejados.

Aos meus colegas de doutorado, pelos bons e felizes momentos compartilhados, em
especial aqueles que dividem comigo seus dias de trabalho na UTFPR, Campus Media-
neira: Cleverson Gongalves, Jairo Correa, Levi Lopes e Samuel Bellido.

Aos meus amigos muito especiais: Ricardo Oliveira, Maria Claudia Aguitoni, Dani-
ela Barbieri, Diego Canever, Rafaela Camicia, Mariana Novaes, Ezequiel de Lima e Flavio
Feix que sempre fizeram eu me sentir capaz de vencer e alcancar todos os meus objetivos.

Ao PPGMNE-UFPR pela oportunidade da realizacao do doutorado e aos profes-
sores pelos novos aprendizados e experiéncias.

Ao CEASB-FPTI pelo apoio e espago concedidos para o pleno desenvolvimento

desta tese.



“O que destroi a humanidade:

A Politica, sem principios;
O Prazer, sem compromisso;
A Riqueza, sem trabalho;
A Sabedoria, sem cardter;

Os Negocios, sem moral;

A Ciéncia, sem humanidade;

A Oragdo, sem caridade’.

(Mahatma Gandhi)



RESUMO

Barragens de concreto respondem a diversos tipos de carregamentos, sejam eles proveni-
entes da forca da gravidade, pressdo hidrostatica da dgua ou variagao térmica sazonal.
Dentre estes, diversos trabalhos presentes na literatura destacam a importancia de se
avaliar os efeitos da temperatura no desempenho estrutural de barragens. Altos indices
de variagao de temperatura podem afetar o desempenho, resisténcia e durabilidade das
estruturas, de modo que a correta avaliacao do campo de temperaturas é essencial para
que uma futura analise e determinacao das tensoes de origem térmica possa ser realizada.
Através de um estudo de caso na Barragem da Usina Hidrelétrica de Itaipu (UHI), é pro-
posto um esquema numérico via elementos finitos para calibrar e validar os parametros
térmicos do concreto (condutividade térmica, calor e massa especifica) de um bloco de
contraforte quando este esta sujeito a variacao térmica sazonal. Devido ao advento das
aplicagoes do Célculo Fraciondrio (que se trata de uma abordagem generalizada do Cal-
culo Tradicional, onde derivadas e integrais sucessivas podem ser de ordem nao inteira)
esta tese traz como inovacao a modelagem térmica em barragem de contrafortes através
de Equagoes Diferenciais Fracionarias. As solugoes de um modelo via Célculo Tradicional
e via Calculo Fracionario foram analisadas comparativamente aos dados observados por
meio do MAPE (Erro Percentual Absoluto Médio). Para o caso da barragem da UHI,
com geometria, condi¢does de contorno e propriedades do concreto bem definidas, o mo-
delo térmico fracionario apresentou um resultado mais proximo a realidade do bloco em
estudo ao verificar que o maior MAPE nos pontos de prova foi de 3.23%. O objetivo assim

¢ instigar futuras aplicacoes do Célculo Fracionario no ambito de barragens.

Palavras-chaves: Modelagem Térmica. ANSYS. Equagao do Calor Fracionaria. Métodos

Aproximados.



ABSTRACT

Concrete dams respond to various types of loads, whether from the force of gravity, hy-
drostatic water pressure or seasonal thermal variation. Among these, several studies in
the literature highlight the importance of evaluating the effects of temperature on the
structural performance of dams. High temperature change rates may affect the perfor-
mance, strength and durability of the structures, so that the correct evaluation of the
temperature field is essential for future analysis and determination of the thermal stress
can be performed. Through a case study in Itaipu Hydroelectric Power Plant dam (UHI),
a numerical scheme is proposed via finite element to calibrate and validate the thermal
parameters of concrete (thermal conductivity, heat and density) of a buttress block when
this it is subject to seasonal thermal variation. Due to the advent of applications of Frac-
tional Calculus (which is a generalized approach to the traditional calculation, where
derivatives and successive integrals can be no integer order) this thesis brings as innova-
tion thermal modeling in buttresses dam through Fractional Differential Equations. The
solutions of a model via traditional calculation and via Fractional Calculus were analyzed
in comparison to the observed data through MAPE (Mean Absolute Percent Error). In
the case of UHI dam, with geometry, boundary conditions and concrete properties well
defined, the fractional thermal model presented closer to reality block in study results to
check the biggest MAPE in test points was 3.23%. The purpose is to instigate so future

applications of fractional calculus under dams.

Key-words: Thermal Modeling. ANSYS. Fractional Heat Equation. Approximate meth-
ods.
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1 INTRODUCAO

Barragens sao estruturas hidraulicas construidas no curso de um rio para criar um
reservatorio para o uso de agua com diversas finalidades, como: irrigacao, abastecimento
de dgua, controle de enchentes, navegacao, pesca ou produgao de energia hidrelétrica. Para
esta ultima finalidade, as barragens podem ser classificadas em dois grandes grupos de
acordo com o material utilizado na sua construcao: barragens de concreto, que podem ser
do tipo gravidade, arco e contrafortes, e barragens convencionais de terra ou enrocamento.

A FIGURA 1 apresenta os tipos de barragens mencionadas.

Barragem
em arco

FIGURA 1 - TIPOS DE BARRAGENS DE ACORDO COM O MATERIAL EMPREGADO.
FONTE: Adaptado de <http://www.australiangeographic.com.au/topics/science-environment/2011/01/

to-dam-or-not-to-dam>. Acesso em: 01 fev. 2016.

De acordo com SA (2003), a seguranca das barragens constitui uma preocupagao
permanente para o governo e a sociedade, tanto por sua importancia econémica como
pelo risco potencial que representa a possibilidade de ruptura ou outro acidente grave,
em termos de vidas humanas, impacto ao meio ambiente, prejuizos materiais e os reflexos
econOmico-financeiros.

Conforme Silva (2003) e Maken, Léger e Roth (2013), as barragens estao sujeitas
a mudancas na sua temperatura interna em funcao de mudancas de temperatura externa
e do calor de hidratagdo, que é uma fonte de calor proveniente de reacoes quimicas do
concreto durante a fase de construcao da barragem, mas que se dissipa apos certo tempo.
As cargas térmicas externas a uma superficie sao oriundas da radiacao solar e das variagoes
de temperatura do ar, fundacao e reservatorio e tais cargas podem causar deformacoes
e alteracoes volumétricas significativas na estrutura, o que frequentemente faz exceder a

resisténcia a tragao do concreto levando ao desenvolvimento de fissuras.


http://www.australiangeographic.com.au/topics/science-environment/2011/01/to-dam-or-not-to-dam
http://www.australiangeographic.com.au/topics/science-environment/2011/01/to-dam-or-not-to-dam
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A avaliagao de problemas relacionados a transferéncia de calor entre materiais e o
ambiente tem sido abordados com frequéncia, devido ao surgimento de tensoes de origem
térmica na estrutura, que podem comprometer requisitos de desempenho, seguranca e
durabilidade da estrutura. Assim, a correta avaliagdo do campo de temperaturas em uma
barragem é essencial para a determinacao de tais tensoes e deformagoes.

Em geral, no ambito de projeto de barragens, os estudos térmicos consistem nas
andlises das temperaturas e das subsequentes tensoes e deformagoes devido a alguns fa-
tores, descritos em Coelho (2012) e Petronilho (2011):

e A contracao térmica do concreto que ocorre durante o periodo de resfriamento como
resultado da dissipacao do calor gerado pela sua hidratacao. Nesta fase o concreto
ganha rapidamente tanto resisténcia como rigidez, gerando tensoes internas que,
se ultrapassarem sua resisténcia a tracdo, levam a fissuragdo. A retragdo térmica
também ocorre em virtude das condigoes climaticas durante a execuc¢ao da obra,
temperatura de lancamento, quantidade e tipo de materiais empregados, geometria
da estrutura, propriedades do concreto endurecido, propriedades térmicas e elasticas
da fundagao, tipo de cura, altura das camadas de lancamento e seus intervalos de

execucao e dimensionamento de juntas de contracao;

e Os efeitos da condugao, radiacdo e convecgao e a diferenga entre as temperaturas

maxima e minima que o concreto esta sujeito devido a fatores ambientais.

Segundo Rosso, Fiorini e Porto (1997) as barragens de contrafortes sao fortemente
influenciadas pelas oscilagoes de temperatura. Os deslocamentos horizontais e verticais
da crista dos blocos das barragens de concreto sao induzidos pelas variagoes térmicas
ambientais, observando-se comportamento diferenciado entre os paramentos de montante
e de jusante, sendo esta ultima que experimenta variagoes térmicas mais significativas
devido principalmente a sazonalidade. Assim, faz-se necessario o estudo dos gradientes
térmicos entre verao e inverno e sua relagdo entre as variagoes de deslocamento da crista
da barragem.

A determinacao dos campos de temperatura em uma barragem de concreto estd
ligada a processos de transferéncia de calor a que esta esta sujeita e ao examinar algumas
referéncias que tratam do tema Transferéncia de Calor, como Ozisik (1993), Shukla (2005)
e Incropera, Dewitt et al. (2011), verifica-se que as equagoes que descrevem a transferén-
cia de calor podem apresentar as seguintes caracteristicas: sdo nao lineares; algébricas,
diferenciais parciais e/ou integrais; constituem um sistema acoplado; as propriedades dos
materiais envolvidos sao geralmente em funcao da temperatura; e a regiao de solucao
normalmente tem uma geometria complexa. Todos essas caracteristicas fazem com que
os métodos analiticos se tornem muito limitados, e as solugdes exatas constantemente

sao indisponiveis, de modo que os métodos numéricos sao os recursos mais empregados a
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resolucao de problemas de real interesse. Exemplos sdo o Método das Diferencas Finitas
(MDF), o Método dos Volumes Finitos (MVF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Além das caracteristicas citadas acima ao analisar um modelo matematico, é ha-
bitual que as equagoes diferenciais e/ou integrais sdo de ordem inteira, ou seja, que em-
preguem o conceito de derivada e integral como no abordado em disciplinas classicas de
Célculo. No entanto, é possivel modelar problemas fisicos em termos de equagoes diferen-
ciais e/ou integrais de ordem arbitraria, real ou complexa. Esse desenvolvimento remete
ao trabalho de L’Hopital, que em 1695 foi o primeiro a questionar Leibniz sobre a possivel
interpretagdo do que viria a ser d"y/dz™ quando n = % A partir de entdo e até meados do
século passado, diversos matematicos e estudiosos trouxeram importantes contribuicoes
para o desenvolvimento do chamado Calculo Fracionario (CF), cuja designagao é man-
tida por razoes histéricas, e ao qual esta subentendido a ideia de tratar-se de derivadas e
integrais de ordem arbitraria (CARPINTERI; MAINARDI, 1997).

Até poucas décadas atras o Calculo Fracionario era considerado uma teoria mate-
matica sem grande utilidade. A partir da década de 1970 este ponto de vista comegou a
mudar devido a expansao das atividades de pesquisa e atualmente aplica¢oes do Céalculo
Fracionario sao apontadas em diversos campos cientificos, como em sistemas de controle de
finangas e economia; processamento de sinais e imagens; modelagem térmica de sistemas
em engenharia, além de relagoes constitutivas nas areas de mecanica, elétrica e quimica;
fenémenos de difusdo e advecgao, entre outras areas (MACHADO; KIRYAKOVA; MAI-
NARDI, 2011).

Na literatura é possivel encontrar uma série de livros que abordam o tema, envol-
vendo teoria e aplicagoes, em especial na mecanica e fisica, alguns deles sao: Samko, Kilbas
e Marichev (1993), Miller e Ross (1993), Carpinteri e Mainardi (1997), Hilfer (2000), Sa-
batier, Agrawal e Machado (2007), Kilbas, Srivastava e Trujillo (2006), Abbas, Benchohra
e N'Guerekata (2012) e Atanackovic et al. (2014). O livro, Latawiec, Lukaniszyn e Sta-
nistawski (2014), publicado em 2014 apés a 6th Conference on Non-integer Order Calculus
and Its Applications, realizado na Polonia, retine diversos trabalhos e é considerado um
pequeno passo a frente no desenvolvimento da teoria e aplicagoes do CF.

Algumas pesquisas como Caputo e Mainardi (1971), Sabatier, Agrawal e Machado
(2007) mostraram que a derivada de ordem arbitraria oferece uma descrigdo mais refinada
de alguns fendmenos naturais que aquela feita a partir do Calculo de ordem inteira,
tendo em vista que derivadas fracionarias proporcionam uma boa descricdo para efeitos
de memoria e processos de difusdo anémala.

As defini¢oes de derivada e integral fracionarias foram idealizadas e formalizadas
por varios matematicos, sendo que as mais usuais foram propostas por Riemann, Liou-
ville, Grunwald, Letnikov, Caputo, Weyl e Riesz (CAMARGO, 2009). Para problemas
modelados por equacoes diferenciais fracionarias, a definicao de derivada fracionaria dada

por Caputo é considerada a mais conveniente, tanto em aplicagdes gerais como para esta
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tese, uma vez que as condigoes iniciais e de contorno podem ser exibidas na sua forma
tradicional, como no caso de equacoes diferenciais de ordem inteira. Os modelos matema-
ticos descritos através de equacgoes fracionarias tem apresentado grande evolucao e consigo
métodos de resolucao sao estudados, tanto de carater analitico quanto numérico. Em di-
versos casos tais métodos de solugao tratam-se de generalizagoes dos métodos numéricos
conhecidos e aplicados a modelos matematicos tradicionais.

A modelagem matematica é uma técnica entre muitas que traz importante contri-
buigdo para um projeto estrutural. Esta tese, como sera visto mais adiante, busca instigar
e ampliar a aplicabilidade de modelos mateméaticos de ordem fraciondaria no estudo da
transferéncia de calor em barragens de concreto, em particular de contrafortes. Pode-se
dizer que, atualmente, a modelagem matematica combinada com a Tecnologia da In-
formacao provém suporte as atividades de design e otimizacao, de uma forma notavel,
facilitando as atividades e melhorando os resultados. No que diz respeito ao método dos
elementos finitos, existem diversos softwares CAE (Computer Aided Engineering ou Enge-
nharia Auxiliada por Computador) para o método dos elementos finitos no mercado, entre
eles, 0 ANSYS®, Abaqus®, Nastran®, Adina®, Mecway®, HyperMesh® e Cosmos®.

Nesta tese, para o desenvolvimento do método que analisara o efeito térmico sazo-
nal em barragens de concreto do tipo contrafortes, foi utilizado o ANSYS. Este software
é capaz de realizar analises estaticas e dinamicas, transferéncia de calor, fluxo de fluidos e
eletromagnetismo e seu uso abrange diversos campos da engenharia, incluindo aeroespa-
cial, automotivo, eletrénica e nuclear (MOAVENI, 2008). Por meio dele é possivel realizar
analises de modelos desde os mais simples aos mais complexos, com extrema flexibilidade

e com a vantagem de ser um software utilizado pela comunidade cientifica e pela industria
(COELHO, 2012).

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

No que concerne ao estudo de efeitos térmicos sazonais em barragem de concreto,
realizou-se uma extensa pesquisa bibliografica e os trabalhos considerados mais significa-
tivos sao apresentados nos paragrafos que seguem.

Os autores Léger, Venturelli e Bhattachar devenvolveram dois trabalhos, um com-
plementar ao outro, Leger, Venturelli e Bhattacharjee (1993a) e Leger, Venturelli e Bhat-
tacharjee (1993b), onde relataram o comportamento estrutural de barragens de gravidade
quando sujeitas a distribuicao de tensao e temperatura sazonais. A parte 1 descreveu um
método para calcular deformacoes induzidas termicamente em barragens de concreto uti-
lizando elementos finitos. A parte 2 trouxe uma resposta térmica de um sistema fundacgao-
barragem-reservatorio tipico utilizando a metodologia descrita na parte 1. Adicionalmente
realizou-se uma andalise paramétrica para avaliar a influéncia das diferentes hipéteses na
modelagem e identificar os parametros mais importantes que afetam a resposta estrutural

do sistema, como o tamanho e as propriedades térmicas e mecanicas da barragem, reserva-
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torio e fundacéao e a distribuicao do calor através da radiagao solar. Os autores chegaram a
conclusao de que a distribuicao de temperatura didria do ambiente afeta expressivamente
as tensoes térmicas de tracao superficiais.

O trabalho Sheibany e Ghaemian (2006) dedicou-se a andlise tridimensional para
determinar as tensoes térmicas em uma barragem de concreto a arco empregando um
modelo em elementos finitos, que foi desenvolvido para determinar a variacdo anual da
temperatura e do estresse térmico no corpo da barragem Karaj no Ira. As temperaturas
previstas pelo modelo foram satisfatoriamente comparadas com os registros da instru-
mentacao e os resultados da analise numérica mostraram que provaveis fissuras ocorrem
numa regiao muito proxima a face da jusante e sugerem que as cargas térmicas sao as
acoes mais significativos para causar fissuras quando comparadas com o proprio peso da
barragem e as cargas hidrostaticas.

Ainda Léger e outros pesquisadores se incumbiram em continuar o estudo rela-
tivo ao comportamento térmico sazonal de barragens. No trabalho Leger e Seydou (2009)
avaliou-se os deslocamentos térmicos sazonais de barragens de gravidade de concreto a
partir de um modelo deterministico em elementos finitos e um modelo estatistico HST
(Hydrostatic Seasonal Time). Um modelo hibrido, calibrado a partir de dados de desloca-
mento de péndulos, foi utilizado para extrapolar a resposta de deslocamento para eventos
térmicos extremos ainda nao experimentados pela barragem.

Em 2013 foi publicado o trabalho Maken, Léger e Roth (2013), onde se estudou
o comportamento estrutural em barragens localizadas ao Norte do Canada, uma vez
que as mesmas podem estar sujeitas a variagoes de temperatura que chegam a 75°C
entre o inverno e o verao. Os autores concluiram que as propriedades fisicas do material
dependentes da temperatura nao afetam significativamente a resposta estrutural quanto
ao deslocamento da barragem e as fissuras na face a jusante podem ser bem representadas
através de modelos numéricos por elementos finitos via ANSYS.

Anders Ansell, Richard Malm e outros pesquisadores desenvolveram trabalhos so-
bre propagacao de fissuras em barragem de contrafortes, como pode ser visto em Ansell
et al. (2010), Malm e Ansell (2011) e Malm et al. (2013). Um modelo em elementos finitos
baseado na mecanica da fratura nao-linear, teoria da plasticidade e mecanica do dano foi
estudado para examinar o desenvolvimento de fissura em uma barragem de contrafortes
levando-se em conta variagoes sazonais de temperatura. Os resultados mostraram que a
variagao térmica sazonal causa altas tensoes a tragdo em diferentes pontos na barragem
e as tensOes térmicas, em combinag¢ao com a pressao hidrostatica da dgua, mostraram ser
a razao para o fissuramento.

Em acréscimo aos trabalhos acima, outros presentes na literatura abordam meto-
dologias para a descricdo do campo de temperatura em barragens de concreto através do
método dos elementos finitos, como se vé em Daoud, Galanis e Ballivy (1997), Noorzaei
et al. (2006) e Mirzabozorg et al. (2014), Zvanut, Turk e Kryzanowski (2015) e Jafari
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(2016).

A aplicabilidade do software ANSYS em problemas térmicos em barragem de con-
creto foi investigada a fim de fundamentar a escolha deste software na realizacao de
algumas simulagoes numéricas nesta tese.

Em Malkawi, Mutasher e Qiu (2003) a distribuicao de temperatura real no corpo de
uma barragem a gravidade de Concreto Compactado a Rolo (CCR), medida por termopa-
res, foi comparada com a simulada através de ANSYS, e em geral, houve boa concordancia
entre os dados e valores numericamente preditos. Além disso, o software determinou a ten-
sao por meio de uma anélise termo-estrutural como resultado da variacao da temperatura
através do tempo.

Também foi simulado numericamente, por meio do ANSYS, os campos de tempera-
turas transientes durante o processo de construgao de uma barragem a gravidade de CCR
situada na China. Os campos de tensoes térmicas e de tensoes desenvolvidas através aco-
plamento reservatério-temperatura foram simuladas. Os resultados obtidos por meio de
simulagoes via ANSYS apresentaram boa concordancia com os resultados experimentais.
(CHAO et al., 2010)

No trabalho Maken, Léger e Roth (2013) um dos objetivos foi investigar a capaci-
dade do ANSYS em prever o desenvolvimento da fissura na face a jusante da barragem
a arco Daniel Johnson, localizada em Quebec no Canadd, para uma condi¢ao de carga
térmica severa. Uma analise termomecanica nao-linear através do método dos elementos
finitos foi concebida quando a barragem esta sujeita a variagoes térmicas sazonais.

Na literatura existem varios livros dedicados ao estudo de problemas em engenharia
com o auxilio deste software, como por exemplo: Nakasone, Yoshimoto e Stolarski (2006),
Moaveni (2008), Bitterncourt (2010) e Madenci e Guven (2015).

Nos trabalhos mencionados acima e outros mais presentes na literatura constatou-
se a eficacia do método dos elementos finitos na resolucao de modelos térmicos em barra-
gem de concreto, sendo que grande parte deles tem como software de apoio o ANSYS.

Quanto ao tema modelagem térmica através de Equagoes Diferenciais Fracionarias,
os trabalhos que merecem destaque dentro do escopo desta tese também serdao brevemente
discutidos na continuidade.

Povstenko dedicou-se extensivamente ao estudo de solugoes para a equagao da
difusao fracionaria e problemas de tensao associada ao calor. Alguns dos seus trabalhos
sao: Povstenko (2004), Povstenko (2007), Povstenko (2008), Povstenko (2009a), Povstenko
(2009b), Povstenko (2010), Povstenko (2011b), Povstenko (2012) e Luchko, Mainardi e
Povstenko (2013), Ozdemir et al. (2014).

Os métodos aproximados para solucao de equagoes diferenciais fracionarias apre-
sentam formulagoes semelhantes quando comparados aos métodos para as equagoes clas-
sicas, pois na maioria dos casos sao apenas uma generalizacdo dos métodos tradicionais.

Os métodos numéricos mais empregados para equagoes fracionarias sao: método das di-
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ferencas finitas, método dos elementos finitos, método dos elementos espectrais e método
da iteragao variacional.

Em Atallah (2011), o método dos elementos finitos na sua forma variacional foi
aplicado a equacao da difusao unidimensional fracionaria no tempo. As discretizagoes
espacial e temporal foram aplicadas a alguns exemplos evidenciando que os resultados
numéricos sao consistentes com os resultados teéricos.

No trabalho Cao e Wang (2014) uma formula¢ao semi-discreta baseada no mé-
todo dos elementos finitos foi aplicado para a equacao da difusao fracionaria no espacgo.
Experimentos numéricos verificaram boa conformidade com as previsoes tedricas. Em Li
e Zeng (2012) o método das diferengas finitas para equagoes diferenciais fracionérias foi
abordado, especialmente para solucao da equagao da difusao ou dispersao fracionarias no
tempo, espaco e tempo-espaco.

Devido as amplas aplicagoes do CF, a busca por algoritmos numéricos com alta
precisao, convergéncia rapida e baixo armazenamento estd se tornando cada vez mais
importante. Duas importantes referéncias sintetizam os principais métodos numéricos para
Equacoes Diferenciais Fracionarias (EDF) com andlises de convergéncia e estabilidade, que
sao: Guo, Pu e Huang (2015) e Li e Zeng (2015).

Constatou-se durante as pesquisas sobre este tema que existe uma lacuna no que se
refere a modelagem em barragem de concreto e o uso dos dados observados de termometros
como meio de validagdo dos modelos térmicos fracionarios. Por outro lado, nota-se um
maior desenvolvimento dos métodos numéricos de solucao de tais modelos, especialmente
o MDF.

Diante do cenario em que se encontra a pesquisa sobre modelagem térmica em
barragem de concreto, em particular contrafortes, em termos do cédlculo tradicional e

fracionario, definiu-se os objetivos desta tese e estes sdo destacados na secao que segue.

1.2 OBJETIVOS DA TESE

O objetivo geral desta tese consiste em: Avaliar a aplicabilidade de um modelo
térmico fracionario para descrever o campo de temperatura em um bloco de concreto do
tipo contraforte da barragem da UHI sob efeito da variacao térmica sazonal.

Para o alcance deste objetivo, alguns passos sao fundamentais, e estes sdo:

e Desenvolver um método numérico-computacional para calibragao e validagao dos
parametros térmicos do concreto (condutividade, calor e massa especificos) de um
bloco de contraforte da barragem da UHI, quando este esta sob efeito sazonal da
temperatura, utilizando o ANSYS como ferramenta operacional para processamento

do método dos elementos finitos;

e Propor um modelo matematico simplificado do problema da difusao de calor fracio-

naria para uma geometria simplificada de um bloco de contraforte da UHI,
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e Produzir um método computacional para solucionar o modelo de difusao fracionaria;

e Comparar os resultados obtidos para este modelo via ANSYS e via CF através dos

dados observados em um bloco de contraforte da UHI,;

e Analisar comparativamente as solugoes da equagao do calor via ANSYS 2D e da
equagao do calor de ordem fracionaria 2D a partir de dados coletados rotineiramente

dos termometros de um bloco de contraforte em estudo.

1.3 JUSTIFICATIVA

Os objetivos mencionados acima consistem, de forma geral, em analisar os efeitos
térmicos sazonais em barragem de contrafortes através de uma modelagem numérica e
computacional explorando um novo método de andlise térmica, baseado na formulacao e
resolugao numérica de equagoes diferenciais parciais fracionéarias (EDPF).

Um primeiro ponto relevante concentra-se no fato de ser um estudo em barragem de
contrafortes, pouco abordado na literatura. Grande parte das pesquisas sao enfatizadas em
barragens de gravidade aliviada e a arco. Outro aspecto fundamental é a andlise térmica
sob os efeitos da sazonalidade, que sdo as variagoes térmicas entre inverno e verao. Uma
aplicacao deste estudo foi realizada em um bloco de contraforte da barragem da Usina
Hidrelétrica de Itaipu a fim de avaliar a propagacao de calor no bloco quando este esta
sujeito a temperaturas nas suas faces. O modelo numérico-computacional desenvolvido é
inédito devido a alguns fatores, como: ajuste dos dados de temperatura dos termometros
superficiais e internos a estrutura por meio de Séries de Fourier, modelagem térmica por
meio do CF, geometria do bloco em andlise e caracteristicas do concreto.

A calibracao e validagao dos coeficientes térmicos do concreto do bloco em analise
constituiu em um passo primordial para o alcance do objetivo principal desta tese. Uma
das etapas deste processo consistiu na solucao do modelo térmico na sua forma tradicional
por intermédio do método dos elementos finitos com auxilio do software ANSYS, que foi
escolhido perante sua plena e eficaz aplicabilidade vista na literatura, além de que histori-
camente tal método foi amplamente empregado em problemas estruturais com geometrias
complexas e malhas nao estruturadas (MALISKA, 2014).

Uma énfase notavel foi concedida a modelagem térmica em barragem de concreto
por meio do Célculo Fracionario, bem como um método numérico de solucao. Trata-se
de uma teoria que muito evoluiu em termos de aplicacoes em diversos ramos da ciéncia
nas ultimas décadas. Diante da ascensao deste ramo da Matematica e percebendo, por
meio da revisdo bibliografica, a auséncia de estudos aplicados em barragem de concreto
é que optou-se por abordar uma modelagem térmica na forma de equagoes fracionarias,
novidade desta tese.

A solucao do modelo térmico fracionario de um bloco de contraforte foi realizado

através de um método das diferencas finitas fracionarias implicito, por alguns motivos
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peculiares: trata-se de um método incondicionalmente estavel e convergente e cuja imple-
mentacao ¢é relativamente simples para dominios regulares, situacdo abordada no estudo

de caso desta tese.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

A tese esta estruturada da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta conceitos sobre transferéncia de calor com suas equacoes
constitutivas, levando-se em conta trés modos basicos de transferéncia: condugao, convec-
¢ao e radiacao, além do método dos elementos finitos. Defini¢des de derivada e integral
fracionaria sdo também apresentadas neste capitulo, assim como EDPF e métodos apro-
ximados de solugao.

O Capitulo 3 descreve os métodos numérico-computacionais a serem aplicados
ao problema da modelagem térmica de um bloco de contraforte, sendo o primeiro para
a calibracao e validagao dos parametros térmicos do concreto quando o bloco esta sob
efeito da variagao térmica sazonal e com auxilio do software ANSYS para o processamento
numérico do método dos elementos finitos. O outro método refere-se as etapas de solucao
de um modelo térmico fracionario por diferencas finitas para um geometria bidimensional
simplificada de um bloco e a estratégia de avaliagao do modelo fracionario em problemas
reais.

O capitulo 4 aborda os resultados dos métodos propostos no Capitulo 3 quando
estes sao aplicados a um estudo de caso na barragem de contrafortes da UHI. Inicialmente
descreve-se de forma sucinta a barragem da UHI e o trecho ‘E’ em analise. Para o esquema
em elementos finitos apresentam-se a geometria do bloco tridimensional concebida a mais
proxima da realidade e a localizagao dos termometros, juntamente com o ajuste dos dados
de temperaturas observados através de séries de Fourier que serviram de condig¢oes de con-
torno para o modelo. Resultados graficos e numéricos das simulag¢oes através do ANSYS
para as fases de calibragao e validagao sao apresentados. Por fim, para o método em dife-
rencas finitas fracionarias, os resultados do método numérico-computacional proposto no
capitulo anterior exibem um comparativo entre as solu¢oes numéricas via ANSYS e via
CF certificando a real utilidade da modelagem de ordem fracionaria.

O Capitulo 5 que apresenta as conclusoes e recomendagoes e sugestoes de trabalhos
futuros seguido das Referéncias.

Os Apéndices ficaram dividos como: o Apéndice A resume algumas fung¢oes basicas
do Célculo Fracionario, o Apéndice B o algoritmo desenvolvido e implementado em Pascal
para o método das diferencas finitas fraciondrio implicito aplicado ao estudo de caso da
Barragem de Itaipu e o Apéndice C apresenta os coeficientes das séries de Fourier das

temperaturas dos termometros instalados no bloco de contraforte em analise.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Este capitulo caracteriza os fundamentos tedricos necessarios para uma boa com-
preensao e desenvolvimento desta tese. Leis da transferéncia de calor, elementos do célculo
fracionario e métodos aproximados de solugao de equacoes diferenciais tradicionais e de
ordem fraciondria sdo sua esséncia.

Ao se dedicar ao estudo de fendmenos fisicos, basicamente duas etapas sao vitais.
Na primeira, todas as variaveis que afetam os fenémenos sao identificadas e a relagao
entre essas variaveis é tratada. As leis e principios fisicos relevantes sao apontados e o
problema é formulado matematicamente. As descri¢oes da maioria dos problemas cientifi-
cos envolvem o conceito de taxa de variacao, assim as equacoes diferenciais proporcionam
formulagoes matematicas precisas e adequadas. Diversas areas, como mecanica dos fluidos,
eletromagnetismo, eletrostatica, propagacao de ondas e difusdo do calor sao modelados
por meio de equacgoes diferenciais. Na segunda etapa o problema é resolvido utilizando
uma abordagem apropriada e os resultados sao interpretados.

A modelagem térmica em barragem de concreto é a esséncia desta tese, portanto é
conveniente apresentar numa primeira instancia os modos de transferéncia de calor entre

um corpo e o meio que o circunda.

2.1 TRANSFERENCIA DE CALOR

A natureza do calor é algo conhecido desde os primoérdios da humanidade, no en-
tanto, apenas em meados do século XIX se compreendeu o aspecto fisico relacionado ao
calor gracas ao desenvolvimento da teoria cinética e assim defini-lo como a energia associ-
ada ao movimento aleatorio dos dtomos e moléculas. Alguns nomes que muito contribui-
ram para a evolugdo deste ramo da fisica-matematica: Antoine Lavoisier (1743 — 1794),
Count Rumford (1753 — 1814), Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), James P.
Joule (1818 —1889), Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822 —1888), James Clark Maxwell
(1831 — 1879) e Ludwig Eduard Boltzmann (1844 — 1906).

De acordo com a teoria cinética a temperatura estd associada a energia cinética
das moléculas no interior de um material, incluindo o movimento vibracional, rotacional e
translacional, o calor é a energia transferida entre dois pontos a diferentes temperaturas.
E dito que dois corpos estdo em equilibrio térmico entre si se nao hé transferéncia de calor
entre eles. Resumidamente, o calor é a forma de energia que pode ser transferida de um
sistema para outro como um resultado da diferenca de temperatura e a area que lida com
a determinacgao das taxas de tais transferéncias de energia é chamada de Transferéncia de
Calor. (CENGEL; PEREZ, 2004).

Esta secao tem o objetivo de apresentar as equagoes diferenciais referentes ao pro-
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cesso de transferéncia de calor em um meio homogéneo. O calor é transferido por trés
modos basicos, a conduc¢ao, a convecgao e a radiagao, conforme ilustra a FIGURA 2. Nos
dois primeiros modos, um meio é necessario para transferir o calor a partir de um ponto
para o outro, ao passo que o terceiro modo é transmitido através de ondas eletromag-
néticas. Na realidade, a distribuicao de temperatura é um efeito combinado desses trés
modos de transferéncia de calor sendo dificil isolar totalmente um modo de transferéncia
dos outros dois restantes. No entanto, um deles pode ser dominante em relagao aos outros
para determinacao dos fenomenos e, por simplicidade, pode-se considerar este modo para

a andlise negligenciando a influéncia dos outros dois. (SHUKLA, 2005)

;Conducén

FIGURA 2 - MECANISMOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR.
FONTE: <https:/ /fenomenosdetransporte2unisul.wordpress.com/2013,/03/10/

mecanismos-de-transferencia-de-calor-1la-aula-fenomenos-de-transporte-ii>. Acesso em: 02 mar.

2015.

Na sequéncia sao descorridas as formulagoes matematicas para os modos de trans-

feréncia de calor: conducao, conveccao e radiacao.

2.1.1 Condugao

A condugao é o modo de transferéncia de calor na qual a troca de energia ocorre
em sélidos, liquidos ou gases em repouso, ou seja, sem movimento de convecgao resultante
do deslocamento da por¢ao macroscopica do meio, a partir de regides de alta temperatura
para regioes de baixa temperatura devido a presenca de um gradiente de temperatura no
corpo (OZISIK, 1993).

Um dos principais objetivos da anélise de tranferéncia de calor por conducao é
determinar o campo de temperatura num meio, resultante das condi¢oes impostas nas
suas fronteiras. Uma vez que esta distribuicao é conhecida, o fluxo de calor por conducao
em qualquer ponto no meio ou sobre a sua superficie pode ser calculado a partir da Lei de
Fourier conforme as Equagoes (2.7). Para um solido, o conhecimento da distribui¢do da
temperatura por condugao pode ser utilizado para verificar a integridade estrutural por
meio da determinacao de tensoes térmicas, expansao, contracao e deslocamentos.

Considere um volume de controle infinitesimal dxdydz, como mostra a FIGURA
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qy+dy/[ qz+dz
.
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FIGURA 3 - VOLUME DE CONTROLE PARA ANALISE DE CONDUCAO EM COORDENADAS
CARTESIANAS.

FONTE: O Autor (2016).

De acordo com a 1 lei da termodinamica que declara que: O aumento na quan-
tidade de energia acumulada em um volume de controle deve ser igual a quantidade de
energia que entra no volume de controle menos a quantidade de energia que deixa o volume
de controle (INCROPERA; DEWITT et al., 2011), e levando em conta que ha gradientes
de temperatura, a transferéncia de calor por condugao ocorrera através de cada uma das
superficies de controle. As taxas de conducao de calor perpendiculares a cada uma das
superficies de controle em z, y e z, sao indicadas, respectivamente, pelos termos, ¢, g, e
q.. As taxas de conducao de calor nas superficies opostas podem ser expressas como uma

expansao em série de Taylor, negligenciando termos de ordem superior:

0

Qz+dx = 4z + 8qx dx7 (21&)
dq

Qy+dy = qy + ayy dy, (2.1b)
0q.

Qevdz = Q= T ai dz. (21C)

Dentro do meio pode existir uma fonte de energia associada com a taxa de geragao

de energia térmica, F,. Este termo é representado como:
By = qdzdydz, (2.2)

onde ¢ é a taxa na qual a energia é gerada por unidade de volume do meio (W/m?).

Além disso, podem ocorrer variagoes na quantidade de energia interna armazenada pelo
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material. Se o material ndo esta passando por uma mudanca de fase, os efeitos da energia

latente nao sao pertinentes e a energia acumulada, F, pode ser expressa como:

: or
Es = pc—dxdydz, (2.3)
ot
onde ¢ é o calor especifico (J/(kgK)), p a massa especifica (kg/m®) e pc%L representa a
taxa de variagdo da energia térmica (sensivel) do meio por unidade de volume.

A equacao de balancgo da transferéncia de calor sera:
Ein + Eg - Eout = Est (W)a (24)

onde Ej, = q, + ¢y + ¢- € a energia de entrada e Fout = Qutdz + Qy+dy + Q=+d- € a energia

de saida, de modo a se obter:

. oT
qz + qy +q.+ le’dydz - (qgﬁ+d:p + Qy+dy + q,z+dz) = pcadxdydz (25)

Substituindo as Equagoes de (2.1) em (2.5), segue:

%, %dy_ 9q.
0z

or dy

. T
dz + qdzdydz = pc%td:cdydz. (2.6)

As taxas de conducao de calor podem ser avaliadas pela Lei de Fourier:

or

Gz = _kxdlydz%a (2.7a)
T

qy = —kydxdzgy, (2.7b)
or

q. = —krzdxdyg, (2.7¢)

onde k,, k, e k, sdo as condutividades térmicas (W/(mk)) com relagao as coordenadas z,
y e z, respectivamente, e entdao considera-se nesse caso que o material é anisotrépico, ou
seja, suas propriedades podem mudar conforme a direcao. Observa-se que em uma anélise
térmica por conducao a condutividade térmica ¢ uma importante propriedade do material,
que controla a taxa de transferéncia de calor no meio. Substituindo cada Equacao de (2.7)

em (2.6) e dividindo pelo volume de controle dxdydz, obtém-se:

9, oT 0 oT 9] oT . oT
p (kxax> + ay (k:yay> + g (k;az> +q = PCar (2.8)

A Equagdo (2.8) é a forma geral, em coordenadas cartesianas, da equacao da

condugao de calor, geralmente conhecida como a equacao da difusdo de calor, pois nao
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se tem o termo advectivo. Resumidamente, a Equacao (2.8) estabelece que em qualquer
ponto do meio, a taxa de transferéncia de energia por condugao para uma unidade de
volume acrescido da taxa volumétrica de geracao de energia térmica deve ser igual a taxa

de variagao de energia térmica armazenada no interior do volume.

2.1.2  Convecgao

A convecgao consiste na transferéncia de calor na qual a energia térmica se pro-
paga através do transporte de matéria. Este processo ocorre por meio de fluidos (liquidos
ou gases), pois na convecgao térmica ha transporte de matéria. Segundo Cengel e Pé-
rez (2004), a transferéncia de calor por convec¢ao depende de algumas propriedades do
fluido, como a viscosidade dindmica pu, a condutividade térmica k, a densidade p, o calor
especifico ¢, além da velocidade do fluido V', o que torna suas relagoes mais complexas
do que no caso da conducao. Em diversas situacgoes a taxa de transferéncia de calor por
conveccao é observada ser proporcional a diferenca de temperatura e é expressa pela Lei

de Resfriamento de Newton:

Qoo = (T =Toe) — (W/m?) (2.9)
ou

Qeomy = hA, (T, — Tic) (W), (2.10)

onde h é o coeficiente da transferéncia de calor por convecgao (W/(m?K)) (o qual de-
pendente das propriedades do fluido, tipo de escoamento e geometria da superficie), A
é a area da superficie pela qual o calor estda sendo transferido e T sua temperatura e
T, a temperatura do fluido suficientemente longe da superficie. A Lei de resfriamento de
Newton afirma que a taxa de perda de calor de um corpo é proporcional a diferenca de

temperaturas entre o corpo e suas imediagoes.

2.1.3 Radiagao

E a transferéncia de calor em forma de ondas eletromagnéticas e nio necessita de
um meio de propagacao, podendo ocorrer através do vacuo. A energia radiante que um
corpo emite é definida pela Lei de Stefan-Boltzmann (Josef Stefan (1835 —1893) e Ludwig
Boltzmann (1844 — 1906)):

Uyoq = 0T, W/m?) , 2.11
(W/m?) (2.11)

onde 0 = 5,67 x 1078 Wm 2K~ ¢ a constante de Stefan-Boltzmann, ¢ (0 < ¢ < 1) a

emissividade da superficie emissora e Ty a temperatura absoluta da superficie.
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Como se observa na Equacao (2.11), a energia emitida é proporcional a quarta
poténcia da temperatura absoluta. Um corpo ideal (negro) emite a radiagdo méaxima
possivel ja que a sua emissividade é unitaria. Porém, em problemas ou sistemas reais,
tem-se preocupacao com a radiacdo entre dois sistemas com temperaturas 77 > T5. A
superficie em T emitird alguma radiagdo, mas recebera mais radiacao a partir de T,
consequentemente aumentara sua temperatura. Assim, para o calculo da velocidade de
perda ou ganho de energia o que interessa ¢ conhecer o resultado global da troca de energia
radiante entre superficies.

Para os dois sistemas recentementes mencionados a energia na forma de radiacao
trocada entre uma superficie de um corpo a temperatura 7 e outra superficie vizinha a

temperatura 75 separadas por um fluido nao absorvente sera:

Qraa = 02 (T4 = T3") (W/m?). (2.12)

2.2 METODOS APROXIMADOS EM TRANSFERENCIA DE CALOR

Na representagao de fendmenos fisicos normalmente se estabelece um sistema de
equacoes diferenciais validas em certa regiao, o dominio de definicdo, onde se impoem
condigoes iniciais e de contorno. Até esse estagio o modelo matemaético esta basicamente
completo e, para aplicagoes praticas, necessita de uma solugao.

A solucdo exata é resultado de um método de solucao analitica determinada por
meio de métodos algébricos e diferenciais aplicados a geometrias e condi¢oes particulares.
Entretanto, a aplicacao de métodos analiticos torna-se impraticavel ou até mesmo impos-
sivel dependendo das condicoes e propriedades impostas ao modelo. Uma abordagem para
superar tal dificuldade consiste na utilizacdo de métodos numéricos, obtendo-se, assim,
solucoes aproximadas para o modelo. A ideia basica dos métodos numéricos é discretizar o
problema continuo de modo que o conjunto infinito de nimeros que representam relagoes,
parametros e func¢oes desconhecidas é substituido por um conjunto finito de incognitas
desconhecidas que sao determinadas a partir da resolugdo de um sistema algébrico de
equacoes.

Dentre os métodos numéricos para resolucao de Equacoes Diferencias Parciais
(EDP) tém-se o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Volumes Finitos
(MVF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo que este tltimo é explorado
nesta tese, uma vez que o modelo numérico-computacional para calibragao e validacao
dos coeficientes térmicos do concreto do bloco de contraforte é desenvolvido com auxilio
do software ANSYS. Para discussoes sobre os dois primeiros métodos recomenda-se as se-
guintes referéncias: Smith (1985), Ferziger e Peri¢ (2002), Versteeg e Malalasekera (2007),
LeVeque (2007) e Chapra e Canale (2011).
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2.2.1 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica numérica para obtencao de solu-
¢ao numérica de equagoes na forma diferencial ou integral, que geralmente permite aos
utilizadores obter a evolugao no espago e/ou tempo das varidveis que representam o com-
portamento de um sistema fisico. Quanto a andlise estrutural, o método dos elementos
finitos é um relevante método para calcular deslocamentos, tensoes e deformagoes quando
a estrutura esta sujeita a diversos carregamentos. Sua origem concentrou-se na andlise
estrutural, com grande desenvolvimento de métodos matriciais com o surgimento dos
primeiros computadores digitais.

Em problemas da Mecanica do Continuo as fung¢oes como deslocamentos, tensoes,
pressoes e temperatura estao associadas a cada ponto da regiao de solucao. Visto que o
meio continuo é constituido por um niimero infinito de pontos, a quantidade de incog-
nitas é infinito. O processo de discretizacao por elementos finitos reduz a dimensao do
problema a uma quantidade finita de incognitas através da divisao do dominio de solugao
em elementos e expressando as variaveis em termos de fungoes de aproximacao em cada
elemento. As fungoes de aproximacao, também conhecidas como fungoes de interpolagao,
sao definidas em pontos especificos chamados ndés ou pontos nodais. Os nés fazem a in-
terligacao entre os elementos, embora alguns elementos possam ter nés adicionais em seu
interior (KRUGER, 2001).

De acordo com Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004), a solugao aproximada para
um problema do continuo através do método dos elementos finitos consiste nos seguintes

Passos:

1. Discretizagao do continuo: dividir a regiao de solugdo em subdominios ou elementos

nao sobrepostos;

2. Sele¢ao das fungoes base ou de interpolacao: tais fungoes determinam a variagao da

variavel incégnita em estudo;

3. Formulacao das equagoes dos nds: levam-se em consideracao as propriedades indi-

viduais de cada elemento;
4. Montagem da matriz global para resolucao simultanea das equagoes dos elementos;
5. Aplicagdo das condigbes iniciais e de contorno e os carregamentos;

6. Resolugao do sistema global para determinacao dos resultados nodais, tais desloca-

mentos e temperaturais em diferentes nos;

7. Célculo de quantidades secundarias: a partir dos valores nodais da varidvel de
campo. Se for temperatura, por exemplo, pode-se calcular também fluxos de ca-

lor.
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O fluxograma apresentado através da FIGURA 4 apresenta resumidamente os pas-
sos a serem executados numa analise numérica através do método dos elementos finitos.
Apds ter o modelo fisico representado matematicamente, as varidveis incognitas da equa-
¢ao e o dominio sao discretizados, a fim de se aproximar a solu¢do do modelo para um

nimero finito de pontos do dominio.

Modelo

Modelo fisico ——— .
~matematico

Discretizagdo em
elementos finitos

v 1
Discretizacdo do Discretizacdo da
dominio equacdo
( Geracdo da malha ) ( Espacial Temporal
(_ Solugdo
| Acuraciae \
‘. convergéncia

FIGURA 4 - ESQUEMA PARA ANALISE NUMERICA ATRAVES DO METODO DOS ELEMENTOS

FINITOS.
FONTE: Adaptado de Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004).

Resumidamente o método dos elementos finitos apresentado no esquema da FI-
GURA 4 consiste em reescrever a equag¢ao em termos dos pontos nodais

Em termos gerais, um analista numérico esta interessado em determinar a distri-
buicao de variaveis em determinada regiao, como o deslocamento em analise de tensao, a
temperatura ou fluxo de calor em analise térmica e a carga elétrica em anélise elétrica, e
assim por diante. Tais distribui¢bes podem ser obtidas por meio do método dos elementos
finitos proximas satisfatoriamente da realidade quando as etapas descritas acima forem
executadas de forma adequada as necessidades de modelagem e resolucao.

Elementos finitos individuais podem ser entendidos como pequenas partes de uma
estrutura. O termo ‘finito’ distingue essas partes dos elementos infinitesimais usados em
Calculo. Existem varias abordagens para formular problemas em elementos finitos, tais

como: Método Direto, Minima Energia Potencial, Residuos Ponderados e Métodos Vari-

acionais (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005); (MOAVENTI, 2008).
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O primeiro passo que consiste na discretizacao do meio em elementos, construcao
da malha, podem ser triangulos ou quadrilateros para o caso bidimensional, prismas e
piramides no caso tridimensional. A quantidade de nés serd de acordo com o tipo de
elemento escolhido para a malha e a funcao base.

A especificacao e geragao da malha em elementos finitos é uma etapa importante do
método dos elementos finitos, uma vez que a acuracia da solucao e o custo computacional

estd diretamente associado ao projeto da malha. A FIGURA 5 traz um exemplo de malha:

7.500 22,500

FIGURA 5 - EXEMPLO DE MALHA EM ELEMENTOS FINITOS EM UMA BARRAGEM HIPOTE-
TICA.

FONTE: O Autor (2016).

Diretamente relacionado a quantidade de nos dos elementos, esta a determinagao
das fungoes base que irdo descrever a variagao da variavel em estudo em cada elemento por
meio da interpolacao dos valores nodais. As fungoes polinomiais sao as mais empregadas,
pois além de serem faceis de derivar e integrar, a acuracia da solucao em alguns casos
pode ser obtida aumentando-se o grau do polinémio.

Uma expressao que descreve como as temperaturas sao interpoladas em um ele-
mento finito é dada pela seguinte expressao, em coordenadas locais do elemento (£, 77, ():

N
T, n, ¢ t)=> Ni(&.n, OTi (1), (2.13)

=1

onde N é a quantidade de nods, N;’s sdo as fungoes base e T; as temperaturas nos nés i’s.
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Existem dois grupos de métodos usados para obter a integracao das formulagoes em
elementos finitos, que sao os variacionais e os residuos ponderados. A titulo de exemplo, o
método por residuos ponderados de Galerkin serd aplicado a equacgao da difusao de calor
bidimensional utilizando como fungoes de interpolacao polindmios lineares em elementos
quadrangulares.

Considere a hipotética superficie apresentada na FIGURA 6, na qual deseja-se
obter a distribui¢do de temperatura, dada pela Equagdo (2.14), e sujeita as seguintes

condic¢oes de contorno:

0 aT 0 oT , aT

FIGURA 6 - DIAGRAMA COM DIFERENTES CONDICOES DE CONTORNO.
FONTE: (TALER; DUDA, 2010).

Ty, = T, (2.15)
oT oT ,
(k‘xaxnx + kyayny> N = (B, (216)
oT oT
<k:xaxnx + kyayny> = (Te: = T1,) (2.17)

onde:
ks , k, - condutividades térmicas do material nas diregoes x e y, respectivamente;
Ty - temperatura no contorno do corpo I'z;
¢p - fluxo de calor no contorno do corpo I';
a - coeficiente de transferéncia de calor no contorno do corpo I'y;
T.. - temperatura do meio.
O problema de valor de contorno foi apresentado para toda a regiao €2 ilustrada

na FIGURA 6. No entanto, o método dos elementos finitos é primeiro formulado para um
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unico elemento €2° da malha discretizada. A distribuicao de temperatura dentro de um

elemento €2¢ é aproximado pela funcao:

/e [ o 9 (k: aTe> G, (k aT€> _q_] N (2,y) dady = 0, (2.18)

Por T ox\"or ) oy Moy

resultante da integracdo da Equagao (2.14) em Q°.
O Teorema de Green apresentado na Equagao (2.19) é utilizado para reescrever

(2.18), a forma integral da equagao da difusdo de calor:

oG OF
/Qe (ax - 8y> drdy = ﬁ (Fdz + Gdy), (2.19)

onde I'® é a fronteira de 2¢. Tomando que:

ore ore

a partir da Equacao (2.19) escreve-se:
o [ oTc N 0 [ OT° . [ e, OT T
o [ () + g (i e )| oy = o (e 4 ). 22

Esta ultima equacao pode ainda ser escrita por integragao por partes como:

9, ore 0 ore
O ()9 Ne _
/Qe [&c (kx Ox > - dy <ky Ay )] sddy

(2.22)
oT¢ ON¢ oT¢ ON¢ oTe oTe
[ (&, L4k L) ded fof e+ ke Sy ).
Q( Ox 8x+y8y 5’y>xy+rel< Y oy v Ox y)
Substituindo a Equacao (2.22) na Equacgao (2.18), obtém-se:
Te T¢ ON¢ T¢ ONE
,ocNfa d:pdy—l—/ kgga ON; +kya ON; dxdy =
Qe ot Qe Jxr Ox oy 0Oy
(2.23)

Te T
/ qu‘d:rdy—l—f N (k2 e 1, 2y,
Qe Ie dy ox

Ao considerar as relagoes trigonométricas e algébricas ilustradas na FIGURA 7

tem-se:

{ —dx = ds.senyp = nyds | (2.24)

dy = ds. cos ¢ = n,ds
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0 X
FIGURA 7 - DIAGRAMA COM UM CALCULO DE UMA INTEGRAL CURVILINEA NA FRON-

TEIRA DO ELEMENTO TRIANGULAR Q°.
FONTE: (TALER; DUDA, 2010).

e uma vez que pela Lei de Fourier:

ore ore

_kxiﬁx Ny — k:y—ay Ny = ey + Gyy = Gn, (2.25)
segue-se que:
ore orTe oTe orTe
— ey T dy =k, — = nds = gpds. 2.2
k, o dx + k e dy =k, a9 nyds + ky e n.ds = gpds (2.26)

E as condigoes de contorno (2.16) e (2.17) reescritas da forma:

qn r'g = qB? (227>

re = a(Te— Ty, (2.28)

Qn Te

@

que, juntamente com a Equagao (2.26) sdo substituidas na Equagao (2.23), obtendo-se:

T oT* Nt T ON¢
N¢ |k : : -
/Qe P "o dady + Qe (k Oxr Ox Ky Oy 0Oy )da:dy

(2.29)
FZ) ds.

/ Nfcjd;l:dy—i-% qu'BdS‘i‘j{ Nia (Tcz - T
Qe I‘S re

Uma vez que:

n

T (2,y) = 3. T NE (2,y) = [N {T*} (2.30)

J=1
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onde n é o niimero de nés no elemento ()¢ e 77 a temperatura no no j, a partir da Equagao

(2.29) obtém-se:

ONe M 8Nj

J=1

"9 ONE . ON¢
NEN  =—T¢ N¢dxd ky— T¢ k L T¢—L | dedy =
/er“;atf J“”/Qe( ag;jz::lﬂaeryayzﬂay)“/

/ Nijda:dy—i-jI{ N{gpds —j{ NfaZTjeNjeds —i—?{ N{aT,,.ds.
Qe re Ie = e

A Equacao (2.31) pode ser reescrita como:

= e dT‘je e e e e e
'221 M;; dt + Ki; T :fQ,i+fq,i+fa,i7
j=

onde:
e __ e e
Kij = Keuj+ Kajijs

COo1m:

O NEO NS O NE O NS
e fo—Yi 7 TN 2N gy 6..:/ e e d
Kij /Q< e B + o oy vdy ,  Kaij FgozNZ Nj ds,

M'Z’ = / cp Nie N; dx dya
Qe

fou= [ anidedy . fi= [ asNids . fo,= [ oT.Nfds
e T re

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

A matriz [M¢] é usualmente chamada de matriz de capacitancia térmica e é dada

por:

M = [ epINT" [N] dody.

e

Para elementos retangulares a matriz [M€] é escrita da seguinte forma:

(Nf)* NfN§ NfN§ NfNj
NfN5 (N5)® N§N§ N§N§
‘ 2 | NfN§ NsN§ (N$§)® N§N§

NfN§ NsNi N§N§ (Ng)

dx dy.

(2.37)

(2.38)
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O sistema de equagoes, pelo qual se determinam as temperaturas nodais em um

unico elemento )¢ sera:

(M{Te} + (K + (KD ATy = {f6 )+ {£e} +{£2}, (2.39)
onde:
K0 = [ (B [k [B] derdy, (2.40)
Bl =| e fN] , w:[% ;S] 2.41)
(K] = / ~alNT [N ds, (2.42)
[N°] = [N{, N5, ..., Ny] (2.43)

{fé}:/Qe‘i[Ne]Tdmdy ) {f;}:/re qs[N"ds {ffi}:/re aT,. [N ds. (2.44)

Um elemento linear tetragonal, como mostra a FIGURA 8 sera discutido.

3 -
¥ v
-}
4. I '3 :
1
Xi =X
L Q &
l, l.2 1 i
g X
2h -
- » fl
0 5 "

X

FIGURA 8 - ELEMENTO FINITO LINEAR RETANGULAR.
FONTE: (TALER; DUDA, 2010).
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A distribuicdo de temperatura dentro deste elemeto pode ser descrita através da

funcao:

T =ai+af x + a5 y+ a5 vy, (2.45)

tal que as constantes ag, af , a§, a5 sao determinadas a partir das condigoes:

T¢(0,0) =T¢ , T°(2b,0) =75 , T°(2b,2a) =T5 , T°(0,2a) =T5.  (2.46)

Substituindo as condigbes apresentadas em (2.46) na Equagao (2.45) obtém-se um

sistema linear, cuja solucao é:

1 1 1
W =Tf , af= o (T5-T0) , ay= 5 ([§—1TY) , a§= 1 (If~T§+T5—15). (247)

Substituindo as relagoes em (2.47) na Equacao (2.45) e fazendo as devidas mani-

pulagoes algébricas, chega-se, como apontado na Equagao (2.13), a:
T = N{Tf + Ny T5 + N5 T5+ NiTy, (2.48)

onde:

e X y e X y e CL’y e y i
—(1-=)(1-2L -~ (1= = =7 =2 (1-2). (24
N ( 2b>< 2a) > N2 2b< 2a> » N3 = M 2a< 2b> (2.49)

Estas sao chamadas fungoes de interpolacdo linear para um elemento tetragonal.

De maneira andloga, o modelo em elementos finitos para o caso da equagao do calor
tridimensional pode ser obtido e para maiores detalhes consulte Lewis, Nithiarasu e Seetharamu
(2004). O método dos elementos finitos em problemas de transferéncia de calor é abordado em
diversos livros e além das referéncias citadas nessa se¢ao, recomenda-se: Huang e Usmani (1994)
e Bergheau e Fortunier (2013).

O artigo Hickmann et al. (2015) foi publicado pelo autor no XXX Seminério Nacional
de Grandes Barragens que se realizou em Foz do Iguacu entre os dias 11 e 13 de maio de 2015,
o qual descreve o método dos elementos finitos quando aplicado a um problema de condugao de
calor bidimensional estacionario. Soluc¢ao analitica e numérica sdo comparadas afim de validacao
do método numérico. O software ANSYS foi utilizado para determinar o campo de temperatura

em um perfil de barragem hipotético.
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2.2.2 Estabilidade e Convergéncia do Método dos Elementos Finitos

Para qualquer modelo matematico que se deseja resolver, deve-se ter total seguranca de
que os resultados numéricos sao aproximacoes validas para a solucao ‘exata’; a qual geralmente
é desconhecida. Trata-se portanto de uma andlise de convergéncia. Além disso, um esquema
numérico precisa satisfazer condigoes de consisténcia entre o modelo matematico e sua discre-
tizacdo, ou seja, ao fazer At, Ax, Ay, Az tender a zero, as equagdes do modelo matematico
original sdo recuperadas. A diferenca entre as equagoes matematicas e as equagoes discretizadas
é chamda de Erro de Truncamento. Finalmente tem-se o critério de estabilidade, que garante
que o esquema numérico nao produza erros que crescem indefinidamente (como erros devido a
aritmética finita do computador).

De acordo com Hirsch (2007) a condicdo de consisténcia define uma relagdo entre a
equacao diferencial e a sua formulagao discreta; a condicao de estabilidade estabelece uma relacao
entre a solucdo computacional e a solucao exata das equacoes discretizadas; enquanto a condi¢ao
de convergéncia relaciona a solugdo computacional e a solugdo exata da equagdo diferencial. A

FIGURA 9 resume estas conclusoes.

Equacao Equacéo Solucao Solucao Exata do
Discretizada Diferencial Numérica Esquema Numeérico
[ Consisténcia ] [ Estabilidade ]

[ Convergéncia ]

Solucéo Solucao Exata da
Numeérica Equacao Diferencial

FIGURA 9 - RELACOES ENTRE CONSISTENCIA, ESTABILIDADE E CONVERGENCIA.
FONTE: Adaptado de (HIRSCH, 2007).

O método dos elementos finitos e os métodos numéricos em geral sdo uma aproxima-
¢do. De acordo com Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004), & medida que a malha é refinada
através da reducao do tamanho dos elementos, a solugado deve se aproximar da solugdo exata.
Teoricamente, a solucdo nao serd exata até que o tamanho da malha é torne-se zero, o que é
evidentemente impossivel. No entanto, é possivel fixar uma tolerancia ao erro solugéo e isto pode
ser conseguido através da resolugcao do problema em varias malhas.

Para se assegurar que a solucdo obtida é tao proxima quanto possivel da realidade, as
solucoes devem ser obtidas a partir de varias malhas, iniciando com uma malha mais grosseira
e terminando com uma malha mais fina. Se a diferenga entre os resultados de duas malhas
consecutivas é menor do que uma tolerancia fixada, a tltima malha é aceita como uma malha

apropriada para a analise.
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Para problemas bidimensionais, nao é dificil realizar este estudo detalhado de convergén-
cia de malha. No entanto, em grandes problemas tridimensionais, é muitas vezes dificil de levar
a cabo um estudo completo de convergéncia. Em tais situagoes, é habitual para comparar os
resultados numéricos com dados experimentais, se disponivel. A experiéncia pratica do usudrio

também ajuda na obtenc¢do de uma solucao precisa para problemas complicados.

2.3 CALCULO FRACIONARIO

O Caélculo Fracionario (CF) pode ser visto como uma generalizacdo do Calculo Dife-
rencial e Integral de Isaac Newton e Gottfried Leibniz, cuja diferenciacdo e integragdo sao de
ordens inteiras, para um Calculo cujas ordens de derivadas e integrais sdo arbitrarias. Histo-
ricamente o CF é tao antigo quanto o cdlculo tradicional, no entanto foi pouco explorado, no
sentido de sistematizacdo e desenvolvimento tedrico, e suas aplica¢des nas ciéncias e engenharia
foram retardadas devido a sua complexidade e além do fato de que lhe falta uma interpretacao
geométrica fisica ou totalmente aceitavel.

A primeira monografia sobre o assunto é atribuida a Oldham e Spanier que, depois de
uma, colaboracao iniciada em 1968, publicaram um livro dedicado ao CF em 1974: Oldham e
Spanier (1974). Este trabalho revelou uma nova era para o CF baseada tanto na intuigao fisica
quanto na abordagem matematica. Em 1987, um livro escrito por Samko, Kilbas e Marichev,
referido atualmente como ‘enciclopédia’ do CF, apareceu pela primeira vez em russo, e mais
tarde, com uma edigdo inglés em 1993: Samko, Kilbas e Marichev (1993).

Atualmente existe uma série de livros, revistas e textos dedicados ao CF e suas aplicagoes
decorrente do trabalho de diversos pesquisadores, tanto na area da Matematica quanto Fisica,
Quimica, Engenharia, Financgas e Ciéncias Sociais. Possivelmente, o CF sera o Calculo do século
XXI (MACHADO; KIRYAKOVA; MAINARDI, 2011); (DAS, 2011).

Uma das formas de modelar processos de difusdo anémala é através do emprego de deri-
vadas fracionarias na formulacdo dos modelos matematicos, como pode ser visto em Gongalves
et al. (2005). A difusdo andémala tem como caracteristica principal a relagdo nao linear no tempo
do deslocamento quadratico médio (MSD), (r?), de uma particula, enquanto a difusdo normal
segue uma relacao linear entre o tempo e MSD, que é uma medida do desvio ao longo do tempo
entre a posigdo de uma particula e uma posicao de referéncia. A FIGURA 10 mostra os diferentes

tipos de difusao.
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FIGURA 10 — DIFUSAO ANOMALA E NORMAL.
FONTE: Adaptado de <https://en.wikipedia.org/wiki/Anomalous_ diffusion>. Acesso em: 11 mar. 2016.

Na FIGURA 10, o termo D é o coeficiente de difusdao. O processo de difusao tipica ocorre
para o caso a = 1, se & > 1, o fendmeno é chamdo de superdifusdo e se a < 1 chama-se sub-
difusdo. Alguns fatores podem induzir a manifestacoes atipicas nos fenémenos de transportes,
como nao homogeneidade no meio onde ocorre a difusdo e desordem geométrica, a exemplo da
que surge em estrutura fractal e estes fatores podem alterar as leis do movimento browniano que
estdao vinculadas ao teorema central do limite da teoria de probabilidades. E possivel simular
o comportamento andémalo da difusdo através de generalizacoes da equagao de difusdo ordi-
naria. Isso pode ser feito introduzindo uma apropriada dependéncia temporal ou espacial nos
coeficientes desta equacao, introdugao de nao-linearidades ou emprego de derivadas fracionarias
(PEDRON, 2003); (VLAHOS et al., 2008).

2.3.1 Diferenciacao e Integragdo Fracionéria

O bom entendimento das derivadas e integrais fracionarias esté associado ao conheci-
mento de algunas func¢bes especiais, como a funcdo Gama que desempenha o papel do fatorial
generalizado; a fungao Beta para obtencao da derivada de funcbes poténcias; e as fungoes Mittag-
Leffler e Wright que surgem na solucao de equagdes diferenciais fracionarias (EDF) lineares (veja
o APENDICE A).

O primeiro passo para a generalizacdo do que viria a ser uma derivada de ordem fracio-
néria foi feito por Fourier. Apds apresentar sua famosa férmula, a designada representagao da

integral de Fourier:

f(z) ! /+OO f(z)dz /+OO cos (pxr — pz) dp, (2.50)

21 J—oo —00

ele observou, baseando-se em relacoes trigonométricas e na expressao da derivada n-ésima de

cos (pr — pz), que:

ﬁ () = % /_;oo f(z)dz /+OO cos (pa: —pz+ ng) dp, (2.51)

dz™ —00


https://en.wikipedia.org/wiki/Anomalous_diffusion
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e esta relacdo forneceu uma primeira definicdo da derivada de ordem nao inteira. No entanto,
a férmula mais conhecida atualmente foi desenvolvida por Liouville e Riemann, frequentemente
designada de Riemann-Liouville (SAEDPANAH, 2009).

Tal formulacdo é oriunda da férmula de Cauchy para integracao repetida:

tn—1
/ / / f(to) dto ...dtp_odt,_1

(2.52)
AC) _
_(n—l)_/o(t_s)l ndS’ n—1,2,...,

com DUf (t) = f (). Substituindo o néimero inteiro n por um ntéimero real a > 0, o fatorial
discreto (n — 1)! pela funcdo gama de Euler, I'; e supondo que a fungdo f (t) estd definida no

intervalo ¢ € (a, b), a integral fraciondria de Riemann-Liouville consiste na seguinte expressao:

D) = D f (0= i [ (=911 () ds, (259

I'(a)
tal que « é dita ser a ordem de integracao. Alguns exemplos da integral fracionaria sdo apresen-
tados na sequéncia.
Considere f (t) = t* com pu > —1, a integral fraciondria de f de ordem «, de acordo com

a Equagdo (2.53) é calculada da seguinte forma:

rLDL{ f(t) = F(la) /Ot (t — s)* Lstds = F(la) /Ot [t (1 - j)}a_ls“ds, (2.54)

fazendo x = s/x e de acordo com as relagoes (A.5) e (A.6) pode-se escrever:

Do = /1 t4(1 = 2)* " (at)"dt A /1 M1 — ) at
=— —x x = (1 —=x
RLY0¢ F(Oz) 0 F(Oz) 0 (2 55)
ot I'(p+1) '
= Bp+1,a)=——1—"1_tvtH
(o) 2 ey
Seja agora f (t) = e¥, com k constante real, pela Equacio (2.53) tem-se:
riDy ekt = S /t (t —s)* teksds (2.56)
ot I' (o) Jo ’
tomando x =t — s a Equacao (2.56) fica:
kt _ ot 1,k
Do / a—1,~kz 2.57
rLD e ~T(a) o e x (2.57)

A partir da funcdo gama incompleta, I'*, (Equagdo (A.4)) chega-se a seguinte integral

fracionaria para a fun¢do exponencial:

rrDq taekt t2eM T (o, kt). (2.58)
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De forma natural poderia se esperar que para se obter a derivada de ordem fracionaria

de Riemann-Liouville bastaria fazer a troca @« — —a em (2.53), isto é:

1

F(—a)/a (t — 3)70‘*1f (s)ds, a>0, (2.59)

rLDg f (1) =

porém isso conduzird a uma integral em geral divergente. Uma expressao convergente é ob-
tida dividindo o operador derivada em uma derivada de ordem inteira e um operador integral

fracionario. Ou seja, para o > 0, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville seria:

dr —(n—a 1 d" t n—a—
BD3uf (1) = g (Dl F 0] = po s [ -9 s 260)

onde n é um inteiro que satisfaz a condicdon — 1 < a < n.
Com as mesmas condigbes para n e «, outras duas relevantes definicbes para derivada

fracionéria foram propostas por Griinwald-Letnikov e Caputo, que sdo respectivamente:

N
. o .
D f () = tim h Y (17 [ ) re— ), (2.61)
Nh=t—a j=0 J
a —(n—a) (n) 1 t n—a—1 r(n)
cDgf (t) = Doy [f (t)} = I‘(n—a)/ (t—s) " (s)ds, (2.62)
a
a I'(a+1
onde | | = rED a0

As defini¢oes apresentadas para Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov e Caputo, sdo
conhecidas como derivadas e integrais fraciondrias a esquerda e as defini¢Ges a direita sdo obtidas
de forma similar e podem ser vistas em Camargo (2009) e Li e Zeng (2015). Além destas defi-
nigoes, foram propostas outras, devido a Weyl, Jumarie, Hadamard, Davison and Essex, Riesz,
Erdelyi-Kober e Coimbra. Vantagens e desvantagens das mesmas podem ser vistas em Atangana
e Secer (2013).

Em complemento ao célculo da integral fraciondria da funcao poténcia f (z) = x* com
> —1e p # 0, a derivada fracionaria de Caputo é calculada para esta funcdo. Se n é um

ntimero inteiro, entdo D"=pg D, ;" e por (2.55):

D(p+1) _
Dt = ——————th" 2.63
RLE 0t P(M-Tl-ﬁ-l) ) ( )
—(n— I'(p— 1
RLDo,gn a)yp—n Mtu—a. (2.64)

I'p—a+1)
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Portanto,

(- —(n— M(p+1 _
(2.65)
_ Te+1) T'(p—n+1) gn—atp—n _ Mtﬂ—a‘
Fpg—n+1)I'(p—a+1) I'ip—a+1)

De acordo com Podlubny (1998) e Li e Zeng (2015), as derivadas de Riemann-Liouville

e Caputo para uma funcao f (t) apresentam a seguinte relagao:

reDgf (1) = ¢Dgy z_: (@)t —a)" (2.66)
a,t k k + 1 _ Oé) b .
onde n — 1 < o < m, n é um inteiro positivo e f( é integravel em [a, t]. E também possivel

escrever a expressao em (2.66) como:

RLDG, [f (1) = ¢ ()] =cDgf (1), (2.67)

m—1
onde ¢ (t) = X 1{211:;)45?) (t —a)*. Caso f®) (a) =0 (k=0,--- ,n — 1), entdo:
k=0

rRLDgf (1) = cDg,f (1) . (2.68)

Como o interesse estd em abordar o tema Equacoes Diferenciais Parciais Fracionarias
de forma analoga define-se as derivadas parciais de Riemann-Liouville e Caputo, como pode ser
visto em Li e Zeng (2015). O operador derivada fracional parcial RLDO”JFOZ‘)?;r xf{f” com ordem
Ty ')

(1 + ag + ... + ) é definido como:

1 an1+n2+4..+nl
833?1833;}2"-8#7”

I Tm.=an) (2.69)
X JTv e [P (= &) = )M T (G, &) déy - G

Oé1+a2+ g _
RLD oy o e u (@1, 2, 1) =
"l

onde np — 1 < o <ny (k=1,2,---,1), ng sdo inteiros positivos.

Considerando as mesmas condig¢oes para os valores de ny, o operador derivada fracional

parcial CDa1+Of; ilocz com ordem (aj + ag + ... + ag) ¢ definido como:
Ly™Ty

Da%jof;r, ;‘rlalu (w1, 22, 7))
a1 —ay—1
= 7111 1 T[T (g — )T (g — )M 270
D (my—ou;) ’

k=1
an1+n2+...+nl

X 5 oo (615 §) ey - dGy.
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2.3.2 Equacgoes Diferenciais Fracionérias

As equagoes diferenciais parciais fracionarias (EDPF) sdo uma extensdao do CF, onde a
ordem das derivadas na equagao podem ser de ordem nao inteira. Na modelagem em termos
de derivadas parciais fracionarias é natural trabalhar com a generalizacdo dos modelos cléssicos
existentes. Esse processo parece simples e direto, no entanto é complexo e requer muita atencao,
pois o calculo fracionario exige condi¢Oes adicionais para se bem definir o modelo.

Um dos motivos que levam & defini¢cdo de derivada por Caputo é essencialmente a prati-
cidade, uma vez que a abordagem Riemann-Liouville requer as condicGes iniciais para equagoes
diferenciais em termos de derivadas nao inteiras que sao mal interpretadas fisicamente, ao passo
que a abordagem de Caputo usa condig¢Ges iniciais de ondem inteira mesmo se a equagao que
rege o fendémeno ser de ordem fracionaria (KISELA, 2008); (PODLUBNY, 1998).

Considere, por exemplo, o seguinte problema de valor inicial e de contorno:

2
oD = 5 (2.71)
w(t,0)=u(t,L) =0, u(0,2) = — 152 + 4z

onde u (t, z) é a temperatura do corpo na posicao z e instante ¢, « € (0,1] ex € [0, L]. A Equagao
(2.71) é conhecida como equagdo da difusdo de calor fraciondria no tempo. Tal equagdo, nas
suas diversas formas de abordagem (a derivada fracionédria pode encontrar-se tanto na varidvel
temporal quanto espacial), é amplamente abordado na literatura. O principal objetivo fisico para
a adocao e investigacdo de equacoes de difusdo de ordem fracionaria é descrever fenémenos de
difusdo andémala que normalmente se encontram em processos de transporte através de sistemas
complexos e/ou desordenados incluindo meios fractais (GORENFLO et al., 2002).

A solugdo para o modelo (2.71) é assumida ser da forma:
u(t,z) =T (t) X (z), (2.72)

a qual gera o seguinte sistema de equagOes diferenciais:

X 2
=-\X
da? (2.73)
oD§, T = —N°T
A solucdo geral para a primeira equacio é dada por:
X (z) = ¢1 cos (A\x) + casen (Ax), (2.74)

enquanto que para obter a solucdo para a segunda equacdo serd aplicado a transformada de
Laplace de ordem fracionaria. De acordo com Camargo (2009) a transformada de Laplace da

derivada fracionaria de Caputo de ordem « da fungao T (t) é dada por:

m—1

L{cD§,T ()} =s*F(s) = > f® (0) s+, (2.75)
k=0
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onde m — 1 < a<me F(s)éa transformada de Laplace da fungio T (t), ou seja:

F(s) = L{T (1)} = / =T (1) dt. (2.76)
0
Ao aplicar a transformada de Laplace na equagdo {D§T = —\2T as seguintes relagdes
sao encontradas:
c{eng,rh = -NL{T}
1-1
s“F (s) — Y T® (0) s>+ = —\2F(s)
k=0
sOF (s) = TW (0)s*™1 = —X2F (s)
F (s) (sa + )\2> = ks*!
Sa—l
F(S) = Hm, (277)

onde k = T'(0). Uma vez que a transformada inversa de Laplace da fungdo F'(s) d4 como

resultado a fungao T (t), isto é:
LR} =T (), (2.78)

basta aplicar £~! em ambos os lados da Equagio (2.77). Como pode ser visto em Camargo
(2009):

Sap_ﬁ
(Sa T )\)P

-1 =tV ER § (£M), (2.79)

onde E, g ¢ a fungao de Mittag-Leffer (A.10). Uma vez que f =1 e p = 1, tem-se:

sa—l

Tt = L'F(s)=L"" Ko e
= kB4 (—)\Qta>
ey ) 2.80

nz::O I'(an+1) (2:80)
A funcao u (t,x) é entdo:
u(t,z) = T(t) X (z)

= l,«; i )\Qta) [c1 cos (Az) + casen (Az)], (2.81)

= T(an+1)
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as constantes ci, ca e k sao determinadas a partir das condigbes de contorno e as condigoes

iniciais, concluindo-se que:

2,a\"
32a = (_/\m ¢ )
u (t,(L’) = Z n3ﬂ-3 sen (Amw) Z m s (282)
meN , m impar n=0

onde A, = “/*. Para mais detalhes consulte Kelow e Hayden (2013).

Acima foi apresentado um método exato de solucdo para a equagao fracionaria do calor
unidimensional, mas assim como na modelagem tradicional, solu¢des exatas sdo restritas e para
casos mais complexos os métodos numéricos sdo mais apropriados. A secdo que segue menciona
alguns métodos aproximados para as derivadas fracionérias, com énfase no método das diferengas

finitas fracionarias.

2.3.3 Métodos Aproximados

A partir dos métodos classicos de resolucao numérica de EDP’s é possivel em muitos casos
estender os algoritmos para o caso de Equagoes Diferenciais Parciais Fracionarias (EDPF) e estes
apresentam formas semelhantes quando comparados aos métodos para as equacoes classicas. Os
mais abordados para resolugdo da equacdo da difusdo fraciondria sdo: método das diferengas
finitas Meerschaert e Tadjeran (2006); Cui (2009); Khader, Sweilam e Mahdy (2011) e Li e Zeng
(2012), método dos elementos finitos Ford, Xiao e Yan (2011); Zhao e Zheng (2014); Esen et
al. (2014), método dos elementos espectrais Lin e Xu (2007) e método da iteracao variacional
Molliq, Noorani e Hashim (2009); Wu e Lee (2010) e Turut e Giizel (2013).

Com fins de aplicagdo na modelagem térmica fraciondria de um bloco de contraforte da
Barragem de Itaipu a préxima secdo discorre sobre o Método das Diferencas Finitas Fracionarias
(MDFF).

2.3.3.1 Método das Diferencas Finitas Fracionarias

Diversos autores dedicaram suas pesquisas com o objetivo de estender o MDF para
a obtencao de solugbes numéricas para modelos fraciondrios, entres eles destacam-se: Zhang
(2009) que prop6s um método implicito pra resolver a equagao fracionéria no tempo e espago da
difusdo-convecgao, onde a derivada fracionaria de Riemann-Liouville no espaco foi aproximada
pela formula shifted de Griinwald, gerando um esquema numérico incondicionalmente estével.
Li e Zeng (2012) descreveram os principais tipos de aproximagoes para as derivadas fraciondrias,
como a aproximacdo da derivada de Riemann-Liouville a partir da definicio de Griinwald-
Letnikov, esquemas denominados L1, L2 e L2C para a aproximacao da derivada de Caputo,
e a partir dai discorreu sobre alguns métodos de diferencas finitas para as equacdes cinéticas
da difusdo e advecgdo com derivadas fracionarias no tempo, espaco e tempo-espago. Li e Zeng
(2015) retratou um coletanea de MDFF’s de acordo com as diversas formas de aproximagao para
as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, além das analises de convergéncia e estabilidade

dos métodos.
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No que segue um MDFF na sua forma implicita é apresentado. Os métodos numeéri-
cos para a derivada de Riemann-Liouville com ordem fraciondria 0 < a < lel < a < 2
sdo particularmente importantes em aplicacoes reais, pois modelam fenémenos como a difusao
anomala.

Se f (t) é uma funcio suave, as derivadas de Griinwald-Letnikov e Riemann-Liouville sdo
equivalentes, portanto a Equagao (2.61) pode ser usada para aproximar a derivada de Riemann-

|«
Liouville da seguinte forma: denotando w](-a) =(-1) |, obtém-se:
J

1 &
[RLD;‘,tf (t)L:tn N g ij( Vf (tasj). (2.83)

J=0

A Equagao (2.83) é convergente de ordem 1 para todo a > 0 e é chamada de férmula
padrao de Griinwald-Letnikov. Os métodos conhecidos como L1 e L2 sdo aplicadveis para os
casos 0 < a < 1l el < a < 2, respectivamente. A férmula L1 é encontrada tomando-se a
definicdo da derivada de Caputo, Equagao (2.62), e a Equacao (2.66) que relaciona as derivadas

de Riemann-Liouville e Caputo, com 0 < a <1 et =t,:

o o SO
RLDS 1), = [eDgS ()], + (1 —ayt
_ SO, / 7
T Ti-a™ "Ti-a J(s)ds
_ O, . 15 /tkﬂ _ g
= F(l—a)tn +F(1—oz)k§::0 (tn — ) “f (s)ds
IR A () IS 1 nl/t’“+1 ead (1) — f (te)
TS LIRS e P AL AL
fO) o
= mtn + kz:() b1 [f (tes1) — f (te)]; (2.84)
onde tg =0 e by = F%Qt:z) [(kz +1)te - kl_a}. De maneira andloga encontra-se a férmula L2,
agora com 1 < a < 2:
« ~ f (0) —o f/ (0) 11— g
[RLDo,tf (t)]t:tn ~ mtn + mtn + k;1 Wi f (tn—k), (2.85)
onde:
1, k=1
Apo 227 — 3, k=0
Wi=fgoay ) 2708 P 4B (k1) 1<k<n—2  (280)
—2n% @ 4 3(n —1)27 — (n— 2)>7, k=n—1
n?® — (n—1)*"°, k= n.
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Uma. vez que as derivadas de Caputo e Riemann-Liouville estdao vinculadas, como visto na
Equagao (2.66), os métodos numéricos que aproximam a derivada de Riemann-Liouville podem
ser estendidos para a derivada de Caputo. Por exemplo, ao aproximar a derivada de Caputo pela

férmula padrao de Griinwald-Letnikov (2.83) e sabendo da relacao (2.66), encontra-se a seguinte

aproximacao:
o 1 o m— 1 t k—a
D5 ()], =~ Mz W f (tng) — z kz+1—a) (2.87)
" =0 k=0

ondem—1<a<m. Se0<a<1,entao:

[oDS‘,tf (t)]t:tn ~ Alta];wﬁ»“)f (tn—j) — Jl%. (2.88)

A Equacao (2.88) pode ser reescrita como:

eDgus )], Man WL (1) — £ (O)). (2.89)

No caso de 1 < a < 2, tem-se:

Z w; _ L08R SO (2.90)

(oDt 1), )= Ta—a) " Te-a

—tn Ate 4

A Equacao (2.89) é a aproximacao da derivada de Caputo através da férmula de Griinwald-
Letnikov quando 0 < a < 1. Se f’(0) = 0, entdo a Equacao (2.89) coincide com as Equagoes
(2.88) e (2.90). Ainda para o intervalo 0 < o < 1, pode-se obter a férmula L1 para a derivada
de Caputo:

[CD() (2 L LR Z bn—t—1 [f (te41) — f ()], (2.91)

onde by = % [(kz + 1)1_0‘ — kl_a] Para 1 < a < 2, a férmula L2 para Caputo se torna:

(D3 0] ~ Y W (i), (2.92)

t=t
" g=—1

onde Wy, estd definido na Equagao (2.86).
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Considere o seguinte problema de valor de contorno:

cD§ U = K102U + Ky02U + g (z,y,t) . (2,y,t) € (a,b) x (¢, d) x (0,77,
U(z,y,0) = ¢o (z,9), (2,9) € (a,b) x (¢, d),

Ula,y,t) =Ua(y,t), Ul(b,y,t) =Us(y,t), (y.t) € (c,d) x (0,77,
Ul(z,c,t) =U.(z,t), U(z,d,t)=Ug(z,t), (x,t)€ (a,b)x (0,77,

(2.93)

onde U =U (z,y,t), K1, Ko >0e 0 <~ <1 e sejam as seguintes notagoes: At =T /np, Ax =
(b—a)/N,, Ay = (d—c¢)/N, os incrementos no tempo, nas dire¢bes x e y, respectivamente,
onde nr, N; e N, sdo inteiros positivos. Os pontos t, x; e y; sdo definidos como: t;, = kAt, x; =
a+iAx e y; = c+ jAy, respectivamente. Para a fungdo U (z,y,t), denota-se UJ"; = U (i, yj, tn).

Uma das formas de escrever a Equacao (2.93) em diferengas finitas na sua forma implicita
é discretizar a derivada de Caputo no tempo por meio da férmula de Griinwald-Letnikov, (2.89),

e as derivadas espaciais de segunda ordem 02 e 85 através das diferencas finitas centrais, ou seja:

n
(D3 (0], ~ s X @y Ul - U8) (2:94)
Ul =20 +U Ul =200+ U7
QU ~ S2UT, = DT gppn & 6207, = Dt g (2.95)
Se ui; = U egi; =g (xi,v;,tn), entdo um Método das Diferencas Finitas Fracionérias
na Forma Impllclta para a Equagdo (2.93) é dado por: encontrar u; (i = 1,2,...,N; — 1,

j=12,.,N,—1lei=1,2,..,np), tal que:

1 n
k=0

De acordo com Li e Zeng (2015), o esquema numérico apresentado na Equacao (2.96) é
incondicionalmente estével, tem ordem de convergéncia O (At + Ax? + Ay?) e este serd aplicado
ao modelo térmico do bloco de contraforte da Barragem de Itaipu. O préximo capitulo caracteriza
0s esquemas numéricos por elementos finitos e diferencas finitas fracionarias empregados num

estudo de caso da Barragem de Itaipu.
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3 METODOS

Os métodos a serem aplicados para que os objetivos, vistos na Secao 1.2, sejam alcangados
sdo descritos neste capitulo. A primeira secdo descreve os aspectos gerais do software ANSYS
e sua andlise térmica via elementos finitos, além de um esquema numérico para a calibracao
e validagdo dos coeficientes térmicos (condutividade, calor e massa especificos) do concreto de
um bloco de contraforte. Por fim, é abordado um esquema numérico para a verificacdo da
adequabilidade de um modelo térmico fracionario para determinagdo do campo de temperatura

transiente em um bloco de contraforte.

3.1 ANALISE TERMICA NO SOFTWARE ANSYS

O software ANSYS tem uma importante caracteristica que é viabilizar o acoplamento de
diferentes andlises a partir de diferentes ramos da engenharia. Por exemplo, em um problema de
tensao térmica, o campo de temperatura introduz tensdes no dominio estrutural. Em problema
de interagao fluido-estrutura, a pressao do fluido faz com que a estrutura se deforme, o que por
sua vez faz com que a solucao de fluido também se modifique. De modo geral, problemas de ele-
tromagnetismo, estrutural, dindmica dos fluidos e problemas térmicos podem estar relacionados
ou serem ditos interdependentes. A FIGURA 11 apresenta alguns moédulos do ANSYS e seus

acoplamentos.

ANSYS Mechanical ANSYS CFS / Fluent

| Estuwral < | Dinamica de Fluidos
4

' Eletromagnetismo ‘ﬂ_

ANSYS Maxwell / HFSS ANSYS Mechanical
ANSYS CFS / Fluent

FIGURA 11 - EXEMPLOS DE ACOPLAMENTOS REALIZADOS ATRAVES DO ANSYS E SEUS

RESPECTIVOS PRODUTOS.
FONTE: Adaptado de Silva (2013).

Para estudos termo-estruturais um acoplamento simplificado é descrito por meio da
FIGURA 12. Neste acoplamento a andlise térmica calcula as distribui¢oes de temperatura e
outras quantidades térmicas e a andlise estrutural considera como entrada o resultado da analise

térmica para calcular deformacao, tensao e deslocamentos.
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FIGURA 12 - ACOPLAMENTO TERMO-ESTRUTURAL.
FONTE: Adaptado de Silva (2013).

O ANSYS Mechanical, empregado nesta tese, é uma aplicacdo Workbench que pode
executar uma variedade de simulagoes de engenharia, incluindo tensdes, deslocamento, tempe-
ratura, vibragdo, termo-elétrica e simulagoes magnetostéticas. Os tutoriais ANSYS, Inc. (2015a)
e ANSYS, Inc. (2015b) exibem uma descrigdo tedrica dos elementos, procedimentos e comandos
que podem ser utilizados no ANSYS Mechanical.

Esse recurso suporta dois tipos de anélise térmica:

1. Analise térmica em estado estacionario ou regime permanente: determina a distribuigao da
temperatura e outras quantidades térmicas sob condig¢oes de carga de estado estacionario.
Uma situacdo que se pode aplicar esta andlise é quando os efeitos de armazenamento de
calor que variam ao longo de um periodo de tempo passam a ser ignorados, pode ser linear,
com propriedades materiais constantes; ou ndo linear, com as propriedades dos materiais

que dependem da temperatura.

2. Andlise térmica transiente: determina a distribuicido da temperatura e outras quantidades

sob condig¢oes térmicas que variam ao longo de um periodo de tempo.

A analise térmica é baseada em trés atividades principais: Construgao do modelo, ge-
rando a geometria e propriedades dos materiais; aplicacdo de carregamentos e obtencao da
solucao, especificando o tipo de anélise: estaciondria ou transiente, condigdes de contorno e/ou
iniciais, ndo-linearidades, geracdo da malha, critérios e grafico de convergéncia, e a revisdao dos
resultados através de saidas como display grafico e tabelas.

A FIGURA 13 aponta uma configuragdo do esquema para uma andlise térmica transiente
através do ANSYS Mechanical, onde naturalmente numa primeira instancia se determina um
campo de temperatura inicial através de uma analise estaciondria e este é inserido como condicao

inicial para resolver o modelo térmico transiente.
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FIGURA 13 - ESQUEMA DE ANALISE TRANSIENTE NO SOFTWARE ANSYS.
FONTE: O Autor (2016).

O processamento numérico no ANSYS Mechanical dos modelos descritos pelas leis cons-
titutivas da. Mecanica do Continuo ocorre através do Método dos Elementos Finitos e este é

abordado de maneira breve na préxima secdo para a equacao do calor tridimensional.

3.1.1 M¢étodo dos Elementos Finitos

Conforme visto no Capitulo 2, a equacao da difusdo do calor (2.8), para um material
isotropico e onde os coeficientes térmicos k, p e ¢ sdo constantes e nao exista geracao de calor

interno, a Equacao (2.8) pode ser reescrita como:
Vir=-"—" 3.1
(3.1)

onde V2 é o operador Laplaciano e a = k/pc é chamada de difusividade térmica (m?/s).

A Equagao (2.8) é resolvida no ANSYS através do método dos elementos finitos apds
definida a geometria, malha, propriedades dos materiais e condic¢Ges iniciais e de contorno que
sdo retratadas na segdo que segue (na Secdo 2.2.1 apresentou-se uma prévia dessas condigoes

quando se aplicou o método de Galerkin & equacao da difusdo bidimensional).

3.1.2 Condigoes Iniciais e de Contorno

Considera-se um dominio arbitrario §2 sobre o qual se aplica a equacdo da conducao de
calor, limitado por uma superficie I', tal que I' = I'r Uy ULy, onde I'r € a superficie na qual
uma funcao temperatura T' é prescrita, 'y e I'yc sdo as superficies nas quais incidem um fluxo
de calor proveniente, por exemplo, de uma fonte de calor externa, e fluxo de calor convectivo,

respectivamente, conforme a FIGURA 14.



56

Tge

FIGURA 14 - CONDICOES DE CONTORNO.
FONTE: (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2004).

De acordo com Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004), as condigdes de contorno para
a equagao do calor podem ser de dois tipos, ou uma combinacao destas. Condi¢do de Dirichlet,
que é a temperatura estabelecida em uma porc¢ao do contorno do dominio e/ou condigdo de
Neumann, que é fluxo de calor prescrito em outra porcao do contorno do dominio.
Condicao de Dirichlet:

T =Ty, em I'r, (3.2)
Condicao de Neumann:
oT
q= _ké)—n’ em Iy, (3.3)

onde T} é uma temperatura prescrita (/K), n é o vetor normal & superficie I';y e ¢ é o fluxo
constante (W / m?). O fluxo de calor convectivo também se enquadra como uma condicio de
contorno de Neumann e pode ser escrito como:

oT

—k% =h(T-T1,), em Iy, (3.4)

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor convectivo (W /m? ), T é a temperatura da
superficie em I'y. e T, é a temperatura do fluido adjacente.

A condicao inicial trata-se da temperatura em todo o dominio 2 em um tempo de refe-
réncia t = tg, normalmente chamado de instante inicial. Esta temperatura pode ser representada

CcOomao:

T=T),,  em. (3.5)

Tomando a Equagao da condugdo de calor (2.8) com as condigdes inicial e de contorno

para a geometria em estudo obtém-se um modelo térmico que requer solugdo. O modelo em
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elementos finitos de Galerkin foi apresentado no capitulo anterior para uma geometria bidimen-
sional, sua formulagao tridimensional pode ser vista em Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004)

e apresenta a seguinte expressao matricial:

Cal {52} + ) (13} = 15 (36)

onde:

[Cl] :/pCNideQ,
Q

o NN, iy PNy PN
(K] _/Q [kx (7) Ooxr Ox +hy (T) oy Oy + k= (T) 0z 0z

{fi}=/ NiGdQ—/ ququf-l-/ hT,N; dT .
Q F(If Fqc

dQ + [ hN;N;dTy.,
Tge

3.2 ESQUEMA NUMERICO VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Nesta secdo é apresentado um esquema numeérico para aproximar os valores dos coefi-
cientes térmicos do concreto (condutividade térmica, massa especifica e calor especifico) de um
bloco de uma barragem de contrafortes no caso de nao existirem informacgoes reais ou atualiza-
das desses valores através de ensaios em laboratoério. O principal critério para a escolha do bloco
para se realizar uma anélise térmica deve ser a presenca de termometros superficiais e internos a
estrutura e estes com registros de leituras em um considerével periodo de tempo. A FIGURA 15

exibe a geometria tridimensional simplificada de um trecho de uma barragem de contrafortes.

FIGURA 15 - SECAO DE UMA BARRAGEM DE CONTRAFORTES.
FONTE: (ANSELL et al., 2010).

Ao adotar a hipétese de que tais termdémetros nao sdo automatizados, ou seja, os registros
de leitura sdo feitos manualmente e com periodicidade por exemplo, semanal ou mensal, e

estes obedecem a caracteristica sazonal da temperatura ambiente, os dados de cada um dos
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termometros presentes no bloco podem ser aproximados por meio de séries de Fourier, a fim
de se obter valores de temperatura continuos no tempo. Os dados ajustados dos termémetros
superficiais sdo utilizados como condi¢bes de contorno para obtencio da solugdo numérica por
elementos finitos da equacao da difusdo do calor e o modelo é calibrado e validado a partir de
dados ajustados dos termometros internos.

A primeira etapa consiste em dividir em duas partes o tempo de registro das tempera-
turas, sendo a primeira parte para a fase de calibracdo e a segunda para a fase de validacao.
Considere N anos de registros e que na divisdo N7 consiste nos primeiros anos e Ny os ultimos
anos, tal que N = Nj + N, e cada termémetro terd suas temperaturas aproximadas por uma

série de Fourier, cuja representacao se da pela seguinte equacao:

M 2km 2km
T (t) =yo + Z apCcos (Pt) + bisen (Pt>, (3.7)

k=1

onde t é a varidvel tempo em dias, P = 365.25 dias o periodo da série, T'(t) a temperatura em
um dado instante ¢ dias, M o nimero de harménicos e os 2M + 1 coeficientes yg, ax € by a serem
ajustados através do Método dos Minimos Quadrados.

O ajuste é considerado satisfatério quando para um determinado niimero M de harmo-

nicos, o erro MAPE for inferior a 10%, ou seja, se:

ng

2.

j=1

T -T1;
T

<01, (3.8)

n;

onde n; é o nimero de dados observados no periodo N; (i = 1, 2), T} a j-ésima temperatura
observada no termémetro e TJ o valor aproximado da j-ésima temperatura determinada através
da série de Fourier.

Como o periodo da série corresponde a um ano, os IV; anos de dados de cada fase sdo
representados por um ano chamado ‘ano médio’ e as temperaturas deste ano para os termometros
superficiais sdo tomadas, por exemplo, como condi¢does de contorno nas faces a montante e
a jusante e fluxo de calor nulo nas superficies em contato com a fundagdo e com os blocos
adjacentes.

Para a fase de calibracdo, com as condi¢des de contorno bem definidas, o proximo passo
para a obtencao da solucdo da Equagao da condugdo de calor (3.1) consiste em estimar uma
condic¢ao inicial, ou seja, um campo de temperatura inicial para o bloco e especificar os valores
das propriedades térmicas do concreto. Os valores adotados a principio, podem ser provenientes
de calculos de projeto ou valores presentes na literatura.

Apés designados os coeficientes térmicos e as temperaturas no contorno para o primeiro
dia do ‘ano médio’, executa-se uma andlise térmica estacionaria com a aplicacdo do método dos
elementos finitos no ANSYS Mechanical e assim se obtém um campo de temperatura inicial.
Na sequéncia realiza-se a analise térmica transiente no bloco para tal ano, oscilando os valores

dos coeficientes térmicos em torno dos designados em projeto ou literatura, e essa é considerada
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fidedigna com o comportamento térmico real do bloco ao verificar-se a concordancia entre os
valores das temperaturas encontradas via série de Fourier e via ANSYS para os pontos de prova,
onde se localizam os termdmetros internos. A concordancia consiste em alcangar um MAPE
inferior a 10%.

Com a fase de calibracdo previamente concluida, inicia-se a fase de validacido. Nesta
etapa novamente as andlises estaciondria e transiente sdo realizadas, agora com os dados dos
termdmetros ajustados para os ultimos No anos, e os coeficientes térmicos obtidos da fase de
calibracdo. O modelo térmico é considerado validado se, assim como na fase de calibragdo, o
MAPE entre os valores das temperaturas do novo ‘ano médio’ encontradas via série de Fourier

e via ANSYS para os pontos de prova for inferior a 10%.

3.3 ESQUEMA NUMERICO VIA CALCULO FRACIONARIO

O esquema numérico de solugdo para um modelo térmico fracionario em um bloco de
contraforte com uma geometria bidimensional simplificada e sujeita a condicOes iniciais e de
contorno é apresentado nesta sec¢ao.

A equacao da difusdo do calor fracionéaria:

oDy T = a (02T + 82T + G (z,,1), (3.9)

pode ser resolvida por um método de diferencas finitas fracionério, cuja formulagao foi desen-

volvida na Se¢do 2.3.3.1 (Equacao (2.96)) e neste caso dada por:

1 & s 5 3
NG > s [Tzky - 71‘%} =0 (53 + 53) 135 + G5, (3.10)
k=0

onde 0 <y < 2se (%—{)?J_ =0e Tfj ~ TF =T (i, yj, t)-

Para tanto deve definir-se as condigoes inicial e de contorno e as propriedades do material,
nas Equacoes (3.9) e (3.10) representadas pelo coeficiente de difusividade térmica .

De maneira andloga ao realizado no esquema numérico por elementos finitos, tomam-se
registros de temperaturas em determinado periodo de tempo dos termdmetros superficiais e in-
ternos a um bloco de contraforte e a estes dados ajustam-se séries de Fourier para aproximar
a varidvel temperatura em qualquer instante de tempo naquele periodo. Apds estabelecida a
geometria do bloco, os dados ajustados irdo caracterizar suas condigoes de contorno e os coefici-
entes térmicos caso nao sejam conhecidos, podem ser aproximados através do esquema anterior e

assim o modelo térmico fracionario pode ser resolvido através da discretizagao vista na Equagao
(3.10). A geometria a ser utilizada nesta tese é exibida na FIGURA 16.
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FIGURA 16 - GEOMETRIA PARA MODELO TERMICO FRACIONARIO.
FONTE: O Autor (2016).

Onde as varidveis assinaladas na FIGURA 16 sao:

e nx = numero de divisdes de comprimento Ax na base da barragem;

e ny = numero de divisdes de comprimento Ay na altura da barragem;

e nde = largura (nimero de Ax) do degrau & esquerda do topo;

e ndd = largura (nimero de Az) do degrau a direita do topo;

e nee = altura do espelho (nimero de Ay) do degrau a esquerda do topo;

e ned = altura do espelho (nimero de Ay) do degrau a direita do topo.

Com a geometria, condigbes e varidveis de interesse definidas, a equagdo do calor fra-
ciondaria para o bloco é resolvida numericamente pelo esquema de diferencas finitas acima. O
APENDICE B apresenta o MDFF implementado em linguagem Pascal e o qual foi aplicado em
um estudo de caso da Barragem de Itaipu. Para cada ordem - da derivada fracionaria escolhida,
os resultados sdo comparados com as temperaturas encontradas pelas séries de Fourier e pelo
modelo tradicional resolvido por elementos finitos nos pontos de prova (onde se localizam os
termdmetros internos). Esta andlise permite concluir a real aplicabilidade do CF na modelagem
térmica de estruturas.

O préximo capitulo aborda um estudo de caso para um bloco de contraforte da barragem
da Usina Hidrelétrica de Itaipu onde foi aplicado os métodos numéricos apresentados neste

capitulo.
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4 RESULTADOS

Os resultados encontrados ao aplicar-se os métodos descritos no Capitulo 3 em um bloco
de contraforte da Barragem da Usina Hidrelétrica de Itaipu (UHI) compoem este capitulo.
As etapas de calibracao e validacido dos parametros térmicos do concreto e a aplicabilidade do
modelo térmico fracionario é investigada por meio de comparacoes entre os dados de temperatura
do bloco ajustadas por série de Fourier e os dois modelos numéricos: tradicional e fracionério.
A primeira se¢do caracteriza a Barragem de Itaipu em alguns aspectos gerais como localizacao
geografica, geometria dos blocos de contrafortes e instrumentacao, em particular o trecho E e o
bloco E-6, objeto de estudo.

4.1 DESCRICAO DA BARRAGEM

A barragem da UHI possui 7.919 m de extenséao e altura maxima de 196 m e estd locali-
zada no rio Parand, fronteira entre o Brasil e o Paraguai. O trecho E da barragem possui 102m
de comprimento e é constituido de 6 blocos de contrafortes, listados do E-1 ao E-6, apoiados em

macico rochoso basaltico. Sua localizacao pode ser vista na FIGURA 17.
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FIGURA 17 - LOCALIZACAO DO TRECHO E.
FONTE: Imagem cedida pelo Centro de Estudos Avangados em Seguranca de Barragens (CEASB) da

Fundagao Parque Tecnolégico Itaipu (FPTI).

Para maior clareza da geometria dos blocos do trecho E observe as FIGURAS 18 e 19:
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FIGURA 18 - MAQUETE TRIDIMENSIONAL DO TRECHO ‘E’ DA UHI.
FONTE: Imagem cedida pelo CEASB da FPTI.
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FIGURA 19 - GEOMETRIA TRIDIMENSIONAL DO BLOCO E-6.
FONTE: Imagem cedida pelo CEASB da FPTI.

A geometria tridimensional tem dimensodes aproximadas de 17.3 x 97.9 x 120.0m e foi
utilizada no esquema numeérico por elementos finitos para a calibracéo e validacao dos parametros
térmicos do concreto. As FIGURAS 20(a) e 20(b) apresentam, respectivamente, uma vista lateral

de projeto do bloco E-6 e sua geometria bidimensional simplificada.
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O Trecho E dispGe de instrumentos na sua estrutura e fundacao, sendo que os registros
datam da construgao, inicio da década de 1980, enchimento do reservatorio e de todo o periodo
de operacao da UHI. O bloco mais alto, E-6, é chamado bloco-chave em razao de dispor uma

instrumentacgao mais completa, onde se destacam:

e Péndulo direto da crista da barragem até a fundacéao;

Extensometros multiplos na fundagao;

Piezémetros na fundagao;

Termdmetros internos e superficiais;

Tensometros e Roseta de Tensometros.

Os péndulos sao consideravelmente sensiveis a variacdo da temperatura ambiente devido
a grande superficie exposta dos contrafortes. No inverno os blocos se contraem provocando
o deslocamento da crista para a jusante (sentido positivo), em contrapartida no verdo se dé
0 oposto com o movimento para a montante (sentido negativo). Igualmente como afirma a
literatura sobre a influéncia térmica sazonal no comportamento de grandes estruturas, relatérios
técnicos desenvolvidos pela Superintendéncia de Engenharia da UHI também verificaram tal
situacdo nos blocos de contrafortes. O grafico da FIGURA 21 revela o deslocamento medido
pelo péndulo PD-E-6 do bloco E-6 comparativamente com a temperatura ambiente, desde o
enchimento do reservatério até inicio do ano 2015. E possivel identificar um aumento continuo
dos deslocamentos para a jusante.

Diante de tal cenario fica novamente evidente a relevancia de se investigar modelos
matematicos que sejam capazes de descrever de forma eficaz os campos de temperaturas nos
blocos de contrafortes, além de se estimar os parametros térmicos do concreto o mais préximos da
realidade da estrutura. A proxima secao traz os resultados do esquema numeérico por elementos

finitos descrito na Secdo 3.2.

4.2 SOLUCAO VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O bloco E-6 tem instalado no seu corpo 7 termdmetros, sendo 4 superficiais e 3 internos.
Os dados ajustados dos quatro termometros superficiais foram utilizados como condi¢es de
contorno para obtencdo da solucdo numérica por elementos finitos da equacio da difusdo do
calor e o modelo foi calibrado e validado a partir de dados ajustados de trés termometros
internos. A FIGURA 22 exibe a geometria bidimensional simplificada do bloco E-6, retrata suas
dimensoes e localizagdo dos termdémetros superficiais (TS-D-903, TS-D-904, TS-E-1 e TS-D-5)
e internos (TI-E-1, TI-E-2 e TI-E-3).
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FIGURA 22 - GEOMETRIA DO BLOCO DE CONTRAFORTE, LOCALIZACAO DOS TERMOME-
TROS, PONTOS DE MONITORAMENTO ADICIONAIS E DELIMITACAO DAS CON-

DICOES DE CONTORNO.
FONTE: O Autor (2016).

Algumas simplificagbes foram consideradas no processo de geracdo do modelo térmico
numérico via ANSYS: auséncia de fonte geradora de calor, homogeneidade do material, compor-
tamento isotrépico e elastico linear e simplificagbes na geometria, como auséncia de chanfros,
drenagem, suportes e vigas. Um modelo térmico por condugao que representa estas simplifica¢des
pode ser escrito como a Equacao (3.1). A FIGURA 23 ilustra a malha tridimensional empre-
gada nas andlises estacionaria e transiente nas fase de calibracdo e validagdo, com elementos
tetraédricos totalizando aproximadamente 66 mil elementos e 104 mil nés.

Preliminarmente tomou-se registros de temperatura compreendidos entre os anos 1985
e 2014 dos 7 termometros. As TABELAS 1 e 2 apresentam algumas informagoes e dados esta-
tisticos relevantes sobre as temperaturas observadas nos termometros superficiais e internos. A

cota zero (Om) é a nivel do mar.



67

FIGURA 23 - MALHA EM ELEMENTOS FINITOS EMPREGADA NAS ANALISES ESTACIONA-

RIA E TRANSIENTE.

FONTE: O Autor (2016).

TABELA 1 - DADOS SOBRE AS COTAS, PERIODO E NUMERO DE OBSERVACOES DOS
TERMOMETROS

Termémetro Cota (m) Periodo de Observacdo N. de Observagoes

TS-D-903
TS-D-904
TS-D-5
TS-E-1
TI-E-1
TI-E-2
TI-E-3

187.00
200.30
198.00
154.00
145.25
145.25
145.25

02/01/85 a 27/11/14
02/01/85 a 27/11/14
02/01/85 a 27/11/14
02/01/85 a 25/11/14
07/01/85 a 06/10/14
07/01/85 a 06/10/14
07/01/85 a 06/10/14

469
470
471
473
279
279
279

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 2 - DADOS SOBRE TEMPERATURAS MAXIMAS E MINIMAS, MEDIA, DESVIO PA-
DRAO E COEFICIENTE DE VARIACAO DOS TERMOMETROS NO PERIODO DE
OBSERVACAO (1985 A 2014)

Termdémetro Min. Max. Meédia Desv. Pad. Coef. de Var. (%)

TS-D-903 17.34 3154  24.10 3.43 14.22
TS-D-904 17.67 30.53  24.49 3.52 14.38
TS-D-5 6.45 3839 2253 6.63 29.43
TS-E-1 18.43 25.74  21.56 1.90 8.80
TI-E-1 20.66 23.18  21.81 0.60 2.73
TI-E-2 19.55 24.25  22.09 1.23 5.58
TI-E-3 20.71 2431  22.60 0.93 4.10

FONTE: O Autor (2016).

O coeficiente de variagdo ¢é interpretado como a variabilidade dos dados em relagao a
média, é o quociente entre o desvio padrao e a média. Quanto menor for o valor do coeficiente de
variagdo, mais homogéneos serdo os dados, ou seja, menor serd a dispersdao em torno da média.
Por exemplo, o coeficiente de variacao do termdmetro T'S-D-903 é 14.22%, isso significa que o
desvio padrao deste termdmetro corresponde a 14.22% do valor da média que é 24.10. Ao analisar
a TABELA 2 nota-se que os maiores desvios padroes e coeficientes de variacdo estdo para os
termdmetros superficiais, sendo que o termoémetro T'S-D-5 tem ambos valores mais elevado pois
estd em contato com o ar ambiente, cuja temperatura pode variar consideravelmente no periodo
de um dia.

Para a fase de calibracdo separou-se os dados de temperatura dos 20 primeiros anos
(1985 — 2004) e ajustou-se uma curva dada por uma série de Fourier para cada um dos termd-
metros mencionados acima, e esta forneceu uma aproximagao para a funcio temperatura em
qualquer instante de tempo neste periodo. O carater sazonal da temperatura no bloco justifica
a escolha da série de Fourier como fung¢éo de ajuste para os dados. O niimero de harmonicos e o
MAPE para cada um dos 7 termdmetros para a fase de calibragdo estao descritos na TABELA
3.
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TABELA 3 - NUMERO DE HARMONICOS E O RESPECTIVO MAPE PARA O AJUSTE DOS DA-
DOS DE 1985 A 2004

TermOmetro Numero de Harménicos MAPE (em %)

TS-D-5 45 9.76
TS-D-903 10 2.52
TS-D-904 10 2.55

TS-E-1 10 2.25

TI-E-1 ) 1.15

TI-E-2 ) 1.38

TI-E-2 ) 1.21

FONTE: O Autor (2016).

As TABELAS 16 e 18 do APENDICE C apresentam os coeficientes das séries de Fourier
dos termometros superficiais e internos para a fase de calibragao.

Os vinte anos de dados da fase de calibracido foram representados por um ano chamado
‘ano médio’ e as temperaturas deste ano foram tomadas como condigdes de contorno no bloco
da seguinte maneira: ao visualizar a FIGURA 22, a funcao temperatura adotada na face com-
preendida do ponto A ao ponto B foi a do termémetro TS-E-1, do ponto B ao C do termdmetro
TS-D-903, do ponto C ao D do termémetro T'S-D-904, do ponto D ao E do term6émetro TS-D-5,
do ponto E ao ponto A e nas faces em contato com os blocos adjacentes foi considerado fluxo
de calor nulo, ou seja, ¢ = 0. A FIGURA 24 representa graficamente as condi¢dées de contorno

referente ao ‘ano médio’ da fase de calibragao.

40 -
33 1
30 A
< Ll '
g 25 -
g J"u ——T5-0-5
E 0 4 —T5-E-1
E T5-0-903
15 ——T5-D-904
10
5

1 31 61 91 121 151 181 211 241 271 301 331 361
Tempo (dias)

FIGURA 24 - CONDICOES DE CONTORNO PARA O MODELO TERMICO NA FASE DE CALI-
BRACAO.
FONTE: O Autor (2016).
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Com as condig¢oes de contorno bem definidas, o préoximo passo para a obtencao da solucao
da Equagao da conducao de calor (3.1) consiste em estimar uma condicao inicial, ou seja, um
campo de temperatura inicial para o bloco E-6 e especificar os valores das propriedades térmicas
do concreto. Os valores adotados a principio advieram do relatério técnico Grupo Consultor
Alto Parand (1976), que data da época da construgdo da barragem de Itaipu, cujo objetivo
consistia em analisar as tensoes térmicas via elementos finitos que a estrutura poderia estar
sujeita quando em fase de operagdo, e estes sdo: condutividade térmica 1.2 W (mK )_1, calor
especifico 895.38 J(kg K)™" e massa especifica 2550 kgm 3.

Por meio dos coeficientes térmicos de projeto e dos dados de temperatura do primeiro
dia do ‘ano médio’, uma andlise térmica estacionaria foi realizada com a aplicacdo do método
dos elementos finitos resolvido no software ANSYS a fim de obter-se um campo de temperatura
inicial. Na sequéncia executou-se a analise térmica transiente no bloco para tal ano com um
passo de tempo de 14400s, oscilando os valores dos coeficientes térmicos em torno dos obtidos em
projeto em paralelo com a verificacdo de que a amplitude de variacdo da temperatura nos pontos
de prova, onde se localizam os termometros internos (TI-E-1, TI-E-2 e TI-E-3), via elementos
finitos estava em concordancia com a amplitude de variacdo das temperaturas encontradas via
série de Fourier. Vista a conformidade entre as amplitudes térmicas ao tomar-se como parametros
térmicos os mesmos de projeto e o erro MAPE entre os dados ajustados e o método dos elementos
finitos nos pontos de prova foi inferior a 10%, o campo de temperatura transiente foi considerado
fidedigno com o comportamento térmico real do bloco.

A FIGURA 25 exibe os graficos comparativos entre as temperaturas reais ajustadas por
série de Fourier e as determinadas pela resolucdo do modelo térmico por elementos finitos nos

pontos de prova e os MAPE’s calculados.
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FIGURA 25 - GRAFICOS COMPARATIVOS ENTRE AS TEMPERATURAS VIA SERIE DE FOU-
RIER E VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA O ‘ANO MEDIO’ DA

FASE DE CALIBRACAO.
FONTE: O Autor (2016).

De acordo com a FIGURA 25, nota-se que os term6metros internos apresentam tem-
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peraturas mais elevadas entre maio e julho que s@o meses frios, ao contrario dos termémetros
superficiais (FIGURA 24) que seguem mais de perto a temperatura do ar ambiente. Uma justi-
ficativa para este comportamento pode ser dado devido a lenta difusdo do calor no concreto.
Além dos pontos de prova, onde se localizam os termometros internos, selecionou-se
outros trés pontos, PM-04, PM-05 e PM-06 (veja FIGURA 22) no interior do bloco para analisar

a distribuicdo anual da temperatura para a fase de calibracdo, como mostra a FIGURA 26.

Y st

27

23 -
= Ponto PM-06

21 1 ——Ponto PM-05
Ponto PM-04

Temperatura (°C)

19

15

131 61 91 121 151 181 211 241 271 301 331 361
Tempo (dias)

FIGURA 26 - TEMPERATURA PARA O PARA O ‘ANO MEDIO’ DA FASE DE CALIBRACAO NOS

PONTOS DE MONITORAMENTO.
FONTE: O Autor (2016).

O ponto PM-06 que esta localizado na cota mais elevada apresenta maior variacao da
temperatura durante o ano. As temperaturas mais altas encontram-se nos meses de marco e
abril e as mais baixas nos meses de agosto e setembro, resultado das temperaturas de verao e
inverno, respectivamente, que ocorrem em meses anteriores. Os pontos PM-04 e PM-05 apresen-
tam comportamento similar com um atraso levemente maior, pois sdo pontos um pouco mais
afastados da superficie do bloco.

Apbs concluida a solugdo numérica do modelo térmico transiente com os coeficientes
térmicos calibrados, gerou-se campos de temperaturas mensais, com datas do ultimo dia de
cada més, como mostra a FIGURA 27.

A fase de calibragéo foi previamente concluida e iniciou-se uma nova fase, a validacao.
Nesta etapa novamente as analises estacionaria e transiente foram realizadas, agora com os dados
dos termometros ajustados para os tltimos 10 anos, 2005 a 2014. A TABELA 4 mostra o nimero

de harménicos e 0 MAPE para cada um dos 7 termémetros para a fase de validagéo.
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TABELA 4 - NUMERO DE HARMONICOS E O RESPECTIVO MAPE PARA O AJUSTE DOS DA-
DOS DE 2005 A 2014.

TermOmetro Numero de Harménicos MAPE (em %)

TS-D-5 15 9.55
TS-D-903 5 2.60
TS-D-904 5 2.70

TS-E-1 5 1.36

TI-E-1 3 0.74

TI-E-2 1 2.07

TI-E-2 4 0.66

FONTE: O Autor (2016).

As TABELAS 19 e 20 do APENDICE C apresentam os coeficientes das séries de Fourier
dos termOmetros superficiais e internos para a fase de validagao. As condicbes de contorno para
a concepc¢ao do modelo térmico transiente referente ao ‘ano médio’ da fase de validacao estao

representadas graficamente através da FIGURA 28.

40
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1 31 61 91 121151181 211 241 271 301 331 361

Tempo (dias)

FIGURA 28 - CONDICOES DE CONTORNO PARA O MODELO TERMICO NA FASE DE VALI-
DACAO.
FONTE: O Autor (2016).

Os parametros térmicos adotados para as andlises térmicas estacionaria e transiente
desta fase foram os obtidos na fase de calibracdao, que como visto, coincidiram com os dados de
projeto. A FIGURA 29 exibe os graficos comparativos entre as temperaturas reais ajustadas por
série de Fourier e as determinadas pela resolu¢cdo do modelo térmico por elementos finitos e os
MAPE’s calculados.
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FIGURA 29 - GRAFICOS COMPARATIVOS ENTRE AS TEMPERATURAS VIA SERIE DE FOU-
RIER E VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA O ‘ANO MEDIO’ DA

FASE DE VALIDACAO.
FONTE: O Autor (2016).
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Conforme a FIGURA 29, os termometros na fase de validacdo apresentam compor-
tamento similar aos termémetros na fase de calibragdo (observe a FIGURA 25), ou seja, os
termoOmetros internos apresentam temperaturas mais elevadas entre maio e julho, inverso aos
termometros superficiais (FIGURA 28). O MAPE entre os valores das temperaturas do novo
‘ano médio’ encontradas via série de Fourier e via ANSYS para os pontos de prova foi inferior
a 10%, o que valida os coeficientes térmicos.

Além dos pontos de prova, onde se localizam os termometros internos, os mesmos trés
pontos selecionados pra fase de calibragdo para monitoramento da distribuicdo anual da tempe-
ratura foram utilizados na fase de validagao, os graficos destes sdo exibidos na FIGURA 30. De
maneira similar a apresentada na fase de calibragao, os pontos PM-04, PM-05 e PM-06 apre-
sentam as temperaturas mais altas encontram-se no meses de marco e abril e as mais baixas
no meses de agosto e setembro, resultado das temperaturas de verao e inverno que ocorrem em

meses anteriores.
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FIGURA 30 - TEMPERATURA PARA O PARA O ‘ANO MEDIO’ DA FASE DE VALIDACAO NOS

PONTOS DE MONITORAMENTO.
FONTE: O Autor (2016).

Apo6s concluida a solugdo numérica do modelo térmico transiente com os coeficientes
térmicos calibrados, gerou-se campos de temperaturas mensais, com datas do ultimo dia de
cada més, como mostra a FIGURA 31.

Em acréscimo a todo o procedimento numérico realizado, para demonstrar a conformi-
dade entre os dados reais dos termometros e aqueles obtidos por elementos finitos, as TABELAS
5, 6 e 7 apresentam as temperaturas maximas e minimas atingidas pelos termémetros internos,
médias, desvio padrao e coeficientes de variagdo por meio dos registros de leituras e através do
modelo térmico do bloco resolvido numericamente para ambas as fases de calibracao e valida-
¢ao. A TABELA 8 apresenta alguns dados estatisticos referentes as temperaturas nos pontos

monitorados no interior da barragem em ambas as fases.
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TABELA 5 - TEMPERATURAS MAXIMAS E MINIMAS REAIS E APROXIMADAS NOS PONTOS
DE LOCALIZACAO DOS TERMOMETROS INTERNOS PARA AS FASES DE CALI-
BRACAO E VALIDACAO

Fase Calibracao Fase Validacao

Termoémetro Temperatura observada Min. Max. Min. Max.
TLE.1 Real 20.66 23.18 21.05 22.73
o Aproximada (MEF) 1970 23.07  20.86  23.51
TLE.9 Real 19.55 24.25 20.39 23.91
Aproximada (MEF) 18.40 24.27 19.99  24.68
Real 20.71 24.31 21.10 24.20

TI-E-3

Aproximada (MEF) 20.32 23.55 21.64 24.09
FONTE: O Autor (2016).

TABELA 6 - TEMPERATURAS MEDIA, DESVIO PADRAO E COEFICIENTE DE VARIACAO RE-
AIS E APROXIMADOS NOS PONTOS DE LOCALIZACAO DOS TERMOMETROS
INTERNOS PARA A FASE DE CALIBRACAO

Fase Calibracao

Termdémetro Temperatura Observada Média Desv. Pad. Coef. Var. (%)

Real 21.81 0.61 2.81
TI-E-1 ,
Aproximada (MEF) 21.52 1.27 5.91
Real 22.07 1.24 5.63
TI-E-2
Aproximada (MEF) 21.44 2.19 10.24
Real 22.59 0.93 4.11
TI-E-3
Aproximada (MEF) 22.28 1.17 5.24

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 7 - TEMPERATURAS MEDIA, DESVIO PADRAO E COEFICIENTE DE VARIACAO RE-
AIS E APROXIMADOS NOS PONTOS DE LOCALIZACAO DOS TERMOMETROS
INTERNOS PARA A FASE DE VALIDACAO

Fase Validacao

Termoémetro Temperatura Observada Média Desv. Pad. Coef. Var. (%)

TLE.1 Real 21.79 0.49 2.23
Aproximada (MEF) 22.30 0.95 4.25
Real 22.24 1.19 5.37

TI-E-2
Aproximada (MEF) 22.47 1.63 7.27
Real 22.64 0.94 4.14

TI-E-3
Aproximada (MEF) 23.11 0.86 3.71

FONTE: O Autor (2016).

TABELA 8 - TEMPERATURAS MAXIMAS, MINIMAS, MEDIA, DESVIO PADRAO E COEFICI-
ENTE DE VARIACAO NOS PONTOS MONITORADOS PARA A FASE DE CALIBRA-
CAO E VALIDACAO

Ponto Monit. Fase Min. Max. Média Desv. Pad. Coef. Var. (%)

Calib. 16.08 28.30 22.44 4.20 18.74
Ponto PM-06

Valid. 18.51 28.48  23.49 3.14 13.39

Calib. 19.19 27.36  23.19 2.99 12.88
Ponto PM-05

Valid. 21.02 27.60 24.35 2.24 9.20

Calib. 2346 27.49  26.06 1.63 6.26
Ponto PM-04

Valid. 23.92 28.14 26.41 1.71 6.49

FONTE: O Autor (2016).

A TABELA 5 mostra por meio das temperaturas méximas e minimas atingidas nos
pontos de localizacao dos termémetros internos, que a amplitude de variacdo real e aproximada
por elementos finitos estd de acordo em ambas as fases de calibracao e validagdo. As TABELAS
6 e 7 apresentam alguns dados estatisticos das temperaturas reais e aproximadas para os mesmos
pontos, para ambas as fases, e nota-se boa concordancia nos resultados. Finalmente, a TABELA
8 retine algumas informacoes estatisticas nos pontos de monitoramento adicionais. E perceptivel
através dos resultados no Ponto PM-06 que ao se aproximar da superficie, a amplitude de
variagdo da temparatura é maior (basta comparar os méximos e minimos entre os pontos) e o
coeficiente de variagdo também é maior, o que denota relativa variabilidade dos dados em torno

da média.
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4.3 SOLUCAO VIA CALCULO FRACIONARIO

O método das diferencas finitas fracionarias, na sua forma implicita (Equagao (2.96)),
foi inicialmente aplicado a um exemplo, que pode ser visto em Li e Zeng (2015), e tem por
objetivo evidenciar a validade do método ao comparar-se a solucdo numérica e analitica do

modelo proposto.

oDYU = AU + sen (z +y) [pi—sy (35 — 25 ) +2 (2 +t+1)]

(z,y,t) € (0,1) x (0,1) x (0,1],

U(z,y,0) =sin(x+y), (x,y) € (0,1)x(0,1),
U0,y,t) = (t*+t+1)sen(y), U(l,y,t)= (> +t+1)sen(y+1), (4.1)
(y,t) € (0,1) x (0,1],

U(z,0,t)= (> +t+1)sen(z), U(x,1,t)=t*+t+1)sen(x+1),

(z,t) € (0,1) x (0,1].

A solugdo analftica para este modelo ¢ U (x,y,t) = (2 + ¢+ 1) sen (z + y), como pode
ser visto em (LI; ZENG, 2015). Tomando v = 0.2, At = Az = Ay = 0.25 e aplicando o MDFF
visto na Equagdo (2.96), as TABELAS 9, 10, 11 e 12 apresentam um comparativo entre as
solucbes numéricas e analiticas por meio dos erros relativos para t = 0.25, ¢t = 0.5, t = 0.75 e
t =1.0.

TABELA 9 - COMPARACAO ENTRE SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA PARA t = 0.25

Coordenadas Solugao Analitica Solugao Numérica FErro Relativo
x=0.25y=0.25 0.6292 0.6306 0.0022
x=0.25y=0.5 0.8947 0.8967 0.0023
x=0.25y=0.75 1.1044 1.1062 0.0016
x=0.5;y=0.25 0.8947 0.8967 0.0023
x=0.5;y=0.5 1.1044 1.1073 0.0026
x=0.5;y=0.75 1.2455 1.2480 0.0019
x=0.75; y =0.25 1.1044 1.1062 0.0016
x=0.75;y=0.5 1.2455 1.2480 0.0019
x=0.75;y =0.75 1.3092 1.3112 0.0015

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 10 - COMPARACAO ENTRE SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA PARA t = 0.5

Coordenadas Solugao Analitica Solugao Numérica FErro Relativo
x=0.25y=0.25 0.8390 0.8365 0.0030
xr=0.25y=0.5 1.1929 1.1892 0.0030
x=0.25y=0.75 1.4726 1.4694 0.0021
x=0.5;y=0.25 1.1929 1.1892 0.0030
x=0.5;y=0.5 1.4726 1.4675 0.0035
x=0.5;y=0.75 1.6607 1.6564 0.0026
x=0.75; y =0.25 1.4726 1.4694 0.0021
x=0.75;y=0.5 1.6607 1.6564 0.0026
x=0.75;y =0.75 1.7456 1.7421 0.0020

FONTE: O Autor (2016).

TABELA 11 - COMPARACAO ENTRE SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA PARA t = 0.75

Coordenadas Solucao Analitica Solucao Numérica Erro Relativo
xr=0.25 y=0.25 1.1087 1.1007 0.0072
x=0.25y=0.5 1.5763 1.5647 0.0074
x=0.25y=0.75 1.9459 1.9357 0.0052
x=20.5;y=0.25 1.5763 1.5647 0.0074
xr=05y=05 1.9459 1.9295 0.0084
x=20.5;,y=0.75 2.1945 2.1808 0.0063
x=0.75;y=0.25 1.9459 1.9357 0.0052
x=0.75;y=0.5 2.1945 2.1808 0.0063
x=0.75;y =0.75 2.3067 2.2953 0.0049

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 12 - COMPARACAO ENTRE SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA PARA t = 1.0

Coordenadas Solugao Analitica Solugao Numérica FErro Relativo
x=0.25y=0.25 1.4383 1.4231 0.0106
xr=0.25y=0.5 2.0449 2.0227 0.0109
x=0.25y=0.75 2.5244 2.5050 0.0077
x=0.5;y=0.25 2.0449 2.0227 0.0109
x=0.5;y=0.5 2.5244 2.4931 0.0124
x=0.5;y=0.75 2.8470 2.8207 0.0092
x=0.75; y =0.25 2.5244 2.5050 0.0077
x=0.75;y=0.5 2.8470 2.8207 0.0092
x=0.75;y =0.75 2.9925 2.9707 0.0073

FONTE: O Autor (2016).

Fica evidente por meio das tabelas que o método numérico apresentou resultados sufi-
cientemente proximos a solugdo analitica nos pontos em andlise, concedendo um indicativo de
que o método pode ser aplicado a outros modelos fraciondrios, em particular ao modelo térmico
fracionario de um bloco de contraforte.

O esquema numérico visto na Secao 3.3 foi aplicado e as dimensdes do bloco, coeficiente
de difusividade térmica para a Equacdo (3.9) e as varidveis exibidas na FIGURA 16 adotadas

foram:

e comprimento da base do bloco = 89 m; altura do bloco = 85m; o = 5 x 10~ m?2s;
e nxr = ny = 30; nde = 1; ndd = 3; nee = ned = 5.

A FIGURA 32 apresenta a geometria, malha, as variaveis acima, localizacdo dos pontos
de prova (termémetros internos TI-E-1, TI-E-2 e TI-E-3), pontos de monitoramento adicionais
(Ponto 1, Ponto 2 e Ponto 3) e as condigdes de contorno delimitadas de maneira andloga ao
esquema via elementos finitos, ou seja: do ponto A ao ponto B a fun¢do temperatura adotada
foi a do termémetro TS-E-1, do ponto B ao C do termémetro TS-D-903, do ponto C ao D do
termdémetro TS-D-904, do ponto D ao E do termoémetro TS-D-5, do ponto E ao ponto A foi
considerado fluxo de calor nulo, ou seja, ¢ = 0. O periodo de dados de temperatura escolhido
consistiu no mesmo da fase de validacao, de 2005 a 2014, de modo que as séries de Fourier dos
7 termometros ja foram ajustadas no esquema anterior.

O MDFF, Equagao (3.10), foi implementado tomando-se: Az = 89/30, Ay = 85/30,
At = 1 dia e G (z,y,t) = 0. A ordem da derivada fraciondria ~ foi ajustada para um valor
no intervalo (0;2) de modo que ao comparar-se a solugdo do modelo fracionédrio com a série de
Fourier nos pontos de prova (termdémetros internos), o erro MAPE foi considerado satisfatorio
(inferior a 5%).
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FIGURA 32 - MALHA PARA APLICACAO DO MDFF, DIMENSOES DO BLOCO, DELIMITACAO
DAS CONDICOES DE CONTORNO, LOCALIZAGAO DOS TERMOMETROS INTER-

NOS E PONTOS ADICIONAIS DE MONITORAMENTO.
FONTE: O Autor (2016).

Variando-se a ordem da derivada fracionaria, notou-se que uma melhor aproximagao
entre as séries de Fourier dos termometros internos e a solu¢ao do modelo fracionario pelo MDFF
ocorreu quando ~y pertencia ao intervalo [1.1,1.2] caracterizando o processo de superdifuséo,
conforme Secdo 2.3. A TABELA 13 evidencia este fato através dos erros MAPE’s.
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TABELA 13 - ERROS MAPE’s EM PORCENTAGEM (%) ENTRE SERIES DE FOURIER E MO-
DELO FRACIONARIO E SERIES DE FOURIER E MODELO TRADICIONAL

Ordem da Derivada Termdémetro MAPE MDFF MAPE MEF

TL-E-1 1.82 2.46
v =01 TI-E-2 3.81 7.28
TI-E-3 3.77 7.24
TL-E-1 1.86 2.46
v =10 TI-E-2 3.81 7.28
TI-E-3 3.74 7.24
TL-E-1 1.58 2.46
y=11 TL-E-2 3.80 7.28
TI-E-3 3.29 7.24
TI-E-1 0.39 2.46
vy =115 TI-E-2 3.23 7.28
TI-E-3 2.46 7.24
TL-E-1 2.18 2.46
y=12 TL-E-2 4.49 7.28
TI-E-3 6.03 7.24
TI-E-1 7.29 2.46
y=13 TL-E-2 9.67 7.28
TI-E-3 14.18 7.24

FONTE: O Autor (2016).

A FIGURA 33 exibe os graficos comparativos entre as temperaturas reais ajustadas por
série de Fourier, as determinadas pelo método dos elementos finitos e as obtidas por meio da
resolucdo do modelo térmico por diferencas finitas fraciondrias no ‘ano médio’ correspondente
ao periodo de 2005 — 2014, nos pontos onde localizam-se os termometros internos (veja FIGURA
32). A TABELA 14 resume algumas informagoes estatisticas destas temperaturas, evidenciando

o melhores resultados para o modelo fracionario.
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FIGURA 33 - GRAFICOS COMPARATIVOS ENTRE AS TEMPERATURAS VIA SERIE DE FOU-
RIER, VIA MDFF (y = 1.15) E VIA MEF PARA O ‘ANO MEDIO’ DO PERIODO DE

2005 A 2014.
FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 14 - TEMPERATURAS MEDIA, DESVIO PADRAO E COEFICIENTE DE VARIACAO RE-
AIS E APROXIMADOS PELO MEF E MDFF NOS PONTOS DE LOCALIZACAO DOS
TERMOMETROS INTERNOS

Termémetro Temp. Observada Média Desv. Pad. Coef. Var. (%)

Real 21.79 0.49 2.23

TI-E-1 Aproximada (MDFF)  21.71 0.37 1.70
Aproximada (MEF)  22.20 0.00 0.00

Real 22.24 1.19 5.37

TI-E-2 Aproximada (MDFF)  22.40 0.18 0.80
Aproximada (MEF)  23.71 0.00 0.00

Real 22.64 0.94 4.14

TI-E-3 Aproximada (MDFF)  22.04 0.92 4.19
Aproximada (MEF)  24.20 0.04 0.15

FONTE: O Autor (2016).

A FIGURA 33 aliada as TABELAS 13 e 14 constatam que para a geometria bidimensi-
onal simplificada (FIGURA 32), condigoes de contorno e propriedades do material em questéo,
o modelo térmico composto em termos de derivadas fraciondrias apresentou um resultado mais
compativel com a realidade ao tomar-se como base de comparacao os dados dos termometros
internos inseridos no bloco de contraforte do que o modelo térmico tradicional. Sendo esse o
primeiro passo para justificar e continuar a investigacdo da aplicabilidade de modelos térmicos
fracionarios em barragem de concreto, em particular, contrafortes.

Além dos pontos de prova, onde se localizam os termometros internos, selecionou-se
outros trés pontos no interior do bloco (veja a localizagao destes pontos na FIGURA 32) para
monitorar a distribuigdo anual da temperatura, como mostra a FIGURA 34. A TABELA 15

exibe alguns dados estatisticos sobre a temperatura nestes pontos.
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FIGURA 34 — GRAFICOS COMPARATIVOS ENTRE AS TEMPERATURAS VIA MEF E VIA MDFF
PARA O ‘ANO MEDIO’ DO PERIODO DE 2005 A 2014.
FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 15 - TEMPERATURAS MEDIA, DESVIO PADRAO E COEFICIENTE DE VARIACAO
NOS PONTOS MONITORADOS PARA O MODELO EM ELEMENTOS FINITOS E
EM DIFERENCAS FINITAS FRACIONARIAS

Ponto de Monit. Temp. Observada Meédia Desv. Pad. Coef. Var. (%)

Ponto 1 Aproximada (MDFF)  24.22 0.13 0.52
n
oo Aproximada (MEF)  24.43 0.00 0.00
Aproximada (MDFF)  24.47 0.28 1.12
Ponto 2
Aproximada (MEF)  25.45 0.00 0.00
Aproximada (MDFF)  24.31 1.08 4.42
Ponto 3
Aproximada (MEF)  25.71 0.00 0.00

FONTE: O Autor (2016).

Por meio dos graficos nas FIGURAS 33, 34 e 35 ¢é visto que as temperaturas determina-
das pelo método dos elementos finitos para a equacao da condugao de calor aplicada a geometria
bidimensional, FIGURA 32, apresentou baixa variacdo durante o ano, sendo mais visivel alte-
ragoes na temperatura proximas a superficie. J4 o modelo de conducao de calor fracionario
apresentou variagdo de temperatura significativa no interior do bloco, como exibem as figuras
33, 34 e 36, uma vez que adotou-se um modelo de superdifusdo para descrever o campo de tem-
peratura no bloco bidimensional. Como observado na TABELA 13, o menor erro MAPE entre
a série de Fourier e o Método das Diferencas Finitas Fracionarias nos pontos onde se localizam
os termdmetros internos, foi encontrado para a ordem 1.15 da derivada temporal de Caputo da
Equacao (3.9).

Finalmente, ao analisar as curvas representadas nas FIGURAS 25, 29 e 33, do ponto
de vista do fenoémeno fisico envolvido, alguns fatores podem ser utilizados para justificar o
comportamento um pouco diferenciado entre as curvas, como: auséncia de transferéncia de calor
entre o bloco e sua fundacao, que foi suprimida devido a falta de dados relevantes para a resolucao
do modelo térmico do bloco; simplifica¢des na modelagem, conforme discutido no inicio da Secao
4.2; e quantidade limitada de dados observados, como visto na TABELA 1, o que torna o ajuste

por série de Fourier limitado para representar os dados de forma aproximada.
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5 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Um método numérico-computacional para determinar uma aproximagao dos parametros
térmicos do concreto (condutividade térmica, massa especifica e calor especifico) necessarios para
a solucao do modelo térmico, foi apresentado nesta tese. Em um estudo de caso da barragem da
UHI, dados observados de 7 termometros instalados em um bloco de contraforte foram utilizados
e ajustados por meio séries de Fourier a fim de que os termometros superficiais fossem utilizados
como condigoes de contorno e os internos para calibragao e validagao dos parametros.

Realizadas as devidas simulacbes numéricas, observou-se que em ambas as fases de cali-
bragao e validacdo, de acordo com os parametros térmicos determinados, o MAPE calculado foi
inferior a 6% nos trés pontos de prova. Como a tolerancia assumida a principio era de 10%, o
método teve resultado eficiente.

Apés as etapas de calibracdo e validacdo finalizadas, observou-se que grandes variagoes
de temperatura ocorrem nas faces em contato com o ambiente a jusante e na face em contato
com o reservatério. Ja a propagacao de calor na regiao interna do bloco e na base do contraforte
(onde se localizam os termdémetros internos) é baixa ao longo de todo o ano o que era de se
esperar, pois o concreto é um material com dissipacdo de energia relativamente lenta.

Ao analisar as curvas do termdémetro TS-D-5 (FIGURAS 24 e 28) nos meses de janeiro
e fevereiro a temperatura é mais elevada e nos meses de junho e julho se verifica uma queda
na mesma. Consequentemente, devido a inércia térmica, os termdmetros internos apresentam
curvas que retratam a situagao inversa ao termoémetro TS-D-5, ou seja, apresentando nos meses
de janeiro e dezembro temperaturas mais baixas e nos meses de junho e julho temperaturas
mais altas, como pode ser visto nos graficos das FIGURAS 25, 29 e 33. Comportamento simi-
lar pode ser visto nos pontos de monitoramento adicionais, cujas temperaturas mais elevadas
encontraram-se entre os meses de marco e maio e temperaturas mais baixas nos meses de agosto
e setembro (ver FIGURAS 26 e 30). Este fendmeno se deve & baixa transferéncia de calor no
concreto.

Salienta-se que as curvas de temperatura das séries de Fourier e as obtida pelo método
dos elementos finitos seguem a fisica do fenémeno térmico, uma vez que os picos tendem a crescer
na mesma temporada. Adicionado a este fato, por meio dos processos de calibracao e validacao
do modelo térmico do bloco de contraforte da Usina Hidrelétrica de Itaipu foi possivel entender
a dindmica do bloco quando este esta sob o efeito da temperatura sazonal e tal estudo pode ser
aplicado em outros blocos da barragem, bem como em outras barragens.

Com relagdo a modelagem térmica do bloco de contraforte E-6 da barragem da UHI
em termos de derivada fracionaria em conjunto com um método fracionario de solugao, ficou
evidente o que a literatura havia constatado para outros estudos. Ou seja, as técnicas do Calculo
Fracionério, em particular os modelos térmicos fracionarios, podem trazer uma representacao
mais refinada dos fendmenos fisicos e para este caso o processo de difusao do calor é nao linear,
fato confirmado através das simula¢des numéricas onde a ordem da derivada temporal foi maior

do que 1.
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Além disso, os gréaficos mensais dos modelo térmicos tradicional e fracionario (FIGURAS
27, 31, 35 e 36) mostraram que as regidoes com temperatura mais elevadas sdo provenientes da
época de verdo, e estas podem gerar na jusante deformagoes de dilatagao e as temperaturas mais
baixas sdo provenientes da época de inverno que cria na estrutura deformagoes de contragao a
jusante.

Pode-se dizer que para a geometria, condigdes de contorno (dados observados e ajustados
por séries de Fourier) e as propriedades do concreto, o modelo térmico fraciondrio apresentou
um resultado mais proximo a realidade do bloco em estudo, interpretacéo esta concluida quando
comparou-se as temperaturas internas obtidas através do método das diferencas finitas fracio-
narias e aquelas das séries de Fourier dos termdémetros internos. Com este resultado espera-se
que os estudos relativos a modelagem térmica fracionaria em barragem de concreto sejam ainda
mais evidenciadas na literatura e outros resultados favoraveis a tal modelagem podem surgir,
demonstrando sua aplicabilidade além de técnicas numéricas de solugao.

O objetivo geral, visto na Secao 1.2, foi assim alcangado, além de instigar ainda mais o
leitor ao estudo do Célculo Fracionario, que a principio pode se tratar de uma técnica com uma
fundamentacao tedrica matematica um pouco mais complexa, mas ainda totalmente acessivel e

que merece atengdo para futuras aplicagbes em problemas reais.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Com relacao a modelagem térmica por elementos finitos em bloco de contraforte, algumas

sugestoes para trabalhos futuros sao:

e Ampliar, junto a superintendéncia de engenharia da barragem da UHI, o ntimero de termo-
metros internos e superficiais para monitoramento da tempeatura do bloco como forma

de aproximar ainda mais o modelo numérico ao modelo térmico real;

e Inserir termometros na fundacio e no reservatério da barragem para considera-los em

futuras andises térmicas;

e Realizar ensaios em laboratdrio para ajustar melhor os coeficientes térmicos do concreto

e da fundagéo;

e Desenvolver andlises termo-estruturais no bloco e comparar os resultados com instrumen-

tos inseridos no bloco, como tensémetros e péndulos;

e Aplicar ferramentas estatisticas para analisar a seguranca estrutural da barragem através

dos resultados encontrados na analise termo-estrutural.

Relacionado & modelagem térmica fraciondria em bloco de contraforte, sugestoes para

trabalhos futuros sio:

e Usar geometria e malha bidimensional mais refinadas para aplicacdo do método de dife-

rencas finitas fracionarias;
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e Aplicar e realizar comparacoes com outros métodos numéricos para solugdo do modelo de
difusdo do calor fracionario, como elementos finitos fracionarios e inclusive outras variacoes
do método das diferencas finitas que sdo obtidas por meio de diferentes aproximacgoes da

derivada fracionaria de Caputo;

e Trabalhar com outros modelo de difusdo fraciondria, como aqueles em que a derivada

espacial também ¢é fracionaria e abordar métodos numéricos de solugao para estes.
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APENDICE A - FUNCOES ESPECIAIS DO CALCULO FRACIONARIO

A funcao gama é dada pela seguinte integral:
o0
[(z) = / e 't at. (A1)
0

A qual converge no lado direito do plano complexo, ou seja, quando Re (z) > 0. A partir

de (A.1) pode-se mostrar que:
F(z+1)=2I(z). (A.2)

E possivel escrever a funcao gama em termos de limites:

1 2
I'(z) = lim ik

n=oo 2z (z4+1)...(z4+n) (A.3)

A prova disto pode ser vista em (PODLUBNY, 1998). Em complemento a fun¢ao Gama, existe

a chamada funcdo gama incompleta, que é escrita como:

1 t
I (z, &) = / e e, A4
0=t (A.4)
A funcao beta é definida por uma integral com dois parametros:
! 1
B (2 w) :/ 711 — 1) ldr, (A.5)
0

para z e w satisfazendo as condigoes: Re (z) > 0 e Re (w) > 0.
Através da transformada de Laplace para covolugdes, obtém-se uma relacdo entre as

fungoes gama e beta:

I'(2) I (w)

B (zw) = I'(z+w)

(A.6)

A demonstragao desta relagdo também pode ser vista em (PODLUBNY, 1998), e evidencia que
B (z,w) = B(w, z). Por meio da funcdo beta (A.5), algumas relagoes importantes sdo obtidas

para a funcao gama, como as que segue:

sen (mwz)’

()T <z + ) = r2'7%° T (22), (A.8)
r (n + 1) = M (A.9)

22np|



A funcao de Mittag-Leffer é definida por uma expansao em série:

o Zk;

Eap(2) =) T(ak+B)’

k=0

A partir da fungdo (A.10) tem-se as seguintes relagoes:

oS Zk oo Zk
E = = — =€

> 2k s 2k e —1
Bia(z) = ) =>. =

i Tk+2) Z(k+ 1) z

Generalizando,

1 m—2 Zk
Eim(z) = P {ez — W[

A fungao Wright é definida por:

z

W(z;a,ﬁ)sz'

k=0
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(A.12)

(A.13)

(A.14)
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APENDICE B - PROGRAMA EM PASCAL DO METODO DAS DIFERENCAS
FINITAS FRACIONARIAS



edbf2
program edbf2;

Sol. da eq. da difusao bidimensional fracionaria

{$mode objFpc}{$H+}

uses
{$IFDEF UNIX}{$IFDEF UseCThreads}
cthreads,
{SENDIF}{$ENDIF}
Classes, SysUtils, CustApp,dos;

{SOPTIMIZATION OFF}

type
vl = array[-5..-1] of double;
v2 = array[ 1..1000] of double;
v3 = array[ 0..5000] of double;
m2 = array[ 1..1000] of ~v2;
tcc = record
n,i : integer;
yO : double;
a,b : array[l..20] of double;
end;
var
arq,
brq I text;
narq : string;
nx,ny,
nt,
i,j,m - integer;
dx,dy,
dtd,
dt,qg,
alfa : double;
\Y; : array[0..50,0..50] of integer;
ni,nj : array[1l..1000] of integer;
cc : tce;
omg AV I
b I N2
a I m2;

tpcc : array[0..5000] of ~v1;
tpcal : array[0..5000] of ~v2;

const
eps : double = 1.0e-20;
epsl : double = 1.0e-10;
eps2 : double = 1.0e-07;

function norivet(n:integer; var x:v2):double;

var
i - integer;
max : double;
begin
max = 0.0;
for i := 1 to n do
if max < abs(X[i])
then

Page 1
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edbf2
max := abs(x[i]);

norivet := max;
end;
procedure gaussjacobi(n:integer; var a:m2; var b,x:v2; var rc:integer);

var

i.j,
it

S
nx,nz
y.z,d

integer;
extended;
double;
v2;

const
nit : integer = 1000;

begin
rc := 1;
for i := 1 to n do
begin
it abs(a[i]™[i]) < eps
then
exit;

d[i] 1.0e0/a[i]™M[i];
x[i] = 0.0;

end;

rc = 0;
it := 0;
repeat

for i := 1 to n do

yLi] := x[i];

for i =1
begin
s := b[
T i-1 do

(0}
Lil*L1*yhil:
L
1

o

o n do

1010l

oo b
[Nl 1
[ TR
-

ONX =
N o (| (@]
Qom0 =
[ - -

o

£l

nx :
nz :

norivet(n,x);
norivet(n,z);

if nz < epsl
then
exit;

if nx < eps
then
begin
rc := it;
exit;
end;
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edbf2

if nz < eps2*nx
then

procedure gaussseidel(n:integer; var a:m2; var b,x:v2; var rc:integer);

integer;
extended;
double;
v2;

nit : integer = 10000;

rc :=1;
for i := 1 to n do
begin
if abs(a[i]™[i]) < eps
then
exit;

dli] 1.07alil™Mi];
x[i] := 0.0;

end;

rc := 0;
it := 0;
repeat

nx := norivet(n,x);
nz := norivet(n,z);

if nz < epsl
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then
exit;

if nx < eps
then
begin
rc := it;
exit;
end;

if nz < eps2*nx
then

exit;
it =it + 1;
until 1t > nit;
if it > nit
then
rc := it;
end;
procedure omega;
var
gl,
kg,z : double;
k integer;

edbf2

function Ingama(z:double):double;

var

-0 D

const
c :

WX -

double;
. byte;

array[0..14] of double =(0.99999999999999709182,57.156235665862923517,

: double
: double

z + gml;

-59.597960355475491248,
-0.49191381609762019978,

0.46523628927048575665e-4 , -
0.15808870322491248884e-3, -
0.21743961811521264320e-3, -
0.84418223983852743293e-4, -

0.36899182659531622704e-5) ;

5.24218750000000E0;
2.50662827463100E0;

(z+0.5e0)*In(xX) - X;
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0.33994649984811888699%e-4,
0.98374475304879564677e-4,
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edbf2

Ingama := a + In(s2p*s/z);

end;
begin

assign

(brg,narg+".omg");

rewrite(brq);

new(omg) ;

gl :==

omg™[0]
omg™[1]

for k
writ

for k
begi

Ingama(g+1.0e0);

1.0e0;
-9;

=0 to 1 do
eln(brq,k:10,nt:10,9:10:2," *,omg"™[k]);

1= 2 to nt do
n

- 9;
in(pi*kg)*exp(gl + Ingama(kg) - Ingama(k+l

if (k mod 2) <> 0

then

omg"N[k] := -z
else

omg"N[k] = z;

writeln(brq,k:10,nt:10,9:10:2," ",omg™"[Kk]D);

en

d;

close(brqg);

end;
procedure
var

1,J,U,
nee,ned,

nde,ndd :

ax,ay
c
s

procedure

procedure
begin
il :=

dados;

integer;
> double;
T vl;

: string;

pontos;

integer;
: double;

ili2(j:integer);

0;
Page 5
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while v[il,j] = 0 do
il =il + 1;

i2 = nx;

while v[i2,j] = 0 do

12 := 112 - 1;

while v[i2,j] < 0 do
i2 :=i2 - 1;

end;
begin

c[-4] := ay + ay;

c[-4];

:= 0 to nx do
r j := 0 to ny do
v[i,j] := 0;

nee) and

clu]

k == 0;
while (k < ned) and
begin

edbf2

g < ny) do

(g < ny) do
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hlx

k + 1;
Jj +1;

vii.jl

end;

u;

if j <ny
then
for k
begin
i

i
vli,jl u;
end;

i = i-1;
until j >= ny;

v[0,0]
v[nx,0]

ili2(ny);

= il to i2 do
= -5;

_2;
-5;

for i
v[i,ny]
k := 0;
for j := 0 to ny-1 do
begin
1112(4);

for i1 :
begin

end;

procedure calc_cc;

var
teta,
t,sT : double;
ik integer;
begin
for i := 0 to nt do
begin

edbf2

1 to ndd-1 do

_1;

il+l to i2 do

Page 7

130



edbf2
t = 2.0e0*pi*i*dtd/365.25€e0;

st = cc.y0;
for k := 1 to cc.n do
begin
teta = t*k;
st = st + cc.a[k]*cos(teta) + cc.b[k]*sin(teta);

end;
tpcc[i]Mcc.i] := sf;
end;
end;
begin

assign(arq,narg+".txt");
reset (arq);

readIn(arq,s);
readIn(arq,ax,ay,c[-2],c[-3]D);
readIn(arq,s);
readIn(arqg,nx,ny);
readIn(arq,s);
readIn(arq,nde,ndd,nee,ned);
readlIn(arq,s);
readln(arq,nt,dtd);
readIn(arq,s);
readln(arq,alfa,qg);

close(arq);
for 1 := 0 to nt do
begin

new(tpcc [i]);
new(tpcal[i]);
end;

dx = ax/nx;

dy := ay/ny;

dt -= 86400.0*dtd;

pontos;

assign(arqg, "tccl.txt");
reset (arq);

for u := 1 to 4 do
begin

readlIn(arqg,cc.i,cc.n);
readIn(arqg,cc.y0);
for J := 1 to cc.n do
begin
readln(arq,cc.a[j]);
regdln(arq,cc-b[j]);
end;

calc_cc;
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edbf2
end;

close(arq);

new(b);

for i := 1 to m do
new(alil);

end;

procedure t_bloco;

var
u,n,
rc : integer;
dk,
kl,k2 : double;

procedure sistema(n:integer);

var
i1j1
k,u integer;
begin
for i := 1 to m do
begin
b~[i] := 0.0e0;
for jJ := 1 to m do
a[i]*[J] == 0.0e0;
end;
for u := 1 to nx-1 do
begin
a[u]~[u] := 1.0e0;
i = nifu];
3 = njlul;
aful~[v[i.j+1]] := -1.0e0;
end;
for u := nx to m do
begin
i = nifu];
J = njlul;
for k := 1 to n-1 do

: t
bA[u] := b~Mu] + omg”M[n-k]*(tpcal[0]™M[u] - tpcal[K]MNuD);

then
b~A[u] := bMu] + kl1*tpcc[n]MLvLi+1,j1]
else
aful~[vli+1,31] == -ki;
if v[i-1,j] <O
then

bA[u]l := bM[ul + ki1*tpcc[n]MLvli-1,j1]
Page 9
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else
aful~[vli-1,31]1 := -Kki1;
if v[i,j+1] <O
then
b~A[u] := bMu] + k2*tpcc[n]MLvi,.j+1]1]
else
aful~LvLi,j+1]1]1 := -k2;
if v[i,j-1] <0
then
b~A[u] := bMu] + k2*tpec[n]MvIi,j-111
else
aful~Lvli.j-111 := -k2;

afu]™[u] := dk;
end;
end;
procedure imp(n:integer);
begin
writeln(arq);
writeln(arq);
write (arqg,n*dtd,” ",n*dt);

for j := ny downto O do

begin
writeln(arq);
for i := 0 to nx do
if v[i,j] >0
then
write(arq,tpcal[n]*[vLi,j]1]1:8:3)
else
if v[i,j] <o0
then
write(arqg, tpcc[n]~[VvLi,j11:8:3)
else
write(arq, " 0.000%);
end
end
begin
omega
k2 := alfa*exp(g*In(dt));
kl := k2/(dx*dx);
k2 := k2/(dy*dy);
dk = 2.0e0*(kl + k2);

sistema(0);

gaussseidel(m,a,b”,tpcal[0]",rc);
*writeln(O:S,rc:S);

ifrc<>0
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then
readln;
imp(0);
for n := 1 to nt do
begin

sistema(n);

for u := nx to m do
begin

afu]™[u] := a[u]™[u] + omg™[0];
bA[u] := b~Mu] + omgM[0]*tpcal [O]™M[u];
end;

gaussseidel(m,a,b”,tpcal[n]",rc);

writeln(n:5,rc:5);
(*
ifrc<>0
then
readln;
*)
imp(n);

end;
end;
begin

writelIn("Digitar o nome dos arquivos (sem extensdo):");
readln (nharq);

if length(narq) < 2
then
narg = "edbf2";

dados;

assign (arg,narqg+-.rel*);
rewrite(arq);

for j := ny downto O do
begin
writeln(arq);
for i = 0 to nx do
write(arq,Vv[i,jl:4);
end;

writeln(arq);

writeln(arq);

for i = 1 to m do
writeln(arqg,i:5,ni[i]:5,nj[i]:5);

writeln(arq);
for i = 0 to nt do
begin

writeln(arq);
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write (arqg,i:5);

for j := -2 downto -5 do
write(arq,tpcc[i]™[j]:10:3);
end;

close(arq);
writeIn("F");

readln;
*

assign (arq,narqg+®.sol");
rewrite(arq);

t_bloco;

close(arq);

end.
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TABELA 16 - COEFICIENTES DAS SERIES DE FOURIER DOS TERMOMETROS SUPERFICIAIS

PARA A FASE DE CALIBRACAO

TS-D-5

TS-D-903

TS-D-904

TS-E-1

yO  22.092

yO  24.072

y0

24.473

y0

21.569

ai bi

ai bi

ai

bi

ai

bi

7.806 2.151
-0.106 -0.196
-0.433 -0.531
-0.742  0.010
-1.608  0.175
-1.322  0.066
-1.324  0.683
-0.725  0.502
-0.893 1.102
-0.118  0.764
-0.105  0.737
-0.525  0.262
-0.210 1.026
-0.403  0.536
-0.601  0.104
-0.185  0.498
-0.224  -0.020
-0.127  0.442
-0.208  0.607
-0.077  0.686
-0.448  0.876
0.140 1.353
-0.521  0.634
0.046  0.178
-0.541  0.353
0.063  0.572

3.630  2.936
-0.319 -0.397
0.113 -0.131
0.016  0.073
-0.037 -0.017
-0.033  0.043
-0.075  0.025
-0.071 -0.033
0.011  0.020
0.014 0.116

3.729
-0.342
0.128
0.006
-0.046
-0.052
-0.054
-0.063
-0.010
0.013

3.002
-0.379
-0.112

0.093
-0.031

0.031

0.038
-0.019

0.035

0.108

0.025
-0.420
0.039
-0.035
-0.016
-0.058
-0.040
-0.050
0.026
-0.067

2.646
-0.213
-0.043
-0.001
-0.011

0.005

0.030

0.031

0.013

0.048

Continuagdo na préxima pagina
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TABELA 17 - CONTINUACAO DA TABELA ANTERIOR

TS-D-5 TS-D-903 TS-D-904 TS-E-1

yO  22.092 yO 24.072 y0O 24.473 y0O 21.569

ai bi ai bi ai bi ai bi
0.362 -0.125
0.052  0.175
0.361  0.238
0.154  0.635
-0.229  0.218
-0.260  0.595
-0.411  0.671
-0.020 0.514
0.044  0.292
0.426  0.096
0.117 -0.150
0.195 0.054
0.578  0.409
-0.058  0.306
-0.141 -0.016
0.212  0.432
-0.516  -0.255
0.060 -0.076
-0.253  -0.149

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 18 — COEFICIENTES DAS SERIES DE FOURIER DOS TERMOMETROS INTERNOS
PARA A FASE DE CALIBRACAO

TABELA 19 — COEFICIENTES DAS SERIES DE FOURIER DOS TERMOMETROS SUPERFICIAIS

TI-E-1 TI-E-2 TI-E-3

y0 21.7775 y0 21.9947 y0 22.5277

ai bi ai bi ai bi
-0.7439 -0.1337 -0.5693 1.5801 -0.9695 0.7677
0.0457  0.0085 0.062 -0.0702 -0.0052 0.0043
0.0071 -0.0111 0.0236 0.0534 0.0023 0.0033
0.0372 -0.02 0.1056 -0.1093 0.0416  -0.053
0.0163 -0.0106 -0.0235 -0.0536 0.0058 -0.0403

PARA A FASE DE VALIDACAO

FONTE: O Autor (2016).

TS-D-5 TS-D-903 TS-D-904 TS-E-1
yO0 23.7382 yO0 24.3556 y0 24.7589 y0 21.4447
ai bi ai bi ai bi ai bi
6.1249 19149 3.8136 2.7359  3.913  2.8477 -0.079  2.0561
0.6593 -0.4213 -0.1873 -0.2546 -0.1707 -0.2598 -0.1728 -0.0606
-1.3429 -0.3303 0.0804 -0.1958 0.0916 -0.2279 -0.0184 -0.0152
0.5289 -0.6504 0.0964 0.1131 0.1029 0.1127 0.0157 0.0394
0.395 -0.2007 -0.022 0.0114 -0.0059 -0.0292 -0.0668 -0.0016
-0.5116 -0.1825
-0.0225  -0.3969
0.4488  0.4138
-1.0427  0.545
-0.4733  0.2252
-2.1245  0.5081
1.0651  0.1542
-0.9885  0.7825
-0.6586  0.1539
-0.9484  0.8536

FONTE: O Autor (2016).
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TABELA 20 - COEFICIENTES DAS SERIES DE FOURIER DOS TERMOMETROS INTERNOS
PARA A FASE DE VALIDACAO

TI-E-1 TI-E-2 TI-E-3
yO0 21.7586 yO0 22.2459 y0 22.4608
ai bi ai bi ai bi
-0.6038  -0.124  -0.4449 1.1991 -0.965 0.7363
0.1016  0.0352 0.121 0.091
0.0187  0.0066 -0.023  -0.0137

0.3408 -0.1411

FONTE: O Autor (2016).
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