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Resumo

Desenvolve-se um modelo dependente do tempo para as forças translacionais de radiações 

eletromagnéticas tanto para as absorvidas e espalhadas como também para as térmica- 

mente emitidas. Resolvendo-se uma equação dependente do tempo para a difusão de ener­

gia térmica, mostra-se que os efeitos conhecidos na literatura cientifica como Yarkovsky e 

Invemo-VerSo são casos particulares de um mesmo fenômeno que é o da existência de uma 

inércia térmica caracterítica. Extende-se o modelo para os casos que envolvem fontes de 

radiações eletromagnéticas de dimensões finitas, e aplicam-se os resultados obtidos para 

o satélite CASTOR. Utilizando-se o tratamento relativfetico restrito, extraem-se os efei­

tos conhecidos como Poynting-Robertson e Doppler-Diferencial. Desenvolve-se também o 

modelo para as forças rotacionais de radiações eletromagnéticas.



Abstract

A time dependent model is developed for the translational electromagnetic radiation force 

due to the radiation absortion and scattering as well as to the thermal radiation emission, 

A time dependent thermal energy difusion equation is solved to show that the well know 

Yarkovsky and Summer-Winter effects are particular cases of the same phenomenon: the 

thermal inertia existence. The model is extended for finit dimensions electromagnetic 

radiation source, and its results are applied to CASTOR satellite. By using the special 

relativistic treatment, the known Poynting-Robertson and Doppler-Diferential effects were 

easy obtained. A rotational electromagnetic radiation force is also develloped.
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Introdução

0  sistema físico considerado neste trabalho será constituído por dois corpos, um 

que passará a chamar-se corpo material orbitante, pois é constituído de matéria, que 

translada imerso em um campo de radiações sob forma de ondas eletromagnéticas nas cir­

cunvizinhanças do outro corpo que, por sua vez, passará a chamar-se corpo fonte emissor 

de radiações eletromagnéticas. Considere como corpo orbitante, um corpo negro não-per- 

feito, sendo o corpo fonte de radiações eletromagnéticas mais massivo. As radiações eletro­

magnéticas incidentes ao corpo negro não-perfeito, são provenientes preferencialmente da 

posição do corpo fonte de radiações eletromagnéticas. Então haverá uma taxa de permuta 

de quantidades de momentum linear e de energia mais significativa na região superficial 

do corpo orbitante onde ocorre a incidência direta de radiações eletromagnéticas oriundas 

da fonte de radiações, isto é, sem que tenham as radiações eletromagnéticas incidentes 

interagido com qualquer outro elemento do meio espacial. As radiações eletromagnéticas 

serão, em ordem de maior interesse, absorvidas, espalhadas reflexivamente e/ou espalhadas 

refrativamente pela porção de matéria com que interagem. Nesta interação, a porção de 

matéria e as radiações eletromagnéticas com que a matéria interage, permutarão quanti­

dades de momentum linear e de energia. Para corpos negros não-perfeitos, as interações



nas quais as radiações eletromagnéticas serão refratadas, podem ser consideradas negli­

genciáveis.

Cada elemento da superlície do corpo negro não-perfeito contribuirá na taxa total 

de permuta de quantidades de momentum linear, que identificar-se-á como uma força 

que contribuirá, predominantemente, para o aumento da distância que separa os corpos 

fonte e orbitante. Contribuirá, também, na taxa total de permuta de quantidades de 

energia eletromagnética, o que implicará, de maneira geral, na existência de distribuições 

volumétrica e superficial de temperatura termodinâmica não-uniformes.

O modelo no qual se determina o vetor taxa total de permuta de quantidades 

de momentum linear devida exclusivamente à absorção e ao espalhamento reflexivo das 

radiações eletromagnéticas incidentes à superfície do corpo orbitante, é conhecido como 

Modelo de Pressão de Radiação (Burns et al., 1979).

Todo corpo sujeito à uma distribuição superficial de temperatura termodinâmi­

ca apresentará uma taxa de emissão de energia sob forma de radiações eletromagnéticas. 

Quanto maior for o valor da temperatura termodinâmica do elemento de área da superfície 

do corpo, relacionalmente tanto maior será o valor da taxa de energia sob forma de ra­

diações eletromagnéticas emitidas por este elemento de área.

Para corpos orbitantes dotados de condutividade térmica com valor fisicamente 

infinito, e de dimensões lineares volumétricas e superficiais fisicamente pequenas, pode-se 

assumir que a distribuição superficial de temperatura termodinâmica é uniforme. Con­

seqüentemente o vetor taxa de momentum linear transferido à partir da superfície do 

corpo orbitante para o seu exterior por emissão de energia sob forma de radiações eletro­

magnéticas será isotropa, não resultando portanto, do ponto de vista não-relativistico, em 

contribuições sob forma de forças sobre a translação do corpo orbitante nas circunvizinhan­
ças do corpo fonte de radições eletromagnéticas. Todavia do ponto de vista relativístico, 

quer restrito quer geral, o corpo orbitante apresentará, para um observador em um sis­

tema de referência solidário ao corpo fonte, uma distribuição vetorial de taxa superficial

Introdução ______________________________________________   2



de transferência de momentum linear, por emissão de energia térmica sob forma de ra­

diações eletromagnéticas do interior para o exterior. Em relação a distribuição observada 

em um sistema de referência solidário ao corpo orbitante será tanto maior quanto mais 

próximo da direção e sentido da do vetor velocidade do corpo orbitante e algo menor 

quanto mais próximo da direção e sentido oposto da do vetor velocidade de translação do 

corpo orbitante. Então, mesmo para um corpo que apresente uma distribuição superficial 

de temperatura termodinâmica uniforme, haverá uma contribuição sobre o comportamento 

do vetor velocidade de translação do corpo orbitante em um sistema de referência solidário 

ao corpo fonte, que assemelhar-se-á a uma força de arrasto contrária a do vetor veloci­

dade de translação do corpo orbitante. Esta contribuição, sob forma de uma força de 

arrasto, na absorção, no espalhamento reflexivo de radiações eletromagnéticas incidentes 

e na emissão térmica de radiações eletromagnéticas devida a distribuição superficial de 

temperatura termodinâmica uniforme, é usualmente conhecida na literatura cientifica co­

mo Efeito Poynting-Rohertson} nome este devido aos trabalhos destes dois pesquisadores 

(Poynting, 1903 e Robertson, 1937).

Quando admite-se que as dimensões lineares do corpo fonte de radiações eletro­

magnéticas não podem ser negligênciadas, extraem-se novos efeitos que atuarão sobre o 

movimento translacional do corpo material orbitante nas circunvizinhanças do corpo fonte 

de radiações eletromagnéticas. Entre estes pode-se destacar o efeito devida à existência 

de uma freqüência de rotação do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, ou seja, que 

elementos de área da superfície do corpo fonte de radiações movem-se a diferentes ve­

locidades relativas a um dado elemento de área da superfície do corpo material orbitante 

alvo das radiações eletromagnéticas emitidas pelo corpo fonte, acarretando distorções da 

distribuição superficial de taxa de energia eletromagnética incidente. Este efeito foi identi­

ficado e estimado por Mc. Donough (Buras et al., 1979) e é denominado atualmente pelo 
nome de Efeito Doppler-Difereneial

Os fatos experimentais conhecidos afirmam que os corpos não são dotados de 

condutividade térmica de valores nem infinitos nem macroscópicamente infinitesimais.
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Thmbém deve-se admitir preferencialmente que os corpos orbitantes não estão dotados, 

de maneira geral, de dimensões volumétricas e superficiais nem infinitas nem macroscopi­

camente infinitesimais. Então, devida à existência de uma distribuição superficial de taxa 

de absorção de quantidades de energia sob forma de ondas eletromagnéticas incidentes, de 

emissão de quantidades de energia térmica sob forma de radiações eletromagnéticas e da 

difusão de energia sob forma térmica com os outros elementos de volume e de superfície 

do corpo orbitante, o corpo orbitante apresentará distribuições, tanto volumétrica como 

superficial, de temperatura termodinâmica e de densidade de fluxo de energia térmica.

Para o caso particular de corpos orbitantes que descrevam, em sua translação, uma 

órbita circular em torno do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, que os períodos de 

revolução do corpo orbitante em torno do seu próprio eixo de rotação e o de translação 

orbital em torno do corpo fonte de radiações eletromagnéticas sejam idênticos e que o 

vetor momentum angular de rotação tenha a mesma direção e sentido do vetor momen­

tum angular referente a translação orbital, a distribuição de temperatura termodinâmica 

resultante, num tratamento não-relativístico, contribuirá exclusivamente para o aumento 

da distância que separa os corpos, fonte e orbitante.

Entretanto poder-se-á identificar novos efeitos devida à existência de uma dis­

tribuição superficial de temperatura termodinâmica não-uniforme oriunda da existência 

de uma inércia térmica característica não-nula e fisicamente não-infinita. Na literatura 

cientifica constam dois efeitos, considerados distintos, conhecidos como Efeito Yarkovsky 

(Burns et al., 1979) e Efeito Invemo-VerSo (Afonso et al., 1989), que entretanto não o são 

(Afonso e Foryta, 1989). O Efeito Yarkovsky ê caracterizado, de maneira bem simplifi­

cada, por regiões superficiais, que dirigem-se para o domínio não-iluminado, que apresen­

tam temperaturas superficiais algo maiores do que as respectivas regiões não-iluminadas 
que passam para o domínio iluminado, Isto é, as temperaturas após o amanhecer sSo algo 

menores que as imediatamente antes do anoitecer. O Efeito In vem o -  Verão, tomando a 

Terra como exemplo mais acessível, é caracterizado por distribuições de temperatura algo
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maiores em um hemisfério do que no outro, pois no dado hemisfério que apresenta tem­

peraturas algo maiores o período iluminado é algo maior que no outro hemisfério, isto é, o 

primeiro hemisfério está no verão e o outro no inverno.

Desenvolver-se-á então, no primeiro capítulo, um modelo dependente do tempo 

que descreve as forças translacionais de radiações eletromagnéticas termicamente emiti­

das, por meio da resolução de uma equação dependente do tempo que descreve a difusão 

de energia sob forma térmica, no volume e na superfície de um corpo de forma esférica. 

As conseqüências que sobrevem são os efeitos conhecidos na literatura cientifica como 

Efeito Yarkovsky e Efeito Inverno-Verão, o que demonstra serem estes casos particulares 

de um mesmo fenômeno que é o caracterizado pela existência de uma inércia térmica 

característica. No segundo capítulo utiliza-se sobre o modelo proposto um tratamento 

relativfetico restrito de onde se extrae o efeito conhecido como Efeito Poynting-Robertson. 

No capítulo terceiro desenvolve-se também o modelo para as forças rotacionais de ra­

diações eletromagnéticas, de onde se extraem informações que contribuem para explicar o 

decréscimo do vetor momentum angular de rotação conhecido para o satélite LAGEOS. 

No capítulo quarto extende-se o modelo de forças de radiações proposto para os casos que 

envolvem corpos fonte de radiações eletromagnéticas de dimensões finitas e obtem-se o 

Efeito Doppler-Diferenciat com naturalidade. Os resultados obtidos são aplicados para o 

satélite CASTOR.
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Capítulo Primeiro 
Forças de Radiações Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Os elementos de superfície do corpo orbitante sempre emitem termicamente quan­

tidades não-nulas de energia, para o exterior da superfície, sob forma de ondas eletro­

magnéticas. Não somente energia será transferida para o exterior neste processo, mas 

também quantidades de momentum linear serão transportados pelas ondas eletromagné­

ticas emergentes, o que acarretará na existência de um impulso sobre o corpo orbitante, 

expressa segundo a lei de conservação de momentum linear.

Escolhe-se como corpo material orbitante, sem perda de generalidade, um corpo 

negro não-perfeito opaco de forma superficial esférica de raio R, para se desenvolver o 

modelo dependente do tempo para as forças devidas à emissão térmica de radiações eletro­

magnéticas. Outrossim o corpo orbitante é constituído por um intrincado agregado de 

átomos e/ou moléculas, onde podem estar estes constituintes da matéria, individual ou 

coletivamente, eletricamente neutros, eletrizados e/ou até multiplamente ionizados.

Quando quantidades de radiações sob forma de ondas eletromagnéticas incidem 

sobre a matéria, ambos interagirão e, então, uma dada fração da taxa de energia eletro­

magnética transportada pelas ondas eletromagnéticas incidentes será absorvida. O ele­

mento de área, na qual as ondas eletromagnéticas incidem, permutará quantidades de



energia, agora, depois de absorvidas, sob forma térmica, com o meio exterior a superfície 

do corpo, por meio de emissão de ondas eletromagnéticas e com os outros elementos de 

volume e de superfície vizinhos sob forma de difusão de energia térmica. Os elementos de 

volume também permutarão quantidades de energia, única e exclusivamente, sob forma 

térmica com outros elementos de volume e eventuais elementos de superfície vizinhos.

Sem necessariamente perder muito em generalidade, considerar-se-á constantes 

a densidade volumétrica de massa, bem como o calor específico à volume constante, a 

condutividade térmica e os índices de emissividade e de absorbidade.

1.1. Taxa de Momentum Linear Transferido por Elementos de Área

Considere um elemento de área fisicamente pequeno da superfície de um deter­

minado corpo, cuja forma superficial é suavemente convexa, ao qual ajusta-se de maneira 

bem conveniente uma base vetorial ortonormal dextrogira (Í',j',fc'), onde o vetor de base 

de módulo unitário k' é escolhido de maneira a coincidir com a direção da reta normal 

ao centro geométrico do especificado elemento de área, com sentido do interior para o 

exterior do determinado corpo. Associa-se, então, ao centro geométrico do referido ele­

mento de área do dado corpo, um sistema de duas coordenadas angulares polares esféricas 

(#', onde uma dada direção (61, ̂ '), neste sistema bidimensional de coordenadas angu­

lares, distância-se angularmente à partir da direção positiva do vetor de base de módulo 

unitário por um valor 61, e à partir da direção positiva do vetor de base de módulo 

unitário 1' por um valor como mostra esquematicamente abaixo, a figura (1.1).

Seja, então, I(u, /?', tfdvdA tf1, t) a taxa de energia eletromagnética emitida pelo 

referido elemento de área dA( ft*, t), do interior para o exterior do corpo, por meio de ondas 

eletromagnéticas com freqüência entre v  e v+dv, função do parâmetro temporal t e de um 

conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros físico-geométricos /?'. Admitindo-se que à partir
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 -------------------------------  figura (1.1) __________________________

do elemento de área dA (^, t), da superfície do corpo, a emissão de ondas eletromagnéticas, 

para um observador situado no centro geométrico do elemento de área, for independente 

da coordenada angular azimutal <f>\ então a taxa de energia eletromagnética transferida 

pelo especificado elemento de área dA(fi’, t), do interior para o exterior do dado corpo, 

numa direção entre 6* e 6* +  d$* e entre <f>' e <f>1 + dft, por meio de emissão de ondas 

eletromagnéticas, é dada pela expressão

--/(* /, j0', t)dvdA{P', QcosPeeneWdp. (1.1)7T

Portanto, o vetor taxa elementar de momentum linear transferido pelo elemento 

de área é dada pela expressão

——I(vt /?', t )dudA(^,1 f)c0sfi, (sen<?,cos^,i, +  senõ1 senfil1 +  cos^íc') senQ* dõ* d<)>\ (1.2)
KC

onde c é o módulo da velocidade da luz no vácuo.

Então, para obter-se, à partir das contribuições vetoriais elementares expressão 

equação (1.2), o vetor taxa elementar de momentum linear Ft(y,^ ,t)d v d A {^ ,t)  trans­

ferido pelo especificado elemento de área , dever-se-á somar todas as contribuições em



todas as possíveis direções angulares (0*, onde a coordenada angular colatitudinal 0' 

varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e n/2 e a coordenada angular azimutal 

<t>* varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 2tt, o que resulta na expressão

ftlVifPitydvdAffiyt)**— í  í  — I(v1P,1t)dvdA{P,)t)co80,{sen0(coB<l>,\,+
J o J o cn

+sen0'sen^j' +  cos0ffc?) senPdõ1dfi, (1.3)

ou quando a integração é executada, tem-se a expressão a seguir

(1.4)

onde dÂ(/?', í) é o vetor elemento de área da superfície do dado corpo, e é definida pela 

expressão

1.2. Taxa de Momentum Linear Thmsferido por Corpos Esféricos

Considere, como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo 

esférico de raio R, em cujo centro geométrico ajustamos de forma bem conveniente uma 

base vetorial ortonormal destrogira (i,j, â), onde o vetor de base de módulo unitário Jc é 

escolhido de maneira à coincidir com a mesma direção e sentido da que apresenta o vetor 

momentum angular de rotação do corpo aqui considerado, e, também no mesmo ponto, 

um sistema tridimensional de coordenadas polares esféricas (r, 6, <f>), como apresentado 

esquematicamente na figura (1.2).

Tendo-se em vista estas considerações, pode-se escrever o vetor taxa elementar 

de momentum linear ^ t{v ,/?', t)dvdA(^, t) induzido pelo elemento de área R2sen6d6d<f>,
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Forças de Radiações Eletromagnéticas Termo-Emitidas 10

como sendo

/?', t)dvdA{p', t) =  t)dv(sen0co8fi +  senOsenúj+

-{-cosSfyRPsenBdôd#. (1.5)

Observe que o conjunto de parâmetros fisico-geométricos /?' transforma-se em {0,<j>,P}, 

onde f} ê um conjunto arbitrário de parâmetros fisico-geométricos.

Então, o vetor taxa elementar de momentum linear P, t)di/ induzido é dada 

pela soma de todas as contribuições em todas as possíveis direções, onde a coordenada

angular colatitudinal 0 varia, em unidades de radianos, entre O e j r e a  coordenada angular

azimutal <f> varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 2tt

0% Pi {)^(íiwíc0S^Í4* $eti06en$&‘ib 

+ cos0Ü)R28en0d0d$. (1.6)
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1.3. Solução Linearizada do Problema Semi-Linear da Difusão de Calor

Suponha que o problema diferencial semi-linear dependente do tempo de difusão 

de calor abaixo, represente a difusão de energia térmica para um corpo material orbitante

flCp du 1 d (ji ÕU\ 1 1 d ( du 1 1 d^u_n n - s  z? m 7̂
~ T ~ d t~  f ã tõ iS d e l d$) r2 sen26 d<f>2 ~  '

k ^  = aaI - a r u 4 r = R, (1.8)

onde os símbolos presentes nas expressões são:

u{r,Q,<j>, t,0) a distribuição de temperatura termodinâmica do corpo, função do parâ­

metro temporal t e de um conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros físicos 

/?, a função incógnita do problema diferencial;

/(/?, 0, <f>, t, 0) a distribuição superficial de taxa de energia oriunda da absorção de quanti­

dades de energia transportadas por frações das radiações eletromagnéticas 

incidentes à superfície do corpo, função conhecida do problema; 

p a densidade de massa do corpo, constante e conhecida 

Cp o calor especifico à pressão constante,constante e conhecido;

k a condutividade térmica do corpo, constante e conhecido; 

a 0 a absorbidade da superfície do corpo, constante e conhecido;

€ a emissividade da superfície do corpo, constante e conhecida; 

cr a constante fundamental de Boltzmann;
fí « f»i# d«

Suponha que a função incógnita ti(r, 6, <f>, t, 0), solução da equação diferencial par­
cial (1.7) que reje o problema diferencial semi-linear de difusão de calor, equações (1.7)
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e (1.8), seja separável nas variáveis r, 8, (f> e t, mas não no conjunto, aqui arbitrário, de 

parâmetros físicos /?,

« m ,  # , « , / » ) = ( 1 .9)

e substituindo a expressão solução (1.9) na equação diferencial parcial (1.7), obtem-se, 

após algumas transformações, quatro equações diferenciais ordinárias nas variáveis inde­

pendentes r, 0, $ e t

(mo)

+ í^ ir1 + ( -  -  = °. (i n >

i m ã + cotge^M l  +  ( „  -  ^ ) e (9 ,0)= o, (1.12)

£ ^ M  +  Os*W ,/J) =  0, (1.13)

onde as constantes a %, av e a3 são constantes de separação de variáveis.

Objetivando a obtenção de funções estacionárias no parâmetro temporal, como 

solução da equação diferencial de difusão de calor, escolhe-se o valor da constante de sep­

aração de variáveis presente na equação (1.10) como sendo - iu pC p/k , onde v é um 

número real positivo com unidades do inverso do tempo. Escolhe-se os valores das con­

stantes de separação de variáveis «2 e «3 como sendo, respectivamente, n(n +  1) e m2, 

onde n em  são números inteiros positivos, com o fito de que a solução, suposta na forma 

da equação (1.9), seja expressa para a coordenada independente 0, como funções associ­

adas de Legendre de primeira e de segunda espécie. Tendo-se isto em conta, as soluções

dfta equftçSeB diferenciais ordinárias (I.IQ), (1.11), (1.12) « (l.in) sáo, respectivamente 
(Abramowlts, 1985)

T {t,0 ) =  a'0{P)exp(ivt), (1.14)
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£ W )  =  °H W n v [(- .v £ fL) l/2r ] + ( 1 . 1 5 )

= ®2(/^)^nm(cO8 0) +  62 (/?)Qnm(cos *), (1.16)

$ (̂ , £) = G'3(p)exp{im<f>) +  b3{P)exp{—im<f)), (1.17)

onde as funções jn v [ { -w ^ - ) l^2R] e ynv\{—xv&j*)ll2R\ são as Funções de Bessel esféricas 

de ordem n de Primeiro e Segundo Tipos (Abramowitz, 1965)

O domínio de valores no qual as variáveis independentes r, 0, <f> e t  assumem, no 

interesse de obter-se a solução do problema diferencial semi-linear de difusão de calor para 

um corpo esférico, são 0 < r  < jR, 0 < 0 < x, 0 < ^ < 2ít e -0 0  < t < + 00. Portanto a 

solução pretendida não deve deixar de assumir valores finitos dentro deste domínio, 0 que 

obriga serem b[(P) e bf2(l3) nulos. Conseqüentemente, a expressão solução (1.9) pode ser

escrita, como uma combinação das expressões (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17), onde deve-se

somar todas as possíveis (n, m, v) componentes onde 0 < n < + 00, — n < m < +n e

-0 0  < v < + 00,
+00 +« f+OO /nr

«(r,M ,f,/?) =  r  £  /  Bnmu m j n u [ { - i ^ ) Íl2r]Fnm(co89y
n=0 m=—n J—°°

•exp{im<f>)exp{ivt)dv. (PIS)

onde Bnmv{fi) são constantes originadas das diversas constantes a(,(/7), aí(/J), a^(/9), a(j(/?) 

© presentes nas expressões (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17).

Como a expressão (1.8) é uma condição de contorno semi-linear, devida a intenção

de ser a superfície de um corpo negro não-perfeito, deve-se reescrever a solução, equação

(1.18), na forma como se segue

*(r,0,<Mi0 ) * « o ( 0 ) +  3£  5 3  í
n^O m =—n

-Pnm{^086)exp{im^)exp(wt)du1 (1.19)



onde as constantes Anmv(ß) para valores de n, m e v  diferentes de (0,0,0) assomem os 

mesmos valores das anteriores constantes Bnm„(/?), entretanto a constante Aooo(ß) deve 

ser nula e u0(ß) é uma constante que no problema físico é a representação da temper­

atura média que o corpo material apresenta. Esta representação para a distribuição de 

temperatura é escolhida com o intuito de obter-se uma solução linearizada do problema 

diferencial semi-linear de difusão de calor equações (1.7) e (1.8).

Considerando-se por hipótese que uo(ß) > |  u(r,9,<f>,t,ß) -  uq(0) | seja válida, 

que é o processo de linearização da condição de contorno semi-linear da superfície do 

corpo negro não-perfeito, equação (1.7), e substituindo-se a solução, equação (1.19), na 

condição de contorno semi-linear de irradiação de um corpo negro não-perfeito, equação 

(1.8), tem-se

+oo +n' r+oo ftr i  t /o
k Y ]  Y )  I An>m>V'{ß )jn 'v '[(-i^^-r-) R] Pn>m> {cos 6)exp{irri<t>)-

n'=0 m4=—n' J~°°

4*oo +n t + oo
expiWfldi/' =  aaI{R ,0 ,<f>, t , ß) -  €auj(ß) -  4eaul(ß) ^  / An>mi„>{ß)‘

n'=:0 J~~°°

-  o(2). (1.20)

Multiplicando a expressão polinomial equação (1.20) pela auto-função complexo 

conjugada da equação diferencial parcial (1.7), que é PnTn(cos9)exp{—itn<f>)exp{—ivt), pela 

expressão diferencial sen9d9d<f>dt e integrando sobre todo o domínio das variáveis indepen­

dentes 9, <f> e t, obtem-se a expressão

‘ L  m,E  ,/_T  f f  C ÍWeo8*»'

/ >n'm'(cos0)earp(-t(m -  mf)$)exp(-i(v -  iA)t)sen9d9d^dtdi/ =
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n2w r+oo
I ctaI{R , 6, t, P)Pnm (cos 6)exp{-im<f>)exp(-ii>t)8en6d6d<f)dt-

J -o o

rir r2n r+oo
-c<t«o(/?) I I I  Pnm(co96)exp(-im<f>)exp(-iut)sen9dõd<^dt -  4taul{PY 

J o J 0 J-o o

+oo +n' r+tjo nf t  . rn  /*2?r r+oo

A^ ' W ) h ' A t il,,- r )  R\ f  l  / _ „  p""‘(coeí)'

•Pn'm'(cos0)e:rp(-*(m -  mf)l)ezp(—t(p -  v,)t)8en9d9d<f>dtdvt. (1.21)

Mas tem-se da teoria de representações por funções ortonormais a relação de or-

tonormalização (Abramowitz, 1965)
rir r2ir r+oo
/ /  /  Pnm{cos9)Pn>m>(cos9)exp(-i(m-m,)<f>)exp(-i{v-i/)t)8en$d9d(j>dt-

J o J o J -o o

=  2n + 1  ^  ,1'22)
onde dnn' e 6(u — vf) são respectivamente as funções de delta de Kroeneeker e delta de

DiraCy cujas propriedades que aqui são úteis+ 00

^   ̂fn õ n n ' =  /n'> (1*23)

/ +"  /(!')«(« '-* '') =  /(«/'), (1-24)
J-OO

transforma a expressão (1.21) em
+OT +n; ç+co  ̂ d . r/ . i p C p \ i f2 oi 8?r2 (n +  m)!
E  E  /  u> k ) ^ 2n + 1 (n — m)!
n'=Om'=—n'«' 00

+oo +n' r+oo /0
-  r'1) +  5 3  Í  I ^n'ro'i/'(/?Hcatto(/?)/n'i/' [(- * ^“T£') ^]*

n̂ To J-°°
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■s I t i  $ ■*%}} • -  «o -  '  / ^ “W w  »• «m--9» -  ««■*<«)

•Pnro(cos0)e*p(—«m^)ea:p(-ii/f)een0d0ity<ff. (1.25)
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Isolando as constantes Änmv {ß )  que estão presentes implicitamente na equação 

(1.25), obtêm-se

rir r2w r + OO

I I I  aaI(R,(},<f>,t,ß)Pnm{zos0)exp(—im4>)exp(—ivt)8enOdOd<l)dt
iß\ =  J a  Í 9 /-°°__________________   _ _ _

5 T Í  [ 4 r ln > -  [ ( - ' # ) , / 2 « ]  +  * " « ]

*nm v

»ir f2 ir f+ oo

eou$(ß)Pnm{coB9)exp{-im<f>)exp(—wt)8en9d9d<f>dt
-00

que para valores (n, m, v) diferentes de (0,0,0) a expressão (1.26) reduz-se à

r* r2 ir r+oo

(1.26)

n
'£ir r+oo

/ aaI(R 10,<f>,t,ß)Pnm(co86)exp(-iimf>)exp(-wt)8en9d9d<f>dt

87?
2 n + Í  ( n - m ) !

(1.27)

E a determinação do valor «<>(/?), que fisicamente representa a temperatura ter­

modinâmica média do corpo considerado, que deve ser obviamente dependente da função 

distribuição superficial de taxa de energia eletromagnética incidente, vem do conhecimento 

anterior de que i4ooo(/?) =  0, ou seja, resolver a expressão integral a seguir

87r2€o«o(/0 —

n
2x r+oo

/  a aI(R }9,<j>,t,P)Poo(co89)exp(-iO<l>)exp(-iOt)8en9d0d<l>dt. (1.28) 
J - 00

Portanto, substituindo as expressões (1.27) e (1.28) na expressão (1.9), tem-se a 

solução linearizada do problema diferencial semi-linear de difusão de calor, equações (1.7) 

e (1.8).

1.4. Taxa de Momentum Linear Itansferido por Corpos Negros não-Perfeitos



Se o corpo esférico de raio R } aqui considerado, for um corpo pertencente a 

classe dos corpos negros não-perfeitos, então a função I(v, f), t) estará relacionada com 

a distribuição superficial de temperatura termodinâmica «(0, ^,/M ) que o corpo esférico 

apresenta, pela relação a seguir

----------- £ ------------ , (1 29)

~ 1

onde € é o indice de emissividade da superfície do corpo negro não-perfeito, que aqui será 

suposto constante; h é a constante fundamental de Planck; k ê a constante fundamental 

de Boltzmann.

Então o vetor taxa de momentum linear f t (P,  t) transferida do interior para o ex­

terior do corpo negro não-perfeito de forma superficial esférica, devida à uma distribuição 

superficial de temperatura termodinâmica u(0, <f>, /?, t) que o dado corpo apresenta, é obtida 

pela soma de todas as contribuições em todas as freqüências das ondas eletromagnéticas 

pela qual o corpo emite quantidades de energia, onde as freqüência variam entre os valores 

nulo e o fisicamente infinito

f , ( 0 ,() =  - ;  [ f f ---------- TT—---------- (senScos^i +  sm6cos<ti+3jo /o h c3 kv , ,
- r f M M . M ’ “ 1

+co8$1t)R28en0d6d<l>, (1.30)

resolvendo-se a integração nas freqüências, temos

t) =  f  í  u4(0,^,^,t)(sen0coe^Í +  sen0sen^j-|-cofi0Ê)il2sen0tí0d^,(1.3l)
3 c Jo J 0

onde ff é a constante fundamental de Steían-Boltzmann.

A distribuição superficial de temperatura termodinâmica ti(0,^,f,/?) que a su­

perfície do corpo negro não-perfeito apresenta pode ser escrita sob a forma apresentada
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na equação (1.19), então substituindo-a na expressão do vetor taxa total de momentum 

linear f*t(/?, t) tranferido do interior para o exterior do corpo negro não-perfeito de forma 

superficial esférica e levando em conta o anterior procedimento de linearização, tem-se

Í*e(/?, t) =  — 5 — f f  tto(/f?) (senflcos^í +  8en9sen<f>j 4- co8$fz)R28en0d6d<f>—
3  c Jo J 0
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. pCp yl/2 (coe$y

>exp(im<l>)exp{wt){8en9co8<j>\ 4- sen0sen$j 4- cos9&)R28en9d9d<f)dv. (1.32)

Resolvendo as integrações nas variaveis 9 e <j>, obtem-se

f , ( M  =

•(Am, (/?)(! +  *j) +  Aiou(P)k)exp(iut)dv. (1.33)

Observe-se que fisicamente 0 vetor taxa total de momentum linear deve ter uma 

representação real, portanto

$eFt(/?,t) = - y y 7 r i ? 2^(/3)?Re 3 i v [ { - i v ^ - ) l,2R \

{Anv{p){\ 4- ij) 4- Aiav{p)k)exp{ivt)dv, (1.34)

onde as constantes uo(0), A n M  e Aiou{p) são expressas pelas equações (1.28) e (1.27).

1.5. Aplicações do Modelo para Fontes de Radiações Eletromagnéticas Pontuais



Suponha que o corpo material fonte de radiações eletromagnéticas apresente-se

para um observador situado em algum ponto da superfície do corpo material orbitante como

um ponto singular a uma distância fisicamente infinita situada na posição angular aparente

(6*, <f>é) no sistema de coordenadas polares esféricas associado ao centro geométrico do

corpo material orbitante, a expressão do vetor taxa de momentum linear f*e(/?, í) é dada

pela equação (1.34), onde as constantes Anmu(^) e «o(/?) são obtidas pela integração de

uma distribuição superficial de taxa de energia oriunda da absorção de quantidades de

energia transportadas por frações das ondas eletromagnéticas incidentes à superfície do

corpo, cuja representação para uma fonte de radiações eletromagnéticas situada a uma

distância fisicamente infinita, em um sistema de coordenadas polares esféricas associado

ao centro geométrico do corpo orbitante, é dada pela expressão (Jackson, 1983) 
aaIo{P, t)\cosdco80* +  8en98en9*co8{<f> -  <f>*)\ se (...) > 0;

(1.35)
0 se (...) < 0;

onde Io{(), t) ê o valor da taxa de energia eletromagnética que incide na posição superficial 

(9*,<f>*), função do parâmetro temporal t e de um conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros 

físicos /?, e os valores 6* e <f>*, onde o par ordenado (0*, <j>*) dá a direção da posição aparente 

do corpo fonte de radiações eletromagnéticas,são também funções do parâmetro temporal 

t e de um conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros físicos /?.

Exemplo: ......................... ..........................................................................Efeito Yarkovsky

Particularizando ainda mais, suponha que o corpo material orbitante assuma em 

sua translação em torno do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, uma órbita circular 

e que os vetores momentum angular de rotação intrínseca e de translação orbital sejam 

colineares, então a expressão representação da distribuição superficial de taxa de energia

Í eiatDÍ0)«enâ6os(4> — w* — ^o) 0® wí — — */2  < ^ « ^ ^ 0  + *r/2j
(1.36)

0 nos outros casos,
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onde w é o módulo da velocidade angular de rotação do corpo orbitante.

Substituindo a expressão (1.36) na expressão que relaciona a temperatura ter-

Substituindo-se a expressão (1.36) na expressão para as constantes Anmu(P), 

equação (1.27), e particularizando da míriade de constantes para as que envolvem somente 

n =  1 e m = 1 tem-se

r+oo  rir [U t—4>o+vf2
Anv{i3) =  [ /  I I  a ah{p)8en6co8(<l> - u t -  ^o)Ai(cos0)-

J —oo J 0 Jwt-4>o -ff/2

modinâmica média do corpo com a taxa de energia eletromagnética incidente, equação 

(1.36), obtem-se

SvPevuotf) =  otaIo{P)8endco8{<p -  w< +  $o)*
rir [ u t—jo+ x/2  [+co

J 0 J u t —̂ o —ir/2 J —oo

’Poo{co80)exp{-iO<f>)exp{—iQt)8en$dôd<j>dt (1.37)

e resolvendo-se sucessivamente as diversas integrações, obtem-se a expressão

(1.38)

•exp(-itf>)exp(-iut)sen9d6dtf>dt]

. [ k ± L n j t„ [ ( - w & - ) l/2R] +  4«rtiÍ(/9)]] 1 (1.39)

e obtem-se como resultado a expressão

a (ff) -  < *M P )__________________ 6{v +  u)exp(i<l>o) _________________

4 +



Entretanto quando calcula-se os valores de Aiou(fi),
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/■+oo rir [w t—to+ ir/i
M o v { ^ ) - [  I /  I aaIo(̂ )sendco8{<f> -  u t -  <f>o)Pio{co6$y

J —oo J  0 Ju)t—^o—irf2

‘exp(-i0$)exp(-ivt)9en6ddd<(>dt] [— -/íi/

obtem-se valores nulos para todo e qualquer valor de v.

Então pode-se escrever o vetor complexo taxa de momentum linear f{p , t) como 

sendo a expressão

f  ,0 , i ) — g g r i f t M  ( Í + » W - ^  +  O .K J .W  . (1.42)

C \k JJiLnh-u[{+ 'u?-jf-)tl2Ii] +  4«r«?(^)]

Assumindo que exp(x +  iy) seja uma expressão representação do inverso do de­

nominador presente na expressão (1.42), isto é,

exp{x +  iy) =  — ----------------------— ----------------------, (1.43)
[* ^ L n / i_ w[ ( + t w ^ ) 1/2fl] +  4eaul(P)]

obtem-se o vetor complexo taxa de momentum linear f*t(/M) devida à emissão térmica 

de energia sob forma de ondas eletromagnéticas, como sendo a expressão

ft(0>0 =  - z — *R2ul{p)exp(x){i + il)exp{-iwt + í^ 0 +  iy), (1.44)y c

cuja representação no domínio dos reais é

9tcft (0, 0  =  - x ~ ir R 2u$(fl)exp(x)[eos(üjt -<f>o~ Sf)í +  sen(ut -<f>0 -  y)j], (1.45)y c



onde os valores de x e y são dados à partir do conhecimento da expressão (1.43), isto é,

* = -S e  Ln |k ^ L n  ; , _ „ [ ( + i w ^ ) 1/2/i] +  4«r»jN/J)], (1.46)

y =  -3 m  Ln [k - ^ L n  / i_ u [ ( + iw ^ p ) '^ i í ]  +  4«r«2(/5)], (1.47)

e tto(jfl), que fisicamente representa a temperatura média que o corpo material esférico 

apresenta, é dada neste caso particular pela expressão (1.38).

Observe que fisicamente o recíproco do valor do ângulo yf presente na expressão 

da representação real do vetor taxa de momentum linear ft{P , t), equação (1.45), expressa 

pela equação (1.47), deve assumir valores, em unidades de radianos, entre 0 e tt/2, pois 

do contrário ocorreria de que o máximo valor de temperatura termodinâmica para um 

elemento de área da superfície do corpo, ocorreria somente, para valores negativos, antes 

que o corpo fonte de radiações apresentar-se no zenite, ou, para valores maiores do que 

jr/2, somente após que o corpo fonte de radiações não mais fosse visível para um observador 

na superfície do corpo material orbitante, isto é, após o anoitecer.

Exemplo ...............................................................................................Efeito Inverno-Verão

Outra particularização possível, é a de que o corpo fonte emissor de radiações 

eletromagnéticas permanece estático em uma posição aparente sobre o prolongamento do 

vetor momentum angular intrínseco de rotação do corpo orbitante, então a expressão de 

9* assume o valor nulo e a expressão (1.35) reduzir-se-á a

(*ah{P)co8$ se 0 < 9 < jt/2;
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( (1.48)
0 se ?r/2  < 6 < jt;

e seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, substituindo a expressão (1.48) na 
expressão da temperatura termodinâmica média, equação (1.28), obtem-se a relação

rtf/2 p2  jt r+oo
8 7r2eau*(fi) = I I I  aaIo(P)cQ99Poo(cos6)exp(—iOt)8en6d9d<f>dt, (1.49) 

J  o J  0 J -o o
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o que resulta em
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(1.50)

Calculando as constantes Aiov{ß)>
-l-oo r x /2  r2x

resolvendo a expressão (1.51) em todas as variáveis de integração obtem-se a expressão 

abaixo

Entretanto quando calcula-se as constantes A u u(P),
r+co rir/2 r2n
I aah{P)co89Pn(co89)exp(-i<f>)exp{-wt)8en9d9d<l>dt

A =  v »   1---------------- 7r~TZ . ' (1'53)
R][k i R Ln>iÁ (~ i‘' ^ )  í*]+4íff#2(jj)]

obtem-se valores nulos para qualquer valor de v.

E finalmente obtem-se a expressão para o máximo valor do efeito conhecido como 

efeito Inverno-Verão, que é a expressão

municação pessoal), pois não existem parâmetros temporais característicos explícitos na 

expressão particular da taxa de energia eletromagnética incidente à superfície do corpo 

material orbitante equação (1.48).

onde «o(0 ) é a temperatura média que o corpo material orbitante apresenta dada pela 

expressão (1.50), o que concorda com o trabalho de Afonso et al., 1989.

Este último caso particular, também poderia ser obtido através da resolução da 

equação de Laplace de difusão de calor independente do tempo (Afonso e Barlier, co-



Capítulo Segundo 
Tratamento Relativístico Restrito para Forças de Radiações

D a taxa total de radiações sob forma de ondas eletromagnéticas que incidem sobre 

um dado elemento de área da superfície do corpo orbitante, uma fração será totalmente 

absorvida, o que acarretará, também, a total a transferencia das respectivas frações de 

quantidades de momentum linear e de quantidades de energia transportadas pelas ondas 

eletromagnéticas incidentes, e por ser totalmente opaco a fração restante à completar 

a unidade sofrerá espalhamento reflexivo, o que acarretará somente a transferência de 

quantidades, relacionadas com as respectivas quantidades incidentes, de momentum linear, 

e nenhuma permuta de quantidades de energia das quantidades incidentes, para o corpo 

orbitante. Restringir-se-á, então, sem perdas conceituais, à no máximo dois modelos de 

espalhamento reflexivo de radiações eletromagnéticas que incidem sobre a superfície do 

corpo orbitante.

O primeiro modelo de espalhamento, dos dois que serão aqui considerados, é o 

modelo de espalhamento reflexivo especular, em que a respectiva fração de ondas eletro­

magnéticas incidentes serão reflexivamente espalhadas pelo elemento de área da superfície 

do corpo orbitante em uma direção que é coplanar à direção da reta normal ao centro 

geométrico do dado elemento de área da superfície do corpo e a direção de incidência da



respectiva onda eletromagnética que será espalhada, outra característica do espalhamento 

reflexivo especular é o de que os ângulos formados entre a direção da reta normal ao 

centro geométrico do elemento de área e as direções de incidência e de espalhamento re­

flexivo, das radiações eletromagnéticas, são idênticos, assim somente ocorrerá a permuta 

de quantidades relacionadas com a componente normal, em relação ao elemento de área, do 

vetor momentum linear e nenhuma permuta de quantidades de energia, respectivamente 

associadas, transportadas pelas radiações eletromagnéticas.

O segundo modelo de espalhamento, dos dois que aqui serão considerados, é o 

modelo de espalhamento reflexivo difuso, na qual toda as quantidades de energia sob forma 

de radiações eletromagnéticas que incidem sobre o elemento de área da superfície do corpo 

orbitante serão refletidas em quantidades de idênticas proporções em todas as direções 

exteriores ao corpo orbitante, o que também acarretará somente a permuta de quantidades 

de momentum linear relacionadas com as quantidades incidentes.

2.1. Forças de Radiações Eletromagnéticas Incidentes

Considere um elemento de área da superfície de um corpo material orbitante 

cuja forma superficial seja convexa, então associa-se de maneira bem conveniente um 

sistema de referência , onde uma determinada propriedade ou mesmo algum determinado 

ente geométrico <p seja representada por símbolos sobreindicados <p°, que se desloca com 

vetor velocidade v ' em relação a um segundo sistema de referência, onde a relacionada 

propriedade ou algum determinado ente geométrico é representada por simbolos não- 

sobreindicados p, que está associado ao centro geométrico do dado corpo.

Com isto pode-se relacionar os valores observados de determinadas propriedades 

físicas e de entes geométricos diversos em ambos os sistemas de referência, entre as de 

interesse (Guess, 1962)
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a . transformação de Lorentz do vetor cosseno diretor

f* . y* . y* . ŷ  . Yf
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(1 _  1 ^ 1 )1/» y ,  (1 _  f ,

r  =  l  +  ,1 ' 7 ) p í f  7  f o r - ' (*•*)
< i - ~ )  o - ' - r )  u - 1̂ )

transformação de Lorentz da taxa de energia eletromagnética

d - —  f
/ »  =  I(v )-----a r V — . (2.2)

(1 -

transfromação de Lorentz para freqüências de ondas eletromagnéticas

í . f
( i - — )

dl'0 =  i v ----- a i C5 l" i (2 2 )

transformação de Lorentz para ângulos sólidos

v ' v '
d - ^ 7 »dw° =  d u  , (2.4)

onde v é o  módulodo vetor velocidade relativa entre os dois sistemas de referência consid­

erados, v* é o vetor velocidade relativa entre os dois sistemas de referência e c é o módulo 

da velocidade da luz no vácuo.

Considere um elemento de área da superfície de um determinado corpo, como 

definido na secção 1.1. Seja I°(v, /?', 0', <j>\ t)du0dA{P,) t) a taxa de energia eletromagnética 

incidente à um elemento de área d A ^ J ) ,  do exterior do dado corpo, para um ob­

servador solidário ao sistema de referência conectado com o centro de massa do corpo 
fonte de radiaçdes eletromagnéticas, transportada por melo de ondas eletromagnéticas 

com freqüências entre u e v +  dv, oriundas de direções entre $l e 0* + dd1 e entre $  e 

<j>! + d<f>', função do parâmetro temporal t e de um conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros



físicos /?'. Então, uma fração do vetor taxa elementar de momentum linear, para um ob­

servador solidário ao sistema de referência conectado ao centro de massa do corpo fonte 

de radiações eletromagnéticas, induzido sobre o elemento de área, da superfície do corpo, 

por meio de absorção de quantidades elementares de momentum linear transportadas por 

ondas eletromagnéticas incidentes é dada pela expressão

I°(v , fí\ t , 0', <f>')dv°dA{Pt){8enOlco8̂ f>,i, 4- aen0'sen^,j '+

+co89tÍL,)0{8en9,dOld<f>,)°. (2.5)

Uma segunda fração do vetor taxa elementar de momentum linear induzido sobre o ele­

mento de área d A (^ }t), da superfície do corpo, por meio de espalhamento reflexivo es­

pecular de quantidades elementares de momentum linear transportadas por ondas eletro­

magnéticas incidentes é dada pela expressão

/?', f, 0', <f>,)dv°dA((3l, f)(2cofl0l')°(aen 0'd0'<ty')0. (2.6)

A fração restante do vetor taxa elementar de momentum linear induzido sobre o elemento 

de área dA (^,t), da superfície do corpo, por meio de espalhamento reflexivo difuso de 

quantidades elementares de momentum linear transferidas por ondas eletromagnéticas in­

cidentes é dada pela expressão

/ > ,  t} 9', <l>')dv0dA{P', t)[8en9'co8<f>' V +  aen0'aen^j'+

+(coa0' +  ir) .̂t]°{8en9'â9,d<f>,)0i (2.7)

onde aa, cte e a d são, respectivamente, índice de absorbídade, índice de espalhamento 

reflexivo especular e índice de espalhamento reflexivo difuso da superfície do corpo para 

ondas eletromagnéticas que serão supostos constantes.
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Contudo a relacionada fração do vetor taxa elementar de momentum linear, para 

um observador solidário ao sistema de referência conectado ao centro de massa do el­

emento de área do corpo material orbitante, induzido sobre o elemento de área da su­

perfície do corpo, por meio de absorção de quantidades elementares de momentum linear 

transportadas através de ondas eletromagnéticas incidentes é dada pela expressão
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P- f* . .  v'd - L Ü . i i /2
-  ̂ l(v , v ,  t , I) [P-------- * - +

O - V - )  (1- i f )

+ ( * - 7 > <l~ (1~ ^ ~ )1/1)7  1 - ? - ) " * " * * ■  (28)

onde f  é dado pela expressão senQ'cosfiV +  senQ*senfil' + cos0'k;. A relacionada segunda 

fração do vetor taxa elementar de momentum linear é dada pela expressão

» - L i , .  < i - íL í>
-& /(* , r ,  t, f ,  W M t i p ,  t)  [P-------- f - ¥ - +

7

C2 ) C -  - é ~ )

v ' v '  , / ,  vf, , v v \í/2 \ v

+(P • j )   £ --------- f —  -  P +  í ' ( í '  • P (2.9)

P - H r »  P - ^ r »
A relacionada fração restante do vetor taxa elementar de momentum linear é dada pela

expressão

X1 . y t  ,-?/
C

p - 1^ )  a ~ )

(1 — 1 v )2 (1 — v v )*/2 
M i l *  />', t, r ,  i H M i t o r , o  — ^ - [ P — +



Então para obter-se, à partir das contribuições elementares expressões equações 

(2.8), (2.9) e (2.10), o vetor taxa elementar de momentum linear f i ^ ^ ^ d v d A ^ t ) ,  

para um observador solidário a um sistema de referência conectado com o centro de massa 

do elemento de área da superfície do corpo material orbitante, induzido sobre o elemento 

de área da superfície do corpo, por meio de permutas de quantidades elementares de mo­

mentum linear transportadas através de ondas eletromagnéticas, dever-se-á somar todas 

as contribuições em todas as possíveis direções angulares (01, ^'), onde a coordenada angu­

lar colatitudinal 91 varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e tt/2  e a coordenada 

angular azimutal <f>1 varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 2x, o que resulta 

na expressão

P . i»
/ 1 \2

Pi(v, />', l)iviA {p, <) = -  (  r  /)', 1,0', 4>)M A{p, t) ~
J 0 J 0 o
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v*. v'

i y* . y f * y*

I? , i f *  T ~ ~  p~ y~  +  f

, . / 2  f 2, „ (1 -  — )2 .  (1 -
~ l  l  i  +

(i — (1 — _ )

Y*. ŷ  j  y 9

+<* ■ 7 -------- f f T  ~ P +  fc' ( í ' ' P)]e e n ( W -
" — r>

F  , y t  y f  . y *  .

f l *  t* ' a ,  (1 -  — )2 ,  (1 -  — j —)‘(2

~ l  L  • T * , +
l1 ”  ea ) (1 r —)



Então supondo-se que o módulo do vetor velocidade relativa || f* ||, entre os sis­

temas de referência solidários ao centro geométrico do elemento de área e ao centro de

massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando comparar 

dos com o valor do módulo da velocidade da luz no vácuo c, pode-se reescrever a expressão 

equação (2.11) como

f i ( v ,0 , t ) iv iA{p',i) =  f ’ 12 Ç J  /(./, fi‘, i , () [P -  P ( L Í ) -  £ ] .

^  fv /2 p2n
-senPddW  - ^ -  j  I /(t/, P\ t, 9 \ <j>’)dvdA{P', t) [£'(£' • P )-

H P .í»  -$1 n . rff/2 f 2v
-5P (— ) -  —- h e n P d P d f t /  /  /(*/, p', t, 0', <f>s)dvdA{P', <)•

C C C J q J q

.[P -  3 p ( t - ^ )  -  J  +  ttÊ' -  2* Ê '(? -^ )]sen 0'd0'<ty'. (2.12)
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2.2. Forças de Radiações Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Considere como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo 

esférico como o definido na secção 1.2. Então pode-se escrever para um observador solidário 

ao sistema de referência conectado ao centro geométrico do elemento de área da superfície 

do corpo, o vetor taxa de momentum linear f*t(i', P', t)di’dA{fi'f f), equação (1.4), trans­

ferido pelo elemento de área R2sen0d0d$, cuja direção é a da normal ao elemento de área, 

e com sentido do interior para o exterior do corpo, que para um observador solidário ao sis­

tema de referência conectado ao elemento de área é P*, através de ondas eletromagnéticas, 
como sendo

=  -% -Io{v,0',t)dvíoR2(8en9d0dif>)0. (2.13)ôc



Entretanto para um observador solidário ao sistema de referência conectado com o 

centro geométrico do corpo material orbitante esférico, o vetor taxa elementar de momen­

tum linear f, 0, <f>)dviA(/?', t) transferido pelo elemento de área do interior para o

exterior, por meio de emissão de quantidades de momentum linear transportados por on­

das eletromagnéticas , é obtido à partir da expressão (2.13) com o uso das transformações 

de Lorentz apresentadas nas expressões equações (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4), isto é,

(1 - — )2 ( I _ L Í ) l /2
t ,(v , fi, 1, >, t)d ViA[í)',l) =  /»',<)*,----^ - [ í -------- f ~ f ~ +

c*  ̂ c ^

-  (I _  (, _  Íllu/S) -  f
+(r - },)------------A -------£ ------------------------------------------------- (2.14)

” (1 - L l )  ° (1 - L l )

onde v é o vetor velocidade relativa entre os sistemas de referência solidários ao elemento 

de área da superfície e ao centro geométrico do corpo orbitante.

Supondo-se que o módulo do vetor velocidade relativa || v ||, entre os sistemas 

de referência solidários, respectivamente, ao centro geométrico do elemento de área e ao 

centro de massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando 

comparados com o valor do módulo da velocidade da luz no vácuo c, pode-se reescrever a 

expressão (2.14) como sendo

/9 ',()< i« /[í-í(b í) -  í j & s M M * .  (2.15)

Então, o vetor taxa elementar de momentum linear fV(i/, /?, t)dv, é dado pela 

soma de todas as contribuições em todas as possíveis direções, onde a coordenada angular

colatitudinal 9 varia, em unidades de radianos, entre 0 e k e a coordenada angular azimutal
4 varia, em unidades da radianos, entre os valores Ô © Êtr

f t {v,p,t)dv =  J *  J * * H u> 9 - t t ) d v f t  — í*(~“ ) -  *]R28en9d9d<t>. (2.16)
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Entretanto se o corpo esférico de raio R, aqui considerado, for um corpo perten­

cente a classe dos corpos negros não-perfeitos, onde a função J(i/, /?, t) estará relacionada 

com a distribuição superficial de temperatura termodinâmica u{0, t), pela relação

equação (1.7). Então o vetor taxa de momentum linear ft[P,t) devida à uma distribuição 

superficial de temperatura termodinâmica u($, <j>, /?, t) que o dado corpo apresenta, é obtida 

pela soma de todas as contribuições em todas as frequências das ondas eletromagnéticas 

pela qual o corpo emite quantidades de energia, onde as freqüência variam entre os valores 

nulo e o fisicamente infinito

' « " i / . T f

resolvendo-se a integração da expressão nas freqüências, tem-se

í i ( / m ) = - I t  r m ,  (2. i8)

onde a é a constante fundamental de Stefan-Boltzmann.

A distribuição superficial de temperatura termodinâmica ti(0, t, /?) que a su­

perfície do corpo negro não-perfeito apresenta pode ser escrita sob a forma apresentada 

na equação (1.19), então substituindo-a na expressão do vetor taxa de momentum linear 

ft{P, t) e levando em conta o anterior procedimento de linearização, tem-se

=  - I t J '  j f , « ÍW [T - -  f j u W d w * -

j*  W -4
’exp{im<f>)exp(wt) [í — í(——) — —]R2sen9d&d<f>dv. (2.19)
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2.3. Aplicações para Fontes de Radiações de Dimensões Pontuais

Tratamento Relativístico Restrito para Forças de Radiações ____________________ 33

Incidência de Radiações

Suponha entretanto que o vetor velocidade relativa v, presente na expressão do 

vetor taxa de momentum linear $<(/?, 0  devida a incidência de radiações eletromagnéticas 

equação (2.12), entre os sistemas de referência conectados ao elemento de área da superfície
• ffi

e ao centro geométrico do corpo material orbitante seja dada pela expressão - r f x X r - X  , 

e então obtem-se a expressão

n> r* r2v f°° r*l2 r2* -  -  f  • u x  x r x m
/ . / .  / .  [ / ,  /„ • + ' ( — ) + ( — )+ t J-

n
2ír roo rn /2

/  [ /  I

? ym
•[£'(£' • ?) +  5Í(—-—--) +  ( - - ^ )  +  - ^ e n P d P d ^ R ts e n e d e d t -

f  V» r t / l x+ sk ' -  2xk'(í-í-)]sení'<M '<ty'] JPsenMMrf. (2.20)

e integrando-se nas variáveis angulares tem-se a expressão

rtf /*2tt rooroo
f.(d , () =  - ( — + 2 í |  /  /  /  í(i/, ß‘, t)í‘ R ?eenM dtdv-

c c Jo Jo J 0

.(£ l + 5 ^ i +  3 - l  r  [ 2* I{Vip \ t ) X * ^ X ^ i Ê J ^ L l ) R 28en9d9d<l>dv 
c e c Jo Jo Jo c

[£ i +  £ .̂ +  £á] r  f 2* [ ° ° i ( u j ,t t)^ 2 ÍÉ .R 28ened9d<l>dp- 
c c c Jo Jo Jo c
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- I t  +  T + T l  I ’ P  f  I M ’, i ) ^ n S é » d H u +

n 2ff g* oo
/  /(i/,J(?/,<)írífí2« c n ^ ^ á í /+

J  o

+[££] f*  f 2* ( W / ( t/> ̂  ^ l ^  ‘ ^  * %r t-*  l )fl2aengdg(tytft/, (2.21) 
c Jo Jo Jo c

onde a expressão da distribuição superficial de taxa de energia I(v, /?', í) sob forma de 

ondas eletromagnéticas com freqüências entre v  e v  +  dv incidentes à superfície do corpo 

material orbitante, função do parâmetro temporal t e de um conjunto, aqui arbitrário, de 

parâmetros físicos /?, é dada pela expressão (1.38).

Entretanto o vetor posição relativa do elemento de área da superfície i t ,  em relação 

ao centro de massa do corpo orbitante, é dado pela expressão R\, tem-se

fi{P,t) = - \ —  +  — ] [* f 2W Í M i M ^ s e n e d O d ^ -
c c Jo Jo Jo

- [ — + 5— + 3—] r  f 2n r  ^ x \ )R28endddd<f>dv-
c c c Jo Jo Jo c

_(£«. +  2 i  + 2 á] r  [ 2* r  i(i/t /?', t) ~~^-^-R23en6d6d<f>dv- 
® ® ® Jo Jo Jo ®

_[£fL + “i  +  £fL] r  í 2* f°°  /(*,, t) — R28enOddd<f>dv+ 
c c c jo Jo Jo c

+[— ] f f  f  I(v, /?', t)irÍR2 8enõdOd<t>dv+
e Jo Jo Jo

+(— J f  f  f  J(i/,/3',t)2jrí(-— — * ^  \)R28en9d0d<f>dv. (2.22)
c Jo Jo Jo c



e reordenando os termos tem-se

= - i v + t !  r  r  r  <(>',?, V a i p x r i M i w i ’-
c c Jo Jo J 0 

_ [^ i  + 5 ^  +  3^1 J *  J * n J™  7(1/, ff, í ) r  (^  R- )R28en6d9d<f>du-

- [ 2l  +  5^  +  3^) J *  p  p  I{u, f f ,  t ) \ ^ - ^ — )R28enM0d<f>dv-
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_(£íL +  ^L +  ^ ]  r  [ 2* f m I(Ui /?', t) ̂ M R 28en0d$d(f>du- 
c c c Jo Jo Jo c

r* [2v roo
+1— I /  /  /  I{vt(f , t)nlR28en6d9d<l>dv+

c Jo Jo Jo

+ [2 i]  [ r f ’ r i ( Vi^ i t)21í\ ( h l l É L ) i i 2senm i ^ +
C Jo Jo Jo C

_ h  • mn  r *  r 2?r roo _ 1* . js"*
+1— 1 /  /  /  (2.23)

c Jo Jo Jo c

onde os primeiro e sexto termos fornecem a pressão de radiações, os terceiro, quinto e 

oitavo termos fornecem o efeito Poynting-Robertson, os segundo, quarto e sétimo termos 

fornecem um efeito desconhecido na literatura científica.

Emissão Térmica de Radiações  ..........................................................................................

O vetor velocidade relativa entre os sistemas de referência solidários ao centro de 

massa do elemento de área e ao centro de massa do corpo material orbitante pode ser



Tratamento Relativístico Restrito para Forças de Radiações ____________________ 36

descrita pela expressão —õ  x jRÍ, então pode-se reescrever a expressão (2.19),

f«O», t) =  ~ l *  [  [ ’  « í  ( 0  [ í +  IPsoM M * -

•4

•Pnm(cos9)exp(im^>)exp(iut) [1 + — — R2 sert9d0d<f>dv. (2.24)

Resolvendo as integrações nas variáveis angulares 9 e obtem-se o vetor com­

plexo taxa de momentum linear devida à emissão de energia térmica sob forma de ondas 

eletromagnéticas

i , m =- f  r “ n*[(-i»^)lllR](Au4mi+4)+Ai°Ap)iy

■exp{wt)di/ - ^ - (̂ -n R 3uH0 ) j  h » [ ( - iv —f - ) ' l2R]'

•w x (Aii„(£)(i +  íj) +  AiQi,(P)ÍL)exp(wt)dv. (2.25)

Observe-se que fisicamente o vetor taxa total de momentum linear deve ter uma 

representação real, portanto

Xe$t{0 ,l) = - ~ * R 24 ( W e r “ h r [ ( - i i ’^ ) ,l2I l] (A ttA m Í + Ú) + A ítM í ) -

•exp(iut)du -  ? l (S n0„l(/3)%e 12Rl

•õJ x (i4tiv(/9)(! + *J) + AÍOv(0)&)ea:p(ivt)dv, (2.26)

onde o primeiro termo fornece, como visto no capítulo anterior, os efeitos devidos à emissão 

térmica e o segundo termo fornece um efeito desconhecido na literatura científica.



Capítulo Terceiro 
Torque Relativístico de Radiações Eletromagnéticas

Permutas de quantidades elementares de momentum linear, com os elementos de 

área da superfície de um corpo material, ocorrerão sempre que radiações sob forma de 

ondas eletromagnéticas incidam sobre os mesmos.

Destas permutas de quantidades elementares de momentum linear com cada ele­

mento de área da superfície do corpo material resultará não somente em uma composição 

de impulsos translacionais, na qual contribuirão sobre o movimento translacional do corpo 

material orbitante nas circunvizinhanças do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, mas 

também induzirá uma composição de impulsos rotacionais, na qual influirão na atitude do 

vetor momentum angular intrínseco de rotação do corpo orbitante.

3.1. Torque de Radiações Eletromagnéticas Incidentes

Considere um elemento de área da superfície de um determinado corpo, como 

o definido na secção 1.1. Seja I°(v,P,}6,i ^ ,)t)dv°dA(0,i t) a taxa elementar de energia 

eletromagnética incidente à um elemento de área dA(/?', <), do exterior do dado corpo, para



um observador solidário ao sistema de referência conectado com o centro de massa do corpo 

fonte de radiações eletromagnéticas, transportada por meio de ondas eletromagnéticas com 

freqüências entre v e v + dv, oriundas de direções entre 91 e 0' + dO■ e entre <f>' e </>' + d<f>\ 

função do parâmetro temporal t e de um conjunto, aqui arbitrário, de parâmetros físicos 

/?'. Então, uma fração do vetor taxa elementar de momentum angular transferido para o 

elemento de área da superfície do corpo, por meio de absorção de quantidades elementares 

de momentum linear transportadas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela 

expressão

/°(í/, /?', f, <j>,)dv°dA(p,) tfToffixfand 'cosfii' +  stnd 'sm tfc

+co86'k ,)°{8ene'd6,d<l>')0. (3.1)

Uma segunda fração do vetor taxa elementar de momentum angular transferido para o 

elemento de área da superfície do corpo, por meio de espalhamento reflexivo especular de 

quantidades elementares de momentum linear transportadas por ondas eletromagnéticas 

incidentes, é dada pela expressão

/?', f, 0', W d itd A iF , t) f0 (0) x (2co80'fc')° (senO'de'dfi)0. (3.2)
c

A fração restante do vetor taxa elementar de momentum angular induzido sobre elemento 

de área, por meio de espalhamento reflexivo difuso de quantidades elementares de momen­

tum linear transferidas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressão

~  £1 /«(i^ p*t t, $\ ̂ #)di/°<M(/?#, t)fo (/?) x (senO'cosfi i' + senO'senfij'+  
c

+(co«0' +  T^k'Yfand'dQ'dfi)0. (3.3)

Então, uma fração do vetor taxa elementar de momentum angular induzido por 

meio de absorção de quantidades elementires de momentum linear transportadas por ondas
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eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressão

f - v ' , ,  „  tf1 tf'
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(1 -  — - ) 2 (1 -  I1/2
^/(<z, 0 ', f , I )  I ^ í o l f l x  [? f - ç —

— | _ ]íen().d W . ,3.4)

A segunda fração do vetor taxa elementar de momentum angular induzido por meio de 

espalhamento reflexivo especular de quantidades elementares de momentum linear trans­

portadas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressão

í.tf»  x 1 • v ' ,

(1 -  )2 (1 -  )*/2
- Y 1^ ’ P ’1’ S'< ̂ ) iv iA (r \ 0  J  fo(/?)x[P---------fe—̂ --- +

Z ± ) W )  f

+(p • 7 ) i l t  7  H r  -  P +  * '(*  • (3.5)
a - - f )

A fração restante do vetor taxa elementar de momentum angular induzido sobre um ele­

mento de área da superfície do corpo, por meio de espalhamento reflexivo difuso de quan­

tidades elementares de momentum linear transferidas por ondas eletromagnéticas, é dada 

pela expressão

P * tf1 tf1 • tf' ,(1 -  L _ L )2 M _  L _ L ) 1/2
- 2 i /( „ , f}\ t, f ,  t)  ^ — - f o{0 )X [ f ------------------- + (P ■ U

V — £ - )

(1 _ (1_  f J L  )</*) 1
-------------^ -------V --------- f - ¥ -  + «Í'}sen6' i 6'd.t>‘. (3.6)

O - 1! 1 )

Então para obter-se, à partir das contribuições elementares expressões equações 

(3.4), (3.5) e (3.6), o vetor taxa elementar de momentum angular F},(i/,/?f, t)dvdA(fi', t),



induzido sobre um elemento de área dA(( . t )  da superfície do corpo, por meio transferência 

de quantidades elementares de momentum linear através de ondas eletromagnéticas, dever- 

se-á somar todas as contribuições em todas as possíveis direções angulares {6\<j>')t onde 

a coordenada angular colatitudinal 61 varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 

jt/2  e a coordenada angular azimutal <t>1 varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 

e 2 tt, o  que resulta na expressão

f »/2 r2* a (1 ---------- )2

h  h
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 f - h  +  9  • 7 )------------ f f *  7 --------- f a r ] " * * # -

-  /  /  3 i V f o ( « x [ p — f ^ - +

vr . v* . v
„ » .  (1 -  (1 -  r  -

^ • 7 ) r - v '  7 — f a r + *
I ' — r )

r 2’ a i (1 -  — )2 (1 - ^ - y i 2

J ° U  O - 1 ^ )  (1 - ^ f - )

fr  • y* * y 9

+ (í>' 7 ) ' --------  jT ^ T ) *7 --------- j - ç r  + *i']8e«P<M'i4'. (3.7)

Então supondo-se que o módulo do vetor velocidade relativa || ||, entre os sis­
temas de referência solidários ao centro geométrico do elemento de área e ao centro de

massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando compara­

dos com o valor do módulo da velocidade da luz no vácuo c, pode-se reescrever a expressão



(3.7) como

_ n rx/2 r“2n P • v'
8 i ( v,fi,t) = - H i  I I /(i',/í ',i,0 ',f)< iI'(id(/JM)r''o(d',T) x [ P - P ( ! _ L ) _

v' n  r * l 2 f 2*
- j ] 9en6'de'd<t>' - ^ - 1  I / ( i ^ M ^ ') A 'M ( i M -

•ro{0 ',T ) x [ f i t '  • P -  5?(— ) -  - U e n S 'dS 'd j,'-c c

~ T  f /2 r  ^  F> '> * '  ')fo (/?', r ) x [ p - 3p( ̂ )  -  7 +c Jo Jo c c

-fTrk' -  2ít£,( ~ ~ ) ]  sen&d&dfl. (3.8)

Torque Relativístico de Radiações Eletromagnéticas __________________________  41

3.2. Tbrque de Radiações Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Considere, como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo 

esférico como o definido na secção 1.2. Então pode-se escrever para um observador solidário 

a um sistema de referência conectado ao centro geométrico do elemento de área da superfície 

do corpo material orbitante, o vetor taxa elementar de momentum angular, equação (3.5), 

induzido pelo elemento de área R 2sen6d0d</>, cuja direção é a da normal ao elemento de 

área, e com sentido do interior para o exterior do corpo, que para um observador solidário 

ao sistema de referência conectado ao elemento de área é i?í°, por meio de emissão de 

quantidades elementares de momentum linear através de ondas eletromagnéticas, como 

sendo

- L p { v , p \ t ) d v 0To{p\l) x \°R 2{8enU6d<j>)0. (3.9)
oc



Entretanto para um observador solidário ao sistema de referência conectado com 

o centro geométrico do corpo material orbitante esférico, o vetor taxa elementar de mo­

mentum angular $*(*/,/?', ^ d v d A ^ ', 1) induzido por meio de emissão de quantidades ele­

mentares de momentum linear transportados por ondas eletromagnéticas, como sendo

<t -  4 ) ’ r j i  -  4  )'I*
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flíli/, 0’, t)dvdA(0‘, t) =  -I-/( |Z , l)dvta(0', t) x  ^  s 1

c . -

V * V v l /o, V

R2ein6d9d<f>. (3.10)+ (f. 1 ) c2 ' 7 v c
V l . y  V l . y

(‘ - T 1) (1 _  c )

onde tf é o vetor velocidade relativa entre os sistemas de referência solidários ao elemento 

de área da superfície e ao centro geométrico do corpo orbitante.

Então supondo-se que o módulo do vetor velocidade relativa || tf || entre os sis­

temas de referência solidários ao centro geométrico do elemento de área e ao centro de 

massa do corpo material orbitante assume valores fisicamente pequenos quando compara­

dos com o valor do módulo da velocidade da luz no vácuo c, pode-se reescrever a expressão 

(3.10) como

Ü tiv J W d i/d A ip J )  =  — I f a p t Q d m W t )  x [ Í - Í ( í ~ )  -  *]R 2sin9d9d<l>. (3.11)

Então, o vetor taxa elementar de momentum angular í$t{v,P,t)dv é dado pela

soma de todas as contribuições elementares de todos os possíveis elementos de área da

superfície do corpo material orbitante, onde a coordenada angular colatitudinal 9 varia,

em unidades de radianos, entre Oej r ea  coordenada angular azimutal $ varia, em unidades 

de radianos, entre os valores 0 e 2ir

9 rir f 2ir ? j* s?
8 t(v,0,l)dv = - ±  I I /(i/,^,l)«JizFoW'.()x (3.12)



Integrando em todas as possíveis freqüências tem-se como resultado o vetor taxa 

de momentum angular $*(/?, t), isto é, a expressão

n /* ít í*2ít r-foo ? -♦ -4
Si(/M ) = - ^  /  I I x [ M ^ )  -  I ]B 2senM8#.(3.13)

Se o corpo esférico de raio R, aqui considerado, for um corpo pertencente a classe 

dos corpos negros não-perfeitos, então a função I(v, /?', t) estará relacionada com a dis­

tribuição superficial de temperatura termodinâmica «(0,0,/M) pela relação (1.7). Então
m4

o vetor taxa total de momentum angular N*(/3, t) induzido através de emissão de quanti­

dades elementares de momentum linear por meio de ondas eletromagnéticas devida à uma 

distribuição superficial de temperatura termodinâmica «(0, 0 , /?, t) que o dado corpo apre­

senta, é obtida pela soma de todas as contribuições elementares em todas as freqüências 

das ondas eletromagnéticas pela qual o corpo transfere quantidades elementares de energia 

para o seu exterior, onde as freqüência variam, em unidades do inverso do tempo, entre os 

valores nulo e o fisicamente infinito
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2 f '  f 2* [°° Sirh v3dv -  a  rí*
t)=s J J o  l   : t)x P - l(— > - H

8irh vzdv ^ tal ri* a Í - ? ,

•R2sen9d6d<f>, (3-14)

resolvendo-se a integração nas freqüências, tem-se

r2ff

(0.0 = - I t C  J  ’ X [í-i(! )̂ -  í]R2senSdSdl (3.15)

A distribuição superficial de temperatura termodinâmica «(0, 0, f, /?) que a su­

perfície do corpo negro não-perfeito apresenta pode ser escrita sob a mesma forma que 

a apresentada na expressão (1.19), então substituindo-a na expressão do vetor taxa de 

momentum angular PÍt(/?, <), equação (3.15) e levando em conta o anterior procedimento



de linearização, tem-se

=  ~ I t J ’ P  ■ í W W / M  X [ í - í ( ^ )  -  í ] R 2em6JtJ<l,-

8 w í ?  f t  /•+“  r  [*’ . . . . .  . f C r . W m
" S T S J Ü - »  io /o «]•

•Pnin{co88)exp(im<l>)exp(ii/t)ro(ß,,t) x [ í -  í(^-^) -  — ]R28en$dõd<f>dv. (3.16)
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3.3. Aplicações para Fontes de Radiações Eletromagnéticas de Dimensões Pontuais

Incidência de Radiações

Suponha que o corpo material fonte de radiações eletromagnéticas apresente-se 

para um observador situado em algum ponto da superfície do corpo material orbitante como 

um ponto singular a uma distância fisicamente infinita situada na posição angular aparente 

no sistema de coordenadas polares esféricas associado ao centro geométrico do 

corpo material orbitante, a expressão (3.8) reduzir-se-á

r t i(V, f i , t ) iv iA tf , t )  =  x [ p - r - ( í l i í l )  -  - .
c c c

• -  ^I(uJ',t)dviA(í)',t)T0tf',T)  X [T(f.p) -  5 P ( Ü ^ )  -  £ ] -

• f  m4

-^ ■ I(v J ,t)à v é A (ff’,t)n ífi ',T )  x [P -3 Í* (— ) -  -  +  +*£' -  2irí’(— —)].(3.17)c c c c

e integrando sobre todos os elementos de área da superfície do corpo orbitante e sobre 

todas as possíveis freqüências, tem-se a expressão

a . [* f *  r ’■    rr. r . J * ? ' .  v'
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rir r ï *  eco  . Î* .

~ t L L  L í ( * ' . í ' . t) < W o ( í ' . r ) x [ i ( i - i * ) - 5 r ( í - í - ) - j ] R 2*m«ie i4-

n rir r2ir roo 1« # zft
~  x [1* -  3I*(Í—

c  JQ JQ JQ C C

+irkt -  2 w Í '( ^ p - ) jR 28en0d0d^. (3.18)

onde I(i/f id’,t) é dada pela expressão (1.37). Suponha que o vetor velocidade relativa v'

entre os sistemas de referência conectados ao elemento de área da superfície e ao centro

geométrico do corpo material orbitante seja dada pela expressão -õJ x xr — xm, então a 

expressão (3.18) reduz-se à

rt;( i/, 0 , f) =  j T  p  j™  i(v, p', t)du[R8 (€*?!). +  RÍL2 j L ] R 28ened6d<i>-

J *  J**  jf°° I { v J ',  p  . ]R2senMd<f>-

~ J *  J** P  I fa  P> *> 9’> -  ^  +  R — ^ - -+

+kR\* x 1 + 2xi2?í* x Í)R 28en6d0d<f>. (3.19)

e abrindo os duplo produtos, tem-se a expressão

s<(i/,0 , o = r  F  r  H v j ', t ) iv [ n ? a + F  xc*

■ ? / 7 o '  C  + R l̂ - +

1*
+JTRÎ* x  í+  2kR2\* x  f( )]R2een0d0d<i>. (3.20)



Reordenando os termos tem-se

= Í  f 2* Í°°  / (t/> Pt l)dl,R2^  R 28enÕd0d<f>-c J 0 J 0 J 0 c

y2ir rOO f* w
I I /  Ilv, /?', t)dvR— — - R 28en9d9d<f>— 

c J o yo yo c

——  r  r *
c yo yo yo c

/-ff r2)T rOO f* y
- — / /  /  /(y, t)dvR-—— —R28en0dQd<l>-c yo yo yo c

_ftd r  r  r  I M >yt)dVR2^ ^ h R H e n e d 9 d ^
c Jo yo yo c

rir r2ir roo f* Y hm
- 2 1  / / / /(i/, /?', t)dv + R ——— R28en6d6d<(>-

e J o yo yo c

A /*JT f2ír roo ^  w
- — /  /  /  7( i / , / d ' , / ) r f ^ l * x m 2sen0d0d0 -

c yo yo yo

r» -# • mrir r2ir roo -  1* v  v
- 2 1  /  I ( u J ,,t)áu2irR2V x \ ( l- l ^ - ) R 29endd9d<l>. (3.21)

c yo yo yo c

os segundo, quarto, sexto e oitavo termos são devidos à velocidade de translação do corpo, 

o sétimo termo anula-se e os termos restantes são devidos à freqüência de rotação através 

da velocidade angular de rotação.

Emissão Térmica de Radiações ............................................................................................

Para a expressão do vetor taxa de momentum angular fít(/?, t) o vetor velocidade 

relativa entre os sistemas de referência solidários ao centro de massa do elemento de área 

e ao centro de massa do corpo material orbitante pode ser desrito pela expressão — w X jRÍ
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e também o vetor ?o(/?) é descrito pela expressão R\, então pode-se reescrever a expressão 

(3.16) como sendo

nmv (fi)jnv i/2R] Pnm {cosê)exp(im<f>)-

üj y J?í
•exp(ii/í)ro (/?#, t) x  [ ]i?2sen0d0d^di/. (3.22)c

ou expandindo-se os duplos produtos externos presentes na expressão (3.22), obtem-se a 

expressão

ü t ( M = - i ?  r  r  «a w  -  • i

- | ? E  E  /_+"  I '  r  Anm„(0 ) i ^ [ ( - w ^ - ) ll2R]Pnm[cos6)-
n=0m=-n«' 00 * ®

•exp(im4>)exp(ivt) [w — í(oJ • í)|] R4sen6d0d<f>du. (3.23)

Resolvendo as integrações nas variaveis angulares 0 e <j>, obtem-se

t i , ( M  = (3.24)
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Capítulo Quarto 
Fontes de Radiações Eletromagnéticas de Dimensões Finitas

Existem, dentro do domínio de condições físicas iniciais do sistema físico completo, 

pelo menos um subconjunto de condições físicas iniciais onde a restrição, no problema de 

Kepler, de que as dimensões físicas do corpo fonte de radiações eletromagnéticas seja 

negligenciável, não pode ser considerada aceitável. Portanto, ao contrário de aparentar 

simplesmente de se ser um singular ponto emissor de radiações eletromagnéticas, o corpo 

fonte de radiações eletromagnéticas aparecerá dominando um região angular finita, na 

qual obriga-se considerar, para cada elemento de área da superfície do corpo orbitante, 

que as radiações podem incidir de diferentes ângulos, não somente no cálculo de absorção 

de quantidades de momentum linear e de energia, mas também, e talvez mais importante 

seja, no processo de espalhamento reflexivo das radiações eletromagnéticas incidentes.

O desenvolvimento não-relativístico pode facilmente ser obtido à partir do trata­

mento relativístico restrito por meio do desprezo dos termos envolvendo expoentes de v/c.

4.1. Forças de Radiações Eletromagnéticas Incidentes
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__________________________________  fígursL (4.1) __________________________

♦

Considere um corpo material orbitante de forma superficial esférica, cujo centro 

de massa está numa posição referênciada pelo vetor posição x™ à partir do centro de 

massa do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, e um elemento de área da superfície 

de forma esférica de raio R  do corpo material orbitante, cujo centro geométrico está situado 

em uma posição referênciada pelo vetor posição Hr à partir do centro de massa do corpo 

orbitante. Considere um elemento de área da superfície de forma esférica de raio Ro do 

corpo fonte emissora de radiações eletromagnéticas, que está numa posição referênciada 

pelo vetor posição x /  à partir do centro de massa do corpo fonte de radiações, como mostra 

esquematicamente a figura (4.1).

Pode-se escrever a expressão do vetor taxa de momentum linear I *,(/?, t) devida 

à transferência de quantidades de momentum linear por meio de ondas eletromagnéticas 

incidentes equações (2.5), (2.6) e (2.7), para o caso em que tem-se um corpo fonte de



radiações eletromagnéticas como o acima explicitado, isto é, de dimensões lineares não- 

negligenciáveis, como sendo a expressão

f i  M .Q t o i A W . t )  =  -  ̂  /  /  /(■', <) | y | q | i -

í m r " p * t + 2(p * t t ' m )P i l* ^ ,l)p ^
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- T  Í L I { V ’ ^

xÁ  ̂ xr ,,
( 4 1 )

onde 5tÁ é dada pela expressão &  - 5t - 5tr, cujo módulo representa a distância que separa 

os elementos de área do corpo fonte de radiações e do corpo material orbitante, dS(xf)  é o 

elemento diferencial de área, que ilumina o elemento de área do corpo orbitante, do corpo 

fonte de radiações eletromagnéticas e I{v, fi,t) é a taxa de energia sob forma de ondas 

eletromagnéticas é dada pela expressão abaixo

Í M , () =  ( u i * /  i|)i|| J  u i *  ii1 8 e | - | | -| - a  (42)

( o  se < 0.

Entretanto para um observador solidário à um sistema de referencia ligado ao 

centro de massa do elemento de área do corpo material orbitante a expressão (4.1) é dada 

por

U C2 i
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dS{xf) ae
W T

(1 -----^  . í l )2

I ( i> ,p , t)dv iA tf , t )  —
onte , i ▼ • v ^

V1 r2 f

‘tíT?

v ' • v '
XA (1 - V ,)l/2c.  • , , Xa v ' l1 -  t1 ~ ^ F “)1/2) y 1

W— ?T + (p r[fir
v
c

l l - p * T í , 7 )

** F T " » “  5* ? H
(1 - p r T r , 7 ) (1 - p r i f 7 >

X'*

dS {0 )  a i
p q p - T

2 a v'

b E L ^ p
p - t )

« líi

v ' v '

II Xa II 3* || Xa II v ,, x"  v \  v3  5T
(1 - p n f 7 >

v'
c -i xr A d S tô )

- — # — ^ ] + ’ m F n í) in p
‘‘ - p r i r - T »

(4.3)

Supondo que o módulo da velocidade entre os dois sistemas de referência pode 

ser considerado pequeno quando comparado com o módulo da velocidade da luz no vácuo, 

então pode-se reescrever a expressão anterior até a primeira ordem em \ '/c ,

f c ( M — =
XA

Hv^ , i ) d vdA{ff‘,i)[ p j - | j  -  p r j j ( p r [ f  • 7 )-

v1-! dSjxf)  at
c 11| xA |p  c I{v tp \Í )d v d A { p \ty

<sfr .rfr &A {IA *fA $9 $9 A

[p fii(p h i ‘ pqi* _ 5p t ti(p t ii • t> -  7] pqp-
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~ ^ L  I  I  I L ,(I/'^ l)dvdMfi''!)[i n h r  3i m i lif fq r  7 ,_

4.2. Forças de Radiações Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Pode-se reescrever a expressão da distribuição superficial de taxa de energia eletro­

magnética, para um observador solidário a um sistema de referência conectado ao centro 

geométrico do corpo fonte de radiações eletromagnéticas, devida à absorsão de quantidades 

elementares de radiações sob forma de ondas eletromagnéticas incidentes para o caso em 

que tem-se um corpo fonte de radiações eletromagnéticas como o acima explicitado, isto 

é, de dimensões lineares não-negligenciáveis, como

I « )

onde é a taxa de energia sob forma de ondas eletromagnética com freqüências

entre v e v 4- dv incidentes, função do parâmetro temporal t e de um conjunto, aqui 

arbitrário, de parâmetros físicos /? é dada pela expressão abaixo

/o M ,O I || £  n 'p y  | | | | | |  g* || | j V | | l  se[...] |...]< 0;

0 se > 0 .

E para um observador solidário a um sistema de referência conectado ao centro 

geométrico do elemento de área da superfície do corpo material orbitante, à partir destas



considerações apresentadas acima, a expressão da distribuição superficial de taxa de energia 

eletromagnética devida à absorsão de quantidades elementares de radiações sob forma de 

ondas eletromagnéticas incidentes equação (4.5) para o caso em que tem-se um corpo fonte 

de radiações eletromagnéticas como o acima explicitado, isto é, de dimensões lineares não- 

negligenciáveis, como
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x A V '

I(u, ß', t)du =  ^  J J  / > ,  /?', t)dv  (4.7)

\2
\ C ' d S fâ )

C onte IP^TI
C

Fazendo a aproximação até aprimeira ordem de || vf || /c tem-se a expressão para 

a distribuição da taxa de energia eletromagnética incidente à superfície do corpo material 

orbitante

/ W  ' , 0 *  =  t  -  2( p 7  • 7  P J f ’ <48>

4.3. Aplicações do Modelo para, Fontes de Dimensões Finitas

Taxa de Momentum Linear Incidente

Supondo que 0 vetor velocidade relativa v entre os sistemas de referência conectar 

dos ao elemento de área da superfície e ao centro geométrico do corpo material orbitante 

seja dada pela relação —x™ -  u  x xr -f õj°  x  x^, então a expressão (4.4) é dada por

fiifi.t) = ~St I  l  l  f j t ‘W M P , ')[[ylx-ff + pprfít [fiq j• V )+
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õj°  X x K  d S fâ )  ae
l p r | F

I(t/} P' yt)dvdA(P‘ t t)-

[p n r(p h r ' m 1+ ‘p ^ p 1! ' +15p 7h (p t i
•4 a -*ÂXa  ,  Xa  X

m A  ~ *A  h  , ,  - * r
X *  , X a  (jJ  X Xr ,

c Xa t Xa 0° x & x , j[m , d x X r cJ° x tf5(&Q
11 xA | | ' | | x A || c ' c c c •* || xA 1|2

•A4 &A -&A -hm

xA , Xa Q x X r
+ 3Tr5nT(irSnT  • rLr í -) -  3n i r ] r ( | r i r [ f  • rLr ^ ) +  “  + c

U ° X X *  Xr  0 XT . XA X m  -  Xr  , Xa  W X X \

■— — + ' i h f i i  ■ 2,ri m i (p ^ [  • — -  2,rp H i (p q i  • — >-

xr , x A õJ° x x^ x1 dffffi)
2,rl l í- I I  *11^11 .

ou reordenando os termos semelhantes, tem-se

I ]  I I  VII ** ll:
(4.9)

f « ( M — *
-4 A X A - A  - m Xa  X

I(v, f f ,  t)dviA {f’, i) [ p q j  +  p q f ( p r [ (  • — )+

X A , X A Ü X X \  X A , $ A (3o xX* . X 1 . <3X3?-
) II vA II í 11 vA ■) H h

C ' C C

i ^ p ^ d v d A ^ t t y

xr , xr x A Xa , Xa x m Xa , Xa ú x X r
W l l , l l ^ i r P 3Tf) + 5 i m í (P TTI' 1 , + 5I P t 1I( i i í ' ' | | ) -
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x A , x A k™ <0x5?' } d S f â )
_ 5 P * l l p r | y ' — ~  ’ +  T  +  ~ -------------r ~ J p r | F

- T  frr/íí,̂ 'íw',%A -+A A
Y  Y  Y  Y

^ il + 3 P T I (P í l ' ~ )+

_ Xa , Xa WXXr , Xa . Xa Ü°xxf  , XTO ( W x f
+3TT?rn^Tr?TiT • — 7 “ ) "  3T r a i r i i r ? i T  • — :— ) + - 7  +x - i n i x * n  c ' i | x ^ i n i x - n  c c c

(3# x x /  , xr „ xr , Xa r  0 x*- , Xa ô?xxr .

ê +  * i m i  ■ t e i n n i ,P r i r ' ~  ~  ' ~ )_

0 x r ( x A ü ° x x f t fdS{xf ) ÍÀínX
_ 2,ri i i n i (i r F T r ' ~ “ >1 c t  (410)

onde os termos que envolvem ôJ x x f  /c fornecem o efeito Doppler-Diferencial, os termos 

envolvendo xm/c fornecem o efeito Poynting-Robertson, os termos envolvendo w x xr/c 

fornecem um efeito desconhecido na literatura e os termos restantes fornecem o modelo de 

Pressão de Radiações.

Taxa de Energia Incidente ................................................................................... ................

Supondo que o vetor velocidade relativa v ' entre os sistemas de referência conec­

tados ao elemento de área da superfície e ao centro geométrico do corpo material orbitante 

seja dada pela relação —k m -  õJ x ítr +  <0° x então a expressão (4.8) é dada por

f* u m  . .
^ " * * 1 1  c " I I** N*’ l4*11!

onde os diversos termos são devidos aos efeitos discriminados para a expressão (4.10).
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V
\

\

__________________________  figura (4,2) __________________________

4.4. Experimento Computacional Semi-Analítico para Fontes Finitas

Considere um corpo fonte, emissor homogêneo e isótropo de radiações eletro­

magnéticas, cuja forma superficial é esférica e de raio jRo, e um ponto P  do espaço exterior 

ao corpo fonte, referenciado pelo vetor posição x em relação a um sistema de referência 

ligado ao centro geométrico do corpo fonte emissor.

Considere um elemento de área da superfície do corpo fonte situado na posição x-f 

em relação ao sistema de referência, como apresenta esquematicamente a figura (4.2).

Então, a taxa de energia sob forma de ondas eletromagnéticas, recebida por um 

observador situado no ponto P do espaço exterior ao corpo fonte, é dada pela soma de 

todas as possíveis contribuições de todos os elementos de área da superfície do corpo fonte 

de radiações, isto é, pela expressão

/
2lT

I Iqco8(9 +  6)8en0d6d<f>f (4.12)



onde 6 ê o ângulo formado entre as direções d e x e d e x - x ^ ,  <f>ê o ângulo formado à partir 

de uma referência em tomo do eixo x, 6 é o ângulo dado pela expressão transcendental

. a 8enôeeneD . .
w  =  (4l3)

onde, como mostra a figura (4.2), 6d  está relacionado com os módulos dos vetores posição 

xf e x, cujos valores são, respectivamente, Rq e || x  ||, através da expressão

6n =  arcaen-J^rr. (4.14)
IM I

Eventualmente pode-se supor que || x  || assume valores muito próximos do valor 

de R q . Então a expressão integral na equação (4.12) reduz-se à

p$D
I I locosO senO dO d^, (4.15)

a qual é facilmente resolvida pela teoria do cálculo integral de funções, obtendo-se

*r í , 5 ( f lT l | ) 4 (416)

como o foi mostrado por Walch, 1984.

Entretanto, para valores de || x  ||, em unidades de comprimento, não muito 

próximos do valor de R q , isto é, para valores de $ d  cada vez mais distintos do que f / 2, a

integral na equação (4.1) difere do valor obtido através da expressão integral na equação

(4.3). Todavia, a expressão integral na equação (4.1) pode ser relacionada com a expressão 

integral na equação (4.2) por uma função que obviamente é dependente do valor do extremo 

de integração 9j j  , como abaixo

i + m > ) ,  (4.17)

onde f { 6D ) é uma função a ser determinada.

Pode-se escrever a expressão integral na equação (4.1) como
r2jr
/ /  Ioco8($ + 6)8en0d0d<f> = (1 + f ( 0£>)) I /  I^cosdsenddBddf. (4.18)J  o J  o J  o J  o
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Resolvendo-se a integração na variável angular axial <f>, a expressão na equação

(4.4) reduz-se à

J  cos(0 +  Ô)sen6d6 =  (1 +  /(0jd)) J  cosõsenBdQ. (419)

Então, para determinar-se a função }{9d ) deve-se inicialmente integrar numéri- 

camente o primeiro membro da igualdade da expressão na equação (4.19) para diversos 

valores de 9d dentro do domínio de valores possíveis para este. Todos os cálculos efetuados 

utilizam precisão dupla.

O método aqui utilizado (Afonso et al., 1989) para a resolução proposta é a Se­

gunda Regra de Simpson

I  = 9W d&(* t ^ yo + d y i + 3 y 2  + 2y3* ^ y4 + " + S y n ~ 2 + Sn~l + y n ^ 4̂’2°)

onde I  é a integral a ser solucionada, g(9) é a representação genérica para o integrando 

contido em /  e A0 é o comprimento de cada subintervalo, dada pela expressão 9n — 9n- 1. 

O domínio de integração é subdividido em n subintervalos, sendo que n deve ser múltiplo 

de 3. A notação do segundo membro da equação (4.20) visa simplificar a apresentação da 

expressão na equação (4.20) e representa

yo = # A 0 )  

í/i = 0(1A0) 

j/2 =</(2A0)

1/3 =g{ 3A0)

yn =g(nA9)

A Segunda Regra de Simpson acrescentamos a Técnica de Extrapolação de Ri­

chardson, que é utilizada para melhorar o resultado obtido com a expressão (4.20). Esta 

técnica baseia-se na aplicação repetida da Segunda Regra de Simpson.
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0  valor melhorado da integral I  ê dada pela expressão

M i )
n2 ~~ T,1

onde I \ ê  o valor numérico da integral I  utilizando-se n\ subintervalos na expressão (4.20) 

e I2 é 0 valor da mesma integral quando utiliza-se »2 subintervalos. Utilizou-se para «2 

0 valor 3i»i.

Constroi-se então uma tabela de valores, associando um dado valor 6d, qne varia, 

em unidades de radianos, entre 0 e ít/2  exclusive, com o respectivo valor resultante da 

integração numérica do primeiro membro da equação (4.19), como apresentado na tabela 

(4.1). Neste trabalho utilizou-se uma tabela com 400 pontos.
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Qd j , 'D ( . . . ) *

jt/2(000/400) 0.000

jr/2(001/400) 1.745 329 d—12

jt/2(002/400) 3.926 991 d- 1

tt/2(399/400) 5.000 000 d- 0

tabela (4.1)

O ângulo $d não pode assumir o valor igual a tt/2 pois o observador não pode 

situar-se em um ponto sobreposto aos pontos emissores de radiações eletromagnéticas.

O método de integração numérica necessário à construção da tabela acima exige 

que o integrando cos($ -I- Õ)sen9 seja avaliado em um conveniente número de pontos que 

estão igualmente espaçados, dentro do domínio de integração, por valores incrementais A0.



Adotando-se aqui, por conveniência, uma divisão do domínio de integração em 30 

pontos. Testam-se subdivisões maiores, como por exemplo 60, 90, 180, porém, o resul­

tado numérico não apresentou variação significativa, além de aumentar muito o tempo de 

cálculo.

Como o integrando cos(0 + 6)sen9 ê uma função complicada em termos da variável 

angular de integração 0, pois o ângulo 6 está relacionado com os valores de 0 e 0p através 

da expressão transcendental na equação (4.13), é necessário avaliar o valor de 6 para cada 

par de valores numéricos de 0£> e de 0 presentes na integração numérica. Para isto constroi- 

se, á partir da expressão transcendente, equação (4.13), uma função auxiliar h(6), como a 

abaixo

h(0) =  f</0(l -  co8Ò8en9j)) -  scnésen0jp, (4.22)

Observe que de acordo com o problema fisico-geométrico, os valores numéricos 

permitidos para o ângulo 6 devem estar, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 

(7r/2-0D).

Então, através do método de Newton-Raphson, procura-se o valor do zero da 

função auxiliar h(ê) para cada par de valores dados 9d  e 0. Obtem-se um único valor o 

ângulo ô em cada par de valores associados dos ângulos 0# ede 0. O valor do ângulo 6 será 

utilizado posteriormente nos cáculos do integrando cos(9 +  6)sen9 presente na expressão 

integral na equação (4.19). Para interromper o processo iterativo presente no método de 

Newton-Raphson, utilizou-se como critério de parada o teste de exatidão; o valor escolhido 

foi 10- 10rad.

Após ter-se gerado a tabela que associa diversos valores de 9jy com os respectivos 

valores resultados da integração numérica, executa-se uma pesquisa da função / ( 0) que 

melhor se ajuste aos referidos pontos. Testando-se funções sob forma de série de potências, 

série de Fourier em senos e cossenos e série de Fourier em cossenos. Utilizando-se critérios

Fontes de Radiações Eletromagnéticas de Dimensões Finitas ___________________  60



Fontes de Radiações Eletromagnéticas de Dimensões Finitas 61

INTKML flJUSUN» E WIW.JICA
-......  —...-..... — r*«

♦
t  1

.4 .8 1.2 1.<

TElft

figura (4.3)

estatíticos, como o coeficiente de correlação de Pearson e o coeficiente x2> conclui-se que 

a função que melhor se adapta é aquela na forma de série de Fourier em cossenos. Assim 

a expressão (4.19) torna-se

r t u  Ç&D
I co8(0 + Ô)8en6d6 & {1 + V ' cncos(n0£>)) I cosõsenúdú. (4-23)
Jo £=o J°

Para este ajustamento dos N  primeiros valores cn presentes na expressão equação 

(4.23) utilizou-se um algoritmo baseado no Método dos Mínimos Quadrados (Castella e 

Miguel, 1986).

A forma da função integral no primeiro membro da equação (4.19) em função 

do ângulo aparente 6d , que fisicamente está associada à distância da origem ao ponto 

observador, é a apresentada na figura (4.3).

Na prática é impossível calcular infinitos coeficientes c„, assim,trunca-se a série 

na N-ésima parcela. Testando-se diversos pontos de truncamento (N  =  1,2,3,..., 9) e 

verifica-se que com 9 parcelas consegue-se um bom ajustamento da função proposta na 

equação (4.23) com os dados da tabela esquematizada anteriormente.
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n Cn(N  =  3) cn(N = 6) cn{N = 9)

1 -0.339805 -0.403376 -0.869393

2 -0.013896 +0.195270 +1.691289

3 +0.009602 -0.263166 -2.602713

4 +0.224985 +2.678666

5 -0.108386 -1.998613

6 +0.027711 +1.109617

7 -0.449621

8 +0.122518

9 -0.017813

tabela (4.2)

0.999 999 993 

0.025 664 

0.000 014 081 

0.000 000 18

tabela (4.3)

A tabela (4.2) apresenta os coeficientes obtidos para algumas séries de Fourier em 

cossenos truncadas para valores de N  iguais a 3, 6 e 9.

Para a função contendo 9 coeficientes, os parâmetros estatísticos obtidos são ap­

resentados na tabela (4.3).

Coeficiente de Correlação de Pearson 

Erro Padrão de estimativa 

Erro Padrão Médio 

Coeficiente y2



Fontes de Radiações Eletromagnéticas de Dimensões Finitas 63

IMOw. __________

TETA

__________________________  âgura (4.4) __________________________

O gráfico do erro relativo, entre os valores calculados pela função ajustada (N  = 9) 

e pela integração numérica do primeiro membro da equação (4.23), é o dado na figura (4.4).

À partir de dados obtidos por meio do satélite CASTOR (Walch,1984), pode- 

se interpolar o valor médio da taxa de energia sob forma de radiações eletromagnéticas, 

predominantemente na região do infravermelho, transferida do interior para o exterior da 

Terra, utilizando-se a expressão integral aproximada equação (4.15), no que resulta no 

valor 217.0 Wm“ 2, pois lá foi suposto que aquela aproximação era válida. Entretanto 

quando compara-se este resultado, observa-se uma divergência de -15.5%, com relação 

ao valor medido aceito de 256.7 Wm-2  (Stephens, 1981). Já utilizando-se a expressão 

do fator de conversão presente na equação (4.23), até os primeiros 9 termos, desenvolvido 

durante a secção, obtem-se o valor médio de 264.7 Wm-2 , o que resulta em um erro 

relativo de +3.1%, com relação ao valor admitido.



Conclusões

Com o uso de uma equação diferencial dependente do tempo para descrever a 

difusão de energia térmica para corpos negros não perfeitos de forma superficial esférica 

foi possível mostrar que os efeitos conhecidos na literatura cientifica como efeito Yarkovsky 

e efeito Inverno-Verão não são na realidade fenômenos distintos, mas sim conseqüências 

da existência de uma inércia térmica característica.

A aplicação de um estudo para os casos em que as dimensões lineares do corpo 

fonte emissor de radiações eletromagnéticas não poderem ser negligenciadas conduz à al­

terações nos cálculos feitos da pressão de radiações difundidas pelo planeta Terra no satélite 

CASTOR.

O tratamento relativístico restrito, para os casos em que as dimensões lineares 

do corpo fonte emissor de radiações eletromagnéticas não poderem ser negligenciadas, até 

a primeira ordem em || v || / c conduz com naturalidade aos efeitos conhecidos como 

Poynting-Robertson e Doppler-Diferencial.

Do modelo desenvolvido para as forças rotacionais de radiações eletromagnéticas 

extraem-se um termo cuja característica é a de sempre contribuir para o decréscimo do 

módulo do vetor momentum angular intrínseco de rotação do corpo material orbitante, o
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que contribui para a explicação da diminuição da freqüência de rotação apresentada pelo 

satélite LAGEOS.

O modelo para a força translacional de radiações eletromagnéticas fornece como 

resultado uma representação sob forma de um vetor força que pode ser utilizado em tra­

balhos posteriores, como por exemplo na determinação da variação dos elementos orbitais 

através das equações de Gauss da mecânica celeste. A semelhança desta proposição, pode- 

se determinar a evolução dos elementos orbitais de diversos grãos, interagindo entre si em 

órbitas concorrentes, componentes de uma nuvem percursora da formação de planetas.

Em adição, o modelo de forças rotacionais de radiações eletromagnéticas, também 

fornece como resultado uma representação sob forma de um vetor força rotacional, que de­

screve, na forma diferencial a evolução do vetor momentum angular intrínseco de rotação 

do corpo material orbitante. À partir disto pode-se inferir qual é a respectiva contribuição 

na atitude de um satélite que orbita o planeta Terra, por exemplo. Como o modelo de 

forças translacionais também depende do valor instântaneo do vetor momentum angu­

lar intrínseco de rotação, pode-se optimizar o conhecimento das variações dos elementos 

orbitais.
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