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Resumo

Desenvolve-se um modelo dependente do tempo para as forgas translacionais de radiagoes
eletromagnéticas tanto para as absorvidas e espalhadas como também para as termica-
mente emitidas. Resolvendo-se uma equacao dependente do tempo para a difusao de ener-
gia térmica, mostra—se que os efeitos conhecidos na literatura cientifica como Yarkovsky e
Inverno-Verao sao casos particulares de um mesmo fenémeno que é o da existéncia de uma
inércia térmica caracterftica. Extende-se o modelo para os casos que envolvem fontes de
radiacOes eletromagnéticas de dimensoes finitas, e aplicam-se os resultados obtidos para
o satélite CASTOR. Utilizando-se o tratamento relativistico restrito, extraem-se os efei-
tos conhecidos como Poynting-Robertson e Doppler-Diferencial. Desenvolve-se também o

modelo para as forcas rotacionais de radiacoes eletromagnéticas.



Abstract

A time dependent model is developed for the translational electromagnetic radiation force
due to the radiation absortion and scattering as well as to the thermal radiation emission.
A time dependent thermal energy difusion equation is solved to show that the well know
Yarkovsky and Summer-Winter effects are particular cases of the same phenomenon: the
thermal inertia existence. The model is extended for finit dimensions electromagnetic
radiation source, and its results are applied to CASTOR satellite. By using the special
relativistic treatment, the known Poynting-Robertson and Doppler-Diferential effects were

easy obtained. A rotational electromagnetic radiation force is also develloped.
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Introducao

O sistema fisico considerado neste trabalho serd constituido por dois corpos, um
que passard a chamar-se corpo material orbstante, pois é constitufdo de matéria, que
translada imerso em um campo de radiagoes sob forma de ondas eletromagnéticas nas cir-
cunvizinhangas do outro corpo que, por sua vez, passara a chamar-se corpo fonte emissor
de radiagoes eletromagnéticas. Considere como corpo orbitante, um corpo negro nio—per-
feito, sendo o corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas mais massivo. As radiacoes eletro-
magnéticas incidentes ao corpo negro nao—perfeito, sao provenientes preferencialmente da
posicao do corpo fonte de radiages eletromagnéticas. Entao haverd uma taxa de permuta
de quantidades de momentum linear e de energia mais significativa na regido superficial
do corpo orbitante onde ocorre a incidéncia direta de radiagoes eletromagnéticas oriundas
da fonte de radiagoes, isto é, sem que tenham as radiacGes eletromagnéticas incidentes
interagido com qualquer outro elemento do meio espacial. As radiagoes eletromagnéticas
serao, em ordem de maior interesse, absorvidas, espalhadas reflexivamente e/ou espalhadas
refrativamente pela por¢io de matéria com que interagem. Nesta interacio, a porgio de
matéria e as radiagoes eletromagnéticas com que a matéria interage, permutarao quanti-

dades de momentum linear e de energia. Para corpos negros nao—perfeitos, as interagoes
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nas quais as radiacoes eletromagnéticas serdo refratadas, podem ser consideradas negli-

gencidveis.

Cada elemento da superficie do corpo negro nao—perfeito contribuird na taxa total
de permuta de quantidades de momentum linear, que identificar-se-4 como uma forga
que contribuird, predominantemente, para o aumento da distincia que separa os corpos
fonte e orbitante. Contribuird, também, na taxa total de permuta de quantidades de
energia eletromagnética, o que implicar, de maneira geral, na existéncia de distribuicdes

volumétrica e superficial de temperatura termodindmica nao—uniformes.

O modelo no qual se determina o vetor taxa total de permuta de quantidades
de momentum linear devida exclusivamente & absor¢ao e ao espalhamento reflexivo das

radiagoes eletromagnéticas incidentes 3 superficie do corpo orbitante, é conhecido como
Modelo de Pressdo de Radiagdo (Burns et al., 1979).

Todo corpo sujeito & uma distribuigdo superficial de temperatura termodinami-
ca apresentard uma taxa de emissio de energia sob forma de radiacoes eletromagnéticas.
Quanto maior for o valor da temperatura termodinamica do elemento de drea da superficie
do corpo, relacionalmente tanto maior serd o valor da taxa de energia sob forma de ra-

diagGes eletromagnéticas emitidas por este elemento de area.

Para corpos orbitantes dotados de condutividade térmica com valor fisicamente
infinito, e de dimensoes lineares volumétricas e superficiais fisicamente pequenas, pode-se
assumir que a distribuigio superficial de temperatura termodinimica é uniforme. Con-
seqiiéntemente o vetor taxa de momentum linear transferido 3 partir da superficie do
corpo orbitante para o seu exterior por emissao de energia sob forma de radiagoes eletro-
magnéticas serd isotropa, nao resultando portanto, do ponto de vista nao—relativistico, em

contribuicoes sob forma de forgas sobre a translagao do corpo orbitante nas circunvizinhan-
¢as do corpo fonte de radigoes eletromagnéticas. Todavia do ponto de vista relativistico,
quer restrito quer geral, o corpo orbitante apresentard, para um observador em um sis-

tema de referéncia soliddrio ao corpo fonte, uma distribuicao vetorial de taxa superficial
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de transferéncia de momentum linear, por emissao de energia térmica sob forma de ra-
diagoes eletromagnéticas do interior para o exterior. Em relacio a distribuicao observada
em um sistema de referéncia soliddrio ao corpo orbitante serd tanto maior quanto mais
proximo da diregdo e sentido da do vetor velocidade do corpo orbitante e algo menor
quanto mais préximo da dire¢io e sentido oposto da do vetor velocidade de translagao do
corpo orbitante. Entdo, mesmo para um corpo que apresente uma distribuigao superficizl
de temperatura termodinidmica uniforme, haver4 uma contribuigio sobre o comportamento
do vetor velocidade de translacio do corpo orbitante em um sistema de referéncia solid4rio
ao corpo fonte, que assemelhar-se-4 a uma for¢a de arrasto contrdria a do vetor veloci-
dade de translacao do corpo orbitante. Esta contribuicio, sob forma de uma forga de
arrasto, na absorgdo, no espalhamento reflexivo de radiagoes eletromagnéticas incidentes
e na emissdo térmica de radiagGes eletromagnéticas devida a distribuigao superficial de
temperatura termodinimica uniforme, é usualmente conhecida na literatura cientifica co-
mo Efesto Poynting—Robertson, nome este devido aos trabalhos destes dois pesquisadores
(Poynting, 1903 e Robertson, 1937).

Quando admite-se que as dimensdes lineares do corpo fonte de radiagoes eletro-
magnéticas nao podem ser negligénciadas, extraem-se novos efeitos que atuarao sobre o
movimento translacional do corpo material orbitante nas circunvizinhangas do corpo fonte
de radiagoes eletromagnéticas. Entre estes pode-se destacar o efeito devida A existéncia
de uma freqiiéncia de rotagdo do corpo fonte de radiacdes eletromagnéticas, ou seja, que
elementos de 4rea da superficie do corpo fonte de radiagées movem-se a diferentes ve-
locidades relativas a um dado elemento de 4rea da superficie do corpo material orbitante
alvo das radiagoes eletromagnéticas emitidas pelo corpo fonte, acarretando distorcoes da
distribuigao superficial de taxa de energia eletromagnética incidente. Este efeito foi identi-

ficado e estimado por Mc. Donough (Burns et al., 1979) e é denominado atualmente pelo
nome de Efesto Doppler-Diferencial.

Os fatos experimentais conhecidos afirmam que os corpos nao sio dotados de

condutividade térmica de valores nem infinitos nem macroscépicamente infinitesimais.
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Também deve-se admitir preferéncialmente que os corpos orbitantes nio estio dotados,
de maneira geral, de dimensGes volumétricas e superficiais nem infinitas nem macroscopi-
camente infinitesimais. Entao, devida 3 existéncia de uma distribuigao superficial de taxa
de absorgdo de quantidades de energia sob forma de ondas eletromagnéticas incidentes, de
emissdo de quantidades de energia térmica sob forma de radiacGes eletromagnéticas e da
difusdo de energia sob forma térmica com os outros elementos de volume e de superficie
do corpo orbitante, o corpo orbitante apresentard distribui¢oes, tanto volumétrica como

superficial, de temperatura termodindmica e de densidade de fluxo de energia térmica.

Para o caso particular de corpos orbitantes que descrevam, em sua translagao, uma
érbita circular em torno do corpo fonte de radiacGes eletromagnéticas, que os perfodos de
revolugdo do corpo orbitante em torno do seu préprio eixo de rotagao e o de translagao
orbital em torno do corpo fonte de radiacoes eletromagnéticas sejam idénticos e que o
vetor momentum angular de rotagio tenha a mesma diregio e sentido do vetor momen-
tum angular referente a translacio orbital, a distribuicdo de temperatura termodinimica
resultante, num tratamento nao-relativistico, contribuird exclusivamente para o aumento

da distancia que separa os corpos, fonte e orbitante.

Entretanto poder-se-4 identificar novos efeitos devida 3 existéncia de uma dis-
tribuigao superficial de temperatura termodinimica nao—uniforme oriunda da existéncia
de uma inercia térmica caracteristica nio-nula e fisicamente nao-infinita. Na literatura
cientifica constam dois efeitos, considerados distintos, conhecidos como Efesto Yarkovsky
(Burns et al., 1979) e Efesto Inverno-Verdo (Afonso et al., 1989), que entretanto nao o sao
(Afonso e Foryta, 1989). O Efeito Yarkovsky é coracterizado, de maneira bem simplifi-
cada, por regides superficiais, que dirigem-se para o domfnio nao-iluminado, que apresen-

tam temperaturas superficiais algo maiores do que as respectivas regices nao-iluminadas
que passam para o domfnio iluminado, isto &, as temperaturas apés o amanhecer sfo algo
menores que as imediatamente antes do anoitecer. O Efeito Inverno—Verao, tomando a

Terra como exemplo mais acessfvel, é caracterizado por distribuicoes de temperatura algo
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maiores em um hemisfério do que no outro, pois no dado hemisfério que apresenta tem-
peraturas algo maiores o perfodo iluminado é algo maior que no outro hemisfério, isto é, o

primeiro hemisfério est4 no verao e o outro no inverno.

Desenvolver-se-4 entio, no primeiro capftulo, um modelo dependente do tempo
que descreve as forgas translacionais de radiagoes eletromagnéticas termicamente emiti-
das, por meio da resolugao de uma equagao dependente do tempo que descreve a difusao
de energia sob forma térmica, no volume e na superficie de um corpo de forma esférica.
As conseqiiéncias que sobrevem sio os efeitos conhecidos na literatura cientifica como
Efeito Yarkovsky e Efeito Inverno—Verao, o que demonstra serem estes casos particulares
de um mesmo fendmeno que é o caracterizado pela existéncia de uma inércia térmica
caracterfstica. No segundo capftulo utiliza-se sobre o modelo proposto um tratamento
relativistico restrito de onde se extrae o efeito conhecido como Efesto Poynting-Robertson.
No capitulo terceiro desenvolve—se também o modelo para as forgas rotacionais de ra-
diagoes eletromagnéticas, de onde se extraem informacoes que contribuem para explicar o
decréscimo do vetor momentum angular de rotagao conhecido para o satélite LAGEOS.
No capitulo quarto extende-se o modelo de forgas de radiacoes proposto para os casos que
envolvem corpos fonte de radiagoes eletromagnéticas de dimensoes finitas e obtem-se o
Efeito Doppler-Diferencial com naturalidade. Os resultados obtidos sao aplicados para o
satélite CASTOR.



Capftulo Primeiro
Forgas de Radiagoes Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Os elementos de superficie do corpo orbitante sempre emitem termicamente quan-
tidades ndo—nulas de energia, para o exterior da superficie, sob forma de ondas eletro-
magnéticas. Nao somente energia serd transferida para o exterior neste processo, mas
também quantidades de momentum linear serdo transportados pelas ondas eletromagné-
ticas emergentes, o que acarretard na existéncia de um impulso sobre o corpo orbitante,

expressa segundo a lei de conservacao de momentum linear.

Escolhe-se como corpo material orbitante, sem perda de generalidade, um corpo
negro nao-perfeito opaco de forma superficial esférica de raio R, para se desenvolver o
modelo dependente do tempo para as forgas devidas 3 emissao térmica de radiagdes eletro-
magnéticas. Outrossim o corpo orbitante é constituido por um intrincado agregado de
dtomos e/ou moléculas, onde podem estar estes constituintes da matéria, individual ou

coletivamente, eletricamente neutros, eletrizados e/ou até multiplamente ionizados.

Quando quantidades de radiagOes sob forma de ondas eletromagnéticas incidem
sobre a matéria, ambos interagirio e, entdo, uma dada fragdo da taxa de energia eletro-

magnética transportada pelas ondas eletromagnéticas incidentes serd absorvida. O ele-

mento de drea, na qual as ondas eletromagnéticas incidem, permutard quantidades de



Forgas de Radiagoes Eletromagnéticas Termo-Emitidas 7

energia, agora, depois de absorvidas, sob forma térmica, com o meio exterior a superficie
do corpo, por meio de emissiao de ondas eletromagnéticas e com os outros elementos de
volume e de superficie vizinhos sob forma de difusao de energia térmica. Os elementos de
volume também permutarao quantidades de energia, inica e exclusivamente, sob forma

térmica com outros elementos de volume e eventuais elementos de superficie vizinhos.

Sem necessariamente perder muito em generalidade, considerar-se—4 constantes
a densidade volumétrica de massa, bem como o calor especifico & volume constante, a

condutividade térmica e os fndices de emissividade e de absorbidade.

1.1. Taxa de Momentum Linear Transferido por Elementos de Area

Considere um elemento de irea fisicamente pequeno da superficie de um deter-
minado corpo, cuja forma superficial é suavemente convexa, ao qual ajusta-se de maneira
bem conveniente uma base vetorial ortonormal dextrogira (I, j, k'), onde o vetor de base
de médulo unitério k' é escolhido de maneira a coincidir com a diregdo da reta normal
a0 centro geométrico do especificado elemento de 4rea, com sentido do interior para o
exterior do determinado corpo. Associa-se, entdo, ao centro geométrico do referido ele-
mento de 4rea do dado corpo, um sistema de duas coordenadas angulares polares esféricas
(6", 4'), onde uma dada diregdo (8', ¢'), neste sistema bidimensional de coordenadas angu-
lares, distincia-se angularmente 3 partir da direcdo positiva do vetor de base de médulo
unitirio k' por um valor 8, e & partir da diregio positiva do vetor de base de médulo
unit4rio ' por um valor ¢, como mostra esquematicamente abaixo, a figura (1.1).

Seja, entdo, I(v, ', t)dvdA(f',t) a taxa de energia eletromagnética emitida pelo
referido elemento de 4rea dA(f’,t), do interior para o exterior do corpo, por meio de ondas
eletromagnéticas com freqiiéncia entre v e v+ dv, funcao do pardmetro temporal ¢ e de um

conjunto, aqui arbitririo, de parimetros fisico-geométricos #’. Admitindo-se que 3 partir
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figura (1.1)

do elemento de 4rea dA(f', t), da superficie do corpo, a emissio de ondas eletromagnéticas,
para um observador situado no centro geométrico do elemento de 4rea, for independente
da coordenada angular azimutal ¢', ent3o a taxa de energia eletromagnética transferida
pelo especificado elemento de 4rea dA(f',t), do interior para o exterior do dado corpo,
numa diregio entre 8’ e 6/ + df’ e entre ¢' e ¢' + d¢’, por meio de emissio de ondas

eletromagnéticas, é dada pela expressio

~21(0, 8, )dvdA(B', t)cosd'send'd0'd. (L1)

Portanto, o vetor taxa elementar de momentum linear transferido pelo elemento

de drea é dada pela expressio
—FIEI (v, B, t)dvd A(B', t)cost’ (senb'cosd'! + send'send'! + cosf'k')send'dd'dy!, (1.2)

onde ¢ é o médulo da velocidade da luz no vicuo.

Ent3o, para obter-se, & partir das contribuigoes vetoriais elementares expressio
equacdo (1.2), o vetor taxa elementar de momentum linear ft(v, g, t)dvdA(F',t) trans-

ferido pelo especificado elemento de 4rea , dever-se-4 somar todas as contribui¢oes em
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todas as possiveis diregoes angulares (¢', 4'), onde a coordenada angular colatitudinal 6’
varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 7/2 e a coordenada angular azimutal

¢' varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 27, 0 que resulta na expressio

le

Fo(v, B, )dvd A(B', 1) = — ﬁ i ﬁ I{v, ', )dud A(p', )cost’ (sentcoag'}'+

+8end'send’)’ + cosf'k!)send’dd'dg’, (1.3)
ou quando a integragao ¢ executada, tem-se a expressao a seguir
Fy(v, 8, )dvdA(B',8) = — - 1(v, ', )dvdK (8", 1), (14)

onde df\'(ﬂ', t) é o vetor elemento de 4rea da superficie do dado corpo, e é definida pela
expressio dA(8',t) = k'dA(A', 1).

1.2. Taxa de Momentum Linear Transferido por Corpos Esféricos

Considere, como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo
esférico de raio R, em cujo centro geométrico ajustamos de forma bem conveniente uma
base vetorial ortonormal destrogira (1, ], k), onde o vetor de base de médulo unitério k &
escolhido de maneira & coincidir com a mesma direcao e sentido da que apresenta o vetor
momentum angular de rotagao do corpo aqui considerado, e, também no mesmo ponto,
um sistema tridimensional de coordenadas polares esféricas (r, 0, ¢), como apresentado

esquematicamente na figura (1.2).

Tendo—se em vista estas consideragoes, pode-se escrever o vetor taxa elementar

de momentum linear fg(u, p',t)dvd A(f',t) induzido pelo elemento de 4rea RZ?senfdfdé,
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figura (1.2)

como sendo

Fi(v, 0, t)dvdA(f',t) = - 5251 (v, B',t)dv(senficosdi + senfsendj+

+cosbk) R?senfd0ds. (1.5)

Observe que o conjunto de parimetros fisico-geométricos #' transforma-se em {6, ¢, 8},

onde f é um conjunto arbitririo de parimetros fisico-geométricos.

Entdo, o vetor taxa elementar de momentum linear F, (v, B,t)dv induzido é dada
pela soma de todas as contribui¢des em todas as possfveis diregGes, onde a coordenada
angular colatitudinal 8 varia, em unidades de radianos, entre 0 e 7 e a coordenada angular

azimutal ¢ varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 27
x r2%
Few, A 0)dv = -—525 j, A I(v, 8, 6,8,t)dv(senb cos M + senfoendh

+ cos 0k) R sendddds. (1.6)
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1.3. Solugio Linearizada do Problema Semi-Linear da Difusao de Calor

Suponha que o problema diferencial semi-linear dependente do tempo de difusao

de calor abaixo, represente a difusio de energia térmica para um corpo material orbitante

pCpdu 18 40y, 1 1 8 du, 1 1 0% _

Fat 7 ) T E i 995 ~ EamzagE =0 OSTSR (17)
k28 = oo - cout r=R,  (18)
ar a ] ¢

onde os sfmbolos presentes nas expressoes sao:

u(r,0,4,t,6) a distribuicdo de temperatura termodinamica do corpo, fun¢do do para-
metro temporal ¢ e de um conjunto, aqui arbitrario, de pardmetros fisicos
p, a funcio incdgnita do problema diferencial;

I(R,6,4,t,8) adistribuigio superficial de taxa de energia oriunda da absorgio de quanti-
dades de energia transportadas por fragdes das radiagoes eletromagnéticas
incidentes 3 superffcie do corpo, funcdo conhecida do problema,;

p a densidade de massa do corpo, constante e conhecida

Cp o calor especifico & pressio constante,constante e conhecido;
k a condutividade térmica do corpo, constante e conhecido;

@, a absorbidade da superficie do corpo, constante e conhecido;
¢ a emissividade da superficie do corpo, constante e conhecida,

o a constante fundamental de Boltzmann;
R o ralo d6 corpo.
Suponha que a fungio incégnita u(r, 4, 4, ¢, §), solugio da equacdo diferencial par-

cial (1.7) que reje o problema diferencial semi-linear de difusdo de calor, equagdes (1.7)
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e (1.8), seja separdvel nas varidveis r, 4, ¢ e ¢, mas n3o no conjunto, aqui arbitrario, de

pardmetros fisicos £,

e substituindo a expressdo solugao (1.9) na equagao diferencial parcial (1.7), obtem-se,
apés algumas transformacoes, quatro equacdes diferenciais ordinirias nas varidveis inde-

pendentes r, 8, ¢ e ¢

pip dT‘(: B) 4 0T, 8) = (1.10)

m;sg, B, 2 D) 1 (01 - 2)L(r,0) =0, (1.11)
TEOD) 1 cotgg®2P) 1 0y - 251000, p) = (112
LEED) 1 aga(4,6) = (1.13)

onde as constantes ay, a2 e a3 sio constantes de separagao de varidveis.

Objetivando a obtengdo de funcOes estaciondrias no parametro temporal, como
solugio da equagao diferencial de difusio de calor, escolhe—se o valor da constante de sep-
aracio de varidveis @, presente na equagio (1.10) como sendo —ivpCp [k, onde v é um
nimero real positivo com unidades do inverso do tempo. Escolhe-se os valores das con-
stantes de separacdo de varidveis a2 e a3 como sendo, respectivamente, n(n + 1) e m2,
onde n e m s3o nimeros inteiros positivos, com o fito de que a solugao, suposta na forma
da equagdo (1.9), seja expressa para a coordenada independente #, como fungoes associ-

adas de Legendre de primeira e de segunda espécie. Tendo—se isto em conta, as solugbes

das equagBes diferencials ordindrias (1.10), (1.11), (1.12) e (1.19) 880, respectivamente
(Abramowitz, 1985)

T(t, B) = ap(B)ezp(ivt), (L.14)
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L(r,B) = o} (B)jns [(~ivZ22) /*r] + B By [(~iv E5E) 4], (L15)
(0, B) = a3(B) Pam (cos ) + b3(8)Qnm (cos ), (1.16)
8(4, ) = ab(B)ezp(img) + by (B)ezp(~img), (117)

onde as fungdes jny [(~ v 252) /2 R] e yny|(—iv £52)!/2 R] sio as Fungdes de Bessel esféricas
de ordem n de Primeiro e Segundo Tipos (Abramowitz, 1965)

O dominio de valores no qual as varidveis independentes r, 0, ¢ e ¢ assumem, no
interesse de obter—se a solugao do problema diferencial semi-linear de difusao de calor para
um corpo esférico, 830 0 < r < R, 0<0 <71, 0< ¢ <2me —00 <t < +oo. Portanto a
golugdo pretendida nao deve deixar de assumir valores finitos dentro deste domfnio, o que
obriga serem b} (f) e b4(#) nulos. Conseqiiéntemente, a expressio solugao (1.9) pode ser
escrita, como uma combinagdo das expressdes (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17), onde deve-se
somar todas as possiveis (r,m,v) componentes onde 0 < n < 400, -n < m < +ne

-00 < v < 400,
00 +n

wro.gtp=3 3 [ " B BV | (-39 252) 1] Fum(080)

-ezp(tme)ezp(ivt)dv. (1.18)

onde By, (B) sio constantes originadas das diversas constantes a (), ai (8), a%(f), a5(f)

e b}(0) presentes nas expressdes (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17).

Como a expressio (1.8) é uma condic3o de contorno semi-linear, devida a intencao
de ser a superficie de um corpo negro nio-perfeito, deve-se reescrever a solugao, equagao

(1.18), na forma como se segue
i in

wr,6.60) =90+ 32 57 [ AumaB)in [(~iw G2 M)

m=-n

+Pam (cos0)exp(imé)ezp(ivt)dy, (1.19)
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onde as constantes Anm,(#) para valores de n, m e v diferentes de (0,0,0) assumem os
mesmos valores das anteriores constantes Bymy (), entretanto a constante Aggo(8) deve
ser nula e uo(f) é uma constante que no problema fisico é a representagio da temper-
atura média que o corpo material apresenta. Esta representacao para a distribuigao de
temperatura é escolhida com o intuito de obter-se uma solugio linearizada do problema

diferencial semi-linear de difusdo de calor equagGes (1.7) e (1.8).
Considerando-se por hipétese que uo(8) | u(r,0,4,¢,5) — ua(f) | seja vélida,

que é o processo de linearizagio da condigdo de contorno semi-linear da superficie do
corpo negro nao—perfeito, equagao (1.7), e substituindo-se a solugdo, equagio (1.19), na
condi¢io de contorno semi-linear de irradiagio de um corpo negro nao-perfeito, equagao

(1.8), tem-se

400 +n'
2 / A (s [ (=i E22) 2 R] Prvs (cos )z )

400 +n' 400
-cxp(iV't)dV' = aaI(R’ 0:¢, t) ﬂ) - eouﬁ(ﬂ) - 4€a“g(ﬂ) Z E An'm'u‘ (ﬂ)

n'=0mi=—n’J—0
St [(—8V 2%’—) Y 2R] Priini(cosB)exp(im' §)ezp(iv't)dv’ — o(2). (1.20)

Multiplicando a expressio polinomial equagio (1.20) pela auto-fungdo complexo
conjugada da equagio diferencial parcial (1.7), que é Pnr (cos f)ezp(—imd)ezp(—ivt), pela
expressdo diferencial senfdfdgdt e integrando sobre todo o domfnio das vari4veis indepen-

dentes 8, ¢ e ¢, obtem-se a expressao

kio:o .fi e Anlm yt(ﬁ) Jnlya[(—gy'pop llzR]/ /21/ an(COSO)

n=0mi=—n!J—®

« Ppime (cos 0)ezp(—i(m — m'))ezp(—i(v — v')t)sendd0dddtdy =
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x 27 p4o00
= A L /_ . oz I(R,0,,t, B) Pum (cosB)ezp(—ime)exp(—ivt)senfdidddt—

% 27 p+oo
—eauj(f) /(; ./; [_ . Prm (cos8)ezp(—ime)exp(—ivi)senfdidpdt — 4eoul(f)-

400 40’ 400 C T 27 r4o0
Anmnr B [ (i E22) 2 ) / / / Pam(cos ).
00 0 0 —Co0

n=0mi=—n'J—

- Prim (cos 8)exp(—i(m — m')p)ezp(—i(v — v')t)senddbdpdtdy’. (1.21)

Mas tem-se da teoria de representacGes por fungdes ortonormais a relacio de or-

tonormalizacio (Abramowitz, 1965)
T r2% r+oo
/ / / Pom (cos 8) Paim: (cos 8)ezp(—i(m — m')$)ezp(—i(v — v')t)senddidpdt =
0 Jo —00

_ 812 (n+m)!
T 2n+1(n—m)
onde Snne € 6(v — V') sio respectivamente as fungdes de delta de Kroenecker e delta de

6nn'§mm'6('/ - V'), (1.22)

Dirac, cujas propriedades que aqui sao tteis

+ o0
Efnsnnl = fnl, (1.23)
+00 )
/_ 060 - = 107), (1.24)
transforma a expressdo (1.21) em

9 i 8r% (n+m)!

n+1(n-—m)

Hoo d . . PG
A (P goiwn [(-i' B2) P R

n'=0m'=—n'J—
om0 rtoo S7ar s . 1PCp1/2
bbb -1)+ Y Y Antmys (B)deo i (B)jurw [ (—i'52) " R]:

n'=0m/=—n'J 0

2 . . ) " 2% 400 ] )
.#n{%{%}}.awﬁmm,a(uuw) - A A L (e I(R,0,0,1,0) — coud(A))-

-Pym (cosB)exp(—imd)exp(—ivt)senddfdpdt. (1.25)
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Isolando as constantes Anm,(#) que estio presentes implicitamente na equacdo
(1.25), obtém-se

L ) / " 6l(R,, 4,1, B) P (conO)czp(—im)erp{—ivt)sendaspl
Aumy () = pe

8 (n+m' e G
41 (n— m;! ”"[( p)llzR] [k"L"J” [(_wp p)llzR] +4eou ]

[ f - / eoud(B) Pum (cos )exp(—ime)exp(—ivt)senfdidgdt
2n + 1 g: > z): v [ (=i &)1/23] [k—Lanu[( wpk")llzR] + 4eouf]

que para valores (n, m,v) diferentes de (0,0,0) a expressdo (1.26) reduz—se 3

. (1.26)

* 27 p4o00
f / / 0aI(R,0, 6,1, B) Pam (cos B)ezp(—imd)ezp(~ivt)senddddgdt
0 JO — 00

T (n+m), . pCpr\1/2 C. 1/2 .
2n+l{n—m;!"""[(_w£f{a) / ][k"“l’ er[(""’p p) 1 R] + 4e ng]

(1.27)

E a determinagio do valor uo(f), que fisicamente representa a temperatura ter-
modinimica média do corpo considerado, que deve ser obviamente dependente da fungao
distribuicdo superficial de taxa de energia eletromagnética incidente, vem do conhecimento

anterior de que Aogo(f8) = 0, ou seja, resolver a expressio integral a seguir

8n2eoud(f) =

T 27 p400
= A [) / agI(R,0,8,t, B)Poo(cos 0)exp(—i0p)exp(—i0t)senfdidgdt.  (1.28)

Portanto, substituindo as expressdes (1.27) e (1.28) na expressio (1.9), tem-se a
solugdo linearizada do problema diferencial semi-linear de difusao de calor, equagdes (1.7)
e (1.8).

1.4. Taxa de Momentum Linear ‘Iransferido por Corpos Negros nao—Perfeitos
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Se o corpo esférico de raio R, aqui considerado, for um corpo pertencente a
classe dos corpos negros nio-perfeitos, entio a fungdo I(v,f,t) estard relacionada com
a distribui¢3o superficial de temperatura termodinimica u(0, ¢, 8,t) que o corpo esférico

apresenta, pela relacao a seguir

87h 3
I(V;0’¢’ﬂ’t)—€ ca hV

P w650 !

onde ¢ é o indice de emissividade da superficie do corpo negro nao-perfeito, que aqui serd

, (1.29)

suposto constante; h é a constante fundamental de Planck; k é a constante fundamental

de Boltzmann.

Entio o vetor taxa de momentum linear F; (8, t) transferida do interior para o ex-
terior do corpo negro nio—perfeito de forma superficial esférica, devida 3 uma distribuicao
superficial de temperatura termodinimica u(f, ¢, 8, t) que o dado corpo apresenta, ¢ obtida
pela soma de todas as contribuicGes em todas as freqiiéncias das ondas eletromagnéticas
pela qual o corpo emite quantidades de energia, onde as freqiiéncia variam entre os valores

nulo e o fisicamente infinito

T 27 proo 3 .
fg(ﬂ, t) = —g [ / / 58:3h thv (sen0c03¢i+sen8ws¢j+
o Jo Jo
N, 6,50 !
+cosfk) R2sendddds, (1.30)

resolvendo—se a integragio nas freqiiéncias, temos

. (8,t) = —-g-fg- ﬁ i [’ * u*(0, 6, B, 1) (senBcosdl + senfsend] + cosfk) R2senddddg, (1.31)

onde o é a constante fundamental de Stefan—-Boltzmann.

A distribui¢io superficial de temperatura termodindmica u(f,4,t, f) que a su-

perficie do corpo negro ndo-perfeito apresenta pode ser escrita sob a forma apresentada
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na equagio (1.19), entdo substituindo-a na expressio do vetor taxa total de momentum
linear F, (B,t) tranferido do interior para o exterior do corpo negro nao-perfeito de forma

superficial esférica e levando em conta o anterior procedimento de linearizagao, tem-se

Fu(p,1) = —-2-2 / / ud(P)(senbcosdl + senbsend] + coslk) R%senddfdp—

+00 +n
—gfg- / / / Anmv () fnv [(-—prP )I/QR]P,.m(cosﬂ)
m——n
-ezp(im¢@)ezp(ivt)(senfcosi + genfsend] + cosfk) R%senfdddgdv. (1.32)

Resolvendo as integracdes nas variaveis 6 e ¢, obtem-se

ﬁt(ﬂ,i)—--ész- Rzua(ﬂ)/ (_wpip 12 R

(Ao (B)(i + §§) + Arov(B)k)ezp(ivt)d. (1.33)

Observe-se que fisicamente o vetor taxa total de momentum linear deve ter uma

representacao real, portanto

wefo(p,1) = -3 Zarrad(pme [ ju[(-in25E) P R)

(A1 (8) (i + 1§) + Arow (B)K)ezp(ivt)dv, (1.34)

onde as constantes ug(f#), A11.(8) e A1ov(f) 830 expressas pelas equagdes (1.28) e (1.27).

1.5. Aplicagdes do Modelo para Fontes de Radiag6es Eletromagnéticas Pontuais
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Suponha que o corpo material fonte de radiagdes eletromagnéticas apresente-se
para um observador situado em algum ponto da superficie do corpo material orbitante como
um ponto singular a uma distancia fisicamente infinita situada na posi¢ao angular aparente
(8*,¢*) no sistema de coordenadas polares esféricas associado ao centro geométrico do
corpo material orbitante, a expressio do vetor taxa de momentum linear F,(8,t) é dada
pela equacio (1.34), onde as constantes Apm,(B) e vo(f) sdo obtidas pela integragio de
uma distribuigdo superficial de taxa de energia oriunda da absorgio de quantidades de
energia transportadas por fragoes das ondas eletromagnéticas incidentes 3 superficie do
corpo, cuja representagio para uma fonte de radiacoes eletromagnéticas situada a uma
distincia fisicamente infinita, em um sistema de coordenadas polares esféricas associado

ao centro geométrico do corpo orbitante, é dada pela expressao (Jackson, 1983)

aglo(B,t)[cosBeosf* + senfsend*cos(d — ¢*)] se[...] 2 0; (
1.35
{ 0 se |...] <0 )

onde Iy(A,t) é o valor da taxa de energia eletromagnética que incide na posigio superficial
(6*,4*), fungdo do parimetro temporal ¢ e de um conjunto, aqui arbitrario, de parimetros
fisicos A, e os valores #* e ¢*, onde o par ordenado (6*, ¢*) d4 a diregao da posicao aparente
do corpo fonte de radiagGes eletromagnéticas,sdo também fungoes do pardmetro temporal

t e de um conjunto, aqui arbitririo, de parametros ffsicos f.
57023111 03[0 S Efeito Yarkovsky

Particularizando ainda mais, suponha que o corpo material orbitante assuma em
sua translacdo em torno do corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas, uma drbita circular
e que os vetores momentum angular de rotacdo intrinseca e de translagio orbital sejam

colineares, entdo a expressio representagao da distribuicdo superficial de taxa de energia
SletFomiRgnadiian abRGEVIAR, aRpressie (1.68), reiBle-sa-d a

{ g lo(f)oentcos(¢ — wt — @) BO Wl — o — M[2 < ¢ S Wt~ Po -+ 7/2 (1.36)
1.36

0 nos outros casos,
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onde w é o médulo da velocidade angular de rotagao do corpo orbitante.

Substituindo a expressio (1.36) na expressio que relaciona a temperatura ter-
modinimica média do corpo com a taxa de energia eletromagnética incidente, equacio

(1.36), obtem-se

srerudp) = [ [ el / aalo(B)oendoos(p - wt + o)

t—do—r/2

-Poo(cosd)ezp(—10¢)ezp(—iOt)send dfdpdt (1.37)
e resolvendo-se sucessivamente as diversas integracoes, obtem-se a expressao

uh(g) = 2eolf) (1.38)

4eo

Substituindo—se a expressdo (1.36) na expressao para as constantes Apmy(f),
equagao (1.27), e particularizando da miriade de constantes para as que envolvem somente

n=1em=1 tem-se

00 wt—do+n/
Aip(B) = [/+ ] /ti:;ﬂz agly(B)senlcos(d — wt — ¢o) Py (cosd)-

e:t:p(—tgt)e:a:p(—wt)se:nﬂdﬁhi«jbdt][lﬁér ——Jw|(=v y2CP )1/2 R)-

[deLnjl,,[( prP 1/21’?] +4eou3(ﬂ)]]_1, (1.39)

e obtem-se como resultado a expressio

A () = a"{:(ﬁ) (u+w)ezp(i¢o)o . (1.40)
s [(- w?«ﬁ)llzR] [lcdRLnJ ,,[(—-wp F l/"’R] + 4eaul ()]
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Entretanto quando calcula-se os valores de Ajo.(8),

Arov(f) = [/ / /Wt—wﬂn aqlo(B)senbcos(¢ — wt — ¢o) Pyo(cosd)-

t ¢o—ﬂ’/2

2
-exp(—10¢)exp(—ivt)senfdidédt] [.1_65_ fiv [(_,-VP_(_/E'P; )1/2 R)-

-[kadﬁLnjw [(—ivp—%)‘lzR] + 4eau8(ﬂ)]]_l, (1.41)

obtem-se valores nulos para todo e qualquer valor de v.

Ent3o pode-se escrever o vetor complexo taxa de momentum linear (8, t) como

sendo a expressiao

Ft(ﬂ, t) = _8 edsz 3(6) y ({ + ij)ezp( twt + igo)aalo(B) ' (1.42)
[k glnit-u [(-Hw PCp )llzR] + deoud(B)]

Assumindo que exp(z + fy) seja uma expressio representagdo do inverso do de-

nominador presente na expressio (1.42), isto é,

ezp(z + 1y) = , (1.43)
k5 th-u[(+zw )1’2R]+4eau3(ﬂ)]

obtem-se o vetor complexo taxa de momentum linear Ft(ﬂ, t) devida 3 emissio térmica

de energia sob forma de ondas eletromagnéticas, como sendo a expressao

Fo(8,1) = —5 ZaR2u}(B)eap(z) i + iljexp(~iut + igo + iy), (1.44)

cuja representagao no domfnio dos reais é

Rel,(8,1) = —§-€g-1r R2u}(f)ezp(z)[cos(wt — o — y)i + sen(wt — do — y)j],  (1.45)
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onde os valores de z e y sio dados 3 partir do conhecimento da expressio (1.43), isto é,

~Re Ln [k Ln ;._.,,[(+aw’-’-(i’;)"212] + 4eou3(9)), (1.46)

y=-9m Ln [k Ln Jl_w[(+cw )I/ZR] + 4e0ud(B)], (1.47)

e up(f), que fisicamente representa a temperatura média que o corpo material esférico

apresenta, é dada neste caso particular pela expressao (1.38).

Observe que fisicamente o recfproco do valor do ingulo y, presente na expressao
da representagio real do vetor taxa de momentum linear I, (8,t), equagdo (1.45), expressa
pela equagdo (1.47), deve assumir valores, em unidades de radianos, entre 0 e 7/2, pois
do contririo ocorreria de que o miximo valor de temperatura termodinimica para um
elemento de irea da superficie do corpo, ocorreria somente, para valores negativos, antes
que o corpo fonte de radiacoes apresentar-se no zenite, ou, para valores maiores do que
/2, somente apés que o corpo fonte de radiagoes nao mais fosse visivel para um observador

na superficie do corpo material orbitante, isto é, apés o anoitecer.
053 111 o) Y Efeito Inverno—Verio

Outra particularizagdo possivel, é a de que o corpo fonte emissor de radiagoes
eletromagnéticas permanece estatico em uma posicao aparente sobre o prolongamento do
vetor momentum angular intrinseco de rotagao do corpo orbitante, entao a expressio de

f* assume o valor nulo e a expressdo (1.35) reduzir-se-4 a

aglp(B)cost s8e0< 0 <mf2
(1.48)
0 sen/2<0 <,

e seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, substituindo a expressio (1.48) na
expressio da temperatura termodinimica média, equagio (1.28), obtem-se a relagio

x[2 r2x p+too
8n2eoud(f) = / / f 0aIo(B)cosl Poo(cosl)exp(—iOt)senfdddgdt,  (1.49)
0 0 —co
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o que resulta em

ul aaIO(ﬂ)
o(B) = ~deo (1.50)
Calculando as constantes A;ou(F),
+o0 w2 r27%
/ / / aaIo(ﬂ)0030Plo(cos0)ezp(—1'0¢)czp(—iut)sen0d0d¢dt
Ayov(B) = _8002 < : 7(1‘51)

e, . pCp\1/2 pCp\1/2
—g—lw[(—w—F—) R] [Ic = Inguy [(-iv =~ ) R] + 4eou3(8)]
resolvendo a expressio (1.51) em todas as varidveis de mtegragé'o obtem-se a expressio

abaixo

Arov(f) = a“’;’(ﬁ ) ké(" il : (1.52)
R [R- + 4eouj(P)]

Entretanto quando calcula-se as constantes A;q,(4),

+co px[2 27
/ / / aan(ﬂ)cosBPu(cosﬂ)ezp(—igb)exp(—iut)sen0d9d¢dt
A(f) = 812 PCP /2 ] pCp1/2
——le[(— ) R][k an,[( v = R] + 4eau3(B)]

, (1.53)

obtem-se valores nulos para qualquer valor de v.

E finalmente obtem-se a expressio para o maximo valor do efeito conhecido como
efeito Inverno-Verao, que é a expressao

16 ¢o

Fi(8,1) = -5 —7R*u}(p) aalo(A)k

[% 7t 4eou ()] ’

onde uo(f) é a temperatura média que o corpo material orbitante apresenta dada pela

(1.54)

expressdo (1.50), o que concorda com o trabalho de Afonso et al., 1989.

Este dltimo caso particular, também poderia ser obtido através da resolucao da

equacdo de Laplace de difusdo de calor independente do tempo (Afonso e Barlier, co-
municagdo pessoal), pois nio existem parimetros temporais caracterfsticos explicitos na
expressido particular da taxa de energia eletromagnética incidente A superficie do corpo

material orbitante equagdo (1.48).



Capftulo Segundo
Tratamento Relativistico Restrito para Forgas de Radiagoes

Da taxa total de radiagdes sob forma de ondas eletromagnéticas que incidem sobre
um dado elemento de 4rea da superficie do corpo orbitante, uma fragio serd totalmente
absorvida, o que acarretard, também, a total a transferéncia das respectivas fragoes de
quantidades de momentum linear e de quantidades de energia transportadas pelas ondas
eletromagnéticas incidentes, e por ser totalmente opaco a fragao restante a completar
a unidade sofrerd espalhamento reflexivo, o que acarretard somente a transferéncia de
quantidades, relacionadas com as respectivas quantidades incidentes, de momentum linear,
e nenhuma permuta de quantidades de energia das quantidades incidentes, para o corpo
orbitante. Restringir-se—4, entdo, sem perdas conceituais, 3 no miximo dois modelos de

espalhamento reflexivo de radiacGes eletromagnéticas que incidem sobre a superficie do

corpo orbitante.

O primeiro modelo de espalhamento, dos dois que serdo aqui considerados, é o
modelo de espalhamento reflexsvo especular, em que a respectiva fracido de ondas eletro-
magnéticas incidentes serdo reflexivamente espalhadas pelo elemento de drea da superficie
do corpo orbitante em uma diregdo que é coplanar 4 dire¢ao da reta normal ao centro

geométrico do dado elemento de 4rea da superficie do corpo e a diregao de incidéncia da
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respectiva onda eletromagnética que serd espalhada, outra caracterfstica do espalhamento
reflexivo especular é o de que os dngulos formados entre a direcio da reta normal ao
centro geométrico do elemento de 4rea e as diregdes de incidéncia e de espalhamento re-
flexivo, das radiagoes eletromagnéticas, sao idénticos, assim somente ocorrerd a permuta
de quantidades relacionadas com a componente normal, em relagio ao elemento de drea, do
vetor momentum linear e nenhuma permuta de quantidades de energia, respectivamente

associadas, transportadas pelas radiagoes eletromagnéticas.

O segundo modelo de espalhamento, dos dois que aqui serao considerados, € o
modelo de espalhamento reflezsvo difuso, na qual toda as quantidades de energia sob forma
de radiagoes eletromagnéticas que incidem sobre o elemento de drea da superficie do corpo
orbitante serdo refletidas em quantidades de idénticas propor¢oes em todas as diregoes
exteriores ao corpo orbitante, o que também acarretard somente a permuta de quantidades

de momentum linear relacionadas com as quantidades incidentes.

2.1. Torgas de Radiagoes Eletromagnéticas Incidentes

Considere um elemento de drea da superficie de um corpo material orbitante
cuja forma superficial seja convexa, entdo associa-se de maneira bem conveniente um
gistema de referéncia , onde uma determinada propriedade ou mesmo algum determinado
ente geométrico o seja representada por simbolos sobreindicados ¢°, que se desloca com
vetor velocidade ¥' em relagdo a um segundo sistema de referéncia, onde a relacionada
propriedade ou algum determinado ente geométrico é representada por simbolos nao-

sobreindicados ¢, que estd associado ao centro geométrico do dado corpo.

Com isto pode-se relacionar os valores observados de determinadas propriedades

fisicas e de entes geométricos diversos em ambos os sistemas de referéncia, entre as de

interesse (Guess, 1962)



Tratamento Relativistico Reslrsto para Forgas de Radiagoes 26

a . transformacio de Lorentz do vetor cosseno diretor

LAY 1/2) . v
N e pa-0-Thm, T
1 . — 4+ (V- ) =L , (2.1)
r.-v V.v v 1 r-v
(1- 25 1-L5) 1-L5)
b . transformagio de Lorentz da taxa de energia eletromagnética
.o
) = 1) i 2.2
v)=1I(v , :
(v) =1(v) . 71‘.—;57)3 p (2.2)
2
¢ . transfromagdo de Lorentz para freqiiéncias de ondas eletromagnéticas
(1- ——-—)
dl/ =dy ——-—.q-—ﬂr-, (23)
(1 - 2 )
d . transformagao de Lorentz para angulos sdlidos
V.
0 _ (1- c? )
dw’ = dw—?—— (2.4)

onde v é 0 médulodo vetor velocidade relativa entre os dois sistemas de referéncia consid-
erados, ¥' é o vetor velocidade relativa entre os dois sistemas de referéncia e ¢ é o médulo

da velocidade da luz no vécuo.

Considere um elemento de drea da superficie de um determinado corpo, como
definido na secgdo 1.1. Seja I°(v, §',6', ¢, t)dv°d A(F',t) a taxa de energia eletromagnética
incidente & um elemento de 4rea dA(f',t), do exterior do dado corpo, para um ob-

servador soliddrio ao sistema de referéncia conectado com o centro de massa do corpo
fonte de radiacBes elctromagnéticas, transportada por meio de ondas elctromagnéticas

com freqiiéncias entre v e v + dv, oriundas de diregGes entre ¢’ e ¢’ + df’ e entre ¢’ e

¢' +d¢’, fungao do pardmetro temporal ¢ e de um conjunto, aqui arbitririo, de parimetros
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fisicos f'. Entao, uma fragiao do vetor taxa elementar de momentum linear, para um ob-
servador soliddrio ao sistema de referéncia conectado ao centro de massa do corpo fonte
de radiagoes eletromagnéticas, induzido sobre o elemento de irea, da superficie do corpo,
por meio de absor¢ao de quantidades elementares de momentum linear transportadas por

ondas eletromagnéticas incidentes é dada pela expressao

—Z21(v, ', 1,0', ¢')dv°d A(B', 1) (sendcoad' Y + send’seng'§'+

+cosf'k’)°(send’d0'dg’)°. (2.5)

Uma segunda fragao do vetor taxa elementar de momentum linear induzido sobre o ele-
mento de drea dA(f',t), da superficie do corpo, por meio de espalhamento reflexivo es-
pecular de quantidades elementares de momentum linear transportadas por ondas eletro-

magnéticas incidentes é dada pela expressao
- %‘-I (v, f',t,0', ") dv°d A(f', 1) (2c080'k')° (send'dB'd¢')°. (26)

A fragdo restante do vetor taxa elementar de momentum linear induzido sobre o elemento
de 4rea dA(f',t), da superficie do corpo, por meio de espalhamento reflexivo difuso de
quantidades elementares de momentum linear transferidas por ondas eletromagnéticas in-

cidentes é dada pela expressio

_%‘-I"(V’ ﬂ" t 0', ¢’)dV0dA(ﬂ', t)[86n01008¢;i, + 83”0’86n¢'j'+

+(cos0' + m)k']°(send'dd'd¢')°, (2.7)

onde ag, . © ag 880, respectivamente, fndice de absorbidade, fndice de espalhamento
reflexivo especular e fndice de espalhamento reflexivo difuso da superffcie do corpo para

ondas eletromagnéticas que serdo supostos constantes.



Tratamento Relativistico Restrito para Forgas de Radiagies 28

Contudo a relacionada fracao do vetor taxa elementar de momentum linear, para
um observador solidario ao sistema de referéncia conectado ao centro de massa do el-
emento de 4rea do corpo material orbitante, induzido sobre o elemento de 4rea da su-
perficie do corpo, por meio de absor¢ao de quantidades elementares de momentum linear
transportadas através de ondas eletromagnéticas incidentes é dada pela expressao
L e
~%a 11y, 8'.1,6',¢")dud A(B', 1) i [i’(1 _ Y?i) "

PR LA ) T

Vv
TERALI E
, . '
g -0-Sfymy I
+( = £ — — ——&——]senf'df"d¢’. (2.8)
r.v v r.v
a-Lf v o B

onde 1" é dado pela expressio sentcosg'l! + sen6'send'' + cosd'k’. A relacionada segunda

fragao do vetor taxa elementar de momentum linear é dada pela expressio

-

. -
. ' . ' (l _ ] cv )2 .’(l _ V'czv )1/2
10 84,8, ¢ dvd AR ) — o [ —F—

== (-

?

pa-a-Tlpm,  F
+HP-3) 5 o it i P+ k(K- T)]sent'ds'dg’.  (2.9)
-V -V
(1- =) (1-=5)
A relacionada fragao restante do vetor taxa elementar de momentum linear é dada pela
P
expressao
v 7.
(t-—) (1-——)"*
~ 0, 0,0, ) dvd AP ) —m [P
-1 a-=5)
Vv 4
o (1—-(1- )1/2) — -
+(- Yv-) 1 ¢ "7 ~ ——f—+ 7k |oent'd'd4' (2.10)
(1-—) (1-=5)
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Ent3o para obter-se, 3 partir das contribuigoes elementares expressoes equagoes
(2.8), (2.9) e (2.10), o vetor taxa elementar de momentum linear Fi(v, g, )dvd A(P', 1),
para um observador solid4rio a um sistema de referéncia conectado com o centro de massa
do elemento de 4rea da superficie do corpo material orbitante, induzido sobre o elemento
de 4rea da superficie do corpo, por meio de permutas de quantidades elementares de mo-
mentum linear transportadas através de ondas eletromagnéticas, dever-se-4 somar todas
as contribui¢Oes em todas as possfveis direcGes angulares (6, ¢'), onde a coordenada angu-
lar colatitudinal @' varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 7/2 e a coordenada
angular azimutal ¢’ varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e 27, o que resulta

na expressio

- /2 r2n
i, avaa(p,) = - [ [ 210,811, $)via(p, ) —r
(1-

vV v

iy c? )1/2)‘@, r i 3t 3 At
+(l'7) T <= l'.‘_ﬂ)+l]sen0d0d¢-

) (1-—) (1-

c c c

v.v
(1- ) )112 v (1—(1_

r.v

.[i"

(1-

o (1= (-, A
+HP- %) oL Lt P4 T)]eens'do'dg’ -

v V.
(t-—) (- —;r)llz
-

_ 2 27 oy 't 0 ' P
[) [) —;I(V;ﬂ 4,04 )d”dA(ﬂ ’t) (1- iﬂé:‘") [l (1- l_._l.)

¢

V.V Vil
o (1-(1- )/2) o — .
+(P- X;) ( 7 f’; !v— - ;’ = + 7k']send'd0"d¢’. (2.11)
1- )

) (1-

c c
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Ent3o supondo-se que o médulo do vetor velocidade relativa || ¥ ||, entre os sis-
temas de referéncia solid4rios ao centro geométrico do elemento de 4rea e ao centro de
massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando compara-
dos com o valor do médulo da velocidade da luz no v4cuo ¢, pode-se reescrever a expressio

equagao (2.11) como

Fi(v, B, )dvdA(8, ) = - / " 1,0, e, o -1y -7
a 7[2 p2n . o
senf'dd'dg’ — % / I(v, ', 1,0, ')dvd A(B", ) [ (K - ) -
¢ Jo 0
V! 2 p2r
—5P(——) - —-]sen0’d0’d¢' / I(v, 01,0, §')dvd A(S', 1)-
0 0
[P - 31 p ¥ )--+ i - (LY )]senﬂ'd()'d¢' (2.12)

2.2. Forgas de Radiages Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Considere como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo
esférico como o definido na secgio 1.2. Entao pode—se escrever para um observador soliddrio
ao sistema de referéncia conectado ao centro geométrico do elemento de 4rea da superficie
do corpo, o vetor taxa de momentum linear F, (v, p',t)dvd A(f', t), equagdo (1.4), trans-
ferido pelo elemento de irea R2senfdf@d¢, cuja direcio é a da normal ao elemento de 4rea,

e com sentido do interior para o exterior do corpo, que para um observador solidario ao sis-

tems de refer@ncia conectado ao elemento de drea & it', através de ondas eletromagnéticas,
como sendo

2(v, B,t,8, $)dv°dA(S', ) = —%I"(v, B, 8)dvI® R? (senddfdg)°. (2.13)
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Entretanto para um observador soliddrio ao sistema de referéncia conectado com o
centro geométrico do corpo material orbitante esférico, o vetor taxa elementar de momen-
tum linear l-"g(u, p,t,0,9)dvdA(p',t) transferido pelo elemento de 4rea do interior para o
exterior, por meio de emissio de quantidades de momentum linear transportados por on-
das eletromagnéticas , é obtido 3 partir da expressio (2.13) com o uso das transformagoes

de Lorentz apresentadas nas expressoes equagoes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4), isto &,

1— —)2 (1- V-V 1/2
Fi(v,B,t,0,4)dvdA(f',t) = -—;—I(u, g, t)du( ., 3 [T( o2 1
Cc . !. v
a-T5H" -5
) V-V v
(- 2) & RPainddids. (2.14)

1.v,. v
(1- "‘c"') (1- )
onde V é o vetor velocidade relativa entre os sistemas de referéncia solid4rios ao elemento

de 4rea da superficie e ao centro geométrico do corpo orbitante.

Supondo-se que o médulo do vetor velocidade relativa || ¥ ||, entre os sistemas
de referéncia solid4rios, respectivamente, ao centro geométrico do elemento de 4rea e ao
centro de massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando
comparados com o valor do médulo da velocidade da luz no vicuo ¢, pode—se reescrever a

expressao (2.14) como sendo

-.

(v, 8,1,0, §)dvd A", 1) = —-I(v g, t)dv T -k d) - _]R%mododqs (2.15)

Entdo, o vetor taxa elementar de momentum linear Fg(V, B,t)dv, é dado pela
soma de todas as contribui¢Ges em todas as possiveis diregoes, onde a coordenada angular
colatitudinal 8 varia, em unidades de radianos, entre 0 e 7 e a coordenada angular azimutal

¢ varia, e unldndes de radianos, entre o8 valores 0 @ 21

Fi(v, 8, t)dv = -3?5 [) i A o I(v,0,¢,p,t)dv[I - T(l'c-? - YE]R%enﬂdﬂdcp. (2.16)
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Entretanto se o corpo esférico de raio R, aqui considerado, for um corpo perten-
cente a classe dos corpos negros nao—perfeitos, onde a fungao I(v, §,t) estard relacionada
com a distribuigdo superficial de temperatura termodinimica u(f, 4, f,t), pela relagao
equagio (1.7). Entao o vetor taxa de momentum linear P (B,t) devida 2 uma distribuigao
superficial de temperatura termodinimica (@, ¢, 8, t) que o dado corpo apresenta, é obtida
pela soma de todas as contribuicGes em todas as freqiiéncias das ondas eletromagnéticas
pela qual o corpo emite quantidades de energia, onde as freqiiéncia variam entre os valores

nulo e o fisicamente infinito

-O

Fo(p,1) = -2 [) i [) o [) ” 8;," : z:’/d” i-ik: )— _]R2senedod¢(2 17)
“Ulg,6,50)

resolvendo-se a integragdo da expressao nas freqiéncias, tem-se

By(p,t) = -2 / / wt(0,6,4, {1~ [-Y) - -]R"’senﬁd()d:ﬁ, (2.18)
onde o é a constante fundamental de Stefan-Boltzmann.

A distribuicio superficial de temperatura termodinimica (8, 4,t, 5) que a su-
perficie do corpo negro nio-perfeito apresenta pode ser escrita sob a forma apresentada
na equagio (1.19), entio substituindo-a na expressao do vetor taxa de momentum linear

F, (8,1) e levando em conta o anterior procedimento de linearizagio, tem-se

Fo(8,t) = _26_0_/ / ﬁ)[l—i'( . )— —]R2sen0d0d¢—

400 +n
_.8.2- / / / Anmy (8)jny (—wﬂgf—' l/212]P,,m(c08¢9)-

n m——n

-exp(im¢)ezp(ivt) [f— i'(r—'cv:) - g] R2%senfdbdédv. (2.19)
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2.3. Aplicagdes para Fontes de Radiagoes de Dimensdes Pontuais

Incidéncia de Radiag0es .......cvviniiniiiiiii ittt iiieerenrenenernraannenrnens

Suponha entretanto que o vetor velocidade relativa ¥, presente na expressio do
vetor taxa de momentum linear F;(ﬂ, t) devida a incidéncia de radiagoes eletromagnéticas
equacdo (2.12), entre os sistemas de referéncia conectados ao elemento de 4rea da superficie

am

e a0 centro geométrico do corpo material orbitante seja dada pela expressdo —dIx X" —X ",

e entao obtem—se a expressio

.(ﬂ,t)————/ /21/ [/m/zﬂl(u,ﬂ' t,0',¢')dv [I+1 4 )+ “’Z;‘ )+’_‘E_ :

2n 72 2%
-senﬂ'dﬂ'd¢']stcn0d6d¢— / / / / / I(v,p',t,0',¢')dv

m - -4

[f:’(fx' 1) +5i (l f )+ (w )::x ) + -—]seno'dﬁ'dtﬁ']stenﬂdﬂdqb—

T .m .m

2x /2 27 lJ’é Jxx X
1 ] (]
/ / / / i I(v,p',t,0 ¢)du[l+ ; - )+—c +

o om

skt — 2R (LX) | senttde? dg') R2sendddds. (2.20)

e integrando—se nas varidveis angulares tem-se a expressao

Fip,)=-|—= ad]/ /21/ I(v, ', t)I* R2senfdbdpdy—

‘
(% 152 432 f / / 1, g 0F (X T A Z ) pa s opdga,

=+ / / / 1w, 8, 2% R genddodpdy—
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c

T 2% 00 S
_[%e 4 %, %4 / / / I(v, ', 1) % R2sentdbdgdv+
¢ ¢ Jo Jo Jo ¢

agd ® 27 poo -
+[%4) / / / I(v, B!, )x1R?senbdfddv+
0 Jo 0

2 ",,. -, m
+l9’fl / ' / " / N I(V,ﬂ',t)zﬁ(' [@ x :r+x ])sten0d0d¢du, (2.21)
0 Jo 0

onde a expressio da distribuigio superficial de taxa de energia I(v,f’,t) sob forma de
ondas eletromagnéticas com freqiiéncias entre v e v + dv incidentes & superficie do corpo
material orbitante, fun¢io do parametro temporal ¢ e de um conjunto, aqui arbitririo, de

parimetros fisicos f, é dada pela expressao (1.38).

Entretanto o vetor posigdo relativa do elemento de 4rea da superficie X", em relagao

ao centro de massa do corpo orbitante, é dado pela expressio RI, tem-se

" 2r o0 -
Fs(ﬂ,t)=—91+9§l [, [) A I(v, ', )i* R2sen0d6dpdv—

c

-’

T 27 poo - 1. Toa™
(% 4 5% 432 / / / 1,8, it (B X BUEX | b cnapdgan—
c c ¢ Jo Jo Jo ¢

T 2% oo T
R / / / 10, 8,) 222 B2 genddpapdy—
c c ¢ Jo Jo Jo c

® 2% [oo M
(G 4 Qe 24y / / / (v, B, 1) X— R2senfdbdpdv+
c c ¢ Jo Jo Jo c

a ¥ 2% poo -
+H=4 / / / I(v, ', )7 1R senfdddpdu+
0o Jo 0

® 27 roo - % ) = em
+[%¢'] / / / I(v, #, t)21rl(l 1@ x fl +X ])R286110d0d¢du. (2.22)
o Jo Jo
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e reordenando os termos tem-se

Fip,t) = - "‘4] f / / I(v, B', O)I* R2senbdbdpdv—

—c

22 +5% 139 / / - / I(v, B, ) 1“*-(36 ) R2sensdsdpdy—

+5—+3 ] / / o / I(v, B, 1% '&) R2senfdfdpdv—

[ %4 2 / / " / 108,02 R aentapipan-
S / / i / I(v, 8", )-—R2senodod¢du+

ag, [* [2* [® -
+%) f / / I(v, 8", 7 IR? senddbddu-+
0 0 0

-

2 f / y / 1w, ' 2al( B X B po o odgdgdu

c

+24) A ) A " A ® 1o, B )2a( c""m

)R2senfdfdpdy.

(2.23)

onde os primeiro e sexto termos fornecem a pressio de radiagoes, os terceiro, quinto e

oitavo termos fornecem o efeito Poynting-Robertson, os segundo, quarto e sétimo termos

fornecem um efeito desconhecido na literatura cientffica.

Emissao Térmica de Radiagoes

--------------------------------------------------

O vetor velocidade relativa entre os sistemas de referéncia soliddrios ao centro de

massa do elemento de drea e ao centro de massa do corpo material orbitante pode ser
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descrita pela expressio —@ x RI, entio pode-se reescrever a expressio (2.19),

Fu(p,1) = _gfg_/ / ug(6) [l+ @ x RI]R2sen0d0d¢—

_§2+°° 3 / / / A (B[ (~iE52) /7 R)

n—o m=-—n

cZSle

- Pam(cosf)ezp(ime)ezp(ivt) [i' | R?senfdfdgdv. (2.24)

Resolvendo as integracOes nas varidveis angulares e ¢, obtem-se o vetor com-
plexo taxa de momentum linear devida a emissao de energia térmica sob forma de ondas

eletromagnéticas

Fu(p,0) = -2 L aRou(p) / i (-ivES2) 2 R) (Ausy () + ) + Ao B)R)

+o00

@ x (A1 (B) (3 + 1) + Arou (B)k)ezp(ivt)dv. (2.25)

Observe-se que fisicamente o vetor taxa total de momentum linear deve ter uma

representagio real, portanto

ReF,(8,1) = —%2—%’- (ﬂ)?ﬂe/ s [(=iv £%1)1/21?‘3](Auu(ﬂ)(i+fj) + Arou (B)k)-
caplivtds - 3 Lxrou(p)Re [ ju[(~ivEEE) P R)

@ x (A (B)( + ) + Arov(8)k)ezp(ivt)dy, (2.26)

onde o primeiro termo fornece, como visto no capftulo anterior, os efeitos devidos & emissao

térmica e o segundo termo fornece um efeito desconhecido na literatura cientffica.



Capftulo Terceiro
Torque Relativistico de Radiagoes Eletromagnéticas

Permutas de quantidades elementares de momentum linear, com os elementos de
drea da superficie de um corpo material, ocorrerao sempre que radia¢oes sob forma de

ondas eletromagnéticas incidam sobre os mesmos.

Destas permutas de quantidades elementares de momentum linear com cada ele-
mento de 4rea da superficie do corpo material resultard nao somente em uma composigdo
de impulsos translacionais, na qual contribuirao sobre o movimento translacional do corpo
material orbitante nas circunvizinhangas do corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas, mas
também induzir4 uma composicdo de impulsos rotacionais, na qual influirdo na atitude do

vetor momentum angular intrinseco de rotagao do corpo orbitante.

3.1. Torque de Radiagoes Eletromagnéticas Incidentes

Considere um elemento de 4rea da superficie de um determinado corpo, como
o definido na secgdo 1.1. Seja I°(v, §,0',¢',t)dv°dA(F',t) a taxa elementar de energia

eletromagnética incidente 3 um elemento de drea dA(f',t), do exterior do dado corpo, para
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um observador solid4rio ao sistema de referéncia conectado com o centro de massa do corpo
fonte de radiagoes eletromagnéticas, transportada por meio de ondas eletromagnéticas com
freqiiéncias entre v e v + dv, oriundas de diregGes entre 8’ e 8' + df' e entre ¢' e ¢' + d¢’,
funcao do parametro temporal ¢{ e de um conjunto, aqui arbitririo, de parimetros fisicos
p'. Entao, uma fracio do vetor taxa elementar de momentum angular transferido para o
elemento de 4rea da superficie do corpo, por meio de absorcao de quantidades elementares

de momentum linear transportadas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela

expressao

- %‘—I °(v, B,t,0", ¢')dv°d (', t)To (B) X (3enb' cosd'i! + send’ send'j’+

+cos0'k')° (send'd8'd¢’)°. (3.1)

Uma segunda fragao do vetor taxa elementar de momentum angular transferido para o
elemento de 4drea da superficie do corpo, por meio de espalhamento reflexivo especular de
quantidades elementares de momentum linear transportadas por ondas eletromagnéticas

incidentes, é dada pela expressio
-—%EI (v, f',t,0',4")dv°d A(B', t)To (B) x (2c088'k')° (senf'dd' dg")°. (3.2)

A fragdo restante do vetor taxa elementar de momentum angular induzido sobre elemento
de 4rea, por meio de espalhamento reflexivo difuso de quantidades elementares de momen-

tum linear transferidas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressio

_-ch-Io(I/, g8, ¢')dV°dA(ﬂ', t)fo (ﬂ)x(senﬁ'cow’i’ + 88"0’88n¢'j’+

+(cosd’ + m)k')° (send’dg’d¢’)°. (3.3)

Entio, uma fragdo do vetor taxa elementar de momentum angular induzido por

meio de absorcao de quantidades elementires de momentum linear transportadas por ondas
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eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressio
¥

! o! . !

a _ ~V)2 (l_v.zv )1/2
=221, 1,0, 8')dvd AP, 1) —E o () ! e
vV 7
1-(1- 1/2) r
+(i’ . i"'—) ( ( - ci ) ) 1’_ - —-—QT]senﬂ'dﬂ'dqs’. (34)
v ll ‘vl v l"V'
(1-—=) (1-—=)

A segunda fragio do vetor taxa elementar de momentum angular induzido por meio de
espalhamento reflexivo especular de quantidades elementares de momentum linear trans-
portadas por ondas eletromagnéticas incidentes, é dada pela expressio

I.v Vv

(V) (l__)z.. -',(1_ 2 )1/2
——-I(V,ﬂ',t,ﬂ',¢')dVdA(ﬁ',t)——-c—’—l‘o(ﬂ))([l 5 —
c V-V r.v
(1- 2 ) (1- p )
V¥ "
p v (1-(1- c2 ) )‘-"' c R NI R U ! g0t
+(l ‘;}") (1— FV') ;"" (l— i,v') -1 +k(k l)]sen0 dé d¢'. (3.5)
c c

A fracdo restante do vetor taxa elementar de momentum angular induzido sobre um ele-
mento de 4rea da superficie do corpo, por meio de espalhamento reflexivo difuso de quan-
tidades elementares de momentum linear transferidas por ondas eletromagnéticas, é dada

pela expressao

r.v 7.
(L 7] (l - )2 - —’(1 - 2 )1/2 ] .V"
=10, B, 4,0, ") dvd A(F', t) —=f=—To (B) x ] i% T3
(1- c2 ) (1- P )
2. 2
(1_(1_V2V)1/z)‘_” }.;_ i a3 40
. T - T + nk'] send’dd’dg’. (3.6)
(-5 -5

Entao para obter-se, 3 partir das contribuicoes elementares expressGes equagdes

(3.4), (3.5) e (3.6), o vetor taxa elementar de momentum angular N;(v, 8, t)dvd A(8", t),
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induzido sobre um elemento de drea d A(f',t) da superficie do corpo, por meio transferéncia
de quantidades elementares de momentum linear através de ondas eletromagnéticas, dever-
se-4 somar todas as contribuigoes em todas as possiveis dire¢oes angulares (0', ¢'), onde
a coordenada angular colatitudinal ¢ varia, em unidades de radianos, entre os valores 0 e
7/2 e a coordenada angular azimutal ¢’ varia, em unidades de radianos, entre os valores 0

e 27, o que resulta na expressao

p
l‘ ﬂ’ 2
N; i(v, 0, t)dvdA(B,t) = / & / ’ —=I(v,f',t,0',¢")dvd A(S', t)(—-#f,)—ro(ﬁ)x
(1" c2 )
_i""‘-'" 1/2 - _‘-" -V 1/2 v
x[i’(1 ¢ ,) + (- v)(l . o d) )!--—%—T-]senﬂ'dﬂ'drﬁ'—
I-v I.v v
1-—) (1-—) (l- 2

[ e a0 ro(ﬁ)x["(l" o

n-Z7 (s
v (l“(l" -.')1/2)17' i ' 10 44!
+(P-3) 7 7——%—7+P]sen0d0d¢—
-5 -5
r.v 2 V¥
g 7 - l
-, /2/ " %4y, ,1,01, ) dvd AR t)( i ) ro(ﬂ)x[’( 3 ,—;’.
(1- 50 (1- =)
= (1-— I—V'.V' 1/2) o Y:’-
+(PL)( ( c_‘) )—— & +1rl?]sen0’d0'd¢'. (3.7)
v Kz V.
-5 -5

Entao supondo-se que o médulo do vetor velocidade relativa || ¥ ||, entre os sis-
temas de referéncia solid4rios ao centro geométrico do elemento de 4rea e ao centro de

massa do corpo material orbitante, assume valores fisicamente pequenos quando compara-

dos com o valor do médulo da velocidade da luz no vicuo ¢, pode-se reescrever a expressao
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(3.7) como

Niw ) = - | "7 1w, 0,80 ava e 00,7 x [P - P
0 0
x[2 (2=
__]sene'dﬂ'd¢' e / I(l/, ﬂ',t,ﬂ',¢’)dudA(ﬂ’,t)-
0 0

fo(f',T) x [K'(K'- P 51’(l v )-—]seno'do'd¢'

x[2 =

G " Lo, 01,0, ¢ dwd A, 070 (8, T) x [P — 3P LYy T4
0

- -4 ." .
47k’ - 21rk'(!—c—‘?1)] send'd'dg’. (3.8)

3.2. Torque de Radiac¢des Eletromagnéticas Termo—Emitidas

Considere, como corpo dado de forma superficial suavemente convexa, um corpo
esférico como o definido na secgao 1.2. Entao pode-se escrever para um observador solidario
a um sistema de referéncia conectado ao centro geométrico do elemento de drea da superficie
do corpo material orbitante, o vetor taxa elementar de momentum angular, equagio (3.5),
induzido pelo elemento de 4rea R2senfdfd$, cuja dire¢io é a da normal ao elemento de
4rea, e com sentido do interior para o exterior do corpo, que para um observador solid4rio

ao sistema de referéncia conectado ao elemento de drea é RI° por meio de emissio de
quantidades elementares de momentum linear através de ondas eletromagnéticas, como

sendo

——I°(u B, )dv°is (8, t) x I° R?(senbd0dg)°. (3.9)
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Entretanto para um observador soliddrio ao sistema de referéncia conectado com
o centro geométrico do corpo material orbitante esférico, o vetor taxa elementar de mo-
mentum angular Nt(u, p',t)dvd A(f',t) induzido por meio de emissio de quantidades ele-

mentares de momentum linear transportados por ondas eletromagnéticas, como sendo

=L - Ty
Ne(l’, ﬂ'yt)dVdA(ﬂ’s t) = _-32—0‘[(1/’ :B" t)dl/fo(ﬂ', t) X £ [r C

1-ZH b a-L)
V-V \Z
1-(1- 1/2 —
+HT- f)( ( i.‘f:; v _ t— ]stmododqs. (3.10)
- ° -1

onde V¥ é o vetor velocidade relativa entre os sistemas de referéncia solidarios ao elemento

de 4rea da superficie e ao centro geométrico do corpo orbitante.

Ent3o supondo-se que o médulo do vetor velocidade relativa || ¥ || entre os sis-
temas de referéncia solidirios ao centro geométrico do elemento de drea e ao centro de
massa do corpo material orbitante assume valores fisicamente pequenos quando compara-
dos com o valor do médulo da velocidade da luz no vicuo ¢, pode-se reescrever a expressao
(3.10) como

Ne(v, 8, t)dvdA(F', t) = —%I(u, B!, t)dvio(p',t) x [1- T('—'cf) - %]R%inﬂdﬂda&. (3.11)

Entao, o vetor taxa elementar de momentum angular Nt(u, B,t)dv é dado pela
soma de todas as contribuigoes elementares de todos os possiveis elementos de drea da
superficie do corpo material orbitante, onde a coordenada angular colatitudinal 8 varia,

em unidades de radianos, entre 0 e 7 e a coordenada angular azimutal ¢ varia, em unidades

de radianos, entre os valores 0 e 27

s =1-¥, ¥
[

Ny 8. 0dy = —2 [ [ 1w, 8. 0o (8'.8) x [T—T R2senbdfds. (3
t(Vxﬂt ) V——BE/(; L (Vaﬂ) ) VrO(ﬂa )X - (—C—_)—‘E] sen ¢ ( 12)
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Integrando em todas as possiveis freqiiéncias tem—se como resultado o vetor taxa

de momentum angular N, (B,1), isto é, a expressio

"~

N8, t) = -2 / / - / " I, tdva (8, 0) x [T - T Y) - -]R2senodod¢ (3.13)

Se o corpo esférico de raio R, aqui considerado, for um corpo pertencente a classe
dos corpos negros nao-perfeitos, entao a fungdo I(v, #,t) estari relacionada com a dis-
tribuicdo superficial de temperatura termodinamica u(f, ¢, 8, t) pela relacio (1.7). Entdo
o vetor taxa total de momentum angular N. (8,t) induzido através de emissio de quanti-
dades elementares de momentum linear por meio de ondas eletromagnéticas devida 3 uma
distribuicio superficial de temperatura termodinimica u(f, 4, 3,t) que o dado corpo apre-
senta, é obtida pela soma de todas as contribuigoes elementares em todas as freqiiéncias
das ondas eletromagnéticas pela qual o corpo transfere quantidades elementares de energia
para o seu exterior, onde as freqiiéncia variam, em unidades do inverso do tempo, entre os

valores nulo e o fisicamente infinito

Ragy=-3 [ [ [T 8""ezp( vy R x [ Eh-3
ku(0’¢’ﬁ’t)

-R%senfd0dg, (3.14)

resolvendo—se a integracao nas freqiiéncias, tem-se
(8,6 = -2 / / ut{0,, 8,05 (8',1) x [1- 1y —-%]stenﬂdﬂdcﬁ. (3.15)

A distribuigao superficial de temperatura termodindmica u(f,¢,t,4) que a su-
perficie do corpo negro nao-perfeito apresenta pode ser escrita sob a mesma forma que
a apresentada na expressao (1.19), ent3o substituindo-a na expressao do vetor taxa de

momentum angular N, (8,t), equagdo (3.15) e levando em conta o anterior procedimento
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de linearizagao, tem-se

2¢0

Nt(ﬂ’t)—'—‘-— / / ul(B)To (A1) x [1-1“( v —-]R%enododqs-

_m*” S /*“’ / / A (B[ (~i025E) 2R

n m——n

Pam (cosf)ezp(im@)ezp(ivt)Fo (B ) x [T-1 (L - g]stenGdOdd)du (3.16)

3.3. Aplicagdes para Fontes de Radiagdes Eletromagnéticas de Dimensoes Pontuais

Incidéncia de Radiac0es .......oovrvniriviiiriiiii ity

Suponha que o corpo material fonte de radiagdes eletromagnéticas apresente-se
para um observador situado em algum ponto da superficie do corpo material orbitante como
um ponto singular a uma distancia fisicamente infinita situada na posi¢ao angular aparente
(0*,¢*) no sistema de coordenadas polares esféricas associado ao centro geométrico do
corpo material orbitante, a expressdo (3.8) reduzir-se-4

l ."I ?’I

c

Ni(v, B,0)dvd A8, 1) = ~“L1(v, B, t)dvd A(B', )70 (8", T) x [I* — T*(

-+
—o-o - l‘ -v*'

I(u B!, t)dvd A(F', t)Eo (', T) x [I(I-1*) - 5I¥(

) -5

"t !
l - 21rk' v

_9’341(1;, B, t)dvd A(B', t)Fo (A", T) x [I* - 3T*(

)]-(3.17)

e integrando sobre todos os elementos de drea da superficie do corpo orbitante e sobre

todas as possfveis freqiiéncias, tem-se a expressio

-f

T (2% oo N L '
Ni(w, 8,4) = -2 A [] A I(v, B, ydui (8, T) x [i* —T+ (. )~ L | R2sentdods-
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l‘ "'l

/ / " / (v, B, t)dvio (8, T) x [IT- ) - 5i*(
_.‘%i. [) i [) o A " I, f', )dvia(8', T) X [i* —3T*(r‘ Y

rt . i‘l 2

) - ——]Rzeen()d()dd}—

47k’ — 27k’

onde I(v, f',t) é dada pela expressio (1.37). Suponha que o vetor velocidade relativa ¥'
entre os sistemas de referéncia conectados ao elemento de drea da superficie e ao centro

» . . . . ~ -, ,m -~
geométrico do corpo material orbitante seja dada pela expressao —i& X X" —X , entao a

expressio (3.18) reduz-se 3

x 27 00 T T+ je o M
Ni(v,B,t) = =22 A [) L I(v, B, t)dv [ B2 "“’Z"'HR' XX | R2eentdodg-

-

T r27% roo Ts -+ 7 » m
- / / / I(v, f', t)dv[R2! x(“c”‘”+R' XX | R2sendddds—
0 0 0

[

7 27 poo T T e o o™
"ﬂ// / 10,9, ¢ Rt X EXE) 4 pLXE
C Jo Jo 0 c c

+7RI* x T+ 2nR*1* x 1| R?senddddg. (3.19)

e abrindo os duplo produtos, tem-se a expressao

T 27 oo R LT L * m
Ni(v, 8,8) = -2 [) [) [) 1w, 8, v [ 2= 1) + g} XX | R aenfdtdg-

2r a T nt M
/ / / 1w, §', ) v [R2 2] ‘3 ) + r! "c’z | R senddodg—

. fm 2w poo (3.1 T* e 2™
-9'-'!/ / / I, f, ay[Rr 2@ 1) | XX
¢c Jo Jo Jo c c

4RI x T+ 2nR2D x (XX

)] R?senfddds. (3.20)
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Reordenando os termos tem-se

T 2% oo T (.1
N, 8,0 = -2 A A [) I(u,ﬂ',t)dszg——]—?—l——)—stenﬂd()dgt—

® 27 (oo [TV
_% / / / (v, B, )dv R X R2genddods—
¢ Jo Jo Jo ¢

T 27 oo T T
_Ge / / / 10, 8", )av 22 =Y O 1) b2 onpapag
¢ Jo Jo Jo ¢

T 27 [0 Py
-2 / / / I, B, )dv R 2 R genddodg—
0o Jo 0

c

T 27 poo ~13.1
% / / / Iy, ﬂ',t)dumu@msenodedqs-
0 Jo 0

T 27 o0 -“' Lm
-7 / / / I(v, @', t)dv + R R?senfd0d¢—
¢ Jo Jo Jo ¢

oy T r27 roo - -
- / / / I(v, ', t)dvr RI* x IR?senddfdg—
o Jo Jo

ag [T (2" [*® I (VS
-2 / / / 10,8, v BT x (22 R2sentdsds. (3.21)
0 0 0

os segundo, quarto, sexto e oitavo termos sio devidos & velocidade de translagao do corpo,
o sétimo termo anula-se e os termos restantes sao devidos & freqiiéncia de rotagao através

da velocidade angular de rotagao.

Emissdo Térmica de Radiag0es ..........ccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiireiienrnrnraeneneannnes

Para a expressao do vetor taxa de momentum angular Nt(ﬂ, t) o vetor velocidade
relativa entre os sistemas de referéncia solid4rios ao centro de massa do elemento de 4rea

e ao centro de massa do corpo material orbitante pode ser desrito pela expressio —& x Rl
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e também o vetor £(f) é descrito pela expressio Rl, entdo pode-se reescrever a expressio

(3.16) como sendo

Ne(8,t) = _ge_ar_/ / u§(B)Fo (6", t) x [‘;J X Rl]Rzaen0d0d¢—

{00 +n 0 X r2x
SR [ O YR

-ezp(ivt)ro (F',t) x [w x Al

| R%senddfdgdv. (3.22)

ou expandindo-se os duplos produtos externos presentes na expressio (3.22), obtem-se a

eXpressao

(.t = -2 / / wd(8)[@ - 1(@- 1] Resenddodg—

SN [T A i ()R] P ot

-ezp(im¢)ezp(ivt)[d — I(@- D]]R‘senﬂd()dq&dv. (3.23)

Resolvendo as integragoes nas variaveis angulares # e ¢, obtem-—se

Ru(8,1) = -3 L xRbuo (0)3. (3.24)



Capftulo Quarto
Fontes de Radiagoes Eletromagnéticas de Dimensoes Finitas

Existem, dentro do domfnio de condicdes fisicas iniciais do sistema ffsico completo,
pelo menos um subconjunto de condigoes fisicas iniciais onde a restrigao, no problema de
Kepler, de que as dimensoes fisicas do corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas seja
negligencidvel, nao pode ser considerada aceitivel. Portanto, ao contririo de aparentar
simplesmente de se ser um singular ponto emissor de radiagoes eletromagnéticas, o corpo
fonte de radiacdes eletromagnéticas aparecerd dominando um regiio angular finita, na
qual obriga-se considerar, para cada elemento de 4rea da superficie do corpo orbitante,
que as radiacées podem incidir de diferentes angulos, ndo somente no célculo de absorgdo
de quantidades de momentum linear e de energia, mas também, e talvez mais importante

seja, no processo de espalhamento reflexivo das radiagdes eletromagnéticas incidentes.

O desenvolvimento nao-relativistico pode facilmente ser obtido & partir do trata-

mento relativistico restrito por meio do desprezo dos termos envolvendo expoentes de ¥/c.

4.1. Forgas de Radiagoes Eletromagnéticas Incidentes
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figura (4.1)

Considere um corpo material orbitante de forma superficial esférica, cujo centro
de massa estd numa posicao referénciada pelo vetor posicao X™ 3 partir do centro de
massa do corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas, e um elemento de drea da superficie
de forma esférica de raio R do corpo material orbitante, cujo centro geométrico est4 situado
em uma posigdo referénciada pelo vetor posi¢ao X" & partir do centro de massa do corpo
orbitante. Considere um elemento de irea da superficie de forma esférica de raio Ry do
corpo fonte emissora de radiagoes eletromagnéticas, que est4 numa posicao referénciada
pelo vetor posigao X/ A partir do centro de massa do corpo fonte de radiagdes, como mostra
esquematicamente a figura (4.1).

Pode-se escrever a expressao do vetor taxa de momentum linear F.-(ﬂ, t) devida

3 transferéncia de quantidades de momentum linear por meio de ondas eletromagnéticas

incidentes equagdes (2.5), (2.6) e (2.7), para o caso em que tem-se um corpo fonte de
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radiacoes eletromagnéticas como o acima explicitado, isto é, de dimensoes lineares nao-

negligencidveis, como sendo a expressao
f
F"(V’ p',t)dvdA(f',t) = "‘—// I(v,f', t)” FA "d vdA(f', t)"——-l-rd“?.(f )2—

dS(x/)

- L,L’("'ﬁ T - TR T T T A )

— f(; n[ 0.8, t)("_}f;ﬂ + n"—%?—:—")dudA(ﬂ', t) ﬁ%géﬁ)?, (4.1)
onde ¥4 & dada pela expressio #/ — % — X', cujo médulo representa a distincia que separa
0s elementos de 4rea do corpo fonte de radiagdes e do corpo material orbitante, dS(%f) é o
elemento diferencial de irea, que ilumina o elemento de irea do corpo orbitante, do corpo

fonte de radiaces eletromagnéticas e I(v, §,) é a taxa de energia sob forma de ondas

eletromagnéticas é dada pela expressio abaixo

X . a0 RO T Y
1,0 = Ll L L e

0 se [...][.-.] <0.

(4.2)

Entretanto para um observador soliddrio 3 um sistema de referéncia ligado ao

centro de massa do elemento de 4rea do corpo material orbitante a expressio (4.1) é dada

por
JA =
t T 1
Fpy==52 [ [ [ ] ) 108 0avanip' 7.7
A (l—v v)l/2 RA "l(l—(l—!——i—-)llz)iﬂ v-c—'
= Ry v v']

B EORe O R 1
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- - Ty
dSRE) a. [* 2"/“// ) v ol XA ©
. _ % I(v, B, t)dvd A8, t
g [T [ [T ] 0.8, 0aa, -
c2
- -— 1/2 - - . — 1,2 - i'.
a ( --,,—) 4 a1 T)). 4

'[”’Z”(l_ ,-('A :—) (||=Z” v (- EZ) :) v RA i)]
EZN EZN

XA xA ' X"
BEARNEaNEaUED

AP,
.dS(if)_‘_’i T 2% oo/ ) "(1— 3 ?)
eh -2 [ [ [ [ i e
c2
-T0pm o pa-0-TTe,
{3 Au el £ Sl e
c XA ¢
i,"l
Y xr | dS(x/ (4.3)

N EJUE
(1"“——-” )

Supondo que o médulo da velocidade entre os dois sistemas de referéncia pode
ser considerado pequeno quando comparado com o médulo da velocidade da luz no vacuo,

entdo pode-se reescrever a expressio anterior até a primeira ordem em V' /¢,

rpo=-2 [ r/ o Ol - T e

__]ﬁig‘.ﬁl [) " A o [) °° A n{ez(u, B, t)dvd A(p', t)-

4 JEPHE SV S8 Y AT
T ST e - S

T2
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ag [T [* [ ' ' XA g x4 XV
_?AA A '/O,Ll(u,ﬂ,t)dudA(ﬂ,t)[m 3m(m c)

R g A dS(R)
S ARk A Ur Bl 9

4.2. Forgas de Radiagoes Eletromagnéticas Termo-Emitidas

Pode-se reescrever a expressio da distribuigao superficial de taxa de energia eletro-
magnética, para um observador solidario a um sistema de referéncia conectado ao centro
geométrico do corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas, devida 4 absorsio de quantidades
elementares de radiagoes sob forma de ondas eletromagnéticas incidentes para o caso em
que tem-se um corpo fonte de radiagoes eletromagnéticas como o acima explicitado, isto

é, de dimensoes lineares nao—negligencidveis, como

' — Qa 1 ' dS(if)
I(v,f', t)dv = - [Jﬁ[ﬁl (v,B ,t)dumg, (4.5)

onde I'(v, B,t) é a taxa de energia sob forma de ondas eletromagnética com freqiiéncias

entre v e v + dv incidentes, funcio do parimetro temporal { e de um conjunto, aqui

arbitririo, de parametros fisicos § é dada pela expressao abaixo

A . % A% .
~h R e -1 <0

I'(w, 1) = (46)

0 se [..][..] > 0.

E para um observador soliddrio a um sistema de referéncia conectado ao centro

geométrico do elemento de irea da superficie do corpo material orbitante, a partir destas



Fontes de Radiagies Eletromagnéticas de Dimensies Finilas 53

consideragoes apresentadas acima, a expressao da distribuicao superficial de taxa de energia
eletromagnética devida 3 absorsao de quantidades elementares de radiagoes sob forma de
ondas eletromagnéticas incidentes equagio (4.5) para o caso em que tem-se um corpo fonte
de radiagGes eletromagnéticas como o acima explicitado, isto é, de dimensoes lineares ndo—

negligencidveis, como

xA '
a -7z ) f
T, )i = % / [ (o, ', v (l_vf.”q,) T
c2

Fazendo a aproximagio até aprimeira ordem de || ¥ || /¢ tem-se a expressio para

a distribuigdo da taxa de energia eletromagnética incidente & superficie do corpo material

orbitante
ds
Iy, B, t)dv = 22 / / I'v, §',t)dv1 - 2(1""’_ V) as) 2 x‘j‘u)z, (43)
4.3. Aplicagdes do Modelo para Fontes de Dimensdes Finitas
Taxa de Momentum Linear Incidente ..........c.coiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiees,

Supondo que o vetor velocidade relativa ¥ entre os sistemas de referéncia conecta-
dos a0 elemento de drea da superficie e ao centro geométrico do corpo material orbitante

seja dada pela relagao X" — @ x % +a° x %/, entio a expressio (4.4) é dada por

Qq L L i ' ' XA iA ’-‘.A i,:
fip=-2 [ [ [ )/o[e 10, dwd A8, O [ + T e

) ) m
%A %A wxx’”) ""xxf X dxXX

T S - T e + o+ 2
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x"f]ﬁi(,-;’iﬁ)-———/ /2"/ //I(V B, t)dvdA(',1).

X" xA XA x4 XA dxx

=TT qun’”uxAu‘n 7] “’+5||xA||‘uxAn c )

g4 #A @ex® X axx @ x¥ds®)

—5-4 — * +—+
BN AR e IEAE

-m

SN //“"ﬂ' a8 [ e + S

A RA FoxRf. " ax¥

%A X IxR

+3 7= +—+ -
e e ) R e )t et
xxf-l-1r - 27 i.——27r d)‘xi")
IEQ! ” ” ” :‘ N X ” I K” ¢
o XA @ xx dSE)
EZ Nl P (49
ou reordenando os termos semelhantes, tem-se
2% "'A "'A Lm
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onde 0s termos que envolvem & x %/ /¢ fornecem o efeito Doppler-Diferencial, os termos

ssm . o
envolvendo X /c fornecem o efeito Poynting-Robertson, os termos envolvendo & x X" /¢
fornecem um efeito desconhecido na literatura e os termos restantes fornecem o modelo de

Pressiao de Radiacoes.
Taxa de Energia Incidente ..........c...coooiiiiiiiiii e
Supondo que o vetor velocidade relativa ¥' entre os sistemas de referéncia conec-

tados ao elemento de 4rea da superficie e ao centro geométrico do corpo material orbitante

seja dada pela relagio —X  — @ X %" + @ x 2/, entdo a expressio (4.8) é dada por

, _ o ' ot XA @gxxr X\
I(V,ﬂ,t)dl/— P Aﬁ{el(uaﬂat)dyll"'z(”xm " )+2(|'—-'A—r )

A o x if dS(®f)
2= AL iy 4.11
(=T NrzaTe (4.11)

onde os diversos termos sdo devidos aos efeitos discriminados para a expressio (4.10).
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figura (4.2)

4.4. Experimento Computacional Semi-Analftico para Fontes Finitas

Considere um corpo fonte, emissor homogéneo e isétropo de radiagdes eletro-
magnéticas, cuja forma superficial é esférica e de raio Ry, e um ponto P do espago exterior

ao corpo fonte, referenciado pelo vetor posi¢do X em relagio a um sistema de referéncia

ligado ao centro geométrico do corpo fonte emissor.

Considere um elemento de irea da superficie do corpo fonte situado na posigio %/

em relacdo ao sistema de referéncia, como apresenta esquematicamente a figura (4.2).

Ent3o, a taxa de energia sob forma de ondas eletromagnéticas, recebida por um
observador situado no ponto P do espaco exterior ao corpo fonte, é dada pela soma de
todas as possfveis contribuigoes de todos os elementos de drea da superficie do corpo fonte

de radiagoes, isto é, pela expressio

2% ap
] Ipcos(8 + 6)senddddg, (4.12)
0 0
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onde 8 é o dngulo formado entre as diregoes de X e de X — X/, ¢ é o angulo formado 4 partir

de uma referéncia em torno do eixo X, 6 é o angulo dado pela expressio transcendental

__ gendsenfp
tgd = 1 — cosbsenlp’

(4.13)

onde, como mostra a figura (4.2), 6p estd relacionado com os médulos dos vetores posigao

%/ e %, cujos valores sdo, respectivamente, Ry e || X ||, através da expressdo

Ry
fp = arcsen——. 4.14
K 41

Eventualmente pode-se supor que || X || assume valores muito préximos do valor

de Ry. Entdo a expressio integral na equagio (4.12) reduz-se

27 rlp
/ / Ipcosfsenddidg, (4.15)
o Jo
a qual é facilmente resolvida pela teoria do cdlculo integral de fungdes, obtendo-se
1, By \2
s

como o foi mostrado por Walch, 1984.

(4.16)

Entretanto, para valores de || X ||, em unidades de comprimento, nio muito
préximos do valor de Ry, isto é, para valores de §p cada vez mais distintos do que 7/2, a
integral na equacdo (4.1) difere do valor obtido através da expressdo integral na equagdo

(4.3). Todavia, a expressdo integral na equagdo (4.1) pode ser relacionada com a expressao

integral na equagdo (4.2) por uma funcdo que obviamente é dependente do valor do extremo

de integragao fp, como abaixo

1+ f(6p), (4.17)

onde f(fp) é uma fungio a ser determinada.

Pode-se escrever a expressio integral na equag3o (4.1) como

2r pbp 27 r0p
/ Iocos(0 + 6)senfdfdd = (1 + f(6p)) / / Ipcosfsenddfdg. (4.18)
o Jo o Jo
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Resolvendo-se a integracao na varidvel angular axial ¢, a expressio na equagio

(4.4) reduz-se &

fp fp
/ cos(0 + 6)senddd = (1+ f(0p)) / cosfsenddd. (4.19)
0 0

Ent3o, para determinar-se a fungdo f(0p) deve-se inicialmente integrar numéri-
camente o primeiro membro da igualdade da expressdo na equacao (4.19) para diversos
valores de p dentro do domfnio de valores possfveis para este. Todos os cdlculos efetuados
utilizam precisao dupla.

O método aqui utilizado (Afonso et al., 1989) para a resolugdo proposta é a Se-

gunda Regra de Simpson

p 3
I= A g(ﬂ)dﬂ ] -8-A0[yo +3y1 +3y2+2y3 +3ys+... +3yn—2 + 3n-1 + y,,], (4.20)

onde [ é a integral a ser solucionada, g(#) é a representagdo genérica para o integrando
contido em I e Af é o comprimento de cada subintervalo, dada pela expressio 6, — 0,—;.
O dominio de integragao é subdividido em n subintervalos, sendo que n deve ser miltiplo
de 3. A notagio do segundo membro da equacio (4.20) visa simplificar a apresentagao da

expressao na equacao (4.20) e representa

yo =g(0Af)
y1 =g(1A0)
ya =g(2A0)
ys =g(3A0)
yn =g(nAf)

A Segunda Regra de Simpson acrescentamos a Técnica de Extrapolagao de Ri-
chardson, que é utilizada para melhorar o resultado obtido com a expressio (4.20). Esta

técnica baseia—se na aplicagao repetida da Segunda Regra de Simpson.
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O valor melhorado da integral I é dada pela expressao

M- 1) (4.21)
nj — nf ! '

=1+

onde I; é o valor numérico da integral I utilizando-se n( subintervalos na expressio (4.20)

e I3 é o valor da mesma integral quando utiliza-se n, subintervalos. Utilizou-se para n,

o valor 3n;.

Constroi-se entao uma tabela de valores, associando um dado valor 8p, que varia,
em unidades de radianos, entre 0 e 7/2 exclusive, com o respectivo valor resultante da
integragao numeérica do primeiro membro da equagio (4.19), como apresentado na tabela

(4.1). Neste trabalho utilizou-se uma tabela com 400 pontos.

fp o(...)do
7/2(000/400) 0.000
7/2(001/400) 1.745 329 d-12
7/2(002/400) 3.926 991 d- 1
7/2(399/400) 5.000 000 d- 0

tabela (4.1)

O angulo fp nio pode assumir o valor igual a m/2 pois o observador nio pode
situar-se em um ponto sobreposto aos pontos emissores de radiagoes eletromagnéticas.

O método de integragao numérica necessdrio A construgao da tabela acima exige
que o integrando cos(f + §)send seja avaliado em um conveniente nimero de pontos que

estao igunalmente espagados, dentro do dominio de integragdo, por valores incrementais Af.
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Adotando-se aqui, por conveniéncia, uma divisao do domfnio de integragao em 30
pontos. Testam-se subdivisoes maiores, como por exemplo 60, 90, 180, porém, o resul-
tado numérico nao apresentou variagao significativa, além de aumentar muito o tempo de

calculo.

Como o integrando cos(f + 6)send é uma fungio complicada em termos da varidvel
angular de integragao 8, pois o dngulo 6 est4 relacionado com os valores de § e fp através
da expressdo transcendental na equagao (4.13), é necessdrio avaliar o valor de 6 para cada
par de valores numéricos de fp e de @ presentes na integracao numérica. Para isto constroi-
se, 4 partir da expressdo transcendente, equagdo (4.13), uma fung3o auxiliar h(6), como a

abaixo

h(6) = tgf(1 — cosbsenbp) — senbsenlp, (4.22)

Observe que de acordo com o problema fisico-geométrico, os valores numéricos
permitidos para o ingulo § devem estar, em unidades de radianos, entre os valores 0 e
(v/2-0p).

Entdo, através do método de Newton-Raphson, procura-se o valor do zero da
funcio auxiliar h(6) para cada par de valores dados fp e §. Obtem-se um inico valor o
angulo § em cada par de valores associados dos dngulos 8p e de 6. O valor do angulo § serd
utilizado posteriormente nos cdculos do integrando cos(f + 6)senf presente na expressao
integral na equagdo (4.19). Para interromper o processo iterativo presente no método de
Newton-Raphson, utilizou-se como critério de parada o teste de exatidao; o valor escolhido

foi 10~10yad.

Apés ter-se gerado a tabela que associa diversos valores de fp com os respectivos
valores resultados da integragio numérica, executa—se uma pesquisa da fungao f(6) que
melhor se ajuste aos referidos pontos. Testando-se fungoes sob forma de série de poténcias,

série de Fourier em senos e cossenos e série de Fourier em cossenos. Utilizando—se critérios
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figura (4.3)

estatiticos, como o coeficiente de correlagio de Pearson e o coeficiente x2, conclui-se que
a fungio que melhor se adapta é aquela na forma de série de Fourier em cossenos. Assim

a expressao (4.19) torna-se

fp n=N fp
/ cos(0 + 6)senfdf ~ (1 + z cncos(nfp)) / cosfsenfdo. (4.23)
0 0

n=0
Para este ajustamento dos N primeiros valores ¢, presentes na expressiao equagao
(4.23) utilizou-se um algoritmo baseado no Método dos Minimos Quadrados (Castella e
Miguel, 1986).
A forma da fungdo integral no primeiro membro da equagdo (4.19) em fungdo

do angulo aparente fp, que fisicamente estd associada a distincia da origem ao ponto

observador, é a apresentada na figura (4.3).

Na prética é impossfvel calcular infinitos coeficientes c,, assim,trunca-se a série
na N-ésima parcela. Testando—se diversos pontos de truncamento (N = 1,2,3,...,9) e
verifica-se que com 9 parcelas consegue-se um bom ajustamento da fungdo proposta na

equagao (4.23) com os dados da tabela esquematizada anteriormente.
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n cn(N =3) cn(N = 6) cn(N =9)
1 -0.339805 —0.403376 —0.869393
2 -0.013896 +0.195270 +1.691289
3 +0.009602 —0.263166 —2.602713
4 +0.224985 +2.678666
5 —0.108386 —1.998613
6 +0.027711 +1.109617
7 — —-0.449621
8 +0.122518
9 -0.017813
tabela (4.2)
Coeficiente de Correlagao de Pearson 0.999 999 993
Erro Padrao de estimativa 0.025 664
Erro Padrao Médio 0.000 014 081
Coeficiente x?2 0.000 000 18
tabela (4.3)

A tabela (4.2) apresenta os coeficientes obtidos para algumas séries de Fourier em

cossenos truncadas para valores de N iguais a 3, 6 e 9.

Para a funcao contendo 9 coeficientes, os parimetros estatisticos obtidos sido ap-

resentados na tabela (4.3).
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figura (4.4)

O grifico do erro relativo, entre os valores calculados pela fungio ajustada (N = 9)

e pela integragao numérica do primeiro membro da equagao (4.23), é o dado na figura (4.4).

A partir de dados obtidos por meio do satélite CASTOR (Walch,1984), pode-
se interpolar o valor médio da taxa de energia sob forma de radiagoes eletromagnéticas,
predominantemente na regiao do infravermelho, transferida do interior para o exterior da
Terra, utilizando-se a expressio integral aproximada equagio (4.15), no que resulta no
valor 217.0 Wm—2, pois 14 foi suposto que aquela aproximagdo era vilida. Entretanto
quando compara-se este resultado, observa-se uma divergéncia de —15.5%, com relagao
ao valor medido aceito de 256.7 Wm~—2 (Stephens, 1981). J4 utilizando-se a expressio
do fator de conversio presente na equagio (4.23), até os primeiros 9 termos, desenvolvido
durante a secg3o, obtem-se o valor médio de 264.7 Wm=2, o que resulta em um erro

relativo de +3.1%, com relagio ao valor admitido.



Conclusoes

Com o uso de uma equagdo diferencial dependente do tempo para descrever a
difusio de energia térmica para corpos negros nao perfeitos de forma superficial esférica
foi possivel mostrar que os efeitos conhecidos na literatura cientifica como efeito Yarkovsky
e efeito Inverno-Verao nao sao na realidade fenomenos distintos, mas sim conseqiiéncias

da existéncia de uma inércia térmica caracteristica.

A aplicagio de um estudo para os casos em que as dimensoes lineares do corpo
fonte emissor de radiacoes eletromagnéticas ndo poderem ser negligénciadas conduz 3 al-
teracoes nos célculos feitos da pressdo de radiagoes difundidas pelo planeta Terra no satélite
CASTOR.

O tratamento relativistico restrito, para os casos em que as dimensoes lineares
do corpo fonte emissor de radiacoes eletromagnéticas ndo poderem ser negligénciadas, até
a primeira ordem em || ¥ || /¢ conduz com naturalidade aos efeitos conhecidos como

Poynting-Robertson e Doppler-Diferencial.

Do modelo desenvolvido para as forgas rotacionais de radiagGes eletromagnéticas
extraem—se um termo cuja caracteristica é a de sempre contribuir para o decréscimo do

médulo do vetor momentum angular intrinseco de rotacao do corpo material orbitante, o
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que contribui para a explicagao da diminui¢ao da freqiiéncia de rotagao apresentada pelo

satélite LAGEOS.

O modelo para a forga translacional de radiagoes eletromagnéticas fornece como
resultado uma representagao sob forma de um vetor forga que pode ser utilizado em tra-
balhos posteriores, como por exemplo na determinagao da variagao dos elementos orbitais
através das equagGes de Gauss da mecinica celeste. A semelhanga desta proposigao, pode-
se determinar a evolugio dos elementos orbitais de diversos graos, interagindo entre si em

érbitas concorrentes, componentes de uma nuvem percursora da formagao de planetas.

Em adigio, o modelo de forgas rotacionais de radiagoes eletromagnéticas, também
fornece como resultado uma representagao sob forma de um vetor for¢a rotacional, que de-
screve, na forma diferencial a evolugdo do vetor momentum angular intrinseco de rotagao
do corpo material orbitante. A partir disto pode-se inferir qual é a respectiva contribuigio
na atitude de um satélite que orbita o planeta Terra, por exemplo. Como o modelo de
forcas translacionais também depende do valor instintaneo do vetor momentum angu-
lar intrinseco de rotagio, pode-se optimizar o conhecimento das variagGes dos elementos

orbitais.
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