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Resumo

Trajetdrias numéricas que modelam um sistema fisico de alta dimensionalidade sao confidveis
por pouco tempo se existe hiper-caos destruindo fortemente a hiperbolicidade do sis-
tema dindmico via a Variabilidade de Dimensao Instdvel (VDI): a existéncia de érbitas
periédicas mergulhadas num conjunto invariante cadtico com um numero diferente de
direcoes instaveis. Uma indicagdo numérica para a ocorréncia da VDI é a flutuacao em
torno de zero dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, como podemos verificar, por
exemplo, para o mapa do rotor duplo pulsado, um sistema fisico 4-dimensional no qual a
VDI é mais intensa em torno do seu parametro de controle igual a 8. Contudo, pouco se
tem dito a respeito do limiar (onset) da VDI. Aqui a abordagem é conseguir a bifurcagao
que acarreta a VDI para determinadas familias a um parametro de mapas bidimensionais,
bem como, considerando o mapa do rotor duplo pulsado, verificar que o caos unidimensio-

nal pode ser o gatilho para a VDI.



Abstract

Numerical trajectories that model a high dimensional physical system are valid only for
small times if there is hyperchaos strongly destroying the hyperbolicity of the dynamical
system via the Unstable Dimension Variability (UDV): the existence of periodic orbits em-
bedded in a chaotic invariant set with different numbers of unstable directions. A numerical
clue for UDV is the fluctuation of positive finite-time Lyapunov exponents about zero as
one can verify, for instance, to the kicked double rotor map, a 4-dimensional physical sys-
tem in which UDV is the most intense to its control parameter about 8. However, very
few has been told on the UDV onset. Our approach is to get the bifurcation that leads to
the UDV to some one-parameter families of bidimensional maps, as well as, as far as the
kicked double rotor map is concerned, verify that a one-dimensional chaos can be a trigger
for UDV.
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Capitulo 1
Introducao

Nesta introdugao é dada, de uma forma bastante resumida, uma visao geral da tese. Alguns
conceitos, defini¢oes e resultados que sdo aqui citados serao estabelecidos e formalizados
somente nos proximos capitulos, aparecendo aqui apenas como um adiantamento para que
possa ser esbogada uma visao geral do trabalho. Isto significa que todo o conteudo desta
introdugao esta carregado de um forte abuso de linguagem e de notacao, tendo um carater
mais explanatério e ndo apresentando as idéias com muito rigor, tendo como objetivo uma
discussao mais qualitativa. Contudo, iniciaremos esta introducao, de uma maneira informal,

com um tépico que nao serd explicitamente tratado nos capitulos restantes: Modelagem.

1.1 Visao Geral da Tese

Podemos modelar um sistema fisico num sistema dinamico, isto é, numa equacgao dife-
rencial ordindria (aqui denotada por EDO) ou num mapa (este associado a uma férmula
de recorréncia), de um dos seguintes tipos: deterministico, estatistico ou pseudo-
deterministico.

Num modelo deterministico as informagées (para entendimento, andlise, predi¢oes e
controle do sistema) sdo obtidas via a evolugdo temporal das varidveis (de estado) fisicas
relevantes a partir de equagbes (EDOs ou mapas) adequadas. Num modelo estatistico as
informacdes sdo obtidas via processos estocdsticos devido a muitos graus de liberdade ou a
ruidos aleatérios. Num modelo pseudo-deterministico sao obtidas informagoes estatisticas
a partir de equagcoes deterministicas.

Em face destas defini¢oes (informais), é razoavel fazer as seguintes perguntas:

- Para modelos pseudo-deterministicos, qual é a extensao da validade das predigoes base-



1.1 Visao Geral da Tese 7

adas em equacdes deterministicas?!

- Quando obtemos solu¢des numéricas (com sensibilidade as condi¢des iniciais intrinseca

devido a erros de arredondamento ou truncamento), até qual iterada estas sao validas?

Para quantificar a extensao de tais validades, temos o Sombreamento de Modelos. As
referéncias [1], [2], [3] e [4] contém uma abordagem cuidadosa deste assunto. Tal teoria
serd dada agora informalmente, como dito anteriormente, com abuso de linguagem e de
notacao. No capitulo 3 estabeleceremos algumas defini¢bes matemaéticas sobre este assunto,
bem como o lema do sombreamento (ver [1]), formalizando assim tal conceito.

Considere que temos dois modelos arbitrariamente proximos, obtidos a partir de um sis-
tema fisico. Por exemplo, considere as seguintes duas EDOs obtidas a partir da modelagem

de um determinado sistema fisico:

)

A: X =F(X,1)
B: X =F(X,t) +¢(t)

tal que £(¢t) é uma perturbagdo infinitesimal mas limitada. (Embora a varidvel tempo t,
neste caso, seja continua, ao longo de todo o trabalho restringiremos o estudo a sistemas
dindmicos discretos (mapas)).

Se para cada solu¢ao X 4 satisfazendo A, existir alguma solucao Xp satisfazendo B tal
que X4 “se mantem proxima” de Xpg, é dito que existe sombreamento de X4 por Xp.

No capitulo 3 formalizaremos o “estar préximo” deste conceito, bem como a idéia de
que, sem sombreamento, A e B ndo podem reproduzir ou predizer o sistema fisico que as
mesmas modelam.

Ainda mantendo em mente que esta introducao expde idéias sem o rigor necessario,
temos que, as dificuldades de sombreamento podem ser leves, moderadas ou severas, onde

cada uma destas pode ser caracterizada da seguinte maneira:

LEVES: Temos um Sistema Cadtico Hiperbdlico. (Daremos a definicdo de conjunto hi-

perbélico no capitulo 3). Neste caso X, “sombreia” Xp para t — oo (ver [1], [2], [3]
e [4)).

MODERADAS: Temos um Sistema Cadtico com Nao-Hiperbolicidade Fraca: a decom-
posicao do espaco de fase (espaco de estados) em subespacos estdveis (nestes, as

6rbitas convergem para solugdes de equilibrio quando ¢ — 00) e instaveis (nestes,

!Por exemplo, para sistemas cadticos com Sensibilidade as Condi¢oes Iniciais.
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as Orbitas divergem de solucgbes de equilibrio quando ¢t — oo0) é invariante, exceto
em tangéncias homoclinicas. (Daremos a defini¢ao de tangéncias homoclinicas no

capitulo 3). Neste caso X4 “sombreia” Xp para 0 < t < oo (ver [5], [6], [7] e [8]).

SEVERAS: Temos um Sistema Cadtico com Nao-Hiperbolicidade Forte: existem érbitas
periddicas mergulhadas no conjunto cadtico que experimentam um nimero diferente
de direcoes instaveis. A isto damos o nome de Variabilidade de Dimensao Instavel

(VDI). Neste caso X4 “sombreia” Xp para co >t “pequeno” (ver [4], [9], [10], [11] e

[12]).

A teoria matematica de sombreamento também pode ser aplicada as érbitas resultantes

de simulagoes numéricas a partir de um modelo. Aqui, é importante observar que:

ESe existir VDI as 6rbitas numéricas sao confidveis por pouco tempo!

Vamos discutir tal ponto, com um pouco mais de formalizagao, a partir do capitulo
3. Por enquanto, o utilizaremos como uma maneira de situar historicamente o que foi

estabelecido até agora e, a partir dai, descrever alguns objetivos deste trabalho.

1.1.1 Motivacao

Se considerarmos um sistema dinamico discreto e iterarmos uma trajetéria numérica (dita
pseudo-trajetéria) a partir de uma condigdo inicial, erros numéricos (ou algum outro tipo
de ruido) podem acarretar que, a partir de alguma iterada, a pseudo-6rbita nao seja mais
a trajetoria originaria daquela condicao inicialmente tomada. Por volta dos anos setenta,
o matematico russo D. V. Anosov e o matematico americano R. Bowen demonstraram
que mapas cadticos hiperbdlicos exibem a bem conhecida propriedade de sombreamento:
préxima a tal pseudo-trajetdria, existe uma trajetéria verdadeira (fiducial) gerada pelo
sistema e que, contudo, pode ser uma érbita que se origina de uma condicao inicial diferente
daquela pretendida. (Ver, por exemplo, [1] e [2]). Além disso, o tempo de sombreamento
é infinito (ver [1], [2], [3] e [4]). Tal pseudo-érbita é confidvel, no sentido de que a mesma
pode reproduzir a dindmica do sistema. Na verdade, nogoes tais como pseudo-trajetdrias
e sombreamento podem ser bem sucedidas se aplicadas a problemas de predigao (ver [13])
envolvendo estados futuros de um sistema dinamico.

Na década de oitenta, um grupo de fisicos-matematicos (C. Grebogi, J. Yorke, T. Sauer,

dentre outros) demonstraram que quando a hiperbolicidade é violada devido apenas a
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tangéncias homoclinicas, embora o tempo de sombreamento seja longo o suficiente para se
obter resultados deterministicos confidveis sobre o sistema, o mesmo é finito (ver [5], [6],
(7] e [8]).

Nos anos noventa, C. Grebogi, S. Dawson, J. Kurths, Y.-C. Lai, dentre outros, veri-
ficaram que o tempo de sombreamento é muito pequeno, sendo suficiente, e apenas para
alguns sistemas, para se obter resultados estatisticos como médias e flutuagoes, quando
uma forma forte de ndo-hiperbolicidade (VDI) ocorre: a existéncia de drbitas periédicas
com um numero diferente de diregoes instaveis, densamente (no sentido topolégico) mer-
gulhadas num conjunto invariante cadtico (ver [4], [9], [10], [11] e [12]). Quando a VDI
é muito intensa, as pseudo-trajetérias sdo de pouca (ou nenhuma) utilidade para que se
possa confiar em predicoes baseadas nas mesmas.

A VDI primeiramente surgiu em um trabalho matematico tedrico do eminente topdlogo
(medalhista Fields-1966-Moscou) S. Smale em conjunto com o matemdtico R. Abraham
(ver [9]).

1.1.2 Objetivos

Podemos dizer, informalmente, que os expoentes de Lyapunov a tempo n medem (como sera
visto no capitulo 3) a convergéncia ou a divergéncia entre érbitas a cada trecho de n pontos
consecutivos, pela dinamica do sistema, de uma destas érbitas. A flutuacao dos expoentes
de Lyapunov a tempo n mais préximos de zero em torno do proprio zero, vistos como
varidveis aleatérias, tem sido usada como uma indicagdo numérica da ocorréncia de VDI
(ver, por exemplo, [4], [10], [11] e [14]), mostrando assim um relacionamento préximo entre
VDI e expoentes de Lyapunov.? Considerando tal relacionamento, tem sido argumentado
que VDI é uma possivel rota para o caos multidimensional® (ver [15]). Contudo, veremos
que tal rota s faz sentido se considerarmos a VDI onde a mesma for maxima, isto é,
quando o numero dos expoentes de Lyapunov a tempo finito mais préximos de zero que

sao positivos é igual ao nimero dos que sdao negativos. Inclusive, tomando o mapa do rotor

20 teste da flutuagdo em torno de zero dos expoentes de Lyapunov a tempo finito para se detectar VDI
tem sido usado de modo similar ao teste da derivada nula para se detectar maximos e minimos. Contudo, é
possivel que ndo se obtenha nem méximos nem minimos num ponto de derivada nula. A ocorréncia da VDI
implica na flutuac¢ao em torno de zero dos expoentes de Lyapunov a tempo finito. Nao se sabe (ainda) se
a reciproca é verdadeira. Uma das questoes que discutiremos aqui é se o teste dos expoentes de Lyapunov

é uma condig¢do necessaria e suficiente para a ocorréncia de VDI.
3Caos multidimensional ou hiper-caos significa que existe mais de um expoente de Lyapunov a tempo

infinito positivo.
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duplo pulsado (MRDP)* como um exemplo, o aparecimento da VDI pode estar associado
ao limiar (do inglés onset) do caos unidimensional, isto é, caos com um tnico expoente de
Lyapunov a tempo infinito positivo.

Via argumentos matematicos e exemplos numéricos, este trabalho propde que alguns
tipos de bifurcactes podem acarretar VDI. Isto é feito para familias a um parametro de
mapas bidimensionais. Ainda argumentamos que VDI pode ter outro tipo de gatilho que
nao bifurcacoes: como jé dito anteriormente, o limiar do caos unidimensional. Isto ocorre
muito antes da VDI atingir o seu maximo. Antes de prosseguirmos vamos conceituar
informalmente o que é uma bifurcacdo. Uma bifurcagido ocorre num ponto z do espaco
de estados, que descreve a dindmica de um determinado sistema fisico, se uma variagao
infinitesimal em algum parametro associado a tal sistema acarreta uma mudanca qualitativa
numa vizinhanca de z. Por exemplo, pode ocorrer que érbitas préximas a xz, antes da
variacao do parametro, tendem a se aproximar de z, e, apds a variacdo do parametro, tais
6rbitas se afastam de x, acarretando que z passa de “estdvel” para “instdvel” via uma
bifurcagao. Os principais tipos de “bifurcacdes de co-dimensao um” serdo apresentados no
capitulo 5.

Outro objetivo do trabalho é examinar matematicamente o que é que acarreta a VDI
maxima para 0 MRDP. Na literatura cientifica disponivel (ver, por exemplo, [10] e [11]),
VDI para o MRDP tem sido associada a VDI na vizinhanca do parametro de controle onde

a mesma atinge o seu maximo.

1.1.3 Enfoque Adotado

Como vamos utilizar o rotor duplo pulsado para estudar sombreamento, VDI e expoentes
de Lyapunov a tempo finito, o préximo capitulo é dedicado ao estudo do mesmo. E neste
capitulo 2 que a Fisica acontece, embora a Matematica entre na derivagao do mapa e na
determinacdo dos pontos fixos. Como ja era de se esperar, por ter sido citado intimeras
vezes nesta introducgdo, o capitulo 3 é, possivelmente, o mais “matematico” de todos e
pode ser visto como capitulo de referéncia. Tal capitulo “matematiza” sombreamento, VDI
e expoentes de Lyapunov a tempo finito. O capitulo 4 aplica as defini¢Ges e os resultados
do capitulo anterior ao MRDP. Nos capitulos 5 e 6 estudamos, respectivamente, o limiar

5

da VDI para mapas bidimensionais de co-dimensao® um e para o MRDP. O capitulo 7

40 rotor duplo é um sistema, fisico composto de duas hastes interligadas de massa desprezivel. Em
breve estaremos estudando tal mapa (estroboscépico) que descreve a dindmica imediatamente apés cada

pulso em uma das duas hastes que compée o rotor duplo.
Sver a primeira pagina do Capitulo 4.
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estabelece conclusoes sobre este trabalho e indica caminhos para a continuagdo da pesquisa
aqui iniciada.

Com relacao a Matematica, em algumas poucas partes do trabalho abusamos da lin-
guagem e das notagoes para nao carregar demais a leitura e facilitar o entendimento. Por
exemplo, quando por fim definimos o que é uma forma normal, é ficil perceber um forte

abuso de linguagem. Contudo, remetemos o leitor a uma referéncia adequada.

1.2 Perguntas e Respostas

Por fim, antes que as perguntas “Qual é a contribui¢do deste trabalho?”, “O que é que
existe de original neste trabalho?”, etc., se fagam presentes, gostaria inicialmente de citar
0 que nao é original: os diagramas que ilustram a sequéncia de duplicac¢bes de periodo para
o MRDP do capitulo 4, o diagrama dos expoentes de Lyapunov a tempo infinito para o
MRDP do capitulo 4, o diagrama das distribui¢des dos expoentes de Lyapunov a tempo
finito referente a bifurcacdo forquilha do capitulo 5, o diagrama da sequéncia de duplicagoes
de periodo relativo ao mapa logistico do capitulo 5, obviamente os resultados e teoremas
citados com referéncias, e, embora a derivagdo do MRDP seja uma demonstracao original,
esta segue as linhas gerais do artigo do Romeiras (e colaboradores) citado na bibliografia
[16]. Agora, para dar uma idéia de alguns resultados originais, ressalto que, embora o uso
da flutuacdo (em torno de zero) dos expoentes de Lyapunov a tempo finito como critério
para a ocorréncia de VDI seja amplamente utilizado, e que, concomitantemente, a idéia de
que VDI implica tal flutuagio seja bem conhecida no “folclore” da area, a demonstracao
analitica de tal fato s6 é estabelecida, até onde saibamos, neste trabalho (ver capitulo
3). Outro resultado original estd relacionado com o limiar da VDI para o MRDP: obtemos
(aproximadamente) para qual valor do parametro de controle temos, e, concomitantemente,
o que é que acarreta a, VDI. Outro resultado original é a classificacao do limiar da VDI
para uma determinada classe de mapas bidimensionais a um parametro.

Para terminar este capitulo introdutério, gostaria de tentar responder a seguinte per-
gunta: “Quais as razoes que levaram a escolha do rotor duplo pulsado como sistema fisico
para estudar a patologia (numérica) conhecida como VDI?”. Em muitos artigos, alguns dos
quais citados na bibliografia deste trabalho (ver, por exemplo, [17]), tém sido argumentado
que a ocorréncia de VDI parece ser uma propriedade comum de sistemas com um grande
nimero de graus de liberdade. Além do rotor duplo pulsado ser um sistema fisico com
apenas quatro graus de liberdade, e de ter sido, aparentemente, até onde saibamos, o pri-

meiro sistema, fisico da literatura sobre o assunto a apresentar VDI, sistemas dinadmicos de
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dimensionalidade mais baixa que apresentam tal patologia vem sendo artificialmente cons-
truidos, por exemplo, via acoplamento de mapas de dimensdo um, sem conexio explicita

com qualquer sistema fisico.



Capitulo 2

Rotor Duplo Pulsado

Neste capitulo sera apresentado o Rotor Duplo Pulsado, o seu mapa, a derivagao do mesmo
a partir das equacoes de movimento que modelam a dindmica do rotor duplo. Também
serao calculados os pontos fixos de tal mapa.

O mapa do rotor duplo é um mapa 4-dimensional (ver [16]) que descreve a evolugdo

temporal de um sistema mecanico conhecido como o Rotor Duplo Pulsado (RDP).

2.1 Descricao do Mapa do Rotor Duplo Pulsado

No que se segue 8, e 6 (e suas derivadas) denotardo varidveis continuas, enquanto que zp,
T2, Y1 € Yo denotardo variaveis discretas.

O RDP é composto de duas hastes finas de massa desprezivel (ver figura 2.1). A pri-
meira haste, de comprimento [;, pivota o ponto fixo P;. A segunda haste, de comprimento
21, pivota o ponto mével Pp. Os angulos 6;(t) e 65(t) denotam as orientacées das pri-
meira e segunda hastes, respectivamente, no instante t. Uma massa m, é anexada a P, e
massas mo/2 sao anexadas as extremidades P; e Py da segunda haste. Atrito em P; (com
coeficiente v1) retarda a primeira haste numa taxa proporcional a sua velocidade angular
0:(t). Atrito em P, (com coeficiente 1) retarda a segunda haste (e concomitantemente, por
transferéncia de momento, acelera a primeira haste) a uma taxa proporcional a 6, (t) — 0, (¢).
A extremidade P; recebe pulsos periddicos nos instantes ¢t = T, 2T, ..., sempre na mesma,
direcao e com o mesmo modulo fy. Nao existe gravidade.

A partir das EDOs que descrevem o RDP (obtidas via equag¢des de movimento de uma
Lagrangeana adequada) temos o mapa 4-dimensional (para a derivag¢do de tal mapa ver a
se¢ao seguinte)

Zw— 7' =F(Z)

13
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Figura 2.1: Rotor Duplo Pulsado

definido por

X\ _ (X )_( MY+X
Y Y | \LY+GX)

!
onde X = Z1 €SI xSLY = % ERxReGX) = 1 sen zj ‘
T2 Y2 ¢z sen xh

Aqui, z; e z, sdo posi¢des angulares das hastes no instante do k-ésimo pulso (z; =
8,(kT)), y1 e y2 sdo as velocidades angulares das hastes imediatamente apds o k-ésimo

pulso (y; = 6;(kT + ¢) com ¢ — 0%), S' é o circulo R (mod 27), para j = 1,2 temos

¢; = foli/1,
onde I = (m; + my)l? = myl2 é 0 momento de inércia, e, por fim, temos
1 2

L 0,241427724 0,272608938
0,272608938 0,514036662 |

0,213354401 0,699317739

para iy, v, T, I, my, ms e ly iguais as suas respectivas unidades de medida, e [; igual a

( 0,485963338 0,213354401 )

1/4/2 de sua unidade de medida. Apenas o pardmetro f,, que representa a intensidade do

pulso, estara variando.
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A derivagdo analitica do MRDP serd feita sem levarmos em conta que os parametros
fisicos citados anteriormente sdo todos iguais a 1 e I; = 1/v/2. Tal hipStese é feita apds
obtermos a expressao analitica do MRDP. Isto significa que, apds a deducdo do MRDP,
estaremos considerando v1 = v, =T =T =mi=my=lh=1lel; = 1/\/5 em todos os

célculos numéricos relativos a tal mapa.

2.2 Derivagao do Mapa do Rotor Duplo Pulsado

As equagoes de movimento do RDP sao dadas por

d [ oL oL OF
- — |- =—-= =12, 2.1

onde a funcao Lagrangeana L é a diferenca entre a energia cinética,
. 1., 1.
K(61,02) = 51191 + 5[292,

e a energia potencial,

V(61,02,t) = (l1cos 01 + l2cosB2) f(t),

isto é, L = K — V , e a funcéo de dissipagdo de Rayleigh é dada por
.. 1 o 1 . -
F(Ol, 92) = §V1]191 =+ -2—1/2.[2(92 — 61) .

A sequéncia dos pulsos é dada por

Das equacoes de (2.1) temos

d [ oL d .
() =126, j=1,2,
dt (aej> ige i d

oL :

59—]" = —f(t)lj(— sen Qj), 1= 1,2,
oF . . .

— =y 110, + 1/212(02 — 91)(—1),
00,

oF : .
5072 = 1/2]2(92 - 91)
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Destas obtemos

i 0:1 _ ~—(I/1 + V212/I1) I/2I2/I1 9:1 + f(t) (gl/fl) sen 6 . (22)
dt 02 123 bt 25 92 (52/12) Sen 92
Agora vamos integrar esta ultima equagdo considerando I, = I, = I.
Como o efeito de cada pulso é instantaneo (isto é, f(¢) =0 para t # kT, k=1,2,...),

as componentes da ultima equacio sdo lineares entre pulsos sucessivos. Em particular, para
0<t<T, temos

d [ 6 _ 0, it
()l n) o

Afirmagio: Denotando 6;(0) e 6,(0) as velocidades angulares iniciais, a solu¢io para

6i(t) \ 61(0)
( Xt ) - ( X0 ) | 4
onde L(t) = Z?Zl W exp Ajt.

Aqui, \; e ); sdo os autovalores de A, sendo Ay = —2(11 + 2 + A) e Ny = —5 (11 +

2wy — A), A = (V2 +413)Y/2 e, W e W, sdo as matrizes constantes

b d —=b
Wl = ¢ ) W2 = 3
b d —b a

1 1 v —
sendoa=1(1+4),d=1(1-%)eb=-2.
Usaremos para a demonstragido da afirmagao anterior os seguintes resultados da teoria
das EDOs:

Seja A uma matriz quadrada. Considere a EDO

o sistema (2.3) é dada por

X = AX. (2.5)
As seguintes afirmagoes sao validas:
e A matriz principal de (2.5) , em ¢y = 0, é P(t) = exp At;

e Se X(t) é solugdo de (2.5) entdo X(t) = P(t) - V, sendo V um vetor arbitririo e com

dimensao adequada;

e A solucao do problema de Cauchy
X = AX
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é dada por X(t) = expAt- Xy X(0) =P(0)-V =1-V =V, onde I é a matriz
identidade adequada.

Assim, a partir de tais resultados, temos que, para demonstrar a afirmacao anterior

basta demonstrar a seguinte:
Afirmagao’: Em (2.4), L(t) = P(t) é a matriz principal de (2.3).

Antes da demonstracdo, considere ainda mais alguns resultados relativos a (2.5):

e Se A é diagonalizavel entdo uma matriz fundamental de (2.5) é dada por

®(t) = [ exphit- VU expA,t- VR ] ,
sendo VM ... V(™ o5 autovetores linearmente independentes de A em relacio aos
autovalores Aq, - - , A, respectivamente;
[ J
P(t) = 2(t)(2(0)) . (2.6)

Demonstracao: Inicialmente note que A, é diagonalizavel pois A; # A,. Dai:
e Calculo de V(U relativo & A\; = —1 (1 + 212 + A):
De

—(1/1 + V2) + %(Vl + 21/2 + A) V9
Vs —Vsy + %(1/1 + 2v9 4+ A)

vih]l o
vV 0

podemos escalonar

12 ] 2v
s(-v +4) Vo NE (—3142—A) 1Y wom
vy Lo +4) R I I I
obtendo, por exemplo,
V(l) 2vy
V(l) — 1 — n—-A ;
v 1|
e Calculo de V@ relativo & Ay = —3 (1 + 21, — A)
De
—(n +12) + 3(n1 + 20, — A) v vl _|o
Vo —v+ i +2—-A4) | | VY 0
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podemos escalonar

{ %(“‘Vl — A) 1]
Vy %(Vl - A)

2 2
~ L - (1 -II/-QA) ~ I - (h +2A)
1 s 0 0

2vs

obtendo, por exemplo,

e De

B(t) = 22 exp it 2 2 - exp Aot
exp A1t exp Aqt
obtemos
2U2A 2V2A 1 _VA_Z _Vlz_AA
3(0)= | 75 W s @)= 5 LB |
1o o
Finalmente, da equagdo (2.6), temos
P(1) = Lt exp At — 1452 exp At —%2 exp Mt + Y2 exp Aot _L(). O
— 2 exp /\1t—|— 2 exp Agt 1”1 A exp At + 1”1+A exp Aqgt .

Agora, podemos escrever a equagdo (2.4) da forma

d (60 61(0)
dt ( N0 ) =L ( 6,(0) ) '
Dai, por integracdo, temos

td [ 6.(¢ t 6, (0
‘/;< ”)@ / @(F”>&.
0 § 2(6) 0 92(0)
Assim, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo no primeiro membro da ultima
_ (%@
equacao, e, sendo :

02(0)
(&@)zmm<@@>+<&@), ©.7)
6,(1) 6(0) 6,(0)

M(t):/o L(g)dg:/ ZW exp \;€ dé = ZW exp“ -t

) uma constante no integrando do segundo membro, temos

onde
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Note que, para j = 1,2, devido ao pulso, 8; é continua em ¢ = T mas éj nao o é. Dai:

0;,(T*) = lijréej(T +¢€) = 6,(T), (2.8)
0,(T*) = lim 0,(T +e¢)=7 (2.9)

A interrogagdo em (2.9) significa que precisamos obter §;(T*) de outro modo. Assim, da

equacdo (2.2) (com [; =1, j =1,2) temos
T+e ) T+e
T—e di 02(t) T—e dt 92(15)
fO > Tte ll sen 91 (t)
70 St —
I kX:;/T—e (&~ K1) ( Iy sen 05(t) ) &,
0O(T+e)\ [ 6(T—o A 0(T+e) \ [ (T~
0o(T + ) 62(T — €) "1\ (T +e 0(T — €)
fo [ lisen 6, (T)
I \ 1, sen 0,(T) -
Desta, a equagdo (2.9) passa a ser a equagao
e 0= ( él(T+) ) - ( é.l(T_) ) =A, ( 0 ) gL ( b sen 01(T) ) (2.10)
6,(T) 62(T) 0 I \ 1, sen 65(T)

Para concluir a deriva¢io do mapa observe que, a solugao da equagao (2.2) para T <

~

t < 2T é idéntica a solugado da EDO linear (2.3) para 0 < ¢ < T exceto que, para j = 1,2,
as condigdes iniciais 6;(0),,(0) sao trocadas por 8;(T),8;(T).

A solugdo da equagdo (2.2) é a composicio da solugao da equagdo (2.3) com o efeito
dos pulsos em t = T, 2T, . ... Para estudar a dinadmica do rotor é natural considerar apenas
o estado do sistema imediatamente apés cada pulso. Logo, das equagdes (2.4), (2.7), (2.8)

e (2.9), obtemos o mapa do rotor duplo dado na subsegéo anterior.
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2.3 Pontos Fixos

Antes de calcularmos os pontos fixos do MRDP, por uma questao de completude, é in-
teressante definir ponto fixo. Um ponto fizo (ou uma érdita periddica de periodo
um), digamos Xo, para um mapa é um ponto do espago de fase (espago de estados) tal que,
qualquer iterada de tal ponto pelo mapa resulta no préprio xo. A dindmica relevante no
espago de estados para um sistema fisico ocorre em vizinhangas de érbitas periédicas e, em
particular, de pontos fixos. Em uma érbita periddica de periodo n temos n pontos
do espaco de estados. Cada um destes pontos é um ponto fixo para a n-ésima iterada do
mapa. Isto posto, vamos inicialmente determinar uma férmula para calcularmos os pontos
fixos para o MRDP.

Independente de normalizarmos as varidveis fisicas de interesse, sempre temos
L=1L+AM,

onde A, é dada como na equagdo (2.3) da segdo anterior.
Os pontos fixos Z, = (X, Y,.) do MRDP sdo solugbes de

X, = MY, + X, — 27N,
Y, =LY, + G(X,),

onde N = (ny,ny) sdo nimeros (inteiros) de rotagdo nas varidveis z,,2,, isto é,

Y, =2rM™"IN
G(X,) = —2rA,N

Usando as defini¢des de G e A, a ultima equagao fica

Sen Ty _ _27’(’1/[ (l/ll)(—2n1 + nz) _ l f01
sen Toy fO (1/[2)(711 - 77,2) B fO f02 .
Logo, para cada par de nimeros de rotagdo (ny,ns), existem quatro solugdes possiveis

para (Z1«, Z2.), desde que

| fol2] foe |,
onde | for |= max(| fo1 |,| fo2 |)-

Denotaremos os pontos fixos por

ZIN:g) — (X [Nial y [Nl
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ou simplesmente

[N; g],
onde ¢ = 1,2, 3, 4, supondo
IN;1) | IN;2) [IN;3] (N34
:El* —5171* <x1* —xl*
IN;1] _ IN;3) [N;2] | [N4]
Lo, = Ty, < Ty, = Ty,

Note que Y£N] = (yglf], ny]) é 0 mesmo para 0s quatro pontos fixos, isto é, ndo depende

de q.

2.3.1 Calculo dos Pontos Fixos

Primeiramente note que

|fol

{ fou = —2m V2 -2m + 1) =1 { | —2n1 +ny |< zm/lgﬂssg

| ny —ng |<

f02 = —271'(77,1 - le) 2m~628

Dai temos que:
(i) Para 0 < fo < 27 temos que

{|-2n1+n2|=0 {—2n1+n2=0
=

=>n =ny=0=
ny—no =20

|ny —mng |=0

Logo, como 0 < z. < 2m,¢c = 1,2, temos

(@1, 224) = (0,0), (0, 7), (m,0), (7).

~

ey

(ii) Para 27 < f; < 2mv/2 temos que

b

|~2n1+n2 |=0
| n1 —ne |=0,1

de onde surgem até 12 pontos fixos. De fato, temos

(I);

ll fOC |S' fO |7C= 172

1. = arcsen (

ZTo, = arcsen 0
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Ainda temos que

{ —2n1+n2:0

nl—ngz—l

T1« = arcsen {

Zo, = arcsen 2T

=>n1‘:1,n2=2:>{
fo

Logo

(210, 222) = (0,23, (0, 25, (m, 2l 2%), (1)

-

(Ifa)
Por fim, temos que

{ —2n1+n, =0 T1« = arcsen 0

27

ny—ng =1 Tox = arcsen — -

:>n1=—1,n2=—2=>{
Logo

(T2, 932*) = (0, :1:[2(_1’—2);1]), (0, :E[Q(_l’_2);2]), (r, x[z(—l,—2)§3])’ (r, z[Z(—l,—Q);‘i]) .

(1Ib)

(iii) Para 27v/2 < f < 47 temos que

‘—27’1,14"7’)/2 |= 0,1
"I’Ll—TLg':O,l ,

de onde surgem até 36 pontos fixos: além de (I), (IIa) e (IIb), um célculo andlogo

aos anteriores resulta em mais 24 possibilidades. Por exemplo:

{ —2n7 +ny = —1 T1. = arcsen 2’}7‘5

To, = arcsen 0

=>n=ny=1=
ny—ng =20

acarreta

1,1);1 1,1);2 1,1);3 1,1);4
(xl*7x2*) = (2}'[1(* ) ]Jo)a(x[l(* ) ]77r)7£$[1(* ) ],0),(33[1(* ) ]777-)1'

se f0>271‘\/§

(iv) fo — oo = (ntimero de pontos fixos) — co.

Exemplo: Para fy = 9 temos

(n1,n2) (T14, T2x)

(0,0) (D

(1,2) (0,0,773),(0, 2,369),(7, 0,773), (7, 2,369)
(=1,-2) | (0,3,914),(0, 5,510),(r, 3,914), (r, 5,510)

(1,1) | (1,411,0),(1,411,7),(1,730,0), (1,730, 7)
(=1,—1) | (4,553,0),(4,553, 7),(4,872,0), (4,872, 7)
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Usamos que (ver [16])
(T14, T2x, Y14, Y2i) € ponto fizo para (ny,ns) # (0,0) se, e somente se,

(27 — T14, 270 — Tow, —Y1x, —Y2:) € ponto fizo para (—ny, —ny).2

Dai z., = arcsen % para (ni,ns) se, e somente se, 2T — T, = arcsen — % para

(—Tll, —’I'LQ).

Entao, para resumir este capitulo, obtemos o MRDP e um modo de determinar seus
pontos fixos a medida que varia o seu parametro fy, intensidade da forca aplicada numa

das duas hastes que compde o rotor.

2De fato, o0 mapa do rotor duplo é invariante pela mudanga de varidveis (z1, Z2,y1,y2) = (27 — 21,27 —

Z2, —U1, —‘y?)‘



Capitulo 3

Hiperbolicidade, Sombreamento e

Variabilidade de Dimensao Instavel

Como dito na introdugdo, este capitulo estabelece os conceitos e resultados matematicos
(inclusive os numéricos) para estudarmos ndo apenas o MRDP, como também familias de

mapas bidimensionais (construidos via acoplamento) que serdo estudadas no capitulo 5.

Primeiramente consideraremos algumas condigoes.

e Sejam f : RY — R? um difeomorfismo! e (f*),cz a sequéncia de compostas de f onde

f0 é a identidade.

e Seja A um subconjunto compacto de R¢. Considere ainda que A é um conjunto

invariante por f, isto é, f*(x) € A, Vn, Vx € A. Para xy € A definimos f*(xg) = x,,.

Numericamente f pode ser vista como uma regra que determina uma, férmula de recorréncia,
isto é, x,+1 = f(x,). Fisicamente o dominio n-dimensional de f pode ser visto como um
espago de estados n-dimensional. A pode ser considerado como um conjunto atrativo de

trajetdrias deste espaco.

e Seja EY (respectivamente, E2) a variedade linear instdvel (respectivamente, estavel)
gerada pelos autovetores associados aos autovalores de médulos maiores (respectiva-

mente, menores) do que 1 da jacobiana Df(x) , Vx € A.

No que se segue, ao invés de R¢ poderiamos considerar variedades compactas adequadas mergulhadas

em R4,

24
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E} (respectivamente, EZ) é um subespago vetorial do espaco de estados onde qualquer
trajetéria pertencente ao mesmo se aproxima arbitrariamente de x quando n — —oo (res-

pectivamente, n — 00).

e Seja A um conjunto hiperbdlico, isto é:

(i) Em cada ponto de x € A o espago de fase pode ser decomposto em uma soma

direta das variedades lineares, isto é,

(ii) A decomposigdo (3.1) varia continuamente com x e, para cada x € A, é invariante
sob a ac¢do do mapa tangente Df, : T — Ty, isto é,

Df, (E%) = B2, (3.2)

Xn+1?

(iii) Se yo é um vetor que pertence a uma vizinhanga suficientemente pequena de
E; (respectivamente, EY ) e Df(X,)yn, = yn41 para n > 0 (respectivamente,
Df ' (x,)¥n = Yn-1 para n < 0), temos que ||y, — Xz|| = 0 (a uma taxa

constante) se n — +oo (respectivamente, n — —00), Vxo € A.

Conjuntos hiperbdlicos satisfazem propriedades matemadticas interessantes. Como vere-
mos, uma destas propriedades refere-se a capacidade de érbitas numéricas estarem sempre

arbitrariamente préximas de érbitas verdadeiras.

e Seja {p,}2_, (embora sejam permitidos a = —oo ou b = 400, no que se segue

consideramos a e b finitos) uma é-pseudo-drbita para f, isto é, ||pn+1 - f(pn)H <d

paran=a,...,b—1.

Para os nossos propdsitos, uma pseudo-trajetéria ¢ uma lista discreta de numeros, gerada
por uma regra de evolucao temporal implementada computacionalmente, tal como uma
aproximacdo do tipo Runge-Kutta para uma solugdo numérica de uma EDOQO. Tipicamente,
para cada dado numero de iteradas, existe uma discrepancia entre a regra e a equacao
dindmica correspondente, devido ao erro de truncamento da regra ou as propriedades de

arredondamento do computador.

e Seja {x,} uma 6rbita verdadeira, isto é, x,+1 = f(x,).
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Numericamente ndo existem 6rbitas verdadeiras. Para os nossos propdsitos uma orbita,
verdadeira serd um trajetéria calculada com a maior precisio possivel a partir de uma
condigao inicial. Pseudo-6rbitas podem ser obtidas a partir da mesma condi¢do inicial,

calculadas em precisdes menores.

e Considere que {x,} e-sombreia {p,} em [a,b], isto é, ||xn - pn|| < eparan =

a,...,b.

Para as proximas hip6teses, utilizadas no lema do sombreamento que sera apresentado
na proxima se¢ao, ¢ importante dizer que o conjunto atrativo A é um atrator se a seguinte
defini¢do operacional é satisfeita: A é um conjunto no qual pontos f*(x,), para n suficien-
temente grande, se acumulam. Ainda, a unido de dois atratores disjuntos, se existem, nao

¢ um atrator.

e Seja x¢ € R¢ um ponto errdtico, isto é, existe alguma vizinha¢a do mesmo, digamos

Ux,, tal que f*(Uy,) N Uy, = O para n suficientemente grande.
e Considere o conjunto ndo errdtico Q(f) = {x € R?%: x ndo é erratico}.?

e Nio ¢ dificil demonstrar que (ver [18]) (f) é um subconjunto compacto de R¢,

invariante por f e que contém todos os atratores do sistema dinamico.

3.1 Algumas Propriedades Matematicas de Conjuntos
Hiperbdlicos

Considerando as defini¢coes e notacoes anteriores temos que:

(H1) E¥n E: = {0}, Vx € A.® Isto segue diretamente do ftem (i) anterior.

A propriedade (H1) significa que o dngulo entre as variedades lineares E¥ e E? nao pode

ser nulo.

(H2) dim EY* = dim Egfy, Vx € A

2(Qs pontos periédicos de f sdo claramente nio erraticos.
3Na verdade, x = 0 é o vetor nulo do espago vetorial T.
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De fato, como f é um difeomorfismo, Dfy : T, — T¢(x) é um isomorfismo, Vx € A. Dai, por
(3.2), a restrigio Dfy|E%* : &S — E¢ () também € um isomorfismo, Vx € A. O resultado
segue do fato de que dois espagos vetoriais sdo isomorfos se, e somente se, tém a mesma,
dimensdo. Uma consequéncia da propriedade (H2) é que a dimensao instével (estdvel) é

invariante ao longo de uma trajetéria tipica em A.

(H3) Variedades locais (ndo lineares) estdveis e instdveis podem ser definidas para cada
x € A. Estas sdo tangentes as respectivas variedades lineares estdveis e instaveis (ver
[18] e [19]).

A variedade instdvel (estdvel) tangente a E¥ (E2) é um conjunto invariante por f defi-
nido por W = {y € R% f*(y) = x quandon — —oco} (W: = {y € R% f*(y) —

x quando n — 0o}).

(H4) Pequenas perturbagdes no sistema hiperbélico com atrator cadtico ndo afetam o
“sombreamento” de drbitas perturbadas por “verdadeiras” ad infinitum (ver [1] e
(2]). A figura 3.1 ilustra o sombreamento de uma pseudo-érbita por uma Orbita

“verdadeira” do sistema.

Trajetoria s/ Ruidg

X0

X0’ Trajetoria ¢/ Ruido

Trajetoria s/ Ruido

Figura 3.1: Dada uma trajetéria perturbada (com ruido) com condigao inicial x, é possivel
obter outra condicao inicial x’y da qual parte uma trajetéria verdadeira (sem ruido) que

evolui préxima da orbita perturbada que parte de x.

Na, verdade temos o seguinte resutado de [1],

Lema do Sombreamento 3.1 Supondo que f satisfaz o azioma A, isto é,

4Na verdade tal resultado foi estabelecido na pagina 38 de [20], para o caso de um difeomorfismo
de Anosov, sendo que sua demonstracio é uma variagio da demonstra¢do que aparece em [2]. f é um

difeomorfismo de Anosov se estd definido numa variedade que é toda hiperbdlica.
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A1l. Q(f) é hiperbdlico, e,
A2. O conjunto dos pontos periddicos de f é denso em Q(f),

temos que, para cada € > 0, existe um § > 0 tal que, toda §-pseudo-drbita {p,} da restrigdo

f|A € e-sombreada por alguma drbita verdadeira {x,}, para alguma condi¢io inicial Xo €
Re.

Exemplo de um conjunto nao-hiperbdlico onde niao existe sombreamento a
tempo infinito: Seja fy o parametro de controle do MRDP. Existe nao-hiperbolicidade
numa vizinhanga de f, = 8 (Ver, por exemplo, [10] e [11]). Isto se reflete numa perda de
confiabilidade das trajetérias numéricas. Por exemplo, da figura 3.2 é possivel inferir que
nao importa com que precisdo numérica iteremos uma mesma condic¢ao inicial: depois de
poucas iteradas, as pseudo-6rbitas origindrias da condigdo inicial (computadas em precisoes
diferentes) divergem exponencialmente.’ Tal exemplo nos inspira a questionar os problemas

advindos da nao-hiperbolicidade de um conjunto invariante.

3.2 Falha na Hiperbolicidade
Considerando as defini¢oes e notagdes anteriores temos que:

1. Um atrator nao é hiperbélico se existe x no mesmo cujas variedades estével e instavel
se interceptam tangencialmente. Nestas tangéncias (homoclinicas) E¥ e E¥ nao sio

definidas (ver propriedade (H1) anterior). (Ver figura 3.3).

Tempo de sombreamento: finito mas longo o suficiente para obter informagoes sobre o
sistema. (Ver [5], [6], [7] e [8])-

2. Abraham e Smale [9] exibiram um difeomorfismo com conjunto invariante tal que
dim E¥ = 1,2, dependendo de x (ver figura 3.4). Tal comportamento é dito Va-
riabilidade de Dimensao Instével (VDI). (Ver [4], [9], [10] e [11])).5

Tempo de sombreamento: suficiente para se obter informagoes estatisticas de alguns

sistemas pseudo-deterministicos. (Ver, por exemplo, [12]).

5Posteriormente calcularemos o tempo de sombreamento de tais trajetérias. Tal tempo, a menos de

erro numérico, terd um bom ajustamento (do inglés fitting) com o da figura 3.2.
6Foi em [9] que a VDI primeiramente apareceu.
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Figura 3.2: Iteracao da condigdo inicial (5,5, 5,7, 0,0, 0,0) para o MRDP em precisdes simples

e dupla, divergindo exponencialmente a partir da décima oitava iterada. Aqui, fo = 7,5.

Variedade Instdvel

Tangéncia Homoclinica

Variedade Estdvel

Figura 3.3: Tangéncia Homoclinica entre Variedades Estavel e Instavel de um Ponto Fixo
(de Sela).

No capitulo um foi dito que se existe VDI as trajetorias numéricas sdo confidveis por pouco
tempo (ver também a figura 3.2). O motivo é que uma 6rbita tipica tem segmentos de

érbita que na média sdo repulsivos em uma dimensdo e segmentos de érbita que na média
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orbita tipica

Figura 3.4: Crise de Identidade: Uma 6rbita tipica (do conjunto invariante) ao passar nas
vizinhangas de pontos como P e () acima, ndo sabe se fica com uma ou duas direcoes

instaveis.

sao repulsivos em duas dimensoes. Isto tem sido verificado numericamente, inclusive para
o MRDP, via a flutuagdo dos expoentes de Lyapunov a tempo finito em torno de 0 (ver,
por exemplo, [10], [11] e [21]).

Agora vamos elaborar melhor sobre tais expoentes.

3.3 Expoentes de Lyapunov a Tempo Finito

Seja n um inteiro positivo. O k-ésimo ezpoente de Lyapunov a tempo n associado

a condigdo inicial X, é dado por (ver [22])
1
Ak (X0;n) = ﬁln |Df"™(xp) - ugl, (3.3)

onde uy é o autovetor de Df"(x,) associado ao autovalor ox(xg,n), sendo o1(xq,n) > --- >

o4(xg,m) > 0.
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Exemplo: Na figura 3.5 temos a distribui¢ao dos expoentes de Lyapunov a tempo

finito mais préximos de zero para o MRDP.

PO

05 _

Figura 3.5: Distribuigdo de probabilidade P(),, 15) para o segundo expoente de Lyapunov
a tempo 15, considerando o MRDP para f; = 8,0. Seguindo o algoritmo numérico dado no
final desta segao, a figura foi obtida a partir de 1000 condigbes iniciais geradas de forma
aleatéria. Para cada uma destas, apdés um transiente acima de 6000 iteradas, calculamos

0s A2(15) 10000 vezes ao longo da trajetoria.

E conveniente ressaltar que, considerando (sem perda de generalidade) u, normalizado,

a equagdo (3.3) passa a ser a equagio
1
Ak (%x0;m) = —ﬁln or (X, m). (3.4)

Como ja citado anteriormente no capitulo um, uma indicagdo numérica da VDI é o com-
portamento flutuante (em torno de zero) dos Ax(n) mais préximos de zero. Isto porque,
na presenca de VDI, existem pontos instdveis com diferentes dimensoes instaveis, o que faz
que uma érbita tipica contida no atrator visite vizinhancas suficientemente pequenas de re-

pulsores e pontos de sela. Isto significa que existem segmentos a tempo n (que representam
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n iteradas de um mapa) para os quais a trajetéria é, em média, transversalmente atrativa
ou repulsiva. Isto é quantificado pelos At(n): quando segmentos a tempo n de uma tra-
jetdria sdo tais que existe uma contragio (expansao) média ao longo de suas autodirecoes,
o correspondente Ag(n) é negativo (positivo). Dai, se o conjunto caético invariante exibe
VDI, existem segmentos a tempo n de uma trajetéria tipica para os quais \;(n) é positivo,
ainda que o expoente de Lyapunov a tempo infinito Ax(c0) seja negativo. O fato de que,
devido a VDI, A¢(n) flutua erraticamente em torno de zero, encoraja o uso dos \x(n) como

variaveis aleatdrias e de sua distribuigcdo de probabilidades P(\g, n).

3.3.1 Propriedades dos \;(x¢;n)

Considerando as defini¢oes e notagoes anteriores temos que:

L1. X;(x,n) mede a variagdo local da taxa de contragdo ou expansdo de pequenas per-

turbagoes numa érbita a cada n passos ao longo da érbita a partir de xg;
L2. n — 00 = (A\(n)) = Ax(00);

L3. A distribui¢do de probabilidade P()\x,n) dos Ax(n) conta o nimero (normalizado) de

vezes que cada um dos valores de Ax(n) aparece a medida que X, varia no atrator;

L4. Podemos tirar informagdes importantes de P(\g,n) examinando suas médias e mo-

mentos em torno da média.

L5. Abarbanel e colaboradores (ver [23]) mostraram que médias e momentos em torno da
média respeitam uma lei de poténcia aqui ilustrada pela varincia: o2 o n™, onde
v >0,5.

Na verdade, embora em [23] seja estabelecido que v =~ 0,5 — 1,0, ndo sdo apresentados
quaisquer argumentos (geométricos ou de qualquer outro tipo) que justifiquem os valores
observados de v. De fato, os autores destacam que, embora os unicos argumentos que eles
conseguiram construir ou encontrar na literatura especializada (ver [24], [25] e [26]) sugerem
v =0.5 ou v = 1.0, em seus calculos nao surgem nem v = 0.5 nem v = 1.0. Os argumentos
baseados em hipéteses do tipo “Teorema do Limite Central” (ver [25] e [26]) obtém n~1/2,
enquanto que aqueles baseados em analiticidade no tempo obtém n~! (ver [24]). Contudo,

em [27] é verificado que a variancia pode decair, de forma anémala, como 1/n?.

L6. A flutuacdo dos Ax(n) em torno de 0 é consequéncia da VDI.
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Vamos demonstrar a propriedade L6 anterior, isto é, se existe VDI entdo os A\¢(n) mais
proximos de zero flutuam em torno do mesmo. De fato, sabemos que se existe VDI pode-
mos exibir trajetérias com dimensdo instdvel ndo invariante ao longo das mesmas. Con-
siderando uma destas trajetdérias com condicdo inicial Xy no conjunto cadtico invariante,
temos que existe um conjunto infinito de inteiros n; e n, suficientemente grandes, tais
que as jacobianas Df(f"!(xg)) e Df(f"2(x,)) tém, digamos, 1 e 2 autovalores de médulos
maiores do que 1, respectivamente. Considere x; numa vizinhanca de um ponto fixo
com duas dire¢oes instdveis. Considere que m(xy) iteradas de f a partir de xq repre-

sentam um trecho da érbita em que Df(x;) tém apenas um autovalor de médulo maior

do que um, ¢ = 0,...,m(X), €, devido a érbita se aproximar do ponto fixo citado acima,
Df (Xm(xo)+1), Df (Xm(xo)42)5 - - - » DE(Xin(x0)+5) tém dois autovalores de médulos maiores do
que um.

Embora estejamos trabalhando com conjuntos que nao sao hiperbdlicos, é correto afir-
mar que Xg,Xp, ..., Xm(x,) ¢ um conjunto (discreto) hiperbélico.” Agora, seja o¢ 0 Unico
autovalor com médulo maior do que um de Df(xo). Seja uy € EY um autovetor de Df(xo)
associado a gg. Dai, por argumento de continuidade (lembrar que Dfy,(EY ) = EY, ), temos
que Df(xo) - ug = w; € E} ¢ uma autodiregdo instavel. Como Df(x;) tem apenas um
unico autovalor de médulo maior do que um, u; é um autovetor de Df(x;) associado a
tal autovalor. Também por argumento de continuidade no trecho hiperbdlico, temos que
Df(x1) -uw; = uy € E},. Seguindo tal argumento mais algumas (n) vezes, temos que
Df"(xo) - uo = [[;y, 1 Df(xi) - 1o = u, € EY . Um argumento semelhante demons-
tra que se uy € Ej entdo Df"(xo) - uy = u, € E; . Assim concluimos que se Df(x;)
tém apenas um autovalor de médulo maior do que um (uma tnica autodiregdo instével),
i=0,...,m—1 < m(xg), entdo Df"(x¢) também tem apenas uma autodiregio instével.

Se denotarmos, por abuso de notagao, f(Xm(x)+1) = Xo, uma argumentacao semelhante
a anterior demonstra que se Df(x;) tém apenas dois autovalores de médulos maiores do
que um (apenas duas autodiregdes instdveis), 1 = 0,...,n — 1, entdo Df"(x,) também tem
apenas duas autodiregdes instaveis.

Assim, usando a definicdo (3.3) e sabendo que Df"(xq) terd um ou dois autovalores de
modulos maiores do que 1, dependendo de n, temos que A\x(n) (sendo ug = uy para algum
k adequado da defini¢do (3.3) ) serd menor ou maior do que zero, dependendo da iterada

n ao longo da trajetéria.

70 conjunto cadtico invariante ndo é hiperbélico nos pontos fixos com um nimero diferente de dire¢oes
instdveis. As falhas no sombreamento nos trechos ndo-hiperbdlicos das trajetérias (que se aproximam de

tais pontos fixos instdveis) sdo conhecidas como “glitches” (ver [10]).
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A argumentacdo anterior demonstra a propriedade L6. Serd que a reciproca é verda-
deira? Isto é, a flutuagdo dos expoentes de Lyapunov mais préximos de zero em torno do
proprio zero implica em VDI?

Para sistemas caéticos nao-hiperbdlicos via tangéncias homoclinicas (por exemplo, para
os mapas de Hénon e Ikeda), os Ay (n) (k = 1,2) flutuam, mas aparentemente nao em torno
de zero. Isto pode ser verificado em, por exemplo, [11] e [23]. (De fato, em [11] é argu-
mentado que mapas bidimensionais caéticos nao-hiperbélicos via tangéncias homoclinicas
nao podem apresentar VDI). Na figura 3.6 podemos ver um exemplo deste comportamento

para o mapa de Ikeda z,.; = a + bz, exp(ix — onde z = x + 1y, com parametros

THenl?)
a=1,0027,6=10,9, k =0,4 e « = 6,0. Contudo, uma resposta a pergunta anterior merece

2y5 T I T I T | T ] T I T
2 -
151 -

o

1- -
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ol 1 L1 N
2 L5 1 -05 0 0,5 1

Figura 3.6: Distribuigdo de probabilidade P()g, 10) dos A2(10) para o mapa de Ikeda com
parametros de regime caético. Note que parece existir uma barreira para os Ay(10) préximos

de zero.

ser melhor trabalhada. Caso seja negativa, isto é, se obtermos um contra-exemplo no qual
ocorra a flutuacdo dos expoentes de Lyapunov a tempo finito mais préximos de zero (em
torno do mesmo) sem a ocorréncia de VDI, o teste de tal flutuacdo para se detectar VDI

devera, naturalmente, ser utilizado com algum critério.
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Seguindo o algoritmo numérico dado a seguir, a figura 3.6 foi obtida a partir de 1000
condicoes iniciais geradas de forma aleatéria. Para cada uma destas, aps um transiente

correspondente a 1000 iteradas, calculamos os A2(10) mil vezes ao longo da trajetéria.

3.3.2 Calculo Numérico dos Ai(n)

Para calcular os Ax(n) utilizamos um método numérico similar ao método Eckmann-Ruelle

que se encontra nas paginas 650-651 de [28]. Basicamente, procedemos da seguinte ma-

neira:8

(I) A partir de uma condigéo inicial, iteramos f até que o transiente® do sistema tenha

terminado;

(II) Seja xo uma iterada de f, passado o transiente. Calculamos f'(x) e Df(f*(xo)),

1=0,...,n—1;
(III) Calculamos a matriz Df"(x), que é o produto das jacobianas do item (IT) anterior;
(IV) Se Df"(xg) nao for simétrica, utilizamos a rotina balanc de [29]'°;
(V) Fazemos a reducgao de Df"(x) a forma de Hessemberg via a rotina elmhes de [29];
(VI) Calculamos os autovalores de Df"(x,) utilizando a rotina hqr de [29];
(VII) Calculamos os Ax(n) utilizando os autovalores do item (VI) e a equagdo (3.4);
(VIII) Ordenamos os \¢(n) em ordem crescente e os registramos;

(IX) Recomegamos a partir do item (II), permutando xq por f*(xy). Este item deve ser

repetido um ndmero suficientemente grande de vezes;
(X) Repetimos o item (I) quantas vezes forem necessarias.

Seguir tal procedimento é estar muito préximo de se obter uma populacao suficientemente

grande das varidveis aleatdrias \¢(n) para que se possa conseguir uma boa estatistica.

80 uso das rotinas do numerical [29] neste algoritmo foi uma idéia original do Professor Dr. Anténio

M. Batista, da Universidade Estadual de Ponta Grossa-PR.
9Em teoria o transiente representa a evolu¢ao temporal do sistema antes do mesmo atingir seu estado

final. Na prética, se o estado final ndo for uma 6rbita periddica, iteramos f um mimero suficientemente

grande de vezes para tentar eliminar o transiente.
10T3] ftem é necessirio pois a préxima rotina numérica sé funciona para matrizes simétricas.
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Resumindo este capitulo, estabelecemos alguns conceitos matematicos, sendo que os
mais importantes, descritos aqui com abuso de linguagem, sdo os seguintes: (1) Um con-
Junto invariante cadtico ter a sua hiperbolicidade quebrada via VDI significa que trajetérias
(numéricas) neste atrator deixam de representar 6rbitas verdadeiras do sistema, sendo que,
como veremos, o problema se torna mais agudo quando a VDI é maxima; (2) Na literatura
cientifica disponivel, o que tem detectado a VDI é a flutuagdo dos expoentes de Lyapunov
a tempo finito em torno de 0.

Os préoximos capitulos abordardao sombreamento, VDI e expoentes de Lyapunov a tempo

finito para o MRDP e mapas bidimensionais de co-dimensao um.



Capitulo 4

Variabilidade de Dimensao Instavel

para o Mapa do Rotor Duplo Pulsado

Neste capitulo vamos estudar a VDI para o MRDP. Inicialmente vamos fundamentar mate-
maticamente a ocorréncia de VDI em torno de fy = 8, sendo que, numericamente, tal fato
ja é bem conhecido (ver, por exemplo, [10]). Vamos ainda estabelecer (aproximadamente)
a partir de qual valor de fy ocorre a VDI. Contudo, o que acarreta a VDI no seu limiar
serd assunto do penultimo capitulo. Antes, no préximo capitulo, exibiremos outras formas

de ocorréncia de VDI para outros tipos de mapas.

A partir da jacobiana do MRDP
I M
DzF(Z) = 2 ,
H(X') L+ H((X'M
onde o termo ndo linear é dado por
, , €1 COS T} 0
H(X) = D G(X/) = ,
0 C2 COS T,
e da equacdo caracteristica
P(s) =| DzF(Z,) — sl4 |=| s?I; — s(Io + L+ HM) + L |= 0, (4.1)

obtemos que, em uma vizinhanca do forcamento f; = 8, existe um tunico autovalor que
acarreta uma bifurcacdo de co-dimensao 1, isto é, igual a 1 ou a -1, apenas para [N =

(0,0);q = 4], isto é, P, = (m,m,0,0).) (Os tipos de bifurcacdes de co-dimensao 1 mais

!Quando calculamos os pontos fixos para o MRDP, vimos que em tal vizinhanca, existem 12 pontos

fixos. Vao surgir novos pontos fixos s6 a partir de fo ~ 8,89.

37
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importantes serdo vistos no préximo capitulo). Na verdade, para P,, temos s; = —1, onde

51 < 82 < S3 < 84 580 as raizes de (4.1) (ver figura 4.1).

-0,96 T LI T T T T T T T T

-0,98

I Ik l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
8 8,02 8,04 8,06 8,08 8,1 8,12

f

Figura 4.1: Grafico de s, dependendo de fj.

4.1 Teoria da Variedade Central e o Mapa do Rotor
Duplo Pulsado

Aqui vamos argumentar que, assim como para o parametro fy ~ 4,27, em P, existe uma
bifurcacao de duplicacido de periodo para fy ~ 8,11. Tal fato estd ligado a ocorréncia de
VDI onde a mesma é maxima. A fundamentagdo destes e de outros fatos terd lugar a
partir da proxima subsecao. No inicio desta secao estaremos apenas destacando alguns dos
resultados relacionados com a VDI para o MRDP e o caminho para obté-los. Considere o

seguinte:

e Considerando f, ~ 8,11, DF(P,) tem apenas um autovalor igual a —1, os outros tém

modulos diferentes de 1;
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e Autovalor da bifurcagdo em P,: —1;

)

e Quando P, bifurca pela primeira vez em fy ~ 4,27 (ver figura 4.2), este vem estavel

o"’: wn -

Figura 4.2: Diagrama de Bifurcacio para fy € [4,0,6,0]. Para cada um dos 8000 valores
de f, considerados, iteramos cada uma das 500 condigoes iniciais consideradas, desconside-

rando transientes correspondentes a mais de 6000 iteradas.

e perde a estabilidade via um tnico autovalor s = —1, passando a ter 3 autodirecoes
estaveis e uma instavel até fy < fo. =~ 8,1104126. Dai temos d* = 1 neste intervalo.
P, tem uma segunda bifurcagdo em fy = fo., j4 no conjunto caédtico (ver figura (4.3)
para verificar que para tal forcamento j& temos caos) e s, = —1 como acima, passando
a ter duas autodiregGes estdveis e duas instaveis (d* = 2) para fy > fo.. Ainda, toda

pré-imagem de P, herda tal propriedade;

e Devido a existirem, ap6s tal bifurcagao, um conjunto C enumeravel infinito de pontos
fixos (P, e suas pré-imagens, que sdo na verdade pontos do tipo “eventually fixed
points” mergulhados no conjunto caético [30]) com dimenséo instdvel igual a dois e
um conjunto (parte do complementar de C) ndo enumeravel de pontos com dimensao

instavel igual a um, fo = fo. identifica a ocorréncia de VDI;
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Figura 4.3: Diagrama de Bifurcagdo para fy € [6,0,8,0]. Para cada um dos 8000 valores
de fy considerados, iteramos cada uma das 500 condi¢des iniciais consideradas, desconside-

rando transientes correspondentes a mais de 6000 iteradas.

Isto ainda ndo significa que (P, fo.) representa o limiar (onset) da VDI (como veremos
em breve). Por outro lado, no pendltimo capitulo exibiremos outro ponto fixo (diferente
de P, ), tal que, juntamente com as suas pré-imagens, formam um conjunto enumeravel de
pontos com dimensao instavel igual a 2, ja para fy < fo.. Isto revela a ocorréncia de VDI
antes de 8,11.

e Bifurcacao em P,: Duplicacao de Periodo;
Os resultados dados a seguir (fundamentados a partir da préxima subse¢do) atestam o
ultimo item.

e Pela Teoria da Variedade Central (ver o teorema do inicio da préxima subsecgdo e
também [19], pdginas 357-374. Por tal teoria, a dindmica do sistema pode ser reduzida
a dindmica restrita a variedade central), temos a seguinte candidata para ser a forma

normal associada a bifurcacdo de duplicagao de periodo:

f(U,f()):—u—(fo—foc)u+U3,U€R1, fOERl; (42)
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Para tal forma estamos supondo que, apds fazermos a redugao a variedade central, o ponto
fixo P, foi transformado na origem em R!.

A forma normal para uma familia a um pardmetro (1) de mapas unidimensionais que
tem um ponto fixo ndo-hiperbdlico (z, ) = (0,0), digamos =z +— g(z,u) = aou + a1z +
axp® + azx? + agpuz + asp® + agz® + ..., 6 uma outra tal familia z — f(z, ) tal que, embora
quase todos os coeficientes a;’s de f sejam nulos (os que ndo sdo iguais a zero sdo iguais a

1 ou a —1), as dinadmicas de f e g préximo de (0,0) sdo qualitativamente as mesmas.

e O que resta fazer para termos uma demonstracao analitica de que, de fato, temos
uma bifurcac¢do de duplicagdo de periodo para (P, fo.) é (ver teorema do inicio da
préxima subsegdo) separar a parte linear da parte ndo linear do MRDP. A partir de
tal separacdo, como temos os autovalores e os autovetores da bifurcagdo, podemos
obter a forma de Jordan J e o MRDP fica

z z
U N o

— ( J ) + ( termos nao lineares ) .
v v

w w

Agora, usando uma equagdo funcional ndo linear adequada da Teoria da Variedade
Central (ver [19], pdginas 204-210), devemos obter uma forma normal u — f(u, fo)

tal que, como a (4.2), satisfaz (ver [19], paginas 373-374):

£(0,0) =0,
o)
O (o.0) ’
ol _,
afO (0,0) ,
82f2
Er P
(0,0)
82f2
0,
C%Lafo (0’0) #
63f2
£0.
ou? (0,0)

Para tal forma transladamos 7 para 0 e fo. para a origem.
Na préxima subse¢ao vamos usar a teoria da variedade central para fazer uma demons-

tracao parcial de que, de fato, temos uma bifurcacao de duplicagio de periodo em (P, fo.)-



4.1 Teoria da Variedade Central e o Mapa do Rotor Duplo Pulsado 42

4.1.1 Dinamica sobre a Variedade Central

Primeiramente vamos apresentar alguns resultados da Teoria da Variedade Central. Tais

resultados podem ser encontrados em, por exemplo, [19], paginas 205 - 210.

Teorema da Variedade Central 4.1 E possivel escrever qualquer mapa n-dimensional

de classe C" (numa vizinhanga suficientemente pequena da origem) na forma

z — Az + f(z,y,2), (4.3)
y +— By+g(z,y,2), (4.4)
z = Cz+h(z,y,2), (4.5)

ou

Tnt1 = Azp+ f(ZnyYn, 20),
Ynt1 = Byn+ 9(Tn, Yn, 2n),
Zn+1 = Cz, + h((l?n, Yn, zn);

onde (z,y,2) E REXR* X RY, c+s+u=mn,
£(0,0,0) = 0, Df(0,0,0) = 0,

9(0,0,0) = 0, Dg(0,0,0) =0,
h(0,0,0) = 0, Dh(0,0,0) = 0,

e f, g e h sdo de classe C™ (r > 2) numa vizinhanga da origem.

A (respectivamente B, respectivamente C) é uma matriz ¢ X c (respectivamente s X s,
respectivamente u X u) cujos autovalores tém mddulos iguais a (respectivamente menores
do que, respectivamente matores do que) 1.

Evidentemente (z,y,z) = (0,0,0) é um ponto fizo instdvel de ({.3-4.5), a menos que
u = 0, sendo que, neste caso, a linearizagdo € insuficiente para o estudo da estabilidade em

torno de (0,0,0).
Existe uma variedade central para (4.3-4.5) que pode ser representada localmente como
um grdfico do sequinte modo

We) = {(z,y,2) € REx R® x R¥: y = hi (), z = ha(x), hi(0) = 0, Dh;(0) =0, i = 1,2}, (4.6)

para x sufictentemente pequeno.
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A restrigio de (4.8-4.5) a variedade (4.6) €, para w suficientemente pequeno, dada pelo
mapa c-dimensional

w = Aw+ f(w, hi(w), he(w)). (4.7)

Se u =0 entdo (4.7) determina a dindmica (o tipo de estabilidade) em torno da origem de
(4.3-4.5).
Utilizando o fato de que (4.6) é invariante sob a dindmica gerada por (4.5-4.5), obtemos
Tnt1 = ATn + f(@n, hi(zn), ha(zn)),
Yotr1 = hi(Tpi1) = Bhi(zn) + 9(Tn, hi(Tn), ha(2n)),
Znt1 = ha(@p41) = Cha(zs) + A(Tn, ha(zn), ha(Tn)),
isto €,
M(hi(z)) = hi(Az + f(z, (z), ha(z))) — Bhi(z) — 9(z, hi (), he(x)) = 0
Na(ha(z)) = ho(Az + f(z, hi(z), hao(z))) — Che(z) — h(z, hi(z), ha(z)) = 0. (4.9)
Podemos, sem perda de generalidade, tomar wma aprozimagdo de uma solugdo de (4.8-
4.9) via uma expansio em série de poténcias, isto é, sejam ¢12 : R¢ — R>* mapas com

$12(0) = 0, ¢1,(0) = 0 e Nio(d12(x)) = O(| = |%) quando z — 0 para algum q > 1. Dai
hi2(z) = ¢12(z) + O(| z |9) quando x — 0.

Agora é conveniente observar que nos célculos abaixo foi utilizado o “software” Maple.
Isto posto, inicialmente escreveremos 0 MRDP como em (4.3-4.5). Para tanto, fixaremos o

parametro de controle em fy, ~ 8,1104126 e faremos a translagao
P. — (0,0,0,0)

concomitantemente com a expansao de Taylor para o MRDP.
Assim, seja
Z — F(Z)
o MRDP como dado no capitulo 2, onde Z = (z1,x2,¥1,%2)" ¢ F(P;) = P, = (7, 7,0,0)".

Considere ainda que F = (F}, F, F3, F;), onde as componentes de F sdo dadas por

S

Z
Z

Z
Z

= x4+ Myyy + Moy (mod 271’),

3

= X9+ M21y1 + M22y2 (mod 271'),
) sen F1(Z) + Luy: + Liaye,

V2

= fosen F3(Z) + Loyyyy + Losys,

QI

(Z)
(Z)
(Z)
(Z)
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sendo M;; e L;; as entradas das matrizes M e L, respectivamente, ¢, j = 1,2, como dadas
no capitulo 2.

Agora faremos a seguinte mudanca, de varigveis
W = (uy,up,v1,05)" = Z — P,
concomitantemente com a expansao
P, + W = F(W)=F(P, + W) =P, +DFP,) - W+ 0O( W 2.

Daf temos F((0,0,0,0)!) = (0,0,0,0)t

4 4
~ _  OF; 1 9%F; _
F] (W) - =1 aZz (PW) . Wz + 5 i1§=1 ale aZ12 (PW) ‘ Wzl sz + 7
7 =1,2,3,4, isto é,
[ 1 0 M11 M12 1701 (751 T
~ 0 1 M. M U
FW)=| . o “l+
—7% 0 Ly — %Mn Ly — \/§M12 vy
| 0 —fo Loi = foMy Loy — foMay 1 L V2 |

0
o 0 2 2 2 2 3 .3 3,3
6 | @i+ 3Mi1udvy 4 3Mi2udvr 4+ 3ME u1v? + 3M B u1vd + 6My Miguivive + 3M3) Migvivg + 3M11 M 0103 + M3 o3 + MPy0d)
3
ug + 3M2 u%vl + 3M22u%v2 + 3M221 uzvf + 3M222ugv§ + 6Ma1 Mosugvivp + 3M221 Mzzv%'vg + 3Maq M222v1 v% + M;_:;llvi1 + M232v2

+

+....
Considerando que
1 0 0,48596  0,21335
0 1 0,21335  0,69932
DF(P,) =
—5,73493 0 —2,54554 —0,95096
0 —8,11041 —1,45778 —5,15772

é a matriz da parte linear da expansio e usando um pouco de &lgebra linear (considerando

que a matriz formada pelos autovetores de DF(P,) é dada por

0,17651  1,49479  1,45155 0,06284
-0,04529 -1,22614 0,72154  0,13362
—0,90446 —4,71523 -3,45360 -0,28647

0,40547  3,30040 —0,16422 -0,95601

’
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onde, obviamente,

—6,29876 2,28573 —2,19663 0,56367
0,64814 —0,75190 0,12000 —0,09845
0,81224  0,57100 0,16718  0,08310
—0,57346 —1,72440 —0,54608 —1,16109

T =

representa a inversa de T'), temos que o MRDP passa a ser escrito como

T'W — F (w,7,y,2)' = T"'F(TT'W) = T"'DF(P,) - TT"'W + T"!G(TT'W),?
N o~ A -~ -

=T-1W =J

isto é,
(w,z,y,2)" = J(w,x,vy, 2)" + termos nio lineares,

onde a forma de Jordan é dada por

-1 0 0 0
J— 0 -0,06188 0 0 ’
0 0 —0,18037 0 ‘
0 0 0 —4,46101

e 0 primeiro termo ndo linear é dado por

(f(w, z,Y, Z), gl(w’ z,Y, Z), g?(w: z,Y, Z), h(w, z,y, z))t’

onde

fw,z,y,2) = 0,01851w’z + 0,05077w?y + 0,05222w?z + 0,01011wz? +
+ 0,07796wy? + 0,12416wz* + 0,05180wzy + 0,04829wzz +
+ 0,17927wyz + 0,11242zyz + 0,01162w* + 0,00199z> +
+0,03600y° — 0,115092° + 0,0123922y + 0,007262%z +
+ 0,04287zy* + 0,10740z22 + 0,097963%2 + 0,02392y 22,

u; = 0,17651w + 1,49479x + 1,45155y + 0,06284 =
ugy = —0,04529w — 1,22614x + 0,72154y + 0,13362z
vy = —0,90446w — 4,715232 — 3,45360y — 0,28647 2

vy = 0,40647w + 3,30040z — 0,16422y — 0,95601z

T(w’ x’ y’ z)t =

e G(W)=0|W ).
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a(w,z,y,2) = —0,00105w’z — 0,00270w?y — 0,00252w?z — 0,00062wz? —
— 0,00447wy? — 0,01120wz* — 0,00258wzy — 0,00151wzz —
- 0,01172wyz — 0,00937zyz — 0,00064w> — 0,000152° —
—0,00177y* + 0,025652° — 0,00047z%y + 0,00055z%z —
— 0,00269zy* — 0,01326x2% — 0,00258y%2z + 0,01138y2?,

g(w,z,y,2) = —0,00133wz — 0,00400w*y — 0,00460w?z — 0,00064wz> —
— 0,00554wy? — 0,00123wz* — 0,00440wzy — 0,00577wzz —
— 0,01005wyz — 0,00254zy2z — 0,00087w® — 0,00008z°* —
—0,00312y° — 0,027312% — 0,00133z%y — 0,002312%2 —
— 0,00261zy> + 0,00560x2% — 0,01261y%z — 0,02545y 27,

h(w,z,y,2z) = 0,00378w’z + 0,01403w?y + 0,01943w?z + 0,00114wz* +
+0,01533wy?* — 0,05404wz? + 0,01760wzy + 0,03362wzz +
+ 0,00749wyz — 0,03417zyz + 0,00272w® — 0,000272> +
+0,01283y% + 0,343872° + 0,00703z%y + 0,01991z%z +
+0,00388zy? — 0,11554x22 + 0,07762y%2 + 0,24993y2>.

Agora, considerando:

o A=-1,

o B— —0,06188 0 ’
0 —-0,18037

o C = —4,46101,

e as séries de poténcias h; = a;w? + bw? + O(w4), i = 1,2,3, onde os a;’s e b;’s sao

coeficientes a determinar,

e resolvendo a equagdo funcional ndo linear (4.8-4.9)
(h1, ho)"(Aw + f(w, by (w), ha(w), ha(w))) — B(ha(w), ha(w))’

_(gla g2)t(w7 hl (w)> h2(w)7 h3(w)) = (0’ O)t’

h3(Aw + f('U), hl(w)7 h?(w)a h3(w))) - Ch3(w) - h(wa hl(w)7 h?(w)7 h3(w)) =0,
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temos que o mapa restrito a variedade central ao longo da autodirecdo relacionada ao
autovalor —1 em f, =~ 8,1104126 é dada por (ver (4.7))

w — —w + 0,01161815371w® + O(w®). (4.10)

Como estamos fixando o parametro f, = fo., por tal teoria, o termo de menor ordem
associado a fy de uma forma normal para uma familia de mapas unidimensionais a um
pardmetro é “mudo”, isto é, é inexistente. Assim, temos uma forte evidéncia de que o
mapa (4.10) representa a forma normal que acarreta uma bifurcacao de duplicacdo de
perfodo com parametro fixado. (Compare (4.10) com (4.2)). E valido salientar que (4.10)
nao é a forma normal da restrigio do MRDP a variedade central e sim a prépria restrigao.

Mas a sua expressao é quase a forma normal.

4.2 Expoentes de Lyapunov Locais e o Mapa do Rotor
Duplo Pulsado

4.2.1 Distribuigoes dos A(n)

Considerando o MRDP, como visto no capitulo 3, podemos obter uma boa aproximagao
numérica para as distribui¢des de probabilidade dos expoentes de Lyapunov locais, isto
é, a tempo finito, por meio de histogramas obtidos via um grande nimero de drbitas,
calculando-se tais expoentes a cada n iteradas, passado o transiente, a partir de véarias
condigbes iniciais.

Em torno de fy =~ 8 temos o limiar do hiper-caos onde, a medida que nos aproximamos
de tal valor, a distribuicdo no formato de sino fica mais evidente, sendo que, neste caso,
aproximadamente metade dos A;(n) sdo positivos e metade sdo negativos.® O par (P, fo.),
como determinado na se¢ao anterior, representa o ponto de VDI maxima. Podemos ver um
deslocamento das distribuigdes para valores positivos a medida que f varia na vizinhanca

da trasi¢do para o hiper-caos. (Ver figura 4.4).

4.2.2 Variancia

As distorgoes nas distribuigoes da figura 4.4, com respeito a Gaussiana, sdo responsaveis
pelo comportamento altamente flutuante, antes do hiper-caos, do grafico da variancia o2

em funcao do forgamento fy, como pode ser visto na figura 4.5. Esta figura também ilustra

3Ver a propriedade L2 dos A (n) do capitulo 3.
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Figura 4.4: Algumas distribuigdes de probabilidade relativas aos A9(10) para o MRDP
obtidas para diferentes valores de fy. Cada distribuigdo foi gerada a partir de valores nas

mesmas ordens de grandeza daqueles utilizados para gerar a figura 3.5.

que o grafico é aproximadamente suave apos tal ponto. No préximo capitulo veremos outros
sistemas (com VDI) para os quais as distribuigdes dos Ag(n), além de serem aproximada-
mente Gaussianas, também se deslocam para valores positivos sem, no entanto, visiveis

distorcdes na forma.

4.2.3 Meédias

A figura 4.6 corrobora que a média dos expoentes de Lyapunov locais mais préximos de
0 cruzam o préprio 0 na vizinhanga do hiper-caos. Tais médias, como antecipado na
propriedade L2 do capitulo 3, se ajustam aos expoentes de Lyapunov a tempo infinito
Ax(00), k =1,2,3,4, como demonstra a figura 4.7 reproduzida de [12]. (Tal figura aparece
aqui para apresentar uma simulacao numérica que nao calculamos, mas que tem suficiente
autoridade para confirmar nossos calculos).

Embora ndo tenhamos obtido (nem mesmo encontrado na literatura cientifica disponivel
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Figura 4.5: Variancia relativa aos Ay(10) para o MRDP em fungdo de fo. Tal diagrama
reflete as distorgGes das distribui¢des para Az(10) no intervalo entre (aproximadamente) —1
e 1 da figura 4.4.

sobre o assunto) uma demonstragdo de que a propriedade L2 seja valida independente do
tipo de distribuicdo (quer seja normal ou de qualquer outro tipo) que os expoentes de
Lyapunov a tempo finito possuam, podemos inferir numericamente que tal resultado é
verdadeiro via a concordancia entre os graficos das figuras 4.6 e 4.7, bem como o grafico
dos expoentes de Lyapunov globais, isto é, a tempo infinito, para o MRDP ilustrado em
[16], bastante semelhante ao da figura 4.7, onde tais expoentes sao calculados a partir de um
nimero grande de drbitas (apds longos transientes) e entdo sdo obtidas as médias destes
valores utilizando o método descrito na referéncia [31]. Uma outra hipdtese que reforga a
propriedade L2, independente do tipo de distribuicao que os exponentes de Lyapunov locais
(como varidveis aleatérias) possuam, é que a propriedade L5 foi obtida em [23] via expoentes
de Lyapunov a tempo finito que apresentam distribuicdes completamente distorcidas, sem

formas definidas, principalmente quando este “tempo finito” é muito pequeno.
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Figura 4.6: Médias dos expoentes de Lyapunov a tempo 10 para o MRDP em fungdo de

fo- (A2(10)) cruza 0 a uma taxa constante na vizinhanca da trasi¢do para o hiper-caos.

Figura 4.7: Expoentes de Lyapunov a tempo infinito para o MRDP em fung¢éo de fy. Figura
obtida por Lai, Grebogi e Kurths em [12].

4.2.4 Fracao dos \y(n) Positivos

Uma quantidade de interesse, em termos da caracterizagdo da VDI, é a fracao ¢ dos As(n)

positivos.* O célculo numérico desta fracdo é simples: apés calcularmos um dos Ay(n),

4Tal fragdo, por exemplo, funciona como um indicativo numérico para a determinagdo do limiar da VDI.
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calculamos a soma do mesmo com a soma dos calculados anteriormente. Se tal expoente
for positivo, calculamos a soma do mesmo com a soma dos outros positivos calculados
anteriormente. Apds termos executado tal procedimento para uma quantidade suficiente
dos Az(n), dividimos a dltima dessas somas pela primeira. Tal cdlculo numérico pode ser

visto na figura 4.8. Aqui, a transicdo para o hiper-caos ¢ identificada com a fragdo positiva

08— -

0,6 — -

02k i

Figura 4.8: Fracdo dos A2(10) positivos para o MRDP em fungdo de fp. A transi¢do para
o hiper-caos ¢ identificada com a fragdo positiva de metade dos A2(10). Na figura 4.4, para
tal valor, a distribuicdo é simétrica a, e com maximo na, reta A3(10) = 0. O limiar para a

VDI (fy ~ 6,8) ndo coincide com o do hiper-caos.

de metade dos A2(10). Podemos ver que na figura 4.4, para tal valor, a distribuigdo é
simétrica a, e com maximo na, reta A\2(10) = 0. Na figura 4.8 ainda é visivel que o limiar
para a VDI (em fy ~ 6,8)° ndo coincide com o do hiper-caos. No pentltimo capitulo vamos

revelar o culpado por tal limiar.

5Como demonstrado no capitulo 3, VDI implica em flutuacio dos expoentes de Lyapunov mais préximos
de 0 em torno de 0. A Légica Matemadtica nos diz que a negagao da proposi¢do anterior é a seguinte: Se

néo existe flutuacio dos expoentes de Lyapunov mais préximos de 0 em torno de 0, entdo nio existe VDI
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4.3 Tempo de Sombreamento

Nesta se¢@o discutiremos a seguinte questao: Por quanto tempo as pseudo-trajetérias sdo
validas?

O que foi observado anteriormente pode ser quantificado via o conceito de tempo de
sombreamento, definido como o intervalo de tempo 7 durante o qual uma pseudo-trajetéria
é sombreada por uma trajetéria verdadeira. Sauer e colaboradores (ver [21] e [32]) deter-
minaram que o tempo de sombreamento médio de uma drbita tipica, denotado por (7),

escala com a cota superior do erro numérico em cada iterada, aqui denotada por 9§, tal que
(r) oo,

sendo que

Tal h é dito expoente de hiperbolicidade.

Consideremos agora uma aplicagdo da “férmula” acima. Utilizando a figura 4.9, po-
demos ver que, para fy ~ 7,75 temos log(r) ~ 1,25, isto é, (7) ~ 18. A menos do erro
numérico, isto concorda com a iteragdo da condigdo inicial (5,5, 5,7, 0,0, 0,0) para fo = 7,5,
em precisoes simples e dupla, ilustrada na figura 3.2.

Por uma questao de completude, daremos uma idéia de como a expressdo que calcula o
tempo de sombreamento (7) é obtida. Para mais detalhes convém consultar as referéncias
[21] e [33].

Quando, no conjunto cadtico invariante, é calculado o log da distdncia ponto a ponto
(aqui denotado por z) entre uma pseudo-trajetéria tipica e uma trajetéria verdadeira cor-
respondente,® calculada com alta precisdo usando a “técnica de refinamento” (ver [7]),
e, considerando a lista numérica dos x como varidveis aleatdrias, sao obtidas suas distri-
buigdes para varios valores do pardmetro de controle, nota-se que tais distribuicoes sdo do
tipo exponenciais derivando para a direita.

Para cada valor de f, as pseudo-érbitas sao obtidas adicionando-se artificialmente erros
da ordem de § = 10716,10714, 10712 as érbitas verdadeiras em cada iterada. As distribuicdes
dos z sofrem um deslocamento da esquerda para a direita, para § = 107, 10714, 10712,

nessa ordem.

5Tais distancias sdo ditas “distancias de sombreamento”.
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Figura 4.9: log(r) em funcdo de f;. A figura (b) é uma ampliacdo da figura (a) para
fo €17,5,8,5].

Aumentando-se o parametro de controle a partir de um valor arbitrariamente préximo
do valor onde a VDI é maxima, percebe-se que os expoentes das distribui¢oes exponenciais
aumentam, ainda que nao se tenha as expressdes analiticas das distribuicées. Observa-
se ainda que, préximo do valor do paradmetro onde a VDI é maxima, as distancias de
sombreamento experimentam vérias (e crescentes) ordens de grandeza.

Como explicar tais distribui¢cdes dos x e 0o comportamento das mesmas a medida que
variamos fo?

Devido a VDI acarretar a flutuacao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito em torno
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de zero, e como tais expoentes estdao relacionados com o aumento ou a diminuicao das
distancias de sombreamento, é utilizada uma aproximacao via um processo difusivo para
explicar os aspectos quantitativos das distribuicoes exponenciais. Assim, inicialmente, é
estabelecida a hipétese de que a distribuicao exponencial dos = é resultado de um caminho
aleatério enviesado (biased) com deriva para uma barreira refletora.”

Quando uma pseudo-érbita evolui em regioes hiperbélicas do atrator, o Lema do Som-
breamento garante a existéncia de uma o6rbita verdadeira que a sombreia. Por outro lado,
quando a pseudo-drbita entra numa regiao nao-hiperbdlica, devido ao aumento do nimero
de direcoes instdveis, a trajetéria verdadeira se afasta da pseudo-trajetéria, sendo que o
erro em cada iterada (majorado por §) funciona como uma barreira refletora, ja que a
trajetdria verdadeira nunca estd a uma distancia menor do que ¢ da pseudo-drbita.

O modelo difusivo usa os expoentes de Lyapunov a tempo finito (que flutuam em torno
de zero) como uma inovagao por iterada para se obter a distribui¢do exponencial dos z.
Para tanto, considera-se a probabilidade de transi¢ao P relativa a um processo difusivo
continuo dada pela equagao de Kolmogorov

oP o? 9*p oP

ER R AT
sendo que as inovagdes por iterada tém média —m e varidncia o2 (ver [34]). o? representa
a taxa de difusao sendo dada pela dispersao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito
que flutuam em torno de zero. —m < 0 representa a deriva, j4 que parte dos expoentes de
Lyapunov a tempo finito sdo positivos e os restantes sao negativos. Assim, considerando
as seguintes condicoes de contorno P(oo) = (0P /dz)(o0) = 0 (devido a deriva —m < 0), a

solugdo de equilibrio 9P /3t = 0 resulta numa distribui¢do exponencial

2m
Em [21] e [33] pode ser visto que: (1)tal distribui¢do exponencial se ajusta muito bem as
distribuicoes exponenciais dos x empiricamente calculadas, citadas no inicio desta argu-
mentagao; (2)as distdncias de sombreamento y, onde z = logy, seguem uma distribuicao

tipo lei de poténcia da forma cy=2m/" (

como uma func¢ao de ¢); (3)a expressédo para (7)
resulta do uso de Transformadas de Laplace quando y, = 1: trajetérias verdadeiras que
sombreiam pseudo-érbitas existem, desde que as distancias de sombreamento sejam peque-

nas se comparadas com o tamanho do atrator. Dai, iteradas do mapa entre “glitches”, onde

"Um caminho aleatério cldssico estd associado a uma distribuicdo gaussiana (tipo ruido branco). As
distribuigbes exponenciais com deriva para a direita levaram a hipdtese de um caminho aleatério enviesado

com deriva.
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“glitches” sao iteradas em que Orbitas verdadeiras deixam de sombrear pseudo-trajetérias,
representam o mesmo que iteradas calculadas até que a distancia de sombreamento atinga
1 (y- =1).

Em [21] tal modelo difusivo é estudado para o MRDP, enquanto que em [33] o estudo

é feito para o “riddling map” (ver préximo capitulo).

Como conclusao deste capitulo relembramos que para o MRDP a VDI comega a aconte-
cer para um valor do pardmetro de controle nao maior do que 6,8, e que, a VDI é maxima
para tal parametro em torno de 8. Em torno deste tltimo valor, trajetérias numéricas (que
modelam o sistema fisico) sdo de pouca utilidade: qualquer uma tal pseudo-6rbita nao é

sombreada por érbitas verdadeiras produzidas pelo sistema.



Capitulo 5

Variabilidade de Dimensao Instavel e
Bifurcacoes de Co-dimensao 1 para

Mapas Bidimensionais

Neste capitulo! estudaremos VDI para mapas bidimensionais obtidos via acoplamento de
mapas unidimensionais adequados. Veremos que com isso podemos construir mapas que

apresentam VDI e adicionalmente estabelecer o “gatilho” que a acarreta.

Seja x — f(x, p), onde x € R? e p € R, uma familia de difeomorfismos a um parametro
e A um conjunto cadtico invariante por f, isto é, f*(x) € A, Vn, Vx € A. J4 vimos que um
modo de A n&@o ser hiperbélico é via VDI. Isto ocorre se, por exemplo, para algum valor
de p existirem ao menos dois pontos fixos de f em A que ndo tenham o mesmo nimero de
diregOes instaveis, isto ¢, as variedades instdveis destes dois pontos fixos ndo tém a mesma
dimensao. Para um conjunto adequado de valores do parametro, sejam p;,ps € A tais
pontos fixos satisfazendo f(p;) = p;, ¢ = 1,2, d¥ # dy e df = dimW*(p;), i = 1,2.

Seja p. um valor critico de p tal que, para p < p. temos d} = di (néo existe VDI) , e,
para p > p. temos dy = df + 1. Ainda considere que p varia numa vizinhanca adequada
de p.. Neste caso definiremos que o limiar da VDI em p=p, € devido a bifurcagdo
de co-dimensdo 1 do difeomorfismo f, noqual p; torna-se instavel numa dada diregéo
enquanto p; nao muda sua estabilidade em qualquer diregao.

A perda da estabilidade de p, numa diregao do R? pode ocorrer de trés modos (ver [19]

sobre bifurcagdes de mapas). Seja Df(p) a matriz jacobiana de f com entradas calculadas

!Este capitulo reproduz, com énfase na did4tica, grande parte do conteido de (35].

06
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para o ponto fixo p. Para p = p., definiremos que p tem autovalor & se £ for autovalor
de Df,(p). Os trés tipos de bifurcagdes de co-dimensdo 1 para p = p. que acarretam a

VDI serdo caracterizados via o autovalor de p em p = p.. Df,(p) pode ter:

(1) um tunico autovalor igual a +1;
(ii) um unico autovalor igual a —1;
(iii) um par de autovalores complexos conjugados de médulo igual a 1;

Antes de prosseguirmos é importante enfatizar que tais bifurca¢ées podem ocorrer para
uma érbita periddica de periodo ¢ > 1, digamos {p1,...,p,}. Neste caso as definigdes
acima se mantém trocando-se, respectivamente, f e p por f?ep;, i =1,...,¢q.

Considere que f pode ser reduzida a seguinte forma

Tns1 = ©(zn), (5.1)
Yn+1r = g(l‘n,ymp)a (52)

tal que a dindmica ao longo da direcdo = nao depende da dindmica ao longo da direcao
y. A jacobiana de mapas do tipo (5.1)-(5.2) é uma matriz triangular inferior e as auto-
direcdes podem ser tomadas simplesmente como os eixos z e y, com autovalores &; e &,
respectivamente. Assumiremos que na dire¢do do eixo z existe uma dindmica fortemente
cadtica como a que existe para o mapa ¢(z) = 2z (mod 27). Daf obtemos um conjunto
cadtico invariante A mergulhado num espaco de fase bidimensional.

Um importante caso particular ocorre quando ¢(z,, yn, p) tem apenas poténcias impares
em y. Neste caso, devido a simetria y — —y, a reta y = 0 (ou parte' dela) é um subspago
invariante para o sistema e A estd mergulhado neste subespaco invariante?. Existe um
nimero infinito de dérbitas periddicas instaveis (OPIs) mergulhadas no conjunto cadtico
A. Na direcao do eixo z, por construgdo, todas as OPIs serdo instdveis, isto é, | & |> 1,
pois estamos supondo que o mapa ¢(z) gera uma dindmica fortemente cadtica para todos
os valores do pardmetro p que sejam de interesse. O conjunto invariante A pode ser (na
média) transversalmente estdvel ou instdvel ao longo da direcdo vertical, sendo chamado de
um atrator cadtico ou uma sela cadtica, dependendo da estabilidade transversal (ao longo

da diregdo vertical) das OPIs mergulhadas em A:

atrator caético | ¢, |< 1 para um ponto de sela com dimens&o instavel igual a 1;

ZNos exemplos que veremos X = {(z,0);z € Domyp} ser4d sempre invariante, com ou sem simetria.

Também sempre teremos A C X.
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sela caédtica | & |> 1 para um repulsor com dimensdo instével igual a 2;

Para mapas da forma (5.1)-(5.2) a VDI ocorre como resultado de uma bifurcagao de
co-dimensao um agindo na dindmica transversal a A, transformando uma OPI transver-
salmente estdvel numa instavel ou vice-versa. O limiar da VDI depende do valor que o
autovalor §, assume no ponto de bifurcacdo p = p.. Seja p = (z = x,¥ = ¥*) um ponto
fixo instdvel mergulhado em A no qual ocorre tal bifurcagdo. Quando p se torna um repul-
sor, tornam-se também todas as suas infinitas pré-imagens, assim gerando um conjunto de
repulsores com medida de Lebesgue nula mergulhado em A, convivendo densamente com
um conjunto de pontos de sela com medida de Lebesgue positiva. Trajetérias que passam
perto desses repulsores recém criados caem em “linguas” (do inglés tongues) ancoradas

nestes repulsores e sdo repelidas do conjunto cadtico (ver figura 5.1). Apds o limiar da

Y

.
\

| repulsores
.

g:onjqntot P
invariante.. D
A N

X

LR A L -
%

Figura 5.1: Pseudo-6rbitas que visitam vizinhancas (suficientemente pequenas) dos repulso-
res caem numa armadilha ao entrarem em “linguas” (ancoradas nos repulsores) e divergem

para o infinito.

VDI, a medida que variamos o pardmetro da bifurcagdo, outras OPIs também bifurcam,
aumentando assim o niimero de repulsores no conjunto caético e o efeito da VDI (ver [17]).

J4 sabemos que uma maneira quantitativa de calcular a taxa média de atragao ou
repulsdo de trajetérias a cada n passos na dindmica transversal é computar os expoentes

de Lyapunov a tempo n na dire¢do do eixo y:

5 (5.3)

dg (331', Yi, P)
Yi

1 n
Ay (%o, yo; 1) = - Z In
i=1
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Em (5.3) é ébvio que A\, = A de (3.3). Alem disso também sabemos que tais expoentes
sao caracterizados por uma distribuicdo P(),(n)) tal que P(A\,(n))dA,(n) é o ndmero re-
lativo de expoentes transversais a tempo n entre Ay e Ay + dA, (ver também o [11]). Para
n suficientemente grande tais distribui¢des sao gaussianas (ver [36]). Contudo tém sido
encontradas outras distribui¢oes que melhor se ajustam a resultados numéricos (ver [37]).
Apés o limiar da VDI tém sido observado que tais distribuigdes comegam a desenvolver “ra-
bos” (tails) positivos, deslocando-se para valores positivos a medida que a VDI fica mais
aguda. Quando a VDI atinge seu méximo, aproximadamente metade dos expoentes trans-
versais a tempo finito sdo positivos, significando igual contribui¢ido dos repulsores e pontos
de sela (ver [17]). Neste caso o expoente de Lyapunov a tempo infinito na dire¢do trans-
versal, A\ = lim,, Ay(n), também se anula, e o conjunto cadtico A perde a estabilidade
transversal via uma bifurcagio dita “blowout” (ver [38] e [39]).

Os possiveis tipos de bifurcagoes de co-dimensdao um de mapas bidimensionais a um
parametro podem ser descritas, usando a teoria da variedade central, via as formas normais
ao longo da diregdo transversal calculadas em p = (x,y*), e escritas como z +— ¢(z, p),
onde z = y—y* e u = p— p.. Dai, por construgao, ¢g(0,0) = 0. No que se segue, trataremos

0s possiveis casos de acordo com o autovalor da bifurcagao correspondente.

5.1 Bifurcagoes com Um Autovalor igual a +1

Neste caso M"a%‘—) = 1 (no ponto de bifurcagdo (0,0)) e existem trés possibilidades: as
bifurcagoes né-sela (ou sela-nd), transcritica e forquilha (ver [19], pdginas 358-
371).

5.1.1 Bifurcacao Forquilha

A forma normal que descreve a dindmica transversal a A em z = x é dada por (ver [19])

9(z,p) = 2+ pz F 2°, (5.4)

onde o sinal de menos no termo cibico se refere a bifurcacao forquilha supercritica. Existe
um subespaco invariante em y = z = 0, onde reside o conjunto caético A. Para pu < 0
o ponto fixo do mapa (5.4) em y = 0 é transversalmente estdvel (um ponto de sela) e o
limiar da VDI é causado por sua conversdo num ponto fixo instavel (um repulsor), com o
consequente aparecimento de dois pontos de sela fora do conjunto invariante caético A. O

sinal de mais em (5.4) é para a bifurcagao forquilha subcritica, onde os dois repulsores fora
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do A aproximam-se do ponto de sela em z = 0 a medida que u tende a zero pela direita e,
quando tais repulsores encontram-se no ponto de sela, este passa a ser um repulsor, bem
como todas as suas pré-imagens.

Nos dois casos anteriores o diagrama de bifurcacdo no plano p — z apresenta duas
curvas de pontos fixos passando pelo ponto de bifurcacio (0,0): uma das curvas é uma reta
e existe em ambos os lados de ;4 = 0. A outra curva existe em apenas um dos subplanos
determinados pela reta p = 0. Assim, as condigoes adicionais para uma bifurcac¢ao forquilha
ocorrer em (0, 0) sdo (ver [19], pagina 370):

Em| Pg(zp)|  _ 0, 89(z, 1) 40 & 9(z, 1) 40, (55)

T S 922 0,0) 9z0u |00 923 (0,0)
Na figura 5.2 temos as curvas de pontos fixos no plano p — z relativas ao (a)sinal —
de (5.4) (bifurcagao forquilha supercritica) e ao (b) sinal + de (5.4) (bifurcagio forquilha

subcritica).

z (a) z (b)

Figura 5.2: (a)Bifurcacdo forquilha supercritica; (b)subcritica. Linhas cheias (tragejadas)

significam pontos fixos estdveis (instaveis).

A bifurcagao forquilha é o mecanismo pelo qual a VDI ocorre no mapa “riddling” (ver

[40])

Tpy1 = axp(l—2,), z € [0,1] (5.6)

Yni1 = €+rexp[=b(zn — X)*] yn +¥3, (5.7)

onde o primeiro destes é o conhecido mapa logistico, sendo que a = 4 é tal que existe
uma dindmica fortemente cadtica no espago invariante y = 0, x =1 — (1/a) = 0,75 é um
ponto fixo instidvel mergulhado em A, e, ¢ = 0 e b > 0 sdo mantidos fixos. Para z = x

a equagao (5.7) se reduz a forma normal (5.4) onde u = r — 1. O limiar da VDI ocorre
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em r = r, = 1 e, a medida que r cresce a partir de r,, as distribui¢des dos expoentes de

Lyapunov transversais a tempo finito (ver figura 5.3) se deslocam para valores positivos

T T T T T

r=1,0 r=1,75 r=2,55

P(L)

2,(25)

Figura 5.3: Distribuicao de probabilidade dos expoentes de Lyapunov transversais a tempo
25, P(Ay,25), para o mapa riddling com a = 4,0, b = 5,0, e (a)r = 1,0; (b)r = 1,75;
(c)r = 2,55.

de ),. Note ainda que o atrator cadtico em y = 0 perde estabilididade transversal em
r & 2,55. Observamos que, apds o aparecimento da VDI, o conjunto invariante passa a ser

uma sela cadtica.

5.1.2 Bifurcacao Transcritica
A forma normal para a dindmica transversal no ponto de bifurcagao (0, 0) é agora dada por
g(z, 1) = z+ pz F 2% (5.8)

Devido ao termo quadréatico em z, embora a reta y = 0 continue sendo um subespaco

invariante, o conjunto caético pode nao estar mergulhado no mesmo (embora no exemplo
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que serd dado a seguir, A C X = {(z,0); x € Domy}?). Para 4 < 0 (> 0) o ponto fixo em
z = 0 é estavel (instavel), enquanto que o outro ponto fixo em z # 0 é instdvel (estdvel)
quando u < 0 (> 0). O sinal de menos (mais) se refere a bifurcagio transcritica supercritica
(subcritica) em p = p, = 0.

No diagrama de bifurcacdo, ou no plano p — z, existem duas curvas de pontos fixos

passando pela origem e existindo em ambos os lados da reta p = 0. Dai, além das condigoes

usuais ¢(0,0) =0e ag—((;Z”‘—)|(0 0 = 1, valem também as seguintes condigoes:
2 2
Ylzp) | _o P9Em)| 0 g(zz, DI N (5.9)
o oo 9201 | (0,0) 92% o)

Na figura 5.4 temos as curvas de pontos fixos no plano u — z relativas ao (a)sinal — de

(5.8) (bifurcacdo transcritica supercritica) e ao (b) sinal + de (5.8) (bifurcagdo transcritica

subcritica).
z (@ z (b)
0 0
1 ’ 0 u
[
Figura 5.4: (a)Bifurcagdo transcritica supercritica; (b)subcritica.  Linhas cheias

(tragejadas) significam pontos fixos estaveis (instdveis).

Um exemplo deste tipo de transi¢ao é o seguinte mapa bidimensional definido no cilindro

topolégico St x R}
0)
1)

onde x = 0 é o ponto fixo instdvel mergulhado no circulo invariante y = 0. O mapa (5.11)

Tne1 = 2z, (mod 27), (5.1
Ynt1 = (Yn + n — Y2) COS Tn, (5.1
se reduz a forma normal (5.8) quando z = 0, sendo (0, 0) o ponto de bifurcagdo. O limiar
da VDI em p = 0 pode ser visto na distribuicdo dos expoentes de Lyapunov transversais

a tempo 15 ilustrada na figura 5.5. Note ainda que o atrator cadtico perde estabilidade

transversal em p = 1,0.

3ver equacéo (5.1).
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10— —

P()

1 08 06 04 02 0 02 04
A,15)

Figura 5.5: Distribuicdo de probabilidade P(\,,15) para os expoentes de Lyapunov
transversais a tempo 15 para o mapa (z,y) — (2z (mod 27), (y + uy — y?) cosz) para
p=01Lp=05ep=10

5.1.3 Bifurcagao Tangente

Neste caso a dindmica transversal no ponto de bifurcacdo (0,0) é governada pela forma

normal
g(z, 1) = 2+ p ¥ 2% (5.12)

Para o sinal —~ (+) em (5.12) e £ < 0 (> 0) n&o existe qualquer ponto fixo e, em pu = 0,
surge um par de pontos fixos, um estdvel e outro instavel, para y > 0 (< 0). Existe uma
unica curva de pontos fixos no plano p — z passando pelo ponto de bifurcagao. Tal curva
se localiza apenas no lado direito (o sinal de menos em (5.12)) ou apenas no lado esquerdo
(o sinal de mais em (5.12)) do eixo z = 0. No primeiro caso a bifurcagdo tangente também
é chamada de bifurcacao né-sela. No segundo, de bifurcagao sela-né. Em qualquer caso, as

condicoes adicionais para uma bifurcagdo tangente sao
0g(z, 1)

d(m)|  _ o Pelzn)

£ 0. (5.13)
I oo 922 |00
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Na figura 5.6 temos as curvas de pontos fixos no plano y — z relativas ao (a)sinal — de
(5.12) (bifurcagdo tangente supercritica) e ao (b) sinal + de (5.12) (bifurcagdo tangente

subcritica).

Figura 5.6: (a)Bifurcacdo tangente supercritica; (b)subcritica. Linhas cheias (tragejadas)

significam pontos fixos estdveis (instéveis).

No caso da bifurcacao tangente, a VDI ocorre, rigorosamente, apenas no ponto de
bifurcagdo. Isto porque antes (sinal —) ou depois (sinal +) da bifurcagdo néo existe qualquer
ponto fixo. Assim chamamos tal caso de um caso atipico de VDI.

Quando o ponto fixo y = y* desaparece como resultado de uma bifurcacdo tangente,
o conjunto invariante sofre perfuragoes numa escala fina, onde os buracos que dai surgem
tém tamanhos proporcionais a . Um exemplo deste caso foi estudado em [41], aonde uma
versao modificada do mapa de Kaplan-Yorke foi considerada (ver [42]). Um outro exemplo
é a versao nao simétrica do mapa (5.6-5.7), onde um parametro que quebra a simetria é

adicionado a dindmica transversal (ver [43]).

5.2 Bifurcacao com Um Autovalor igual a —1

O caso %‘—) = —1 (no ponto de bifurcagao (0, 0)) caracteriza a bi furcagdo de duplicagdo
de periodo (ver [19], paginas 371-374). Como ji vimos para 0 MRDP (estudado nos
capitulos anteriores), tal bifurcagdo ocorre na transi¢do para o hiper-caos, onde a VDI é
maéxima, em fp ~ §,11. Também, no conhecido diagrama que ilustra a “cascata” de du-
plicacoes de periodo para o mapa logistico (como ilustrado na figura 5.7), cada bifurcacdo
é, obviamente, uma bifurcacao de duplicagdo de periodo.

A escolha comum para a forma normal para a dindmica transversal é

g(z, 1) = —2 — pz + 2°. (5.14)
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variavel

parametro

Figura 5.7: Cascata de duplicagoes de periodo para o mapa logistico.

Em 4 = 0 o ponto fixo estidvel (z = 0) torna-se instdvel, a segunda iterada do mapa
(¢*(z, 1)) acarreta uma bifurcagao forquilha (autovalor igual a +1) e surge uma érbita
estavel de periodo 2. Dai, as condigoes para tal bifurcagdo ocorrer sao

00,0=0, 228y (5.15)
9z (0,0
2 2,2 2,2 3,2
9" (5w _ g (z,u) _o Xomm| L, 29 (z,u) £0. (5.16)
o o0 0z ©,0) 0z0u |0 0z ©,0)

Como no caso da bifurcagao forquilha, este caso é também caracterizado por uma forma

normal simétrica ao longo da diregao transversal e y = 0 é um espaco invariante contendo
o conjunto caético A. Um exemplo em S! x R! é

Tpy1 = 2z, (mod 27), (5.17)
Yni1 = (—Yn — WYn + Y2) COS Ty, (5.18)

com (z = 0,y = 0) sendo o ponto fixo instével que perde a estabilidade transversal no limiar

da VDI em p = 0. Isto é confirmado pela estatistica dos expoentes de Lyapunov a tempo

65
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L YL L e e

10+ ~

P(L)

1 1 1 1 I
0— 1 -0,8 -0,6 -04 -0,2 0 0,2 04

A[(15)

Figura 5.8: P()\,,15) é a distribui¢do de probabilidade dos expoentes de Lyapunov a tempo
15 para o mapa (z,y) — (2z (mod 27), (—y — py + y3)(cosz)) para p = 0,1, u = 0,5 e
p=10

finito ilustrada na figura 5.8. A bifurcacdo “blowout”, que indica a perda de estabilidade

transversal de A, ocorre em p =~ 1.

Como visto neste capitulo, podemos determinar que algumas bifurcagoes de co-dimensao
um podem ser o gatilho para o aparecimento da VDI em mapas bidimensionais, construidos
acoplando-se mapas unidimensionais, sendo que um destes tem uma dindmica caética e o
outro mapa (responséavel pela dindmica transversal), além de ter o pardmetro de controle,
pode assumir uma determinada forma normal (através de um ponto fixo do primeiro mapa)

associada a uma dada bifurcacao.



Capitulo 6

Limiar da Variabilidade de Dimensao

Instavel para o Mapa do Rotor Duplo
Pulsado

Neste penultimo capitulo, determinamos o gatilho para a VDI no MRDP (ou pelo menos

indicamos um fortissimo candidato para tanto).

Em primeiro lugar é valido enfatizar que, a menos do erro numérico, alguns resultados

sao préoximos mas nao coincidentes. Por exemplo:

e Quando calculamos para qual condi¢do inicial e para qual valor de f, numa vizinhanga
adequada de fy ~ 8 -valor obtido numericamente para a VDI méxima, isto é, Az(00) =
0 (ver, por exemplo, [10], [11] e [12])- conseguimos autovalor —1 para a jacobiana do
MRDP, obtemos a condigio inicial P, = (m,7,0,0) e fo ~ 8,11041126. O fato de

8,11041126 nao ser exatamente 8 é devido ao erro numérico;

e Via simulagdo numérica obtemos que, considerando o MRDP, para f, =~ 7,75 temos
log(T) ~ 1,25, isto é, o tempo de sombreamento médio é (1) ~ 18. Assim, a menos
de erro numérico, isto coincide com a iteragdo da condicéo inicial (5,5, 5,7,0,0,0,0)
para fo = 7,5, em precisoes simples e dupla, que fizemos no capitulo 3. De qualquer
forma, o fato do gréfico de log(r) dependendo de f, ndo ser exato nao prejudica o

comportamento qualitativo do mesmo.

Assim, quando obtivemos no capitulo 4 que a fracao dos Lyapunov a tempo finito positivos

tem seu limiar em fy ~ 6,8 (ver figura 4.8) e ja que o caos unidimensional tem seu limiar
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em fy =~ 6,75, conjecturamos que talvez o limiar da VDI para o MRDP néao fosse via um
tipo de bifurcagdo mais via o préprio limiar do caos unidimensional.

De fato, considerando o capitulo 2 sabemos que:

e Para 0 < fy < 27 temos apenas quatro pontos fixos
(351*, Tox5 Yix, y2*) = PO = (Oa 0) 07 0)7 (07 , 07 0)7 (’ﬂ', 0) 0) O): P'Ir'

Estes s@o os tnicos pontos fixos que pertecem a variedade invariante y; = y, = 0,

qualquer que seja o valor de fo;

e Para 27 < fy < 27/2, além dos quatro pontos fixos anteriores, temos mais 8 pontos

fixos. Estes sao

(210 D20, 10, 22) = (0,250, (0, 207, (m, A5, (m, ),

onde z,, = arcsen -25%, e

(210, 220, 10, Y20) = (0,277, (0,277, (m, o777, (o772,

onde Z,, = arcsen — -21-%; .

e Os tnicos pontos fixos estaveis para o MRDP sao [(0,0);4] (isto é, P,) para f, €
(0,4,27...), ¢, [(1,2);4] e [(—1,—-2); 1] para fo € (27, 7,01...). (Ver [16]);

e Por outro lado o limiar do caos unidimensional ocorre em fy ~ 6,75 € (27, 7,01...),
que é um ponto de acumulacao de duplicagoes de periodo resultante da bifurcagao do

ponto fixo estdvel P, em fo ~ 4,27...;

e Logo apds fyo ~ 6,75 j& estamos no atrator cadtico e temos 12 pontos fixos. Destes,
10 sdo instaveis (inclusive o recente instivel P, com d* = 1) e dois sdo estdveis
(d“ = 0) até 7,01.... P, ganha mais uma direcdo instével (d* = 2) no limiar do caos

multidimensional (VDI méxima) em f, ~ 8.

Acontece que o ponto Py, antes (e depois) do limiar do caos unidimensional, j4 tinha d* = 2
como pode ser visto na figura 6.1.

P, e Py residem na variedade invariante y; = yo = 0 e tém d* = 1, 2, respectivamente,
antes e depois do limiar do caos unidimensional (fy ~ 6,75). Antes de termos um conjunto
invariante cadtico nao tem sentido falar em VDI. Mas apés fo =~ 6,75 temos um tal conjunto

em que dois de seus pontos fixos tém um nimero diferente de diregoes instaveis (d* = 1, 2).
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Figura 6.1: Autovalores da jacobiana do MRDP para Py = (0,0,0,0) e P, = (7, 7,0,0)
com fy € [6,7,7,0].

Ainda, o gréfico da fragdo dos expoentes de Lyapunov positivos indica que a VDI tem o

seu limiar préximo de fy ~ 6,75 (ver figura 4.8).

No capitulo anterior fizemos a classificacdo da VDI (relativamente ao seu limiar) para

mapas bidimensionais via tipos de bifurcacées de co-dimensdao um. O que fizemos 14 foi,
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por construcao, exibir mapas bidimensionais que possuem tais gatilhos para a VDI. O valor
disto, em semelhanca ao que foi feito em [44]! para sistemas cadticos acoplados, reside no
esforco de uma tentativa de classificagdo do mecanismo de aparecimento da VDI. O que
estamos vendo neste capitulo é que existe um mapa 4-dimensional cujo mecanismo é o

limiar do caos unidimensional.

! Neste artigo, o aumento da intensidade da VDI é medido via 0 aumento do niimero de érbitas periédicas

instaveis no atrator.



Capitulo 7
Conclusoes

Neste capitulo vamos fazer uma revisao dos resultados obtidos e indicar possiveis rotas para

o prosseguimento da pesquisa relativa a este trabalho.

O rotor duplo pulsado é um sistema fisico similar ao péndulo duplo sem gravidade.
Obtivemos o mapa do rotor duplo pulsado (MRDP) e um modo de determinar seus pontos
fixos a medida que o pardmetro do mapa (fo) varia.

O MRDP apresenta Variabilidade de Dimenséao Instével (VDI), onde VDI significa que
existe um conjunto denso de pontos em seu atrator caético com um numero diferente
de diregGes instaveis. A VDI corrompe a validade de érbitas numéricas que modelam o
MRDP (e de qualquer outro sistema fisico que a apresente), sendo que, préximo do valor
do parametro onde a VDI é maxima, as trajetérias numéricas sao de pouca ou nenhuma
utilidade.

Alguns conceitos e resultados matematicos (numéricos ou analiticos) foram estabeleci-
dos, onde os mais importantes sdo os seguintes: (1) Um conjunto invariante cadtico ter
a sua hiperbolicidade quebrada via VDI significa que trajetérias (numéricas) no atrator
deixam de representar érbitas verdadeiras do sistema, sendo que o problema se torna mais
agudo quando a VDI é maxima; (2) Na literatura cientifica disponivel, o que tem detec-
tado a VDI é a flutuacao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito mais préximos de 0
em torno do préprio 0. Contudo é possivel demonstrar matematicamente apenas que VDI
acarreta tal flutuagdo; (3) Apresentamos um algoritmo para calcular os expoentes de Lya-
punov a tempo finito; (4) Para o MRDP a VDI é méxima quando ocorre hiper-caos (mais
de um expoente de Lyapunov a tempo finito positivo) via uma bifurcagdo de duplicagio
de periodo; (5) Para o MRDP o limiar da VDI ocorre concomitantemente com o limiar do

caos unidimensional; (6) Existem familias de mapas bidimensionais a um parametro onde a
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VDI tem o seu limiar via bifurcagées de co-dimensao um, isto é, o inicio da VDI ocorre em
pontos fixos que perdem estabilidade numa dada dire¢do associada a um autovalor igual a
+1oua —1.

Vamos considerar brevemente alguns dos pontos levantados. Devido a um conhecimento
prévio de que o MRDP apresenta VDI em torno de fy; = 8, iniciamos nossa investigagao cal-
culando os autovalores da jacobiana do MRDP (DF(-)), obtida para varios pontos fixos ao
variarmos fp numa vizinhanga adequada de 8, obtendo que, para f, ~ 8,11, DF(m, 7,0, 0)
tem apenas um autovalor igual a —1, os outros tem mddulos diferentes de 1. Todos os
outros pontos fixos que existem para fy numa vizinhanca adequada de 8 estdo associa-
dos a autovalores que possuem moédulos diferentes de 1. Isto implica numa bifurcagéo de
duplicagao de periodo em P, = (7, 7,0,0). Contudo a confirmacdo deste fato exige a ob-
tencao da forma normal da restricio do MRDP a variedade central tangente ao autovetor
de DF(P;) relativo ao autovalor —1. Obtemos tal restri¢do para fy ~ 8,11.

Para o MRDP a VDI comeca a acontecer para um valor do pardmetro de controle nao
maior do que 6,8. Tal resultado foi obtido pois os pontos fixos P e (0,0, 0,0) residem na
variedade invariante y; = ¢y, = 0 e tém d* = 1, 2, respectivamente, antes e depois do limiar
do caos unidimensional (fy ~ 6,75). Antes de termos um conjunto invariante cadtico nio
tem sentido falar em VDI. Mas apés fy ~ 6,75 temos um tal conjunto em que dois de seus
pontos fixos tem um nimero diferente de diregoes instaveis (d* = 1,2). Ainda, o gréfico da
fracdo dos expoentes de Lyapunov positivos indica que a VDI tem o seu limiar préximo de
fo =~ 6,75.

Por fim, determinamos que algumas bifurcagoes de co-dimensdo um podem ser o gatilho
para o aparecimento da VDI em mapas bidimensionais, construidos acoplando-se determi-
nados mapas unidimensionais, sendo que um destes tem uma dinamica caédtica e o outro
mapa (responsavel pela dindmica transversal), além de ter o pardmetro de controle, pode
assumir uma determinada forma normal (através de um ponto fixo do primeiro mapa)

associada a uma tal bifurcacao.

7.1 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Para concluir este trabalho, indicaremos alguns problemas nos quais estamos trabalhando
ou que pretendemos trabalhar. Por exemplo, em analogia ao que fizemos no capitulo 5,
quando acoplamos dois mapas unidimensionais adequados para estudar o gatilho da VDI via
bifurcagoes de co-dimensao um, estamos em busca de mapas mais simples (bidimensionais),

construidos via acoplamento, que apresentem o mesmo tipo de gatilho para a VDI que o
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MRDP, isto é, o limiar do caos unidimensional.

A técnica utilizada para obtermos a restricio do MRDP & variedade central pode ser
também aplicada se incluirmos o parametro como uma nova varidvel independente (ver
[19]). Estamos a calcular a forma normal de uma familia de mapas unidimensionais a um
parametro (de fato) para fo variando em torno de 8,11.

Uma outra frente de trabalho é a obtengao de uma demonstragdo matemaética de que a
flutuacao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito em torno de zero implica em VDI, ou
a obtencao de um contra-exemplo de um mapa em que tais expoentes flutuem em torno de
zero mas que nao ocorra VDI. Caso a segunda possibilidade seja satisfeita, podemos tentar
obter hipéteses adicionais que, juntamente com a flutuagdo dos expoentes de Lyapunov a
tempo finito em torno de zero, impliquem em VDI.

Em relacao aos expoentes de Lyapunov a tempo n, podemos ainda tentar demonstrar
analiticamente a lei de poténcia satisfeita por momentos em torno da média em funcao de

n, como estabelecida no capitulo 3.
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We call a chaotic dynamical system pseudo-deterministic when it does not produce numerical,
or pseudo-trajectories that stay close, or shadow chaotic true trajectories, even though the
model equations are strictly deterministic. In this case, single chaotic trajectories may not be
meaningful, and only statistical predictions, at best, could be drawn on the model, like in a
stochastic system. The dynamical reason for this behavior is nonhyperbolicity characterized
either by tangencies of stable and unstable manifolds or by the presence of periodic orbits
embedded in a chaotic invariant set with a different number of unstable directions. We emphasize
herewith the latter by studying a low-dimensional discrete-time model in which the phenomenon
appears due to a saddle-repeller bifurcation. We also investigate the behavior of the finite-time
Lyapunov exponents for the system, which quantifies this type of nonhyperbolicity as a system
parameter evolves past a critical value. We argue that the effect of unstable dimension variability
is more intense when the invariant chaotic set of the system loses transversal stability through

a blowout bifurcation.

Keywords: Chaotic systems; hyperbolic systems; shadowing; Lyapunov.

1. Introduction

(...) “We conclude this discussion by
mentioning what seems to be an interest-
ing issue: the loss of hyperbolicity due to
the existence of fixred points embedded in the
attractor that have a number of unstable di-
rections (that is, eigenvalues with magnitude
bigger than one) different from the number
of unstable directions of the attractor (that
is, positive Lyapunov exponents)” (quoted
from [Romeiras et al., 1992]).

The extreme sensitiveness to initial conditions
displayed by chaotic systems often leads to a puz-
zling question: should we believe the numerical

chaotic trajectories obtained 'when using a com-
puter? Are these trajectories “real”, in the sense
that they emulate actual chaotic orbits of the
system? If so, to what extent can we assess the
goodness of the numerical trajectories |[Grebogi
et al., 1990]? The answers to these questions are,
to a large extent, within the realm of shadowability
theory [Grebogi et al., 1987, 1988a]. Loosely speak-
ing, a numerically generated chaotic trajectory is
said to shadow a “true” chaotic trajectory if the
former stays uniformly close to the latter and vice
versa [Grebogi et al., 2002]. The shadowing of nu-
merical trajectories, for a reasonable timespan, is a
minimum requirement for a meaningful computer
simulation of a physical process. This obviously
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does not preclude other equally important prerequi-
sites of a more epistemological nature, like the valid-
ity of the model proposed for describing the physical
phenomenon, or the correctness of the assumptions
on which the model is based. However, the shadowa-
bility requirement for a chaotic trajectory is one of
the most difficult to be fulfilled since it is strongly
based on the hyperbolicity of the dynamics [Sauer
& Yorke, 1991].

Most dynamical systems of physical, biological
and technological interest are not hyperbolic, so the
lack of shadowability seems to haunt the credibility
of numerical simulations of chaotic processes used
by scientists and engineers in their activities. In
this paper, we deal with the limits of shadowabil-
ity theory, investigating chaotic dynamical systems
whose numerical trajectories do not typically have
the shadowing property, i.e. the existence of true
trajectories in their neighborhood. Hence these tra-
jectories are not meaningful if taken only by them-
selves, although, sometimes, valid conclusions could
be drawn based on a statistical treatment from as-
semblies of such trajectories, like averages and fluc-
tuations [Lai et al., 1999a; Sauer, 2002]. So, they
could yield at best the same kind of information ex-
pected from a stochastic system, in spite of the fact
that the dynamical system trajectories are governed
by strictly deterministic model equations. This is
the reason we are calling them pseudo-deterministic
[Viana & Grebogi, 2000].

The breakdown of shadowability for a pseudo-
deterministic dynamical system occurs in a rather
strong way, in the sense that the time a computer-
generated trajectory stays close to an actual chaotic
one is too short for most applications. From the
mathematical point of view, this severe breakdown
of shadowability stems from a strong form of nonhy-
perbolicity, that has been called unstable dimension
variability, or UDV for short [Romeiras et al., 1992;
Dawson et al., 1994]. In this case, unstable periodic
orbits embedded in a chaotic invariant set, such
as a chaotic attractor, have different numbers of
unstable directions. For a discrete-time map, this
means that the number of eigenvalues with moduli
greater than unity is different for periodic orbits in
the chaotic invariant set. This violates the continu-
ous splitting between stable and unstable directions
along a trajectory, which is a fundamental property
of hyperbolic sets [Guckenheimer & Holmes, 1983].
Since the sets of points with different unstable di-
mensions are, apparently, densely interwoven in a

chaotic invariant set, UDV leads to a shadowability
breakdown [Lai & Grebogi, 2000a].

Although it may seem at first that UDV is
nothing but a mathematical pathology, unlikely to
be found in real dynamical systems, it turns out
that it has been identified in many models of phys-
ically interesting situations [Dawson et al., 1994].
In particular, there is numerical evidence and the-
oretical arguments showing that coupled chains of
oscillators exhibit UDV for a wide range of cou-
pling strengths [Lai et al, 1999b]. This should
call the attention of applied scientists or engineers
for the potentially crucial questions related to the
shadowability properties of the model that they are
numerically investigating. The main goal of this pa-
per is to survey the fundamental results, as well as
to present a detailed_study of a case example in
which UDV has been shown analytically and nu-
merically to occur. Throughout the text, we refer
to the pertinent literature for more precise state-
ments as well as for the technical details of the
proofs [Grebogi et al., 2002].

The rest of this paper is organized as follows: in
Sec. 2 we present some basic definitions, emphasiz-
ing the concepts of hyperbolicity of invariant sets.
Section 3 aims to present basic ideas in shadowa-
bility theory. Section 4 is devoted to a discussion of
UDV, and Sec. 5 works out a case study in which
UDYV occurs in a two-dimensional map with an in-
variant subspace. Numerical procedures to detect
and quantify UDV are described in Sec. 6. Sec-
tion 7 treats a kind of intermittent chaotic burst-
ing induced by UDV. The last section contains our
conclusions.

2. Basic Definitions

We shall outline some basic definitions which are
used throughout the paper. Discrete time mappings
are chosen, bearing in mind that continuous time
flows may also be described by them, if they are in-
vertible, using Poincaré sections. Let f : R™ — R™
be a diffeomorphism x — f(x), z € R™, possessing
an invariant set (2, such that if x € Q, any sub-
sequent forward or backward iterate of x remains
in . The invariant set €2 is called hyperbolic if the
tangent space at a point x of €2, denoted as T, may
be decomposed as the direct sum [Guckenheimer &
Holmes, 1983]

Ty = E; ® E, (1)



where EY and E; are the unstable and stable
subspaces, respectively, having the following
properties:

(i) The decomposition (1) varies continuously with
x € £, and it is invariant under the action of the
tangent map such that the unstable and stable
subspaces are consistent under the dynamics of
the tangent map Df.

Df(EY) = Ef(x » (2)

Df(Ey) = Ef) (3)
(ii) There exist constants K > 0 and 0 < p < 1,
such that

IDE* )yl < Ke™llyll if yeEz, (4)

IDE" )yl < Kp"llyll if yeEx, (5

meaning that vectors in a small neighborhood of
E; (EY), under the forward (backward) iterations
of the tangent map Df, approach any x € Q at a
uniform rate p.

The stable (unstable) dimension at a point x €
Q1 is the dimension of the corresponding stable
(unstable) subspace d* = dim B} (d“ = dim EY).
Since f(x) is a diffeomorphism, Df(x) is an isomor-
phism, and dim Ex® = dim E;‘(’;), i.e. the stable
and unstable dimensions do not change along a
trajectory belonging to a hyperbolic set Q. For this
invariant set  of the nonlinear map f(x), the sta-
ble, W*(x), and the unstable, W*(x), manifolds of
the fixed point x € 2 are defined as [Devaney, 1989):

Wix)={y e R™:f"(y) - x if n— o0}, (6)

Wix)={y e R™" : f™(y) = x if n— o0}, (7)

respectively.

Due to the local manifold theorem [Wiggins,
1990] for a hyperbolic C"-diffeomorphism, there ex-
ist stable and unstable invariant manifolds, and
they are tangent to the stable and unstable invari-
ant subspaces of the tangent map Df(x) at the fixed
points x embedded in €. Moreover, in hyperbolic
systems the unstable and stable manifolds must in-
tersect transversely, i.e. the angle between them is
bounded away from zero. As a consequence, homo-
clinic or heteroclinic tangencies between the mani-
folds break the hyperbolicity of the invariant set {2
[Grebogi et al., 1983]. There has been also recog-
nized the structural stability of hyperbolic sets: the
dynamics on them is topologically the same under
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small bounded perturbations of the map f(x) [Palis
& de Melo, 1982].

The existence of bifurcations in the dynamics,
as a system parameter is varied, restricts the ap-
plicability of the hyperbolicity concept to a few
cases, like axiom-A systems [Ruelle, 1989]. Most
dynamical systems of physical and technological
interest are nonhyperbolic, most likely due to the
existence of homoclinic tangencies, but also because
of a failing in the continuous direct-sum splitting
(1) between stable and unstable subspaces in every
point of the invariant set. The latter is the key issue
addressed in this paper.

3. Shadowing Theory in a Nutshell

An interesting numerical experiment that can be
made using the Hénon map (z,y) — (1 — 1422 +
y,0.3z) (which has a chaotic attractor [Benedicks &
Carleson, 1991]) is the computation of the first hun-
dred iterates from an initial condition, say (0,0), by
using both single and double precision accuracies,
the difference in accuracy being of the order 10714
[Gulick, 1990]. It turns out that in less than 50 iter-
ates, the trajectories obtained from single and dou-
ble precision accuracy are far apart at a distance
comparable to the size of the chaotic attractor.
How can one trust the validity of such computer-
generated trajectories?

The results of shadowing theory [Grebogi et al.,
1990; Anosov, 1967; Bowen, 1975; Katok & Hassel-
blatt, 1995] guide us to assess the validity of chaotic
trajectories in face of dynamical difficulties arising
from the breaking of hyperbolicity. If there is con-
tinuous shadowability of trajectories, even though a
computer-generated trajectory may eventually de-
part with time from a “true” chaotic trajectory
which is the goal of the simulation, there exists
another fiducial trajectory that shadows, or “stays
close to”, the computer-generated trajectory for the
time-span of interest. This “true” chaotic orbit may
not be the one we have sought for, since it will start
from a generally different initial condition, but this
fact does not matter for many applications. These
shadowing orbits are thus reliable for, say, compu-
tations of long-time averages such as entropies and
dimensions [Grassberger et al., 1989].

3.1. Definitions

In what follows, we will cast these heuristic argu-
ments in a more formal context. Let f : R™ — R™
be a diffeomorphism, that may also represent a
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Poincaré time-T' map of a nonautonomous flow.
Suppose that zg € R™ represents the current state
of the system, thus f(zg) is the “true” state after
a time T [Poon et al., 1994]. If this map comes,
for example, from the numerical integration of some
system of first-order ordinary differential equations,
we have to use some numerical integrator like the
Runge-Kutta or Bulirsch—Stoer methods. There are
basically two sources of numerical error in such a
procedure: (i) the time discretization process itself;
and (ii) the finite-precision accuracy due to roundoff
€rrors.

Both kinds of errors can be reduced but not
eliminated at all, generating a discrepancy between
the numerical result, which we denote z;, and the
expected or “true” state f(zg) after a time 7.
The characteristic error is usually bounded so that
llz1 — £(zo)|| < &, where § > 0 is supposed to be a
small number, and ||---|| stands for the Euclidean
norm in R™. In this case we say that zy and z;
are points of a d-pseudo-trajectory of the map f.
In general, {z,}_o = {20,21,...2n}, are points
of a é-pseudo-trajectory if [Grebogi et al., 1988a)
|Znt1 — f(zn)|| <6, forn=0,1,...,N — L.

On the other hand, leaving aside for a moment
the issue of numerical integration, the existence
theorem for differential equations [Arnold, 1978;
Guckenheimer & Holmes, 1983] warrants that there
exists a “true” chaotic trajectory of length N + 1
for the map f comprising of the points {xn}fy:O =
{xX0,X1,...XN}, such that x,41 = f(x,), n =
0,1,...,N — 1. We say that a “true” trajectory
{xn}1_, e-shadows a &-pseudo trajectory {z,}2 o
if there is a ¢ > 0 such that [Grebogi et al., 2002]
[xn — zn|| <€, forn=0,1,...,N — 1.

Let Z = {zg,...,zn} be a pseudo-trajectory
and E = {z; — f(z0),...,2nv — f(zy-1)} be the
related error vector. A “true” trajectory X =
{x0,...,xn} is then related to the null error vec-
tor 0. If we can continuously deform the pseudo-
trajectory to the true one, there exists an error
function F : Z — E, such that F~!(E) goes from
Z to X continuously as E goes to 0. In this case
the pseudo-trajectory Z = {zo,...,zN} is said to
be continuously-shadowable [Poon et al., 1994].

A direct numerical method to test these con-
ditions for shadowability uses the concept of brit-
tleness, which is, for a pseudo-trajectory, the ratio
between the shadowing distance and the one-step
error due to computer roundoff and/or truncation
procedure B = maxy,(||z, — X,||/d), and a necessary

condition for continuous shadowability is that the
product of the brittleness and the magnitude of the
error vector E of the pseudo-trajectory be smaller
than the attractor size [Grebogi et al., 1990, 2002] .

3.2. Shadowing in hyperbolic and
nonhyperbolic systems

Anosov [1967] and Bowen [1975] proved that, for
hyperbolic systems like axiom-A diffeomorphisms
[Ruelle, 1989], pseudo-trajectories are continuously
shadowable for an infinite time, i.e. there exists a
§ > 0 such that all §-pseudo-trajectories {z,})\_,
in an invariant hyperbolic set Q are e-shadowable
by a “true” trajectory {xn}Q’:O for arbitrarily long
times. Let us present a short outline of the proof
of the shadowability lemma [Meyer & Hall, 1992;
Grebogi et al., 2002], in order to highlight where
the hyperbolicity requirement enters in the reason-
ing leading to continuous shadowability.

Let Zoo = {...2-1,20,21,...} be a shadow-
ing d-pseudo-trajectory of arbitrary length, and V'
be the space of these vectors of infinite length,
with a suitable norm ||Zs| = sup, |z.|. We de-
fine a function G : V — V such that (G(Zwo))n =
f((Zoo)n—1) = f(2n-1), where f is supposed to be
a smooth hyperbolic map, and (.); denotes the ith
component of a vector in V. If X, is a fixed point of
G, then X, is a true trajectory since (G(Xeo))n =
Xn = f(Xn-1).

From the previous definition, Z, is a d-pseudo-
trajectory if |G(Zeo) — Zo|| < 6. Defining F(Zo) =
G(Z) — Zo = E, we can cast the shadowability
lemma in the following form: for every € > 0, there
exists a § > 0 such that if || F(Zoo)|| = ||Ecc — 0]} <
4, then there is a fixed point X, of G such that
|1Zoo — Xooll = F(Beo) = FH0)]| < &, and F
and E,, may be regarded as extensions of the func-
tion F and the error vector E, respectively.

The requirement of f being a smooth map with
a hyperbolic structure, Egs. (2)-(4), is necessary to
shown that the jacobian derivative DJF and its in-
verse DF ™! are both bounded in the linear vector
space to which V' belongs. Let B,(Z) denote a
ball (in the vector space V') of radius n centered

-at the point Z.. The implicit function theorem

thus guarantees the existence of a domain A, with
B,(Zs) < A < Bp(Zs), such that F is one-to-
one on A, and B, (F(Zw)) = B;(Ex) C F(A). A
proper choice of n would imply 0 € B,(E), and
there is a unique true trajectory X, € A such that
F(Xo) = 0. Moreover, we have |[|Zo — Xool| <



n < €, so that we have an e-shadowing trajectory.
The implicit function theorem ensures the continu-
ity of 7! on B,(E), meaning that all pseudo-
trajectories (including Z,) in a small neighborhood
of X are continuously shadowed by the same true
trajectory Xoo.

However, as we have mentioned in the previous
section, the hyperbolicity requirement is too strong
for most dynamical systems of physical and techno-
logical interest. Moreover, even if the invariant set
is hyperbolic but has a fractal measure (with re-
spect to the Lebesgue measure) the shadowability
lemma may not be applicable since there is no rea-
son for the pseudo-trajectory to lie in the invariant
set [Poon et al., 1994]. Even a robustly transitive
diffeomorphism having a strong partially hyperbolic
splitting for the tangent space Tx = E¥*®FES®ES (in
which there exists also a central invariant subspace)
fails to obey the shadowability lemma [Bonatti
et al., 2000].

The applicability of the shadowability theory
to nonhyperbolic system was extensively investi-
gated in the late 80’s [Grebogi et al., 1987, 1988a,
1990]. When a system fails to be hyperbolic due to
homoclinic tangencies, it was proved that pseudo-
trajectories can still be continuously shadowable
for a long, but finite time. The proof is techni-
cally involved, but states basically that if certain
quantities calculated at the points of a pseudo-
trajectory are bounded, then there exists a “true”
trajectory close to the pseudo-trajectory. Another
way to express this result is that, for nearly hy-
perbolic systems, locally sensitive trajectories are
often globally insensitive [Sauer, 2002]. For each
point of the pseudo-trajectory, subspaces comple-
mentary to the tangent space are defined such
that they can approach the stable and unstable
manifolds provided these complementary subspaces
exist. Hence, pseudo-trajectories may be continu-
ously shadowable for a finite time-span. Failures of
continuous shadowability of pseudo-trajectories are
called glitches, and may be due to near-tangencies
between invariant manifolds [Grebogi et al., 2002].
The time we are able to verify continuous shadowa-
bility in this case is basically the time interval until
a pseudo-trajectory encounters a glitch. Since nu-
merical results use finite-time pseudo-trajectories,
these may have the adequate shadowability proper-
ties. These claims have been confirmed by carefully
designed numerical experiments [Dawson et al.,
1994].
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3.3. Model shadowability

We can think of a pseudo-trajectory in two
equivalent ways. One is to suppose, as we have
done here, that it comes from the numerical in-
tegration of an “exact” model, a process that in-
troduces unavoidable roundoff errors that make
the computer-generated trajectory to exponen-
tially diverge from the “true” chaotic trajectory.
An equivalent point of view is that the pseudo-
trajectory results from an imperfect model, which
is a slightly perturbed version of the “exact” model
[Lai et al., 1999a; Lai & Grebogi, 2000a]. The small
difference between two mathematical models, de-
noted as A and B, of a same physical process can
be due to several factors: (i) small differences in the
parameter values of the models; (ii) small devia-
tions on the external influence (as a periodic driving
term) on each model; or (iii) a small bounded noise
level in either model (what excludes an unbounded
Gaussian noise, for example).

Successful mathematical modeling requires that
the set of all possible results from model A agree, in
an approximate way, with all possible results from
model B (model shadowability [Lai et al., 1999a; Lai
& Grebogi, 2000a]). A and B are said to exhibit
model shadowability if each trajectory obtained
from model A is continuously shadowed by some
trajectory obtained from model B. This turns out
to be a necessary condition for either model to prop-
erly describe the dynamical behavior of the physical
phenomenon being investigated. If the models fail to
exhibit this property, it is claimed that no trajectory
of A can be continuously shadowed by trajectories
of B. Hence it is unlikely that either model could
produce chaotic trajectories realized by Nature.

The applicability of the shadowability proper-
ties for typical trajectories of nonhyperbolic systems
presenting homoclinic tangencies enables us to ex-
tend the model shadowability concept to such sys-
tems. As an illustrative example, let A be the Hénon
map, with a nonhyperbolic chaotic attractor, due
to the infinite number of tangencies between sta-
ble and unstable manifolds of the embedded unsta-
ble periodic orbits [Grebogi et al., 1983]. Model B
could be a noisy version of A, in which a term wd,,
where @w <« 1 and d,, is a zero-mean bounded noise
with a uniform distribution-in [0, 1], added to the
z-part of the map. Chaotic trajectories of the noisy
Hénon map B can be continuously shadowed by tra-
jectories of the original map A up to a time w™%,
where o < 1/2 is the scaling exponent [Grebogi
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et al., 1987, 1988a]. This is basically the average
time interval it takes for a pseudo-trajectory to fall
in the neighborhood of an homoclinic tangency, or
a glitch.

4. Unstable Dimension Variability

UDV is a property of unstable periodic orbits em-
bedded in a chaotic invariant set having a different
number of unstable eigendirections, i.e. the unstable
dimension d* is not constant for points belonging to
). Such chaotic invariant sets are strongly nonhy-
perbolic, because the subspaces Ey and EY are not
invariant along a typical chaotic trajectory.

As an illustrative example, let f be a two-
dimensional map with an invariant chaotic (nonat-
tracting) set {2 with an infinite number of embedded
unstable fixed points. Now suppose that a fraction
of these points are saddles (one stable and one un-
stable direction) and the remaining are repellers
(two unstable directions). Consider a typical chaotic
trajectory on this invariant set 2. As it evolves
in time, the trajectory visits the neighborhood of
an infinite number of saddles and repellers, due to
the ergodicity of the dynamics on . If we take
a small disk of initial conditions near a saddle,
it will shrink along the stable manifold and elon-
gate along the unstable manifold, becoming a thin
filament. While this occurs, it is still possible to
shadow orbits within the filament, since the dynam-
ics is hyperbolic then. However, points belonging
to this filament will eventually approach repellers,
and they will diverge from perturbed trajectories
due to the new unstable direction. The result is
the lack of continuous shadowability of typical tra-
jectories after a relatively short timespan. This
limits, in a severe way, the usefulness of such sys-
tems in situations for which the timescale of in-
terest is higher than the time for which shadowing
applies.

UDV has been first described by Abraham and
Smale [1970] for a diffeomorphism in 72 x S? whose
invariant set has two fixed points with different un-
stable dimensions. However, the first observation of
UDV for a dynamical system of physical interest did
not appear until 1992, when its existence was inci-
dentally reported for the impulsively kicked double
rotor, described by the following four-dimensional
invertible map [Romeiras et al., 1992]

(3) - (v) = (wcen)  ®

where X = (z;,29)7 € S! x §1, are the angu-
lar positions of the rotor rods at discrete times
nT (n € Z), T being the period of the delta-
function excitation, and Y = (y1,92)° € R?
the corresponding angular velocities just after each
delta kick. The nonlinear functions are G(X') =
(c1 sin 2’1, ¢9 sin :c’g)T, where c¢; are functions of
the kick strength fo (which is the control param-
eter of the system). L and M are 2 x 2 constant
matrices whose entries are functions of the remain-
ing physical parameters of the rotor, including the
dissipation coefficients.

Due to the y; — —y; symmetry of the kicked
double rotor map, it turns out that the plane
y1 = yo = 0 is an invariant subspace of the sys-
tem, such that four of its fixed points lie on this
subspace and can be classified in one-parameter

families (X*, Y*)T (:cgm’nz’q), zgm’n?"q) ,0, O)T
where n; = ng = 0 are integer rotation numbers,
and g = 1,2, 3,4. Let us focus our attention on the
unstable fixed point P, for which z] = 2§ = . For
fo S foc = 8.1104126 it has three stable eigendirec-
tions and one unstable eigendirection, i.e. d* = 1.
At fo = foc there is a period-doubling bifurcation
(eigenvalue = —1) such that, for fo 2 foc the point
P has now two stable and two unstable eigendi-
rections (d* = 2). Every preimage of P shares
the same property. We remark that (m,7,0,0) is
a stable period-1 orbit which undergoes a period-
doubling bifurcation at lower value of fy, namely
~ 4.27, which is followed by a period-doubling
cascade which accumulates at fo ~ 6.75.

Hence, after this bifurcation there is an infi-
nite number of fixed points embedded in the chaotic
attractor with either one or two unstable direc-
tions, which identifies the occurrence of UDV at
f = foc. It was recognized that this is related to
the fluctuating behavior (around zero) of the finite-
time Lyapunov exponent closest to zero [Dawson
et al., 1994]. If the latter fluctuates about zero
during a trajectory, we have a tangential direc-
tion which is uncertain between expansion and con-
traction [Sauer, 2002]. The brittleness of numerical
pseudo-trajectories of the double rotor, when it ex-
hibits UDV, has been shown to increase to very high
values [Grebogi et al., 2002].

In the case of the kicked double rotor, the
invariant set of interest is a chaotic attractor, but
UDYV can also appear in nonattracting chaotic sets,
as strange saddles smooth along an unstable di-
rection [Dawson, 1996]. A map on the 2-torus,

)



with dense sets of saddles and repellers, was found
to exhibit UDV by Kostelich et al. [1997]. The
presence of UDV seems to be typical in general
high-dimensional dynamical systems, as shown by
Lai and Grebogi [1999a], who have described its oc-
currence in globally coupled Hénon and Ikeda map
lattices.

The latter observation can be put in a more
general context, if one considers the problem of
modeling coupled chaotic oscillators. Since the sem-
inal work of Pecora and Carroll [1990] it has been
recognized that an array of chaotic oscillators can
synchronize their trajectories. For a general class of
coupled map lattices

N
i i € j
x0, = FxY) - 3 > e H(ED),
j=1

(9)
(t=12,...,N),
or coupled oscillator chains,
dx@(t) , e ,
7 -0 - a0,

(=1,2...,N),

where x® € RP and F, H are D-dimensional
smooth vector functions, it turns out that the syn-
chronization manifold

XV = x® == (1)

is a chaotic invariant set for the system (9), provided
>_; 95 = 0 [Lai & Grebogi, 1999].

UDV has been numerically observed in a sys-
tem of locally coupled Hénon maps in the form
as Eq. (9) for any nonzero coupling strength e
[Lai & Grebogi, 2000a]. The coupled maps may
also be regarded as Poincaré maps of continu-
ous time flows. In fact, systems of continuous-
time oscillators coupled in the form (10) have also
been argued.to exhibit UDV, as it was numeri-
cally confirmed for chains of Rssler oscillators [Lai
et al., 1999b]. Not only the completely synchronized
state (11), but also phase synchronized states in
chaotic systems were proved to exhibit UDV for
nonvanishing coupling strength [Andrade & Lai,
2001].

The ubiquitous presence of UDV in chaotic
systems with invariant subspaces is expected on
rather genéral grounds [Lai, 1996; Lai & Grebogi,
2000a), since the number of unstable directions of
any unstable periodic orbit embedded in the invari-
ant chaotic set is determined by: (i) the local chaotic
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dynamics on the invariant subspace; and (ii) the
transverse dynamics [such as the coupling strength
in Eq. (9)]. In particular, the appearance of UDV
in the synchronization manifold of coupled chaotic
oscillators is related to the so-called bubbling tran-
sition, in which periodic orbits embedded in the
manifold lose transversal stability [Ashwin et al.,
1994, 1996].

If the interacting systems are not identical,
or if they are very weakly coupled, they do not
present in general exact amplitude synchroniza-
tion, but they may present a generalized synchrony
[Boccaletti et al., 2001]. In this case, instead of a
synchronization manifold we focus on an emergent
set that arises from a decoherence transition. This
mechanism has also been blamed to be a general
source of UDV in such systems [Barreto et al., 2000;
Barreto & So, 2000]. In high-dimensional systems
the transition to hyperchaos, when there are mul-
tiple positive Lyapunov exponents, has been also
shown to be related to UDV [Davidchack & Lai,
2001]. For dynamical systems possessing two or
more asymptotic sets with a different number of
unstable directions, extrinsic noise has been shown
to lead to UDV [Lai et al., 2003].

It may seem at first that it is hopeless that
a chaotic system exhibiting UDV happens to be
of practical use, for it would lack adequate shad-
owability properties. However, if we consider not
single trajectories but rather ensembles of them,
statistical quantities could sometimes be reliably
computed [Lai et al, 1999a; Sauer, 2002]. This
was numerically checked by computing the average
energy (and its second moment) of a kicked dou-
ble rotor, by using two slightly different models,
and obtaining results which agree within the nu-
merical accuracy {Lai et al., 1999a]. However, there
can be found a family of examples exhibiting UDV,
for which even tiny one-step errors in numerical
simulations cause macroscopic errors (many orders
of magnitude higher) in long-term averages [Sauer,
2002]. Another distinctive feature present in sys-
tems with UDV is their robustness against external
noise [Kantz et al., 2002].

While in complex systems UDV is apparently
very common, if not a universal characteristic, the
mechanism of its generation is still not completely
understood. Hence, in order to investigate this is-
sue, we consider a simple dynamical system that
allows for an easier identification of the bifurcation
structure underlying the onset of UDV.
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5. A Case Study

We consider a class of two-dimensional noninvert-
ible maps with an invariant chaotic set in which
embedded unstable orbits can have unstable di-
mensions equal to either 1 or 2. In particular, the
invariant set may be regarded as the synchroniza-
tion manifold of two coupled one-dimensional maps
[Viana & Grebogi, 2000]. On the other hand, the
invariant subspace may also appear as a result of
some phase-space symmetry of the dynamical sys-
tem, as it occurs in the kicked double rotor example.

A class of systems with an invariant subspace
are the ones with a skew-product structure in the
form

Tnt1 = f(zn), (12)

Yn+1 = pg(xn)yn
+ higher order odd powers of y, (13)

where z € J ¢ R! and y € K C R!. Due to a
y — —y symmetry there is an invariant subspace
Y given by y = 0, in such a way that y will be
called the transversal direction with respect to X.
We suppose that f : J — J is such that there is a
chaotic invariant set in 2 C %, and choose p > 0
as a bifurcation parameter, satisfying pg(z,) > 0
for all z € J. Moreover, we suppose that g(z) = 1,
when z is some unstable low-period orbit z = x in
the chaotic set .

A particular example belonging to this family
is the following two-dimensional map

Tpt+1 = azp(l —z,), (14)
2
Ynt1 = pe Xy g3 (15)
where z € J = [0,1], and we choose a so that

there is a dense chaotic orbit on the attractor.
There is a positive Lebesgue measure set of values
of a for which this is true [Jacobson, 1981]. We set
X =1—(1/a) as an unstable fixed point embedded
in the chaotic attractor §2. This map was introduced
to study the formation of riddled basins of attrac-
tion [Lai et al., 1996], and exhibits qualitatively dif-
ferent dynamical behaviors according to the value
that the bifurcation parameter p > 0 takes on.

If p < 1 [Fig. 1(a)] there is a fractal boundary
between the basin of the chaotic attractor 2 and the
basin of the attractor at infinity. The latter arises
since there are only odd powers of y in the map (15),
such that if |y,| > 1, then |yn41| > |yn| > 1. Once
a trajectory off the invariant subspace reaches the

> X
(a)
A Y
1
0
-1 - x
0 1
(b)
Fig. 1. Phase portrait of the map (14)-(15) for a = 3.8,

b= 5.0, and: (a) p = 0.99; (b) p = 1.30. The dark region con-
tains initial conditions that asymptote to infinity, and the
gray region is the basin of the attractor at y = 0. The arrows
indicate the unstable fixed points of the map.

ly| = 1 line, it asymptotes to infinity. For p > 1
the basin boundary has collided with the attractor,
and the latter becomes a nonattracting chaotic sad-
dle [Fig. 1(b)] through a boundary crisis [Grebogi
et al., 1983a).
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Fig. 2. (a) Fixed points of the map (14)—(15) before and af-

ter the saddle-repeller bifurcation; (b) Bifurcation diagram of
(15) at £ = x. Solid (dashed) lines indicate stable (unstable)
fixed points.

A linear stability analysis indicates an
unstable—unstable pair bifurcation (with eigenvalue
+1) occurring at p = p. = 1. The fixed points
of interest of the map (14-15) are 0 = (x,0), and
ry = (x,yi = £yT—p) [Fig. 1(a)]. Forp <1 (> 1)
0 is transversely stable (unstable), i.e. 0 is a saddle
(repeller) with unstable dimension one (two). The
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Fig. 3. Schematic figure showing the tongue-like structure
that appears for p > 1. Adapted from [Lai & Grebogi, 2000b].

other pair of fixed points which we named ry, are
located off the invariant subspace [actually they be-
long to the basin boundaries, cf. Fig. 1(a)] and are
repellers for p < 1. As p approaches p. = 1, they
collide with the fixed point at y = 0 and coalesce
into a single repeller [Fig. 2(a)]. For all p > p, the
invariant chaotic set €2 is a nonattracting saddle
[Fig. 2(b)].

When the fixed point at y = 0 becomes trans-
versely unstable, every preimage of it does so. Since
there is a denumerable infinite number of such
eventually fixed points embedded in the chaotic set
[Gulick, 1990], we conclude that a countably infi-
nite number of periodic saddles become repellers at
p = p. = 1, and its complement is a set with an un-
countably infinite number of saddles. While the set
of newborn repellers has Lebesgue measure zero, the
set of saddles has the full Lebesgue measure. Since
both sets are dense in 2, the saddle-repeller (pitch-
fork) bifurcation at p, marks the onset of UDV in
the system [Viana & Grebogi, 2001].

What is the fate of trajectories off the invari-
ant chaotic set, after this bifurcation has occurred?
We already know that, once reaching the |y| = 1
line, they asymptote to infinity. However, a fea-
ture not revealed by a linear stability analysis, and
that stems from the nonlinear terms in Eq. (15), is
the existence, between this line and the symmetry
plane, of a dense sequence of tongues, anchored at
the repellers (Fig. 3). The envelope of these tongues
can be analytically estimated [Lai et al., 1996], but
their existence can also be inferred from a more
general argument, as follows.

Let us consider an open set O = |y| > 1 which
intersects the transverse unstable manifold of x, the
repeller belonging to the invariant set 2. The in-
verse images of O, which by continuity are also open
sets, asymptotically approach x [Lai & Grebogi,
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2000b]. These inverse images of O are a subset of
the tongue anchored at £ = x. The set of tongues,
off the symmetry plane y = 0, forms an open and
dense set, while its complement is a closed Can-
tor set of positive measure [Grebogi et al., 1985].
An initial condition very close to the invariant sub-
space at y = 0 generates a trajectory that wanders
erratically back and forth in the z-direction, due to
the large eigenvalue (L, = 2) of the tangent map,
until, if the trajectory is not already in the tongues,
noise will push it in a tongue and it will asymptote
to infinity [Grebogi et al., 1983b]. Since just after
the bifurcation these tongues may be very narrow,
it might take a very large time for an orbit to enter
a tongue and be ejected away [Viana & Grebogi,
2000.

As p is further increased past p. = 1, many
other unstable periodic orbits embedded in the
chaotic set at y = 0 lose transversal stability,
and more and more saddles become repellers. The
relative proportion between saddles and repellers
changes with varying p, in a way that can be quan-
titatively treated using the methods to be described
in the following section.

6. Quantifying Unstable Dimension
Variability

6.1. Finite-time Lyapunov
exponents

The relative abundance of periodic orbits with a
different number of unstable directions can be eval-
uated by calculating the corresponding finite-time
Lyapunov exponents [Abarbanel et al., 1991]. These
are computed in the same way as is done for the
commonly used Lyapunov exponents, but using a
finite (and usually short) timespan n < co. Its use
in nonlinear dynamics is receiving a growing inter-
est, since many dynamical regimes can be identified
by using them [Prasad & Ramaswamy, 1999)].

It has been recognized as a fingerprint of UDV
in dynamical systems — the fluctuating behavior
(around zero) of the time-n exponent closest to zero
[Dawson et al., 1994]. To understand qualitatively
why does it happen, for the example studied in the
previous section, let us consider an initial condition
off but very close to the invariant subspace ¥. The
resulting trajectory is properly quoted as a chaotic
transient, since it eventually goes to infinity. Be-
fore this occurs, however, this transient orbit visits
e-neighborhoods of saddles and repellers of the in-

variant set for any &, no matter how small. This
means that there are time-n segments for which
the trajectory is transversely attracting (in aver-
age) and others for which it is transversely repelling
(also in average). This is properly quantified by
time-n Lyapunov exponents along the transversal
y-direction.

In order to apply this concept to the previ-
ously studied example, we will present the defini-
tions only for a N-dimensional map f(x), but they
can be straightforwardly extended to continuous-
time flows as well. Let n be a positive integer and
Df"(xp) be the Jacobian matrix of the n times
iterated map, with entries evaluated at xg. Suppose
that the singular values of Df"(xq) are ordered:
gl(XOan) 2 £2(X0,n) > e 2 fn(XOan)' Then, the
kth time-n Lyapunov exponent for the point xg is
defined as [Kostelich et al., 1997

1
Me(Zo,yo;n) = ;lnHDf"(ﬂﬁo,yo)-VkH, (16)

where vy, is the singular vector related to £x(xg,n).

The infinite time-limit of the above expres-
sion is the usual Lyapunov exponent A, =
lim, 00 Ak(Xg,n). Although the time-n exponent
Ak(xp,n) generally takes on a different value, de-
pending on the point we choose, the infinite time
limit takes on the same value for almost all xg with
respect to the natural ergodic measure of the in-
variant set [Viana & Grebogi, 2001]. For the map
studied in the previous section there are two such
exponents,

A1(zo,y0;n) = %Z Infa(l —2z;)], (17)
i=1

1< )2
Ao, yosn) = > In [Pe_b(z’ " 4 3.%'2] , (18)
i=1

and we focus our attention on the transversal one,
Ao(zg,yo;n), which infinite time limit is the condi-
tional Lyapunov exponent Ar for the invariant set
Q. If At goes through zero from negative values (a
blowout bifurcation [Ashwin et al., 1994]) the in-
variant set loses transversal stability. As p increases
past p. = 1, an increasing number of saddles in 2
lose transversal stability. We have described in de-
tail this transition for a period-1 orbit (fixed point),
but similar bifurcations — often named bubbling bi-
furcations [Ashwin et al., 1996] — occur for other
periodic orbits as p increases.

If Q displays UDV, the time-n Lyapunov ex-
ponent in the transversal direction will erratically



fluctuate about zero, which suggests the use of
a probability density Pr(A2(zo,%0;n),n), so that
Pr(Az(n),n)dXq is the probability that the time-n
exponent takes on a value between Ay and Ay + dAs
for a given n [Kostelich et al, 1997]. The initial
conditions (zg,yo) are randomly chosen according
to the Lebesgue measure of Q. From this probabil-
ity distribution we can obtain moments of functions
of the time-n exponent, as averages

(F(X2(x0,n)))
—+o0
= F()\Q(x(): n))PL()Q(xOv n)>n)d)‘2 ) (19)
—o0
assuming proper normalization for Pp(\g,n).
For n large enough the form of this distribution
can be written in the following form [Ellis, 1985]

G"(A
Py(hafm),m) o 1/ PE O =nc0a) (o)
where Ar is the infinite-time limit of Ag(n), and the
function G(A) has the following properties:

G(/\T) = G/(/\T) =0, G”()\T) > 0. (21)

Expanding G(A) in the vicinity of A, the first non-
vanishing term is the quadratic one, i.e. Pr(Ag) is
expected to have a Gaussian shape

Pr(X9)

~

Ay — A7)?
o (A2 = A7),

(n>1). (22)

We can obtain a numerical approximation for
this probability distribution by considering a large
number of trajectories of length n from initial
conditions randomly chosen in the chaotic invariant
set. In Fig. 4 we show some distributions of time-50
exponents, obtained for different values of the bi-
furcation parameter p. We see that their shape is
indeed Gaussian, and the distribution as a whole
drifts toward positive values of Xg, as p increases.
The rate in which this drift occurs is not constant,
however, as it can be seen in Fig. 5, where the av-
erage value of the time-n exponents, m = (A2(n)),
is plotted versus the bifurcation parameter p.

The variance of the average m, with respect to a
sample of size n, which we denote o2, is a constant
value about 0.035 for all p-values, indicating that
the Gaussian nature of the distribution Pr(Xg) is
not significantly altered. A standard result [Bulmer,
1979] says that the variance of the total population

nG"(Ar) exp [_ nG"(Ar)
2
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Fig. 4. Probability distribution P(X2,50) for time-50 trans-
versal exponents and different values of the bifurcation pa-
rameter p. The remaining parameters are a = 4.0 and b = 5.0.

average time-50 Lyapunov exponent

Y

Fig. 5. Average transversal time-50 Lyapunov exponent as
a function of p. Other parameters are the same as in the pre-
vious figure. It crosses the horizontal axis at p* = 2.55, which
signals a blowout bifurcation.

is equal to the product of the variance of the av-
erage by the sample size, hence the total variance
of the time-n exponents is ¢2 = no2, equal to 1.75
for the time-50 exponent distributions depicted in
Fig. 4.
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6.2. Natural measure and unstable
periodic orbits

Although the fluctuating behavior of the time-n ex-
ponents has proven to be a useful diagnostic for
the presence of UDV in a chaotic system, it is
necessary to quantify the intensity of this effect,
since it is apparent from the drifting behavior of
Pr,(A2,50) shown in Fig. 4 that, for increasing p,
progressively more exponents become positive. This
indicates that a growing number of periodic orbits
embedded in the chaotic invariant set become trans-
versely unstable. For m = 0 we would expect as
many negative exponents as positive ones, and that
situation would maximize the effect of UDV. Using
arguments from the ergodic theory of chaotic sets,
and a significant amount of previous numerical ev-
idence, it follows that UDV is more pronounced
when the infinite-time transversal Lyapunov expo-
nent (A7) vanishes [Lai & Grebogi, 2000a].

To compute the conditional exponent Ar we
use typical trajectories on -the chaotic invariant
set Q, with respect to its natural measure u(2).
Since there are an infinite number of unstable
periodic orbits embedded in 2, they support the
natural measure in the sense that, when com-
puting Ap, these periodic orbits contribute with
different weights. These weights are determined by
the natural measure of a typical trajectory which
visits the neighborhoods of the periodic orbits, and
are related to the magnitudes of the unstable eigen-
values of those unstable orbits [Lai & Grebogi,
2000a]. The natural measure of a typical trajec-
tory in the neighborhood of a periodic orbit is
related to the probability of being in its vicinity,
and it is smaller for a more unstable periodic orbit
[Farmer et al., 1983]. Hence, the larger is the unsta-
ble eigenvalue of the periodic orbit, the smaller is its
contribution to the natural measure. Summing over
all unstable period-q orbits embedded in the invari-
ant set () gives then its natural measure [Grebogi
et al., 1998b]

p(@) = lim L

i 2= T.05,0))

where x,(7) is the jth fixed point of f9(x), i.e. x4(j)
is on a period-r orbit, where r is ¢ or a prime
factor of ¢, and L, is the expanding eigenvalue of
this orbit. This expression was originally derived for
hyperbolic systems [Grebogi et al., 1998b], but its
validity for nonhyperbolic ones has been verified in
all analyzed cases [Lai et al., 1997].

(23)

The natural measure associated with the jth
period-q orbit is the normalized ratio [Lai &
Grebogi, 2000a]

q(]) — ;q/Lu(xq(j))q) , (24)
Z;[I/Lu(xq(f))]

where N, is the number of period-q orbits. N/
and N are the numbers of transversely stable
and unstable period-q orbits, respectively, such that
N+ Ng = Ng. In the case example of Sec. 5, when
g = 1 it turns out that N{ and N{* are the numbers
of saddles and repellers, respectively. The weights of
the transversely stable and unstable period-q orbits
are given, respectively, by
Ng
As = ng()Aa(%4(5), 9)

j=1
(for Aa(x4(5), 9) < 0), (25)

Ny
AY = (i) Xe(xq(5), )
j=1

(for A2(x4(4),9) > 0), (26)

where A2(x4(j),q) is the time-g transversal
Lyapunov exponent for the jth period-g orbit. If
Xa(x4(7),q) is positive (negative) the periodic orbit
is transversely unstable (stable).

When Ar becomes zero, at the blowout bifur-
cation point, it follows that the contributions of the
transversely stable and unstable period-q orbits are
exactly counterbalanced, and UDV is expected to
be more intense. We can verify this prediction for
the case example studied in the previous section,
for it presents a variable bifurcation parameter p,
such that, for p > 1, the system exhibits UDV.
The infinite-time transversal Lyapunov exponent
AT vanishes for p = p* &~ 2.55, which is the critical
value for the blowout bifurcation.

A linear stability analysis indicates three
qualitatively different regimes for €2, according to
the corresponding value of p:

(i) 0 < p < p. = 1: N is a chaotic attractor, in
which all embedded unstable orbits are sad-
dles, i.e. 2 is transversely stable as a whole.
There is no UDV at all. p = p. is a saddle-
repeller bifurcation point.

(ii)) p. < p < p* = 2.55: Q is a chaotic saddle, in
which there are “more” saddles than repellers,



in the sense that the natural measure is sup-
ported mainly by the transversely stable or-
bits.  is, on the average, transversely stable.
The effect of UDV is progressively more intense
as p increases from p.. p = p* is a blowout bi-
furcation point.

(iif) p > p*: Q is still a chaotic saddle, but there
are “more” repellers than saddles, in the same
sense as before. {2 is, also on the average, trans-
versely unstable.

Since, for p > 1, a trajectory off the invariant
subspace eventually asymptotes to infinity, it would
seem at first that £ could not be transversely stable
at all. However, our transversal stability analysis is
linear, whereas the escaping of trajectories to infin-
ity is a nonlinear effect [due to the cubic y3 term
in Eq. (15)]. Therefore, even though in case (ii) the
chaotic saddle was found to be linearly transversely
stable, it is nonlinearly transversely unstable, in
the sense that any trajectory off the chaotic saddle
eventually escapes to infinity.

From Eq. (22), the distribution of the transver-
sal time-n exponents, Pr(Ay(n)), is centered at
A9 = A7, so that m = Ap, which also follows from
direct integration. Accordingly, the total variance
is 02 = n < (A\y—m)? >= 1/G"(\r), which is
independent of n.

A quite direct procedure to quantify the rel-
ative abundance of saddles and repellers in the
chaotic invariant set Q is to compute the fraction
of positive transversal time-n exponents [Viana &
Grebogi, 2001]

$(n) = /O Y POexon) e (27)

shown in Fig. 6 as a function of p. For p < 1 it is zero
~ and increases monotonically for p > 1, saturating at
¢ = 1 for large p. At the blowout bifurcation point
p* we have ¢ = 1/2, for exactly half of the time-n
exponents that are positive. Using the asymptotic
expression of Pr,(Ag,n) there results

+ —\/2—Ferf (/\T 29”?()‘1)-> ,  (28)

in complete agreement with the numerical result.

#n) = 3

7. UDV-Induced Intermittency

In this section, we will slightly modify the map in-
troduced in Sec. 5 by changing the sign of the cubic
term, which introduces a fold in the map dynamics
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fraction of positive exponents

Fig. 6. Fraction of positive time-50 transversal Lyapunov
exponents as a function of p, for the same parameters as in
the previous figures.

along the transversal direction. This does not affect
the results of the linear stability analysis, but pre-
vents trajectories from escaping to infinity. Hence,
trajectories starting off but very close to the invari-
ant subspace y = 0 spend large amounts of time
near y = 0 before being ejected away, in the form
of intermittent chaotic bursts. We can call the pro-
cess UDV-induced intermittency, since here chaotic
bursting is accompanied by the lack of hyperbolic-
ity (Sauer [2002] has called UDV an “intermittency
in miniature”).

In order to describe the onset and evolution of
such intermittency in the map described in Sec. 5,
we consider a reference, or “true” chaotic trajec-
tory in the invariant set 2 C M. However, the
existence of the invariant subspace M is jeopar-
dized by the lack of model symmetry caused by
small, yet unavoidable imperfect parameter deter-
mination, and extrinsic noise. We thus expect that a
computer-generated trajectory thought to belong to
M will actually start off but very close to M. The
shadowing distance between the “true” chaotic tra-
jectory at M and the pseudo-trajectory initialized
nearby is, at each instant, the pointwise distance
between them in the phase plane. The existence of
laminar intervals, for which the pseudo-trajectory
is close to M, is equivalent to having a pseudo-
trajectory which continuously shadows the “true”
chaotic trajectory belonging to M. By the same
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Fig. 7. Pseudo-trajectories generated for the map (14)-(15)
with a = 4.0, b = 5.0, and a noise level 1079, with q = 186,
and (a) p = 2.30; (b) p = 2.55.

token, bursting is an observable manifestation of the
lack of shadowability, while the lengths of the lam-
inar intervals yield estimates for shadowing times.
Hence, the properties of chaotic bursting are related
to the statistics of shadowing distances and times.

A “true” chaotic trajectory is known to exist
for initial trajectories (z,yo = 0) randomly chosen
in © with respect to the Lebesgue measure. The
pseudo-trajectories we generate are meant to repre-
sent numerically obtained orbits, for which we can-
not have initial conditions exactly placed at y = 0,
in that they have some uncertainty in the transver-
sal direction. Since the z-part of the map (14) does
not depend on y, the evolution along the z-direction
of both trajectories is the same for all times, and the
pointwise distance between a chaotic trajectory and
a pseudo-trajectory will be simply the value of y,,
for the latter. Finally, a computer generated pseudo-
trajectory is likely to suffer the action of round-
off errors, which we can simulate by corrupting a
pseudo-trajectory with randomly applied kicks of
small magnitude 1079, playing the role of one-step
errors [Sauer, 2002].

We must emphasize that the pseudo-
trajectories do not belong to £ but, instead, to a
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Fig. 8. Statistical distribution of pointwise shadowing log-

distances for (a) p = 2.10, (b) p = 2.55, and three different
noise levels.

larger invariant set of which €2 is a subset. The fold
introduced in the y-part of the map (15) ensures
that this larger chaotic set is recurrently close to M
and does not asymptote to infinity, as it would be
the case if the cubic term in (15) would have a pos-
itive sign. In Fig. 7, we show two examples of high-
precision pseudo-trajectories generated using the
procedure described above. The noise level is fixed
at 10716 which can be regarded as the computer
roundoff introduced by a double precision floating-
point arithmetics. Figures 7(a) and 7(b) refer to dif-
ferent post-critical values of the bifurcation parame-
ter (p > 1). We record the values of y,, or the point-
wise shadowing distances, at each time, yielding the
corresponding log-distances z, = In |y,|. The use of
an external kick creates a “barrier” of width 1077
preventing pseudo-trajectories from having shadow-
ing log-distances less than —q on average. The shad-
owing distances may be large due to chaotic burst-
ing, but they are predominantly very small (within
the laminar regions); the bursting being more effec-
tive as p increases.

Figure 8 presents numerically obtained statisti-
cal distributions of the shadowing log-distances z,
for two post-critical values of p and external kicks



of different magnitudes. In all depicted cases, the
(normalized) distribution height falls rapidly down
to zero for shadowing distances less than 1079, as
expected, and decreases exponentially for higher
shadowing distances

Pa(z) = Pao exp[=r(p)(z = Inq)],  (29)

where Py(z)dz is the probability for the shadow-
ing log-distance to lie between z and z + dz. As p
increases from 2.10 [Fig. 8(a)] to 2.55 [Fig. 8(b)]
this decrease becomes slower, meaning that, as the
UDV effect is more intense, we have a progressive
dominance of higher shadowing distances. This is
in accordance with the greater content of trans-
versely unstable periodic orbits as p is increased
from p. = 1.

The shadowing log-distances experience spikes
of various heights, but remain in the immediate
vicinity of the invariant subspace M, until they
burst chaotically and return to M. We define
the shadowability time as the interval it takes for
the pointwise shadowability distance to grow to the
order of the attractor size, say y = y4 = 1. Figure 9
shows the dependence of the log-shadowing times,
for different values of p, on the noisy kick strength
level gq. The results suggest that the distribution
of the average shadowing times has a power-law
scaling with respect to the noise level ¢, what can
also be derived by integrating the distribution (29)
for shadowing log-distances, in order to obtain the
probability for a shadowing distance to be greater
than y4, such that Pi(q) ~ exp[—«(p)(lnys —
In ¢)) = ¢").

These probability distributions for the shad-
owing distances and times can be theoretically
justified from the statistical properties of finite-time
Lyapunov exponents. A pseudo-trajectory starting
off but near the invariant subspace will wander
along the z-direction according to the unstable
eigenvalue of the periodic orbits embedded in €.
As the trajectory approaches orbits with different
numbers of unstable direction, it will move either
toward or apart from 2 for finite time segments.
Let y, be the shadowing distance of the pseudo-
trajectory at time k. During a short time interval
of length n, the local expansion rate is the corre-
sponding time-n transversal exponent, such that
Ykan ~ Yk exp(niy(n)). It follows that the log-
shadowing distances satisfy zxin, ~ 2k + nAz(n).

When  exhibits UDV, the time-n exponents
Ao(n) fluctuate in an irregular fashion about zero,
being the random innovations which push the
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digits of accuracy

Fig. 9. Shadowing times as a function of the kick strength
exponent, or the number of accuracy digits. The various lines
are least-squares fits obtained for different values of the bi-
furcation parameter p. The top line is for p = 2.1 and the
lines below are for values of p with a constant increment of
dp = 0.05. The slopes of these lines are depicted as boxes in
Fig. 10.

log-shadowing distances toward or away from the
chaotic trajectory confined to the invariant sub-
space M. The time evolution of the log-shadowing
distances can thus be regarded as an additive ran-
dom process, with a diffusion rate being given by
the dispersion of the time-n exponents, which we
have measured by the total variance o of their
statistical distribution Pr(Aa(n),n). However, the
distribution of Ay(n) is such that there is a dif-
ferent amount of positive and negative values (see
Fig. 4). For example, if their average m is positive
the transversal displacements of a pseudo-trajectory
will have a positive average expansion rate, which
describes a biased random walk, in which a drift m
has been included [Sauer et al., 1997].

A diffusion equation describes the spatio-
temporal evolution of the distribution of the
shadowing log-distances P(z,n) with respect to
the time-n and the log-distance z (assumed to be
continuous variables) [Feller, 1957]:

OP(z,n) o2 8?P(z,n) OP(z,n)
il ok R . (30
on 2 822 My, (30)
The effect of the kicks added to the pseudo-
trajectories can be included in this stochastic model
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Fig. 10. Comparison between the slopes of statistical
distributions of shadowing log-distances and times. The nu-
merically obtained slopes for distributions of log-shadowing
distances (crosses) are based on Fig. 9; diamonds (triangles)
stand for the theoretical prediction of Eq. (31), based on time-
2 (time-50) Lyapunov exponents; boxes are for numerically
obtained distribution slopes of shadowing times, according to
Fig. 9.

by including a reflecting barrier at z* ~ —q. More-
over, we impose the following boundary conditions:
P(z — 00) = (0P/0z2),_,,, = 0.

The diffusion process governed by Eq. (30) has
an equilibrium distribution given by (0Pgg/0n) =
0, which reads [Pinto et al., 2002] -

Pro(e) = gl exp |- 25l e -mo) . (o
o o
which is similar to the numerically obtained distri-
bution Py(z), given by Eq. (29), if we identify the
decay exponent k with the so-called hyperbolicity
ezponent [Sauer, 2002]

=—, (32)

Figure 10 shows a comparison between the nu-
merically obtained slopes of the exponentially de-
caying distributions (crosses) and the theoretical
prediction of Eq. (32) (diamonds and triangles are
for different time-n exponents). There is an increas-
ingly better agreement among these values, as we
approach p = p* = 2.55, the value for which the
UDV effect is more pronounced. The good agree-
ment between theory and numerical experiment at
p = p* is a consequence of the fact that, when

UDV is more intense, the average time-n exponent
vanishes, such that there is an approximately equal
number of positive and negative innovations acting
on a pseudo-trajectory. In this case a Markovian
random walk would be a better approximation of
the actual behavior of the pseudo-trajectory under
random kicks. As we move away from p*, the bias
caused by a nonzero average exponent makes the
equilibrium distribution given by (31) a poorer ver-
sion of the stochastic process. Actually the bursting
is chaotic, and some degree of dynamical correlation
is expected to take place at every moment, prevent-
ing us from successfully using linear stochastic mod-
els such as those considered here.

The time-2 exponent (shown as diamonds in
Fig. 10) are consistently better than the time-50
ones (depicted as triangles in Fig. 10), which implies
that the underlying dynamical structure causing
UDV is actually very complicated. The saddles and
repellers belonging to () are so densely intertwined
that a pseudo-trajectory will have a different num-
ber of unstable directions over very short periods
of time, and a time-2 exponent is expected to give
results closer to a Markovian stochastic process,
when compared with a time-50 exponent.

The stochastic model we use for a biased ran-
dom walk with reflecting barrier can also be used
to estimate the shadowing time 7, by imposing
that y,4+, be greater than y4 = 1. Using Laplace
transforms, we can obtain the following theoreti-
cal estimate of the average shadowing time [Sauer
et al., 1997]

1

()= 2(d" ~1) - o

—. 33
Since the statistical distribution of shadowing times
scales linearly with 7, if ¢ is small enough, Eq. (33)
leads to an algebraic scaling with the noise level
g, in agreement with the numerical result, pro-
vided the slope, once again, equals the hyperbolicity
exponent h.

The slopes of the various curves in Fig. 9,
corresponding to different values of the bifurcation
parameter p, are depicted as boxes in Fig. 10. We
have a better agreement between theoretical and
numerical results for the shadowing times than for
the log-distances. A plausible explanation for that is
the different definitions we have used for shadowing
distances and times. Whereas the former are pre-
cisely defined as pointwise distances between two
trajectories, shadowing times, on the other hand,



are defined in a less accurate way since: (i) the
times are measured when the log-distances exceed
an arbitrary threshold; (ii) we compute average
values over very long chaotic transients. Hence,
the overall statistical behavior of shadowing times
would be more likely emulated by a stochastic
model.

To conclude this section, we have shown that,
when a system fails to be hyperbolic due to
UDV, it may present intermittent bursting if it ex-
hibits some symmetry leading to a low-dimensional
invariant subspace. This type of intermittent tran-
sition has been observed, for example, in the
transition between synchronized and nonsynchro-
nized behavior in a lattice of piecewise linear maps
with a long-range coupling [Batista et al., 2002].
For general systems of N coupled maps or os-
cillators, the invariant subspace of interest is the
M-dimensional synchronization manifold (where
M <« N). UDV-induced intermittency in such
complex systems would be explained by studying
the stability of the synchronization manifold with
respect to the corresponding N — M transversal
directions.

8. Conclusions

Unstable dimension variability (UDV) is a dynam-
ical property of strongly nonhyperbolic invariant
chaotic sets. Its consequences on the shadowability
properties are severe, limiting in a dramatic way the
use of single pseudo-trajectories to numerical com-
putations of physically relevant quantities. Hence,
these pseudo-trajectories can at best give the same
kind of information furnished by a stochastic model,
even though the governing dynamical equations
are strictly deterministic. This is the reason we
are calling them pseudo-deterministic systems. We
reviewed previous work on UDV, which typically
shows up in high-dimensional systems like coupled
map or oscillator lattices, for which the invari-
ant set of interest is the synchronization manifold.
Hence UDV is far from being just a mathemat-
ical curiosity, likely to be found only in patho-
logical dynamical systems. We thus expect severe
shadowability problems in mathematical models of
high-dimensional chaotic systems used in science
and technology. This problem is even more per-
vasive if we note that most numerical integration
schemes for partial differential equations rely on
some kind of space and time discretization leading
to such coupled systems.
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This paper has focused on a simple dynamical
model consisting of a two-dimensional noninvertible
mapping with an invariant subspace, for two basic
reasons. First, for such a system, the mathemati-
cal mechanism beneath the onset of UDV can be
readily identified — a saddle-repeller bifurcation.
Second, the system has a control parameter that
enables us to quantify the intensity of the shad-
owing breakdown produced by UDV. By a combi-
nation of numerical and analytical arguments we
identify the situation in which UDV is most severe:
the blowout bifurcation point, where the invariant
subspace loses transversal stability and half of the
finite-time transversal exponents are positive. This
enables us to estimate shadowing distances and
times, according to a stochastic model of a biased
random walk with reflecting barrier.
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Abstract

Unstable dimension variability is a mechanism whereby an invariant set of a dynamical system, like a chaotic attractor or a
strange saddle, loses hyperbolicity in a severe way, with serious consequences on the shadowability properties of numerically
generated trajectories. In dynamical systems possessing a variable parameter, this phenomenon can be triggered by the
bifurcation of an unstable periodic orbit. This Letter aims at discussing the possible types of codimension-one bifurcations
leading to unstable dimension variability in a two-dimensional map, presenting illustrative examples and displaying numerical
evidences of this fact by computing finite-time Lyapunov exponents.
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Hyperbolic invariant sets, like chaotic attractors
or chaotic saddles, play a major role in the theory
of dynamical systems, thanks to many convenient
mathematical properties, such as:

(1) The stable and unstable manifolds can be defined
for each point belonging to the set [1,2];

(ii) The set and the corresponding dynamics are
structurally stable, i.e., small perturbations do not
topologically alter its dynamics [3];
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(i) Noisy trajectories of hyperbolic systems are
closely followed by fiducial (noiseless) trajecto-
ries of the system for an infinite time [4,5].

Unfortunately, most dynamical systems of physical
interest fail to be hyperbolic, thus limiting the ap-
plicability of hyperbolicity to only a few models, like
Axiom-A systems and topological horseshoes [2].
When the decomposition of the tangent space into
a stable and unstable subspace does not vary continu-
ously along the invariant set, the dimension of the un-
stable manifold may be generally different for distinct
points belonging to the set. This has been called unsta-
ble dimension variability (UDV), and its presence is a
severe violation of the necessary conditions for a set to
be hyperbolic [6]. A particularly troublesome conse-
quence of UDV is the lack of adequate shadowability
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properties of noisy trajectories, such as those obtained
by using computers, where the role of noise is played
by unavoidable one-step roundoff and truncation er-
rors.

If UDV is too severe, it may happen that a noisy
trajectory is not closely followed by any fiducial
trajectory of the original system for a reasonable
time. Hence, the computer-generated trajectories in
this case may be just numerical artifacts, and no rele-
vant statistics can be extracted from such orbits [7].
In this case, even though the system is formally a
deterministic one, the character of the orbits is, at best,
of a stochastic system. Hence, they could be more
properly referred to as pseudo-deterministic systems.
In fact, when there is no shadowability at all, the
mathematical model itself may be of limited use,
and one should resort to experimental data (using
embedding techniques, for example) to obtain relevant
information about the system dynamics.

UDV was first described [6] for a diffeomorphism
in the space T2 x S2. The earliest observation of UDV
for a dynamical system of physical interest was re-
ported for the kicked double rotor map [8,9]. The pres-
ence of UDV seems to be typical in high-dimensional
dynamical systems, as in coupled map lattices [10].
Besides their own importance as models of complex
systems, they may also appear in numerical meth-
ods for solving partial differential equations. Low-
dimensional systems, however, also may present UDV,
frequently with a non-attractive invariant set, as a
chaotic saddle [11]. The relation between UDV and
riddled basins, as well as with on-off intermittency, in
cases where there is an invariant subspace on which
the chaotic set lies, has been discussed in Refs. [12]
and [13], respectively.

Although the mechanism for the emergence of
UDV in coupled quadratic maps has been studied [14],
we still do not have a complete understanding of under
what circumstances UDV appears in a dynamical
system, as a parameter is varied. It seems natural,
though, that this onset must be triggered by some
bifurcation of a fixed point or periodic orbit, in
the sense that some formerly stable eigendirection
becomes unstable, augmenting the dimension of the
unstable subspace by one unit. The purpose of this
Letter is to enumerate the local codimension-one
bifurcations which lead to UDV in two-dimensional
maps [1,15]. They were found to mark the onset of

UDV for many of the dynamical systems studied so
far [8,12,16]. We will restrict our analysis to maps,
bearing in mind that they can also be considered as
Poincaré sections or time-7 stroboscopic samplings of
continuous time flows.

It is convenient here to state some basic defini-
tions for further reference. Let f:R? — R? be a d-
dimensional map. The set A C R? is invariant under
x — f(x) if, for any xg € A, we have f”(xg) € A for
all n. The invariant set A is said to be hyperbolic if
the tangent space Ty associated with any point x € A
can be decomposed into the direct sum 7Ty = EX @ Ej,
where E* (E®) is the unstable (stable) subspace, such
that the following conditions hold [1]:

(1) The splitting E} @ Ej varies continuously with
X € A and is invariant insofar as Df(EY) = E}‘(x)
and Df(ES) = Ei‘(x), where Df is the Jacobian
derivative. In other words, one finds in A contin-
uously varying bases for E¥ and EJ.

(ii) Forward (backward) iterates of points belonging
to the stable (unstable) subspace are attracted
to the point x as n goes to infinity, with an
exponential rate p which is uniform for all x €
A. Hence, there exists K >0 and 0 < p <1
such that |Df*(x)yll < Kp"lly|| if y € E; and
IDE~"(x)yll < Kp"llyll if y € E¥. The unstable
(stable) dimension dy (d}) is the dimension of the
invariant unstable (stable) subspace.

The structural stability of hyperbolic maps rules
out any qualitative change of periodic orbits due
to bifurcations or crises, for example. Since these
changes are expected for most dynamical systems of
physical interest, it follows that they are not typically
hyperbolic [3]. Hence, we concentrate ourselves on
how a given dynamical system loses hyperbolicity, and
what could be the consequences for this fact. One of
the consequences leads to the loss of shadowability
for non-hyperbolic noisy orbits, which implies that we
cannot take for granted that computer-generated orbits
of non-hyperbolic systems are shadowed, or closely
followed, by true orbits for an arbitrarily long time.

There are basically two mechanisms for losing
hyperbolicity. The first one occurs when there are
points on the invariant chaotic set A where the
stable and unstable manifolds intersect tangentially
(homoclinic tangencies). At those tangency points, the
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invariant subspaces E; and Ej are undefined. Once
a given homoclinic tangency occurs at a given point,
each iterate of this point under the map f is also a
tangency. Even in this case, it is possible to get fiducial
chaotic trajectories which shadow computer-generated
ones, provided we are far enough from a tangency. The
time 7 it takes for a noisy trajectory to reach a quasi-
tangency, or “glitch”, is roughly the time-span of a
shadowing trajectory. If @ = max[w (¢)] is the noise
level corresponding to one-step errors, the shadowing
time of a noisy-trajectory is of the order @ ~%, where
a < 1/2 is the scaling exponent [17].

We are concerned, however, with a second and
more severe way to lose hyperbolicity (UDV), by
which the splitting EY @ E; does not vary continu-
ously for all points of a chaotic invariant set A, be-
cause the dimension of the invariant subspace takes
on different values for points in A. For simplicity, we
consider a one-parameter family of two-dimensional
maps X > (X, p), where x € R? and p € R. Let us as-
sume that, for some value of the parameter, p = po,
this map has a chaotic invariant set A with an unstable
fixed point p = f(p, po)-

We say, without loss of generality, that A and
the dynamics on this set present UDV if there are
at least two fixed points in A, p; and py, such that
df = dim E*(p;) # dj = dim E“(p2) for p = po. In
two dimensions, when d“ =1 (2), p is a saddle point
(repeller), such that dj = d{ + 1. Since every pre-
iterate of both fixed points has the same unstable
dimension as of p; and p2 themselves, there are
two sets of eventually fixed points in A of different
unstable dimensions, characterizing thus UDV at py.
Let us also assume, without loss of generality, that
there exists §p2 > 8p; > 0 such that in the interval
[P0 — 8p1, p0 + 8p2] we have df =di if p < po
and dy = df + 1 otherwise. The onset of UDV in
this case is a codimension-one bifurcation at p = pg
of an unstable fixed point embedded in A. It may
also happen that a period-g orbit {p1,p2,...,Ppq}
undergoes such a bifurcation. In this case, the same
definitions hold, provided we use the g-times iterated
map f["](pi,p),i =1,2,...,q.

We now assume the following skew-symmetric
form for f(x):

Xn+1 = @(Xp), (1)
Ynt+1 = &(Xn, Yn, P), 2)

such that the dynamics along the x-direction is inde-
pendent of that in the y-direction, thus ¢(x,) acts as a
driver signal on the transversal variable y. The Jaco-
bian derivative of maps such as given by (1) and (2)
is lower-triangular, and the eigendirections are just x
and y, with eigenvalues &, and &, respectively. We
also assume that, in the x-direction, we have strongly
chaotic dynamics, such as ¢(x) = 2x(mod 1). This re-
sults in an invariant chaotic set A embedded in the
two-dimensional phase space.

A particular case of importance is when g(x, y, p)
has only odd powers in y. In this case, due to the
y — —y symmetry, the line y = 0 is an invariant
subspace for the system, and the chaotic invariant
set A is embedded in this invariant subspace. This
one-dimensional subspace can be thought of as the
synchronization manifold of two suitably coupled one-
dimensional maps, after a suitable rotation of axes
[12]. There is an infinite number of unstable periodic
orbits (UPO) embedded in the chaotic set A. In the
x-direction, all UPOs will be unstable by construction,
i.e.,, |&| > 1, since the map ¢(x) is supposed to
generate strongly chaotic dynamics for all values of
interest of the parameter p. The invariant set A as
a whole can be transversely stable or unstable, and
is named a chaotic attractor or a chaotic saddle,
respectively, depending on the transversal stability
(along the y-direction) of the UPOs embedded in A:
|&y| < 1 (> 1) for the saddle (repeller), with unstable
dimension d* =1 (2).

For maps of the form (1) and (2), UDV occurs as
a result of a codimension-one bifurcation acting on
the transversal dynamics to A, transforming a trans-
versely stable UPO into an unstable one or vice-versa.
The onset of UDV depends on the value which the
eigenvalue £, takes on at the bifurcation point p = po.
Let p= (x = x,y = y*) be an unstable fixed point
embedded in A, and which undergoes such a bifurca-
tion. When p becomes a repeller, all its infinite preim-
ages also do so. This generates a Lebesgue measure
zero set of repellers embedded in the chaotic set A,
and densely intertwined with a positive measure set
of saddles. Trajectories near these newborn repellers
may fall into tongues anchored at these points and be
repelled away from the chaotic set (Fig. 1). After the
onset of UDV, other unstable periodic orbits bifurcate
likewise, increasing the number of repellers embedded
in the chaotic set and turning the effect of UDV more
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Fig. 1. Schematical view of the intertwined sets of saddles and
repellers in the invariant set.

pronounced, as the bifurcation parameter is further in-
creased [18].

A quantitative way to evaluate the local average
rates of attraction or repulsion in the transversal
dynamics is to compute the finite-time Lyapunov
exponents in the y-direction:

1, |3g(xi, yi, p)
Ay (x0, 303 m) = —Zln‘—————g s \ 3)
i 9y

These exponents are typically characterized by a dis-
tribution P(Ay,(n)), such that P(1y,(n))dAy(n) is the
relative number of transversal time-n exponents be-
tween Ay and Ay +dA, [19]. For  large enough, these
distributions are Gaussian-like [20], but other distri-
butions have been found to better fit the numerical
results [21]. After the onset of UDYV, it has been ob-
served that this distribution starts to develop a positive
tail, which drifts towards positive values as the UDV
is more pronounced [9]. When UDV is the most in-
tense, half of the finite-time transversal exponents are
positive, meaning equal contributions of repellers and
saddles, such that the average time-n exponent

S0y () P(Ay(n)) dy(n)
S22 POy () day(n)

vanishes [18]. In this case, it follows that the infinite-
time exponent in the transversal direction, Ar =
limy_ 00 Ay(n), also vanishes, and the chaotic set A
loses transversal stability through a blowout bifurca-
tion [22].

(Ay(m) =

)

The relation between unstable dimension variabil-
ity and loss of transversal stability can be fully ap-
preciated in the context of the contribution that unsta-
ble periodic orbits have on the natural measure of the
chaotic invariant set A. To compute the infinite-time
exponent At, we use typical trajectories on A, with
respect to its natural measure m(A). Since there are
an infinite number of unstable periodic orbits embed-
ded in A, they are the support of the measure in the
sense that, when computing A7, such orbits contribute
with different weights. These weights, on the other
hand, are determined by the magnitude of the unsta-
ble eigenvalues of those unstable orbits; such that, the
larger is the unstable eigenvalue of the periodic orbit,
the smaller is its weight, or contribution to the natural
measure. Summing over all unstable period-g orbits
embedded in A gives then its natural measure [23]

1
m(A)= lim > ————,
a0 £ Lu(pg ()

3

where p,(j) is the jth fixed point of £9(p), i.e., py (j)
is on a period-r orbit, where r is equal to g or a prime
factor of ¢, and L, is the expanding eigenvalue of this
orbit.

The natural measure associated with the jth pe-
riod-g orbit is the normalized ratio [18]

o 1/Lu(pe(i). 9)
mq(]) - N, s
2021 [1/Lu(pq (2))]

where N, is the number of period-g orbits. Nj and
Nj are the numbers of transversely stable and unstable
period-g orbits, respectively, such that Nj + Nj =
Ny. For two-dimensional maps (¢ = 1), N{ and N{
are the number of saddles and repellers, respectively.
The weights of the transversely stable and unstable
period-q orbits are given, respectively, by

(6)

N;
wh =Y mg(Nra(pg (/). 9)
Jj=1
(for 2y (pq(j), 9) <0), 7
Ny
wh =" my(NAy(Pe (), 9)
j=1
(for Ay (pq(j), 4) > 0), ®)

where Ay(pg(j),gq) is time-g transversal Lyapunov
exponent for the jth period-g orbit. If A, (p4(j), q)
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is positive (negative) the periodic orbit is transversely
unstable (stable).

Based on these arguments, we can assign the onset
of unstable dimension variability of the invariant set
A to the parameter value p for which the first periodic
orbit embedded in A loses transversal stability. As p
increases past this critical value, more and more un-
stable orbits lose transversal stability, and the repellers
weight increases with respect to the saddles weight.
When A7 = 0 the contributions of the saddles and re-
pellers become exactly counterbalanced, and unstable
dimension variability is expected to be most intense.
At this point, the set A loses transversal stability as a
whole. As the parameter p is further increased, the re-
pellers weight becomes larger than the saddles weight.

The possible types of codimension-one bifurcations
of two-dimensional maps can be described, using the
center manifold theory, by the normal forms along
the transversal direction computed at p = (x, y*), and
written as z — g(z, 1), where z=y — y* and p =
o — po. Hence g(0,0) = 0, by construction. In the
following, we treat the possible cases according to the
corresponding bifurcation eigenvalue.

Bifurcations with eigenvalue +1

In this case 9g(z, n)/dz = 1 at the bifurcation point
(0, 0), for which there are three possibilities.

Pitchfork bifurcation

The normal form describing the dynamics transver-
sal to A, at x = x, is [15]

gz W =z+pzF 2, )

where the minus sign in the cubic term refers to
the supercritical pitchfork bifurcation. There is an
invariant subspace at y = z = 0, where the chaotic
invariant set A lies. For p < 0 the fixed point of the
map (9) at y = 0 is transversely stable (a saddle),
and the onset of UDV is caused by its conversion
into a transversely unstable point (a repeller), with
the consequent appearance of two saddles outside the
chaotic invariant set A. The plus sign in (9) is for the
sub-critical pitchfork bifurcation, where two repellers
outside A approach the saddle at z =0 as u tends
to 0 and eventually coalesce there, making the former
saddle to become a repeller, as well all its preimages.

T T T | T

r=1.0 r=1.75 r=2.55

P(L)

0 - .
A (25)

Fig. 2. Distribution of the transversal time-25 Lyapunov exponent
for the map (11) and (12) with @ =4, b =5, and three values of the
bifurcation parameter r.

In both cases the bifurcation diagram presents two
curves of fixed points passing through the bifurcation
point (0, 0): one curve (the straight line) exists on both
sides of the u = O line, whereas the other one lies
locally just in one side. Accordingly, the additional
conditions for a pitchfork bifurcation to occur at (0, 0)
are [15]:

3g(z, 1) 3%g(z, W)

— | =0 ——— =0
I o 9z% 0,0

3%g(z, 1) gz, )

SELI w0, ZEREN g0 (0)
323M (0,0) 0z 0,0)

The sub-critical pitchfork bifurcation is the mech-
anism whereby UDV occurs in the riddling map [12,
24]:

xn+1 = ‘/’(xn) =axn(1 _xn)y X € [01 1]’ (ll)
2
~ben=xy, 4+ 37, (12)

where a is chosen so that the dynamics is chaotic in the
invariant subspace y =0, x =1 — (1/a) =0.75 is an
unstable fixed point embedded in A, and b > 0 is kept
fixed. For x = x, Eq. (12) reduces to the normal form
(9) when . = r — 1. The onset of UDV occursatr =1
and, as r increases past this value, the distributions of
the transversal finite-time Lyapunov exponent (Fig. 2)

Yn+1 =Te€
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drift toward positive values of A,. Note also that the
chaotic attractor at y =  loses transversal stability as
a whole at r* & 2.55, or a blowout instability [25). We
remark that, after the occurrence of UDV, the invariant
set is a chaotic saddle.

Transcritical bifurcation

The normal form for the transversal dynamics at the
bifurcation point (0, 0) is now

gz, W) =2+ uzF2° (13)

Due to the quadratic term in z, although the y =0 line
continues to be an invariant subspace, the chaotic set
is not necessarily embedded in it. For ;& < 0 (> 0) the
fixed point at z = O is stable (unstable), whereas the
other fixed point at z # 0 is unstable (stable) when
1 < 0 (> 0). The minus (plus) sign in (13) refers to
a supercritical (sub-critical) bifurcation at 4 = 0.

In the bifurcation diagram, or the z—u plane, there
are two curves of fixed points passing through the
origin and existing in both sides of the u = 0 line.
Hence, besides the usual conditions g(0,0) = 0 and
dg/082(0,0) = 1, the following conditions must hold:

e m|  _, 3%g(z, w) £0
I o0 322 0,0
2
0°g(z, 1) £0. (14)
3z3/,L (0,0)

An example of this kind of transition is the follow-
ing two-dimensional map on the topological cylinder
s! x R!

xn+l =2xn, X € [07 2ﬂ)a (15)

Yn+1 = (Yn + yn — Y2) cOS Xn, (16)

where x = 0 is the unstable fixed point embedded in
the circle y = 0. The y-map (16) reduces to the normal
form (13) when x = x, (0, 0) being the bifurcation
point. The onset of UDV at u = 0 can be seen in
the distributions of the time-15 transversal exponent
(Fig. 3). Note also that the chaotic attractor loses
transversal stability at 4 =~ 1.0.

T T T l-"l=0-5|

10 -

PO

0-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

2,(15)

Fig. 3. Distributions of the transversal time-15 Lyapunov exponent
for the map (15) and (16) and three values of the bifurcation
parameter p.

Saddle-node bifurcation

The transversal dynamics at the bifurcation point
(0, 0) is governed in this case by the normal form

gz, wy=7+pnF (17)

For it < 0 (> 0) there is no fixed point at all and,
at i = 0, a pair of fixed points, one stable and one
unstable, appear for ¢ > 0 (< 0). In the z—u plane,
there is a single curve of fixed points passing through
the bifurcation point, which locally lies in the right
(the minus sign in (17)) or in the left (the plus sign
in (17)) side of the z = 0 axis. In either case, the
additional conditions for a saddle-node bifurcation are

dgzm|  _, 3%g(z, w)
I oo 322 0.0

In the saddle-node case, however, it must be ob-
served that UDV occurs rigorously only at the bifur-
cation point, since before (minus sign) or after (plus
sign) this point there is no fixed point (one can say
that it is an atypical case of UDV). Accordingly, this
scenario was ruled out for the appearance of bubbling,
since the bifurcation parameter y is supposed not to al-
ter the dynamics along the invariant set [26]. When the
fixed point y = y* disappears as a result of a saddle-
node bifurcation, the invariant set becomes punctured

#0. (18)
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in a fine scale, with the size of the holes being pro-
portional to u, and without necessarily a change in
the unstable dimension. An example of this case was
studied in Ref. [16], where a modified version of the
Kaplan—Yorke map was considered. Another example
is the non-symmetric version of the riddling map (11)
and (12), where a symmetry breaking parameter was
added to the transversal map [12].

Bifurcations with eigenvalue —1

The case (9g(z, 1/82))g o = —1 characterizes a
period-doubling bifurcation, for which the second it-
erate of the map, gl?)(z, i), must undergo a pitchfork
bifurcation at the bifurcation point (0, 0). A common
choice for the normal form for the transversal dynam-
icsis [15]

g(z,u)=—z—;uz+z3. (19)

At p = 0 the stable fixed point (z = 0) becomes
unstable and a stable period-2 orbit emerges out. The
conditions for this bifurcation to occur are thus

ag(z, n)

0,0)=0,
£(0,0) %2

-1,

00
388 (z, )

=0, 20
o 0 (20)

0,0

3282z, )
872

338z, )
973

3%e%(z, )

Ov
a0z *

’

0,0) 0,0)

#0. @21
©,0)

Like in the pitchfork bifurcation, this case is also
characterized by a symmetric normal form in the
transversal direction, and y = O is an invariant sub-
space containing the chaotic set A. An example in
s! xRlis

x€[0,1], (22)

Yn+1 = (=Y = Uy¥n + Y3) cOS X, (23)

with (x = 0, y = 0) as the embedded unstable fixed
point which loses transversal stability at the onset of
UDV, occurring at u = 0. This is confirmed by the
statistics of transversal time-» exponents, the resulting
distributions being almost identical to those depicted

Xn+1 = 2Xp,

in Fig. 3. The blowout bifurcation, which signals the
loss of the transversal stability of A, occurs at 1 ~ 1.

In conclusion, we have presented in this Let-
ter the possible scenarios for the onset of UDV
in two-dimensional maps, when it occurs due to a
codimension-one bifurcation of a fixed point or, pos-
sibly, a periodic orbit. We present examples of all the
corresponding bifurcation types, classified according
to the nature and the sign of the corresponding eigen-
values. The occurrence of UDV, in the examples given,
can also be numerically reflected by the fluctuating be-
havior about zero of the transversal finite-time Lya-
punov exponent. Our investigation was restricted to
codimension-one bifurcation of maps, but similar bi-
furcations for vector fields present an analogous clas-
sification, mutatis mutandis. Bifurcations of higher
codimension may also cause the onset of UDV, espe-
cially in complex systems, like coupled maps or oscil-
lator lattices, where this fact has already been numeri-
cally established [10]. Further research is thus needed
to provide a more comprehensive classification of the
possible scenarios for the onset of unstable dimension
variability.
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