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RESUMO

E apresentado um modelo combinado para calcular as tensdes de descarga
interna e de recuperacao em dielétricos, considerando simultaneamente os
efeitos da polarizagdo dipolar lenta e da carga espacial. As expressdes desen-
volvidas permitem aplicar qualquer fungao de relaxacgao dielétrica e diferentes
formas para a distribuigao inicial de carga espacial. Propde-se um proce-
dimento numérico simples e eficiente para a solugao do sistema de equagdes.
Sao analisados diferentes modelos para a relaxagao dielétrica. Sao estudados
materiais amorfos e cristalinos, polares e nao-polares. Os resultados teéri-
cos sao comparados com os experimentais para avaliar a aplicabilidade do
modelo combinado. Discute-se a influéncia da condutividade elétrica sobre
as tensoes de descarga interna e de recuperagao.

Palavras-chave: Dielétricos; Efeito posterior; Relaxacao dielétrica; Carga
espacial.
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ABSTRACT

A combined model to compute the internal discharge and the recovery
voltages was developed. The effects of the delayed electric polarization and
the space charge are supposed to act simultaneously. The equations presented
allow to use any dielectric relaxation function and any initial condition for
the space charge distribution. A numerical procedure to solve the set of equa-
tions was proposed. Different solid materials were considered, among them
amorphous and crystalline, polar and non-polar. Comparisons were made
between theoretical and experimental results and the applicability of the
combined model was checked. The importance of the electrical conductivity
on the internal discharge and the recovery voltages was also examined.

Key words: Dielectrics; After-effect; Dielectric relaxation; Space charge.



Introducao

A producdo e a utilizagdo da energia elétrica sdo fundamentais para o
desenvolvimento de uma regido ou de um pafs. Diariamente surgem novas
aplicagoes industriais e comerciais. Ao mesmo tempo aumentam as exigéncias
com relagao a segurancga das pessoas, bem como o interesse pela producao de
componentes e sistemas compactos. Materiais dielétricos, especialmente os
dielétricos sélidos, sao necessérios na constitui¢cao de equipamentos e sistemas
elétricos. Isto ocorre desde a geragao até a utilizagdo da energia.

Do ponto de vista do projeto de equipamentos elétricos, é interessante
dispor de métodos e equagdes que permitam simular o comportamento dos
isolantes, com o objetivo de otimizar a sua aplicagdo. Isto é motivado pela
existéncia de diversos materiais, cada qual com propriedades dielétricas tipi-
cas, e pela necessidade de melhor aproveitd-los por razoes econémicas.

Por outro lado, deseja-se que os sistemas elétricos existentes operem de
forma segura e confidvel. Para isto é importante a existéncia de técnicas
para avaliar a degradacao do dielétrico ao longo de sua vida til e indicar,
de forma preventiva, uma eventual substituigao.

Neste trabalho estuda-se o efeito posterior em dielétricos sélidos com
base nos fendmenos da tensdo de descarga interna e tensdo de recuperacao.
Justifica-se a sua importancia técnica considerando que estas tensdes sao
grandezas facilmente mensurdveis e que, com base nestas medidas, sao feitos
ensaios periédicos em transformadores de poténcia, capacitores e cabos visan-
do acompanhar de forma nao destrutiva o envelhecimento do material isolante
[1, 2]. Os fenoémenos de degradagao elétrica e de breakdown num material
dielétrico tém sido associados, em parte, & distribuigdo de cargas e ao campo
elétrico em seu interior [3, 4]. Dai o interesse por um modelo mais pre-
ciso para calcular estas grandezas. Também deve ser considerado que, com
um bom modelo tedrico, é possivel fazer simulagdes computacionais do com-
portamento dielétrico de materiais. Assim, atribuindo-se valores para suas
propriedades fisicas pode-se avaliar qual seria sua resposta. Isto é 1til para a
escolha dos materiais na etapa de desenvolvimento de equipamentos elétricos.

A palavra dielétrico refere-se a um material que, ao ser submetido a um
campo elétrico, apresenta simultaneamente efeitos de inducao e de condugao.
Supde-se ainda que este material seja absortivo, ou seja, & aplicacdo de um
campo elétrico seguem-se duas respostas: uma rapida e outra lenta, que
origina o efeito posterior.

Propoe-se um modelo que leve em conta simultaneamente a influéncia da
polarizagao dipolar lenta e o movimento da carga espacial livre. A motivacao
para este estudo combinado se deve a evidéncias experimentais da presenca,



simultdnea dos fendmenos da relaxacgao dielétrica e da carga espacial, con-
forme descrito por Das-Gupta [5], Jonscher [6] e Yoshino [7]. As expressdes
apresentadas permitem aplicar qualquer func¢ao de relaxagao dielétrica e qual-
quer distribuigdo inicial de carga espacial. Despreza-se o efeito da difusao
dos portadores livres. Neste estudo nao foram considerados os efeitos das in-
terfaces metal-dielétrico nos eletrodos nem a presenca de armadilhas (traps).
As equagoes estdo expressas em fungao do campo elétrico.

No capitulo 1 é apresentada uma breve descri¢do do efeito posterior e de
suas caracteristicas, bem como dos problemas da tensdo de descarga interna e
de recuperagao. Neste capftulo também estdo reunidas as hip6teses utilizadas
ao longo do trabalho.

No capitulo 2 é feito um resumo da evolugao histérica das teorias desen-
volvidas para descrever o efeito posterior em dielétricos.

No capitulo 3 é apresentado um estudo sobre o modelo da polarizagéo
dipolar. Descrevem-se alguns modelos e dé-se énfase aos de Jonscher e de
Dissado-Hill. Obtém-se uma equagao integral para o campo elétrico.

No capitulo 4 estuda-se o modelo da carga espacial. Partindo-se de
equagoes bésicas do eletromagnetismo, obtém-se uma equacgao diferencial
parcial para o campo elétrico.

No capitulo 5 faz-se uma combinagao dos modelos dos capitulos 3 e 4, de
maneira a considerar a agdo simultinea dos fendmenos da polarizagao lenta
e da evolugao da carga espacial livre. Resulta um sistema de equagoes a ser
resolvido.

No capitulo 6 propéem-se procedimentos para a solugdo numérica das
equagoes.

No capftulo 7 sdo mostrados resultados da solugao numeérica das equagoes
e sao feitas comparagoes com resultados experimentais. Diferentes tipos de
materiais sao analisados. Faz-se uma discussao da influéncia das propriedades
fisicas e dos parametros do material.



1 Conceitos Basicos

1.1 Efeito Posterior

Ao iniciar o estudo do efeito posterior é oportuno distingui-lo do efeito de
histerese que ocorre nos materiais ferroelétricos [8]. Para isto serdo usadas as
gandezas da teoria de campo: campo elétrico ﬁ(t) e deslocamento elétrico
D ().

O efeito posterior em dielétricos foi observado inicialmente para o estado
transitério. Quando um material é submetido repentinamente a um campo
elétrico f, o deslocamento elétrico D apresenta uma variagao inicial muito
rapida seguida de uma variagao lenta, até que a nova condigdo de equilibrio
seja atingida.

A comparacgao entre estes efeitos pode ser feita mais facilmente conside-
rando-se o material sujeito a um campo elétrico harmonico.

No efeito posterior as grandezas DeE apresentam uma diferenga de
fase que depende da freqiiéncia mas independe do tempo [9, 10] e o gréfico
de D em fungdo de E é uma elipse, conforme a figura 1.1(a). No efeito de
histerese a diferenca de fase entre De varia com o tempo e a relagao
entre elas é representada graficamente por uma curva chamada de “lago de
histerese”, conforme a figura 1.1(b). Em ambos os casos, a drea interior as
curvas estéd associada com a perda de energia por ciclo.

(a) (b)

Figura 1.1 - Comportamento de D em fungéo de E nos efeitos: (a) posterior e
(b) histerese, considerando um campo elétrico harménico.




Segundo Snoek e du Pré [11] os dois efeitos também diferem entre si pelos
seguintes comportamentos: quando a amplitude do campo Ee reduzida, a
elipse e 0 “lago” se tornam menores, porém, a elipse mantém suas proporgoes
originais enquanto que o “laco” se deforma; quando a freqiiéncia do campo

é variada, a elipse se torna mais larga ou mais estreita enquanto que o
“laco” permanece inalterado.

Para campos alternados que nao sejam harmoénicos, o gréfico de D em
fungao de E deixa de ser uma elipse no efeito posterior, mas mantém a forma
de “laco” no efeito de histerese.

1.2 Tensao de Descarga Interna e de Recuperacao

Para descrever os fenémenos relacionados com o efeito posterior estudados
neste trabalho utiliza-se as grandezas da teoria de circuitos: tensao elétrica
V (t) e corrente elétrica I(t). Deve ser destacado que as abordagens de campo
e de circuito sdo equivalentes [12]. O circuito da figura 1.2 é composto pelos
seguintes elementos:

V: fonte de tensao continua

E: eletrémetro

S: chave comutadora

C: capacitor contendo a amostra do dielétrico a ser estudado.

Figura 1.2 - Circuito utilizado para o estudo do efeito posterior.

Para observar o fen6meno da descarga interna pode ser utilizado o seguinte
procedimento: com a chave S na posigao 1 polariza-se o dielétrico durante
um intervalo de tempo muito grande; em seguida passa-se a chave S direta-
mente para a posicao 3, no instante ¢t = 0, e mede-se com o eletréometro a



tensdo entre as placas do capacitor, a qual é chamada de tensdo de descarga
interna. Seu comportamento estd representado na figura 1.3. Os resultados
experimentais mostram que o decaimento da tensdo de descarga interna de-
pende do tipo de material, da temperatura, do valor da tensdo aplicada e da
duragao do processo de carga.

V(t)1

\}

Figura 1.3 - Tensdo de descarga interna em funcéo do tempo.

O fen6émeno da tensdo de recuperagéo pode ser observado com o seguinte
procedimento: com a chave S na posigao 1 polariza-se o dielétrico durante
um intervalo de tempo muito grande; em seguida, com a chave S na posicéo
2 provoca-se um curto-circuito momenténeo entre as placas do capacitor;
finalmente, com a chave S na posicdo 3, abre-se o circuito no instante ¢ = 0
e mede-se com o eletrometro a tensdo entre as placas do capacitor. Esta
tensao & originada no dielétrico e é chamada de tensdo de recuperacio. Seu
comportamento estd ilustrado na figura 1.4. Verifica-se experimentalmente
que o valor miximo da tensdo de recuperacgao depende do tipo de material
dielétrico, do valor da tens@o aplicada durante a carga e dos intervalos de
tempo de carga e de curto-circuito.

V(t) T

\)

Figura 1.4 - Tensao de recuperagdo em fungéo do tempo.



O modelo da polarizagao elétrica procura explicar estes fenémenos com
base na relaxacao da polarizacao. Enquanto hd um campo elétrico aplica-
do, os dipolos permanentes moleculares e as configuragoes de cargas que se
comportam como dipolos, tendem a se alinhar com ele. Quando cessa a acao
do campo aplicado estes dipolos reorientam-se lentamente segundo dire¢oes
aleatérias.

O modelo da carga espacial justifica o efeito posterior com base no movi-
mento das cargas livres, que tendem a se distribuir uniformemente através
do dielétrico. Este movimento ocorre sob influéncia do campo elétrico da
distribuicdo de carga espacial.

Ambas abordagens prevéem o decaimento lento de V' (t). Na primeira,
devido a um tempo de relaxacao dielétrica grande e, na segunda, porque a,
mobilidade dos portadores de carga geralmente é muito pequena em materiais
dielétricos.

1.3 Hipdteses Utilizadas
Na, realizagao deste trabalho foram consideradas as seguintes hip6teses:

a) O dielétrico tem geometria plana, conforme mostra a figura 1.5.

\

\ |

\

Figura 1.5 - Forma geométrica do dielétrico e sistema de coordenadas utilizado.

Supondo que A seja a 4rea da face lateral, considera-se que d < v/ A com
o intuito de desprezar os efeitos das bordas. Assim, as grandezas fisicas que
variam espacialmente dependerao apenas da coordenada z. As grandezas



de carédter vetorial, como por exemplo o campo elétrico e a densidade de
corrente, terao apenas as componentes ao longo do eixo O z, permitindo que
as equagoes sejam escritas sob forma escalar;

b) o contato entre um dos eletrodos metélicos e o material dielétrico é per-
feitamente 6hmico. Neste caso, o potencial de contato é constante e inde-
pendente do sentido e da intensidade da corrente. O contato entre o outro
eletrodo e o dielétrico é bloqueante;

c) s6 hd uma espécie de portadores de carga;

d) s6 h4 injecdo de carga em um dos eletrodos;

€) 0s processos sao isotérmicos;

f) a condutividade e a mobilidade nido dependem do campo elétrico;

g) as equagdes na forma dimensional estao expressas no SI.



2 Revisao da Literatura

O efeito posterior em dielétricos foi descrito na literatura, talvez pela
primeira vez, por Kohlrausch e Weber em 1854 com relagao as garrafas de
Leyden [13]. Em 1877, por orientacdo de Maxwell, Hopkinson [14, 15] estudou
alguns tipos de vidros usados naqueles dispositivos e formulou um tratamento
matemadtico para a resposta retardada de um dielétrico; ele fez uma analogia
com a teoria que Boltzmann desenvolvera em 1874 para o comportamento de
corpos elésticos. Estas pesquisas também foram realizadas por J. Curie [16],
cujo trabalho foi publicado em 1889. Von Schweidler [17] deu prosseguimento
a estes estudos e, em 1907, apresentou um trabalho tratando dos fenémenos
hereditérios em dielétricos. Neste trabalho ele cita que a hip6tese de um tinico
tempo de relaxagdo nem sempre é adequada para explicar o comportamento
da relaxacao e propds, entao, uma teoria que considerasse mais de um tempo
de relaxacdo. Em 1913, Wagner [10] apresentou um trabalho estendendo a
distribuicao discreta de tempos de relaxagao para uma distribui¢do continua.
De acordo com os seus estudos, em certos casos esta distribuigdo é gaussiana.
Uma, distribui¢ao continua de tempos de relaxacao permite uma boa descricao
matemadtica do comportamento dielétrico, porém, encontra resisténcia entre
muitos pesquisadores porque nao possui uma interpretagao fisica plausfvel.

Em 1929, Debye [18] deu uma grande contribuicdo ao desenvolver um
modelo que considerava moléculas esféricas, com dipolo elétrico permanente,
suspensas num meio viscoso e capazes de girar sob a agao de um campo
elétrico externo. E feita a hipStese que as moléculas nio interajam entre
si. Posteriormente, Frohlich [19] sugeriu uma modificagdo neste modelo, ao
considerar que a orientagdo molecular ocorresse aos saltos entre duas posigoes
de equilibrio, invés de um movimento continuo; para isso foi usado o conceito
de barreira de potencial para a rotacgao.

Em 1937, Gross e Rocha [20, 21, 22] langaram as bases de uma teoria
fenomenolégica para o comportamento dielétrico, numa aproximacao linear.
Isto originou um estudo intensivo do fenémeno da relaxacao dielétrica, fazen-
do com que diferentes grupos de pesquisadores propusessem uma série de
modelos macroscépicos para a relaxacao [10]. Foram propostos os mode-
los de Cole-Cole e Fuoss-Kirkwood em 1941, Havriliak-Negami em 1966 e
Williams-Watts em 1970, entre outros.

Em 1977, Jonscher [23] apresentou um modelo para a relaxacao dielétri-
ca, baseado na andlise experimental e sistemética de um grande nimero de
materiais e condigbes. Neste modelo é feita uma generalizacdo da fungao
resposta utilizada por von Schweidler.

Um outro modelo, com forte fundamentagao teérica, foi apresentado por
Dissado e Hill [24] em 1983. Empregando os conceitos da mecénica estatistica



e da mecénica quéntica, foi desenvolvido um modelo que leva em conta a
interacao entre muitos corpos e também a reorientacao aos saltos.

Outra abordagem para descrever a polarizagao orientacional foi apresen-
tada por Weron [25] em 1991 e est4 baseada na teoria dos fenémenos estocés-
ticos. Por sua prépria natureza, estes resultados s6 sdo aplicéveis a materiais
amorfos.

Paralelamente, outros pesquisadores trataram do problema da injecao de
cargas e da dindmica da carga espacial em dielétricos [26]. Mott e Gur-
ney propuseram, em 1940, um modelo para as correntes limitadas por carga
espacial. Em 1953, Schokley, Prim e Dacey estenderam o estudo anterior
considerando também a contribui¢do do fendmeno da difusdo. Nestes trabal-
hos nao foi considerada a presenga de armadilhas. Rose e Smith, em 1955, e
Lampert [27], em 1956, estudaram o efeito das armadilhas sobre as correntes
limitadas por carga espacial. Em 1962, Many e Rakavy [26] publicaram um
artigo fundamental sobre o assunto, com énfase nas técnicas matemdticas
para solucao. Neste artigo é estudado com detalhes o regime transitério da
corrente.

Seguiram-se muitos trabalhos, dentre eles, de Beaumont e Jacobs [28] em
1967, e de Meaudre e Mesnard [29] em 1972. Belmont, Maskel e Duller [30],
em 1985, aplicaram o formalismo de Lagrange, que é utilizado para resolver
problemas n3do-lineares de transporte, ao caso da carga espacial.

Os estudos iniciais consideravam o dielétrico e os eletrodos planos. Com
a aplicacao prética de isolantes sélidos em cabos, as equagoes foram também
desenvolvidas para a simetria cilindrica [31]. O desenvolvimento de solugdes
para eletrodos com formas geométricas mais complexas, como agulha-plano
e esfera-plano, foi motivado pela observagao que a carga espacial estd rela-
cionada com o fenémeno de breakdown.

Tendo em vista que num dielétrico real as cargas se movem na presenga de
armadilhas localizadas aleatoriamente e com diferentes energias, os trabalhos
fundamentais mais recentes se concentram nos estudos de aprisionamento
muiltiplo, hopping e percolagdo em sistemas amorfos [32].

Para a solucao do problema teérico da carga espacial é necessario fornecer
as condigoes iniciais. Isto pode ser feito a partir de hipéteses ou a partir de
medidas que déem uma indicagao da distribui¢ao inicial de cargas. Este é
um dos motivos pelo qual as técnicas experimentais para a caracterizacao da
carga espacial apresentaram grande evolu¢ao. Na década de 70, os métodos
da corrente termo-estimulada (TSC) e da termoluminescéncia foram bastante
utilizados, porém, fornecem pouca informacao sobre a discriminacdo espacial
e alteram ou eliminam a distribuicao de cargas sob estudo. Os desenvolvi-
mentos mais recentes concentram-se nos métodos nao destrutivos. Eles sao
baseados na propagacao de uma perturbagao, a qual gera um deslocamento
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tempordrio da carga espacial na amostra que, por sua vez, provoca a varia-
¢ao da carga induzida nos eletrodos que é detectada pelo sistema de medida.
Existem técnicas térmicas e acusticas [33, 34]. As técnicas térmicas envolvem
o aquecimento da amostra. Citam-se: a modulagao da intensidade do laser
(LIMM), desenvolvida por Das-Gupta e colaboradores e 0 método do pulso
térmico. As técnicas actsticas empregam ondas sonoras longitudinais. Den-
tre elas citam-se: a propagagao do pulso de pressao (PWP), desenvolvida
por Eisenmenger e seu grupo em 1982, o pulso de pressio induzido por laser
(LIPP), desenvolvido paralelamente por Sessler e seu grupo na Alemanha, e
por Lewiner e seus colaboradores na Franga em 1982, e também o método do
pulso eletroacistico (PEA), desenvolvido no Japao por Takada e sua equipe
em 1983.

Nas ultimas décadas alguns autores tém aplicado um tratamento que
combina o estudo da relaxagao dielétrica com a dindmica da carga espacial
para estudar o problema do efeito posterior [35, 36], porém, usam o modelo
de Debye para a relaxagao dielétrica.

Deve ser destacado o trabalho desenvolvido no Brasil pelo Grupo de
Polimeros “Professor Bernhard Gross”, estudando de maneira intensiva e
sistemadtica a fisica dos dielétricos.
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3 Modelo da Polarizacao

3.1 Anadlise no Dominio do Tempo

Quando um material dielétrico é submetido & agao de um campo elétrico,
por exemplo produzido por dois eletrodos, ocorre uma orientacao dos dipolos
permanentes e um deslocamento microscépico das cargas nas moléculas e
atomos.

Um observador externo pode descrever o fenémeno da polarizagao, mes-
mo sem conhecer a estrutura microscépica do material, usando as grandezas:
deslocamento elétrico D, que no caso de um capacitor plano representa a den-
sidade superficial total de carga sobre cada eletrodo; intensidade de campo
elétrico macroscépico E devido as cargas livres na superficie de cada eletrodo
e da polarizagdo elétrica P, que é uma densidade volumar de momento de
dipolo.

A relagao entre essas grandezas ¢ dada por:

D=¢E+P (3.1)

sendo €y a permissividade elétrica do vécuo.

Quanto mais intenso for o campo elétrico maior sers a formacdo e o
alinhamento dos dipolos, aumentando a densidade de carga nos eletrodos.
Por este motivo usa-se a relagao:

P =eox(E)E (3.2)

onde x(FE) é chamada de susceptibilidade elétrica do material. A equacdo
(3.2) é vélida para campos elétricos estéticos ou quase-est4ticos.
No caso de materiais dielétricos lineares x(E) = x = constante, entao:

P =eoxE (3.3)

Esta nao é a tinica maneira de relacionar P e E, porém é a forma mais comum
[8, 37]. Uma vantagem desta expressdo é que x apresenta-se adimensional.

Para materiais cristalinos anisotrépicos ou parcialmente cristalinos a po-
larizagdo pode ter uma orientagao diferente daquela do campo. Neste caso a,
susceptibilidade elétrica é representada por um tensor.

No modelo da polarizagdo o campo elétrico e a polarizacao no material sao
considerados uniformes, por isso as equagoes deste capitulo ndo dependem
da coordenada x.
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Sob um ponto de vista microscépico, a polarizacdo pode ser dividida em
duas partes: lenta Ps(t) e rapida Pi(t).

Esta classificacdo visa sistematizar o estudo porque, na realidade, diver-
sos fendmenos microscépicos contribuem para o comportamento dielétrico
observado. Por exemplo, citam-se [10, 38]: existéncia de dipolos permanentes
nas moléculas; polarizacdo atdémica, eletronica e idnica; defeitos i6nicos do
tipo dipolar; injecdo de cargas induzindo o efeito de carga espacial; salto de
portadores de carga de um estado localizado para outro (hopping); polariza-
cao interfacial nos eletrodos e nas vizinhangas de regiées ndo homogéneas e
tunelamento de portadores de carga para armadilhas. Alguns destes proces-
sos envolvem o deslocamento ou orientacao de portadores ligados, enquanto
que outros sdo produzidos pelo deslocamento de portadores livres. Alguns
processos sao lentos e outros sao rapidos, sendo que estes tltimos podem ser
considerados instantdneos sob um ponto de vista prético.

Em forma matemética pode-se escrever [10, 39):

P(t) = P,(t) + Bi(t) . (3.4)

As moléculas polares, quando submetidas a um campo elétrico, tendem a
se alinhar com a diregdo deste campo. Esta polarizacao também é chamada
de polarizacao orientacional e pode apresentar um efeito inercial significa-
tivo, contribuindo para a polarizagao lenta. A polarizacdo atémica ocorre
pelo deslocamento de dtomos carregados ou grupos de 4tomos uns em re-
lagao aos outros, quando as moléculas ficam sujeitas a um campo elétrico.
De forma semelhante, a polarizagao eletronica ocorre devido a um pequeno
deslocamento da nuvem de elétrons em relacao ao nicleo atémico.

Para os processos considerados instanténeos utiliza-se a relacéo:

Fi(t) = eox: E(t) (3-5)

onde x; é a susceptibilidade elétrica para a polarizagao instantanea.

Neste trabalho estamos interessados no comportamento transitério, de
forma que a polarizagao lenta serd considerada com mais énfase.

Como ilustracdo, quando é aplicado ao dielétrico um campo elétrico em
forma de fungdo degrau,

E(t) = By S(t — )

a polarizagao varia conforme o gréfico da figura 3.1.
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Figura 3.1 - Variagao da polarizagéo quando é aplicado ao material um campo
elétrico em forma de fungdo degrau.

Observa-se que a polarizagdo ndo acompanha de maneira instantdnea o cam-
po elétrico. E necessdrio um intervalo de tempo para que P(t) atinja um
novo valor de equilfbrio, representado na figura 3.1 com linha tracejada. A
parcela, correspondente & polarizagéo lenta pode ser representada por [10]:

Py(t) = eoxs Eo [L— F(t —t')] (3.6)

onde X, é uma constante e F(t —t') é conhecida como fungéo resposta ao
degrau para a polarizagdo. Existem diversos modelos estabelecendo formas
funcionais para F'(t).

Um campo elétrico que varie de forma arbitraria no tempo pode ser re-
presentado como uma sucessdo de impulsos. Neste caso, os princfpios da
superposicio e da causalidade permitem expressar a polarizagéo lenta na
forma [10]:

P =cox, [ 6= Br)ar (37)

onde f(t — 7) é a funcdo resposta ao impulso para a polarizagao, também
chamada de fun¢do resposta dielétrica, fungdo de relaxacado dielétrica ou
funcdo hereditdria. As fungdes f(t) e F'(t) estdo relacionadas entre si através
de:

st =220
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A equacdo (3.7) implica que a polarizagao no instante ¢ depende da su-
perposi¢ao dos efeitos do campo elétrico em instantes anteriores a t, ou seja,
h&d uma dependéncia do passado.

A funcao f(t) deve satisfazer as seguintes condicdes:

f®)=0 parat <0

lim f(t) =0

t—o0

/ T ydt=1 (3.8)
0

Impoe-se a condigdo da equagdo (3.8) para possibilitar comparacoes entre
diferentes formas funcionais de f(t).

Apés um intervalo de tempo muito grande sob ag¢ao de um campo elétrico
constante Ep, a polarizagao deve tender para o valor estacionério. Entao, a
condicao da equagao (3.8) aplicada & equagéo (3.7) permite escrever:

P.(00) = eox, Fo /0 Tt dt=eox, By . (3.9)

3.2 Anadlise no Dominio da Freqiiéncia

Neste trabalho os problemas sao tratados exclusivamente no dominio do
tempo. Entretanto, é interessante fazer uma breve apresentacido da anélise
no dominio da freqiiéncia. Com isto serd estabelecida uma relacdo entre
a funcdo resposta f(t) e a permissividade elétrica complexa &(w), a qual é
especificada em alguns modelos de relaxacao.

No processo de polarizacao ocorrem movimentos de particulas microscépi-
cas, 0s quais possuem tempos caracteristicos. Por exemplo [10, 38], para a
polarizagao orientacional de moléculas e fons este tempo é maior que 10712 s,
para a polarizagdo atoémica é da ordem de 10~ s e para a polarizacdo
eletrénica é da ordem de 10716 s.

Quando o dielétrico é submetido a um campo elétrico estético, a polari-
zagao varia durante o perfodo transitério até atingir um novo valor de equi-
librio, porém, quando o campo elétrico é varidvel no tempo, a polarizacao
nao necessiriamente estard em equilibrio com este campo.

Se o campo aplicado varia com periodos préximos dos tempos caracterfs-
ticos, o movimento das particulas microscépicas nao € suficientemente rdpido
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para que a polarizagado atinja o equilibrio. Ela sofre um defasamento em re-
lagao ao campo elétrico. Caso a variagdo do campo seja extremamente répida,
como em freqiiéncias da regido do infra-vermelho, o movimento dos dipolos
permanentes deixa de ocorrer, restando unicamente a polarizacao répida.

Este comportamento dindmico é estudado mais facilmente com o uso de
campos elétricos harménicos. E necessério entdo definir a permissividade
elétrica dependente da freqiiéncia €(w), a qual é complexa e expressa por
E(w) = €'(w) —i€e"(w) , sendo i a unidade imaginéria. As partes real e
imagindria podem ser medidas em fun¢do da freqiiéncia usando-se técnicas
experimentais adequadas. A figura 3.2 ilustra a forma geral das funcdes
¢/(w) e €”(w) para materiais polares no estado condensado. Observa-se os
patamares em €’'(w) e os picos em &”(w).

10 15 20

T T T T T T
10 15 20

5
log (o)

Figura 3.2 - Gréficos tipicos para €'(w) e €” (w) em funcéo da freqiiéncia para
um material polar.
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No grafico de €”(w) o primeiro pico est4 associado & polarizagdo orienta-
cional, enquanto que o segundo pico corresponde & polarizacdo atémica e o
terceiro & polarizagao eletronica.

As partes real e imagindria estdo vinculadas entre si através das relagoes
de Kramers-Kronig [10]:

we"(w)
€' (wo) = oo + — 73/ o wodw (3.10)
8”(0)0) = ——wo’P/ Jrlodw (311)

onde o simbolo P representa o valor principal de Cauchy da integral e e, é
a permissividade em altas freqiiéncias, a qual est4 relacionada com a suscep-
tibilidade yx; através de:

oo =01+ %,) . (3.12)

Por sua vez, a permissividade complexa estd relacionada com a funcao
resposta por:

F(W) = €00 + (€ — €00) Lin{ f (£)} (3.13)

de forma que os pardmetros da fungéo resposta podem também ser obtidos a
partir da determinagéo experimental de €(w). Na equagdo (3.13) o operador
Li.{ } é a transformada de Laplace para argumento imaginério, que é igual
& transformada unilateral de Fourier.

3.3 Alguns Modelos para a Relaxacao Dielétrica

Existem diversos modelos para descrever a resposta nao instantianea da
polarizacao [10]. Alguns especificam a fungao resposta f(t) e outros a permis-
sividade elétrica €(w). Como neste trabalho estuda-se a evolucdo temporal
da polarizagao, é necessério o conhecimento da fun¢éo resposta f(t). Usando
a equagao (3.13) é possivel obter f(t) para os modelos que especificam g(w),
desde que a transformada inversa de Laplace possa ser calculada.

Um dos primeiros modelos, e também o mais simples, para descrever a
resposta nao instantanea dos dipolos permanentes em relacdo as variagoes
do campo aplicado é o modelo de Debye [18]. Supoe-se que os dipolos nao
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interajam entre si e que todos apresentem um tnico tempo de relaxacao 7.
Segundo este modelo, a fungao resposta é dada por:

f(t) = Tioexp (‘%) . (3.14)

A hipé6tese de se desprezar a interagio entre dipolos faz com que este modelo
nao seja o mais adequado para sélidos.

Uma outra fungdo resposta de natureza empirica é a de Curie-Hopkinson-
von Schweidler [14, 16, 17], cuja equagéo é :

f(t)=pt" (3.15)

onde « e 3 sdo constantes para cada material. A partir daqui, neste trabalho,
este modelo serd citado como modelo de von Schweidler, para simplificar a
terminologia.

Seguiu-se a estes modelos a teoria de von Schweidler, devido & observacao
experimental de que alguns sistemas apresentam mais de um pico relativo a
polarizacao lenta. Esta teoria considera que diferentes partes da polarizacao
lenta decaem com tempos de relaxagdo diferentes. O comportamento do
dielétrico é descrito por um conjunto finito de tempos de relaxacao.

Posteriormente Wagner propds uma teoria usando uma distribui¢ao con-
tinua de tempos de relaxacao. Seguindo a teoria de Wagner foram desen-
volvidos diversos modelos fenomenolégicos.

Dentre os modelos que especificam €(w) cita-se o de Havriliak-Negami,
cujas referéncias na literatura indicam uma concordancia razoével com as
medidas em dielétricos poliméricos. Ele estabelece que [10]:

1
1+ (iwTo)t—=]P
sendo que ¢, 3 e T¢ sao parametros do dielétrico. A funcdo resposta f(t)
pode ser obtida pela equagdo (3.13), mas apenas em forma de série e vélida
em restritos dominios de t.

Outra descricao importante é a de Kohlrausch-Williams-Watts, a qual
especifica a funcao resposta ao degrau para a polarizagao lenta [10):

¢ B
F,(t) =exp |— (~—) (3.17)
To
cuja fungao resposta é:

B8
£(t) = %(%)ﬂ-lexp [— (i) } (3.18)

E(w) = €00 + (€ — €0) (3.16)
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onde f e Ty sdo parametros tipicos para cada material.

Um modelo empirico importante foi proposto por Jonscher [6] dentro
da denominada “teoria universal da relaxagdo”. Seu objetivo é descrever
de maneira geral o comportamento dos materiais dielétricos. A formulacio
deste modelo envolveu um grande nimero de medidas. Ele estabelece que:

Ay
w \— w \1—
(&) ™+ (&)™
onde wy, m e n sdo pardmetros que caracterizam o material, sendo que wy é
a freqiiéncia onde ocorre 0 méximo da fungdo €”(w). Os parametros m e n

estdo no dominio 0 < (m,n) < 1.
A funcdo resposta é dada por [6]:

e'(w) = (3.19)

Ay
(wot)™ + (wot)™+1

ft) = (3.20)

O fator A; é calculado tal que a equagao (3.8) seja satisfeita. Neste caso,

(1+m—n)‘sen[ (1 —n)r }

AJ = Wy (3.21)

T 1+m—n

A influéncia de m e n sobre a funcdo f(t) serd estudada com detalhes na,
secao 3.4.

Uma formulagdo mais recente, com fundamentacdo tedrica refinada, é a
de Dissado e Hill [24]. Este modelo utiliza conceitos da mecénica estatfstica
e da mecénica quéntica e leva em consideracao a interacao de muitos corpos.
Comnsidera-se que a orientacdo dipolar ocorre aos saltos, e ndo de maneira
continua. A expressdo para €(w) € a seguinte [6]:

(M) TQ+m—n)
E T(1-n)I(1+m)

(1 +i-2y1 R (1 —n1—m;2—n; (1+i22))
Wp Wp

gw) = wgcos(n%)C""Nd (3.22)

onde ¢ é uma freqiiéncia caracteristica, da ordem de 102 Hz, M’(0) é a taxa
de variagao da polarizagdo em ¢t = 0, N é o nimero de dipolos por unidade
de volume, d é o momento de cada dipolo e E é o campo elétrico aplicado.
Os parémetros m, n e w, tém valores caracteristicos para cada material,
e wp pode ser interpretada como a freqiiéncia onde ocorre o méximo da
fungdo €”(w). O simbolo 3 F; representa a fungao hipergeométrica. Embora
os simbolos m e n sejam iguais nas equagdes (3.19) e (3.22), seus valores
numéricos podem ser diferentes em cada um dos modelos.
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A forma funcional para a funcdo resposta é [6]:

J@®) & —wpcos(nZ)¢"M(0) F(I;(_l:)’;’(l_f)m 7

(wpt) ™™ exp(—wpt) 1 F1(1 — m; 2 — njwyt)

(3.23)

O sfmbolo ; F; denota a func¢do hipergeométrica confluente. Na secdo 3.4 sers
mostrada a influéncia dos pardmetros m e n em f(t).

Um outro modelo recente com base teérica deve-se a Weron. Seu de-
senvolvimento estd baseado na teoria dos processos estocdsticos. A funcdo
resposta é dada pela expressao [25, 40]:

() = ¢gawy(wpt)* 1 + k (wpt)*]~AFk)/E (3.24)

onde ¢, € uma constante de normalizacgo, w, € a freqiiéncia onde ocorre o
pico de perdas e a e k sdo constantes que caracterizam cada material.

3.4 Comparagao entre os Modelos de Jonscher e de
Dissado-Hill

Os modelos de Jonscher e de Dissado-Hill apresentam resultados satis-
fatérios para o comportamento dielétrico da maioria dos materiais. E in-
teressante entao estudar estas fungoes resposta e suas conseqiiéncias.

Nesta se¢ao serao consideradas as fungdes f(t) de cada um dos modelos e
analisada a influéncia dos seus parametros m e n. Serao usados os sub-indices
J e D para indicar as fungGes relacionadas com os modelos de Jonscher e de
Dissado-Hill, respectivamente.

Foram usadas as equagdes (3.20) e (3.21) para a funcao resposta do mode-
lo de Jonscher.

Com relacdo ao modelo de Dissado-Hill, a partir da equagao (3.23) foi
calculado um fator para transformar a proporcionalidade numa igualdade,
tal que a condigao dada pela equagao (3.8) fosse satisfeita.

Definiu-se a funcao Ap(m,n,w,) e expressou-se fp(t) como:

fp(t) = Ap(m,n,w,) (wpt) " exp(—wpt) 1F1(1 —m;2 — nswyt) . (3.25)

Para o célculo da integral

/ (wpt) " exp(—wpt) 1F1(1 — m; 2 — m;wpt) di (3.26)
0
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a funcao hipergeométrica confluente ; F; foi substituida pela sua represen-
tacdo em série de Kummer [41] e a integragdo foi feita termo a termo. Apés
manipulacoes algébricas e simplificagbes, obteve-se:

" I'(l1+m—n)
PT(m)T(1 — n)[(2 —n)

Ap(m,n,wy) = (3.27)

O procedimento usado para determinar Ap(m,n,w,) foi direto, sendo que
é possivel aplicar a fungdo resposta sem conhecermos os valores de M’(0) e

¢. Isto foi possivel pelo uso da condi¢do da equagdo (3.8). Assim, a funcdo
resposta para o modelo de Dissado-Hill pode ser expressa por:

__ T@+m-n)
o) = “rp e T =T — )

(wpt) ™™ exp(—wpt) 1 F1(1 — m; 2 — njwpt)
(3.28)

A comparacao das equagoes (3.23) e (3.28) sugere uma maneira de avaliar
os parametros microscépicos do modelo de Dissado-Hill a partir do conheci-
mento de m, n e w, determinados experimentalmente.

Para os graficos a seguir foram usados os dados referentes a um filme de
polietileno (LDPE), em que os parametros foram obtidos pelo ajustamento
da curva da corrente de descarga em fungdo do tempo, conforme est4 descrito
no capitulo 7. Para o modelo de Jonscher obteve-se: m = 0,309, n = 0,577 e
wo = 4,61x1073 rad/s. Para o modelo de Dissado-Hill obteve-se: m = 0, 410,
n = 0,660 e w, = 2,14 x 1073 rad/s. Incluiu-se a curva referente ao modelo
de Debye para comparagdo, por ser um modelo simples e bastante citado.
No célculo do tempo de relaxacao foi considerado que 79 = f—};

E interessante fazer uma anslise da influéncia dos parametros m e n sobre
o comportamento das fungoes resposta.

Na figura 3.3, n é mantido constante no valor correspondente ao modelo
de Jonscher e sao considerados dois valores extremos para m. Deste gréfico
vé-se que variagdes em m afetam f;(¢) principalmente para grandes intervalos
de tempo.

A figura 3.4 ilustra o que acontece quando m é mantido constante e
n varia. Vé-se que estas variagoes em n afetam f;(t) principalmente nos
instantes iniciais.

Nas figuras 3.5 e 3.6 o estudo é repetido para a funcdo de Dissado-Hill
fp(t) e as conclusdes sdo andlogas.

Deve ser enfatizado que o intervalo de tempo analisado € muito maior que
o tempo caracteristico l, onde fp(t) apresenta um comportamento peculiar

[6]-
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Na figura 3.7 é mostrado o comportamento transitério da polarizagao,
para diferentes modelos de relaxacao, quando o dielétrico é submetido a um
campo elétrico em forma de fungao degrau. Nesta figura a linha pontilhada
representa o valor final da polarizagdo. A integral da equagéo (3.7) foi cal-
culada numericamente utilizando-se os dados ja descritos para o polietileno.

A -
"o
1]
(7] 1
=
o
w
X I
En = Jonscher
i — Dissado-Hill B
02 — Debye
0.0 7 -
I T T T |
0 1000 2000 3000 4000

t[s]

Figura 3.7 - Estabelecimento da polarizacdo lenta no dielétrico ao ser aplicado
um campo elétrico em forma de fungéo degrau, com base nos dados do
polietileno. A linha pontilhada refere-se ao valor final da polarizacao.

3.5 Equacao Integral para o Campo Elétrico

A seguir serd deduzida uma equagao integral cuja solugéo fornece o campo
elétrico macroscépico no interior do dielétrico para os fenémenos da descarga
interna e da recuperacdo. Uma vez conhecido este campo elétrico é possivel
calcular a tensao entre os eletrodos.

Escrevendo a polarizagdo na forma:

PO = cox BQ) + eox, [ | fE—7) Blr)dr (3.20)

onde o primeiro termo corresponde a parcela instantdnea da polarizagio e
o segundo & parcela lenta, e usando a equagdo (3.1) para o deslocamento
elétrico resulta:

D(t) = w0 E(t) + £0x, / " f(t—1)E(r)dr . (3.30)
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A densidade de corrente total pode ser expressa por:

J(t) = 0E(t) + euo ff-g +eox, £(0) E(2) + cox, /_ Lﬂ%ﬁjz(f) i
(3.31)

onde o primeiro termo representa a contribuigdo da corrente de conducéo e
os demais se devem a corrente de deslocamento.

Para os fendmenos da tensdo de descarga interna e de recuperacio, que
ocorrem com o circuito aberto, impde-se a condicao:

J(t)=0 parat>0 . (3.32)

Considera-se o campo elétrico representado na figura 3.8 para instantes
t < 0, lembrando que t4 < tg <0 :

E, 20

>t
ta s 0

Figura 3.8 - Campo elétrico genérico aplicado ao dielétrico em instantes ¢ < 0.

O dielétrico é polarizado durante o intervalo t4 < t < tp pela aplicacio
de um campo constante com intensidade Ej. Eventualmente aplica-se um
curto-circuito entre os eletrodos no intervalo tg < t < 0. Este procedimento
é genérico e pode ser particularizado para os dois casos: no problema da
descarga interna faz-se tg = 0 e E(0) = Ej e no problema da recuperacao
faz-se E(0) = 0.

A equagdo (3.31) ficaré:

'8 Of(t—1T)

5 dr +

dE
OB(1) + 6w Gy 20X, SO B +eox, B [
ta

€0Xs /0 %%?E(T)dr=o (3.33)
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Considerando que

Oft—7) _0f(t—1)

ot or

a equagdo (3.33) pode ser escrita como:

TE() + o0 S + 0 X (0) E(E) + X, Bof (t — £4) = (¢ )] —

£0Xs /0 t @c—(g;—ﬂE(T)dT =0 (3.34)

a qual é uma equagao integro-diferencial em E(t), que serd transformada a
seguir numa equagao integral em %—tl":. Integrando por partes a tltima integral
na equagao (3.34) e considerando que

E(t) = E(0) + / t dl;j_’r)d’r

0

tem-se:

CE(t) + o0 2 + coxe Bolf (t — ta) — F(t — t)] + €0 X, (£) E(0) +

dt
t
60X5/0 flt—r1) diy)

dr=0 (3.35)

que pode ser escrita na forma:

= t {—"— Sy r)} BT 4 — 0 [t t) — (t—ta)]—
0

dt €oo €Eco dr €0
% €0Xs
{§+Zf(t)] E(©) .  (3.36)

A equacdo (3.36) estd na forma de uma equagdo integral de Volterra de
2% espécie em %.
Para transformé-la numa equacao integral em E/(t), integra-se a equagao
(3.35) em ¢ termo a termo e utiliza-se a seguinte identidade apresentada por

Moraes e Schonberg [42]:

T t dE(T) _ T T B
/odt/O flt—1) T dr_—E(O)/0 f() dt+/0 f(r t)E(t)(;lt37)
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Tem-se entao,

E(t) = E(0) — /Ot {i 4 X gy 'r)} E(r)dr +

EOO [e.e]

€0

XH%L[ﬂT_@y—ﬂT_mﬂm-wa&

€oo

Definindo-se o nicleo da equacgéo integral

Kt—1)=— [é + %Z—sf(t - 7)} (3.39)
e a fungao
F() = BO) + 228, [1f(—ta) - flr-ta)ldr (3.0

é possivel escrever:
t
E@zF@+/Kﬁ—ﬂﬂﬂw. (3.41)
0

A equagao (3.41) é uma equagdo integral em FE(t) de cardter geral que per-
mite o uso de qualquer fungdo resposta f(t), bem como é aplicavel tanto
para o problema da descarga interna quanto para a recuperagao, bastando
particularizd-la conforme descrito anteriormente. Para as fungbes resposta
dos modelos de Debye e de von Schweidler é possivel resolver analiticamente
esta equacdo, porém, para outras formas de f(t) a solugdo s6 é possivel
através do cédlculo numérico. Na segdo 6.1 é apresentado um procedimento
numeérico.
Na avaliacao das equacoes (3.39) e (3.40) é conveniente usar a relagao:

E0Xs €~ Eco

€00 €0

pois os valores da permissividade estdtica € e da permissividade em altas
freqiiéncias €, sao obtidos mais facilmente na literatura.

Gross [43] demonstrou, com base no principio da superposicao aplicado
a equacao integral de Volterra, que existe uma relagdo entre as solugoes
da equagdo (3.41) para os problemas da descarga interna e de recuperacao,
envolvendo diferentes intervalos de tempo de polarizagao.

Serd utilizada a seguinte notagdo: Vi(t) para a tensao de descarga inter-
na ap6s a polarizacao por um periodo 7' muito longo, V,(t) para a tensao
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de descarga interna apés a polarizagdo durante um intervalo de tempo t,
(to < T') e V3(t) para a tensdo de recuperagdo apés a polarizacdo por um
perfodo T' e um curto-circuito com duragao igual a ty. E possivel escrever:

Va(t) = Va(t) — Va(t)

Esta expressao obtida por Gross é geral, admitindo a aplicagdo de dife-
rentes fungGes resposta.

3.6 Casos em que Ha Solucao Analitica

E possivel resolver analiticamente a equacdo (3.41) quando a funcao res-
posta f(t) corresponde ao modelo de Debye ou de von Schweidler. Uma
descricao detalhada dos métodos de solugdo para estes casos é apresentada
no trabalho de Scarpa [12]. As solugbes estdo mostradas a seguir de for-
ma resumida, e foram usadas para testar o método numérico proposto na
secdo 6.1. Os artigos originais utilizam as varidveis de circuito. Para que
as grandezas e as equagOes fossem compardveis com a notacao usada neste
trabalho, as solugoes foram reescritas usando-se as varidveis de campo.

Para a fungao resposta de Debye na forma:

f(t) = A exp(—put)
Gross [21] obteve a seguinte expressao para o problema da descarga interna
(t B — 0)
A

€0Xs
Eit) = E 3.42
(t) T e e (3.42)

{ [Jil_ 1 + exP(HtA)} exp(—vat) + [1 _1 w eXP(P'tA)} exp(—vt) }

v va

e para o problema da recuperagao do campo quando o dielétrico é polarizado
durante um intervalo de tempo muito grande (t4 — —00):

E(t) = X g

€00 (l/2 —V

3 exp(utp) [exp(—v1t) — exp(—vat) ] (3.43)

onde v; e vy sao as raizes da equacdo:

u2—u(u+s—4+i>+%:0 : (3.44)

o €0
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Considerando a fung@o resposta de von Schweidler na forma:

f(t)=pt
Gross [17] apresentou uma solugéo aproximada para o problema da descarga
interna. Posteriormente, Oliveira Castro [44] desenvolveu uma, solucao exata
usando mudanga de varidveis e o método dos nicleos iterados. Esta solucdo
é aplicdvel ao problema da descarga interna, para casos onde o dielétrico é
polarizado por um intervalo de tempo (tg — t4) finito ou infinito, e também
para o problema da recuperacao do campo quando o dielétrico é polarizado
durante um intervalo de tempo infinito (t4 — —o0). Usa-se o pardmetro vy
para especificar o tipo de problema, tal que:
v =10 : descarga interna, polarizagdo num intervalo de tempo infinito;
v =1 : descarga interna, polarizacao num intervalo de tempo finito #y;
v = —1 : recuperacao, polarizacao num intervalo de tempo infinito e curto-

circuito durante o intervalo t,.

A solugéo obtida por Oliveira Castro é a seguinte:

E(t) = E(0) + /tG(s,t) f(s)ds (3.45)
0
na qual:
G 1+ S (e y (t = s)trer 3.46
(5,%) = +;( VZO()P(h—V+Vp+1) (346)
sendo que:
p=1—a
o O
€0
¢= gF(p)
e
Eq
f(s) =—|AE(0) + ’Y;‘f(s + to)

Se a e (3 sao conhecidos para um material, é possivel calcular E(t) na
equacao (3.45) usando-se o célculo numérico. O somatério na série dupla
converge e os resultados da solugao teérica concordam com os resultados ex-
perimentais. No trabalho de Robert e Berleze [45] sdo apresentadas férmulas
que permitem o cdlculo numérico das tensoes de descarga interna e de recu-
peracao e também comparagoes entre resultados teéricos e experimentais.
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4 Modelo da Carga Espacial

4.1 Fenomenos e Equacgoes Fundamentais

Usa-se o termo carga espacial para designar uma distribuicio volumar
de cargas cuja extensdo seja muito grande em relacao as dimensdes atomi-
cas ou moleculares. Esta distribuicao é formada por portadores nao-ligados
que podem se deslocar através do material por distancias macroscépicas.
Pode-se dizer que estes portadores estdo na banda de conducao, segundo a
terminologia da teoria de bandas. Os efeitos da carga espacial sao bastante
significativos em materiais com baixa condutividade. Para explicar a sua
formacao serdo utilizados alguns conceitos da mecanica quéntica.

Um material pode conter carga espacial por sua prépria natureza, devido
a defeitos e impurezas. Ela também pode ser formada pela acdo de agentes
externos, que provocam a separagao de cargas positivas e negativas no interior
do dielétrico ou a injegdo de portadores através das interfaces.

O estabelecimento e a evolugéo da carga espacial resulta do fornecimento
de energia ao dielétrico, que pode ser de origem interna ou externa. Co-
mo fontes internas tem-se a agitacao térmica, a difusdo e o campo elétrico
criado pelos préprios portadores. A energia fornecida externamente pode
ser mecénica, térmica, elétrica ou radiante [31]. Casos em que a energia
mecénica e a energia térmica produzem carga espacial sdo, respectivamente,
os efeitos piezoelétrico e piroelétrico, os quais podem ocorrer em alguns ma-
teriais dielétricos.

Os dielétricos sdo caracterizados por um gap acentuado entre as bandas
de valéncia e de condugdo. Num dielétrico cristalino as bandas consistem
de estados nao-localizados que se estendem através da amostra. A descricdo
da conduc@o em dielétricos amorfos € mais complexa do que nos materiais
cristalinos ou nos metais. Num sélido polimérico, por exemplo, as cadeias
moleculares se justapoem e se entrelagam. Em algumas regices pode ocorrer
uma ordenagao local das cadeias, formando os cristalitos. Estes cristalitos
tém dimensoes limitadas e estdao dispersos no material amorfo. Os porta-
dores na banda de condugéo apresentam um comportamento semelhante ao
da condugdo em cristais semi-condutores ou metais. Nos dielétricos sob acdo
de um campo elétrico externo pode ocorrer também o transporte de porta-
dores por saltos (hopping). Supde-se que os portadores saltem entre sitios,
permanecendo em cada sitio durante certo intervalo de tempo. Os estados
sao ditos localizados, pois o portador somente poderd ocupar determinados
sitios. A probabilidade de um portador saltar de um sitio a outro depende da
distancia entre eles e da barreira de potencial. A transi¢ao pode ocorrer por
tunelamento ou por ativagdo térmica. O transporte de elétrons geralmente
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se d4 pelo primeiro processo, enquanto que o de fons ocorre provavelmente
pelo segundo [46].

A conducgao pode gerar vérios efeitos, entre eles a polarizagao interfacial
(efeito Maxwell-Wagner) e a polarizagdo iénica. A polarizacdo interfacial
consiste na acumulacao de portadores na interface de duas regiées com con-
dutividades diferentes [8], formando carga espacial préxima das superficies
ou no interior do dielétrico quando este é heterogéneo.

Eletrodos metélicos em contato com o dielétrico permitem a injegao e a
ejecao de portadores neste material pelo processo de tunelamento. No catodo
ocorre a injecao de elétrons nos sitios aceitadores do dielétrico, e no anodo
ocorre a ejecao de elétrons dos sitios doadores do dielétrico. A transferéncia
de portadores pode ser reforcada pela aplicagdo de um campo elétrico na
interface. No catodo o campo reduz a energia dos estados aceitadores do
dielétrico em relacao & energia de Fermi do catodo, e no anodo ele eleva a
energia dos estados doadores do dielétrico em relagdo & energia de Fermi do
anodo [47]. A injecdo de elétrons num dielétrico sélido pode ser descrita pelo
modelo de Schottky [6, 46] ou, quando o campo elétrico aplicado é muito
intenso (= 10° V/m), pelo modelo de Fowler-Nordheim [46]. A configuragao
da carga espacial originada pela injecao de portadores estd esquematizada
na figura 4.1. Nesta figura vé-se também alguns portadores livres do interior

anodo dielétrico catodo
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Figura 4.1 - Configuracao da carga espacial devido & agao de um campo elétrico,
considerando a injecao de cargas e a migragio de cargas livres presentes no
dielétrico em diregao aos eletrodos.
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do dielétrico que migraram em diregéo aos eletrodos.

Na prética, nem o eletrodo nem o dielétrico sélido tém as superficies com
condigoes uniformes. A presenca de impurezas ou defeitos nas interfaces pode
modificar bastante a transferéncia de cargas em cada ponto de contato.

Cabe lembrar que num dielétrico provido de carga espacial existem regioes
onde nao hé neutralidade elétrica e, portanto, V e E # 0 nestes pontos.

Um material dielétrico pode conter imperfei¢bes em sua estrutura ou im-
purezas em seu interior, originando as chamadas armadilhas (traps). Estas
armadilhas representam niveis discretos de energia situados entre as bandas
de valéncia e de conducdo. Alguns portadores que formam a carga espacial
podem ser capturados por armadilhas que estejam vazias. Estes portadores
capturados passam a formar uma carga espacial persistente dentro do ma-
terial, podendo ser reemitidos pela acao do campo elétrico ou da elevagéo
da temperatura e voltar & banda de condugdo. A carga espacial persistente
pode reforgar localmente o campo elétrico, sendo um fator importante no
envelhecimento do material. A captura de portadores nas armadilhas e a
sua reemissao para a banda de condugao formam um processo dindmico. As
armadilhas podem ser classificadas como rasas ou profundas, de acordo com
a posicdo do seu nivel de energia E; em relagdo ao nivel de Fermi [48].

Uma descrigao simples considera que todas as armadilhas tém a mesma
energia F; e estao distribuidas com densidade N;. Porém, este modelo s6 é
adequado para monocristais com alto grau de pureza. Nos materiais semi-
cristalinos e amorfos hd uma desordem estrutural, de forma que as vizi-
nhangas das armadilhas ndo sdo todas exatamente iguais. Assim, invés de
uma unica energia E;, ocorre uma distribuicao de estados com energias em
torno de F;. Isto justifica o desenvolvimento de modelos mais elaborados.

A seguir serdo relacionadas, na forma unidimensional, as equagdes que
governam o fluxo de portadores no dielétrico. As grandezas poderao depender
da coordenada espacial x e do tempo t.

a) lei da condugao:

9p(z, 1)
Ox

Je(z,t) = pp(z,t) E(z,t) + 0 E(z,t) — D (4.1)
onde J.(z,t) é a densidade de corrente de conducdo, p(z,t) é a densidade
volumar de carga espacial livre, E(z,t) é o campo elétrico, o é a condu-
tividade elétrica do material, u é a mobilidade dos portadores e D é o seu
coeficiente de difusdo. O primeiro e o segundo termo do membro direito
representam a densidade de corrente de deriva dos portadores, originada pe-
lo movimento médio destes quando sujeitos & acdo do campo elétrico. O
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terceiro termo refere-se & densidade de corrente de difusdo, a qual pode ocor-
rer quando a concentragdo de portadores livres é diferente em cada regido
do dielétrico. Supde-se que os portadores relacionados com a condutividade
sejam do mesmo tipo dos portadores que constituem a carga espacial.

A condutividade est4 relacionada com portadores livres, intrinsecos ao
material, com densidade p;. Sua origem se deve a processos de ionizacao de-
vido & agitacao térmica. Deve ser enfatizado que isto ndo gera um excesso
de cargas, pois supde-se que uma carga de sinal contrdrio permanece nas
vizinhangas do sitio ionizado. Assim, p; contribui para a conducio mas nao
contribui para o campo elétrico. O produto up; pode representar a condu-
tividade o, de forma que a equagéo (4.1) também pode ser escrita como

9p(z,t)
-D ox

Tendo em vista que manuais e trabalhos experimentais geralmente fornecem

os valores de o e u, invés de p;, é preferfvel utilizar a forma da equacao
(4.1).

Je(z,t) = p[p(z,t) + p;] E(z,1)

b) equagdo da continuidade:

0Jc(z,t) _ Op(z,t)  Opy(z,1) (4.2)
or ot ot ’
onde p,(z,t) é a densidade volumar de cargas capturadas nas armadilhas.
Esta equacao estabelece que o fluxo liquido de portadores através do contorno
do dielétrico deve ser igual 4 taxa de variagao da densidade volumar de carga
no material.

c) lei de Gauss:

LY _ pla,t) + oot
DD~ Loa,0) + pula 1) (43)

onde € é a permissividade elétrica do material. Na equagédo (4.3) supoe-se que
a polarizacao responda instantaneamente as variagées do campo elétrico; isto
fica implicito ao se utilizar a relagéo constitutiva D(z,t) = eE(z,t). Outra
hipétese presente nesta equagdo é que as armadilhas estejam descarregadas
quando vazias.
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d) equagdo para a cinética de captura e reemissao:

Para considerar o efeito das armadilhas na carga espacial precisamos de
uma equagdo relacionando a variacdo temporal das densidades de cargas
livres e capturadas. Para iniciar o estudo é conveniente partir de um modelo
mais simples, como por exemplo o apresentado por Wintle [49):

[_ (B — Ev)]

p(2,1) = pulz, )Y exp (4.4)

Ny kT

onde Ny é a densidade efetiva de estados na banda de valéncia, N, é a
densidade de armadilhas com nivel de energia F;, Ey é a energia do topo
da banda de valéncia, k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura
absoluta. Esta express@o considera que todas as armadilhas estejam num
mesmo nivel de energia.

Acrescenta-se ainda uma equagio para a densidade de corrente total J(t),
em planos paralelos aos eletrodos:

OE(z,t)
ot

na qual a primeira parcela do membro direito representa o termo de conducao
e a segunda parcela o termo de deslocamento. E ficil mostrar que esta
densidade independe da posi¢ao dentro dielétrico. Derivando a equagéo (4.3)
em relacao ao tempo obtém-se:

5 (52) -2 e

J(t) = Ju(z,t) + ¢ (4.5)

3

ot

Permutando a ordem de derivagao no membro esquerdo e considerando a

equagdo (4.2), resulta:
0 OE(z,t)\
5}:‘ (Jc(m,t) + 57) =0

significando que o termo entre parénteses nao depende explicitamente de z.
Este termo é exatamente a densidade de corrente total J(t) da equagao (4.5).
Para resolver o sistema de equagoes (4.1) a (4.5) é necessério especificar
as condigoes iniciais E(z,0) e de contorno E(0,t) e E(d,t) para o campo
elétrico.
A constante de difusdo D e a mobilidade u estao ligadas através da relacao
de Nernst-Einstein [50]:
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onde g é a carga do portador. A razdo 2L ¢ chamada de tensdo térmica Vr,

e seu valor & temperatura ambiente é aproximadamente 0,025 V.
No estudo que se segue nao sera considerado o efeito das armadilhas.

4.2 Variaveis e Equagoes Adimensionais

As varidveis nas equagoes apresentadas até aqui tém unidades do SI, mas
é possivel transformé-las de modo que se tornem adimensionais. Com este
procedimento as equagdes ficam independentes do sistema de unidades e
adquirem um aspecto mais simples. Outra vantagem estd na reducdo do
dominio dos valores numéricos que cada varidvel pode assumir, ou seja, hs
maijor uniformidade nos valores envolvidos, evitando-se operar com nimeros
muito grandes e muito pequenos. Isto reduz os erros durante o célculo
numérico.

Para evitar confusdo e a0 mesmo tempo manter uma notagao mais simples
ao longo do trabalho, as equacoes de interesse para o estudo da carga espacial
serao transcritas a seguir com as varidveis dimensionais indicadas por um
asterisco superior.

* * t*
T ) = ) B 1) 4 0t () - D ) g
0J(z*,t*) _ Op*(a*,t%) X
oz* N ot* (4.2%)
OE* (z*,t*) 1
o\ 7 — ¥ * t* ) *
e NACELY (4.3%)
T(E) = I (", ) + 2201 (4.5%)

ot

Serao usadas as equagoes de transformagao propostas por Almeida e Leal
Ferreira [51], nas quais as grandezas sem asterisco representam agora as
varidveis adimensionais.

onde d é a espessura do dielétrico. Desta forma as coordenadas dos pontos
no dielétrico estarao no dominio 0 < z < 1.
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= /LL_._&). t*
€

A constante p, tem unidade de densidade volumar de carga, sendo possivel

atribuir-lhe qualquer valor desejdvel tal que as varidveis adimensionais

tenham ordens de grandeza préximas.

t (4.8)

€
E(x,t) = —FE*(z*, t" 4.9
(@0) = (& ¥) (49)
€
J(z,t) = J* (¥, t* 4.10
(@0) = @ 1) (4.10)
1 * * %
p(z,t) = —p*(z”,t") (4.11)
Po
6 * *
V(t) = - d2V (t*) (4.12)
O coeficiente de difusao fica:
€
D= * 4.13
W*pod? (4.13)
a condutividade é dada por:
1
o= — o* (4.14)
K" Po
e a mobilidade se torna unitéria:
p=1.

Deve ser enfatizado que daqui até o final deste capitulo as varidveis sem
o asterisco superior sd@o consideradas adimensionais. As equagbes na forma,
adimensional apresentam-se como:

J(,t) = p(z,t) E(,t) + 0 E(z, t) — Da”g’ 2 (4.15)
an,t) _ _apg, t) w16)

B—E(g’—t) = p(z, t) (4.17)

J() = Ju(z, 1) + 2B (4.18)

ot
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4.3 Equacao Diferencial Parcial para o Campo Elétrico

Substituindo p(z,t) da equagdo (4.17) na equagao (4.15) e aplicando este
resultado na equagao (4.18) obtém-se:

OE(z,t) Op(z,t) OFE(z,t)
Ox -D Ox * ot

Impondo a condigao de circuito aberto, J(t) = 0 parat > 0, resulta a equacio

diferencial para o campo elétrico:
E(z,t Op(z,t) OF

E(x,t)—a (,gz’ ) +0E(z,t) — D péx’ ) + 5(; t)

Nos problemas envolvendo carga espacial em dielétricos, o termo de di-
fusao geralmente é desprezado. Uma vantagem imediata desta hip6tese é a.
simplificacdo do modelo, que permite a obtengdo de solucdo analitica exata
para algumas situagoes. Quando este termo & mantido, a solugio da equacio
(4.20) usualmente é obtida com procedimentos numéricos.

E interessante analisar em que casos esta simplificacdo pode ser ado-
tada e quais as suas conseqiiéncias. Supondo que haja injecdo de cargas,
a corrente da difusao é predominante sobre a corrente de deriva nas vizi-
nhangas dos eletrodos. Por exemplo, préximo a z = 0 tem-se p(z,t) — oo
e %;i’—tl — —o0. A regido adjacente a um eletrodo injetor foi denominada
por Lampert [48] como “regido de acomodagao”, pois nesta regido ocorre a
transi¢ao entre as condicées de contorno impostas pelo eletrodo e o compor-
tamento de deriva dos portadores, que predomina no interior do material.

Em muitos problemas a densidade de corrente J(t) é pouco influenciada
pela densidade de portadores no eletrodo injetor, justificando a omissdo do
termo de difus@o. Entretanto, h4 casos em que esta simplificacdo pode levar
a resultados incorretos. Tredgold [52] apresenta alguns exemplos e propde
um procedimento a ser seguido para verificar se a difusao pode realmente ser
desprezada.

Uma simples inspegdo da equacao (4.20) néo é suficiente para avaliar se o
termo de difusao pode ser omitido. O célculo detalhado dos erros cometidos
s6 pode ser obtido pela comparagdo entre as solugoes exata e aproximada.
Shockley e Prim [53] resolveram de forma rigorosa este problema para um
dielétrico suposto sem armadilhas e com condutividade desprezivel. Os seus
resultados mostraram que neste caso o erro na avaliagdo do potencial é menor
que % = Vr.

No presente trabalho foi feito um estudo numérico comparativo e observou-
se que a contribui¢ao da difusao é desprezivel. Para as condicoes e materi-
ais utilizados, as tensdes de descarga interna e de recuperagao resultaram

J(t) = E(z,t) + oE(z,t) (4.19)

=0 . (4.20)
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praticamente as mesmas, quer considerdssemos quer omitissemos o termo de
difusao.

Quando o termo devido & difusao é desprezado, a equagao diferencial
(4.20) fica na forma:

OE(z,t) O0E(z,t)
E(z,t)———= 4+ 0E(z,t) + ———~ =

Para resolver esta equagao é necessdrio conhecer a distribuigao inicial de
cargas para, a partir dela, determinar-se a condigéo inicial F(xz,0). As formas
funcionais para a densidade p(z,0) encontradas freqiientemente na literatura
Sao:

0. (4.21)

a) funcdo “caixa”, definida como:

) ;e 0<z<s ‘

onde sj € a largura da regido que contém carga com densidade p,, no instante
t = 0. Os valores de p, e sp (0 < sy < 1) caracterizam a distribuigéo de cargas,
conforme mostrado na figura 4.2.

p(x,0) 1

P

v

>V

1 0 Sy 1

(@ (b)

Figura 4.2 - Distribuicao inicial de carga espacial em forma de fungdo “caixa”:
(a) ilustragdo da nuvem de carga no interior do dielétrico e (b) fungéo p(z,0)
correspondente.

b) funcdo linear;

c) fungéo gaussiana, que é observada experimentalmente [54];

d) fungdo de estado estaciondrio, a qual corresponde ao caso da corrente
limitada por carga espacial que estd apresentada com detalhes no apéndice 1.
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4.4 Um dos Casos em que H4 Solugao Analftica Exata

Quando os efeitos da difusdo e das armadilhas sdo despreziveis, e a dis-
tribui¢ao inicial de carga espacial tem a forma de funcao caixa, pode ser
obtida uma solu¢do exata para o problema da tensdo de recuperacdo. Esta
solugao foi usada para testar o procedimento numérico proposto na secao 6.2.

Os resultados serao mostrados de forma sucinta nesta secio. Eles foram
obtidos com base no formalismo apresentado por Monsanto [55]. Leva-se em
conta a condutividade intrinseca do dielétrico.

As equagdes adimensionais consideradas sao:

Je(z,t) = p(z,t) E(z,t) + cE(z,t)

0Js(z,t) _ p(z, t)

ox ot
OE(x,t)
e
O0E(z,t)

J(t) = Je(z,t) + 5
com as condigdes V(0) = 0, J(t) = 0 parat > 0 e a densidade p(z,0) definida
pela equagdo (4.22).

Para resolver este problema pode ser empregado o “método das caracteris-
ticas” [56]. Determina-se a posigdo z(t) dos portadores num dado instante
t e, entao, calcula-se a densidade de carga e o campo elétrico nesta posicao.
Isto justifica a notacdo p[z(t),t] e E[z(t),t] utilizada, respectivamente, para
a densidade de carga e para o campo elétrico. A tnica varidvel independente
é t. A solucdo analitica ¢é facilitada pela simetria plana do sistema e por se
tratar de um problema a circuito aberto.

A equagao caracteristica [26] para este problema é:

dz(t)
e E(z,t) (4.23)
a qual indica que a velocidade dos portadores é proporcional ao campo elétri-
co. A mobilidade nao est4 representada explicitamente nesta equagao porque,
nas equacoes adimensionais, ela é unitéria.

A figura 4.3(a) ilustra a distribuicdo de carga espacial no instante t = 0.

Tem-se uma distribui¢do uniforme na regiao 0 < z < sg. Os portadores
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localizados no extremo direito da nuvem de carga tém coordenada inicial sg
e formam uma frente de portadores. A medida que o tempo passa, a nuvem de
carga espacial se dispersa através do dielétrico e a frente de portadores avanca
em diregdo ao eletrodo em x = 1. Os resultados apresentados nesta se¢ao sédo
validos até o instante imediatamente anterior & nuvem atingir este eletrodo.
Na figura 4.3(b) estd mostrada a distribuicdo de cargas num instante ¢. Tem-
se uma distribui¢do uniforme ocupando a regidao 0 < z < s(t).

Figura 4.3 - Distribuigdo de cargas no dielétrico: (a) no instante inicial £ = 0 e
(b) num instante ¢ > 0. Em ambos os casos a distribui¢do é uniforme.
Observa-se em (b) o avango de frente de portadores em diregao ao eletrodo em
z = 1 e o alargamento da regido contendo carga espacial, porém, com uma
diminuicao no valor da densidade de carga.

A posicao = de cada portador no instante t é dada por:

z(t) = xo + py [mo - %0(2 - so)] L;_ﬁ (4.24)

onde z, é a sua posicao inicial. Conforme mostrado na figura 4.3(a), zo pode
assumir valores no dominio 0 < zy < sgp.
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Da equagdo (4.24) obtém-se a posigao s da frente de portadores no ins-
tante t¢:

1 ,(1—e
s(t) = so + —éplsgg—:—z . (4.25)

Dependendo dos valores de o, p; e so havers um instante em que s(t) = 1.
A partir daf a carga espacial passa a tocar os dois eletrodos e as equagdes
apresentadas deixam de valer.

O campo elétrico na regido que contém a carga espacial & dado por:

Elz(t),t] = py [aco - %(2 - so)} e " (4.26)
enquanto que na regiao sem carga espacial ele é uniforme e é expresso por:
1
E(z,t) = §p133 et st) <z <1 (4.27)

A densidade de carga na regiao que contém carga espacial é dada por:

pla®) )= —— g (4.28)

et — —p,
o

Da equagao (4.28) conclui-se que a densidade de carga diminui com o tempo,
porém, constitui ainda uma funcg@o caixa porque p[z(t),t] ndo depende de
Zo. Assim, a forma inicial da distribui¢ao é mantida ao longo do movimento.
Isto s6 ocorre quando p(z,0) é uma fungdo caixa. Nesta situagdo a densidade
de carga pode também ser escrita como:

P1
— 0 <z < s(t)
_] e 4.29
0 sty <z <1

Quando a condutividade é suficientemente alta, a densidade de carga
pode tender a zero antes que a frente de portadores chegue no eletrodo
em z = 1. Isto pode ser verificado com simulagdes do comportamento das
equagoes (4.25) e (4.29).

O campo elétrico na interface esquerda do dielétrico varia com o tempo
na forma:

_ )0150(2 - SO)e—at

E 0’ t) = —ot
( 21 + =20, 3

(4.30)
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e na interface direita de acordo com:

11 _ (1—e™7%) P150(2 — sp)
1 — = e ot 1 ]
B(L) = pyso — 3 [e Tt pl} i @

A tensdo de recuperagdo é dada por:

1—et
4— 480 — plsg (——0_—)

1_e—at
1+p1( : )

Para, ilustrar o comportamento de V(t) da equagao (4.32) considerou-se
uma amostra de polietileno com: d = 60 yum, € = 2,30, 0 =4 x 1074 §/m
e u =1x 1072 m?/(s-V). Adotou-se para a carga espacial, como exemplo,
p1=0,1C/m? e sy =0,2d. O resultado ests mostrado na figura 4.4.

1 1—e™\ __

T T T T T
0 500 1000 1500 2000
t[s]

Figura 4.4 - Tensao de recuperacao calculada com a, equacado (4.32) para uma
amostra de polietileno. A curva est4 normalizada em relacdo ao seu valor
maximo.
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5 Modelo Combinado

5.1 Conjunto de Equacoes Simultianeas

Nesta secao considera-se que o material dielétrico tenha em seu interior
uma distribuicao de cargas livres formando carga espacial, e que também
apresente um comportamento de polarizagao dipolar que ndo responda ins-
tantaneamente ao campo elétrico.

Nao se pode tratar esta combinagdo como uma superposi¢ao simples dos
resultados obtidos pelos modelos da polarizacao e da carga espacial. Adamec
e Calderwood [57] inicialmente seguiram este procedimento. Posteriormente,
usando um modelo de multi-camadas para o dielétrico, Ongaro [58] mostrou
que as cargas ligadas e as cargas livres nao se comportam de maneira com-
pletamente independente. Qualitativamente pode-se dizer que o campo local
nas posigoes dos 4tomos e moléculas é bastante modificado pela presenca da
carga espacial, que afeta o processo de relaxagao; por outro lado, a carga
espacial encontra-se no interior de um material polarizdvel, ficando sujeita
também ao campo elétrico dos dipolos permanentes e induzidos deste meio.

Fazendo uma comparacao com os capitulos 3 e 4, é possivel interpretar
esta combinagdo como uma generalizacao do problema da carga espacial para
um meio onde a polarizagdao nao responde instantaneamente ao campo elétri-
co, ou também como uma generalizacao do problema da polarizagao dielétrica
para um meio onde o campo elétrico ndo é uniforme. Nesta situagdo duas
fungbes devem ser determinadas: o campo elétrico E(z,t) e a polarizacdo
P(z,t).

Nas equagoes que se seguem, as grandezas dimensionais estao represen-
tadas com um asterisco.

Com base nas equagoes (3.4) e (3.7) a polarizagdo elétrica pode ser ex-
pressa na forma:

P*(x*,t*) — IDi*(SC*,t*) +Ps*($*,t*) — EOXiE*(.T*,t*) + (5.1)
+*
EOXs/ f@E —77) E* (", 77) dr

onde o primeiro termo representa os processos praticamente instantineos e
o segundo termo refere-se a resposta lenta da polarizagao. O deslocamento
elétrico é dado por:

D*(z*,t*) = go E*(z*,t") + P*(z*,t") . (5.2)
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Para estudar a carga espacial sao necessérias as seguintes relagoes:
a) densidade de corrente de condugéo, omitindo-se o termo devido & di-
fusao:

Ji(z* 1) = prpt(x, ") E* (2%, t7) + oF E* (z¥, t¥) (5.3)
b) equagdo da continuidade, desprezando-se o efeito das armadilhas:

0J;(z*,t*) _  9p*(z",t")
or* ot (5.4)

c) lei de Gauss, desprezando-se a carga aprisionada nas armadilhas:

OD* (@, t") _ .«
TZP@J) (5.5)
d) equagdo para a densidade de corrente total:
OD*(z*, t*)
ot*
Para este caso também é possivel mostrar que a densidade de corrente

total depende unicamente do tempo. Derivando-se a equagio (5.5) em relagao
ao tempo obtém-se:

T = JH (a5, 1) + (5.6)

) (aD*(x*,t*)) _ 0p"(a, 1)

ot oz* ot*

Permutando-se a ordem de derivagao do membro esquerdo e relacionando-se
o membro direito com a equacao (5.4), resulta:

1o} eom oy, OD* (T )
e (Jc(x,t)+—————————8m* )-0 .

A igualdade a zero implica que o termo entre parénteses nao depende explici-
tamente da coordenada z*. Comparando-se com a equagdo (5.6) vé-se que
este termo ¢ a densidade de corrente total J*(t*).

Aplicando-se as equagoes (5.1) a (5.5) na equagéo (5.6), € possivel escrever
ap6s algumas manipulagoes algébricas:

OE*(z*,t%) 4
ox*
+O.*E*(:L'*’t*) +€oo

J*(t*) — /L*EooE*(x*, t*)
OP*(a*, %)

OE*(z*,t*) OP*(z*,t*)
_+_
oz*

/'L*E*(:E*a t*) (%* 8t*

(5.7)



44

As equagoes (4.7) a (4.14) sdo utilizadas no procedimento de adimensio-
nalizagdo, apenas que a permissividade elétrica € deve ser substituida por
€0o. Cabe lembrar que as grandezas adimensionais sdo aquelas sem o aste-
risco superior. Deve ser usada a seguinte expressdo para adimensionalizar a
polarizagao:

P(z,t) = ;ldP*(:r*, £y (5.8)

Para a fungdo resposta f*(¢*) utiliza-se a relagéo:

€0 pu/yx
f) upof @) . (5.9)
Para simplificar a notac¢do, nas préximas expressoes o simbolo P ser4 usa-
do para representar a parcela lenta da polarizagao, pois a parcela instantanea
jé estd incorporada nos demais termos através do uso da permissividade €.
Transformando as equagdes (5.1) e (5.7) para a forma adimensional e
impondo a condigao de circuito aberto J(t) = 0 para t > 0, obtém-se:

P(z,t) = X, /_ f(t—7)E(z,7)dr (5.10)
E(x,t)g%i’_t) Bz t) + ?_If%t_) + Blo, t)apéz,t) N apgtc, H_,
(5.11)

Ao analisar estas duas equagtes fica clara a interdependéncia entre o
campo elétrico E(z,t) e a polarizagdo P(z,t) descrita qualitativamente no
inicio deste capitulo. Na equag@o (5.10) a polarizagdo depende do campo
elétrico e na equacdo (5.11) o campo elétrico depende da polarizagdo.

Uma vantagem de trabalhar com as equagoes nesta forma é a possibilidade
de se aplicar varios modelos para a fungao resposta, assim como diferentes
condicdes iniciais para a distribuicao da carga espacial. Neste trabalho os
resultados foram obtidos a partir da solu¢ao numérica deste par de equagoes.

No caso particular em que é usado o modelo de Debye para descrever
o comportamento da polarizagdo, a equagdo (5.10) pode ser transformada
numa equagao diferencial. Derivando a equacéo (5.10) em relagdo ao tempo
e aplicando f(t) da equagéo (3.14) na forma adimensional, tem-se:

) 0B +x [ o Lo - B mar

To To
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que resulta em:

P(x,t 1
9 gt” ) _ ’;%E(x, t) = —P(z,1) (5.12)
onde 7¢ é o tempo de relaxacdo adimensional. Esta é a equacdo diferencial
equivalente a equagao (5.10). O procedimento numérico para resolver o sis-
tema das duas equagoes diferenciais (5.11) e (5.12) é mais simples, porém, sé
é aplicével & funcao resposta de Debye.
As equagoes (5.10) e (5.11) podem ser expressas como uma, inica equagéo.
Considerando-se que:

aP (z t) / ft— )BE(“? ) gy (5.13)
€
apgtc, t) _ o FO)E(z,8) + x, /_ ) Qf(%.l) E(z,T)dr (5.14)

na qual foi usada a regra de Leibnitz para derivar integrais definidas. Aplicando-
se na equagao (5.11) resulta a seguinte equagio integro-diferencial em E(z, t):

OE(z,t)
ot

Xs E(z,t) / fie—r 8E§E 7')d T+ x5 f(0)E(z,t) +

E(z t) (“)+ oE(z,t) +

/ af E(x,7‘)d7=0 (5.15)
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6 Solucao Numérica

Deseja-se, como resultado final dos célculos, a tensao V (t) entre os eletro-
dos. Para a configuragio geométrica tratada neste trabalho, o campo elétrico
E(z,t) esta sempre orientado na dire¢éo do eixo O z. Se E(z,t) & conhecido
em pontos internos ao dielétrico, a tensdo V' (t) pode ser calculada por:

V() = /0 " Be.t) do (6.1)

onde d é a espessura do dielétrico.

Na solugdo usando o modelo da polarizagéo, o campo E(z,t) é uniforme
e o célculo da integral na equagdo (6.1) é imediato; neste caso ser4 utilizada
a notagao simplificada E(t). Na solu¢do com os modelos da. carga espacial e
combinado, o campo elétrico depende da posi¢ao z; nestes casos a integral
na equagao (6.1) deve ser avaliada numericamente.

6.1 Modelo da Polarizacao

A solugao numérica da equagao integral
¢
E(t) = F(t) +/ K(t—71)E(r)dr
0

permite que se utilize vérias formas funcionais para a fungdo resposta f(t),
onde K(t — 7) é dado pela equagao (3.39) e F(t) pela equacdo (3.40).
Nesta secao todas as equagbes estao na forma dimensional.
O campo elétrico é avaliado em instantes de tempo discretos ¢;
(4 =1,2,..., M), separados por intervalos de tempo k, conforme a figura 6.1.

Figura 6.1 - Subdivisao do eixo dos tempos em intervalos iguais para a solucao
numérica da equagao integral.
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A diferenga de potencial entre os eletrodos pode ser calculada para estes
instantes e é dada por:

V() = Et;)d i=1,2,..., M (6.2)

A integral na equaggo (3.41) ¢ substituida por uma expressio aproximada
do célculo numérico. Neste trabalho foi usada a regra do trapézio estendida,
aberta no extremo superior. Esta férmula considera a seguinte aproximacao
para avaliar a integral no instante t;:

E(t;) = E(t;-1)

Empregando a notagdo usual do célculo numérico, com as varigveis dis-
cretizadas representadas com letras minusculas, tem-se:

Kje = K(tj - Tg) (63)
fi = F(t)
ej = E(t;)
que resulta em:
t 1 s 1
/0 K(t - ’T) E(T) dr =k —2'Iij0 €o + Z Kje€y + 5/‘&]’ j—1€5-1 + O(k3)
=1
(6.4)

O sfmbolo O( ) indica a ordem do erro de aproximacao.

Foi escolhida a regra do trapézio porque ela apresenta um comportamento
estdvel. Deve ser citado que outras regras, embora estdveis para a avaliacdo
numérica de integrais, podem produzir resultados instéveis quando aplicadas
a solucdo de equacdes integrais [59].

Foi utilizada uma expressdo aberta no extremo superior para permitir o
uso de qualquer fungdo resposta. Caso contrério, para aqueles modelos em
que f(0) — oo ocorreria k;; — 0o 0 que inviabilizaria a solugio numérica.
Isto ocorre, por exemplo, nos modelos de von Schweidler e de Jonscher. O
desvio cometido com esta aproximagéo é desprezivel tendo em vista que o
intervalo de tempo k é pequeno.
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Devem ser resolvidas as seguintes equacoes:

eo = E(0) (6.5)
e1 = f1+k[2K10e€0]

1 3
e = fat+k —R2060+*I€2161]

2 2
: i 1
6 = itk 5ﬂjoeo+2nﬂe£+—2-@]-_16]._1] j=3,4,..,.M
L =1

Nao é necessério resolver um sistema de equagdes lineares pois nas equagoes
(6.5) o campo e; s6 depende dos campos {eg, €1, ...,ej_1}. Assim, a solugio
é obtida por substituicoes progressivas. Isto é uma caracteristica da equacgao
integral de Volterra e do uso de uma expressdo numeérica aberta.

As integrais em F(t) podem ser resolvidas analiticamente para alguns
modelos de relaxagao e, entao, os seus resultados sao utilizados no célculo de
f;. Para o modelo de Debye, com f(t) dada pela equagéo (3.14) obtém-se:

e ol fexp(—) — Ufexp(2) —exp(2)] ) (66)

Para o modelo de von Schweidler, com f(t) dada pela equacdo (3.15), a
expressdo de F'(t) é a seguinte:

F(t) = E(0) -

F(t) = B(0) = 2 Foy - Sl =t = (¢ = 15)' ™ — (1) 7 ()
(6.7)

Para outras fungoes resposta as integrais devem ser calculadas numerica-
mente. Nos célculos realizados foi utilizada a regra do trapézio estendida.

As fungGes f; sdo calculadas a partir de F'(t) dada pela equagdo (3.40) e
que pode ser expressa na forma:

F(t) = E(0) + 52:: E, { /0 t flr —tg)dr — /0 t Flr —ta) dT} (6.8)

com as integrais separadas. Deve ser lembrado que t4 < 0 etg < 0, conforme
foi definido na se¢ao 3.5. Se [t4| > |tg| a contribuigdo da segunda integral
é desprezivel em relacdo & da primeira. Isto pode ser justificado com base
na interpretacdo geométrica destas integrais mostrada na figura 6.2, onde
tais contribuicoes estdo indicadas por Z; e Z,, respectivamente. Como a
duragao do processo de carga é muito maior que os intervalos de tempo de
curto-circuito e de observagado dos fendmenos, as condigdes |t4| > |tg| e
|ta| > t sdo satisfeitas.
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Figura 6.2 - Contribuigado de cada integral na equagéo (6.8), considerando uma
fungdo resposta genérica. Por definigdo, t4 < 0 etp < 0.

6.2 Modelo da Carga Espacial

A equagao diferencial parcial dada pela equacdo (4.21)

OE(z,t) OE(z,t)
gy oE(z,t) + — 0

estd na forma adimensional e ndo leva em consideracao o efeito da difusao
nem a presenga de armadilhas. Com estas hipé6teses, o “método das caracte-
risticas” & um dos procedimentos possiveis para resolver esta equagdo. De-
pendendo da forma funcional para a condigéo inicial E(z,0) é possivel obter
uma solugao analitica para F(z,t). Outra maneira de resolvé-la é o méto-
do numérico das diferengas finitas, o qual foi utilizado neste trabalho por
permitir o uso de diferentes formas para E(z,0).

No modelo da carga espacial o campo elétrico depende do tempo e da
posicao, de modo que é necessério trabalhar com duas varidveis discretizadas.
O dielétrico é dividido em N partes na diregdo O z. O campo elétrico é calcu-
lado nos instantes t; (j = 1,2, ..., M) para cada ponto z; (¢ =0,1,2,...,N).
Isto pode ser representado num diagrama em forma de grade, conforme a
figura 6.3, onde o eixo horizontal indica as posi¢oes z; através do dielétrico
e o eixo vertical os instantes de tempo ¢; em que o campo é avaliado. A
largura de cada subdivisao é dada por h = % e o passo de avango no tempo
é representado por k.

E(z,t)
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CONDICAO DE CONDICAO DE
CONTORNO CONTORNO
k | -
CONDICAO INICIAL
0 & ¢ 1 x

Figura 6.3 - Diagrama x — t das varidveis discretizadas para a solucdo pelo
método das diferencas finitas. O dielétrico é subdividido em camadas de
espessura h e as grandezas sdo calculadas a cada intervalo de tempo k.

O método das diferencas finitas pode ser aplicado de duas formas: explici-
ta e implicita. A forma explicita é mais f4cil de ser implementada, porém,
para que a solu¢ao seja numericamente estével deve ser satisfeita a condigio
% < 1. Como em geral h < 1, isto impde que o passo de avanco no tem-
po k seja pequeno, exigindo um grande nimero de etapas sucessivas para
que a solugdo avance uma unidade de tempo. Esta forma de solugio nao é
recomendével.

Na implementacao da forma implicita, o cdlculo dos valores incégnitos
para o instante t; envolve a solucdo de um sistema de equacoes. Nao hs
uma, condicdo relacionando h e k para que a solugio seja numericamemente
estdvel. Os passos h e k s@o escolhidos de acordo com a precisdo deseja-
da, levando-se em conta a magnitude dos termos de resto na aproximacao
utilizada para as derivadas.

Existem diferentes maneiras de implementar a forma implicita. Tendo em
vista que a equagdo a ser resolvida é nédo-linear, foi adotada neste trabalho
a forma implicta completamente regressiva no tempo, a qual é estével e
convergente conforme relatado por Wintle [35] e na literatura sobre célculo
numérico [59]. No apéndice 2 sdo mostrados os fundamentos do método
implicito usado nesta segao.

O campo elétrico no ponto z; e no instante ¢; pode ser indicado pela
notacao:

E(l‘i, t]) = E(’Lh,]k) = 61'7]' (69)
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comumente encontrada na literatura sobre métodos de diferencas finitas.

Na forma completamente regressiva no tempo, a derivada espacial no pon-
to z; é expressa usando-se a aproximagao por diferencas centrais no instante
tj+1 .

OE(z,t)  eiy1441 — €i—1j41
L 2T+ O(R?) . 6.10
E o7 (h%) (6.10)

Nesta mesma situagéo a derivada temporal é expressa pela aproximacio de
diferencas progressivas:

aE(x, t) _ €ij+1 — €ij
5% = A +0O(k) . (6.11)
O sfmbolo O( ) indica a ordem do erro de aproximacao.

A figura 6.4 ilustra os nés da grade z — t envolvidos nesta aproximacao.

i-1, j+1 i, j+1 i+1, j+1
O O O

./

i, ]

Figura 6.4 - N6s envolvidos nas equagdes (6.10) e (6.11) para o método
completamente regressivo no tempo.

Usando-se as equagoes (6.10) e (6.11) é possivel escrever a equacgdo dife-
rencial parcial numa forma conhecida como equacgao de diferencas. Para
1=1,2,..., N — 1 tem-se:

ei,j+1( z+1,J+12h 1,J+1) + o€ i1 + (_’3‘*.1_16__’_’3) =0 . (6.12)

Deste ponto em diante é conveniente adotar a notacao simplificada pro-
posta por Smith [56], j4 que estdao envolvidos diretamente apenas dois ins-

tantes de tempo: t; no qual o campo é conhecido e t;4; em que o campo é
ainda incégnito. Considera-se a notagéo:

€ij+1 — € (valor inc6gnito)

ei; — €  (valor conhecido)
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ou seja, é suprimido o segundo subindice e adicionada, a barra superior para
as grandezas referentes ao instante t;. Assim, a equagdo (6.12) pode ser
escrita na forma:

k
eilgp (e —eia) +ho + 1] =& i=1,2,..,N—1 (6.13)

e representa uma relagdo entre trés valores incégnitos {e;_1, €, €i+1} € um
valor conhecido {€;}. Esta equagio é nio-linear.

Analisando-se a figura 6.5 observa-se que hd (N + 1) incégnitas, porém,
na equacao (6.13) tem-se apenas (N — 1) equagdes.

)

jtl

-
b
-
b4

j O o)
=0 1

N O———
(@)

Figura 6.5 - Relagao entre valores incégnitos e conhecidos para o sistema de
(N — 1) equagdes representadas na equagio (6.13).

As duas equagbes complementares, necessdrias para resolver o sistema,
virao das condigoes de contornoem z =0e z = 1.

No caso particular em que a distribuicao inicial de carga espacial tem
a forma da funcdo caixa, existem expressdes exatas para o campo elétrico
E(0,t) e E(1,t), conforme foi apresentado na secdo 4.4.

A equacdo diferencial na equagao (4.21) deve ser satisfeita no interior do
dielétrico. Nas fronteiras em z = 0 e z = 1 deve ser especificado o campo
elétrico ou a sua derivada [60].

Tentou-se utilizar uma aproximacéo para a derivada nas fronteiras com
base num polinémio interpolador de Gregory-Newton [61]. Tentou-se tam-
bém a extrapolacdo linear e ndo-linear [56]. Os resultados numéricos nio
foram satisfatérios quando comparados com a solucdo analitica. Entdo, com
base nos gréficos do campo elétrico e da sua derivada em relagio a z, em
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funcao da posigao, propds-se a seguinte aproximagao:

OF OF
;9;|m=0 = §Ix=o+h (6.14)
Qg| o 5_E|

nas vizinhangas de z = 0 e x = 1, para um passo h pequeno.
Aplicando-se estas expressdes para i = 0 e 2 = N na equagdo diferencial
parcial, é possivel entao escrever duas equacoes de diferengas:

k
eo[ﬁﬁ (e2—eg) + ko + 1] =7 i=0 (6.15)

k
enlo-(en —en2) +ho+1]=2y  i=N (6.16)

Estas expressoes foram aplicadas a problemas com distribuigao inicial de
cargas em forma de fungdo caixa e seus resultados comparados com aqueles
calculados pela expressdo exata. Como exemplo, a figura 6.6 mostra os valo-
res do campo elétrico E(0,t) na face esquerda do dielétrico, calculados pela
equagdo (4.30) e pelo conjunto de equagdes (6.13) a (6.16) no caso da tensdo
de recuperagao.

0.0 L
-0.1

=-0.2 7

E(0

-0.3

— exato s0=0,3
0.4 - - exato s0=0,8 -
+ numéricos0=0,3
© numéricos0=0,8

-0.5

I I T T T T

0 2 4 6 8 10

Figura 6.6 - Comparacao entre resultados obtidos com a aproximacgao das
condigGes de contorno e com a expressao exata da equagao (4.30).
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As equagdes (6.13), (6.15) e (6.16) formam um sistema de equagdes algé-
bricas nao-lineares. Sua solugdo numérica foi obtida usando-se o método
iterativo de Newton-Raphson para sistemas de equagbes. No apéndice 3
faz-se uma breve apresentacdao deste método. Para calcular a solugao, é
necessério conhecer a matriz Jacobiana do sistema, cujos elementos sio dados
por:

k
J(),o = '2'5(62 — 260) + ko +1 (617)
k
Jop =0 Jo2 = op 0
k
Jig = ﬁ(eiﬂ —ej-1) +ko+1
k k
Jiji-1 = —oRCi Jijig1 = o
k
JN,N = %(261\/ - eN_z) + ko +1
k
INN—2 = —oREN JnNn-1=0

Também ¢é necessério fornecer os valores de partida para o processo itera-
tivo. Para a solugdo no instante t¢;;; adotou-se como valores de partida o
campo elétrico jé calculado no instante ¢;. Considerando que o passo k geral-
mente € pequeno, os valores adotados para partida estdo préximos da solucio
procurada e a convergéncia é répida.

Foi escolhido o método de Newton-Raphson porque é simples e apresentou
bons resultados.

O sistema de (N + 1) equagbes pode também ser escrito como uma uni-
ca equagao matricial. Isto & 1til para uso com softwares mateméticos que
operem diretamente com matrizes. Considera-se as definicoes das matrizes:

€ €1 -+ €en_] —éN:] (618)
Ur={11 .- 1 1] (6.19)

E'=[e e -+ en1 en ] (6.20)



95

e
-1 0 1 1
-1 0 1
-1 01
C= (6.21)
-1 0 1

-1 01
-1 01

sendo que os elementos nao indicados sdo nulos. Esta é uma matriz banda
diagonal.

A equagdo matricial equivalente as equagdes (6.13), (6.15) e (6.16) é:
k —
diag(RE) ﬁC]E + (ko +1)U| =E (6.22)

onde diag( ) é um operador que produz uma matriz quadrada a partir de
uma matriz coluna, segundo a definigao:

[ eg 0 .-+ 0 0
0 e - 0 0
diag(E) = | @ P
0 0 -+ ey_; O
| 0 0 -+ 0 ey |

Neste trabalho as equagoes foram resolvidas pelos dois procedimentos: o

conjunto de equacoes simultineas e a equacao matricial. Os resultados foram
equivalentes.

6.3 Modelo Combinado

Na solugao das equagoes (5.10) e (5.11)

P(z,t) = Xs/_ f(t—71)E(z,7)dr

OFE(z,t)
or

OE(z,t)

OP(z,t) N OP(z,t)
ot

E(z,1) oz a1

+oE(z,t) +

=0

+ E(z,t)
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as varidveis z e ¢t assumem valores discretos da mesma forma que na segio
anterior. Porém, agora serd necessdrio armazenar todos os valores prévios do
campo elétrico, tendo em vista que a polarizacdo depende do campo elétrico
no passado.

Na integral da equagdo (5.10) € conveniente fazer a separacao:

P(z,t) = XS/_ fi&—7)E(z,7)dr + XS/O f(t=7)E(z,7)dr (6.23)

onde a primeira integral leva em conta o campo elétrico existente quando o
circuito estava fechado. Define-se entao a funcao:

o(z,t) = Xs/_ fit—=71)E(z,7)dr (6.24)

tal que:

P(z,t) = ®(z,t) + Xs/o f(t—71)E(z,7)dr . (6.25)

Na segdo 6.4 é discutido em detalhes o célculo de ®(z,t) para os fendomenos
da tensdo de descarga interna e de recuperagao.

A equagao diferencial parcial da carga espacial e a integral da polarizagio
serao discretizadas de forma separada e, entao, as expressoes resultantes serédo
acopladas. Da mesma forma que na sec¢éo anterior, para a solugdo da equacdo
diferencial ser4 empregado o método das diferencas finitas na forma implicita
completamente regressiva no tempo.

Supondo o dielétrico dividido em N partes, haverdo 2(IN + 1) incégnitas
para cada instante de tempo: (N +1) valores para o campo elétrico e (N +1)
para a polarizagao.

Usando-se a aproximagcao por diferencas centrais para a derivada espacial,
tem-se (N — 1) equagbes de diferencas; as condig¢des de contorno em z = 0
e z = 1 fornecem mais duas equagdes de diferencas; o cédlculo numérico da
integral na equacdo (6.25) fornece uma equagao para cada ponto x;

(¢ = 0,1,...,N), tendo-se entdo mais (N + 1) equagbes. Assim, o niimero
total de equacoes é igual ao nimero de incégnitas.

Usa-se a mesma notacdo simplificada apresentada na secao 6.2, acres-
centando-se ainda as grandezas:

Dij+1 — Di (valor inc6gnito)
Di,; — D; (valor conhecido)
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O método das diferencas finitas aplicado & equagéo (5.11) fornece o seguinte
conjunto de equagodes de diferencas:

k
€; [’2'%(6141 —€i-1 + Pit1 — Pi-1) + ko + 1] +p=€+p;, i=1,2..N—1
(6.26)

k
[Qh(eg—eo+p2—po)+k0'+1]+p0——eo+p0 1=20
eN [i—ﬁ(eN—eN_z+pN—pN_2)+ka+1} + PN =€en + Dy 1=N

Na obtencao das equagdes para ¢ =0 e i = N foi usada a mesma aproxi-
magao discutida na sec¢do 6.2 para a derivada espacial.

Deste ponto em diante a solu¢do poder4 seguir dois procedimentos dife-
rentes, conforme o comportamento da funcio resposta, para argumentos nu-
los.

Supondo f(t) definida para t = 0, a solugdo da integral na equagao (6.25)
foi aproximada pela regra do trapézio, resultando na seguinte expressio para
a polarizagao no ponto z; e no instante t;;:

Pij+1 = [ k f(tje — tO)ezO'*‘ka (tjz1 —te) eie + k f(0 )ei,j+1:| +

=1
@i (6.27)

Considerando que a fun¢ao ¢ jé leva em conta o campo elétrico em instantes
anteriores a t = 0, faz-se t; = 0. Usando-se a notagao simplificada apresen-
tada na secao 6.2, resulta:

D= [kf(1+1)310+k2f (tjiz1 —te) €ip + kf }

=
LN (6.28)

Foi usado o segundo subindice para o campo elétrico porque, embora a barra
superior denote valores j conhecidos, anteriores a t;,1, é necessério especi-
ficar precisamente qual é esse instante. O diagrama de nés na figura 6.7
ilustra a situacao.
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Figura 6.7 - Diagrama de nés para o problema combinado, mostrando que a
solucao no instante t;4; depende dos valores das grandezas nos instantes
anteriores.

Todas as parcelas na equagdo (6.28), exceto a terceira, independem do
campo elétrico no instante ¢;,;. Deve ser observado que a funcio ¢; depende
do instante t;,; através da funcdo resposta f, mas independe do campo
elétrico neste instante. Sdo definidas as fungoes:

1
§ = X5k f(0)

(6.29)

1 ! _ .
n, = Xs 5]{? f(tj+1)éi,0 + kZ f(tj+1 —_ tg) ei,g + 28 1= 0, 1, cery N

=1

A equagdo (6.28) ficar4:

pi =€+,

1=0,1,..,N

(6.30)

(6.31)

que representa a polarizagéo no ponto z; e no instante ¢, a qual é uma das

incégnitas do problema.

Aplicando p; da equagdo (6.31) nas equagdes de diferencas da equacdo
(6.26) obtém-se um sistema de (N + 1) equagdes algébricas néo lineares, onde
as Unicas incégnitas sao os campos elétricos e;. As equacoes de diferencas
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ficardo:

k
ei{ Rl e ) 1 =l + ot 14 €] =2,
(6.32)
i=1,2,..,N—1

k
(1+&)(e2—eg)+mg—mpl + ko +1+¢ + 1y =€ + Dy 1=0
2h

k
eN{§ﬁ1+a@N—mwﬁ+mN—nM4+%v+1+§}+nN=eN+ﬁN
1=N

A solugdo deste sistema também foi realizada usando-se o método iterativo
de Newton-Raphson. Para isso foi necessdrio determinar a matriz Jacobiana,
cujos elementos sdo dados por:

Joo= 5oL+ €)(er —2e0) 1y o] + ko + 146 (633)
Joi=0 Joz——(1+§)
T = pl+ €)(esss = ) + s — ] + ko + 148
Fia = = (14 8)e T = oo (14 Ee
JNN——[(1+5)(2€N—€N 2) + My — o) +ho +1+¢
JNN-1=0 JIN N2 = ——(1 +&)en

Devem ser fornecidos os valores de partida para as iteragdes. Para calcular o
campo elétrico e; no instante ¢;;; foi usado como valor de partida o campo
elétrico no instante t;, conforme foi feito na segéo 6.2.

Neste caso também é possivel representar o sistema de equacdes por uma
Unica equacéo matricial. Além das matrizes j4 definidas na secdo 6.2, é
necessario definir as matrizes:

PT:[I?O pr - pN] (6.34)

P' =[P B - Bn] (6.35)

NT=[770 m - 77N] (6.36)
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Tem-se entao:
diag(R) {%—%C [(1+&E+N]+ (ko +1+ g)U} +E=E+P (6.37)

A solugao destas equagbes fornece o campo elétrico e; no instante tit1-
Aplicando-se estes resultados na equagdo (6.31) obtém-se a polarizagio p;
neste instante.

Quando a fungéo resposta utilizada néo é definida para argumento nulo,
ou seja, f(0) — oo, o procedimento descrito até aqui deve ser modificado. A
expressao numérica usada para a integral da equagéo (6.25) deve usar a regra.
do trapézio aberta no extremo superior, a exemplo do que foi feito na segéo
6.1. O erro cometido nesta aproximagio é desprezivel. Resulta a seguinte
expressao para a polarizacio:

1 _ ! 1 _
Di = X, [ﬁkf(tj+1 - to)ei,o + k Z f(tj+1 — tg)ei,z -+ -Q-kf(tj+1 — tj)ei,j] + ©;
=1

ou ainda,

J
P =x, [%k F(t32) B0+ kD Fltyon — t0) e + £ 1K) am} +o; (6.39)

=1
onde foi considerado tp =0 e t;;; —t; = k.

Calcula-se a polarizacdo pela equagao (6.38) e aplica-se os resultados no
sistema de equagbes ndo lineares da equagdo (6.26), obtendo-se o campo
elétrico no instante t;,. Este procedimento é possivel porque nesta aproxi-
magao o cdlculo de p; no instante ¢;4; s6 depende do campo elétrico até o
instante ¢;.

A matriz Jacobiana tem seus elementos dados por:

k
Joo = 5-(e2 — 2e0 + P2 — po) + ko +1 (6.39)
k
Jop =0 Jogo = o €0
k
Jii = 5,’;(6141 — €1+ Piy1 —Pic1) +hko+1
k k
Jz’,i—l = _ﬁei Ji,i+1 = 5}—161
k
JnN = %(%N —en_g2 +DPN —DPNn—2) + ko +1
k
IJnN-1=0 INN—2 = —=7¢€

2h



61

Para esta forma de solugao também devem ser fornecidos os valores de partida
para iniciar as iteragoes.

Outra possibilidade neste caso consiste em utilizar uma aproximacao para
f(t), proposta por Gross [22] para evitar a singularidade em t = 0, e aplicar
o procedimento descrito para casos em que f(0) é definida. Ele propés que:

F(t) = f(t +a)

onde a é uma quantidade pequena.

Esta forma de solugdo foi empregada no presente trabalho e seus resul-
tados foram praticamente iguais aqueles obtidos com a solugao das equagoes
(6.38) e (6.39).

No capitulo 7 sao analisadas as solugGes destas equagoes para diferentes
funcgoes resposta e diferentes condigdes iniciais, bem como comparagoes com
resultados experimentais.

6.4 Condicgoes Iniciais para o Campo Elétrico e para a
Polarizacao

O estudo das tensbes de descarga interna e de recuperagao inicia-se em
t = 0, porém, ao se considerar o efeito de memédria, é necessério levar em conta
o campo elétrico existente em instantes anteriores a ¢t = 0. Se a polarizagao
respondesse de maneira instantinea e fosse considerada apenas a dindmica
da carga espacial, bastaria conhecer a condig¢ao inicial em ¢t = 0.

Quando se emprega isoladamente o modelo da polarizagao ou o modelo da
carga espacial, as condigoes iniciais para E e P podem ser obtidas facilmente.
No caso do modelo combinado a situagao € mais complexa.

E mais simples estudar inicialmente o problema da descarga interna.
Considera-se que o dielétrico seja polarizado durante um periodo muito grande
em relagao ao intervalo de observacgdo. Na figura 6.8 tem-se t4 — —o0, de
forma que o estabelecimento da polarizacdo e da carga espacial ocorre nos
instantes iniciais deste perfodo, tal que o estado estaciondrio é atingido muito
antes de t = 0.

Supse-se que a carga espacial tenha atingido uma distribuigdo de estado
estaciondrio e que a polarizagao esteja em equilfbrio com o campo elétrico
em cada ponto do dielétrico, sendo dada na forma adimensional por:

E—£&Q

€0

P(z,0) = ( )E(m,O) . (6.40)

Assim, as condigoes iniciais estao definidas.
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E(x,7)
f(t-7) -

bt

Figura 6.8 - Campo elétrico e fungio resposta numa posi¢ado z, interna ao
dielétrico, no problema da descarga interna.

O campo elétrico anterior a t = 0 é levado em conta através do desen-
volvimento mostrado nas equagdes (6.23) a (6.25), em particular através da
fungdo ®(z,t). O célculo da integral na equagdo (6.24) pode ser simplificado
assumindo-se que o campo elétrico seja constante nos instantes t < 0, em
cada ponto z. Logo adiante esta hip6tese serd justificada. Assim,

0
O(z,t) = XSE(:L',O)/_ flt—7)dr . (6.41)

Efetuando uma mudanga de varidveis e sabendo que:

00 t 00
/ oo :/...+/ see
0 0 t

®(z,t) = x,E(z,0) [1 - F(t)] (6.42)

é possivel escrever:

onde F'(t) é definida como:

F@:A%@MT. (6.43)

Esta integral tem solugao exata para os modelos de Debye e de von Schwei-
dler. Para outras fungoes resposta é necessério calculé-la numericamente.
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A hipé6tese usada supoe que o campo elétrico seja constante antes de t = 0,
pelo menos durante um grande intervalo de tempo. Isto é valido porque as
variacoes ocorridas no infcio do processo de carga dardao uma contribuigdo
pequena, pois a fungado resposta tende a zero quando seu argumento é grande,
conforme estd ilustrado na figura 6.8.

Com relacao ao problema da recuperagdo do campo, é importante lembrar
que durante o curto-circuito o sistema encontra-se fora do equilibrio. A
anélise deste problema pode ser feita em duas etapas distintas e em seqiiéncia.

Durante a polarizagao do dielétrico, até o instante imediatamente antes
do curto-circuito, tem-se um processo andlogo ao descrito para o problema da
descarga interna. Utilizou-se este raciocinio para calcular E(z,tg) e P(z,tp).

Para estudar a evolugdo da polarizacao e da carga espacial durante o
curto-circuito é necessério desenvolver um modelo combinado para a situa-
¢ao de circuito fechado, que permita usar qualquer modelo para a fungao
resposta. Isto se constitui num novo trabalho. Com o intuito de resolver
esta etapa de forma simplificada, fez-se uma aproximacao ao considerar que
os efeitos da polarizagdo e da dindmica da carga espacial ocorressem de for-
ma independente. Deve ser enfatizado que, para ser coerente com a idéia
principal deste trabalho, esta aproximagao precisa ser substituida por um
tratamento rigoroso no prosseguimento dos estudos. A polarizacao em ¢t = 0
pode ser expressa como:

P(z,0) = x, Bz, t5) /_ j F(T) dT (6.44)

onde foi considerado que no intervalo tz < t < 0 0 campo elétrico aplicado é
nulo. A funcdo ®(z,t) da equagdo (6.24) ficaré:

®(z,t) = x,E(z,tp)[l — F(t —t5)] . (6.45)

Uma primeira aproximagao para a distribuicdo da carga espacial ao fi-
nal do curto-circuito é a distribuigdo uniforme. Alguns trabalhos [62, 49]
mostram que & medida que o tempo passa, durante o curto-circuito, a car-
ga espacial tende a se distribuir quase uniformemente através do dielétrico.
Uma alternativa melhor consiste em aplicar o formalismo apresentado por
Camargo e Leal Ferreira [62], o qual fornece a distribuigdo de carga exata
em fungdo do tempo. Porém, deve ser lembrado que isto ainda representa
uma aproximagao, pois estd se considerando que os efeitos ocorram de forma
independente.
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7 Anadlise de Resultados

Neste capftulo sao comparados os resultados teéricos, obtidos a partir do
cdlculo numeérico, com os resultados experimentais.

O célculo das expressdes teéricas utilizou os procedimentos numéricos
propostos no capftulo 6. Uma parte dos resultados foi obtida com o software
Mathcad ¥ e a outra parte com programas desenvolvidos em C++.

A preparagado das amostras e a obtengdo das medidas foi feita no Labo-
ratério de Dielétricos do LACTEC.

Foram analisados materiais de diferentes naturezas, com o objetivo de
detectar diferencas no comportamento dielétrico e verificar a aplicabilidade
dos diferentes modelos. Algumas amostras foram polarizadas durante um
longo perfodo e outras durante um curto periodo. Com isto é possfvel avaliar,
usando-se o modelo combinado, se a injecao de carga espacial pelos eletrodos
foi significativa.

Inicialmente fez-se um estudo comparando os resultados experimentais
com aqueles previstos pelo modelo da polarizagao. Foram considerados diferen:
tes modelos de relaxagao. Em seguida, repetiu-se as comparagoes aplicando-
se o modelo combinado, que leva em conta a agdo simultdnea do movimento
da carga espacial.

7.1 Montagem Experimental

Foram utilizadas duas montagens distintas, conforme a necessidade de se
medir a corrente ou a tensdo. Os circuitos estdo apresentados na figura 7.1.

(2) (®)

Figura 7.1 - Circuito elétrico para medir: (a) a corrente de carga ou descarga do
capacitor e (b) a tensdo entre os eletrodos do capacitor.
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Utilizou-se um eletrémetro (E) marca Keithley, modelo 617, acoplado a
um computador para registrar os valores medidos.

Um conjunto de baterias alcalinas (V) forneceu a alimentacao ao sistema.
Com isto minimizou-se o problema da introdu¢do de ruidos nas medidas.

A chave (S) utilizada era do tipo “faca” com base de cerdmica. Para as
tensoes aplicadas, este tipo de chave apresenta correntes de fuga despreziveis.

O capacitor (C) continha o material dielétrico a ser analisado. Suas
caracteristicas estao descritas na segao 7.2.

As ligagoes do capacitor e do eletrometro ao restante do circuito foram
as mais curtas possiveis, tendo poucos centimetros. Procurou-se evitar que
o comportamento dos cabos de conexao afetasse de maneira significativa os
valores medidos. Este cuidado foi necessdrio porque, conforme a tabela 7.2,
para a maioria das amostras o capacitor C tinha uma pequena capacitancia.
Cabos e fios longos introduziriam capacitancias da mesma ordem de grandeza,
ou maiores. Assim, a resposta dielétrica observada néao seria devida exclusi-
vamente ao dielétrico sob anilise.

Para medir a corrente de descarga, com base na figura 7.1(a), procedeu-
se da seguinte forma: com a chave S na posicdo 1 a amostra era polarizada
durante um intervalo de tempo muito grande; colocava-se entdao a chave na
posicao 3 e registrava-se a corrente de descarga.

Para medir as tensoes de descarga interna e de recuperacao, com a mon-
tagem da figura 7.1(b), realizava-se os seguintes passos: com a chave S na
posicao 1 a amostra era polarizada; para registrar a tensdo de descarga in-
terna a chave era passada simplesmente para a posi¢cao 2; para registrar a
tensao de recuperagao, a chave era colocada na posicao 3, aplicando-se um
curto-circuito entre os eletrodos e, em seguida, passada para a posicao 2.
Nestes casos, a chave A era fechada no instante em que se desejava iniciar o
registro das tensoes.

7.2 Amostras e Propriedades Fisicas dos Materiais
Utilizados

Os materiais utilizados foram:

a) polimero semi-cristalino com moléculas nao-polares

— Polietileno (LDPE):

Este material apresentou densidade igual a 0,921 e nao continha negro
de fumo.

A figura 7.2 mostra um trecho da molécula do polietileno representada,
por simplicidade, na forma de uma cadeia linear. Na realidade as moléculas
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apresentam curvaturas e dobras porque as ligagbes entre os dtomos de car-
bono nao estao necessariamente num mesmo plano. Neste material existem
regides cristalinas distribuidas através do material amorfo.

@ carbono O hidrogénio

Figura 7.2 - Representagao tridimensional simplificada de uma parte da molécula
do polietileno.

b) polimero amorfo com moléculas polares

— Poli(cloreto de vinila) (PVC):

Na figura 7.3 estd representada uma parte da molécula do PVC em forma
de cadeia linear e na configuragao isotdtica. No material real, além da confi-
guragao exemplificada, coexistem moléculas com as configuragoes sindiotética
e atdtica; ocorrem também curvaturas conforme citado para o polietileno.
Comparando com a molécula do polietileno da figura 7.2 observa-se que, em
cada mero, um dos &tomos de hidrogénio é substituido por um atomo de
cloro. Como conseqiiéncia, hd a formacdo de dipolos elétricos que dao ao
PVC um caréter polar.

@® carbono @ cloro O hidrogénio

Figura 7.3 - Representacao tridimensional simplificada de uma parte da molécula
do PVC na configuragao isot4tica.
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c¢) material cristalino

— Mica muscovita:

A mica é um material constituido por laminas de silicatos. Cada lamina,
por sua vez, é formada por trés camadas, conforme ilustrado na figura 7.4 na
regido acima do fon de potéssio. A primeira camada é formada por tetraedros
de silica, a segunda por 4tomos de aluminio e grupos OH™, e a terceira
novamente por tetraedros de silica, invertidos em relagao aos da primeira
camada. Nesta camada estao presentes fons de potédssio. As ligagoes entre os
dtomos no interior das laminas sao do tipo covalente ou i6nica. As ligagGes
entre laminas adjacentes sao do tipo iénica.

O oxigénio @ hidroxila @ aluminio ‘ potéssio
@ e @ silicio (um quarto substitufdo por alumfnio)

Figura 7.4 - Parte da rede cristalina da mica muscovita. Acima do fon de
potéssio estd representada uma lamina com suas trés camadas, abaixo dele
aparece apenas a primeira camada da lamina adjacente.
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d) material amorfo impregnado com liquido isolante
— Papel Kraft ® impregnado com bifenila policlorada:

Foram utilizados filmes de polietileno e de PVC, sobre os quais foram de-
positados em alto vdcuo eletrodos circulares metélicos, formando capacitores.
Para a mica e o papel impregnado foram usados capacitores comerciais, nos
quais estes materiais constitufam o dielétrico. Nos capacitores de mica os
eletrodos eram de prata depositada em vdcuo, e no de papel impregnado
eram de aluminio apenas justapostos ao dielétrico. A tabela 7.1 mostra a
capacitancia geométrica C, de cada capacitor utilizado.

Tabela 7.1 - Caracteristicas geométricas dos capacitores utilizados:

DIELETRICO || eletrodo espessura C,
material | didmetro (mm) | (um)
Polietileno aluminio 35 60 0,142 nF
PVC aluminio 55 206 0,102 nF
Mica prata - 17 0,190 nF
Papel e liq. isolante | aluminio - 15 6,45 uF

Os valores das propriedades fisicas foram obtidos da literatura [63, 64],
sendo que a permissividade em alta freqiiéncia foi calculada a partir do indice
de refragdo n utilizando-se a relacdo de Maxwell €, = n?. Na tabela 7.2
sao apresentadas algumas propriedades para cada material considerado. Os
valores de € e €4, representam permissividades relativas, sendo € a permis-
sividade estética.

Tabela 7.2 - Propriedades elétricas dos materiais:

| DIELETRICO || € | e | o(S/m) ]
Polietileno 2,22 a2,35 2,28 10~%q 10~
PVC 2,70 a 3,20 2,37 10~1°¢ 10~
Mica 5,25 2,52a2,55 | 29 x 10"
Papel e liq. isolante 6 5,2 >~ 92 x 10716

Os parametros das fungoes de relaxagao foram obtidos a partir de medidas
da corrente de descarga. As amostras foram polarizadas previamente durante
um perfodo muito longo.
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E possivel escrever uma equagao integro-diferencial andloga & equacdo
(3.31) usando as grandezas da teoria de circuitos:

Li(t) = Kgl + cg% + /_ d‘;f) flt—7)dr

cuja solugao para a descarga é:

Ia(t) = ~VoC, 8(t) — Vo (t)

onde I;(t) é a corrente elétrica de descarga, V; € a tensdo aplicada durante
a carga, C, & a capacitancia geométrica do conjunto e §(t) é a funcio delta
de Dirac. O primeiro termo corresponde & descarga capacitiva e o segundo &
contribuigao da resposta lenta da polarizacdo. Considerando que a corrente
de descarga é registrada para instantes ¢t > 0 resulta, em médulo:

L) =W f(t) . (7.1)

Utilizando-se gréficos de ¢n[I(t)] em fungao de £n(t) ou em funcdo de potén-
cias de t, faz-se o ajustamento das fungdes. Algumas fungdes resposta per-
mitem a transformagdo da equagdo (7.1) para uma forma mais adequada
ao ajustamento matemdtico dos dados experimentais. As funcdes a serem
ajustadas sao as seguintes:

a) Para a funcéo de von Schweidler da equacdo (3.15) tem-se:

tn[la(t)] = ¢n(VoB) — aln(t) (7.2)

b) A partir da fungdo de Jonscher dada pela equagio (3.20) obtém-se:

In[ly(t)] = In(VoAswy™) — n In(t) — n{l + wi ' ™ exp[(m + 1 — n) In(t)] }

Definindo-se as constantes:

A = VoA wg" (7.3a)
B = wpti-n (7.3b)

C=m+1-n (7.3¢)
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resulta:
In[I;(t)] = A — nén(t) — ¢n[l + BeC )] | (7.4)

O ajustamento fornece n, A, B e C. Com a equacao (7.3c) determina-se m e
com a equagao (7.3b) determina-se wy.

¢) A partir da fungao de Dissado-Hill dada pela equagio (3.25) obtém-se:
n[14(t)] = bn VoAp — ndn(wpt) — wpt + €n 1 Fi(1 — m;2 — n;wpt) .

Uma aproximagao para #n1Fi(...) é obtida expandindo-se ; F} em série de
Kummer até o termo em (w,t)?. Considerando a aproximacio dada pela série
de Taylor,

132

€n(1+x)%’w~~é— |z <1
resulta:
. ' _ (1—m) (I-m)(1—n+m) 9
In 1 Fi(1 —m; 2 — njwyt) = @—n) wpt + 302 = n)2(3 — ) (wpt)® .
Assim,
VoAp (I+m—n) 1-m)1+m—n) ,,
In[l4(t)] = tn ( ~ ) —nén(t) — w wit
n (2-n) 7 22—-n)?2(3—mn) P

Definindo-se as constantes:

A= n(%fD> (7.5a)

Wp
l1+m—n
B = -—————-——2 . wp (7.5b)

_ (1 —m)(l—}—m—n)w2
T P T g e

(7.5¢)

é possivel escrever:

n[li(t)) =A—ntn(t)— Bt+Ct* . (7.6)
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O ajustamento fornece n, A, B e C. Das equagoes (7.5b) e (7.5¢) é possivel
expressar m como:
_ B?-2C(1-n)(3—n)
~ B24+2C(3-n)

(7.7)

Com esta equagéo calcula-se m e com a equagdo (7.5b), por exemplo, calcula-
se wg. Foi desenvolvida também uma aproximacio considerando termos até
(wpt)3, porém, os coeficientes calculados permaneceram praticamente os mes-
mos. Assim, uma aproximagdo até (w,,t)2 é suficiente para os problemas
estudados neste trabalho.

Para os modelos de Jonscher e de Dissado-Hill, as incertezas foram calcu-
ladas aplicando-se a lei de propagacdo da incerteza [65] as equagoes (7.3b),
(7.3c), (7.5b) e (7.5¢). Levou-se em conta o desvio padrao de cada coeficiente
obtido pelo ajustamento com o método dos minimos quadrados.

Com relagao ao modelo de von Schweidler, dispunha-se de um conjunto
de 24 ensaios relativos a corrente de descarga com o ajustamento correspon-
dente, para o mesmo capacitor. Para aproveitar estes resultados, os coefi-
cientes a e [ foram calculados pela média do conjunto e as suas incertezas a
partir do desvio padrao amostral.

A seguir sdo apresentados os valores dos pardmetros para cada amostra,

e para cada modelo de relaxagdo. Quando necessério, o niimero da amostra
é indicado ao lado do nome do material.

Tabela 7.3 - ParAmetros para a fun¢ao de Dissado-Hill:

[ DIELETRICO I m | n [ wp(rad/s)
Polietileno 1 e 2 0,4140,06 | 0,660 40,004 | (2,1£0,3) x 1073
PVCI 0,55£0,08 | 0,53+£0,03 | (,1£0,4) x 102
PVC2 0,57+0,09 | 0,5240,01 | (1,14+0,4)x 1073
Papel e liquido isolante || 0,36 £ 0,06 | 0,856 £ 0,003 | (1,14£0,6) x 10~*
Mical 0,37+0,02 | 0,630 + 0,009 (54+1) x 107
Mica?2 0,33+0,02 | 0,621 + 0,009 (7+1) x 107*
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Tabela 7.4 - Pardmetros para a fun¢do de Jonscher:

| DIELETRICO | m | n | wo(rad/s) |
Polietileno 1 e 2 0,31£0,04 0,58 £0,03 (5+£1) x 1073
PVC1 0,30+£0,02 | 0,42+0,02 | (3,6+0,8) x 103
PVC2 0,23 £0,03 0,38 £ 0,02 (5+1) x 1073
Papel e liq. isolante || 0,057 + 0,004 | 0,694 0,002 | (9,3 £0,6) x 1073
Mical 0+0,07 0,33 +0,02 | (4,22+0,06) x 1072
Mica?2 0+0,07 0,30+0,02 | (7,51+0,06) x 1072

Tabela 7.5 - Parametros para a fungdo de von Schweidler:

| DIELETRICO

|

a |

|

| Papel e liquido isolante || 0,90 £0,03 | (8 £2) x 1077 ]

Para as medidas das tensoes de descarga interna e de recuperagao, as
amostras foram polarizadas durante diferentes intervalos de tempo e com
diferentes tensées, conforme mostrado na tabela 7.6. Na ultima coluna desta
tabela estd indicado o campo elétrico macroscépico médio de polarizagio; este
campo é calculado a partir da tensao aplicada aos eletrodos e da espessura
da amostra.

Tabela 7.6 - Caracteristicas da polarizagao:

|

DIELETRICO ﬂ t polarizagao l Vapi(V) l t curto-circ.(s) l Eopi(kV/m) I

Polietileno 1 60 min 38,1 — 635
Polietileno 2 30 min 38,1 G} 635
PVC1 30 min 16,7 - 81

PVC2 24 h 26,7 10 130

Papel e lig. isolante 15h 20 - 1330
Papel e lig. isolante | 17 h 49 min 9,3 6 620
Mical 18 h 55 min 9,53 - 561

Mica2 19 h 34 min | 142,8 5 8400
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7.3 Resultados Obtidos com Base no Modelo da
Polarizacao

Os resultados mostrados a seguir foram obtidos com o procedimento
numérico proposto na secao 6.1, considerando-se exclusivamente o efeito da
polarizacao elétrica. Esta andlise é oportuna porque, a partir dos seus resul-
tados, é possivel tirar algumas conclusées ainda ndo exploradas na literatu-
ra. Inicialmente serd feita uma comparagao entre resultados experimentais e
tedricos. Serdo aplicados alguns modelos de relaxagdo. Os valores utilizados
para os parametros sao aqueles indicados nas tabelas 7.1 a 7.5. Para o mode-
lo de Debye cuja funcao resposta é dada pela equagdo (3.14), considerou-se
To = ==, onde w, é um dos pardmetros da funcdo de Dissado-Hill.

AS tabelas e manuais normalmente fornecem uma faixa de valores para a
condutividade elétrica de cada material. Esta faixa em geral é de duas ordens
de grandeza. Por exemplo, para o polietileno e o PVC a condutividade esté4
compreendida entre 107*S/m e 1071*S/m. Observa-se, pelo experimento
numérico, que a condutividade exerce grande influéncia nos resultados da
tensao de descarga interna e tensdo de retorno. Assim, pequenas variagoes
no valor da condutividade provocam modificacées significativas na forma
das curvas. Neste trabalho ajustou-se o valor da condutividade de cada
amostra, dentro da faixa citada, tal que as curvas teédricas ficassem préximas
do resultado experimental. Isto sugere um procedimento para a determinagao
experimental da condutividade.

Serdao mostrados os resultados das tensdes de descarga interna e de re-
cuperacao para cada material. Todos os graficos estdo normalizados para
facilitar a comparagdo entre os resultados. A maioria das curvas foi nor-
malizada em relacao ao seu respectivo valor méximo. Nos casos em que foi
utilizado outro valor de referéncia, hd uma indicacdo explicita no texto.

a) Polietileno:

Para a tensdo de descarga interna foi usada a amostra Polietileno-1 e a
condutividade mais adequada foi de 6,10 x 107 S/m. Utilizou-se a permis-
sividade ¢ igual a 2,30. Observa-se na figura 7.5 que, para os modelos de
relaxacao estudados, as curvas estdao praticamente superpostas.

Para a tensao de recuperagao foi usada a amostra Polietileno-2. A condu-
tividade utilizada foi 6,00 x 101* S/m. Na figura 7.6 vé-se que o resultado
predito pelo modelo de Debye é bastante diferente dos valores medidos.
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Figura 7.5 - Tensdo de descarga interna para o polietileno, utilizando o modelo
da polarizagdo com diferentes funcdes de relaxagdo. As trés curvas resultaram
superpostas.
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Figura 7.6 - Tensdo de recuperagéo para o polietileno, utilizando o modelo da
polarizacdo com diferentes fungdes de relaxacao.
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b) PVC:

Para a tensdo de descarga interna foi utilizada a amostra PVC-1. A
condutividade mais adequada foi de 2,50 x 107'* S/m e a permissividade €
foi considerada igual a 3,00. O resultado estd mostrado na figura 7.7.

1 1 1 |

1.0 7 - Jonscher i
— Dissado-Hill

0.8 Debye B
o experimental

EO.G N
— 0.4 -
0.2 -
0.0 -
T I 1 [ T
0 1000 2000 3000 4000
t[s]

Figura 7.7 - Tensao de descarga interna para o PVC, utilizando o modelo da
polarizacdo com diferentes fungdes de relaxagéo.

No caso da tensao de recuperagdo foi utilizada a amostra PVC-2. A
condutividade utilizada foi 2,00 x 107** S/m e a permissividade ¢ igual a
3,00. Neste caso, observa-se na figura 7.8 que os modelos de Jonscher e
de Dissado-Hill sao razodveis para os instantes iniciais, porém, seus resulta-
dos apresentam grande diferenca para os instantes de tempo maiores. Nao
é possivel obter concordancia para todo o intervalo de tempo. Uma justi-
ficativa é o fato do PVC possuir propriedades piroelétricas e piezoelétricas
[66]. Durante o curto-circuito ocorre o aquecimento da amostra. Também,
na montagem experimental a amostra estava pressionada. Estes dois efeitos
podem ocasionar, no PVC, um deslocamento de cargas.

Experimentos realizados por Wintle [67] mostraram que o efeito piroelétri-
co afeta as medidas de correntes de descarga quando os eletrodos estdo em
curto-circuito, pois nesta situacao o material sofre um aquecimento. Em seu
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artigo, Wintle estudou o comportamento do poli(tereftalato de etileno) (PET).
Considerando que o coeficiente piroelétrico do PVC é maior que o do PET,
é vélido atribuir parte do desvio observado na figura 7.8 a este efeito.

| | | | |

- Jonscher
1.07 —— Dissado-Hill [
Debye
0.8 o experimental -
20'6— ° \ I
(e} o o
> 0.4 “SeEny |
0.2 B
0.0 B
I I T T T
0 500 1000 1500 2000
t[s]

Figura 7.8 - Tensao de recuperagao para o PVC, utilizando o modelo da
polarizagao com diferentes fungdes de relaxagao.

c¢) Mica:

No problema da descarga interna foi utilizada a amostra Mica-1. A con-
dutividade usada foi 8,50 x 107'* S/m. H4 uma excelente concordéncia entre
os modelos estudados e a curva experimental, conforme a figura 7.9.

Para o problema da tensao de recuperagao foi utilizada a amostra Mica-
2, com condutividade 9,00 x 107 S/m. O resultado estd apresentado na
figura 7.10. Os modelos de Jonscher e de Dissado-Hill apresentaram bons
resultados para esta amostra em instantes até 800 s. Entretanto, para muitas
amostras de mica o modelo de Jonscher ndo poéde ser aplicado para descrever
o comportamento dielétrico. O seu pardmetro m em geral resultou negativo
ou nulo.
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Figura 7.9 - Tensao de descarga interna para a mica, utilizando o modelo da
polarizacéo com diferentes fungoes de relaxacdo. As trés curvas resultaram
superpostas.
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Figura 7.10 - Tensao de recuperagdo para a mica, utilizando o modelo da
polarizacao com diferentes fungdes de relaxacao.
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d) Papel impregnado com liquido isolante:
Para a tensdo de descarga interna utilizou-se uma amostra com condu-
tividade 5,75 x 10717 S/m. Os resultados estdo na figura 7.11.

1

1
Jonscher

1.007 —— Dissado-Hill
—— Debye
- yon Schweidler
0.95 - o experimental |
=
>
0.90 | oL
0.85 i
T T T [ ‘
0 20 40 60 80
t[x 10%s]

Figura 7.11 - Tensao de descarga interna para o papel impregnado, utilizando o
modelo da polarizagdo com diferentes fungdes de relaxacao.
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Figura 7.12 - Tensao de recuperacao para o papel impregnado, utilizando o
modelo da polarizacdo com diferentes funcoes de relaxacao.
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Para a tensao de recuperacao, utilizou-se uma amostra com condutividade
2,50 x 10716S/m. Os resultados obtidos estdo na figura 7.12.

Observa-se nas figuras 7.11 e 7.12 que todos os modelos, exceto o de
Debye, mostram uma boa concordéncia com os resultados experimentais em
todo o intervalo de tempo analisado, mesmo em grandes intervalos.

De forma, geral, a partir dos gréficos 7.5 a 7.12, é possivel afirmar que os
modelos de Jonscher e de Dissado-Hill apresentam resultados teéricos préxi-
mos entre si, para todos os materiais estudados. Todos os modelos, exce-
to o de Debye, prevéem de forma satisfatéria o comportamento da tenséo
de descarga interna. Com relacdo ao problema da tensdo de recuperagao,
excluindo-se 0 modelo de Debye, os demais apresentam boa concordéncia
para um intervalo de tempo restrito, ndo sendo possivel ajusté-los aos Te-
sultados experimentais para intervalos pequenos e grandes simultaneamente.
Uma excessao a esta afirmagéao foi o papel impregnado, no qual a concordén-
cia foi observada num grande intervalo.

E interessante citar que a condutividade é um parametro que afeta signi-
ficativamente a forma dos resultados teéricos. As figuras 7.13 e 7.14 ilustram
isto ao considerar, como exemplo, as amostras de polietileno e o modelo de
Dissado-Hill, para casos em que este material, por hipétese, tivesse diferentes
valores de condutividade. No caso da tens@o de descarga interna, ao aumen-
tar a condutividade observa-se um decaimento mais rdpido na tensao.

T T T
0 500 1000 1500 2000
t[s]

T T

Figura 7.13 - Tensao de descarga interna para diferentes valores da condutividade

de um material, considerando-se o modelo da polarizagdo com a funcao de
Dissado-Hill.
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No problema da tensdo de recuperagédo, com o aumento da condutividade
observa-se que o valor méximo é atingido antes e que, apés atingido este
méximo, a tensdo decai mais rapidamente. Ocorre também uma diminuigao
no valor méximo, de acordo com a figura 7.14. Nesta figura as curvas foram
normalizadas em relagdo ao valor méximo da curva em vermelho. Fica evi-
dente a redu¢do no valor méximo da tensao de recuperacao & medida que a
condutividade aumenta.

G =1 x10-14S/m
1.0 — g =2x10""4S/m[
— 0 =3x10"4S/m
0.8 -
0.6 -
>
> 0.4 B
0.2 -
0.0 -
T T T T T
0 500 1000 1500 2000
t[s]

Figura 7.14 - Tensédo de recuperagao para diferentes valores da condutividade de
um material, considerando-se o modelo da polariza¢do com a fungdo de Dissado-
Hill. As curvas estao normalizadas em relagao ao valor méaximo da curva em
vermelho.

Embora neste exemplo tenha sido usado um material e um modelo par-
ticular, as mesmas conclusdes foram verificadas para os outros materiais e
outros modelos de relaxagao.

No caso limite em que a condutividade é desprezivel, o experimento
numérico mostra que o comportamento depende do tipo de material. Nos
materiais nao-polares a tensao de descarga interna permanece praticamente
constante, conforme estd mostrado na figura 7.15. Este gréfico foi obtido
usando-se os dados do polietileno j& especificados e considerando-se ¢ = 0.
Nos materiais polares esta tensdo decai lentamente no inicio e, ap6s atingir
um certo valor, permanece constante, como na figura 7.16. Para este caso
foram utilizados os dados do PVC, assinalando-se o = 0.




81

1'01 | | 1 | | 1 1

1.00 ~

VIVl

| = Jonscher |
0.99 —— Dissado-Hill
— Debye
0.98 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

t[s]

Figura 7.15 - Tensdo de descarga interna para um material nao-polar com
condutividade desprezivel.

1 1 | | 1 1 1

1.00 7 == Jonscher B
= Dissado-Hill
— Debye
0.95 -
=
>
0.90 B
0.85 B

T T T T ik T T
0 10 20 30 40 50 60
t[x 103s]

Figura 7.16 - Tensao de descarga interna para um material polar com
condutividade desprezivel.

A tensdo de recuperagao também apresenta um comportamento peculiar
quando a condutividade do material é desprezivel. A tensdo cresce até um
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valor méximo e permanece constante. Isto ocorre tanto para os materiais
nao-polares quanto para os polares, conforme as ilustragoes nas figuras 7.17
e 7.18. Nestes gréficos as curvas estdo normalizadas em relagdo & tensao
aplicada durante a polarizagao.

0.006 -

0.004 - ﬁ

0.002

ViV

— Jonscher
= Dissado-Hill
-— Debye

0.000 -

T T T I T

8 12 16
t[x 103s]

Figura 7.17 - Tensao de recuperacao para um material ndo-polar com
condutividade desprezivel.
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Figura 7.18 - Tensao de recuperagdo para um material polar com condutividade
desprezivel.
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Na figura 7.17 foram usados os dados do polietileno e na figura 7.18 os
do PVC, com ¢ = 0 em ambos os casos.

E interessante interpretar estes resultados. A seguir serd dada uma expli-
cacao com base nos processos que possam ocorrer no interior do dielétrico.

O material pode apresentar um comportamento macroscépico dipolar de-
vido & existéncia de dipolo permanente em suas moléculas, ou também devido
a outros efeitos, j& descritos na se¢do 3.1. Quando as moléculas tém dipolo
permanente, geralmente € > €4, € o efeito da relaxacdo dipolar é bastante
notado. Quando as moléculas ndo apresentam dipolo permanente, em geral
€ 2 €x € 0 comportamento dipolar se deve unicamente aos demais efeitos
enumerados na segao 3.1.

No caso em que o = 0, os portadores livres terao dificuldade para se mover
por distancias macroscépicas, permanecendo em suas posi¢oes. Por este mo-
tivo, os efeitos de despolarizagao relacionados com processos de condugéo
deixam de ocorrer. A sua contribui¢do para o campo elétrico macroscépi-
co no dielétrico e para a tensdo externa medida serd nula. Por sua vez, os
efeitos de despolarizagdo que tém origem na orientagdo de dipolos induzi-
dos e permanentes podem ocorrer, pois nao envolvem transferéncia de cargas
internas. H4 somente um rearranjo geométrico, porque as cargas ja estao
ligadas & molécula. Assim, a tensao externa medida segue a variagao normal
esperada, até cessar a reorientagao.

Desta forma é possivel explicar porque, num material cujas moléculas
nao tém dipolo permanente, a tensao de descarga interna permanece prati-
camente constante e igual ao valor inicial, como mostra a figura 7.15. Por
outro lado, nos materiais cujas moléculas tém dipolo permanente, a tensao
de descarga interna apresenta uma variagao inicial enquanto houver a reori-
entagao destes dipolos e, em seguida, estabiliza-se num valor constante. Este
comportamento estd ilustrado na figura 7.16.

No problema da recuperacao do campo, durante o curto-circuito as cargas
dos eletrodos sao removidas. Num material com dipolo permanente nas suas
moléculas, estes tendem a se orientar aleatoriamente durante o curto-circuito
devido ao efeito térmico, assim como as cargas aprisionadas tendem a se
deslocar por pequenas distancias, em relagao as suas posigoes de equilibrio.
Quando o circuito é aberto, as cargas aprisionadas se distribuem, tendendo a
voltar para suas posigoes iniciais, e seus campos elétricos tendem a realinhar
os dipolos permanentes. Isto demanda certo tempo, devido & inércia do
movimento destes dipolos. Para materiais sem dipolo permanente em suas
moléculas, somente as cargas aprisionadas se deslocam tendendo a voltar
para suas posicoes de equilibrio. O valor méximo atingido pela tensao neste
caso € menor que o correspondente para os materiais com dipolo permanente,
conforme estd mostrado nas figuras 7.17 e 7.18.
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7.4 Resultados Obtidos com Base no Modelo
Combinado

Os resultados mostrados a seguir foram obtidos com o procedimento
numérico descrito na segao 6.3 e com a utilizagdo dos dados da. secio 7.2.
Todas as curvas estdo normalizadas em relagao ao seu valor méximo, exceto
quando houver indicacdo de outro valor. Tendo em conta que as equacgdes da
se¢ao 6.3 estao na forma adimensional, antes de efetuar os préximos célculos
fez-se a conversdo dos dados para a forma adimensional. Apés a obtencio
dos resultados procedeu-se & transformagéo inversa, tal que os valores repre-
sentados nos graficos estao no SI.

A solugao numérica das equagdes envolve um processo de discretizacao:
o dielétrico é subdividido em N partes. Para todos os cédlculos efetuados
nesta secao adotou-se N = 100 partes. A forma dos resultados permaneceu
a mesma quando a subdivisao foi aumentada. Isto justifica-se porque, ao
trabalhar com varidveis adimensionais, 0 < z < 1 tal que o passo h é igual a
0,01 e o erro na aproximagao da derivada espacial é da ordem de 104.

Antes de estudar o comportamento dos materiais é conveniente analisar
as previsoes do modelo combinado para dois casos limites. Para um material
que contenha carga espacial, e no qual a polarizacao responda de forma ins-
tantanea, os resultados do modelo combinado devem ser semelhantes aqueles
do modelo da carga espacial. Por outro lado, para um material que ndo
contenha carga espacial, mas que apresente polarizagao com resposta lenta,
o modelo combinado deve prever um resultado igual aquele do modelo da
polarizagdo. Para testar o modelo combinado com relacao a estas afirmacdes,
considera-se um material hipotético no qual a polarizagdo é descrita pelo
modelo de Debye, e a carga espacial estd distribuida inicialmente em forma
de fungao caixa, conforme a equagdo (4.22) que est4 na forma adimensional.
Esta escolha é 1til porque permite que se trabalhe com dois parametros
de controle: o tempo de relaxagdo e a densidade de carga. Variando-se a
largura ou o valor médximo da fungéo caixa é possivel modificar a quantidade
de carga espacial no interior do dielétrico, e variando-se o tempo de relaxacao
é possivel alterar a velocidade da resposta da polarizacao.

Utilizou-se como exemplo os dados do PVC, com o = 2,5 x 107'* S/m
e € = 3,00. Na transformacao para a forma adimensional considerou-se a
mobilidade dos portadores da ordem de 10712 m?/(s-V), conforme a referéncia
[63] e o trabalho de Wintle [35], e adotou-se o valor de 102 C/m?® para o
parédmetro py.

Se o tempo de relaxacao da polarizagao tender a zero, deve predominar o
comportamento da carga espacial. As figuras 7.19 e 7.20 ilustram as respostas
do modelo combinado para este caso. Foi fixado p; e so. Vé-se que & medida
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que 7 — 0, as curvas tendem para aquela do modelo da carga espacial,
calculada conforme a se¢do 6.2. Embora o circuito esteja aberto parat > 0 e
o campo aplicado seja nulo, os dipolos ainda est@o sujeitos ao campo elétrico
da carga espacial.

| —=— CargaEsp.|
1.0 ~< — T =2000s
~

0.8 — T=100s
>06
>

0.4

0.2

0.0 T T T
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Figura 7.19 - Influéncia do tempo de relaxagao dipolar sobre a tensdo de descarga
interna no modelo combinado.

B3 / —=— Carga Esp. L
2 - T=2000s
— T=500s
0.0 — T=200s B
[ T T T T
0 500 1000 1500 2000
t[s]

Figura 7.20 - Influéncia do tempo de relaxacado dipolar sobre a tensao de
recuperac¢ao no modelo combinado.
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Se a densidade de carga espacial tender para zero deve predominar o
comportamento da polarizagéo elétrica, pois nesta situagio o campo elétrico
macroscépico no interior do dielétrico é uniforme. Os resultados obtidos com
o modelo combinado estdo mostrados nas figuras 7.21 e 7.22 para este caso
limite. Foi fixado 7 e p;. Observa-se nestes graficos que & medida que sy — 0
as curvas tendem para aquela do modelo da polarizacdo, calculada conforme
a segao 6.1.

| | |
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— s0=0,2
0.87 Polarizacédo
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> S
0.4 \\\\\ -
0.2
0.0
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
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Figura 7.21 - Influéncia da densidade de carga espacial sobre a tensdo de
descarga interna no modelo combinado.

No modelo combinado a condutividade elétrica também exerce uma in-
fluéncia significativa na resposta do material. Para ilustrar esta afirmagcéo
considerou-se os dados do polietileno, com & = 2,30, u = 1 x 10712 m?/(s-V)
e py = 0,01 C/m?®. Para o problema da descarga interna, aplicou-se a combi-
nagéo do modelo de relaxagdo de Dissado-Hill com uma distribuicéo inicial
estaciondria de carga espacial. O resultado estd mostrado na figura 7.23.
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Figura 7.22 - Influéncia da densidade de carga espacial sobre a tensao de
recuperacao no modelo combinado.
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Figura 7.23 - Influéncia da condutividade sobre a tensdo de descarga interna no
modelo combinado.

Para o problema da tensao de recuperagao considerou-se também a funcao
resposta de Dissado-Hill, mas assumiu-se uma distribuigéo inicial de carga




88

em forma de fungéo caixa. O resultado est4 na figura 7.24, com as curvas
normalizadas em relagdo ao valor maximo da curva em vermelho.

A partir das figuras 7.23 e 7.24 conclui-se que ao aumentar a condutivi-
dade as tenses decaem mais rapidamente, e o valor maximo atingido pela
tensao de recuperagdo é menor.

1 I 1 |

— 0=2x10"13S/m
1.0 — 0=4x10"3S/m}
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Figura 7.24 - Influéncia da condutividade sobre a tensao de recuperagao no
modelo combinado. As curvas estdo normalizadas em relagio ao valor maximo da
curva em vermelho.

A anélise dos resultados foi feita separadamente para os problemas da
descarga interna e da recuperagao do campo.

Inicialmente aplicaram-se os diferentes modelos de relaxacao dipolar para
cada material. Posteriormente fez-se uma comparacao, para cada material,
dos resultados obtidos com os modelos da polarizacdo, da carga espacial e
combinado.

Para adimensionalizar as grandezas utilizou-se y = 1 x 10712 m2/(s-V)
[63, 35] e atribuiu-se os seguintes valores para o parametro po: 0,01 C/m?
para o polietileno e o PVC; 1 C/m?® para a mica; 10 C/m3 para o papel
impregnado.
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No problema da descarga interna considerou-se, por hipétese, que o dielétri-
co ja tivesse atingido o estado estaciondrio, conforme discutido na segéo 6.4.
Esta hipétese também ¢é utilizada por Wintle [35]. Em cada caso a condutivi-
dade foi ajustada, dentro da faixa de valores tabelados, procurando-se uma
melhor correspondéncia entre as curvas tedricas e experimentais.

a) Polietileno:

Para a tensdo de descarga interna foi utilizada a amostra Polietileno-
1, considerando-se ¢ = 2,30 e a condutividade igual a 4,30 x 10~ S/m.
Os resultados estdo apresentados na figura 7.25, na qual as curvas estdo
praticamente superpostas.

1 | 1 1 | 1

107 § — Jonscher i
=== Dissado-Hill

0.8 9 = Debye -
3 o experimental

0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.25 - Tenséo de descarga interna no polietileno segundo o modelo
combinado, para diferentes fungdes de relaxacio.
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b) PVC:

Para a descarga interna foi usada a amostra PVC-1, considerando-se
€ = 3,00 e a condutividade igual a 2,00 x 107'* S/m. A figura 7.26 mostra
os resultados. Para este material as curvas também resultaram superpostas.

| 1 1 I 1

10 = Jonscher L
—— Dissado-Hill
| - Debye i
0.8 © experimental
0.6 - L
E 6
>
0.4 N
0.2
0.0 r
T T T T I
0 1000 2000 3000 4000
t[s]

Figura 7.26 - Tensao de descarga interna no PVC segundo o modelo combinado,
para diferentes funces de relaxacao.

¢) Mica:

Foi utilizada a amostra Mica-1, considerando-se a condutividade igual a
3,00x 107 S/m. De acordo com a figura 7.27, vé-se que os resultados tedri-
cos e experimental sao bastante diferentes. Isto ndo significa que o modelo
combinado é inadequado. A causa estd na condigo inicial utilizada, baseada
na distribuicdo de estado estaciondrio. Possivelmente a distribui¢éo de carga
espacial nao atingiu o estado estaciondrio durante o periodo de polarizacao
da amostra. Deve ser observado que esta amostra foi polarizada durante
um perfodo maior € com um campo mais intenso que as demais amostras,
conforme a tabela 7.6. Comparando-se com os dois casos anteriores, os quais
envolveram materiais poliméricos, conclui-se que o estabelecimento da carga
espacial na mica ocorre de forma muito mais lenta do que naqueles mate-
riais. Uma possivel explicagdo estd na sua estrutura cristalina. Neste caso
prevalece o comportamento dipolar, cujo resultado est4 na figura 7.9. Este
fato ficard evidenciado também na anélise da tensdo de recuperagao.
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L 1 1 | 1

——Jonscher

= Dissado-Hill

—— Debye -
o experimental

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.27 - Tenséo de descarga interna para a mica segundo o modelo
combinado, para diferentes fungdes de relaxacio. As trés curvas resultaram
superpostas.

Os resultados obtidos para o papel impregnado apresentaram um com-
portamento semelhante ao da mica.

No problema da tensdo de recuperagdo a carga espacial préxima aos
eletrodos, e inicialmente em estado estaciondrio, tende a se neutralizar du-
rante o curto-circuito assumindo uma nova configuracdo. Utilizou-se como
uma, aproximagao a distribuicdo inicial de carga em forma de fungéo “caixa”.
Foram testados diferentes valores para sy e p; até obter-se uma melhor con-
cordancia entre os resultados tedricos e experimentais. Isto ocorre para va-
lores bem definidos de sy e p;, conforme foi observado com o experimento
numeérico.

A seguir s@o mostrados os resultados para cada material.
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a) Polietileno:
Foi considerada a amostra Polietileno-2 com condutividade 6,00x 104 S /m,
S0 =10,95d e p; =0,01 C/m® Os resultados estdo mostrados na figura 7.28.

1.0 -
0.8 L
0.6 B
=
= 0.4 L
= Jonscher
0.2 = Dissado-Hill -
Debye
00- o experimental L

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.28 - Tensdo de recuperagao para o polietileno segundo o modelo
combinado, para diferentes funcdes de relaxacéo.

O resultado obtido com a funcéo de Dissado-Hill é satisfatério, inclusive
para instantes maiores do que aqueles da figura 7.6, onde foi considerada sé
a polarizagao dipolar.

b) PVC:

Foi utilizada a amostra PVC-2 com condutividade de 1,80 x 10~ S/m,
so = 0,95d e p; = 0,01 C/m® Também para este material a funcio de
Dissado-Hill produziu um resultado muito préximo do experimental, con-
forme apresentado na figura 7.29.

¢) Mica:

Considerou-se a amostra Mica-2 com condutividade 3,00 x 104 S/m,
50 =0,05d e p; =1 C/m3. A regido com carga espacial é mais estreita do
que nos outros materiais estudados. Isto sugere que que na mica hd uma
maior dificuldade para a injegdo de cargas, possivelmente devido ao tipo do
material e dos eletrodos. Os resultados estdo na figura 7.30.
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1 1 |

10 = Jonscher L
= Dissado-Hill
| Debye |
0.8 o experimental
Eo.s 1 i
= 0.4 i
0.2 i
0.0 i

T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t[s]

Figura 7.29 - Tens#o de recuperacéo para o PVC segundo o modelo combinado,
para diferentes fungdes de relaxacao.

1.0 7 B
0.8 7 B
20.6 7 -
. 0.4 B
= Jonscher
0.2 —— Dissado-Hill =
— Debye
00- © experimental B
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.30 - Tensdo de recuperacéo para a mica segundo o modelo combinado,
para diferentes fungdes de relaxacao.
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7.5 Comparagao entre os Resultados Obtidos com
os Modelos da Polarizagio, da Carga Espacial
e Combinado

Na secéo 7.3, as tensdes de descarga interna e de recuperagao foram cal-
culadas com o modelo da polarizacdo, considerando-se trés modelos de re-
laxagdo. Com os gréficos das figuras 7.5 a 7.12 foi possivel comparar, para
cada material, os resultados obtidos com as diferentes fungoes de relaxacao.

Na secdo 7.4 esta andlise foi repetida aplicando-se o modelo combinado,
conforme mostrado nas figuras 7.25 a 7.30.

Nesta secdo estdo reunidos alguns dos resultados das secoes 7.3 e 7.4,
com o objetivo de representar num mesmo gréfico os resultados obtidos a
partir dos modelos da polarizacao, da carga espacial e combinado, permitindo
comparé-los entre si. A anélise é feita separadamente para cada material,
nos problemas da tensdo de descarga interna e da tensdo de recuperacao.
No modelo da polarizagéo foi escolhida, em cada caso, a fungdo de relaxagao
cujos resultados melhor se aproximaram dos valores experimentais. O mesmo
procedimento foi utilizado para selecionar a curva representativa do modelo
combinado. Com base nos graficos das segdes 7.3 e 7.4, foi escolhida a funcéo
de relaxagdo de Dissado-Hill para todos os casos. Os resultados do modelo
da carga espacial foram calculados com o procedimento descrito na se¢ao 6.2,
utilizando-se as mesmas condigdes iniciais aplicadas no modelo combinado.

Obteve-se os seguintes resultados para cada material:

a) Polietileno:

| ! L L 1 Il

107§ —— polarizacéo
3 —— carga esp.
0.8 k —— combinado ||
o experimental

0O 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.31 - Tensdo de descarga interna para o polietileno, calculada com os
diferentes modelos.
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b) PVC:
1.07 —— polarizagdo | |
——— carga esp.

0.8 combinado B

o experimental
20.6 7 B
= 0.4 ~
0.2 "
0.0 I~

T T T T T

0 1000 2000 3000 4000
t[s]

Figura 7.32 - Tenséo de descarga interna para o PVC, calculada com os
diferentes modelos.

¢) Mica:

I 1 | | Il 1

1.0 = polarizagao B
= carga esp.
0.8 = combinado -
o experimental
0.6 B
>,
>
0.4 r
0.2 ~
0.0 -
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.33 - Tensao de descarga interna para a mica, calculada com os diferentes
modelos.
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Observa-se nas figuras 7.31 e 7.32 que os trés modelos descrevem satisfa-
toriamente o comportamento da tensdo de descarga interna no polietileno
e no PVG; as curvas dadas pelos modelos da carga espacial e combinado
estao mais préximas dos valores experimentais. O resultado obtido para a
mica, mostrado na figura 7.33, evidencia a predominéancia do fenémeno da,
polarizagao, conforme discutido na secio 7.4.

Para o problema da tensdo de recuperagao, observa-se que os resultados
obtidos com o modelo combinado concordam com os valores experimentais
dentro de intervalos de tempo maiores, conforme est4 ilustrado nas figuras
7.34 a 7.36.

a) Polietileno:

1 | | l | |
1.0 -
0.8 -
$S70.6 B
>
0.4 -
= polarizagéo
0.2 = carga esp. =
combinado
| o experimental B
00 T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t[s]

Figura 7.34 - Tensao de recuperagio para o polietileno, calculada com os
diferentes modelos.
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b) PVC:

| 1 | | 1

1.07 —— polarizagao
- carga esp.
0.8 —— combinado B
o experimental
EO.G 7 i
= 0.4 -
0.2 §
0.0 B
T T T T I
0 1000 2000 3000 4000
t[s]

Figura 7.35 - Tensao de recuperagdo para o PVC, calculada com os diferentes
modelos.

¢) Mica:

- polarizacéo
0.2 — carga esp. i
- combinado
0.0 o experimental B
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

t[s]

Figura 7.36 - Tensdo de recuperagao para a mica, calculada com os diferentes
modelos.
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Conclusoes

Com base no desenvolvimento teérico e nos resultados apresentados na
secao anterior, é possivel concluir que:

O modelo de Dissado-Hill para a relaxagdo dielétrica apresentou bons
resultados para todos os tipos de materiais, amorfos e cristalinos, polares
e nao polares. J4 o modelo de Jonscher nem sempre pode ser aplicado a
mica. Para muitas amostras deste material o pardmetro m ajustado resultou
negativo, produzindo resultados teéricos absurdos.

O modelo de Debye apresentou desvios quando aplicado a sélidos. Um
dos motivos para isto s@o as hip6teses usadas na sua formulagéo.

A condutividade tem grande influéncia na forma das curvas da tensao de
descarga interna e de recuperagao, independente do modelo adotado.

Os modelos de Jonscher e de Dissado-Hill apresentaram resultados préxi-

mos entre si, para os fendmenos e condigoes experimentais usadas neste tra-
balho.

O modelo combinado pode ser reduzido adequadamente aos dois casos
particulares: modelo da polarizagdo e modelo da carga espacial.

No problema da descarga interna, o modelo combinado mostrou que a
distribuicao inicial de carga espacial na forma estacionéria pode ser uma boa
hip6tese. Para o problema da recuperagao do campo, ele evidenciou que,
devido ao curto-circuito, a carga espacial se redistribui e que a polarizacao
lenta passa a ser o fen6meno mais significativo.

No problema da descarga interna em materiais poliméricos, o modelo
combinado forneceu resultados melhores do que o modelo da polarizagao.

Para o PVC, os resultados da tensao de recuperagao obtidos com o mode-
lo da polarizacao nao foram satisfatérios. Isto foi verificado para todos os
modelos de relaxacdo estudados. Uma justificativa para este fato pode ser a
propriedade piroelétrica deste material.

Na mica, os efeitos da carga espacial sdo praticamente desprezfveis, pre-
dominando o comportamento da polarizagdo. Isto estd relacionado com sua
estrutura microscépica.
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Enumera-se a seguir algumas contribui¢oes deste trabalho:

Comparagao entre os resultados fornecidos pelos modelos de Jonscher e
de Dissado-Hill.

Normalizagao da fungdo de Dissado-Hill no dominio do tempo usando-se
um procedimento direto.

Comparagéo entre resultados previstos por diferentes modelos de relaxa-
Géo para as tensoes de descarga interna e de recuperagao.

Formulagao de um modelo combinado que permite utilizar qualquer funcéo
resposta e qualquer distribui¢ao inicial de earga espacial.

Desenvolvimento de um procedimento numeérico para resolver o sistema
de equagoes acopladas.

O formalismo desenvolvido permite simular experimentos, com aplicacio
no estudo do envelhecimento de dielétricos em capacitores, cabos e transfor-
madores.

Verificagdo da aplicabilidade de alguns modelos de relaxacfo a diferentes
tipos de materiais.

Estudo numeérico do comportamento de materiais quando a condutividade
tende a zero e apresentacdo de uma explicacao para estes resultados.
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Sugestoes para Trabalhos Futuros

1)

2)

Implementar um critério estatistico para medir a aproximacéo entre
as curvas tedricas das tensoes, obtidas pelos diferentes modelos, e as
curvas experimentais.

Estender os célculos para outros modelos de relaxagao dielétrica, por
exemplo: Weron, Cole-Cole, Cole-Davidson, Havriliak-Negami,
Kohlrausch-Williams-Watts e Frohlich.

Aplicar o modclo combinado para descrever a cvolugao da polarizacao
e do campo elétrico nos fené6menos que ocorrem em circuito fechado.

Aplicar, no modelo combinado, outras formas para a distribui¢ao inicial
de carga espacial. Se possivel, usar distribuigoes determinadas experi-
mentalmente.

Considerar com mais detalhes os efeitos do contacto entre o dielétrico
e os eletrodos.

Levar em conta o efeito das armadilhas sobre a carga espacial, incluindo
a equacao que governa a cinética de aprisionamento e liberagao de
portadores.

Estabelecer um procedimento para determinagao da condutividade e
dos pardmetros de um material, com base na simulacao numérica e na
comparagao com medidas da tensao de recuperacio.

Estender o tratamento para casos em que hé inje¢cao de portadores nos
dois cletrodos.

Usar a expressao deduzida para Ap(m,n,w,), na fungdo resposta de
Dissado-Hill, para avaliar o comportamento de grandezas microscépicas
a partir de grandezas medidas no circuito externo.
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Apéndice 1

Distribuigao da Carga Espacial no Estado Estaciondrio

O estudo apresentado neste apéndice nao considera a difusdo dos porta-
dores nem a presenca de armadilhas, e supoe que os contatos s3o 6hmicos.

Considera-se um material dielétrico colocado entre dois eletrodos planos
e sujeito & acao de um campo elétrico externo constante. Apés um intervalo
de tempo muito grande, o sistema atinge o estado estaciondrio. Neste estado
as grandezas nao mais variam no tempo, portanto, a tnica varidvel indepen-
dente utilizada é a posicdo z. Assim, nas equagdes que governam o fluxo de
portadores, os termos que contém derivadas temporais serao nulos.

A distribuicao de carga espacial e o campo elétrico no estado estacionério
sao importantes para estabelecer as condigoes iniciais para os problemas da
tensao de descarga interna e de recuperacgao.

Para o caso particular em que a condutividade do dielétrico é desprezada,
o problema tem solugdo analitica exata. A densidade de corrente total J é
expressa Como:

J = pp(z) E(z) (AL1)

onde J é constante e p(z) é a densidade de carga espacial livre. Considera-se
também a lci de Gauss:

e — () (A1.2)

Aplicando-se a equagdo (Al.1) na equacdo (A1l.2) obtém-se a equacdo
diferencial para o campo elétrico:

E(z) =2 (AL.3)

cuja solugao é:

B(z) = ,%\/5 . (A1.4)

Na solugéo da equagdo (A1.3) foi usada a condi¢ao de contorno E(0) = 0,
que € necessédria para que a corrente injetada seja finita, j4 que a densidade
de portadores em x = 0 é suposta infinita [48].
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A densidade de carga é dada por:

_ jel L
~V2uve

A densidade de corrente no estado estaciondrio J ainda é uma incégnita,
entretanto, pode ser calculada a partir da diferenca de potencial aplicada aos
eletrodos V,,;. Este valor € medido em cada experimento. Considerando a
expressao para o potencial

o(c) (ALS)

V(z) = / E(«") dz’
0
e sabendo-se que V (d) = V,,, resulta:

_ gus‘/a?pl
8 a3

Esta relacao é conhecida como lei do quadrado sem armadilhas ou lei do
quadrado de Mott-Gurney. O termo “lei do quadrado” se deve a relacao
J o V2, mostrada na equagdo (A1.6). Com as equagoes (Al.4), (AL5) e
(A1.6) é possivel determinar E(z) e p(z).

Nas figuras Al.1 e Al.2 sdo mostradas as curvas representativas destas
solucoes.

Quando a condutividade do dielétrico é levada em conta, a andlise é mais
trabalhosa. O procedimento descrito a seguir estd baseado nos trabalhos de
Lampert e Mark [27, 48].

A densidade de corrente total J é escrita como:

J

(AL6)

J=pp(z) E(z) + oE(x) (A1.7)

na qual o dltimo termo representa a contribuicdo dos portadores livres in-
trinsecos ao material. Estes portadores contribuem para a conducao, porém,
nao contribuem para a carga espacial porque nao representam um excesso de
cargas.

Combinando as equagdes (A1.7) e (Al.2) obtém-se a equacao diferencial
para o campo elétrico:

pedE()  J
o dr  oE(x)

~1 . (A1.8)

Fazendo-se mudangas de variaveis, a equagao (A1.8) fica numa forma mais
simples e adimensional. Como esta transformagdo nao corresponde aquela
dos capitulos 4 a 7, serao usados outros simbolos para evitar confusao.
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Definem-se as varidveis adimensionais:

u = gE(T) (A1.9)
J
2
g
3
g .
V=5 V() (A1.11)

onde u, w e v sdo transformagdes para o campo elétrico, a posi¢ao e o po-
tencial, respectivamente. A varidvel adimensional u est4 relacionada com a
densidade de carga p(z) através de:

o
U = ————— Al1.12
pp(z) + o ( )
A equagao diferencial (A1.8) pode ser escrita como:

du 1
— =——1 Al1.13
dw u ( )

cuja solucao é:

w=—u—Mm(l—u) (Al.14)

onde foi usada a condi¢ao de contorno u(0) = 0, que equivale a E(0) = 0.
O potencial é dado por:

vz/ udw' . (A1.15)
0

Obtendo dw da equagdo (A1.14), aplicando na equacgao (A1.15) e integrando,
tem-se:

u2

vz——E——u—En(l—u) . (A1.16)
E necessdrio ainda especificar a condigao de contorno no eletrodo em
z = d. Para indicar o valor das varidveis adimensionais sobre esta superficie
serd usada a notagao ug, Wy € V4.
Da equagdo (A1.11) vem,

eJ?
Vapl = a

Vd
o3
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e da equagao (A1.10),

2d 1
Jg=2%_- (AL.17)
HE W4
resultando:
Ud2 Vd
Vit = =24 .
ol e W (A1.18)

Para obter uma expressdo analitica para o campo elétrico em funcdo da
posicao, seria necessdrio explicitar 4 em fungéo de w na equagdo (A1.14).
Isto s6 pode ser feito para duas situagdes limites: uq < 1 (wg — 0) que &
o regime da lei do quadrado sem armadilhas, e ug 21 (wg — 00) que é o
regime da lei de Ohm; neste ltimo caso é possivel mostrar que J o Vopt- As
relagoes indicadas entre parénteses sdo obtidas com a equagao (A1.14). Para
outras situagoes devem ser empregados métodos numéricos.

Substituindo as equagdes (A1.14) e (A1.16) na equacdo (A1.17) obtém-se:

_H_S_V _ —é—g—ud—ﬁn(l—ud)
ol P T Jug + In(1 — ug)2

(A1.19)

O membro esquerdo envolve dados conhecidos do problema e o membro di-
reito a incégnita uq4, que estd relacionada com o campo elétrico no eletrodo
em r = d.

E conveniente explorar as equagdes (A1.14) e (A1.19) antes de resolvé-
las numericamente. A varidvel wy est4 no domfmio 0 < wy; < oo . Estes
extremos aplicados & equagdo (A1.14) implicam que 0 < ug < 1. O mesmo
comportamento é verificado para um par genérico w e u. Isto significa que
as rafzes das equagtes devem ser pesquisadas no intervalo 0 < (u,ug) < 1.
Uma anélise gréfica do membro direito da equagdo (A1.19) mostra que existe
apenas uma raiz neste intervalo, para o membro esquerdo real. A mesma
conclusdo é obtida para a equagdo (A1.14). O cédlculo das rafzes geralmente
é feito por um processo iterativo, que necessita de um valor de partida para
as iteragoes. As conclusoes mencionadas permitem que se atribua um valor
qualquer no intervalo 0 < u < 1 para o valor de partida. E necessério que
se imponha uma, precisdo alta para a raiz, pois em certos casos a funcio de
u ou ug apresenta uma inclinagdo muito pequena préximo a rafz. A precisao
usada neste trabalho foi da ordem de 1078,

A equagdo (A1.19) é resolvida numericamente, procurando-se o valor de
uq que a satisfaz. Com este resultado calcula-se wy pela equagao (A1.14). A
densidade de corrente J pode entdo ser obtida com a equacdo (A1.17).
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A varidvel w pode assumir valores no intervalo 0 < w < wy. Resolve-se
a equagao (Al.14) para diferentes valores de w. Obtém-se uma tabela com
a fung@o u(w) na forma adimensional. Finalmente, com as equagdes (A1.9),
(AL.10) e (A1.12) determina-se E(z) e p(z).

Para analisar a influéncia da condutividade, considerou-se uma amostra
de polietileno com os seguintes dados: d = 60 um, = 10~ m?/(s-V) e
€ = 2,25¢p, numa situacdo hipotética em que a condutividade tivesse dife-
rentes valores. Durante a polarizacio da amostra foi aplicada uma tensao
Vapt =40 V. A figura A1.1 mostra a distribuicgo de carga espacial no interior
do dielétrico no estado estaciondrio, para diferentes valores da condutividade.
Quando ¢ aumenta, observa-se um comportamento intermedisrio entre 2 lei
do quadrado e a lei de Ohm. A curva representada com o simbolo + define
o regime da lei do quadrado, e foi obtida com o modelo que n&o considera a
condutividade. Na figura A1.2 é feita uma anélise semelhante para o campo
elétrico.

| | 1 | | | |

10.00 = — 0=1x10"1 S/mE

; — G=1x10"8 s/m[

1 — 0=1x10""28/mf

T + equagado (A1.5) [

1.00 3 3

o ] .
E ] :
2 N L
2 010 E

0.01 73 e

0 10 20 30 40 50 60
X [um]

Figura Al.1 - Densidade de carga espacial no dielétrico no estado estacionério,
para diferentes valores da condutividade. A curva representada por + indica o
regime da lei do quadrado, e refere-se ao modelo em que a condutividade é
desprezada.
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1000 -
800 -
§ 600 i
X
Ly 4007 -
—— 0=1x10"14S/m
200 — 0=1x10"3s/m|[
— 0=1x10"28/m
0 + equagéo (A1.4)
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0 10 20 30 40 50 60
X [pm]

Figura A1.2 - Campo elétrico no dielétrico no estado estacionsrio, para diferentes
condutividades. A curva representada por + indica o regime da lei do quadrado,
e refere-se a0 modelo em que a condutividade é desprezada.

O campo elétrico e a densidade de carga espacial dependem da condu-
tividade, da mobilidade, da permissividade, da espessura da amostra e da
tenséo aplicada. Com excegdo da tensdo aplicada, os demais parametros sdo
constantes para uma dada amostra. Assim, a aplicacdo de diferentes ten-
sGes durante a polarizacdo deve produzir diferentes distribui¢des de carga
no estado estaciondrio. As figuras A1.3 e A1.4 mostram os resultados para
uma amostra de polietileno. A condutividade considerada foi 5 x 1074 S /m.
Observa-se que & medida que a tenséo aplicada aumenta, o comportamento
tende para o regime da lei do quadrado.
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Figura A1.3 - Densidade de carga espacial no dielétrico no estado estaciondrio,
para diferentes tensées aplicadas.
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Figura A1.4 - Campo elétrico no dielétrico no estado estacionério, para diferentes
tensdes aplicadas.
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Apéndice 2

O Método Implicito para Solug¢ao de Equacoes
Diferenciais Parciais

O método implicito se caracteriza por fornecer simultaneamente a solucéo
de todas as incégnitas. Este método em geral é numericamente estével.

Para apresentar o método implicito do tipo “completamente regressivo
no tempo” é interessante usar uma situacao pratica. Iremos considerar o
problema da carga espacial num dielétrico sem condutividade intrinseca.

Conforme o capitulo 4, o campo elétrico deve satisfazer a equacio:

O0E(z,t) N OE(z,t)
Ox ot
As varidveis z e t s@o discretizadas e a solugio da equacdo é obtida nos

pontos z; (i = 0,1,2,...N) e nos instantes t; (j = 1,2...). Usa-se a notagdo
simplificada:

E(z,t)

=0 . (A2.1)

E(zi, t;) = €

e considera-se h como o comprimento da subdivisdo no eixo z, e k o intervalo
de tempo entre os instantes em que a solugéo ¢ avaliada. A figura A2.1 ilustra
isto em forma de diagrama. No método implicito néo é necessério que h e k
satisfagam uma condic¢do para garantir a estabilidade da solucéo.

)

=

—
(@)
(@)
N O—
@)

i1 »

=0 1

Figura A2.1 - Varidveis x; e t; na forma discretizada.
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Supoe-se conhecidos os valores do campo elétrico no instante t; e tem-se
como incégnitas seus valores no instante ;1.

No método implicito completamente regressivo no tempo, utilizado neste
trabalho, a derivada espacial no ponto z; é substituida por uma aproximacao
de diferengas centrais no instante t;,;:

OE(z,t)  eiy1j41 — €i—1j+1 2
= ) +O(h?) (A2.2)

e a derivada temporal no ponto z; pela aproximacgao de diferengas progressi-
vas:

BE(.’ZI,t) _ 62',]'.,.1 — ei,j

= —L+0k) . (A2.3)

Substituindo as equagdes (A2.2) e (A2.3) na equacgdo (A2.1) obtém-se
uma equagao conhecida como “equagao de diferencas”. Usando uma notagao
simplificada resulta:

e; k
“12h

(€i+1 - 61‘_1) +1 Ei 1= 1,2, ceey N-—-1 (A24)
onde o sfmbolo € indica o campo elétrico j4 calculado no instante t; e o
simbolo e indica as incégnitas para o instante ;.

A aproximacdo por diferengas centrais para a derivada espacial nao é
aplicdvel para pontos sobre as fronteiras. Por exemplo, ao aplicar a equa-
cao (A2.4) parai =0 seria necessdrio considerar o ponto com indice i = —1,
o qual nao existe na subdivisao adotada. Uma situagdo andloga ocorre para
it = N. Entao, para pontosem =0 e x =d deve ser usada outra forma
de aproximagao para %f—. Na segao 6.2 sao analisadas algumas alternativas.
As equagoes para estes pontos sao representadas aqui de forma genérica por:

fO(eO) €1, -1 eN)EO7—él7 ceey _éN) =0

fN(eO7 €1y .eny eNaEOaéla '“,_éN) =0

onde fy e fn sdo fungoes a ser especificadas.
Usando estas equagoes e escrevendo a equagao (A2.4) para cada ponto
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z; (1=1,2,...,N — 1), tem-se o conjunto:

fo(eo,el,...,eN,_éo,él,...,EN) = 0 (A25)

k
61{'2',;(62 —e)+1] -8 =0

k
62[%(63—61)4'1]—@2 = 0

k
eN—l[ﬂl‘(eN —en—2)+1l]—€v1y = 0
fN(eO)ela"'76N)601éla"-’-éN) =0

que forma um sistema de N equagdes nao-lineares com N incégnitas, o qual
pode ser resolvido por diferentes técnicas. Com a sua solu¢do obtém-se todo
o conjunto das incégnitas {eg, €1, ...,en}. Uma sugestdo para a solugdo é o
método numérico de Newton-Raphson descrito no apéndice 3.

Para outros problemas que sejam de natureza linear, as equagoes (A2.5)
ficam reduzidas a um sistema de equagdes algébricas lineares.
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Apéndice 3

O Método de Newton-Raphson para Sistemas de Equacoes
Nao-Lineares

Antes de tratar de sistemas de equagdes, é interessante analisar o caso de
uma tnica equacio com uma incégnita. Considera-se uma varidvel indepen-
dente = e uma funcgéo nio-linear f(z).

Deseja-se resolver a equacao:

f(z)=0 (A3.1)

ou seja, determinar as rafzes de f(z).

O método de Newton-Raphson exige que se conhega, a expressao de f(z)
e de sua derivada f’(z), e também um valor de partida z, para o processo
iterativo.

Na figura A3.1 é dada uma interpretacdo geométrica. A funcdo f(z) esté
representada em vermelho. Extende-se a reta tangente que passa pelo ponto
1 até que ela cruze o eixo O z; a coordenada x; desta interseccdo serd uma
nova aproximacdo para a solucdo; avalia-se a derivada f'(z) neste ponto;
extende-se a reta tangente que passa pelo ponto 2 até cruzar o eixo Oz; e
assim por diante, até atingir-se as vizinhangas da rafz.

f(x)A

Figura A3.1 - Interpretagdo geométrica do método de Newton-Raphson para a
obtengéo da rafz de f(z).
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O meétodo é justificado algebricamente a partir da série de Taylor:

flz+6)=flx)+ fl(z)6 + L;‘”_) 84 ... (A3.2)

se a funcdo é bem comportada e § é suficientemente pequeno, mantém-se
apenas os termos lineares. Ao se impor que f(z + §) = 0 & possivel escrever:

A (A3.3)
f'(z)
onde § é a correcao a ser feita na aproximacao inicial da solugéo de z.
Na implementacao numérica o processo iterativo para quando é for menor
que uma, precisao € prescrita.
Este procedimento pode ser generalizado para um conjunto de equagoes
nao-lineares na forma:

filzr,z2,zn) = 0 (A3.4)
fo(z1,22,..,xy) = O
fN(fEl,Q:Q,...,.’EN) =0

onde f; sao fungbes conhecidas e z; sdo as varidveis independentes e incégnitas
do problema.
Definem-se as matrizes:

XT:[.'L‘l To ... xN]
(SXT= [ (511,'1 611,‘2 (5.’1)1\/}

IFTZ[fl f2 . fNJ

Expandindo cada funcao f; em série de Taylor tem-se:

= Of; 2
F(X+6X) = £u(X)+ ) 5025 + O(6X?) (A3.5)

J=1

onde a matriz de derivadas parciais é chamada de matriz Jacobiana J e seus
elementos sao:
_0fi

i =5 (A3.6)
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A equacdo (A3.5) pode ser escrita como:
F(X+6X) =F(X) +J-6X+ O(6X?) . (A3.7)
Desprezando-se os termos em §X? e impondo-se que:
F(X+6X)=0 (A3.8)

obtém-se um conjunto de equagoes lineares para as corregoes 6X que aproxi-
mam cada fungdo em dire¢ao ao zero. Obtém-se:

J-6X = -F(X)
cuja solucao é:
X =-J1FX) . (A3.9)

A solucao da equacgdo (A3.9) pode ser obtida por diferentes procedimen-
tos numéricos. Neste trabalho foi utilizado o método da decomposicao LU
seguida de uma substituicdo reversa.

As corregoes 6X sao adicionadas aos valores prévios de X, na forma:

Xnovo = Xprev + 6X (A3.10)

num processo iterativo. A convergéncia da solugao pode ser detectada avaliando-
se as variagoes em cada z; e em cada fungdo f;, parando quando todas elas
apresentarem uma variagao menor que €.
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