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RESUM O

Mostramos aqui que a teoria geral da relatividade, apesar de ter predito alguns resul­

tados, apresenta problemas estruturais importantes do ponto de vista físico. Visando obter 

uma teoria completa em 2+1 dimensões com limite Newtoniano, desenvolvemos uma teoria 

de gauge para grupo conforme em (2+ 1) dimensões dentro da estrutura de espaço fibrado. 

Aqui o potencial gravitacional é representado pelas triadas, pelo potencial de Lorentz e pelos 

potenciais adicionais de dilatação e conforme. Através de uma quebra espontânea de simetria 

por uma realização não linear, obtemos potenciais aplicáveis ao problema físico. A densidade 

de lagrangeana utilizada é a densidade quadrática mais geral, podendo ser obtida com o grupo 

conforme. As equações de campo são resolvidas para campo fraco, sem spin e circularmente 

simétrico, onde obtemos o limite Newtoniano.



ABSTRACT

We point out that the general theory of relativity, in spite of predicting some results, 

it contains some structure problems, from the physical point of view. With the purpose to 

develop a complete framework in 2+1 dimensions and with a Newtonian limit, we study a 

gauge approach for the conformal group in 2 + 1  dimensions, within a fibre bundle structure. 

The gravitational potential is represented by triads, Lorentz potential and also by additional 

potentials related to dilatations and conformal transformations. By means of a breaking of 

symmetry through a non-linear realization, we derive the potentials related to the physical 

problem. The Lagrangian density we employ is the most general quadratic form we can 

obtain with the conformal group. The field equations are solved for a spinless and circularly 

symmetric weak-field. The Newtonian theory is also obtained as a solution.



1-Introdução

Modelos para a gravitação com dimensões menores que quatro tem recebido considerável 

atenção nos últimos anos. A teoria de Einstein (2+l)-dimensionalnão tem limite Newtoniano 

nem graus dinâmicos de liberdade, mas tem uma estrutura global não trivial, pois apresenta 

defeitos topológicos. Este interesse também tem se mostrado em outras teorias gravitacionais 

em (2+ 1) dimensões, pois tais modelos são úteis para examinar conceitos básicos e explorar 

mais a fundo os aspectos de quantização em teorias gravitacionais.

Analogias entre teorias de Yang-Mills a nível clássico e a relatividade geral (RG) sobre 

suas bases geométricas, há muito tempo têm sido estudadas. Em particular, os modelos de­

senvolvidos em teorias de gauge 4-dimensionais em geral obtêm a teoria de Einstein como 

sub-teoria, e a partir disto o limite Newtoniano é então obtido. Entretanto, em (2+1) di­

mensões este limite pode ser desprezado, pois o limite Newtoniano aparece em um setor 

separado daquele que origina o limite Einsteniano. A análise da teoria de gauge para o grupo 

de Poincaré em (2+1) dimensões feita por Kawai 1 mostra ainda que para obtermos o limite 

Newtoniano devemos, eliminar o setor do qual é obtido o modelo de Einstein na teoria.

O estudo de teorias alternativas à Relatividade Geral tem sua principal motivação nas 

deficiências da própria RG. Assim, no capítulo 2 exploramos suas principais falhas e descreve­

mos pontos, cujos resultados não são satisfatórios do ponto de vista físico. Como as teorias de 

gauge tipo Yang-Mills têm apresentado importantes resultados na física, tais como renorma- 

lização, resultados observados e unificação de campos, convém estudarmos a gravitação como 

uma teoria de gauge. No capítulo 3 apresentamos os fundamentos das teorias de gauge e o 

modelo de Yang para a gravitação como um exemplo de uma teoria de gauge para a gravitação

0  modelo de gravitação com o grupo de Poincaré em (2+1) dimensões é apresentado no 

capítulo 4, que apesar de apresentar bons resultados, carece de uma boa fundamentação 

teórica, pois este grupo não admite métrica e não tem justificativa formal para a utilização de

1 KAWAI, Toshiharu. Poincaré gauge theory of (2+l)-dimensional gravity. Physical 

Review D, v.49, n.6 , p.2862-2871. 1994.



triadas como potenciais, apesar de terem estas uma natureza matemática diferente. O grupo 

conforme surge assim como o grupo mais natural para atacar os problemas acima, pois admite 

métrica de Cartan, e a utilização de triadas como potenciais pode ser justificada a partir de 

uma realização não linear do próprio grupo conforme. Com esta escolha quebramos a simetria 

deixando o grupo como grupo de invariância de rotações e translações. A fundamentação do 

grupo conforme, bem como a determinação das formas conexão e curvatura, são feitas no 

capítulo 5. O capítulo 6 é dedicado a tuna explicação da realização não linear e depois sua 

aplicação no modelo conforme, bem como a projeção dos resultados no espaço-tempo.

0  capítulo 7 apresenta um modelo simplificado de interação gravitacional usando o grupo 

conforme, no qual obtemos o limite Newtoniano e o fenômeno do desvio da luz por um string 

cósmico. 0  mesmo resultado é obtido na RG, mas lá se conclui que o string não desvia 

a trajetória da luz; apenas quando dois raios de luz passam em lados opostos do string, 

convergem para um mesmo ponto. Do ponto de vista de observação , ambos modelos levam 

à mesma previsão, porém, o modelo aqui apresenta atração gravitacional, embora independa 

da distância do raio de luz ao string.

No capítulo 8 construímos uma densidade de Lagrangeana e obtemos as equações de 

campo para a teoria de gauge para a gravitação com o grupo conforme. O limite de campo 

fraco, bem como a solução das equações linearizadas para o caso circularmente simétrico, 

estático e sem spin, e ainda as sub-teorias obtidas do modelo, são dados no capítulo 9.

1-Introdução _ _ _____________________________________________________________  2



2-Questionamentos sobre a Relatividade Geral

2.1-A Relatividade Geral-Conceitos Básicos

A teoria da Relatividade Geral1-3  (RG) de Einstein tem sido considerada como uma das 

mais belas teorias físicas existentes, do ponto de vista matemático. Sua idéia inicial está no 

princípio da equivalência, expressando a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, 

que também pode ser colocado como a afirmação de que todas as partículas submetidas à 

mesma condição inicial seguem as mesmas trajetórias. A validade deste princípio permite- 

nos supor que a gravitação seria apenas um efeito no espaço-tempo, no qual as partículas se 

deslocam. Assim, a métrica plana de Minkowski da Relatividade Restrita (RR)

ds2 = c2dt2 — dx2 — dy2 — dz2 (2-1)

é generalizada para uma métrica mais geral, na forma

ds2 = gijdx*dx3 gij =  gij(x°, x 1, x2, x3). (2-2)

Em consequência, o princípio da mínima ação SS =  0 dado pela RR S = f  mcds leva-nos a 

tuna nova equação de movimento

d2x l dxi dxk . .
d ? + p ' ‘ - * i r  = 0 (23)

que representa geodésicas numa variedade de Riemann, onde

r i — 1 nil ( d 9 li  , d 9ik d g j k \

1 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc., 1989.
2 MISNER,C.W.; THORNE,K.S.; WHEELER,J.A.; Gravitation. USA: W.H.Freeman

and Company, 1973.
3 ADLER,R.; BAZIN,M.;SCHIFFER,M.Introduction to General Relativity.

McGraw-Hill Book Co. New York, 1965



2-Questionamentos sobre a Relatividade Geral

são os símbolos de Christoffel. A inexistência de um campo gravitacional será então dada 

por um sistema geométrico, onde por meio de uma transformação de coordenadas todos os 

símbolos de Christoffel possam ser anulados. Como a lei de transformação dos símbolos de 

Christoffel é

r*. = r ' í dx 'm dx'n dx,i d2x'1 dxi (?*>\
j k  mn Q x i d x k d x ' 1 '

uma transformação tal que,

x* = <t>l(xj ) (2 .6)

levará a símbolos de Christoffel nulos apenas se as equações

r  • ( \ (2 7)
*k \ d x l )  d x W x k ’

permitirem uma solução não trivial para as funções (j)1. Esta é uma questão em geometria 

diferencial com solução bem conhecida4. A condição de integrabilidade para a equação (2.7) 

é que o tensor de Riemann seja nulo

a r i  .j a r * l
d i  J l J K I "nm p i  T m  t *  n  (O

i kl “  ~ãx^ dxi~ j km ~ jk lm ~   ̂ '

e a anulação do tensor de Riemann é condição necessária e suficiente para a solução de 

(2.7). Isto significa que o campo gravitacional é representado geometricamente pelo tensor de 

Riemann. Resta-nos apenas saber como determinar R l jki a partir de uma fonte gravitacional. 

Isto foi respondido por Einstein na chamada equação de Einstein,

_ 1 _ 87t(7
G i j  =  R i j  — —g i j R  =  —^ 2  i j  ’ (2-9)

que vincula o lado geométrico da teoria com o lado físico. Nesta equação R i j  é o tensor de

Ricci, uma contração do tensor de Riemann, e R é a curvatura escalar, dados por

Rij =  R lnj R  —  R\. (2.10)

Em (2.9) T i j  é o tensor energia-momentum da fonte, tal que o vetor energia-momentum seja

P i = ^ J  T ijdSj. (2.11)

4 CHANDRASEKHAR, S. On the Derivation of Einstein’s Field Equations. American 

Journal of Physics, v.40, p.224-234, Feb. 1972.
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A Relatividade Geral pode ser então dividida em 2 partes:

1) Parte geométrica: interpretação do espaço físico como sendo uma variedade Riemanniana 

com curvatura diferente de zero, na qual partículas seguem geodésicas;

2) Parte Física: equação de Einstein que estabelece como a matéria modifica o espaço- 

tempo, gerando curvatura.

Neste capítulo poderemos constatar que os grandes problemas da R.G. não estão no 

aspecto geométrico da mesma, e sim no lado físico, pois a equação de Einstein apresenta 

problemas difíceis de serem solucionados. No restante deste capítulo faremos uma breve 

explanação sobre os problemas mais importantes da Relatividade Geral.

2.2-A constante cosmológica e a falta de uma derivação rigorosa

Apesar de intuitivamente ser uma bela teoria matemática, tem sido mostrado que a R.G. 

carrega alguns problemas e algumas características indesejáveis do ponto de vista de uma 

teoria de campos. A primeira dúvida e o primeiro impasse entre os pesquisadores em RG, é 

sobre a necessidade ou não da introdução de um termo de constante cosmológica na equação 

de Einstein (2.9). Um argumento utilizado para a inclusão deste termo baseia-se na dedução 

da equação de Einstein por meio de uma Lagrangeana. Dentro do formalismo da RG as únicas 

exigências que se fariam a esta Lagrangeana é que a ação correspondente fosse um escalar, 

e com derivadas de no máximo primeira ordem em gij. Esta última exigência baseia-se na 

necessidade de obtermos em primeira aproximação goo =  1 +  ^  e portanto uma equação de

segunda ordem no potencial Newtoniano <f>. A escolha mais natural seria C = \J—gR., que

difere do termo

V ^ g ik(TlmkTmi, -  r ' m/r mifc), (2-12)

pois este contém apenas derivadas em primeira ordem através de uma divergência. A inclusão 

do termo \ f —g vem da necessidade de exigirmos uma ação invariante por transformações de 

coordenadas, uma vez que o elemento de linha invariante é ^ —gd4x. As equações de Einstein 

podem então ser obtidas de

S j  Cd4x = 0 . (2.13)

A adição do termo de fonte leva-nos à seguinte equação variacional

s J  -  kM)d4x = 0 , (2.14)



onde k = é a constante de Einstein e M  é a densidade de lagrangeana do campo de 

materia. Desta forma a ação (2.14) leva-nos diretamente à equação de Einstein. No entanto, 

o tensor métrico gij desempenha um papel fundamental na teoria, de forma que é de se 

argumentar que as densidades yj—g e y/—gR  poderiam ser tratadas da mesma forma no 

princípio variacional. Isto resultaria em

8 J  V ^ g ( R  + \ -  kM)d4x = 0 , (2.15)

onde A é a chamada ” constante cosmológica”. A equação de Einstein ficaria então

Gij +  -  A gij = k T ij. (2.16)
2

Historicamente a introdução da constante cosmológica foi feita por Einstein em 1917, 

dois anos após a apresentação da R.G. No modelo original por ele apresentado verificou-se 

que o universo não poderia ser estático, o que era a suposição da época e a inclusão da 

constante cosmológica passaria a dar soluções de universo estático5, desde que a constante A 

tivesse o valor apropriado. Após a proposta de expansão do universo por Hubble, a constante 

cosmológica deixou de ser necessária, e Einstein a chamou de ”... a maior tolice da minha 

vida...”. Para muitos pesquisadores6 a introdução da constante cosmológica é necessária para 

uma formulação consistente da própria RG. Sua nulidade só poderá ser decidida com base em 

evidências experimentais ou teóricas. Desta forma surgem duas questões:

1) É necessária a introdução da constante cosmológica?

2) Existe afinal alguma dedução rigorosa para as equações de Einstein?

A resposta à primeira questão ainda está em aberto e, devido a isto, alguns autores 

consideram que não existe e não poderá ser dada uma dedução rigorosa para as equações de 

Einstein4.

Tais questões mostram que apesar da RG ser uma bela teoria e de ter predito alguns 

resultados, existem ainda algumas características na formulação da mesma que a colocam 

como uma teoria deficiente.

5 FRIEDMANN,A. Über die Krümmung des Raumes, Z.Phys., v. 10, p.377-386, 1922.
6 ANDERSON, James L.; FINKELSTEIN, David. American Journal of Physics, v.39,

p.901-, 1971.
4 CHANDRASEKHAR, S. On the Derivation of Einstein’s Field Equations. American 

Journal of Physics, v.40, p.224-234, Feb. 1972
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2-Questionamentos sobre a Relatividade Geral

2.3-Problem as com  a Energia

7

O conceito de energia tem um ponto central em física teórica, onde as leis de conservação 

da própria energia, do momentum linear e do momentum angular, são consequências da 

homogeneidade no tempo, no espaço e na isotropia no espaço respectivamente. Desta forma o 

conceito de energia é associado à própria estrutura do espaço-tempo, e não pode ser tratado 

com indiferença dentro de uma teoria física completa. Uma propriedade característica da 

energia é o fato de ser sempre positiva, ou mais rigorosamente de ter um limite inferior, 

refletindo a estabilidade de um sistema físico, uma vez que as partículas tendem a ficar no 

estado de menor energia possível.

A generalização da equação de conservação da energia para a RG conforme o princípio 

da equivalência é

Tik.k = —= Õ^Ti T kl = 0. (2.17)
’ yj—g dxk 2 dx l

Por outro lado, para que o 4-vetor energia-momentum representado pela integral

Pi = l j  Tiky / ^ d S k (2.18)

seja conservado, a equação diferencial

d(V=gTik)
dxk

= 0 (2.19)

deve ser satisfeita, e não a equação (2.17). Desta forma a equação (2.17) não leva a nenhuma 

lei de conservação. Isto é natural, pois esperamos que o campo gravitacional possua energia- 

momentum e que a energia-momentum total seja conservada.

Uma forma padrão de obtermos o tensor energia-momentum de um sistema é variarmos 

sua Lagrangeana em relação ao tensor métrico, ou seja,

T ik + t ik = - 2 - ^ -  (2.20)
dgik

onde t lk seria o tensor energia-momentum do campo gravitacional. Mas como na RG o 

campo gravitacional é o próprio tensor métrico, a variação da ação em relação a este será 

necessariamente nula
SS S j L d t  f  6L
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e daí concluímos que a energia-momentum total também será nula

T ik +  t ik = 0, (2.22)

o que mostra que na RG tal definição de energia-momentum é inútil.

A melhor escolha para o tensor energia-momentum do campo gravitacional seria então a 

explicada abaixo. Impondo

1 ^ -  =  0 (2.23)

que, de outra forma, significa

jpik   \  im kp ln í  d 2 g ip (Pg_ mn d 2gin d 2g mp 1 ^
2 \ d x mdxn dx ldxp dxmdxp dx ldxn f

A equação de Einstein pode então ser posta na forma

{ ~ 9 ) T ' k =  V ’ (2 '25)

onde

ficando evidenciada a antisimetria em kl. Derivando (2.25) em relação a x k obtemos a equação 

(2.19) para a conservação do tensor energia-momentum.

Em geral, quando 7  ̂0 , a diferença

f)h*kl
V  -  { ~ g ) T l k  (2 -2 7)

não é nula e a denotaremos por (—g)tlk. Desta forma

flhiki
( - S)(Tih+ t i l ) = -s -r . (2.28)

Na forma explícita t lk é dado por1

*“ = rr„r;;p -  r?pr>u -  r?„rpmr)(g ilgim -  s“ «7'm)+

1 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York: 

Pergamon Press Inc., 1989.
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il mn(-pk -pp I p/c pp _  pfc pp _  pfc pp \ ,
y  y  V1 lpL mn ' 1 mn lp 1 np lm lm np/ '

gt ‘gmn(T'lrTrmn + r^ rf, -  c , r ím -  rímrj,)+ (2.29)

lm  np  (-pi_ _ _ _ _ _ _ _  " P ®  p ^  \
y  y  V-*- l n m p  *■ lm,*- n p ) m

Concluímos então que as quantidades

P l =  ~c j  (—g)(Tik + t ik)dSk (2.30)

são conservadas. Isto sugere que (—g)ttk seja a energia-momentum do campo gravitacional. 

Todavia, de (2.30) vemos que í *7 não é um tensor, pois da mesma maneira que os V1 jk 

podem ser anulados em qualquer ponto do espaço-tempo por uma simples transformação de 

coordenadas, assim também acontece com os t%3. Por este motivo esta grandeza é chamada 

de pseudo-tensor energia-momentum.

O fato de termos um pseudo-tensor na lei de conservação da energia cria por si só um 

problema na própria teoria. Aqui, uma das mais importantes e estabelecidas leis da física não 

está na forma covariante e, além disso, a energia não surge como uma grandeza covariante. 

Dentro de uma teoria que exige toda lei física colocada na forma covariante, isto constitui um 

problema grave. Tal fato certamente pode levar a resultados patológicos para a RG, o que 

é facilmente percebido quando utilizamos um sistema de coordenadas esféricas no espaço de 

Minkowski sem gravitação , onde

1 1„00 1 „rr 1 „60 x „tptp x /o 0 1 )
9 = 1 ,  9  = - 1 ,  9  =  — 2 ’  9  =  — 2 • 2 ü  V 2 - 3 1 )rl rl sin 6

rtkim = 0. (2.32)

Para este caso temos

to = -T~ sin $ (2.33)47r
e assim a ’’energia total” do campo gravitacional torna-se infinita. Além do mais a densidade 

de energia resultaria negativa



e em consequência o campo teria uma energia total negativa e infinita.

Além disto, Schrödinger mostrou7 que com uma escolha apropriada de coordenadas 

para um sistema esfericamente simétrico, todas as componentes t *• do pseudo-tensor energia- 

momentum são nulas fora da distribuição de matéria. Em relação a isto Einstein escreveu: 

”... Schröding er estava, é claro, surpreso por este resultado, que também se mostra estranho 

para nós. Ele estava particularmente interessado na questão se t lj pode ser considerado como 

componentes de energia. Aos argumentos de Schrödinger, eu gostaria de adicionar mais dois: 

1) Se as componentes Tj da energia de matéria formam um tensor, as quantidades f* com­

preendidas como ”componente de energia” do campo gravitacional, não formam um ten­

sor.

b) As quantidades Tij = giaT f  são simétricas em relação aos índices i e j ,  enquanto o 

análogo tij = giataj não é simétrico.

Lorentz e Levi-Civita, em face do primeiro argumento, também concluíram que as quan­

tidades t lj não podem ser consideradas como componente de energia do campo gravitacional. 

Embora eu também tenha essa opinião, eu estou convencido que uma melhor definição das 

componentes de energia do campo gravitacional é impossível . ..”, conforme citado por Denisov 

e Logunov8.

Isto mostra que até mesmo Einstein estava convencido que tal fato era um problema 

interno da própria RG, e não apenas da forma proposta para t lJ.

Da equação de conservação de P l podemos ainda ver que, se a matéria estiver concentrada 

somente no volume V, a relação de conservação de Pi pode ser expressa na forma

^ õ / ( Z f  + 1°) dV = - j t °  dSa . (2.35)

Para uma solução exata das equações de Einstein, onde se faz Íq =  0? segue então que

A | (7J + í o)dV =  0, (2.36)

ou seja, a energia da matéria e do campo gravitacional no volume V é conservada. Isto

significa que não existe fluxo de energia para fora do volume V, e portanto, partículas fora

deste volume não podem ser influenciadas pela gravitação.

7 SCHRÖDINDER, E. Phys. Z., v.19, p.4-, 1918.
8 DENISOV, V. I.; LOGUNOV, A.A. Gravitational Radiation exist in the General Theory 

of Relativity, Theory Math. Fiz., v.43, n.2 , p .187-201, May 1980.
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Entretanto, soluções exatas da equação de Einstein para ondas com tg =  0? levam a 

R\im 7̂  0 , o que implica em
p n i
- ^ 5- + =  0. (2.37)

onde ul são as componentes do quadrivetor tangente à linha de universo da partícula, e nl são 

as componentes do quadrivetor que une pontos de mesmo valor de s(comprimento de arco ao 

longo da linha de universo) em geodésicas muito próximas. Concluímos de (2.37) que ondas 

de curvatura afetam partículas-teste fora do volume V, alterando portanto suas energias.

Temos assim duas relações diferentes, embora exatas em R.G., e que nos levam a con­

clusões mutuamente exclusivas. Para eliminar tal contradição devemos concluir que em RG a 

energia é criada, e consequentemente não é conservada. Podemos chegar a um resultado ainda 

mais surpreendente, utilizando-nos das conclusões já  descritas, onde o cálculo da energia e 

do momentum de um sistema através de um pseudo-tensor energia-momentum, não leva a 

resultados com significado físico.

Denisov e Logunov afirmam: ”...na teoria de Einstein não existem leis de conservação 

relacionando diretamente a variação na energia e momentum de matéria à existência de 

ondas de curvatura... ”. Assim até mesmo a fórmula obtida para a perda de energia devida à 

emissão de ondas gravitacionais
dE _  G ,„2 
dt 45c5 ^

não seria válida, e também não seria originada da própria RG8.

2.4-A defesa de Faddeev9

Os problemas do tensor energia-momentum foram discutidos por Faddeev, mostrando 

que uma formulação adequada da energia pode ser feita se admitirmos:

1) a energia do campo gravitacional não é localizada, ou seja, não existe uma densidade de 

energia univocamente definida;

8 DENISOV, V. I.; LOGUNOV, A.A. Gravitational Radiation exist in the General Theory

of Relativity, Theory Math. Fiz., v.43, n.2, p .187-201, May 1980.
9 FADDEEV, L.D. The energy problem in Einstein theory of gravitation. Sov. Phys.

Usp., v.25, n.3, p .130-142, March 1982.
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2) a energia do campo gravitacional interagindo com um sistema de massas e campos de

matéria pode ser introduzida, se o espaço- tempo é assintoticamente plano, ou seja,

soluções de universo fechado são inadmissíveis.

Basicamente o processo seguido para obter uma forma bem definida para a energia é o 

exposto a seguir: definir as quantidades

hij = V=99ij (2-38)

qaP = h°ah00 -  h°°haí) (2.39)

n<w> =  ft5õr “o (2.40)

portanto, a Lagrangeana do campo em função destas novas grandezas torna-se

L = j ( I W ^ ç 0* + -  A°Co -  AaCa -  H) d3x, (2.41)

onde (fia é o campo externo e 7ra é o momentum associado a este campo e

Co = +  7 R -  T 00

Cp = 2Vp(qaXUaX) -  2Vx(qaXIlap) -  Top (2.42)

A °  =  ^  +  1

h0a\ C* _ ___
“  h00'

Ainda,

H = - C 0 -  dadpqQf3 (2.43)

é a Hamiltoniana que pode ser posta na forma

H = J  H{x) d3x =  J [q^q^iUcxTlpn ~  n a/Jn A/1) + Q + Too] d3x, (2.44)

onde

Q = - l R  -  dadpqap . (2.45)

Para obtermos a energia a partir de H , fazemos a restrição
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e supondo que
gafi = 5aP + 2

onde x e n  são pequenos e não há campos de matéria, a restrição (2.46) fica

=  0

a“ = a an " . (2.47)

Expandindo agora os termos e ü ap

Xa/3 = Xíf) +  +  dPXa) ~ SpdaXA +  dadfiX
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e impondo que

as condições limite

levam a

n  +  -(5^11^ + dpRa) — SpdaTi\ +  dadpTL

v 4x = 0 , v 2na + zdadpHP =  o, (2.48)

x = o , n a =  0 (2.49)

H  = J { d ax J x d ° x TIIX + nZf n T°<l) d 3x. (2.50)

Em consequência a energia fica assintoticamente bem definida e positiva. O mesmo se aplica 

aos momenta linear e angular.

Mesmo assim não temos todos os problemas da energia resolvidos, como por exemplo, 

o problema da energia de ondas gravitacionais discutido no final da seção anterior. Além do 

mais, o resultado acima só pode ser obtido quando fizermos uma suposição de campo fraco 

como em (2.46).

2.5-A Relatividade Geral em  2+ 1  dim ensões

Certos modelos reais em 4 dimensões podem ser reduzidos a um número menor de di­

mensões, devido a alguma propriedade de simetria do problema em questão. Um exemplo é 

o de uma fonte gravitacional reta e infinita, chamada de string cósmico, gerando um campo



gravitacional. Segundo a teoria de Newton, onde o potencial gravitacional <j) satisfaz à equação 

de Poisson

V 2<j> = 4ttGA (2.51)

onde A é a densidade linear de massa do string. Utilizando as propriedades de simetria do 

problema obtemos a solução

4> — 2GX ln |  ^  | , (2.52)

onde a é uma constante de integração. Para que a RG tenha limite Newtoniano necessitamos 

obter o elemento goo da métrica na forma

4GÀ ( a '\ , x
9oo = l ~ —  l n { - } ,  (2-53)

porém, não é este o resultado que obtemos a partir da RG.

Das equações de Einstein (2.9) vemos que só poderemos ter um espaço plano (Rljki =  0) 

quando a distribuição de matéria no ponto é nula. Em quatro dimensões o inverso não vale, 

pois T tk =  0 implica apenas em R lk =  0, restando 10 componentes de Kjkl livres para serem 

ajustadas conforme as condições de contorno, permitindo-nos obter o campo gravitacional fora 

da distribuição de matéria. Entretanto em 2+1 dimensões R 01̂  = 0 representa 6 equações, 

e como Rpys tem apenas 6 componentes independentes, não ficamos com nenhuma compo­

nente livre para ajustarmos às nossas condições de contorno. Os valores de Rp^g podem ser

determinados a partir de R ap conforme a equação

Rap~i8 =  ga-fRgS flaSRft-f t]j3~/Ra6 T VpsRay 'HotŜ lgŷ Rj (2.54)

de forma que fora da distribuição de matéria obtemos

RaftyS = 0. (2.55)

Portanto concluímos que a matéria não gera curvatura fora da distribuição de massa e, em 

consequência, não existe nenhuma atração fora de sua localização.

As equações de Einstein em (2+ 1) dimensões foram primeiramente analizadas por 

Staruszkiewicz10 e discutidas posteriormente por Jackiw11, mostrando que a métrica seria

10 STARUSZKIEWICZ, A. Gravitation theory in three-dimensional space. Acta Physica

Polonica, v.XXIV, n.6 , p.735-741, 1963.
11 JACKIW, R. Topics in Planar Physics, DIAS Workins Seminar ( 1989: Dublin,

Ireland).
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dada por

ds2 =  dt2 — dr2 — r2d<f>2 (2.56)

onde

0 < <f> < e~N2w < 2tr, (2.57)

ou seja, o espaço-tempo é uma superfície cônica com déficit angular 27t(1  — e~N). Posterior­

mente esta equação foi resolvida para casos mais complexos, envolvendo teorias de campos. 

Vemos assim de (2.56) que a métrica Einsteniana não tem o termo <700 na forma desejada

(2.53), e sim na forma plana

goo = 1. (2.58)

Isto completa a comprovação que a teoria de Einstein não tem limite Newtoniano em 2+1 

dimensões.

Apesar de não ter limite Newtoniano, a teoria de Einstein em 2+1 dimensões tem des­

pertado considerável interesse pela topologia não trivial do espaço-tempo, pois, apesar do 

espaço-tempo ser localmente plano, o formato cônico leva à convergência de trajetórias de 

raios de luz, quando originados de lados opostos do string. Isto sugeriu a hipótese da e- 

xistência de quasares duplos. Em outras palavras, poderíamos dizer que segundo a RG o 

string atrai as trajetórias de luz, desde que haja uma outra do outro lado, mas não afeta 

trajetórias individuais.

Como todos os resultados dinâmicos da teoria vêm do aspecto global do espaço-tempo, 

concluímos que todos os fenômenos relacionados a strings na RG são de natureza puramente 

topológica. Vale lembrar que estes resultados são devidos à forma da equação de Einstein e 

não à formulação do espaço curvo, uma vez que poderíamos obter uma teoria de espaço curvo 

com a condição (2.53) satisfeita.

2.6-Inconsistências no tratamento de partículas com spin

A nível semi-clássico geralmente é admitido que a consideração de partículas com spin 

em gravitação exige a inclusão de torção , a qual é nula em RG, pois variedades de Riemann 

não contêm torção.

Salientamos que a derivada covariante em um espaço de Riemann- Cartan é dada por

DiAi = dtAi -  TküA k (2.59)
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o que resulta DkAi — DlA k em um tensor

z>t A , - B A  =  ( r ' t - r ü ^ .  (2.60)

Para um vetor A k = temos que a diferença

Th — li*  — r^j (2.61)

é um tensor geralmente não nulo, chamado de tensor torção , com o qual partículas com spin 

interagem. Porém, em uma teoria onde a métrica representa um campo gravitacional, como 

na Relatividade Geral, a métrica plana num ponto exigiria que a derivada covariante fosse a 

derivada ordinária e, portanto,

r f i  =  0 (2.62)

de forma que a equação (2.61) em coordenadas cartesianas nos levaria a uma torção nula

T ‘t  =  0. (2.63)

Como a torção é um tensor, concluímos que a torção é nula na RG.

Entretanto, da fórmula de Tetrode

V l  =  (2-M)

onde é o tensor de spin, vemos que partículas com spin em geral levam a antis­

simétrico, mas da equação de Einstein (2.9) como Rik é simétrico para uma teoria sem torção 

, então Tik deverá também ser simétrico, contradizendo a equação (2.64).

Isto pode ser exemplificado para partículas com spin 2, como por exemplo, um núcleo 

atômico: que campo gravitacional este criará? A resposta da RG é dada pela equação de 

Einstein, onde o campo hik da partícula obedece à equação

D kD jh ik + D kDihjk -  D kD khij -  DiDjgabhab +  m 2hij = 0 (2.65)

onde D 1 é a derivada covariante. Porém, a condição de integrabilidade (2.65) é Rik = 0, 

que pelas equações de Einstein leva a =  0. O cálculo de Tik a partir de sua definição
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leva, por outro lado, a um tensor energia-momentum não nulo, de onde podemos concluir 

que partículas de spin 2 não ocasionam um campo gravitacional compatível com a Relatividade 

Geral. Vale salientar que tal fato também ocorre com partículas de spin | .

Além disto, sabe-se que partículas de spin |  se acoplam à tetradas, enquanto que na RG 

o campo fundamental é a métrica. Uma vez que a métrica contém menos informações que as 

tetradas, concluímos que a RG também não descreve adequadamente o campo e o movimento 

de partículas de spin | .

2.7-Problemas com o limite Newtoniano

Mesmo em quatro dimensões já  se mostrou13 que a teoria geral da relatividade não tem 

bom limite Newtoniano. Embora não haja dúvidas que a equação de Poisson possa ser obtida 

no limite adequado, há uma crescente impressão de que o mesmo não ocorre com outros 

aspectos da teoria, mais precisamente, as integrais de movimento não são as mesmas.

Na teoria Newtoniana temos

V2U = -4 txGp. (2 .66)

A equação de movimento de um fluido ideal

^  + =  +  (2'67> 

associada à equação da continuidade para este fluido

i  + ( 2 ' 6 8 )

nos permite obter a equação para a energia interna específica II, na forma

+ « '! ? > = - * ■ * • » •  <2-69> 

com a condição que o processo é barotrópico, i.e.,
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13 DENISOV, V. I.; LOGUNOV, A.A. Does the General theory of Relativity have a Classical 

Newtonian Limit ?. Theor. Math. Fiz., v.45, n.3, p.291-301, December 1980.
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Multiplicando a equação (2,67) por - va e somando à equação da continuidade multipli­

cada por c2 temos agora

d 2 d v2 â d , v 2 dU a dp ,  3 , a .
m p c  + p ã i Y  +  p  +  ^ d P { T )  =  p v  a ^ ~ v  d P ~ c  d ^ ( p v  ]

e usando (2.68), (2.69) e (2.70) obtemos

, 3

(2.71)

1 /  v2 a — 1

1 + y ( y  + n + _ 2_ t / +
a

8trGc2

=  - c 2^ - < p v a
dxa 1 + ? (T  + n + 3lí''

pva 1 
+  ^ ~  +

C2 87t G c 2

daUdQU

dU
( l - a ) — d a U - ( l  +  a)Uda dt

m r
d t .  
(2.72)

onde a é um parâmetro arbitrário.

Integrando a (2.72) sobre todo o espaço e levando em conta que quando v —> 00 temos

dt dxa dxadt

o que resulta
d_
dt 1 = 0

onde I é a integral de movimento da teoria Newtoniana

I = J  dVp
1 + ? ( y + n - K

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Em R.G., pela equação de Einstein

1 8;tG
Rij ~ ^9ijR  — o b (2.9)

e pela condição de harmonicidade

d
dx.

Qd =  0 Gij = gg (2.76)

obtemos no limite Newtoniano

g 00 = -  + \ u  g 0a =  4  u a
c CJ

(2.77)

= ^  = c + — ,

C
(2.78)
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onde o potencial U satizfaz às equações

V 2u  = —4nGp V 2Ua = -4tt Gpva (2.79)

Considerando ainda a equação da continuidade (2 .68), a equação de movimento de um fluido 

ideal (2.67), e a equação da energia interna específica (2.69), concluímos que as componentes 

do tensor energia-momentum deverão ser

s t ™ = p { i  + \ ( ^ -  +  n _ u

2 rpQoic T
p v

c2T aP =  p v a vP +  p S al3.

(2.81)

(2.82)

(2.83)

A expressão pós-Newtoniana para Q nos leva a

g™ =  -  + + 4 5  g 0a = 4Ua 4 S Q 
—;— I r~

Ça? =  - cSa13 +
4 5 «/

(2.84)

(2.85)

que é solução da equação de Einstein na aproximação pós-Newtoniana

2c v 2c a/í -  — —  Gapy  c2 dt2
+ N afS = ^ gTat3,

onde

N'oo 7 dU dU 
c6 dxa dxa

0a = 6 dU dU 1 í d U a dUp\  dU
c6 dt dxa c6 \d x P  dxa ) d x p

Procedendo como no caso Newtoniano obtemos também a equação

(2.86)

(2.87)

2 d
C d t ^ p

1 (  v2 a — 1i + + n + —— u a
SwGc2

daUdaU V =
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1

8nGc2

Rescrevendo agora a (2.86) na forma 

- c 2gT ij =
87tG

N d  -  — [ V 2Çij -

2c

concluímos que para N  — 0, (3 = 1 pode ser expressa por

c < pvc 1 + U t + ii+3U, +

1 d2 |
c2 dd2

pva

3_ d £ d t ^ + 1 ( d U a dUß ^ d U  c5
47tG dt dxa 7tG \ d x p  dxa J dxß I 67xG

e para a componente (0 0)

Xj2f?0ce  ̂ ^  c>0a
v e  ~ S d f i e

C2 (" 2 "  +  n  + 8ttG dxp dx@ 167tG 

Desta forma a integral de movimento é

7 ac d u  c5 / 2 1 a2 '
V <7oo z2 dt29

= c 2 I d v {
i+ A (£ + nW l

7 dU dU
87rGc2 (Ars ctas 167rG V 2̂ oo •

1 a2
dt2900

Todavia, da componente (0 0) da equação de Einstein (2.9) obtemos

1 =  0 ,

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

= cte.

(2.92)

(2.93)

o que está em plena discordância com o limite Newtoniano. Denisov e Logunov ainda 

mostraram que as soluções exatas da equação de Einstein também levam a integrais de movi­

mento nulas14.

2.8-Incompatibilidades com as teorias de gauge

Um ponto interessante a salientar é a existência de inconsistências da RG com as teorias 

de gauge. As teorias de gauge são as mais bem sucedidas dentro do estudo de campos, pois 

diversos resultados, tais como renormalização , unificação de campos e até mesmo a própria 

simplicidade, as colocaram no estágio atual. Por esta razão seria interessante termos uma

14 DENISOV, V. I.; LOGUNOV, A. A. Theor. Math. Fiz., v.43, p. 187-, 1980.



teoria de gravitação consistente com as teorias de gauge. No entanto, a Relatividade Geral 

difere destas teorias em alguns aspectos, como por exemplo, na própria equação de campo, 

pois enquanto as teorias de gauge têm equações de campo ditas dinâmicas (equações de Yang- 

Mills), onde a derivada covariante do dual do campo é igualada ao termo de fonte

D * F  = d * F  + [A, *.F] =  *j

sendo A  o potencial de gauge e F  o campo de gauge, a teoria geral da relatividade tem uma 

equação estática

G = 8ttT,

o que evidencia diferenças estruturais entre elas.

Além disto, a RG é indubitavelmente uma teoria não renormalizável. t ’Hooft e Veltman 

mostraram que ela não é renormalizável em ordem superior a um loop15 e havendo interação 

com partículas escalares, o método empregado para eliminar algumas divergências não elimina 

nem mesmo as divergências de primeira ordem.
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3-Teorias de Gauge

3.1-Conceitos fundamentais

As teorias de gauge, incluindo nesta categoria as teorias de Yang-Mills, partem de um

conceito conhecido que se refere às transformações de gauge. O conceito clássico de trans­

formações de gauge1 surgiu no eletromagnetismo a partir do primeiro par de equações de 

Maxwell

V x E  = - i f  (3.1)

V • B = 0. (3 .2)

Estas equações permitem-nos interpretar os campos E e B como sendo derivados de um 

potencial eletromagnético mais fundamental

B =  V x A (3.3)

1 d A
c

uma vez que para quaisquer grandezas A  e <j> temos

V • (V x A) = 0 (3.5)

V x (V<£) =  0. (3.6)

As formas de <f> e A não podem ser univocamente determinadas, pois transformações do

tipo

A A + V /  (3.7)

( 3 ' 8 )

1 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4.ed. Vol 2. The Classical 

Theory of Fields.New York: Pergamon Press Inc., 1989.



para qualquer função / ,  não modificam os valores dos campos E e B, estes dotados de 

significados físicos. As transformações (3.7) e (3.8) são chamadas no eletromagnetismo de 

transformações de gauge, e a invariância da teoria perante estas transformações é chamada de 

invariância de gauge. Isto sempre foi o fato principal de serem as grandezas A e (f> consider­

adas sem importância física, todavia, a importância destas grandezas começa a ser percebida

quando a equação de Lorentz

dP
F = —  = e(E + v x B), (3.9)

pode ser substituída por relações mais genéricas para o acoplamento minimal entre energia e 

momentum

E  - t  E  +  e<f> (3.10)

P - ^ P  + eA, (3.11)

nos formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano.

Na física moderna o conceito de gauge é um pouco mais genérico. Aqui a matéria é 

descrita através de funções de onda, ou mais genericamente através de campos de matéria, 

que podem ser funções escalares, vetoriais, espinoriais ou tensoriais. Os principais tipos de

campos de matéria são2:
/

a) Campo escalar: E descrito por funções escalares das coordenadas do espaço-tempo 

x **, que quando não interagem, obedecem à equação de Klein-Gordon

0(f)(x,i) +  m2 >̂(a:/1) =  0 (3 .12)

que é derivável da Lagrangeana

C = -  m 2<fxf)*. (3.13)

O campo escalar descreve propriedades das partículas de spin 0 , como por exemplo píons,

n°, n+ e n- ", mésons escalares, etc...
/

b) Campo espinorial: E representado relativisticamente por meio de bispinores de Dirac

/M xtl)\
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$  =

\<4 (zM) /

(3.14)

2 LURIÉ,D. Particles and Fields. London: Interscience Publishers, 1968.



englobando um conjunto de 4 funções escalares, cuja interpretação depende da repre­

sentação utilizada, e que no caso livre obedece à equação de Dirac
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(i0 — m)'f/ =  0 (3.15)

sendo 0 =  7 /1díi e 7  ̂ as matrizes de Dirac, estas tendo a propriedade

{7 ", 7 "} =  2<T. (3.16)

0  campo espinorial descreve partículas de spin 1 /2  como elétrons, prótons e nêutrons, e 

também pode ser representado pela Lagrangeana

C = - V ( 0 - m ) < b  (3.17)

com ’í' dado por ^^7 °.

c) Campo vetorial massivo: É descrito por vetores A tl(xv), que descrevem campos de spin 

1. No caso livre estes obedecem à equação de campo

dxFXv = i ? A v (3.18)

Fxu = dxA v -  dvA x , (3.19)

onde p ê  a massa do campo. A Lagrangeana que leva às equações de campo (3.18) é

C = - ^ F ^ F ^  - ^ A ^ A r  (3.20)

d) Campo vetorial sem massa: Campo de Maxwell: Campos de partículas de spin 1 sem 

massa não interagindo, são representados pelas equações de Maxwell

dxFXu =  0 (3.21)

Fxv = dxA u -  d„Ax (3.22)

ou pela Lagrangeana

C = - ^ UF>1V. (3.23)

A equação (3.21) leva às seguintes equações de Maxwell
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V • E =  0 (3.25)
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enquanto que o outro par de equações de Maxwell vem da identidade de Bianchi(Ver 

Identidade de Bianchi no apêndice A.8)

d\Fnv +  dvF\p +  d/iFu\  =  0 (3.26)

que leva a

V x E  = - ~  (3.27)c dt

V • B = 0. (3.28)

Os campos de matéria têm valores adicionais que descrevem o próprio campo. Por ex­

emplo: o campo escalar real tem a intensidade de campo em cada ponto do espaço-tempo, 

enquanto o campo escalar complexo tem a intensidade de campo e uma fase complexa. De­

pendendo do tipo de valor, sua alteração pode modificar ou não os resultados da teoria. No 

exemplo acima, se fizermos uma troca global

# * ' )  -> g<Hx*), (3.29)

onde g é uma constante, os resultados da teoria são modificados, pois para uma lagrangeana 

do tipo (f>4

C = - d ^ d ^  -  m 2(j)2 -  k<f (3.30)

de um modelo de auto-interação , a troca (3.29) representaria uma alteração no valor da

constante de interação k , que por sua vez modificaria a intensidade da interação é 4 ■

Por outro lado, para o campo complexo uma mudança global de fase

</>(z/1) (3.31)

não modifica os valores da teoria e, este tipo de grandeza, cuja alteração global não altera os 

resultados da teoria, é chamado de gauge.



3.2-Transformações de gauge
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Transformações globais que não modificam uma teoria são chamadas de transformação 

de gauge de primeira espécie. A invariância da teoria, segundo um determinado tipo de 

transformações , pode ser determinada a partir das densidades de Lagrangeana da teoria. Por 

exemplo, o campo escalar complexo tem a Lagrangeana

C = -  m 2<j>*<t> (3.32)

de forma que, fazendo a transformação (3.31), vemos que a densidade de Lagrangeana não se 

modifica. Similarmente, a densidade de lagrangeana

C =  —^ ( 0  — m)ty (3.33)

não é afetada pela transformação

$(*'*) -4 (x"). (3.34)

Da mesma forma as equações não são modificadas por transformações de Lorentz e 

translações. Enfim, existem diversos tipos de transformações que não modificam a forma das 

equações de campo. Estas transformações obedecem a certas propriedades, que a caracte­

rizam matematicamente como grupos de Lie. Por exemplo, as transformações de gauge são 

tais que uma transformação finita pode ser decomposta numa sucessão de transformações 

infinitesimais, sendo cada uma na forma

flfe « l  +  0aJ«, (3.35)

onde 6a são parâmetros infinitesimais e Ja são os geradores infinitesimais do grupo de simetria. 

Matematicamente g£ pertence a um grupo de Lie G, e 6a J a é um vetor na álgebra de Lie g do

grupo G. No caso do campo escalar complexo, as transformações (3.31) na forma infinitesimal

são

ge = 1 +  i9, (3.36)

onde 6 é o coeficiente e i ê o gerador infinitesimal do grupo 17(1), grupo de transformações 

que preserva o modelo das funções de onda. Os grupos e álgebras mais comuns são3:

3 WYBOURNE,B.G. Classical Groups for Physicists John Wiley & Sons, New York, 1973.



GL(n,C) —v grupo de m atrizes inversíveis n x n complexas

—> Álgebra gl(n,C) —> m atrizes n x n complexas 

—> dimensão 2n2;

GL(n,R) —y grupo de m atrizes inversíveis n x n reais
/

—y Álgebra gl(n,R) —»■ m atrizes n x n reais 

—>■ dimensão n 2;

SL(n,C) -4- grupo de m atrizes complexas n x n d e  determ inante 1

—> Álgebra sl(n,C) —> m atrizes complexas X  com t rX  — 0 

-4- dimensão 2n2 — 2;

SL(n,R) -4 grupo de m atrizes reais n x n d e  determ inante 1

-4- Álgebra sl(n,R) —> m atrizes reais X  com t rX  =  0 

—> dimensão n 2 — 1;

SO(n) —> grupo de m atrizes reais n x n que preservam  o produto  interno em um

espaço euclidiano

—>■ Álgebra so(n) m atrizes reais X  com X T =  —X

—y dimensão n n̂~l) •

SO(p,q) —>■ idem a SO (p+q), mas preservando o produto interno (j{X\ , X ‘>) com g dado

por:

9 = ( o  - / , )

onde Iq é um a m atriz identidade de ordem q e Ip é um a m atriz identidade de 

ordem p-

U(n) —> grupo de m atrizes complexas n x n que preservam  o produto interno X ^ X

—> Á lgebra u(n) —> m atrizes complexas X  com X^ — —X  

—>• dimensão n 2;

SU(n) -4- grupo de m atrizes complexas n x n que preservam  o produto interno X ^ X

e tem  d e t= l

—> Álgebra su(n) —> m atrizes complexas X  com X^  =  —X  e t rX  =  0 

-4 dimensão n 2 — 1;

As transform ações de gauge na função de onda m ostradas até aqui, fazem parte  do grupo 

Í7(l), pois preservam  o produto 0  gerador do grupo, que em outras palavras é um a
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base na álgebra, pode ser determinado a partir da forma da álgebra que tem

X * + X  = 0 =* X  = 9i (3.37)

onde, escolhendo 6 como coordenada, obtemos o gerador

Ju(\) =  *• (3.38)

Transformações finitas são então dadas por

S  = e0aJa= e ei (3.39)

com 6 finito. Formando uma base no espaço da álgebra, a forma dos geradores dependerá da 

representação escolhida para a mesma.

Valores geralmente citados em teorias de gauge e espaços fibrados em geral são as 

constantes de estrutura C “/j7 do grupo, estas expressas pelas regras de comutação do grupo

[Xf,,Xy\ = C af r X a. (3.40)

Como vimos, a teoria escalar e a teoria espinorial não se modificam por transformações 

do grupo 17(1). Porém, se fizermos 9 função das coordenadas do espaço-tempo, ou seja, se 

fizermos

çí»(x#1) ->• e '0(xMV (^ /í) (3-41)

e

^(a;'4) -+ (3.42)

veremos que as Lagrangeanas (3.32) e (3.33) serão modificadas, pois

 ̂ Ĝ0dfi<j> -\~ iF 0<j>d̂ 9 (3.43)

d „ < w  -  t d ^ d ^  +  ( d ^ M *  (3.44)

o que significa que a teoria não é invariante pelas transformações (3.41) e (3.42). Este tipo 

de transformação de gauge, onde os parâmetros são dependentes de coordenadas, constitui as 

transformações de gauge de segunda espécie.

Se exigirmos a invariância pelas transformações (3.41) e (3.42), algo deve ser modificado 

na teoria para suportar esta nova propriedade. Como a alteração na Lagrangeana é devida ao
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termo contendo a derivada, devemos buscar uma estrutura matemática que tenha uma nova 

definição de derivada covariante por transformações do tipo (3.41). Esta estrutura é o espaço 

fibrado.

Basicamente, um espaço fibrado é um espaço base, no caso o espaço-tempo de Minkowski, 

no qual são projetados todos os objetos geométricos para obtermos a interpretação física, 

acrescido de dimensões adicionais tais que a alteração nas coordenadas adicionais é feita pela 

ação de um grupo de Lie. Estas transformações representam transformações de gauge e são 

tais que podem ser diferentes ponto a ponto. Na realidade a definição de espaço fibrado 

é uma generalização do espaço produto, tuna vez que a estrutura matemática de um espaço 

fibrado é bastante rica, e permite-nos obter novos resultados como a definição de uma derivada 

covariante pela ação do grupo de Lie no próprio espaço fibrado. A escolha ou fixação de um 

gauge particular na teoria é representada matematicamente pela escolha de uma seção no 

espaço fibrado, de forma que a cada ponto do espaço base corresponde um único ponto na 

seção.

3.3-Derivada covariante e forma-conexão

Fisicamente, a substituição do espaço de Minkowski por um espaço fibrado tem como 

principal alteração a substituição da derivada ordinária pela derivada covariante4

dfi —>■ dp — A a ftJa, (3.45)

onde A a n são as componentes da forma-conexão e Ja são os geradores de um grupo de Lie 

contido no próprio fibrado. A fórmula da derivada covariante pode também ser posta na 

forma:

<S>(x + dx) = 'H(x) + y (x ) A llaJ adx‘1 (3.46)

ou seja, o fator de fase devido a um deslocamento infinitesimal é então

if = I  d - A ^ J a d x 11 (3.47)
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para funções que tenham componentes no espaço da álgebra do grupo.

4 DANIEL, M.; VIALLET, C. M. The geometrical settings of gauge theories of Yang-Mills

type. Reviews on M odern Physics, v.52, n .l, p .175-197, January 1980.



Para o espaço fibrado do grupo 17(1) temos
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df! —>■ dfi — iAp. (3.48)

A fórmula (3.48) é geralmente obtida em textos de matemática, mas em física costuma-se

definir a forma-conexão mediante

(3.49)

onde g é uma constante. Esta redefinição deve-se à forma da Lagrangeana, conforme veremos 

na próxima seção. Desta maneira, para o grupo 17(1) teremos

d ^ d ^ - i e A ^  (3.50)

onde usamos o fato que para o grupo 17(1) costuma-se representar g por e(carga elementar).

Pela relação P  ̂ =  id^ concluímos que para o grupo 17(1)

Pu —t Pfi +  eAp (3.51)

que é a relação de acoplamento minimal já discutida em (3.10) e (3.11). Isto significa que 

podemos interpretar a forma-conexão como um potencial em uma teoria de gauge e, em geral 

teremos

Pfi ~t Pn — igAafiJa. (3.52)

Para confirmar a associação da forma-conexão com o potencial da teoria devemos ter a mesma 

lei de transformação para ambos. De fato, a forma conexão sobre a ação de um elemento g 

do grupo se transforma mediante

A „ -> + g ^ d ^ g  (3.53)

que, no caso do grupo 17(1), se reduz a

A^ —>■ Ap +  dfiO (3.54)

onde usamos =  A a^ Ja = A^i  e g =  et6 e o fato que o grupo é Abeliano.

A Lagrangeana das teorias escalar e espinoral ficam então, respectivamente,

Cescalar = - (0 „  -  A“ Ja)<f>(d* ~ A ^ J a ) ^  ~  TU2<t>(j>* (3.55)
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Cespinorial  — ^ { d p  A ^ J a ?'n.)’3i, .
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(3.56)

3.4-Forma-curvatura, campo e equação de campo

Como a forma-conexão não se transforma covariantemente e sim segundo a equação

(3.53), não podemos utilizá-la diretamente na Lagrangeana de campo. A grandeza 

matemática covariante que é função do potencial (forma-conexão) é a curvatura, dada pela 

derivada exterior covariante da própria conexão

F =  DA = dA +  A A A, (3.57)

onde d é a derivada exterior e A é o produto exterior. A primeira impressão que temos é que 

como o produto exterior é anticomutativo o termo A A A deve ser nulo, mas como estamos 

em um espaço fibrado A também tem componentes no grupo, de forma que

A A A =  i A % A b„[Ja, Jb]dx" A dxv (3.58)

e como em geral [Ja, J b] ^  0 temos que o produto A A A é em geral não nulo. Para grupos 

Abelianos fazemos então

F = d A  (3.59)

como é o caso do eletromagnetismo que, em componentes, fica

Fpu =  d^Av -  dvAp (3.60)

e usando a representação

FpV =

e ainda com AM =  (—<f>, Ai, A2, A3) obtemos de (3.60)

B  = V x A (3.61)

1 dA
E  = -V(j>---- —  (3.62)

c ut

o que nos leva a interpretar a forma-curvatura com o campo na teoria.

0 - E i —E 2 -E:
Ei 0 Bz - B
E 2 - B z 0 Bi
Ez b 2 - B i 0



A ação utilizada pelas teorias de Yang-Mills que mantém o carácter escalar no espaço- 

tempo é

S = ^ J f a *F (3.63)

ou seja, a densidade de Lagrangeana é

c = i  F , S F . ’U’, (3.64)

onde os índices latinos representam as coordenadas no espaço do grnpo e os índices gregos as
/

coordenadas no espaço-tempo. E importante lembrar que uma Lagrangeana na forma (3.64)

só pode ser construída para grupos que admitem métrica, ou seja, apenas para grupos semi-

simples. Para grupos não semi-simples como o grupo de Poincaré costuma-se utilizar outros 

métodos para a obtenção de invariantes da teoria.

Quando temos a interação do campo de gauge com um campo de matéria obtemos em 

geral
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£  = (3.65)
4g2

onde Cm  é a Lagrangeana do campo de matéria e g é uma constante de acoplamento. Por 

simplicidade costumamos inserir esta constante no próprio potencial, fazendo

v  0V  (3.66)

F % v = d»A„a -  A /  +  ^ r A / A / [ J 6, J c]“ (3.67)

d . ^ d . - g A ^ J a  (3.68)

e ficamos com

£  = ^ F llvaFa‘t v + C M. (3.69)

A Lagrangeana (3.64) leva em geral às equações de Yang-Mills

SF + g *_1 [A, *F] =  0 (3.70)

o que significa em componentes

3"F„„e + gA‘"‘F ,J C ^  = 0. (3.71)



No caso do eletromagnetismo que tem um grupo Abeliano como grupo de simetria

d vFpV =  0 (3.72)

e usando a representação usual obtemos as equações de Maxwell

V x B  =  ~  (3.73)
c ot

V  • E  =  0. (3.74) 

Para a Lagrangeana (3.69) com interação teremos a seguinte equação de Yang-Mills

S F  + g  *_1 [A, * F ]  =  47xj (3.75)

ou, em componentes,

= 4tr j /  (3.76)

onde j f i C é a chamada corrente do campo de matéria. Para o eletromagnetismo, em especial, 

temos

(3.77)

o que nos leva a
1 d E  47t . .

V x B - - c M = T j (3'78)
V  • E  = 4xp. (3.79)

O outro par das equações de Maxwell pode ser obtido a partir da relação matemática

dF =  ddA =  0, (3.80)

que em componentes fica

dfiFvp +  dpFpV +  d vFpp =  0 (3.81)

ou, usando a representação usual
1 F) Fl

V  x E = ------—  (3.82)
c ot

V  • B =  0. (3.83) 

Apesar de as teorias de Yang-Mills serem bastante utilizadas, a Lagrangeana

C = ^ F p ^ F a ^  (3.84)
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constitui um caso particular de Lagrangeana. Podemos assim ter qualquer forma de La- 

grangeana sempre mantendo o carácter escalar e covariante por transformações do grupo.
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3.5-Teoria de Yang para a gravitação

Em qualquer variedade Riemanniana o conceito de deslocamento paralelo define ao longo 

de qualquer trajetória A B  uma relação linear entre qualquer vetor Va e seu vetor paralelo 

Vb em B. Isto significa que o deslocamento paralelo é definido por uma matriz n x n real 

MaBi a qual é uma representação do grupo GL(4, R ).

Yang propôs5 uma teoria de gauge onde, no formalismo de espaços fibrados, teríamos:

a) Espaço base: Espaço de Riemann com dimensão 4 e métrica g^u com signatura +2;

b) Grupo de Lie: GL(4, R);

c) Fibra típica: Espaço vetorial tangente a um ponto no espaço de Riemann;

d) Como o relacionamento de 2 vetores paralelamente transportados no espaço de Riemann
/e

X'n = x »  +  TvpltX vdxp (3.85)

podemos por comparação com (3.46) dizer que a forma-conexão será dada por

A /  (3.86)

onde as componentes no espaço do grupo são os elementos da própria matriz do grupo. 

A forma-curvatura será expressa como

= dpTaftv -  duT01̂  + T£SpTx\ C ^ \ eS){Xn), (3.87)

onde os C eá)(A7r) são as constantes de estrutura do grupo GL(4, R)

C (a0\ £sux*) = Ss,SaJ ^  -  SS7rSa\S /3s (3.88)

de forma que

= aMr  v  -  dvr app +  r v r V  -  (3.89)

5 YANG, C. N. Integral Formalism for gauge Fields. Physical Review Letters. v.13, 

n.7, p.445-447, 12 August 1974.



Reconhecemos na fórmula anterior a definição do tensor de Riemann, ou seja, a forma- 

curvatura(ou o campo) na teoria de Yang é o próprio tensor de curvatura de Riemann. As 

equações de campo, segundo a teoria de Yang-Mills com fonte, são

D vF apV =  J /  (3.90)

e usando os valores encontrados temos

R a^ v = J a$lt. (3.91)

No vácuo teremos

R a^ v ' v =  o, (3.92)

e a identidade de Bianchi fica neste caso

DxR a^ u  +  DpR01 pu\  +  DvR ap\p = 0. (3.93)

Fazendo A =  a e lembrando as propriedades de simetria de R appV

=  - i ^ V  (3-94)

=  - R afi*p (3-95)

Raft/iv = Rv^fiai (3.96)

obtemos a chamada equação de Yang para o campo gravitacional no vácuo

R p w  = Rpw,n, (3.97)

de onde facilmente percebemos que a teoria de Einstein no vácuo

Rpv = 0 (3.98)

é obtida como solução particular.

Algumas soluções específicas da solução de Yang são6:
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6 THOMPSON, A. H. Yang’s Gravitational Field Equations. Physical Review Letters, 

v.34, n.8, p.507-508, 24 February 1975.



a) Universo de Einstein: conforme pode ser verificado a solução de Einstein

ds2 =  - (1  -  r2/ k 2)1 dr2 -  r2d02 -  r2 sin2 6d(p2 + dt2 (3.99)

com k = constante é uma solução da equação de Yang (3.97);

b) A solução esfericamente simétrica

ds2 = —A~2dr2 — r2dê2 — r2 sin2 ddip2 + A~2dt2 (3.100)

com

A = 1 +  -  (3.101)
r

e k constante, também é solução da equação de Yang.

Calculando o avanço do perihélio de Mercúrio com a solução (3.100), obtemos 1/6 do

valor observado e em sentido oposto, i.e., o perihélio atrasa em vez de avançar.

Concluímos que a teoria de Yang, mesmo sendo uma teoria de Yang-Mills, não se mostra 

como boa teoria para este resultado.
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4-Teoria de Poincaré em 2+1 Dimensões

4.1-Potenciais e Cam pos

Uma teoria para o campo gravitacional com o grupo de Poincaré em 2+1 dimensões, 

tendo a teoria Newtoniana como sub-teoria, foi tratada por Kawai1, que obtém além disso a 

teoria de Einstein como caso particular.

O espaço-tempo tridimensional M  é suposto como uma variedade diferenciável com 

métrica Lorentziana gpv relacionada às triadas e* por

g^u = ekpT]kielv, (4.1)

sendo r/kl uma métrica plana.

0  potencial de gauge de Lorentz se transforma de acordo com

A'klp(x) = A klp(x) +  u km(x)Amlp(x) + u lm(x)Akmp(x) -  dpuk\ x )  (4.2)

e as triadas conforme

e,kp(x) =  ekp(x) +  ujk[(x)elp(x), (4.3)

onde u kl é uma função real infinitesimal e antisimétrica em kl. A derivada covariante de

um campo g> pertencendo à representação cr do grupo de Lorentz tridimensional é dada por

DkV = epk (dpip +  l- A lmpMlmi^j , (4.4)

onde Mki =  —icr*(Mhl)• Aqui Mki são geradores da álgebra de Lie do grupo de Lorentz, 

satisfazendo às relações

~  TlkmMin ^Jln^km 4" km-^-lm 'HlmMkn (^*5)

1 KAWAI, Toshiharu. Poincaré gauge theory of (2+l)-dimensional gravity. Physical

Review D, v.49, n.6, p.2862-2871. 1994.



M u  = -Mik-  (4.6)

Os campos devidos a cada um dos potenciais são a curvatura de Riemann e a torção

R klmn = etlme''n{d^Aklv -  dvA*1» -  A k^ A l\  +  A k^ A l\ )  (4.7)

T kim =  eAlevm{dVkt kv -  d„e%) + e ^ A kmil -  e ^ V  (4.8)

Em 3 dimensões temos a seguinte relação satisfeita

Rklmn =  6kmRln ‘HknRlm 6ImRkn A l]lnRkm ^(^kmVln f}kn^]lm)R\ (4-9)

onde definimos Rki — R mkml e R  = R kk- A derivada covariante no espaço-tempo é então 

dada por

D vV* =  dvV11 +  T^xnVx. (4.10)

Como a derivada covariante do tensor métrico é nula, temos que

g°‘l3Dll(gap) = gapD^e11 aah priab) (4.11)

gafi[(D^eaa)eaP +  =  2 eQaD„eaa = 0 (4.12)

ou seja,

= 0, (4.13)

de forma que temos a relação

D iV k = (4.14)

que, de outra forma, afirma que

A kltl = Tvx„ekvexl +  ekvd ^ vi. (4.15)

Definindo agora

T xlll/ =  eX kTk nv (4.16)

R X Pu v =  eXkel pR k inv (4-17)

obtemos

T \ x = V^Xv-T>lvX (4.18)
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Wuxp  =  dxT \ p -  dpT \ x  +  v \ xv Tvp -  (4 .19)

Das fórmulas (4.15) e (4.18) obtemos

r  V  =  + }  +  K \ „  (4.20)

onde o símbolo de Christoffel é definido por
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e o tensor contorção por

{jL} = ^ 9 XÍ{dpgiv + dvg^p -  d^g^)  (4.21)

4.2-Densidade de Lagrangeana e equações de campo

A Lagrangeana da teoria escolhida é a mais geral possível, sendo quadrática nos campos 

na torção , e na curvatura:

£  = y/^g[Lo + LM(+,Dk+)] (4.23)

L g =  L t  +  L r (4.24)

L r = Oit^mtklm + ß v^vk + (Xklm 4" á (4.25)

L r = aj E klE ki +  a2I hlI kl + a3R 2 + aR. (4.26)

Aqui L m {+, D k+) é a Lagrangeana do campo de matéria e tki,n, Vk e (ikim são as com­

ponentes irredutíveis de Tkim-, definidas por

1 1  1 
ffcim =  g i.'Lklm 4" Tikm) T 4" TjmlVk) ^Okl^m (4-27)

Vk =  T lik (4.28)

Q-klni = g (Tklm "I- Ttnkl T Tlmk) (4.29)

onde E ki ,h i  e R  são as componentes irredutíveis de Rumn

Eki =  2 ^ hl ~ ^ lk) (4.30)
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h i  = 2 ^ kl ^ lk) — ^OkiR

R  =  R k k

e a ,/? ,7 ,á ,a i ,a 2,a 3 e a são parâmetros constantes e reais.

A primeira equação de campo que daí obtemos é

2aRji+4J[ik][ji]Rkl+4:j[kl\ji]Rki—2J[ik^ jk^R—2DkFijk+2vkFijk+2Hij—r]ijLG — Tij 

onde definimos 

Jijkl — 2(23R^ik^ljl 4“ 2?7jfc((2i Eji 4“ Iji) 

D kFijk = e*ik(dflFijk +  Ai™pFmjk 4- A j m ̂ Fimk +  A km ̂ Fijm) 

Fijk — a(tijk tikj) 4“ fi(j]ijVk VikVj') 4” 2^aijk =  Fikj

TT   r p  r p k l   ̂rn  T? k l11 i j  — J-kU-T j  g j k l  - r i

sendo o tensor energia-momentum expresso por Tij e dado pela relação

! rp _  SLMV -gT i j  -

A outra equação de campo é

2D lJ[ij][kl] +  ~ J[ij][lm] — Hijk =  Sijk

com

D lJ[ij][kl] = e^ldpJ[ij][kl\ +Aim pj[mj][kí\ + A j m pj[im][kl\ +AkmpJ[ij][ml] +  +  m pJ[ij\[km]

Hijk = -  ( a +  (h i j  ~ h j i ) -  (p  -  (rjkiVj -  VkjVi) +  (4 7  -  a)aijk = - H j ik

onde Sijk é o tensor de spin definido por

V  9  S i j k  —  e k p
SLm
SAdp

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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4.3-Formas alternativas para as equações gravitacionais de campo

Reescrevendo o potencial Lorentziano como

A-ijp =  A ijn +  & ijp, (4.43)

onde Kijn é o tensor contorção e Al?/1 são os coeficientes de rotação de Ricci

A ij/x =  ~e Cjik Cfcjj), (4.44)

Uma vez que

Cijk =  e" jeXk{dvei\ — d\eiv) (4.45)

podemos obter as equações de campo de forma a separar as partes devidas à curvatura e à 

torção . Por exemplo, o tensor de Riemann fica

Ríjfii/ = Rij/iv ({}) +  Rijiiv (K)  (4.46)
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com

Rijpv — d^Aiji, dyAijn Ai pAjht, -f- Ai vA j —

{ M U  -  M U  + Õ U V U  ~ - i U l U )  =

=  cíx^ í R* „„(O),  (4-47>

onde R ppi/({}) é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

Isto significa que as partes irredutíveis de R l jpv também serão separadas em duas partes, 

de forma a termos

Jijkl =  Jijkl({}) +  Jijki(K). (4.48)

Em particular,

Jijki{{}) = 2a2riikRji{{}) + 2 (a 3 -  y ) rnkr)jiR({}), (4.49)

onde Rij({}) e R({}) são o tensor de Ricci e a curvatura escalar devidos ao tensor de Riemann- 

Christoffel

*«({}) = (4.50)

R ({ } )  =  <4-51)



A Lagrangeana gravitacional pode ser reescrita como

Lo  =  a2iJ*'({})Bt ,({}) +  (a , -  I )  [Ä({})]2 + 0JJ({}) +  Li. +  L'R-  (4.52)

l 't = (<* + y )  <*""<*'"• +  (ß  -  l )  «‘" t +  (7 -  j )  «Um«Um +  <* (4.53)

L'r  = L r -  a 2Ä‘ '({})Ät ,({}) -  (as -  [Ä( { } ) ) 2 -  aÂ, (4.54)

onde usamos a relação

= V=gR({}) -  V=9  ( - \ t klmh lm + \ v kvk + -  2dlt(V=jv»).  (4.55)

As equações de campo ficam então

2aGij({y) + ~(5oí2 +  12ô3)i2ij({})i2({}) — 2a2Í?ifc({})i2jfc({})+

-B)y { « ^ “ ({»Ä H «}) ~ ( j f +  «3)  W O )]2} +  a2%-{2Ä*'({})ÄH(ir) -  Ä({})Ä(iT)}+

+a2fly({})ií(ÍQ  + | ( a 2 + 6a,)IiíA})R„IK) -  2a2R ik({})Rj i (K) + 4J[,*]M(tf)W '+  

+ 4 j M m (K )R k, -  2 + \ ji](K )R  -  2DkFljt  + 2vkF'ijk +  2H', -  V ,(L'T + L'R) = T,, (4.56)

e

-2 a 2AhGjl({}) -  8 (as + y )  +  2 +  ~ A1) JfelM ( 0 )  + 2D‘Jm k l í (K)+

+  ( j í t [tal -  h [‘vm] + a „ ' A  J M[lm] -  Hijk = Sijt ,  (4.57)

onde

<*;({}) =  RiÁU) -  \r j i jRd})  (4.58)

R k,(K) = R mkmi(K), R(K) = R kk(K ) (4.59)

Rijk = +  “0“)  (tijk — tikj) + (j3 — 2 ) (rlijvk — OikVj) +  2 ( 7  — —) üijk =  —Fikj (4.60)

HL = TkliF 'klj -  i TjklF 'kli . (4.61)
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4.4-Equações Linearizadas

Examinaremos agora as equações (4.56) e (4.57) na situação de campo fraco na qual

a \  =  e \  -  S \  (4.62)

e A l} n são suficientemente pequenos para que possamos manter apenas os termos lineares em 

d1 p e A lJ p. Nesta aproximação os índices gregos e latinos não precisam ser distinguidos, e 

usaremos apenas os índices de espaço-tempo. Usaremos também a relação

fffii/ =  rjpu "b hpv (4.63)

com

hpi/ — â ii/ + cii/n' (4.64)

Nas equações a seguir faremos S =  0, pois 5 ^ 0  não estaria em harmonia com a aproximação 

de campo fraco. As equações de campo ficam

2a G j l) -  2dxFpvX'{l) =  Tpv (4.65)

e

Z x ^ {1) = -Sxpu- (4.66)

Aqui definimos

G ^ (1) =  dxd{llhxv) -  ^d[rd„h -  hpv -  ^ A d x d phXp ~  □>*) (4.67)

Ftii/X  ̂  ̂ =  ^Qí A  {tpvX tpXv) A  ^^ i j lpv^X ^/lA^i/) A  2 (XpvX F   ̂  ̂pXv

(4.68)

%xl}u =  °2 {p^ txv  — ^ ^ X u )  +  8 (a3 +  y )  ih,[xdp]G^ +  (ai +  a2)rju[pdpdatp<T X]A

A -[d lldl7{2ait(T[Xu] A 3a2txu'T} — d\d(T{2ait<T +  3a2Í#iJ/ír}]+

+  ̂ (3ai +  a2 -  48o3)» /„ [ ,,va + ^(cn +  a2){dvd[pvX] A gu[xOvp]}A

+a1õcd[l,a x U  + H $ y (4.69)

= — ( a + -̂ -)  (tu}.»— tv/ix)— — 2 ) {1)i‘\ vii~rlvnv\ )+ { ^ 1 ~ a)a\iiv = (4-70)
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Definindo ainda

obtemos

hpi/ — hpV ^rjpi/h

dvhpV = 0

G ^  — - - O hliv — g A417*

Decompondo a equação (4.65) em partes simétrica, antisimétrica e traço

2 a G $  - 3  ( o t +  y )  d x tpvX -  2 (/? -  I )  (Vpudx v x -  d {pVv)) =  T {pv)

2 (o  +  y )  d t X[pV] "t- 2 (/3 — —) d[pVu] — 4 ( 7  — —) d apvX =  T[pV]

2aG(1) -  4 (j3 -  I )  d + A = T 

e tomando a parte simétrica e a divergência de (4.66)

3aZa(„„)(1) = - a ÀSA(„»)

obtemos a equação de primeira ordem para

AUhpv +  BU2hpV + C(rjpUü -  dpdv)Uh = T {euff)

com

A = —a

_  3 aa2
3 a +  2a

C = . Q -{8/3(a2 +  6a3) — 3aa2} — a° 26(2/3 — a) 3a +  2a

rp{e.ff) — t  _  2dxS\t \ — 0,2 fn □ — 9 5 jT-■+1/ — J-pv t u  dxipv) Q(2/3 — a) <JpUv)±

2 a2

3a +  2a
(□T(/ií/) -  ^{■qp„U -  dpdv)T + 2dxdpd{pSu)Xp

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)
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4.5-Termo em hoo devido a uma fonte puntual sem  spin e estática

Neste caso teremos a fonte de campo gravitacional descrita como

Sxp„ = 0 (4.83)
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(4.84)ji _  í Mc282(r) fi =  v =  0;
(0  outros casos.

Para este caso, T ^ 6̂ ^  tem a forma

T0(0e//) =  Mc2{82(r) + ( P  + Q)A52(r)}

T t J f) = Ti  e0ff) = 0 (4.85)

T (ae/ f) = M c2{P -  Q)(dadß -  8aßA)62(r), 

onde (aß = 1,2), A = (d\ ) 2 +  (d2)2 e

a2 + 24 a3 a2
6(2ß - a Y  3 a + 2a  ̂ ^

Tomando os traços de (4.78) e (4.82) obtemos

AUh + (B + 2C)U2h = T (e//) (4.87)

T (eff) = = - Mc262(r) -  2Mc2P A 82(r). (4.88)

Impondo agora a = 0 e aßa2(a2 + 24a3) /  0 e fazendo a integração de Fourier das equações 

(4.87) e (4.88) obtemos

M c2(3a + 4ß) Mc2(a2 +6a3) 2 2 , ^  i a on\
*“ (r) “  Laß lnr -  47T02(q2 + 24a3) lnr + C‘r +  C>' (4'89)

onde Ci e C2 são constantes de integração .

4.6-Relação com a teoria Newtoniana

O movimento clássico de partículas sem spin na teoria de Newton é dado pelas equações



onde U está relacionado à curvatura do espaço-tempo por U =  —c2hoo/2e, sendo que o 

potencial gravitacional satisfaz à equação de Newton
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AU = 4irGMS(r). (4.91)

Esta solução é facilmente obtida observando as condições

3a + 4 0 = J ^ + +  (4.92)
c4

«2 +  6a3 =  0, (4.93)

e quanto à constante de integração C \ , esta é escolhida como sendo nula. Porém, devemos 

notar que as equações para hoo são de quarta ordem no presente modelo.



5-Grupo Conforme em 2+1 Dimensões

5.1-Introdução

A teoria restrita da relatividade presume a invariância do elemento de arco

ds2 =  (da:0)2 — (dx1)2 — (dx2)2 = ds'2 (5-1)

para mostrar que a transformação de coordenadas entre referenciais inerciais se dá por meio

de transformações de Lorentz adicionadas de translações . Isto conduz ao Grupo de Poincaré,

onde

a+  = A (5.2)

Ao estendermos a condição (5.1) para ds2 = ds'2 =  0 vemos que os seguintes tipos de 

transformações também são possíveis:

a) dilatações

a+  = x*1 +  ex*1 (5-3)

b) transformações conformes especiais, geradas por uma inversão (x'* =  A.-2,c/' /x 2), uma

translação e uma nova inversão

= x*1 +  a ^x2 — 2 x^ax.  (3-4)

A generalização do grupo de Poincaré incluindo as transformações (5.3) e (5.4) forma o 

grupo conforme. A invariância conforme foi inicialmente introduzida na física em 1909 quando 

Cunningham e Bateman1 mostraram que as equações de Maxwell são covariantes não apenas 

com o grupo de Lorentz, mas também com um grupo mais geral a 15 parâmetros: o grupo 

conforme. Logo foi mostrado que partículas massivas não são invariantes sob transformações

1 CUNNINGHAM, E. Proc. London Math. Soc., v.8, p.77-, 1909; BATEMAN, H. 

ibid, v.8, p.223-, 1910.



conformes, e em 1972 Barut e Haugen2 elaboraram um teoria mais geral introduzindo con­

ceitos de invariantes conformes de massa e carga. Também foi mostrado por Wess3 que 

o tensor energia-momentum é invariante sob transformações conformes. A principal carac­

terística deste grupo é ser o grupo de transformações mais geral que preserva a velocidade da 

luz4, e que em 2+1 dimensões compõe-se de apenas 10 parâmetros ( 3 rotações , 3 translações 

, 3 transformações conformes e 1 dilatação).

5.2-Relação com grupos ortogonais e geradores de grupo

As transformações de coordenadas vistas anteriormente podem ser linearizadas com a

introdução de uma quarta coordenada: a escala (k ) que fisicamente representa a escala dos

equipamentos de medida. Commo o espaço 4-dimensional é homeomorfo a uma 4-superfície 

inserida num espaço 5-dimensional ( + ,  n, A), então podemos fazer

ija -  Kxa

A = nx2 (5-5)

rjarja -  k\  =  0.

As transformações conforme ficam então

T3 : r)'a =  ria +  A aK

k' = k (5.6)

A' =  2Aarja +  A 2k +  A
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L . ^ f a  T  a3  • 9  =  L b r) ,

k' — K

A' =  A

(5.7)

2 BARUT, A. O.; HAUGEN, H. B., Theory of Conformally Invariant Mass. Annals of

Physics, v.71, p.519-541, 1972.
3 WESS, J. Conformal Invariance and the Energy-Momentum Tensor. Springer Tracts

in M odern Physics, n.60, 1971.
4 FULTON, T.; ROHRLICH, F.; WITTEN, L., Conformal Invariance in Physics, Reviews

of M odern Physics, v.34, n.3, July 1962.



T\ fd dDi ■ T) =  r/ ,

k' =  D -1 «, (5-8)

A' =  DA 

Cz : rj,a = r f  -  C aA,

k' =  K -  2C "V  +  C 2A, (5.9)

A' =  A.

Uma transformação adicional de coordenadas leva-nos a interpretar as equações (5.5) 

como equações de um hiper-cone nulo

K = /o " V  -Tl ' )

A =  /(í?4 — D6) (5-10)

rjAr,A = 0 (A — 0,1,2,4,6).

Neste espaço 5-dimensional nossas transformações , na forma infinitesimal, ficam

T3 : rj,a = r}a + l~ V ry4 -  f

r)'4 = r f  + lQ1aar]a (5-11)

/6 6  1 — 1 a a9 = 9  ~ l 0 a rj

Lz : r/° = r/a + eahrf

V* = r f  (5-12)

rç'6 =  v6

D i  : V ' a =  V a

rf4 — rf  + prf  (5.13)

rj'6 = r f  -  prj4

C3 : T],a = r f  -  calr)4 -  calrf

rf'4 = r f  -  2 /c V  (5-14)
r/'6 =  r f  + 2 Z cV ,

ou simplesmente

rj'A = Ar Tjb (5.15)
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com Ag sendo os geradores de rotação do grupo SO(3,2). Significa que nosso espaço interno 

é homeomorfo a um espaço 5-dimensional que se transforma segundo o próprio SO(3,2).

Os geradores diferenciais do grupo são dados por

M ab  = -i[rjAdB -  Ob Oa ) (A ,B  -  0 ,1 ,2 ,4 ,6) (5.16)

no espaço 5-dimensional rjA. Para obtermos os geradores no espaço físico, fazemos as identi­

ficações

Pa = Mae A M a4 (a, b =  0,1,2)

lab “-- M ab

d =  Me4 

ka = M ae -  Mal,

ou seja,

Pa ~  ida  

lab — £bPa &aPb

d = X a p a 

ka = (2xax b -  x2Sba)pb

A ação dos geradores de transformações em um campo de matéria T(xa) são obtidas pela 

exigência da invariância das equações de campo de matéria pelo grupo de transformações

\I>'(a;') =  S'(A)\E,(;r) onde x' =  Ax, (5.19)

sendo que S(A) deve ser determinado por esta exigência de invariância, o que significa uma 

característica do tipo de campo(espinorial,vetorial,escalar,etc). Concluímos então que a ação 

dos operadores é em geral dada por

G<Ü(x) = V'(x) -  V(x) = g<H{x) + S{A)V(x),  (5.20)

sendo g o gerador de transformações para um campo escalar (sem simetria interna) e G o 

gerador de transformações para um campo qualquer. Assim, para nosso caso, as ações dos
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(5.18)

(5,17)



operadores de transformações ficam

Pa$  = p aV 

L abV  = l abV  + £a61'
DV = d<S> + A ^  (5.21)

KaV = ka^  +  KaV -  2xb(gabA  -  Ea6)^ ,

onde Ea&, A, and Ka representam S(A) para cada setor no grupo conforme.

As relações de comutação para o grupo conforme são no espaço r)A as relações usuais 

para grupos ortogonais

- í [Ja b , J cd ] = Va d J bc  ~ t\a c J bd  -  Vb d Jac + Vb c Jad  (5.22)

e usando (5.17) obtemos relações no espaço-tempo

“  \ L a l) ,  L c d \  =  VJadLbc 'HacLbd 'HbdL/ac  H "  TjbcLadl

l [ L ah, D ]  = 0 ; ~[D,D\=  0l l

~[IJab') Pc ] — VbcPa ]̂acPbl

~[Lab-) A c] — Tj\)CI\.a TjacPi) l

~[Pa , K b ] = - 2 (VabD + L ab) (5.23)l

~[Pa , D ) = - P a ; - [ K a, D } = K a
l l

-[Pa ,Pb ] = 0 ; ~[Ka, K b\ = 0.
I l

5.3-Forma-conexão e forma-curvatura a valores na álgebra do grupo

Ao generalizarmos as propriedades de invariânciaj^gira transformações de gauge de se-j ^
gunda espécie somos levados a generalizar a derivada ordinária para

D,i — dp + iA p, (5.24)

onde é a forma-conexão, que com a ação de um elemento g do grupo transforma-se

mediante

A p ->• g ~ 'A pg +  ig ^d ^g .  (5.25)
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Para o grupo conforme na representação ortogonal temos

= \ a$ b Ja b  (5.26)

sendo JAB os geradores do grupo. Para obtermos A no espaço-tempo fazemos as identificações

< [ c ]  = l ( A f  +  A f )  (a, 0 =  0,1,2)

A f \ L \  = A f

-4,.1-D] =  4 '  (5.27)

a ; i k ] = r ' ( A f -  A f ) ,
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de forma que

A ,  =  +  A‘ [P]P„ + A;[K]K„ + A^D )D .  (5.28)

A derivada covariante para o grupo conforme fica então

D„<6 =  [d„ +  i(±A-;{L]L.t + A-{K\K„ + A;(P]P„ + A„[£>]D)]*. (5.29)

A forma-conexão se transforma segundo (5.25), ou infinitesimalmente, para 

g =  (1 +  ieABJAB), mediante

eA B
-»• J cd I-Â  — Ja b Õ ^ ab  (5.30)

Para transformações de Lorentz temos

para translações

5LAl[P] = - S ^ A ^ P ]

sL A?[L] =  1 +  A i d[L]sa-5 -

SLA f [D] = 0 (5.31)

Sl AUK] = - S ^ A ^ K ) ,

5PAl(P] = A l c[L]Sac -  Sa‘ A„[D\ -  d„5aa 

SpAf[L\  = 2(í0‘a;[JT] - í o M ‘ [JT])

SPA r [D] = -2S«.,A;IK] (5.32)

SPAl[K\ = 0,
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para transformações conformes especiais

Sk a ;[p ] = o

6k A?[L] =  2(ícM * [P) -  Sc'AHP))

6k A,\D\  = 2íc:“.4a„(P]

í k a ; i k ) =  -  Sc‘A„(D] -  a„Sc‘

e para dilatações

SdAIIP] = -SpAllP]

sda i *\l ] = o 

SoAp[D] = —dpSp 

6d A;(K\ = SpA“(K].

A forma-curvatura é dada pela derivada exterior da forma-conexão

G = dA + [A, A] 

que, sob a ação de um elemento g do grupo, se transforma mediante

G - ^ G f l r .

Na representação ortogonal

=  \ g + J ab

d A B  _  O  a A B  _  o  a A B  _  í a A  a C B  _  a A  a C B \
^  pv — upA u (Jv A p \A CpA v A CvA p )

e no espaço-tempo

< V  =  G‘ilL]L.i + G‘ [P]P. +  G‘ [K]K. + G„,[D)D

com

G;AP] = a„Al[P] -  d„Al\P) -  (Al„[L)Al\P) -  A ‘„\L]Al[P]) 

+ (Al{P]A„{D) -  A t i r a m  

G l l W  = d„A?[L] -  Õ,A*[L\ -  ( A ^ L j A ^ L )  -  A%[L]A?[L]) 

+  2 (a ;{p )aH k)  -  A\[P\AI[K\) -  2(A;[P]A‘ [X] -  a H p ] a h k d  

g „ 4 d ]  = a„4„(i)] -  a„Ar [D] +  2( a i \ p \ a . , [ k \  -  a i [ p \ a . , \ k \ )  

G%{K] =  d„Al\K\ -  dvA%[K) -  (A%[L\Al[K\ -  A%,[L)Al[K\) 

+ (a;{k]a„{d]  -  a:{k]a„{d)) .

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
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As transformações de gauge ficam finalmente
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h G ; „ { p ]  =  - í < g ‘ „[p ] 

hG%,[L\  =  -S u > Z G ? M  +  G ~  [L\SwZ 

ÍLGf ,[D\ =  0 

h G % [ K \  =  -SwZGZAK}

SpGlÂP] =  G“  [í]ínc +  S a - G ^ D ]

SpG;h„{L] =  2(ío1GÍ„[ü:] -  <Sa“G‘ „[fc])

Sp G^ID]  =  -2i«„67„,[A-]

■5k GJ„[P] =  0

í* -G ;t[i]  =  2 (í;g J „ [p ] -  6 + I A P } )  ( s .« )

S k G ^ D ]  =  2 <Sc“G„„„[P] 

í KGJ,[Jf] =  G ^ [L ]íc0 -  Jc“G „ „ p ]  

f o G ^ P ]  =  -ip G J,,[P ]  

fcG JtlL ] =  0 

Í dG J D ]  =  0 

Í dG;„[A] =  íp G J J /í] ,
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6.1-Triadas

As teorias de gauge gravitacionais diferem das teorias usuais de Yang-Mills por apre­

sentarem uma forte relação com o espaço-tempo, ou seja, o espaço interno é isomorfo ao 

espaço tangente ao espaço-tempo. Este isomorfismo é representado pela forma-solder

S = I ahai d x ^  (6.1)

cujas componentes são as triadas (no espaço-tempo 4-dimensional são tetradas). Quando o 

espaço interno não passa de uma simples transformação de coordenadas do espaço tangente 

TXM  do espaço-tempo M, as triadas são dadas por

K  = ^  = d^ a- (6-2)

Nestes casos não temos um campo gravitacional verdadeiro gerado por este ” campo” de

triadas, e sim forças fictícias como a centrífuga e a de Coriolis. Entretanto, quando os h“ não

são integráveis, podemos definir um campo gravitacional verdadeiro que não se anula com 

nenhuma escolha de coordenadas. Estas triadas, e suas inversas

K K  = s; ; h ' X  = Sl (6.3)

nos permitem uma classificação dual das quantidades físicas, uma vez que existem dois tipos 

de índices relacionados entre si. Em outras palavras, a partir de qualquer tensor de gauge 

podemos construir um tensor no espaço-tempo mediante

v fl = h^va ; Vfl = h“va. (6.4)

Da mesma forma, a métrica r/a6 é projetada no espaço-tempo por meio de triadas, ou 

seja, a métrica é expressa por

9nv — 9 abh ph v. (6-5)



0  campo associado a estas triadas é a torção , que é dada em componentes por

T L  = -  9r hl)  -  hl A l ,  +  h»mA l ,  (6.6)

onde A^1 é o potencial de Lorentz da teoria.

Porém, introduzir tal campo e tal potencial em tuna teoria de Lorentz é um tanto fora 

do convencional para as teorias de gauge, onde definimos os potenciais pelas relações

—)• dfx +  i An

A ^ U g ^ A ^ g  + ig ^ d ^ g  (6.7)
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d/x —> dfj.

g 1hllg , (6.8)

de modo que o campo em geral

G =  Da A  (6.9)

fica para as triadas

T  =  L>a S (e não Ds S), (6.10)

onde Da é a derivada covariante para o potencial A. Um argumento utilizado para tal escolha 

é o fato que em uma teoria de gauge para o grupo das translações a triada seria expressa pela 

prescrição de acoplamento minimal

h i  = s; + B (6.11)

onde é o potencial (componente da forma-conexão) da teoria, e as propriedades dinâmicas 

das triadas seriam as mesmas do potencial. Assim assumiríamos um potencial do tipo

T = A + S  (6.12)

e teríamos para o campo

G = T  + R  = Dr T = Da A +  DAS. (6.13)



Entretanto, a melhor forma de introduzirmos triadas na teoria é por meio de uma real­

ização não linear de uma teoria mais completa, como a teoria de gauge do grupo conforme. 

Neste caso generalizamos a definição (6.2) para

hl  = D y x \  (6.14)

onde Dy, é a derivada covariante para o grupo conforme.

6.2-Realização não linear

Uma das razões para a utilização da realização não linear é que ela permite a redução 

de uma simetria de gauge G para uma sub-simetria H , mediante uma quebra espontânea de 

simetria. Aqui a utilizaremos também para obter uma representação na qual alguns potenciais 

se transformam covariantemente.

Vamos supor que um campo de matéria 4/(x) se transforme linearmente sob a ação do 

grupo conforme segundo

\]/ —>■ D(g)\I/ (6.15)

com g £ G e D(g) sendo uma representação matricial de dimensão finita de G.

0  primeiro passo para a resolução do problema da realização é a definição de uma matriz 

(L^ap,  cujos elementos são variáveis de campo1. Esta matriz, que chamaremos de matriz 

redução , estará sujeita a um número de restrições algébricas:

a) a matriz L (p deve pertencer ao grupo G, i.e., a sua auto-representação . Isto objetiva, 

para qualquer representação de dimensão finita, obter um funcional D(L(p) bem definido.

O número de campos independentes, é a, necessário para parametrizar é portanto

menor ou igual à dimensão de G:

b) sob a ação do grupo G os campos que constituem a matriz redução transformam-se de 

acordo com

L<j> -A- gL<j>h~1(4>,g) (6.16)

onde g £ G e h((f>,g) £ H\

c) sob a ação do subgrupo H, a matriz redução se transforma como

1 SALAM, A.; STRATHDEE, J. Phys. Rev., v.184, p.1750-1969.
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(6.17)



Segue então, de (6.16) que o funcional D{L^) se transforma para

D(L+) D ig L ^h -1) = D(g)D(L4>)D(h~1), (6.18)

de forma que o campo definido por

^  = D(L(f>- 1) ^  (6.19)

se transforma como

x/) = D (h)íp  ̂ (6.20)

onde h = h(cj)^g) é, em geral, uma estrutura não linear que depende dos campos (j)a que 

parametrizam L^.

A mais simples forma de se obter é a adotada por Coleman, Wess e Zumino e ante­

riormente por Kibble2

L* =  e+'A, (6.21)

onde A a representa os geradores de G que não estão contidos na álgebra de H.

Consideremos agora o problema de definir um operador de derivada covariante para a 

realização não linear (6.19), pois é evidente que a derivada ordinária não é covariante

-► D ( h ) d ^  +  dpD{h)ij>. (6.22)

A fim de sermos capazes de construir equações de campo covariantes é essencial que possamos 

definir um operador covariante assemelhando-se à derivada.

Vamos inserir ?/> em alguma representação linear D(g)

t  = D ( L ? ) *  (6.23)

e definir o operador A ̂

A ̂  = D ( L ^ ) d ^ ,  (6.24)

o qual é claramente covariante. Entretanto não podemos adotar como sendo o operador 

desejado, pois ele depende da representação D(g). Escrevendo então

A ^  = d ^  + D{L~l )d,1D{L<j>)^. (6.25)
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2 KIBBLE, T.W.B. Symmetry Breaking in Non Abelian Gauge Theories, Phys. Rev., 

v.155, p. 1554-, 1969.



A matriz D~xdyD pode ser simplificada se usarmos a restrição L<f, £ G para todo x. Em 

particular,

■̂(j)1 {x )L$(x +  5x) — 1 +  5x yL <̂1 dyLff, +  ... (6.26)

é uma transformação infinitesimal de G. Segue então, que as matrizes L ^ 1 dyL^ pertencem à 

álgebra de G. Daí podem ser expandidas na forma

L ^ d y L f  = ( L ^ d y L ^ i S i ,  (6.27)

onde as matrizes Si constituem a base da álgebra. Na representação D(g), onde os geradores 

infinitesimais sí são representados por Si, a expansão (6.27) toma a forma

D {L^)dyD {L^)  = ( L ^ d y L ^ S i .  (6.28)

De acordo com (6.16) encontramos que (6.27) se transforma pela regra

L ^ d y L j ,  -A h i L ^ d y L ^ h - 1 + hdyh~ \  (6.29)

Neste ponto já  podemos ver a presença de um termo não homogêneo pertencendo à 

álgebra de H. Isto significa que os campos ( L ^ d y L ^ i  podem ser divididos em dois conjuntos: 

um transformando-se covariantemente enquanto o outro contém a não homogeneidade.

Vamos supor que a base algébrica Si seja escolhida de forma tal que se divida em duas 

componentes m a e nj, que se transformam independentemente sob H. Vamos supor ainda 

que m a constitua a base da sub-álgebra de H. Assim

L^dyLtf,  =  T yam a +  A Dy4>bnb (6.30)

o que deve ser encarada como a definição dos campos Tya e Dy<j>b. Os termos de não homo­

geneidade afetam apenas Tya', os campos Dy(f>a serão interpretados como a derivada covariante 

dos campos <f)a em termos das quais a matriz redução é parametrizada. O parâmetro real A 

será fixado pela normalização do termo cinético associado a 4>a.

Correspondente à transformação (6.30) nós temos na representação D(g)

D i L ^ d y D ^ )  = TyaM a + \Dy<t>bN b, (6.31)

a qual substituída em (6.25) nos dá

A y-fi — dy%b +  iTyaM a^  + í XD y(f>b N ò l/> . (6.32)
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Disso podemos definir a derivada covariante independente da representação

D „0 = d ^  +  (6.33)

Consideremos agora o caso de um grupo de gauge G do tipo Yang-Mills tal que

'F(x) D(g)^(x), g = g(x) E G. (6.34)

Já sabemos que a derivada ordinária em uma teoria de gauge é generalizada para

Dp* = (ÔM + iApiS*)*, (6.35)

sendo A )Ll os potenciais de gauge e S ‘ os geradores do grupo de simetria.

Desta forma a derivada covariante deve estar contida no operador

A ^  =  D i L - 1) ^  + iA piS i)'$, (6.36)

o qual pode ser simplificado para

A IAt/> = (dll + iB IAÍS i)il>J (6.37)

onde B^i é o potencial modificado e definido por

By. = ApLf/y +  (6.38)

que se transforma por

B p -► hB ph~l +  (6.39)

Esta regra de transformação significa que o operador A p pode ser separado em duas partes 

covariantes

A ^  =  +  i \ ( D ^ h) N brl> (6.40)

sendo Dpip a derivada covariante não linear

D ll^  = (dl t+ i B liaM a)^  (6.41)

e Dp(f>a a derivada covariante dos campos 4>a

\ D p<f)a = B pa. (6.42)
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Seguindo a sugestão de Saiam e Strathdee3, utilizaremos para o grupo conforme

L<j, =  e i * - P + i 4> - K - i * D  (g  4 3 )

de forma que definindo os novos potenciais

= L-^ -  i L ; l d , L t  (6.44)

(6.46)

4  = L; ' Ai m L* -  <6-46)
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Lü = L 2 ' A r [ D } L x - i L í idt L t . (6.47)ti — -“4, -rín[J-'\-LJ4> °-LJ4>

Teremos a derivada covariante dada por

=  [3„ +  l- A a\ [ L ] L ai}i> (6.48)

e a derivada dos campos mediante

D »x* =  u,“ (6.49)

D , r  =  õ>- (6.50)

D^cr = -íV/x. (6.51)

As leis de transformação ficam agora

-> huj^fxh-1 -  ihdfxlT1 ■ L ij (6.52)

l -* huiph 1 (6.53)

4  h ü ^ h - 1 (6.54)

u)[x —t hujfxh , (6.55)

ou seja, os potenciais e ui  ̂ se transformam covariantemente. Além disto, identificamos

nas relações (6.49) e (6.53) a definição de uma triada, de forma que as triadas em nossa 

representação ficam

K  = (6.56)

s SALAM, A.; STRATHDEE, J. P hys. R ev., v.184, p.1760-1969.



Os novos campos são agora definidos por

F y ^ L ^ G y v L j ,  (6.57)

ou, em termos dos novos potenciais,

r \ „  = -  « . « ?  -  « > ? )  + 2 K 4  -  -  0* 4 + 4 « ;)  <6.58)

T \ „  = a„w; -  ó u ;  -  -  u.c> j )  +  (6 .59)

t flv =  9yü)u — dvU)y — (cJc#1Õ)l/ — — (üjpUv — LÜ̂ÜJy) (6.60)

dyU)„ — dvUJy +  2(cj“õ)al/ — U>“ü)a/1). (6.61)

6.3-Relações com o espaço-tem po

Conforme já  havíamos visto, o tensor métrico no espaço-tempo é a projeção do tensor 

métrico no espaço de grupo por meio das triadas

9ap = riabuâwp. (6.62)

A fórmula Diigap em coordenadas locais cartesianas com Ta = 0 fica então

Dpgyv = dpgyV =  0 (6.63)

e como D pgpu é um tensor, concluímos que a derivada covariante do tensor métrico deve ser 

nula

Dp,gap =  0. (6.64)

Usando a relação (6.62) concluímos que,

Dy0jaa = 0 (6.65)

ou, de outra forma,

D iV k = w í^ jA V '* . (6.66)

Como a conexão afim é definida por

= duV11 +  r ^ V A (6.67)
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= -r ;X " í -
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então, das relações (6.66) e (6.67) concluímos que

OU

r j ,  =  - A k, + Xu,*k -  u {a„u ;

Definindo agora

obtemos

TÀ   Xrpkyv — ^ k 1 yv

T X n v  —  —  S^lü̂

a qual reconhecemos como uma generalização do tensor torção. Temos ainda

r  yv — +  R  yv ~f~ D  nv,

onde o primeiro termo representa os símbolos de Christoffel

{yv} — 2 3 ^{pyQiv + dug£n dçgyj/).

o segundo o tensor contorção

jy- X    A  ( rP^í   rp X   rp  X \
Mv P v

e o terceiro um tensor adicional relativo às dilatações

D\nv — g^tox Q X v ^ y -  

Definindo ainda a projeção do tensor mediante

s i s =
=  í íA",u, +  (íjw füij -  ÍJwJii* -  +  ijw íã ij),

obtemos no primeiro termo acima o tensor de Riemann

JDX   o  p À    o  p A  . p À  p e r    p À  p e r
■T^pyv —  u y L pv  C / | / l  p p  “ r  r  p j /  r  « r p 1  p i / ?

acrescido de termos devidos às transformações conformes especiais.

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
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7-Modelo de Interação Gravitacional com o Grupo Conforme

7.1-Introdução

0  movimento de partículas em um campo gravitacional Newtoniano em 2+1 dimensões, 

segundo a teoria clássica, é determinado pela equação

r = — = —V4>, (7.1)
m

onde (f> é o potencial gravitacional determinado pela equação de Newton.

Podemos generalizar a equação acima considerando o grupo conforme, e impondo que o 

campo gravitacional interaja com partículas, realizando transformações conformes nas coor­

denadas do espaço-tempo. Teremos assim uma métrica na forma

ds2 =  f { x tT)r)fll,dx^dxv  ̂ (7-2)

onde rj/xi, é o tensor métrico Minkowskiano e f [ x a ) é uma função das coordenadas do espaço- 

tempo x a. A aproximação para campo fraco no modelo é dada pela métrica

ds2 =  (1 +  e<p)(c2dt2 — dr2 — r2d62), (7.3)

onde e é um número pequeno e (p é uma função das coordenadas de espaço-tempo. Para um

potencial circularmente simétrico e estático, devido à simetria do problema, obteremos

(p = 2 (7.4)

onde o fator 2 objetiva identificarmos o campo <f>(r) com o potencial Newtoniano, e sendo o 

parâmetro e dado por

£ = ~2- (7‘5) cz

A métrica (7.3) fica então na forma



onde (J) deve ser o potencial gravitacional Newtoniano, como veremos adiante. Podemos

utilizar a forma (7.6) mesmo para campos fortes, pois em geral teremos

<>= °2(/2~ 1)- P-7)

O potencial Newtoniano para o caso de simetria circular e campo estático é obtido a 

partir da equação

l í  (rt )  = - 4*GAM ’ <7-8>
onde A(r) é a densidade linear de massa. Na forma integral temos

£  V<̂> • ndl =  —4ttGX. (7-9)

A solução da equação (7.8) é

(j) = 2G\\n  , (7.10)

de forma que para este caso obtemos

7-Modelo de Interação Gravitacional com o Grupo Conforme ______________________  65

dsÁ
4 GX ( a \

1 +^ lnU (c2dt2 — dr2 — r2dê2). (7.11)

7.2-Grandezas dinâmicas

A ação do movimento de uma partícula segundo a relatividade restrita é

S  =  —moc j  ds, (7-12)

onde mo é a massa de repouso da partícula e ds é o elemento de arco. Podemos estender esta

definição para o caso gravitacional usando o elemento de arco (7.6) a Lagrangeana será então

dada por

£  = -m „ C2( l  +  ^ ) ^ l - ^ - ^  (7.13)

e o momentum generalizado fica



ou, em componentes,

P r = ^  = 7m ° r] / l  + ^ -  (7.15)
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P$ — A — — ' j L y  1 H— —, (7.16)
d C  r / 1 , 2 <f>
~dè

onde L =  rrior29 é o momentum angular Newtoniano e a energia é dada pela transformação 

de Legendre

£ = P.v -  jC =  m0c27 ( l  +  . (7-17)

Esta é a energia relativística total de uma partícula em um campo estático, conforme Landau 

e Lifichitz2.

A Hamiltoniana pode ser obtida a partir das equações (7.15), (7.16) e (7.17)

(, 18)

e como o sistema é conservativo temos que

ff + f = 0 .  (7.19)

Assim podemos escrever a ação S  na forma separável

S = - £ t  + W(r,  A, £) +  A0, (7.20)

onde W  é uma função de r e das constantes de movimento A e £. Lembrando que

dS dW
= = ^  <7'2l) 

A - P , - %  P.22)

obtemos
c2 í d W  
£ \  dr

que é a equação de Hamilton-Jacobi para o movimento de uma partícula em um campo 

estático e circularmente simétrico. A equação (7.23) pode ser resolvida e nos leva a

w = N 1̂ P -  ( ”*0V  + ^ )  ( l  +  dr (7.24)

2 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. C ourse o f theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc.,1989.



e finalmente a uma ação

S = J ̂ -(mo2c2 + 1̂ j (i+̂ydr + \JX + ^ Le ~ £t• (7‘25)
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7.3-Limites Newtoniano e Relativístico

Supondo que ^  seja um número pequeno, podemos expandir as expressões (7.13) a (7.17) 

de forma a obtermos o limite Newtoniano. Neste caso obteremos os momenta

Pr -  rm0r ^1 +  «  7m0r (7.26)

Pg =  j L  ^1 +  ^  +  ...^ ~  7 L  

que são os momenta da teoria relativística. Para a energia obtemos

6 = m 0c27  ^1 +  ■ (7.27)

No limite de baixas velocidades temos que

P r  ~  mor, Pg ~  L  (7.28)

2

S «  m0c2 +  +  m0<£, (7.29)

que são os valores da energia-momentum da teoria de interação gravitacional Newtoniana, 

confirmando a interpretação de <j> como um potencial Newtoniano. A Lagrangeana, a menos 

de uma constante, fica

C = r̂ -  -  mo<j) = K - U , (7.30)

onde K  é a energia cinética da Mecânica Clássica e U é a energia potencial gravitacional na 

teoria de Newton. Esta Lagrangeana leva-nos à equação de trajetória (7.1)

f  =  -V<f>. (7.31)

Similarmente, no limite <f> —Y 0 , obtemos

P r  =  7  m 0r, Pg =  7  L (7.32)
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ou, em geral

P  =  'ymov
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(7.33)

S = 'ymoc2 (7.34)

que são os valores previstos pela Relatividade Restrita. A Lagrangeana neste limite fica

62 \  0ds
C = - m 0c2 ( 1 +  J  = (7.35)

o que é o resultado reconhecido como a Lagrangeana da Relatividade Restrita. Na ausência 

da gravidade a ação por sua vez é

J Í
<-y2 Ç _2 2 J2

2 m02c2 H-----— l-LO ~  7^ot- (7.36)

7.4-Desvio da luz em um campo circular estático

A trajetória de uma partícula com a ação dada em (7.36) pode ser obtida a partir da 

condição
dS
3L ~  °- (7'37)

originada do princípio que a ação não varia se for modificada uma das constantes de movi­

mento. A equação daí obtida é

í  =  f  U r   (7.38)
£02/c2 -  (m02c27  2 +  L2/ r 2)

e usando agora o novo momentum angular A = ^1 +  2 e usando apenas o termos de

mais alta ordem no numerador obtemos

6
r

í ^  (7.39)

Com o fato que L = bPo = ■—gfi onde b é o parâmetro de impacto e vq é a velocidade da
t p  __  C

c 2 L 2  —  ò 2 v o 2

c» 2  2

partícula no ponto mais próximo à fonte, obtemos -A-? =  ,2C 2 e a equação (7.39) fica
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Aplicando esta equação para a trajetória da luz temos

dr

69

6
/ j . / T, J i  0 + 3 ) ’

V ò2 r2

(7.41)

resultado que em 4 dimensões leva ao light-bending do sol2.

0  desvio da luz no campo com simetria circular em 2+1 dimensões pode ser obtido 

usando o potencial dado em (7.10), de forma que

dr
d =  [ ___________

J  -2 ./77T i + 2 K  \ n ( a / r )  12
(7.42)

Diferenciando a equação acima em relação a u(B) = -  obtemos

/  t \ 2  1  2(« ) = j ã - w 4 2K , , a'1 H y  M™) (7.43)

e após nova diferenciação em 6 chegamos a

2k
u' ju "  + u +

u
uln(au) H— =  0.

Nesta equação podemos descartar a solução u' =  0 uma vez que ela leva a r =  constante, e 

como fótons têm energia total positiva, concluímos que esta solução não tem sentido físico, 

pois resulta numa trajetória circular. Ficamos assim com a equação

2 K
u" + u + 1 / \ u u In(ait) +  — 0. (7.44)

Procuramos uma solução aproximada na forma

u = uq + eui, (7.45)

onde Uo = co)|e , A é constante e u =  uq é a solução clássica de trajetória retilínea e ainda 

e = é um parâmetro pequeno. A equação para o termo em u\ fica

ux +  tíl =
cos B

ln cos B +
cos B

A  ’
(7.46)

2 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. C ourse o f  theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc., 1989.



cuja solução é

u\ =  —— [0 sin 9 +  cos 9 ln cos 9 — sin 9L(9)\, (7.47)
Z i T .

onde L(9) é a função de Lobatchefsky dada por

L ( 0 ) = 0 1 n 2 - i f ) ( - l  (7.48)
Z Tt

71=1

Para aplicar os resultados obtidos a uma corda cósmica (string), observamos que tra­

jetórias assintóticas são dadas por r —> oo(u —>• 0) e como o ângulo de desvio dos raios de luz

em um lado do string é 5 = j  — 9, teremos em primeira aproximação
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( | - í ) + í l n í - | l n 2 ] ,  (7.49)

onde usamos o fato que para S pequeno s in í «  S e L( y — S) «  7r/21n2. Obtemos então

£i =  7r£( 1 ~ l n 2 ) . (7.50)

Para um raio luminoso que passa no lado oposto ao primeiro, fazemos 5 = j  +  9, e obtemos 

da mesma forma
7re(l +  l n 2 )

s2 = — -4—

de modo que a deflexão total é

(7.51)

D = 8l + 52 = (7.52)
cz

O déficit angular causado por esta deflexão será então

2Kn  4GÀ7T
A -  —  =  —  (7-53)

Do resultado acima vemos que a deflexão independe da distância ao string com que o raio de 

luz passa. O mesmo resultado é obtido pela Relatividade Geral. Por outro lado, o valor da 

deflexão dado em (7.53) é metade do valor previsto pela RG. Além disso, a métrica (7.6) não 

é solução das equações de Einstein em (2+1) dimensões.

Vale salientar que utilizando a métrica (7.6) podemos obter os três principais testes da 

RG: o desvio gravitacional para o vermelho, o desvio da luz por um campo gravitacional e o 

avanço do perihélio de Mercúrio1.

1 STEDILE, E.; LUCINDA, J. Relativistic Flat Space-time Approach for gravity , Physics 

Essays, v.8, n.2, p.225. 1995.



8-Equações de Campo

8.1-Lagrangeana

Nosso objetivo agora é estabelecer uma teoria de gauge do grupo conforme mais geral 

possível, de forma que possamos identificar um limite de aproximação igual à solução da teoria 

de Newton. Devemos manter a ação invariante por transformações do grupo. Um tipo de 

densidade de Lagrangeana invariante é

£ = (8.1)

que é utilizada em teorias de Yang-Mills. Entretanto, em uma teoria invariante conforme 

temos que os diversos setores são linearmente independentes entre si, de forma que uma 

densidade de Lagrangeana mais geral na forma (8.1) é

C =  Cl +  Cp + Ck  +  Cd (8.2)

com Cl ,Cp ,C k ,Cd quadráticas nos potenciais f,T,t e F, respectivamente.

Para o setor rotacional temos uma relação muito útil que modifica o formato da La­

grangeana neste setor. Da definição de / “() em (6.58) temos evidente a antisimetria em a, b e 

ji, v. Assim, há 9 componentes independentes em / “£. Por outro lado, a contração f l  = 

tem também 9 componentes, de forma que / “£ pode ser expressa em termos de f l . De fato, 

utilizando as propriedades de simetria de / “£ e o fato que f „ é  a contração de / “£ obtemos

C  = < / í  -  < í l  -  +  " b ;  -  \ ( “> l  -  (8.3)

com /  =  Assim uma Lagrangeana mais geral será dada em termos de /*, e não em

termos de / “£.

Além disso, como a métrica g^v = û Lú̂ rjai, é dependente do potencial ui“, e como só 

obteremos as componentes irredutíveis se todos os índices estiverem no mesmo espaço, ex­

pressaremos todos os campos no espaço do grupo. Assim teremos os campos
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T klm — (jjfiú^daOJp — dpu>a) — UkmctLúf +  UJkla^m +  í f ~ u at (8-5)

t klm =  U3fuj^[daÜ)kp ~ dpÜk -  ( 4 a 4  “  ^  cp^l) ~  ( 4 W/Í “  &&<*)] (8-6)

Fkl =  u fa í(dpU<r -  daUJp) +  2(ufükp -  “>lpUt%). (8.7)

As densidades parciais de Lagrangeana ficam agora

CL = aiE klE kl +  a2I klI kl + a3P 2 (8.8)

Cp = a f klmf klm +  0 v kvk +  7  aklmakim (8.9)

=  ggklmgkim +  vukuk +  pbklmbkim (8.10)

CD =  bFklFkh (8.11)

onde definimos as componentes simétrica sem traço, o traço e a antisimétrica de T por

yfcZm _  Içjiklm _|_ j iklm^ ^mlyk^
2 4 2

vk = T lík (8.12)

o mesmo para t

ttklm — g {Tklm +  Tmki -|- Timk)

gUm = +  t lkmj + I^ m ^ Z  +  ^m l ^
2 4 2

uk = t lik (8.13)

e, finalmente para P,

1
Uklm — tklm “1“ tmkl H~ tlmk)

jkl _ \rqklp
2 3

E kl =  ) ( P kt — P tk) (8.14)

P  =  P k.

A ação total é agora dada por

7 =  J + Cp +  Ck  +  Cd ) +  VdCMd3x, (8.15)



onde g=det(g/ll/), Cm  é a densidade de Lagrangeana do campo de matéria e a integral se 

estende sobre todo o espaço-tempo 3-dimensionaI.

8.2-Equação de C am po = 0
(à

As equações de campo são obtidas conforme o procedimento usual em teorias 

Lagrangeanas, ou seja minimizando a ação I

61 = 0 (8.16)

o que equivale a fazer
d(^gC) d(^gC) _
d & Ã ê \  ~  ~ d Ã 7 ~  ~  ’ (8'17)

onde Afj, é cada um dos potenciais da teoria. Teremos assim 4 equações de campo, uma para

cada potencial. A equação (8.17) para ui1̂ fica

1 9\/g dCc dt,\fg dCc dCc , x
 * T C‘ +  “ W ã 7  -  J  flífl ., > -  fl,fl . .7, =  -T ,„  (8.18)
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ÜJ
”  y/g d u ^ c ' " " d u i  y/g d{dv^ )

onde definimos o tensor energia-momentum por

T i j = ^ j —  (8.19)

e usamos Cc = Cj_,-\- Cp + Ck  + Cd - A s derivadas de y/g podem ser determinadas lembrando 

que a diferencial do determinante é obtida da seguinte forma

a  r  1 dg

= — g ^ d g c f  (8.20)

=

Assim o primeiro termo de (8.18) fica

1 d V9 1 aB^gap
" * ^ ã c r  2"*» M

— Vij') (8.21)

onde usamos o fato que

9a(3  —  (3' (8 .22)



0  terceiro termo simplifica-se usando novamente (8.20) e (8.22)

dvsfg _  1 
V? “  29 dv9af}

= u?dvu,Z. (8.23)

a) Termos em Cp:

Para determinarmos os termos em Lp  na equação de campo precisaremos dos seguintes 

resultados:
8 T k

'mTT =  K < í f  - 4 X Í ? )  (8.24)

8-Equações de Campo _______________________________________________________  74

d(d„u'J
flrpk

-  a ^ l )  -  -  < v 4 )

+w“o;í,lWfema — WfüjfnUk[a ~ (8.25)

Por simplicidade trataremos inicialmente o termo em a : C =  f klm fklm- Temos que

^  O rkltn d fklm
t t = 2 /

d(d«/^) d(dvu l)

= 2ft,mã ( i ^ [T̂ + b miv' - b klvm]

= 2fk,mã ( é j r ) T^  ( 8 ' 2 6 )

onde usamos o fato que a contração em quaisquer índices de /  é nula

j k k m  _ j k m k  _ j : m k k  _ q  ^g 2 7 ^

Usamos ainda o fato que se Tt] é um tensor simétrico em ij  e S é a simetrização em i j , então, 

para um tensor qualquer A tj

TijS(Aij) =  TijAij. (8.28)

Outras relações semelhantes que utilizaremos são

AijSiBij)  = S(Aij)S(Bi:j) = S(Aij )Bij (8.29)

AijA(Bij) = A(Aij)A(Bij) =  A(Aij)Bij  (8.30)

onde Aij ,Bij  são tensores arbitrários, A é a operação de antisimetrização e S  a de 

simetrização.



Utilizando agora a (8.24) e a (8.30) em (8.26) ficamos com

a C -r = 2 ã 'mK u . ' í ? ) ,  (8.31)
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onde fizemos

Ft'm = h ,m -  fk""  (8.32)

e temos daí

r\ /»

d- W ã — i \  = +  2F,,mu , - S ^  + 2 F + u C a .w f . (8.33)oyOvLüp)

Com as propriedades (8.27),(8.28), e (8.30) e usando a (8.25) obtemos

=  2 Ã X < ( S „ w §  -  9 f 4 )  + (8.34)

Reunindo as equações (8.34),(8.33),(8.31),(8.23) e (8 .2 1) obtemos:

- u „ y K & W2 ) ( 2 i V % x . ) -  + 2 í i ' V a w '  +  2Fi'“ < a ^ r )

+2u,wÃ ' m[-w,“< u £ ( 9 <<«§ -  ÔjwJ) + +  I7,,£c -  2F*m«i = - T „  (8.35)

ou, reagrupando os termos

2Fi,}(vl+ u “u l - 2 u l) - 2 u r d vFilJ+Film(Tpm+2oJ? J rna+26jmu i ) - 2 F kjrn(Tklm+uJfujkina 

W iaU)m T)kiÍJJm +  Tjkm̂ ) +  2Ffcj UZj Lü mot +  r/ijC-c 2F^ kjLO{ = Eiji (8.36) 

ou simplesmente

—2DkFijk +  2u* Fijk +  2 Hij — 4 Fijiu?1 — rjijCc = Tij, (8.37)

onde definimos a derivada covariante

D kFijk = io^k d^Fijk +  tom jiiFimk +  tüm kfiFijm +  m771 ifiFmjk (8.38)

e o tensor

= Fu™Tk^  -

2
Hij = F kjmT kim -  l- F i lmTjlm. (8.39)
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0  termo em (3 na lagrangeana (8.9) segue de uma derivação análoga à anterior, con­

siderando que
d(vkVk) dvm dTklm (Q

2v ^  (8-40)

= (8.41)

e temos assim a mesma equação de campo (8.38), modificando apenas

Fklm — f]klvm • (8.42)

Com a contração em quaisquer dois índices em afc/m e a propriedade (8.30) generalizada

para três índices obtemos a mesma equação de campo (8.38) considerando que

Fkim -  Zaicim (8.43)

e seguindo a mesma dedução do termo em a  das equações (8.26) a (8.37).

b) Termos em Cl :

Os termos de Cl são auxiliados pelas equações : 

flpki
=

n

+u>\„a t f )  -  2u,fu>''‘üJ -  (8.44)

dpkt
= °- (8-45)

Utilizando as propriedades de simetria (8.29) obtemos para o termo em a\

dC dokl
r = 2 E k i Z r  (8.46)

du fi

e usando (8.44) chegamos a

dC
duip

+2(w;wJ -  wJw; -  -  2 K ,u,fwJ -

= - 2 E u W "  + P ' ki, -  2[u>',u ,fü j +  -  «'■'«füij -  ífo ;« ;« '" ]} -  (8-47)



A equação para o termo em a\ fica

2íW P*it,í + P , \ ,  -  2 -  >>K“ Í +  S h j V p i  -  * W ) 1  -  nijCc = Tij. (8.48)

Agora a equação (8.23) no espaço do grupo é representada por

Pklmn T]kmPln ^IknPlm ^ImPkn H~ T)InPkm ^{Vkm^ln 'Hkn^lm^P (8.49)

e a equação (8.48) é modificada para
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Pij — IJijPc 2Ü7 [PkiTJlj +  TjjiPkl TjjlPki 'HkiPjl H~ IJklP;7*

+  S t f t f ü ;  -  í ? u % „ ) ]  -  E j (W W  -  W í ) P .  (8.50)

Um melhor agrupamento dos termos leva-nos a

4J[ik][jt\Pkl +  4 J [,fc][0 ]P fci -  2 j W m P  +  4 ,/M y q w íW  -  riijCc = Tij? (8.51)

onde fizemos

Jijki =  2,T}ikEji- (8.52)

Esta dedução é idêntica à utilizada para Iki, de forma que o termo em 0,2 leva à mesma 

equação de campo (8.51) se admitirmos que

Jijkl =  2ljikljl, (8.53)

onde utilizamos a contração l£ =  0 e as propriedades de simetria (8.30).

O termo em <23 também tem a mesma equação (8.51), modificando apenas o termo

Jijkl = 2rjikT]jiP, (8.54)

onde usamos um raciocínio análogo ao considerado para obter a (8.40).

c) Termos em Lk

Os termos em Lk baseiam-se nos resultados abaixo

flj.klm
-Q jr  =  - ( Ui (* l u m +  u l u i u m)tkp* (8-55)

pkj.klm
^ - T T  =  °- (8‘56)d{dvoj^)



Assim, o termo em p

C =  gklmgkim (8.57)

fica

Tij =  -rjijCc +  2 fk mrjjlt kim =  -rjijCc + 2 fkjmt kim, (8.58)

onde

f k lm — tklm i k m l • (8.59)

Usando o mesmo raciocínio empregado para obter (8.40) e (8.43), chegamos à mesma 

equação para os termos em v e p, tendo respectivamente

fk lm = Pkl^m g k m ^ l  (8.60)

fk lm =  2o,ki m . (8.61)

d) Termo em L d 

Uma vez que

o  /%

(dpU* -  op) +u%u?uf(dpüJlT -  dvUp) +  2{upi u f ü kp -  wfw£w/p)]

ã ê k ) =0 ( 8 ' 6 2 )

a equação em b fica

Tij = —rjijCc +  4F>lFu -  3F^lu pü ip (8.63)
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Assim, agrupando todos os termos, obtemos a seguinte equação para t—r = 0

- 2 D kFijk + 2vkFijk + 2Hij + 4F u j J  +  4J[ik][jl]P kl + 4 J [,k]m Pki -  2 J [% ,]P

+ 4 J [ik\ j ^ f ü ka +  2f kj m -tkim +  4F j lF i i  -  3 F ^ ü ip -  g i jC c = Tij  (8.64)

onde
, _ def ,

D Fijk =ÜJ^ d^Fijk + jpFirnk + Wm kfiFijm ipFmjh (8.38)
_ def
Fijk = &(fijk f ik j) d" @(j]ijVk TJikVj') H- ^^i&ijk (8.65)

Hij á= F kj mT kim -  i FilmTjlm (8.39)



def
Jijki = 2a3r]ikr]jiP + 2 a iq ikE j i  +  2 a2rjikIji  (8.66)

def
fklm —p(^9klm Qkml) T ^(XlklUm TjkmV-l) T 2pbklm• (8.67)
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Uma vez que os campos se transformam covariantemente, a única derivada que temos é 

a derivada covariante e como os potenciais ü kj e u i também se transformam covariantemente, 

concluímos que a equação (8.64) é invariante por transformações do grupo conforme, como 

desejado.

8.3-Equação de Campo j£rr~ = 0P

A equação (8.17) para o potencial to13̂  é agora

dCc d» y/g dCc a dCc _  c /Q
^  du,‘>„ ^ 5  3 ( 8 ,« « , )  <8-68)

onde Sijkf é a densidade de spin definida por

-c
y/g SüJijfl

S,j t , = U?  (8.69)

a) Termos em Cl

Os termos em Cl baseiam-se em

ÕPkl ul i/çk t/l ti ck
— r r  rv—  =  U *  U ;  ò i  — U  U ;  Ò •
0 ( d „ w v M )  3  1 3

dud  ̂

Como modelo utilizaremos o termo em a\ : C = E kiE kl

dCc
d{dvu ^ / )

duüp

(8.70)

. . — UjkpU^Ui u  itjUi u%r)jk UjkaOJi u  ipU^u^qjk- (8-71)

= 2 -  u í “ !njk) (8.72)

O

= 2Ekl(ufu?Ujkp + u^r]jkio1uaia -  u f u f u jkcr -  qjku ,{ u pau aip) (8.73)

d- 3 ( 1 % , )  = 2(u,' u < ~  u ' u f t d' E>' +  2 +  2

- 2 E j luj?dvw? -  2Ej lu?dl/u? (8.74)
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- 2 w „ *< ô ,w 2 (u ; fü , ? * *  -  Uvlu ^ ) E kl -  2 ( ^ , « f  -  u ^ kli)dvE ^1

+ 2 E l ^ u f d ^ ;  +  2 E ^ u ltk, ^ u f d vu}ap -  2 E ^ o j llkl^ u Jfd uuJap -  2 E ^ k, ^ d vu ap 

+2Ekl(r]ik'UJ?u)jkp + Pak'SjkoJiU>ai(T -  u?r}iklíüjk(T -  rijkrnk'U>P(jjaip) = Sijk> (8.75)

e reagrupando os termos obtemos

2 {dpJij[kl] + Ujm pr)ik' EmlU1*1 -  LOjm ̂ p u E m V  - O J ^ U k ^ ^ i lE jm

+cu;mpUJ^rjikiEjm) +  2E jmrni[—pk,vm +  +  2r)lkiU>m — 2r/1yí0i] +  2Ejrfm{Tk mi

- S ^ u l + r15f,L0Tn) = Sijkl, (8.76)

onde Jijki é dado em (8.52). Utilizando ainda o fato que u)l] p é antisimétrico em i j , obtemos

2 +  ( j **1' ”’ 1 -  = Syt) (8.77)

onde consideramos que
4

Tklm = gtfc[/m] +  «fc/m + Tjk[lVm] (8.78)

e usamos a definição

l def i m m m m
D J[ij][kl\ = efl {9^J[ij][kí\ +  U™ipJ[mj][kl] +UmjpJ[im][kl] + U™k,iJ[ij)[ml\ +WmifiJ[ij][km])-

(8.79)

0  mesmo resultado é obtido para o termo em a2, uma vez que não utilizamos o fato que E ki 

é antisimétrico. Temos então a mesma equação (8.79) com Jijki dado em (8.53). O termo em 

03, utilizando o mesmo raciocínio empregado para obter (8.40), chegamos à equação (8.79) 

com Jijki dado em (8.54).

b) Termos em Cp

Os elementos fundamentais para estes termos são

d T klm
=  0 (8.80)



e assim o termo em a  fica

dCc
Wek" g j r -  iJk'r

= 2 (8.82)

Usando ainda a antisimetria em i , j  concluímos que

(tkji — tkij) =  Sijk. (8.83)

Os termos em /? e 7  seguem a mesma dedução , utilizando apenas o raciocínio empregado 

para obter a (8.82), resultando respectivamente as equações

(gjk'Vi -  r)ik'Vj) =  Sijk (8.84)

4 dijk1 =  Sijk' * (8.85)

c) Termos em Ck

A equação para p é

Sijk• = 2üJlik'gklm ( ^ rngikSlj - ü ^ g i k S J 1)

= (gmji gmij) =  &ijk' (8 .86)

e os termos em v e p ficam, respectivamente,

{pjjm^i gimUj') = Sijk1- (8.87)

4 bijmU&ü? =  Sijv (8.88)

d) Termos em Cp

Como F:'fiv não é função do potencial uitJ p vemos que não h á  contribuição de Cp>. 

Portanto, a equação de campo = 0 fica forma

2DlJ[ij][ki] + (-ífc [ím] - S ^ lvm ̂+ aklm)J[ij][im] + Hijk + 2(gk^^>m^)J[ij][ki]+ Gijk = Sijk (8.89) 

onde

D J[ij][kl] = ifi [̂mj][kl] jfiJ[im][kí\~ '̂  ̂ knJ[ij][mí\~̂ ~M i^^[ij][km]) (8.90)
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Hijk — &(tkji k̂ij)  “f~ 0(qjkVi 1~likVj^ T ^TfQijk (8.91)

Gijk — (.9mji 9mij) T V^pk^^ ^jm^i  ^7im^j) T 4/?ÒjjmCÛLú̂  (8.92)

Jijkl =  aipikEji  +  a2qiklji +  a3qikpjiP.  (8.66)

Por inspeção direta vemos que a equação (8.89) também é invariante por transformações 

de gauge do grupo conforme.

8.4-Equação de Campo -Ã-- = 0
p,

A equação (8.17) para o potencial é

dCc dvyf g  dCc dC
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-  ww"düí  M y/g ddvü i  M v d{dvü^

onde

• Wpjdv . _i ) — Kij (8.93)

j£ . . _  03 vi M V *  (8 94)
13 -  y/g H  [ }

a) Termos para Ck

As derivadas fundamentais para o cálculo dos termos em // são

d(dvu p

i
+  wfu.' < A , -  Í .V " ~  +  ■ * .< “ ! (8.96)

e a equação para [jl é

- • » S  -  uW ( 2 « 3 „ ; i lm +  2 8 » « ' +  2 f i'mw £ ,d M )

+2Ultl/ j m(u,j‘^ w i i,  + <S?<u,,) = - E y , (8.97)

onde

fijk — Qijk 9ikj' (8.98)

Usando agora (8.5),(8.12) e (8.78) obtemos a equação na forma



onde

D k f i j k  — ^ ^ { d n f i j k  +  U™ j n f i m k  +  kf if i jm  +  W™ i p f m j k ) -  (8.100)

O termo em v é facilmente obtido, utilizando o fato que

2ukduk = 2 u mrjkldtklm, (8.101)

de forma que obtemos a mesma equação (8.98) com f i j k definido em (8.60). Quanto ao termo 

em p, usando a propriedade (8.30) somos levados à mesma equação (8.98), com f i jk dado em 

(8.61).

b) Termos em Cl

Os termos em Cl são auxiliados por

dCL
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dpkt

=  0 (8.102)

f o i
(2u,"l8k8Z + 2u>:r1kl8“8Z). (8.103)

Desta forma o termo em a\ fica

4 j W [kj] = K )  (8.104)

com J  definido em (8.52). Os termos em 0,2 e <23 levam à mesma equação (8.98), com J  

definido em (8.53) e (8.54) respectivamente.

c) Termos em Cp

Os termos em Cp não dependem dewj,, e desta forma não contribuem para esta equação 

de campo.

d) Termos em Co 

Temos diretamente que

8 Fji =  Kij (8.105)

logo, a equação de campo fica então

—2 D kf i j k + 2 v kf i j k — f i  ( - t k[im] +  djim +  rjj[ivm]) + 4 jflfcl[fcj] +  8 Fji  = K i j , (8.106)

onde

D k fijk = LO^ (dkfijk +  üJmjpfimk +  Wm kfifijm +  U™ ipfmjk) (8.99)



f i l m  p ( d i l m  Qiml) g n ^ m  g i m ^ l )  T  pbilm (8.67)

Jijki =  aigikEji  +  a2giklji  +  a3qikgjiP.  (8.66)

8.5-Equação de C am po = 0

a) Termos Cd

Os elementos básicos destes termos são

d{dvu„) ~  (8.107)

e
dFki

e a equação de campo fica
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= 0 <8-108>

- 2 D kF j k  +  2v kF j k  -  F lm( - t j [ i m] +  cijim +  g j[ ivm]) — 2F ljug =  D j  (8.109)

com D j  definido por
=  Uj±S(CMy/g) 110)

e

D kFjk =  ^ { d p F j k  +  +  ujmk»Fjm). (8.111)

b) Termos em Cl

Como Cl não depende de logo não contribui para a equação de campo.

c) Termos em C p

A equação para a fica

f ) T k i
Di =  =  2(/*m -  /*>) =  2H ,kk (8.112)

logo, para (3 e 7  teremos a mesma equação acima, com H  dado na forma geral, já  definida 

em (8.91).

d) Termos em Ck

Temos a seguinte equação para os termos em Ck

G j t k =  D j . (8.113)



A equação de campo para j J -  =  0 fica então

- 2 DkFjk + 2vkFjk — ] +  djim +  í7jpvm]) -  2F ljui  +  Hk k +  Gjkk =  Dj (8.

com

D kFjk =  u ^ d pF j k  +  u mjpFmk +  u mkflFjm (8.

H ijk =  a (tkji -  tki j ) + (d(qjkVi -  rjikVj) + a iik  (8

Gijk p(^pka)  ̂ (Qmji 9mij) T VbJpkbJ*1 (gjmUi T 4pbijmU)£u ̂  . (8
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9-Equações Linearizadas e Soluções

9.1-Equações linearizadas

Examinaremos agora as equações gravitacionais de campo (8.64), (8.89), (8.105) e 

(8.113), na situação de campo fraco, onde admitimos que

. def .
(9-1)

e ü/*7̂ , lõ̂  e Lúp são tão pequenos que é suficiente considerar apenas os termos lineares em 

a^, ü/-7̂ , lõp e lotl. Nesta aproximação podemos ignorar a distinção entre os índices gregos e 

latinos, e projetarmos os objetos geométricos no espaço-base. Para este caso temos

9iiv = d” hiiv (9* )̂

com + aVVL. A equação de campo (8.64) fica então

- 2 d xFpvX = Tpv (9.3)

e as equações (8.89), (8.105) e (8.113) ficam na forma

2 dpJ[xp][vp] +  H \ flIS — (^*4)

- 2 d pf pup +  4 j M [H +  %Fvp = K pu (9.5)

- 2 d vFpi/ + Hpv1' = DP. (9.6)

Visando isolar a contribuição do tensor métrico em nossas equações, convém separar as 

nossas equações de campo em partes baseadas em

Aijjj, — ^ijfl  "b H- (9* )̂

onde são os coeficientes de rotação de Ricci



Cijk = u vj u k{dvujix -  d \ u iv) (9.9)

Kijp  é a contorção e Di j^ é um termo adicional relativo às dilatações

^  j p,^ (a) i p (a) i/j ÜJ . (9.10)

Temos então a relação

~fijpV — Pijfivify) H" fijllv{K) +  fijpv^D) (9.11)

com

Rijpvi{}) — d^/ \ i jv — dv/\ijn — A i jkv +  A i vl\jkp =  ^ix^jRppvd.})  (9.12)

fijpv(K)  =  VpKijjy — V vKijp — K ik pKjkv + K k „Kjkii (9.13)

fijpv(D) =  V fiDijv ^uDijp Di pDjkv “I" Di „Djkp (9.14)

sendo que t \ p K { j v representa a derivada covariante em relação aos coeficientes de Ricci, 

quando o índice é latino, e em relação à conexão de Levi-Civita {lj k} quando o índice é grego 

e ainda VpDijv representa a derivada covariante em relação à

A i j n k i j f i  (9.15)

quando o índice é latino, e em relação à conexão de Levi-Civita quando o índice é grego. 

Vemos ainda que cada parte irredutível de P m é dividida em três partes, de forma que Jijkl 

pode ser expresso na forma

Jijkl =  Jijki({})  +  Jijki(K)  +  Jijki(D)  (9.16)

ou, em particular,

J ijkl({ } )  -  2a2T]ikRjl({}) +  2 (a3 -  y ) ty * »7>i.R({}). (9-17)

Temos ainda

^  J[\ii\[vp]( { } )  ~  d P\a2 ~ ~  7̂apRpu ~  'HpvU^p "I" 9pPR x u )  (^3 — ){rn\vrlpp

-r}\pqpv -  r)pvr)\P +  9PPr]\*)#({})] (9.18)
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e considerando a equação de Einstein

Gij =  Rij — ^rjijR ! G =  — — (9.19)
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e ainda a identidade de Bianchi

que, em primeira aproximação fica

obtemos finalmente

A pG #tp =  0 (9.20)

dpGpp = 0 (9.21)

J[\n][vp]{{}) — —̂ { d x  Gpv — dpGxv) — 8 (a3 +  - ^ )g v[\d^G.  (9.22)

A componente em K  na equação (9.11) em primeira aproximação fica

= dpKijv -  dvK ijtl (9.23)

e disso resulta

f llv(K) = dpK pllv- d vvp. (9.24)

Da fórmula (9.24) obtemos

EpV(K) = {pu] -  -  ^d[vv^  (9.25)

Ifiv(K) =  2^°'^ (/*") — ~ 2^(vV/l) > (9.26)

onde utilizamos a equação (8.78), sendo que os colchetes indicam antisimetrização e os 

parênteses simetrização . Temos também

P(K)  =  - 2  dpvp. (9.27)

Com um pouco de manipulação algébrica obtemos para o termo em cq

- 2 dpJ[xp][Up](K) = gu[pdpdatptTx] +  -  ^dxdrt"  [ltv] +

4-\{dud[pVx] +  gu[xOvp]) + d<Td[flax]„'7, (9.28)



onde usamos ainda as propriedades

tcr/ii/ T  tixrp -f" tfii/cr =  0

e
1

t<r{pv) —

Para o termo em a<i

- 2 dpJ[Xfl][up](K) = r j ^ d p d v t ^ x] +  dpdotx»* -  dx

d - ^ d v ^ v x  ] + q l/[Ovll]).

A componente em D da equação (9.11) fica, em primeira aproximação ,

fijtiv{D) =  dfiDijp dvDijp

e disso resulta

f pv{D) = dpD ppí, +  2d„u)p.

As componentes irredutíveis de (9.33) ficam agora

E Pv(D) =  d[t/bJ n]

~^qfiudpujp

P(D) = 4 dpu p.

Para o termo em a\ obtemos

2dpJ[x»][vp](D) =  (rj^xau^ +  rjv^dx]dpu)p +  dl/d[(lu)x]) 

e para o termo em <22 ficamos com

2 dpJ[xp][vp](D) = (qv[xOup] + x]dpu p + du^ux])-

As equações de campo são agora

- 2  dxFp„x = Tpv

F \Pi>= Sx/iu
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W (9.41) 

X» = Dp, (9.42)

onde
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Z\»v = a2(dxGpu -  d^Gxu) +  8(a3 +  ^ r j ^ x d ^ G  +  (ai +  a2)r]l/[lxdpd(Tt p(TX]

+ ̂ [9tid(r{2aiteT[x̂ ] +  3a2ÍAI/£T} -  dxdff{2aitcr[ll^  +  3a2t fll/cr}] + |r(3ai + a2 -  48a3)rj„[lxdx]d(Tv<T

+  - ( a i  +  a ^ d v d ^ v x ]  +  q ^ x ü v ^ }  +  a 15 (T5[#taA]I/(T 4- (a i +  <*2 □<*>*] +  d „ d [ x u p])

+ g(3cti +  a2 — 48a3)rjl/[xdp]dpu>p +  Hxfiv (9.43)

W„v = -20»  +  8 Fvp + j M [fiu] (9.44)

X p = —2dvFtlv +  F \ v. (9.45)

9.2-Equações relacionais entre fontes gravitacionais

Fontes gravitacionais estão sujeitas a certas leis de conservação e a um relacionamento 

entre si. Tais relações determinam o grau máximo de liberdade que temos na escolha de 

nossas fontes, e nos permitem tirar importantes conclusões no presente modelo.

Se diferenciarmos a equação (9.39) em relação a v e se usarmos o fato que F\ivX 6 

antisimétrico em (//A) obteremos

dvTpv = 0, (9.46)

que é a conhecida lei de conservação do tensor energia-momentum na forma plana ou li­

nearizada para campo gravitacional fraco. Similarmente, diferenciando (9.40) em relação a v 

e lembrando ainda que Hxpv =  FUflx chegamos a

d vFVilX = T[flx\ = d1' Sxpi/i (9.47)

o que relaciona o tensor de spin com o tensor energia-momentum(Fórmula de Tetrode).

A teoria conforme nos traz ainda equações para o campo conforme

d^Kp,, = 2 S p /  + 4 Dp (9.48)



e para o campo de dilatação

d*Dp =  T. (9.49)

Estas equações nos permitem ver que em primeira aproximação:

a) para fontes gravitacionais com tensor energia-momentum não simétrico o spin é neces­

sariamente diferente de zero;

b) para fontes gravitacionais com o traço do tensor energia-momentum não nulo a fonte de 

dilatação é necessariamente diferente de zero;

c) se o campo tem spin ou o campo de dilatação é diferente de zero a fonte conforme também 

permanece diferente de zero;

d) disso concluímos que a única forma de anular a fonte conforme é obter um tensor energia- 

momentum simétrico sem traço;

e) além disso, se o traço do tensor energia-momentum for diferente de zero ambas as fontes

conforme e de dilatações não se anulam;

f) a lei de conservação do tensor energia-momentum e a fórmula de Tetrode não são alte­

radas pelas simetrias adicionais;

g) a eliminação da simetria de dilatação não assegura a possibilidade de eliminarmos o

campo conforme, e da mesma forma, a eliminação do setor conforme não assegura a

possibilidade de eliminarmos a fonte de dilatação .

9.3-Equação para

Para que posteriormente possamos determinar o efeito deste modelo no espaço- tempo 

precisamos obter uma equação isolada para as perturbações hpv na métrica. Convém, inicial­

mente, simplificar algumas equações, definindo tuna nova quantidade mediante

d" V  =  0 (9.50)

hpv — hpv (9.51)

de tal forma que o tensor de Einstein fica
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/
E conveniente ainda decompormos a equação (9.39) em partes simétrica e antisimétrica 

- 3 adxtpuX -  2(3{r,pvdxvx -  diltvv)) = T(/iI/) (9.53)

e

2adxtx[Pv] + 2f3d[pv„]) — 4pjdxapvx =  T ^ y  (9.54)

Tomando agora o traço de (9.53)

-4(3dxvx =  T  (9.55)

poderemos ainda obter uma equação isolada para os hpv ao simetrizarmos a equação (9.40) 

em (pu) e tomarmos a divergência em A

dxZx{tlv) = - d xSx{tluy (9-56)

Usando agora as fórmulas

dX ( v p v d p d ^ x  ~ \nuxdpatp% -  ^ x d p d r t " ^  = 0 (9.57)

dX (dvd^ t^x*  -  □ d r tp S )  =  -  ] (̂riPuO -  dpdv)T + 2dxdpd{flSv)x^j  (9.58)

dx ( j 2 ^ ai °2 ^ >a‘&){rhivd\dav(T — d^dudaV0) +  ~(«i +  U2)(t]Pi/0 — d ^ d ^ d a V ^  =

°2 X IT *  ■ 3,A)r (9,59)

d A ( ^ ( 3 « i  +  «2 +  ^az^ri^dxd^oj0 -  Õlídí/dn^ü) +  ^ (« i +  "2) ( — dtLdl,)d„uj'7  ̂ =

°2 ;r ~ (9-6o)

poderemos simplificar ainda mais as formas de nossas equações, se escolhermos um gauge 

para uia análogo ao gauge de Lorentz

=  0. (9.61)

Neste caso a equação (9.56) fica

-a2Ü2h ^  + -  àpdu)Uh = T j t f \  (9.62)
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( -F\
onde representa um tensor energia-momentum efetivo

T ÿ ) =  T(„0  -  -  a2- \ ^ a" (>)„,□ -  d ,d „ ) T -

2o2 UT{tlv) -  -  d»dv)T +  2dxd»d(llS„)x^  . (9.63)
3a

/
E importante mencionar que os parâmetros oi e 7 , bem como os setores conforme e de

dilatação , não aparecem na equação acima. Isto nos mostra que, em primeira aproximação

, o setor de dilatação e o setor conforme não interferem na estrutura do espaço-tempo.

9.4-Soluções geom étricas

Consideremos agora o campo produzido por uma fonte puntual e sem spin, localizada na 

origem do sistema de coordenadas e com T ^  dado por

T„v = (  ^ c2í2(r ) #  =  " =  0 (9 64)
 ̂0 ,outros casos,

onde r  =  (x1 , x 2). Para este caso, tem a forma

T0(0e/) =  Mc2{82( r) +  (P + Q)AJ2(r)} (9.65)

= T {ae0f) = 0 (9.66)

T {ae/ ] = M c2(P -  Q)(dadfi -  SapA)62(r) (a = 1,2), (9.67)

onde A = (d\ )2 +  (Ô2)2 e

02 +  2403 _ 02 /_
P =  W ~  '  Q = ~ 3 Ï '  {  ]

A equação para h fica então

(B + 2C)U2h = - M c 282(r) -  2Mc2P A 8 2(r), (9.69)

onde B  =  —02 e C =  2(02 +  603)/3. Esta equação pode ser resolvida pelo método de 

integração de Fourier, o que nos leva a



üí \ — M c 2 / r 2 l n r \  2 M c 2P  / l n r \  2 ,n ni\
(B +  2C )V  4tt )  ~ (B + 2C) {  2 ^ )  +  lV + ° 2’ (9 J  )

onde Ci e C2 são constantes de integração. A equação para hoo fica 

M r 2 ( 1  9 M r 2 C 1 P

BD2Jio° = ~ (B + 2C)S2{r) -  (B  + 2C)AS2{r) +  McH2{r) + Mc2pAS2(r) + Mc2QAS2(r)
(9.72)

e nos leva à solução 

hoo(k) =
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M c2C Mc2
+(B + 2 C)B B

Como hoo — hoo +  h obtemos

27T

F  +

2 Mc2 P C  M c2P M c2Q
(.B  +  2 C)B B

2tx
(9.73)

Mc (3a + 4f3) Mc (a2 +  6a3) 2 2 , ^  ,n ^hoo(r) = -----—----   ln r  -  ------ ----- — — - rz ln r  +  C3rz + C4 (9.74)
24naf3 47ra2(a2 +  24a3)

para a(3a2(a2 +  24a3) ^  0.

Se assumirmos que a2 —>• oo,a3 —>• oo, ou de outra forma,

ai = J  (i = 2 , 3 ) (9.75)

com f sendo uma constante real tal que f  -¥ 0, obteremos uma forma particular para a (9.74)

i t \ Mc2 (3a T  4/?) 2 , .hoo(r) = -----—■  ln r + C5r +  C6. (9.76)

9.5-Relações com outras teorias

a) Relação com a teoria Newtoniana

Se considerarmos o movimento clássico de uma partícula sem spin e uma fonte 

gravitacional também sem spin, veremos em primeira aproximação que o movimento é dado 

pela equação de traietória

= (9 77)
dfi dr ( '

com U = —c2hoo/2. Assim, com tuna escolha adequada de parâmetros em nossa teoria

poderemos obter a solução de Newton. A solução (9.74) com a escolha de parâmetros

96a/?7r<Sr
3<* + 4/? = ------- ^----

c4



a,2 +  6a3 =  0 (9.78)

C z=  0

satizfaz à equação de Newton para a fonte proposta em (9.64)

AU = 4nGM82(r). (9.79)

Similarmente, podemos obter o limite Newtoniano com 02 —t 00,03 —> 00, C3 =  0 se usarmos 

a condição (9.78).

Neste limite a equação para h pode ainda ser colocada na forma

A[(B  +  2C)Ah  +  2Mc2P82(r)\ = 0 (9.80)

ou

( B +  2C)Ah + 2Mc2P52{r) = V>(r) (9.81)

com Ai/>(r) =  0. A equação para hoo fica então

9 M r 2 C  P
A[BAhoo + ■ n7;- S2(r) -  Mc2(P +  Q)á2(r)] =  0 (9.82)

ou
9 M r 2 C P

BAS«, +  B + 2C S2(r) -  M c2( P  +  Q)S2(r) =  ^(r) (9.83)

com A<f>(r) = 0 . Escolhendo a solução particular 0 (r) =  4>(r) = 0 , obtemos a equação 

gravitacional de Newton

AU  =  47rGMá2(r), (9.84)
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onde
3 a  +  4 0  =  ( 9  8 5 )

b) Relação com a teoria de Poincaré

Das conclusões obtidas na seção 3.2 e da equação de campo para Fpu vemos que não 

podemos obter a teoria de Poincaré apenas com uma escolha apropriada de fontes, campos 

e de constantes de integração , pois em geral T  é diferente de zero no limite de Poincaré, o 

que nos leva a e u;/t diferentes de zero. Como a derivada covariante é expressa em



termos de Á ‘J ̂  ( e em consequência também em termos de u j ) a teoria completa de Poincaré 

não aparece como limite natural da teoria conforme.

Entretanto, fora da matéria, podemos ter todas as fontes nulas de forma que da equação 

(3.38) obtemos como solução particular f n m =  0 e consequentemente GtJk =  0. Substituindo 

tais resultados em (3.42) conseguimos ainda como solução particular F lm — 0. A teoria de 

Poincaré no vácuo pode ser obtida a partir da escolha de gauge

“V = = 0 (9.86)

levando às equações de campo

—2 D hFijk + 2 vkFijk + 2Hij + 4FujUl + ^J[ik][jí\Pkl +  4 J^lk\ij]Pki — 2 J ^ y q P  — rj,jCc = TtJ 

(9.87)

2 + ( - í f c + aklm)J[ij][im] +  Hijk + 2{r}k̂ l^ m )̂J[ij][ki] =  Sijk (9.88)

anteriormente obtidas no capítulo 4.

c) Comentários sobre limite Einsteniano

A teoria de Eintein para a gravitação não é obtida aqui como sub-teoria. Isto se deve 

ao fato que este limite só poderia ser obtido com a inclusão de termos lineares nos campos 

na densidade de lagrangeana. Entretanto, tais termos, bem como a própria teoria geral 

da relatividade, não são invariantes por transformações conformes1. O limite Einsteniano, 

portanto, não pode ser obtido de uma teoria conforme para a gravitação .
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10-Conclusões

Podemos concluir do presente trabalho que a relatividade geral não é uma boa teoria em 

(2+1) dimensões, uma vez que não obtém o limite clássico e apresenta diversos problemas 

estruturais. As teorias de gauge têm obtido bons resultados em diversas áreas, de forma 

que elas se apresentam como as melhores candidatas para a elaboração de uma teoria de 

gravitação em (2+1) dimensões. Vimos ainda que uma teoria de gravitação que pretenda dar 

um tratamento adequado para partículas de spin diferente de zero deverá envolver torção não 

nula, de forma que no presente trabalho desenvolveu-se uma teoria de gauge com o grupo 

conforme em um espaço fibrado tendo como espaço base o espaço de Minkowski e o grupo 

sendo o grupo conforme em (2+1) dimensões SO(3,2). A álgebra deste grupo é a soma direta 

dos setores de rotações , translações , dilatações e transformações conforme especiais. Como 

o mundo real não é invariante por transformações conformes, foi utilizada uma realização 

não linear para obtermos uma quebra de simetria e um modelo aplicável ao espaço-tempo 

físico, com triadas como potenciais no setor de translações . Assumimos uma densidade de 

Lagrangeana quadrática nos campos a fim de mantermos a invariância destes campos sob 

transformações conformes e também para verificar uma similaridade deste modelo com as 

teorias de gauge tipo Yang-Mills.

No modelo apresentado diversas grandezas físicas no espaço tempo são generalizadas, 

como por exemplo a conexão afim que fica TA/1I/ =  {A„} + K x onde D\pV =

— gXvUp é definida no setor das dilatações . Obtivemos as equações de campo do 

modelo, eqs.(8.64), (8.89), (8.106) e (8.114) e linearizamos as mesmas no caso de campo 

fraco, obtendo as equações linearizadas (9.39) a (9.45). Destas equações pudemos ainda 

concluir que se o traço do tensor energia-momentum não é nulo, as fontes conforme e de 

dilatações serão também diferentes de zero. Além disto, se o campo tem spin ou se a fonte 

de dilatação é diferente de zero, a fonte conforme também será diferente de zero. Disto 

concluímos que a única forma de anularmos a fonte conforme é considerar um tensor energia- 

momentum simétrico e sem traço. Ainda da análise das equações linearizadas concluímos que



a lei de conservação do tensor energia-momentum e a fórmula de Tetrode não são alteradas 

pelas simetrias adicionais introduzidas com o grupo conforme e em primeira aproximação os 

setores de dilatação e conforme não afetam a estrutura do espaço-tempo.

A teoria de Newton é obtida como sub-teoria, conforme pode ser visto em (8.5a) bem 

como a teoria de Poincaré no vácuo. Entretanto, dentro da matéria os setores de dilatação 

e conforme não se anulam, levando a diferença de resultados entre os modelos conforme e de 

Poincaré. Uma vez que a relatividade geral não é invariante conforme, ela não é aqui obtida 

como uma sub-teoria do grupo conforme.

Trabalhos Fu tu ros

0  presente trabalho pode ainda ser complementado com uma quantização do modelo e a 

verificação se este é renormalizável, com a análise do movimento de partículas no campo, com 

a generalização do presente modelo para 4 dimensões e a verificação se este modelo leva aos 

resultados já  observados e ainda uma ánalise do efeitos das simetrias adicionais na interação 

com outros campos, como o campo escalar, espinorial, eletromagnético, etc.
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0  espaço físico tem um número tão grande de propriedades e uma estrutura tão complexa 

que poucos físicos são capazes de enumerá-las. Entretanto, o entendimento destas estruturas é 

importante para um bom entendimento da física e sua estrutura formal. Para isto estudam-se 

a topologia, a álgebra, a geometria diferencial, etc... que podem nos dar respostas sobre a es­

trutura do espaço-tempo físico. No decorrer deste apêndice poderá ser visto como se evolui de 

um conjunto qualquer, sem estrutura alguma, para o espaço-tempo físico, dotado de uma com­

pleta estrutura matemática. Além disso, poderemos ver um pouco da estrutura matemática 

que dá o embasamento para a física usual. Este apêndice foi baseado nas referencias 5,7,29.

A .l-Prelim inares sobre a teoria dos conjuntos

A matemática se utiliza de diversas expressões da teoria dos conjuntos para axiomatizar 

uma teoria. No entanto, não precisamos ter pleno conhecimento de uma teoria axiomática de 

conjuntos para entender a axiomatização de outras teorias, uma vez que a aplicação da teoria 

intuitiva de conjuntos é suficiente para o desenvolvimento de uma axiomatização . Assim 

mesmo alguns termos merecem uma definição mais precisa:

Relação : Uma Relação R  entre conjuntos X  e Y  é um subconjunto R  de X  x F,onde x e y 

são ditos relatados se (x , y ) £ R.

função : Uma função f  de X  em Y  é uma relação tal que \/x £ X, 3 \ y((x, y ) £ / ) .Denota-se

f  : X  - * Y  ou y = f(x) .

Injetiva : Se Vy £ f ( X )3 | x £ X ( f ( x )  =  y), então /  tem um função inversão / -1 e é dita 

ser injetiva.

Surjetiva : A função /  é dita surjetiva se f ( X )  = Y.

Bijeção : Uma função /  é uma tijeção se ela é surjetiva e injetiva.

Isomorfismo : Dois espaços são isomorfos se existe um função bijetiva entre eles, sendo que 

esta função se chama isomorfismo.



O isomorfismo é a forma mais elementar de comparar dois conjuntos e de dizer que ambos 

tem a mesma forma.

Relação de Equivalência : Uma relação R  £ X  x X  é uma relação de equivalência em X  

se for:

a) reflexiva : (x , x ) Ç iJ,V í £ X;

b) simétrica : (x, y) £ R (y, x) £ R, Vx, y £ X\

c) transitiva : (x , y ) £ Re(y,z)  £ R  =>■ (x,z) £ R\/x ,y ,z  £ X.

Operação interna Uma operação interna em um conjunto X  é uma função de X  x X  em

Operação externa Sejam A e X  conjuntos. Uma função de A  x X  em X  é chamada uma 

operação externa se os elementos de A  são chamados operadores em X .

A.2-Estruturas Algébricas

Quanto mais simples for uma estrutura matemática, mais geral poderá ser e mais ca­

sos poderá abranger. Assim, definem-se algebricamente estruturas de grupo, anel, campo, 

módulo, álgebra e espaço vetorial. Conceitualmente temos:

a) GRUPO : qualquer estrutura matemática que possua uma operação de produto com 

inversa e elemento identidade bem definidos;

b) ANEL : qualquer estrutura matemática que possua operações de soma e produto associa­

tivo em relação à soma, sendo que esta ainda possua o elemento identidade e a inversa;

c) CAMPO : Qualquer estrutura matemática com operações de soma e produto, com todas 

as regras válidas para números reais, menos a comutatividade da multiplicação ;

d) MÓDULO : Qualquer grupo com produto comutativo com operação de multiplicação por

’’escalar”(não necessariamente com inversa e identidade);
/ /

e) ALGEBRA : E uma estrutura com operações de soma, multiplicação e multiplicação por 

escalar;

f) ESPAÇO VETORIAL : Qualquer grupo Abeliano com multiplicação por escalar, onde o 

escalar tem inversa e identidade;

Formalmente temos:

Grupo Um grupo é um conjunto X  junto com um operação interna X  x X  —»• X  por

(x,y) i-)- x.y tal que:
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a) A operação é associativa: (x.y).z = x.(y.z),Vx,y, z E X;

b) Existe um elemento e E X  chamado identidade de grupo tal que: x.e — e.x =  x, V,r E X ;

c) Para cada x E X ,  existe um elemento de X  chamado a inversa de x, escrito a? 1, tal que 

x.x~l = x~x .x =  e. A operação de grupo frequentemente é chamada de multiplicação .

Grupo Abeliano Um grupo é Abeliano se x.y =  y.xNx,y E X .  A operação neste caso é 

chamada adição .

Anel Um anel é um conjunto X junto com duas operações internas (x . y) i—>■ x.y e (x . y) t—> 

x +  y, chamadas respectivamente multiplicação e adição , tal que:

a) X é um grupo Abeliano sobre a adição ;

b) A multiplicação é associativa e distributiva em relação a adição , i.e.,

* (x.y).z = x.(y.z)

* x.(y +  z) — x.y + x.z

* (y +  z).x = y.x + z.x V x ,y , zÇ .X .

Anel com identidade Seja R um anel. Se ele possuir um elemento e € R  tal que e.x = 

x.e =  x,Vx  6 R ,então o anel é um anel com identidade.

Regular Seja X  um anel com identidade. Se um elemento x Ç. X  tem uma inversa, x é dito 

ser regular.

Campo Um anel X  com identidade é dito ser um campo se todos os seus elementos, exceto 

o 0 (o elemento identidade da adição ), forem regulares.

Módulo Um módulo X  sobre um anel R é um grupo Abeliano X  junto com uma operação 

externa chamada multiplicação escalar, R  x X  —> X  por (a, x) i—>• ax  tal que: 

a(x + y) = ax + ay 

(a +  f3)x = ax + (3x 

(a(3)x — a((dx), Va,/? E R e x ,y  E X.  

e se o anel tiver uma identidade, então ex = x,V.i’ E X.
*

Álgebra Uma álgebra A é um módulo sobre um anel R  com identidade e com uma operação 

interna associativa, usualmente chamada multiplicação , tal que:

A é um anel;

A operação externa (ai,x) ax é tal que a(xy) = (ax)y =  x(ay).

Espaço vetorial Um espaço linear ou vetorial é um módulo para o qual o anel dos operadores 

é um campo.
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Vetores Os elementos de um espaço vetorial são chamados vetores.
/
E importante que se saiba o significado dos conceitos acima, pois eles aparecem frequente­

mente na matemática sem necessariamente serem iguais aos conceitos usualmente conhecidos, 

como por exemplo o conceito de espaço vetorial em

A.3-Elementos de Topologia

E no estudo da topologia que se definem as classes mais gerais de ESPAÇOS em 

matemática. Conceitos como vizinhança, espaços métricos, norma, Espaços de Hausdorff 

e paracompacticidade são desenvolvidos no estudo da topologia.

Topologia Um sistema U de subconjuntos de um conjunto X  define uma topologia se U 

contém:

a) O conjunto vazio e o próprio conjunto X;

b) A união de todos os seus subsistemas;

c) A intersecção de todos os seus subsistemas finitos;

Espaço Topológico 0  par (X , U ) é chamado um espaço topológico.

Conjuntos Abertos Os conjuntos de IA são chamados conjuntos abertos do espaço topológico

(X,W)

Conjuntos Fechados A C  X  é fechado se A' =  X  — A  é aberto.

As topologias mais simples e mais amplas que temos para um dado conjunto são as 

topologias trivial e discreta, respectivamente:

Topologia trivial Seja X  um conjunto não vazio. O sistema {0, A} forma a topologia trivial. 

Topologia discreta Seja X  um conjunto não vazio e sejam os conjuntos abertos consistidos 

de todos os subconjuntos de X ,  inclusive 0 e X.  Esta topologia é chamada de topologia 

discreta.

Para classificarmos o grau de detalhamento de uma topologia precisamos de uma forma 

de comparação . Assim define-se:

Topologia mais fina Se IÁ\ e U2 são duas topologias de X  tal que U\ C U 2,U 2 é dito mais 

fina que U\ e IÁ\ mais grosseira que U2.

Uma definição geral de vizinhança, válida para qualquer espaço topológico, e tendo o 

conceito usual como caso especial é:
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Vizinhança Uma vizinhança de um ponto a:(ou de um conjunto A) em X  é um conjunto 

N(x), contendo um conjunto aberto no qual a;(ou A) esteja.

Esta definição nos permite definir tuna classe especial de espaços topológicos: os espaços 

de Hausdorff:

Hausdorff Um espaço é de Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos possuírem vizi­

nhanças distintas(disjuntas).

Ao definirmos ponto limite e operações como fechamento, poderemos também definir um 

tipo ainda mais especial de espaços, os espaços normais:

Ponto Limite Um ponto x £ X  é um ponto limite ou ponto de acumulação de A  Ç X  se toda 

vizinhança N(x)  de x contém ao menos um ponto a £ A diferente de x : (N(x) — {x}) D A  ^  

0 ,W (x ) .

Fechamento O fechamento A  de A  em X  é a união de A  e todos os seus pontos limites. 

Normal Um espaço é normal se é Hausdorff e se qualquer par de conjuntos fechados disjuntos 

Fi e F2 têm vizinhanças abertas disjuntas U\ e U2.

Conceitos como recobrimento, refinamento, etc., permitem-nos definir mais uma pro­

priedade topológica; a compacticidade:

Recobrimento Um sistema {Ui} de subconjuntos (abertos) de X  é um recobrimento se cada 

elemento em X  pertence a no mínimo um Ui.

Sub-recobrimento Um sub-recobrimento de um recobrimento U é um subconjunto de U o 

qual também é um recobrimento.

Refinamento Um recobrimento V = {Vi} é um refinamento do recobrimento U =  {Ui}, se 

para todo Vi existe um Ui tal que Vi Ç Ui.

Localmente finito Um recobrimento U é localmente finito se para todo ponto x existe uma 

vizinhança N(x),  a qual tem uma intersecção não vazia com apenas um número finito de 

membros de U.

Compacto Um subconjunto A  C X  é compacto se é Hausdorff e se todo recobrimento de A 

tem um sub-recobrimento finito.

Paracompacto Um espaço Hausdorff é paracompacto se todo recobrimento tem um refina­

mento localmente finito.

A continuidade de funções para um espaço topológico qualquer é generalizada para : 

Função contínua Uma função /  de um espaço topológico X  para um espaço topológico Y
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é contínua em a; £ A, se dada qualquer vizinhança N  Ç Y  de f(x) existe uma vizinhança M  

de a: £ A tal que f {M )  Ç N.  Assim /  é contínua em A se é contínua em todos os pontos x 

de A.

A generalização de isomorfismo é a de homeomorfismo Ç que preserva a continuidade de 

funções .

Homeomorfismo Um homeomorfismo é uma bijeção /  bicontínua, isto é, /  e / -1 são 

contínuas.

Um resultado importante da Topologia é que propriedades como conectividade, compacti- 

cidade, etc. são preservadas por homeomorfismos. Assim, se um espaço é compacto todos os 

espaços homeomorficos a ele serão compactos, ou em outras palavras, deformações feitas em 

um espaço por um homeomorfismo mantêm as propriedades topológicas.

Outras importantes definições em topologia são também:

Espaço métrico Um espaço métrico é um conjunto A  dotado de uma função d : X  x A —>• R  

tal que:

d(x,y) > 0

d(x, y) — 0, se e somente se x = y

d(x,y) = d(y,x)

d(x,z) < d(x,y) +  d(y, z), d(x,y) é chamado de distância entre x e y.

Norma A função x H>|| x || de um espaço vetorial A em 3? é uma norma se para todo x £ A 

e À £ üft :

|| x + y  ||<|| x || +  || y II;

II 11 =  1 * III x II;
|| x ||= 0 se e somente se x =  0.

A .4-Variedades Diferenciáveis

Os espaços de interesse para a física não são simplesmente os espaços ;Rn, pois encon­

tramos espaços nos mais diversos formatos na natureza. A superfície de uma esfera é um 

exemplo: é um espaço bi-dimensional que não é 3?2. Superfícies mais complexas como a su­

perfície de uma pedra ou de um planeta são espaços bidimensionais mas não são 3R2. Porém,

t Não confundir com homomorfismo, que é um relacionamento entre grupos(Ver homo- 

morfismo na seção de grupos)
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estes espaços de interesse para a física têm uma estrutura mais complexa que um espaço 

topológico qualquer e uma característica em comum: para distâncias suficientemente peque­

nas, tais espaços podem ser considerados íR” , ou em outras palavras, todos os pontos têm 

vizinhanças homeomórficas a 9Rn. 0  estudo de espaços ’’localmente” Euclidianos contitui o 

estudo de variedades.

Variedade Topológica Uma variedade topológica é um espaço topológico de Hausdorff tal 

que todo ponto tem uma vizinhança homeomórfica a íR".

Carta Seja M  uma variedade topológica. Uma carta c em M  é uma tripla c =  (U, ip, n ) tal 

que:

a) U 6 M  é aberto;

b) ip : U —t p(U) E 5Rn, é aberto e p é um homeomorfismo;

c) n Ç. Z e n > O é a  dimensão de c.

Esta definição é muito ampla para o interesse físico, pois propriedades como diferenciação 

são fundamentais para o estudo da física. Precisamos assim de um tipo de espaço que garanta 

propriedades como esta:

Cartas Cfc-com patíveis Seja c\ =  (Ui,<£>i,ni) e c2 =  (U2,y>2,n 2) duas cartas em M.  Então 

ci e C2 são ditas C fc-compatíveis se:

a) U\ fl Ui =  0 ou

b) Ui rW 2 0 e os mapas p>\ o tp^1 : <̂2(^1 OMJ2) —> P\{U\ n i /2) e P2 0‘P \ 1 '• ^ 1(^2 HUi) ->•

<̂2(^2 H U\) são de classe C k.

—Y Se ci e C2 são -compatíveis então para qualquer x E Pi(U\ fl U2), a derivada 

{p2 0 é um mapa linear bijetivo, i.e., (y>2 0iPi)' € £(5Rn i, 5R”2). Daí ni =  n2.

Atlas Um Atlas IA em uma variedade topológica M  é uma família de cartas (Ua) Pa)aei 

(7 : conjunto de índices) o qual cobre M:

U Ua = M
a£l

tal que as cartas na família são C'fe-compatíveis.

Cfc-compatibilidade de Atlas Dois C fe-atlas IA e W  são C k compatíveis se

a) ü  U W  é um C fc-atlas, ou

b) S e c Çl U e d  Çl W , então c e d  são (7fc-compatíveis.

—> C -compatibilidade de atlas é uma relação de equivalência.
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Estrutura de Variedade Uma estrutura diferenciável de uma variedade de classe C k em 

M  é uma classe de equivalência de C^-atlas compatíveis em M.

A definição de estrutura de variedade e o seu uso em lugar de atlas na definição de 

variedade diferenciável, visam representar a independência em relação a uma escolha de um 

atlas específico.

Variedade Diferenciável Uma variedade topológica X  junto com uma estrutura diferen­

ciável de variedade é uma C fe-variedade diferenciável.

A definição geral de função diferenciável e o teorema que a C k- diferenciabilidade é 

independente da carta são fundamentais para a definição de vetores na variedade:

Função diferenciável Uma função /  : M  —> 0?n é diferenciável em x em uma variedade 

diferenciável se, em uma carta em x, f  o (p~l é diferenciável em <f(x).

Teorema: A diferenciabilidade de funções em uma variedade é independente da carta: se 

/  o if-1 é diferenciável em <p(x) Para uma carta (U, <p) em x, então em uma outra carta (U, <p) 

teremos :

/  ° =  ( /  ° v7“ 1) ° (v7 ° v ~ l )

como ( /  o <p~x) é diferenciável por suposição e o Cp~x) é diferenciável devido ao fato que as 

cartas {Ü,(p) e (U,<p) são C k- compatíveis, e usando a regra da cadeia teremos que /  o </5-1 

também será diferenciável.

C r-diferenciável Uma função /  : M\  —>■ M2 é C r diferenciável se :

a) r < ki e r < ^ (M i é uma C kl-variedade e M2 é uma C k2-variedade);

b) o /  o ip~x é C r diferenciável em <p(x).

A generalização de homeomorfismo para variáveis diferenciáveis e que preserva a C k- 

diferenciabilidade de funções é o C k- difeomorfismo:

Difeomorfismo /  é um C^-difeomorfismo, se f é uma bijeção e se /  e f ~ l são continuamente 

C fc-diferenciáveis.

A definição de vetores em uma variedade diferenciável é baseada em derivadas de funções. 

Assim, os conceitos de germ, curva parametrizada e derivada direcional são utilizados na 

definição de vetores tangentes ao espaço:

Germ Duas funções f \  e f<i em X  e diferenciáveis em x têm o mesmo germ em x, se existe 

uma vizinhança de x onde elas coincidem. A classe de equivalência de funções diferenciáveis 

em x que têm o mesmo germ de uma função /  é chamada de germ f .
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Curva parametrizada Uma curva parametrizada C em X  é uma função de /  C em X  

por t £ I  i->- C(t) £ X.  Seja C uma curva diferenciável, i.e., uma função diferenciável de 

I  C R  em A, tal que C(0) =  xç, e seja /  uma função em A diferenciável em x. A função 

composição f  o C é uma função em R diferenciável em t =  0.

Derivada direcional A derivada direcional à curva C em xq é uma função /  H- v^o(t) do 

espaço dos germs de C r-funções em xo em 3?:

« ' )  = j t ( f  ° c )M  li=o, 

sendo que v^Q(t) é algumas vezes designado por C(t).

Vetor tangente Um vetor tangente vx em x é uma classe de equivalência de curvas tangentes 

a x. Dado um vetor tangente vXo é sempre possível encontrar uma curva diferenciável através 

de xo para o qual vXo é o vetor tangente.

Esta definição , embora bastante diferente da definição usual que temos em 3?n, conserva

as propriedades básicas de um vetor:módulo, direção e sentido.
/

Espaço vetorial tangente E um espaço Tx(X)  de vetores tangentes a A em x munido das 

operações de multiplicação escalar e soma, definidas por :

(aUx + /3Vx)(f) = otUx(f) + pVx(f),

onde o, /3 £ Rn e Ux, Vx £ Tx(A) e /  é uma função diferenciável.

Dual Seja X um conjunto qualquer. O conjunto L(X,  de funções lineares em X é chamado 

o dual algébrico de A e é denotado por A* ou A.

Espaço vetorial cotangente O dual T* (A) do espaço vetorial tangent Tx(X)  é chamado 

de espaço vetorial cotangente.

Covetores, Formas diferenciais Os elementos de T*(A) são ditos vetores covariantes, 

covetores ou formas diferenciais.

Produto tensorial O produto cartesiano ®PT* ®q Tx de p espaços cotangentes e q espaços 

tangentes a x é o espaço vetorial de todas as formas multilineares no produto cartesiano:

Tx x ... x Tx x T* x T* x ... x T*
'   ' ' * '

qvezes pvezes

e o espaço ®PT* ®q Tx é de dimensão np+q onde n é a dimensão do espaço A.
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Diversas simetrias do mundo físico são descritas por variedades diferenciáveis com estru­

tura algébrica de grupo. Estas variedades são chamadas de grupos de Lie.

Grupo de Lie Um grupo de Lie é um grupo que é também uma variedade diferenciável, 

tal que a estrutura diferenciável é compatível com a estrutura de grupo, i.e., a operação 

G x G —>• G por (x, y ) i-> x.y~x é uma função diferenciável.

A comparação entre grupos é feita pelo seguinte:

Grupo isomórfícos Dois grupos de Lie são isomórficos se existe um difeomorfismo entre 

eles o qual preserva a estrutura de grupo.

Os grupos de Lie de maior interesse para a física são os grupos de transformações . Eles 

são tais que a transformação realizada pelo grupo mantém a estrutura de grupo:

Grupo de Lie de transformações 0  conjunto {crg} é um grupo de Lie de transformações 

se a função :

cr : G x X  —»• X  por (g , x) (->• a(g, x)

é diferenciável e se o conjunto de transformações {<rg : X  x X] crg(x) =  a(g, x)} munido da 

função composição , segue as propriedades de grupo:

f  &gh — &g  0  &h
\  cre é a transformação identidade

efetivamente G opera efetivamente em X  se crg(x) = x para todo x (E X  implica g = e.

Isto significa que a ação de um elemento do grupo altera certamente a posição na vari­

edade. Operadores de rotação entre [0,27r] não agem efetivamente em porque uma rotação 

de 27r não altera a posição na variedade.

transitivamente G opera transitivamente em X  se para todo x ,y  € X  existe um g € G tal 

que crg(x) = y.

Em outras palavras, partindo de qualquer elemento da variedade podemos atingir qual­

quer outro elemento por uma ação do grupo.

Translação à esquerda A transformação de G em si próprio definida por

L g : G —» G por L g(h) =  gh,

chama-se translação à esquerda.



Translação à direita A transformação de G em si próprio definida por
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R g : G —>• G por R g(h) =  hg,

chama-se translação à direita.

Translação à esquerda de campos vetoriais Como Lg é um difeomorfismo, a diferencial 

dLg é um isomorfismo entre os espaços tangentes Th(G) e Tgh(G). Assim cada vetor em Th(G) 

é transportado para Tgh(G) pela função dLg, isto é, se v 6 Th(G), então dLgv Ç Tgh(G).

A.6-Espaços fibrados

O conceito de gauge é semelhante ao de um espaço interno. A cada ponto do espaço- 

tempo associa-se uma propriedade que é o espaço de gauge, cujas transformações de gauge 

mudam o valor no espaço de gauge. As transformações neste espaço de gauge são elementos 

de um grupo de Lie de transformações e, em geral, o espaço formado pelo espaço-tempo e 

o espaço interno não é simplesmente um produto cartesiano. A generalização do produto 

cartesiano para tais situações é o que chamamos de espaço fibrado.

Feixe Um feixe é uma tripla (E, B, 7r) consistindo de dois espaços topológicos E  e B e uma 

função surjetiva contínua n : E  ^  B.

base Em um feixe (E , B, ir) o espaço topológico B  é chamado de espaço base.

Fibra Caso o espaço topológico 7r_1 para todo i Ç B  seja homeomórfico a algum espaço F, 

então 7r-1 é chamada fibra em x, denotada por Fx, e F  é chamada de fibra típica.

Feixe de fibras ou Espaço fibrado Um espaço fibrado (E , B, 7r, G) é um feixe (E , B,  7r) 

munido de uma fibra típica F, um grupo topológico G de homeomorfismo de F em si mesmo, 

e de um recobrimento de B por uma família de conjuntos abertos {Uj, j  E J  Ç N},  tal que:

a) localmente o feixe é um feixe trivial, isto é, é homeomórfico ao feixe produto, mais 

precisamente, 7r~x(Uj) é homeomórfico ao produto topológico Uj x F  para todo j  Ç ,J. O 

homeomorfismo <pj : ) —>• Uj x F  tem a forma <fj(p) =  {7r(p)i<pj(p)) e ° seguinte
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diagrama é comutativo:

seja x € Uj, percebemos que (p |fx, ou <pj}X é um homeomorfismo de Fx em F.

b) existe uma correlação dos subfeixes triviais definidos nos conjuntos abertos Uj cobrindo 

a base. Seja x € Uj DUk- O homeomorfismo <pk,x o <p~l : F  —>• F  é um elemento do grupo 

estrutural G para todo x E Uj fl Uk e todo j, k € J .

c) a fimção induzida gjk : Uj D Uk -> G por x gjk{x) -  (pk)X o v j l  é contínua.

Um exemplo onde o espaço fibrado é uma generalização do produto cartesiano, é a de­

scrição de uma fita de Mõbius. Certamente uma fita de Mòbius não é o produto cartesiano 

da base circular pelos espaços ;R. Entretanto ela tem uma estrutura de espaço fibrado:
3 1 ,-----------------------------------------------------------------  c S

J i

C 2.

Das fitas 1 e 2 acima podemos fazer uma ’’colagem” de a l com a2, b l com b2, cl com c2,



dl com d2, obtendo um cilindro que é o produto cartesiano do circulo com os reais. Assim se 

colarmos a l com a2, b l com b2, cl com d2 e d l com c2, obtemos a fita de Mõbius que não 

é um fibrado trivial, mas que tem um espaço base(Círculo C ) e uma fibra típica G G íR, tal 

que em torno de cada ponto da fita temos um espaço localmente trivial, ou seja, cada ponto 

tem uma vizinhança que é um produto cartesiano do trecho do círculo por G.

Feixe de fibras Cfc-diferenciável Um feixe (E, B, 7r, G) é dito ser C,fc-diferenciável se E, B  

e a fibra típica são C k- variedades diferenciáveis, 7r é uma função diferenciável, G é um grupo 

de Lie e o recobrimento de B está no domínio do atlas admissível. Os mapas gjk do item c 

da definição de um espaço fibrado são (7fc-diferenciáveis.

Espaço fibrado principal Um feixe fibrado no qual a fibra típica F e o grupo estrutural G 

são idênticos, e no qual G age em F  por translação à esquerda, é um espaço fibrado principal.

Em geral temos um espaço tangente a cada ponto no espaço tempo. Isto não inclui uma 

generalização de campo vetorial para um variedade qualquer. Para generalizarmos a idéia de 

campo vetorial precisamos do conceito de feixe tangente:

Feixe Tangente Seja T(X)  um espaço de pares (a:, Vx) para todo x na variedade diferenciável 

X ,  e todo Vx E Tx(X). Pode ser dada uma estrutura de feixe fibrado (T(X ) , X ,  7r) como segue:

a) Fibra em x:Tx{X)\

b) Fibra Típica : 5Rn;

c) Projeção ir: (x ,vx) !->• x;

d) Recobrimento de X : { U j } ( { U j , i f t j }  é um atlas de JA).

e) Homeomorfismo é o par (7r, t/ó o 7t2 ) onde 772(2 , vx) =  vx e xjj'j{yx ) é o representante

de vx na carta (Uj,ipj)

(7r,V>'- 07r2) : 7r~X(Uj) -> Uj x por (x,vx ) (x,il>j(vx))

e) Grupo estrutural G:GL(n,^t) o grupo de automorfismos de (isomorfismo de nele 

próprio), cuja representação matricial é o conjunto de matrizes n x n com determinante 

diferente de zero. Formalmente,

Apêndice A-Tópicos sobre Análise Matemática e Variedades --------------------------------  111

se ^[,x '-Vx e T a ^ V  e ^  x : Vx  G Ta ->• V' € então 

€,X  0 e GL(n,&) : W porV '  ^  V



Seção Uma seção de um feixe (E, B , 7r) é uma função /  : B  —> E,  tal que 7r o /  =  identidade. 

Campo Vetorial Um campo vetorial v em X n é uma, seção do feixe tangente T ( X n); um 

campo vetorial associa a cada ponto x 6 X n um vetor tangente vx <G Tx( X n) pelo mapa 

v : a (x,vx) frequentemente abreviado para x vx.

Feixe contangente 0  feixe (T*(Xn) , X n, 7r) onde T *(X n) é o espaço de pares (x,u>x ) para 

todo x € X n e todo u x 6 T*(X n) e, é chamado feixe cotangente. Seu estudo é paralelo ao 

estudo do feixe contravariante(vetorial).

Feixes Tensoriais A variedade X  junto com o conjunto de espaços vetoriais ®PT* (X) 

Tx(X) para todo x t  X  pode ser dada uma estrutura de espaço fibrado. Ele é chamado feixe 

tensorial de ordem (p,q).

1-forma Um C k campo vetorial covariante ou 1-forma é uma C r seção do feixe covariante. 

Campo tensorial Um campo tensorial de uma dada ordem em uma C k variedade X  é a Cr 

seção do feixe tensorial de mesma ordem.

Conjunto 7t(Xn) : O conjunto 'H{Xn) é o conjunto de todos os campos C°° vetoriais em 

uma C°° variedade X n.

Adição e Multiplicação em 'H(Xn) A adição em ~H(Xn) é definida por:

(v + w ) f  =  v f  + w f  

e a multiplicação de v G B ( X n) por A Ç C°°{Xn) é definida por:

(A v ) f  = A (vf),

/H(Xn) é um módulo no anel C°°Xn).

Campos vetoriais invariantes esquerdos O conjunto de campos vetoriais em G invari­

antes sobre translações à esquerda são chamados campos vetoriais invariantes esquerdos em 

G.

—> Há uma correspondência um-a-um entre o conjunto de campos vetoriais invariantes es­

querdos e o conjunto de vetores tangentes a G em e, nominalmente o espaço vetorial 

tangente Te (G). O campo vetorial v em G é invariante esquerdo se :

dLgv(h) =  v(Lgh) =  v(gh)Vg,h € G

segue-se que dLg(7 ) =  v(g) com 7  =  v(e). Inversamente

v(Lgh) = v(gh) =  dLghv(e) = d(Lg o Lh)v(e) = dLg o dLhv(e) = dLgv(h).
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Imagem recíproca ou pull-back Uma imagem recíproca sob /  de uma função g é a função 

g o f  : x i->- (g o f) (x)  -  g{f{x)) e é denotada por:

g ° f  =  f*(g)-

A imagem recíproca de uma 1-forma sob um mapa diferenciável /  é definida por:

(f*0)v = 0(f'v) o f .

Curva integral Seja v um campo vetorial em X e cr : /  C SR - X  uma curva, tal que a 

tangente à curva cr em x — a(x) é o vetor v(x). A curva cr é chamada de curva integral do 

campo vetorial v.

Derivada de Lie A derivada de Lie Cvu> de um campo vetorial covariante w é o campo 

vetorial covariante definido por

Cvu  |x=  lim^[a*{tjj{(Tt{x))) -u;(x)]

e a derivada de Lie de um campo vetorial contravariante w é

Cvw \x= l im ^[a^1,(w(at (x))) -  to(x)].

—>• Derivada de Lie de uma função f

Cvf  \x= lim^[f(<Tt (x)) -  f(x)] = v(f)  \x .

—y Em componentes:

(£»*)}* =  vldltljk ~ tjkdivt +  tllkdi vl +  t)idkvl.

Produto interno O produto interno de uma forma oj e um vetor v é denotado por ivu>, e é 

definido por:

a) ivf  = 0;

b) ivd x l =  ví.

 ̂ | íyd — L/y

Cvda — Cv{ — ek̂ \ [ ' j ^ i dkOLil ...ipdx il A ... A d:r7p+1)
P'

Apêndice A-Tópicos sobre Análise Matemática e Variedades _____________________  113



Apêndice A-Tópicos sobre Análise Matemática e Variedades _____________________  114

=  ~ \ ( e n ^ d l P+ i v l d l d k a ^ - - ^ P  + \ P  +  l ) e \ h Z t P ^ d k a h - - - i p d h v k ) á x H  A  -  A  d x J p + 1

= d Cva.

assim [£„,d] =  0 e como Cvf  =  ivd f  e ivf  = 0 os operadores C e div +  ivd são dois 

operadores derivação que comutam com d e coincidem em 0-formas, e em consequência 

são idênticos.

t =  £v^W lw£-V :
para uma 0-forma :

[£v,iw]f =  0 

i[v,w]f = 0

para uma 1-forma :

|Cv, iw\ot = di(wloci)vl — w%vldicti — wldidiv%

—»■ d$(v, w) =  Cv6{w) — Cw0{v) — 0[v, to].

Parênteses de Lie Os parênteses de Lie são definidos por:

[v,w] =  vw — wv e é um campo vetorial.

—> Propriedades :

[u, io] =  — [tO, u]

[ui +  V2 , Wi  +  «>2] =  K , ^ l ]  +  [ V2, W2] +  [ui,tÜ2] +  [u2 ,«h]

K ,  [u2,W3]] +  [t>3, [vi, U2]] +  [t>2, [U3,ui]] =  0

*
Álgebra de Lie O espaço vetorial de campos vetoriais invariantes à esquerda em G, munido 

da multiplicação parênteses de Lie, é chamado de uma álgebra de Lie Q do grupo G. 

Constantes de estrutura Seja {va ,a  =  l,...,p}  uma base da álgebra de Lie. Existem 

números c ^ ,  tais que:

[va ,Vp]  =  c l p V y .

Os coeficientes c~G são chamados constantes de estrutura do grupo de Lie G.



—» Propriedades:

cI/í ~  ~ C'l3a 

+  c j,c *0 +  c]ac;fi = 0 

esta última é consequência da identidade de Jacobi.

A.7-Formas diferenciais

p-forma Um p-campo tensorial totalmente antisimétrico é chamado p-forma diferencial ex­

terior ou forma de grau p.

AP(X) Os espaço das p-formas de classe C k em uma variedade contínua X  é um submódulo 

r p(JA) do módulo sobre o anel das C k funções de todos os campos tensoriais C k- covariantes, 

e antisimétricos em X. A soma de duas p-formas é uma p- forma; a multiplicação de uma 

função e uma p-forma é uma p-forma. 0  espaço das p-formas sobre um ponto x denota-se 

por A P(X).

Produto exterior, produto de Grassman, wedge product O produto exterior A entre 

uma p-forma e uma q-forma é uma função

A : {Ap{X ) ,A q{X)) Ap+q(X)

por (a, j3) i->- a  A /3 definido por:

(a A/?)(t>i,...,up+9) =  ^  ...,vp)p(vp+1, ...,vp+q)]

onde vi E T( X)  e II é uma permutação de (1 , 2 , ...,p +  q).

-> Propriedades:

aA(3 = a®(d — /3 <g> ot 

{a A j3) A 7  =  a A (/3 A 7 )

(a + j8) A7 = a A 7  +  j3A7 

f ( a  A (3) =  f a  A /? =  a  A //?

(a A 13) = ( - l ) pqp  A a  se a  € e E r„.
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Álgebra exterior ou de Grassman O módulo das formas de todos os graus em X  munido 

do produto exterior é chamado álgebra de Grassman ou álgebra exterior, e é denotada por 

A(X), ou simplesmente A. Aqui Ax é o espaço das formas em x.

Derivada exterior O operador de diferenciação exterior d mapeia uma p-forma de classe 

Ck em uma p+l-forma da: de classe C k~1, chamada de derivada exterior de a. Esta tem as 

seguintes propriedades:

a) d é linear: d (ct(3) = do: +  d/?;

b) d (a  A (3) =  d a  A (3 + (—l)pa A d j3\

c) d2 = 0;

d) Se f  é uma 0-forma, d /  é a diferencial ordinária de f;

e) A operação d é local: se a e jd coincidirem em um conjunto aberto U , então do: = d f3 

em U, isto é, o comportamento de a fora de U não afeta d a  | jj.

As propriedades (a)-(d) definem o operador d univocamente. Seja d' um operador o qual 

satizfaz às propriedades (a)-(d) e seja a  uma p-forma diferencial

a  =  a i1..jp A d X Ir A ... A d X Ip,

onde aqui é tratada como uma 0-forma. Pelas propriedades (a) e (b) temos

d 'a  =  dV ,.../,, A d X h A ... A d X Ip + a h ...Ip A d ' { d Xh  A ... A d X Ip)

pela propriedade (d) temos:

d V - . / p  = d a h ...Ip, d fX i =  d X i

e, finalmente, pelas propriedades (b) e (c) vemos que

d ^ X ' 1 A ... A d'X íp) =  0,

logo d ' é o único operador definido, i.e., d ' =  d.

Exemplo 1:A derivada exterior de uma 0-forma f é  a 1-forma:

d f  =  ^ í d x i
J dx%

e as componentes de d f  são as componentes de gradf = V /.
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Exemplo 2: A derivada exterior de uma 1-forma a  = Adx  +  Bdy  +  Cdz e um vetor V 

com componentes (A, B, C ) é:

, ( dC d B . .  . , dA d C . .  , , d B  d A ^
d a  = { d ^  ~  ã7:|d!/ A d2 + (& “ ãT)d2 A d x  + (& " sF)dl A d y '

onde as componentes de d a  são as componentes de rotV = V x V.

Exemplo 3: Derivada exterior de uma 2-forma:

u> =  Pdy  A dz  +  Qdz A da: +  Rd  A d z
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( d P  dQ d R \
d" = ( & + ã^ + ã7)dxAd!/Adz-

Se W  é um vetor de componentes (P,Q,R), então as componentes de du> são as componentes 

de divW = V • W.

Exemplo 4:Da propriedade d 2 = 0 nós concluímos que:

d d f  = rot(gradf) = V x V /  =  0

d d a  =  div(rotV) = V • (V x V) =  0

Exemplo 5: Da propriedade d (a  A (3) =  d a  A (3 +  (—\)pol A d(3 podemos mostrar que:

V(/fif) =  flfV/ +  f V g

V x ( f V)  = V /  x V + /V  x V  > p=0

V • ( f V)  = V /  • V  +  /V  • V  ,

V - ( V x W )  = U - V x V - V - V x U p  = l.

Com estes exemplos podemos ver o poder das formas diferenciais no estudo da física, 

pois nos casos mais simples de p=0 ou 1 ela abrangre diversos resultados do cálculo vetorial.

A.8-Conexão e Curvatura

Em um espaço fibrado (E, X,  n, G) cada fibra é difeomorfa a uma fibra típica G. Entre­

tanto, o difeomorfismo não é canônico, pois depende do recobrimento {Ut } de A e da escolha 

dos mapas ipi. Uma conexão em E  leva a uma correspondência canônica entre quaisquer duas 

fibras ao longo de uma curva C em X.  Dizemos que um ponto da fibra sobre um dado ponto 

da curva é ” transportado paralelamente” ao longo da curva por meio desta correspondência.



0  transporte paralelo de um vetor é o vetor cujas componentes em relação ao referencial 

transportado são as mesmas do vetor original em relação ao referencial original.

Espaço vertical Os elementos do espaço tangente em p da fibra Fx, Vp = Tp(Fx)J x =  ir(p), 

são chamados vetores verticais.

Mapa adjunto Consideremos o mapa LgR ~ l \ Ele é um automorfismo interno de G:

L g R f 1 : h !-»• ghg~l ,

a diferencial (LgR f 1)/ em e, mapeia Te(G) em si próprio. O mapa Ad(g) : Q —>• Q ê por 

definição o mapa que correspondente a (LgR f l )'e no isomorfismo entre Te(G) e Q. 

Forma-conexão Uma conexão em um espaço fibrado principal (E, X ,  1r, G) é um mapa linear 

(jüp : Tp (E ) —y Q, isto é, é uma 1-forma em E  a valores no espaço vetorial Ç, tal que:

a) u>p(u) =  u, Vu E Vp;

b) u R>gv(R'gv) =  M # -1 Vp(^);
c) oJp depende diferenciavelmente de p.

Espaço horizontal Os vetores v tais que u>(v) =  0 são ditos vetores horizontais, e o espaço 

formado por eles é o espaço horizontal:

v E Hp = 0.

Existência de uma conexão Se X  é paracompacto então uma conexão pode ser construída 

no espaço fibrado principal.

—»■ para demonstração ver, por exemplo, Choquet-Bruhat1 

Derivada exterior covariante Seja (E , X, ir, G) um espaço fibrado principal com conexão 

uj e espaço horizontal Hp. Seja h : Tp(E) —)• Hp por v H- Vh- A derivada exterior covariante 

Dtp de uma r-forma ip = <pa ® ea em E  a valores em algum espaço vetorial é definida pela 

relação :

Dip(vi,...,vr+i) = d(p(hvi,...,hvr+i)

Forma-curvatura A 2-forma Í2 =  Du> é chamada de forma curvatura da conexão lo. 

Equação estrutural de Cartan Se u> é uma conexão em E e Duo =  íí então,

Çl(v,u) = dw(u,tí) +  [o;(u),a;(u)].

1 CHOQUET-BRUHAT,Y. Analysis, Manifolds and Physics. Amsterdam: North 

Holland. 1977
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Prova: Como TP(E ) = Hp © Vp, é suficiente provar a identidade em três casos:

a) Seja vp , up £ H p . Então üj ( v p ) =  uj( u p ) — 0. Daí hvp =  vp e h u p =  u p

D o j( v p , u p) =  du>(vp ,Up).

b) Seja vp £ Hp e u p £ Vp. Em uma vizinhança de p estendemos u p para um campo vetorial 

u, que é um campo vetorial de Killing; estendemos vp para um campo vetorial v, o qual 

é horizontal a cada ponto. Então u>(v) =  0 e como u>(u) é um elemento fixo de Q, logo 

vuj(u) = 0. Usamos as relações

£-v^u £u^v =  [̂u,u]

d0(u,u) =  C v6(u)  — C u6(v)  — 9[v,u]

0 =  VU>(u) — CvÍuU> — CuiyW +  Í[v,u\U 

=  U üj ( v ) +  <-v[v, u\ =  <jj[v, u]

do>(v, u )  = v l o ( u )  — u u ( v )  — u>[v, u] = 0

D üj( v , u ) = d u>(hv,hu)  =  dw(hu,0) =  0.
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para mostrar que

e, em adição ,

c) Sejam vp,up £ Vp. Sejam ainda v e u campos vetoriais de Killing que coincidem com vp 

e up na vizinhança de p. Então, uma vez que a álgebra dos vetores de Killing é isomorfa 

a Ç:

da;(v,u) = vu(u) — u o j ( v ) — u[v,u] = — u[v,u] =  —[w(u),w(u)]

e ainda

D lo( v , u ) = duj(hv,hu) - dtu(0,0) = 0.

Identidades de Bianchi As identidades

D$l(v,u,w) =  dÇl(hv,hu,hw) =  ddu>(hv:hu,hw) — 0

ou

D ü  = 0



são conhecidas como identidades de Bianchi e, por serem identidades matemáticas, qualquer 

teoria de campos deverá satisfazê-las.

Elemento de volume Seja g o determinante da matriz \gij], isto é,

9 = e\\::nn9iii---9inn 

em relação a uma base diferente (e*/), com

^k1 — Ak/ C{.

Como as componentes de g se transformam mediante:

gk'if = A k,A\,gij

então

v f T T =1 a  | V U ] ,

onde A é o determinante da matriz [A*,]. Assim y  | g | se transforma como a componente de 

uma n-forma:

r = A T \ à x l A ... A d x n

= —.Tix...ind x %1 A ... A d x %n n\

ou seja,

Th...in = £ i \ ninV\g~l

onde a n-forma r  é chamada de elemento de volume.

Operador estrela ou operador de Hodge 0  operador estrela define um isomorfismo 

Ap( X n) —y An~p( X n) por f3 i—> */3. O produto interno em T* pode ser utilizado para definir 

o produto interno em Ap como

(dx*1 A ... A d x in | (dxjl A ... A dxjn) = det[{dxik \ dx4')] =  '

onde o símbolo */3 denota a única (n-p)-forma tal que
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r(a\ f3)  = a A  *(3, Va e Ap( X n),
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cujas componentes são

Jr *

Inversa do operador estrela Em geral, para qualquer n-forma o tensor com componentes 

í*1 é antisimétrico e tem as componentes

Assim nós inferimos que:

_  y/\ 9 1 _  (~^) 2 ii.-.tn
r  “  l...n — n---- r el ...n >

9 V \ 9 \

onde s é a  signatura da métrica(número de sinais positivos na diagonal principal menos número 

de sinais negativos) de forma que é o número de sinais negativos. Assim

(*« | »/?) =  = ( - 1 ) ^ ( 0  I D)

e

t (/3 I o )  =  j3 A *oc =  l )p(n— * ot A (3 

=  ( —1) 2 r(*/3 I *ai) =  ( —1) 2 t(*Q! I *f3) 

— (—l ) “5“ * a  A * * /?

de modo que
*_1 = (_l)P(n-p)+Iií £ * .

Co-diferencial exterior A co-diferencial exterior é o operador diferencial

6üj = (-1)* * - l d  * w, Vu; G A^pT).
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