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RESUMO

Mostramos aqui que a teoria geral da relatividade, apesar de ter predito alguns resul-
tados, apresenta problemas estruturais importantes do ponto de vista fisico. Visando obter
uma teoria completa em 241 dimensées com limite Newtoniano, desenvolvemos uma teoria
de gauge para grupo conforme em (2+41) dimensées dentro da estrutura de espago fibrado.
Aqui o potencial gravitacional é representado pelas triadas, pelo potencial de Lorentz e pelos
potenciais adicionais de dilatagdo e conforme. Através de uma quebra espontanea de simetria
por uma realiza¢ao nao linear, obtemos potenciais aplicaveis ao problema fisico. A densidade
de lagrangeana utilizada é a densidade quadratica mais geral, podendo ser obtida com o grupo
conforme. As equacdes de campo sdo resolvidas para campo fraco, sem spin e circularmente

simétrico, onde obtemos o limite Newtoniano.
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ABSTRACT

We point out that the general theory of relativity, in spite of predicting some results,
it contains some structure problems, from the physical point of view. With the purpose to
develop a complete framework in 2+1 dimensions and with a Newtonian limit, we study a
gauge approach for the conformal group in 2+1 dimensions, within a fibre bundle structure.
The gravitational potential is represented by triads, Lorentz potential and also by additional
potentials related to dilatations and conformal transformations. By means of a breaking of
symmetry through a non-linear realization, we derive the potentials related to the physical
problem. The Lagrangian density we employ is the most general quadratic form we can
obtain with the conformal group. The field equations are solved for a spinless and circularly

symmetric weak-field. The Newtonian theory is also obtained as a solution.
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1-Introducao

Modelos para a gravitagdo com dimensées menores que quatro tem recebido consideravel
atencdo nos ultimos anos. A teoria de Einstein (241)-dimensional ndo tem limite Newtoniano
nem graus dindmicos de liberdade, mas tem uma estrutura global ndo trivial, pois apresenta
defeitos topolégicos. Este interesse também tem se mostrado em outras teorias gravitacionais
em (2+41) dimensdes, pois tais modelos sao liteis para examinar conceitos bésicos e explorar
mais a fundo os aspectos de quantizagdo em teorias gravitacionais.

Analogias entre teorias de Yang-Mills a nivel cléssico e a relatividade geral (RG) sobre
suas bases geométricas, hd muito tempo tém sido estudadas. Em particular, os modelos de-
senvolvidos em teorias de gauge 4-dimensionais em geral obtém a teoria de Einstein como
sub-teoria, e a partir disto o limite Newtoniano é entdo obtido. Entretanto, em (2+1) di-
mensoes este limite pode ser desprezado, pois o limite Newtoniano aparece em um setor
separado daquele que origina o limite Einsteniano. A anilise da teoria de gauge para o grupo

de Poincaré em (2+1) dimensdes feita por Kawai !

mostra ainda que para obtermos o limite
Newtoniano devemos, eliminar o setor do qual é obtido o modelo de Einstein na teoria.

O estudo de teorias alternativas a Relatividade Geral tem sua principal motivagao nas
deficiéncias da prépria RG. Assim, no capitulo 2 exploramos suas principais falhas e descreve-
mos pontos, cujos resultados nao sdo satisfatérios do ponto de vista fisico. Como as teorias de
gauge tipo Yang-Mills tém apresentado importantes resultados na fisica, tais como renorma-
lizagdo, resultados observados e unifica¢ao de campos, convém estudarmos a gravitagdo como
uma teoria de gauge. No capitulo 3 apresentamos os fundamentos das teorias de gauge e o
modelo de Yang para a gravitagdo como um exemplo de uma teoria de gauge para a gravitacao

O modelo de gravitagdo com o grupo de Poincaré em (2+1) dimensoes é apresentado no

capitulo 4, que apesar de apresentar bons resultados, carece de uma boa fundamentacao

tedrica, pois este grupo ndo admite métrica e ndo tem justificativa formal para a utilizagédo de

1 KAWAI, Toshiharu. Poincaré gauge theory of (2+1)-dimensional gravity. Physical
Review D, v.49, n.6, p.2862-2871. 1994.



1-Introdugéao 2

triadas como potenciais, apesar de terem estas uma natureza matematica diferente. O grupo
conforme surge assim como o grupo mais natural para atacar os problemas acima, pois admite
métrica de Cartan, e a utilizagdo de triadas como potenciais pode ser justificada a partir de
uma realiza¢ao nao linear do préprio grupo conforme. Com esta escolha quebramos a simetria
deixando o grupo como grupo de invariancia de rotagoes e translagoes. A fundamentagio do
grupo conforme, bem como a determinacao das formas conexdo e curvatura, sdo feitas no
capitulo 5. O capitulo 6 é dedicado a uma explicagdo da realizacdo nao linear e depois sua
aplicacao no modelo conforme, bem como a projecao dos resultados no espago-tempo.

O capitulo 7 apresenta um modelo simplificado de interagao gravitacional usando o grupo
conforme, no qual obtemos o limite Newtoniano e o fenémeno do desvio da luz por um string
césmico. O mesmo resultado é obtido na RG, mas 14 se conclui que o string ndo desvia
a trajetoria da luz; apenas quando dois raios de luz passam em lados opostos do string,
convergem para um mesmo ponto. Do ponto de vista de observacao , ambos modelos levam
a mesma previsao, porém, o modelo aqui apresenta atragdo gravitacional, embora independa
da distancia do raio de luz ao string.

No capitulo 8 construimos uma densidade de Lagrangeana e obtemos as equagoes de
campo para a teoria de gauge para a gravitagdo com o grupo conforme. O limite de campo
fraco, bem como a solugdo das equagodes linearizadas para o caso circularmente simétrico,

estatico e sem spin, e ainda as sub-teorias obtidas do modelo, sao dados no capitulo 9.



2-Questionamentos sobre a Relatividade Geral

2.1-A Relatividade Geral-Conceitos Basicos

A teoria da Relatividade Geral’~® (RG) de Einstein tem sido considerada como uma das
mais belas teorias fisicas existentes, do ponto de vista matematico. Sua idéia inicial estd no
principio da equivaléncia, expressando a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional,
que também pode ser colocado como a afirmagdo de que todas as particulas submetidas a
mesma condicao inicial seguem as mesmas trajetérias. A validade deste principio permite-
nos supor que a gravitacao seria apenas um efeito no espago-tempo, no qual as particulas se

deslocam. Assim, a métrica plana de Minkowski da Relatividade Restrita (RR)
ds? = *dt* — da® — dy® — d2* (2.1)
¢ generalizada para uma métrica mais geral, na forma
ds® = g;;dx'dz’ gij = gi;(2°, 2", 2%, 2®). (2.2)

Em consequéncia, o principio da minima acdo §S = 0 dado pela RR S = [ mecds leva-nos a

uma nova equagao de movimento

d?zt . dz? dz*¥
e’ | i de’dzt 2.3
gz Tl =0 (2:3)

que representa geodésicas numa variedade de Riemann, onde

Tijy = Lgi (3gu ;. Oou _ 3gjk) (2.4)

2 Oxk = OzJ oz!

1 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc.,1989.
2 MISNER,C.W.; THORNE,K.S.; WHEELER,J.A.; Gravitation. USA: W.H.Freeman

and Company, 1973.
3 ADLER,R.; BAZIN,M.;SCHIFFER,M.Introduction to General Relativity.

McGraw-Hill Book Co. New York, 1965
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sao os simbolos de Christoffel. A inexisténcia de um campo gravitacional serd entdo dada
por um sistema geométrico, onde por meio de uma transformagao de coordenadas todos os

simbolos de Christoffel possam ser anulados. Como a lei de transformagao dos simbolos de

Christoffel é
- / dz'™ dz' ™ Ozt 82z’ Oz
Ig=T lmn ; T ; TR 2.5
ik OzJ Oxzk 0z'' 0Oz 0zk 02! (2.5)

uma transformacao tal que,

2’ = ¢'(a?) (2.6)
levara a simbolos de Christoffel nulos apenas se as equagoes
) 8¢l —5? ¢l
' - ) = . 2.
s (ax’) 0z10xk’ 27)

permitirem uma solugio nao trivial para as funcées ¢!. Esta é uma questdo em geometria
diferencial com solucao bem conhecida*. A condi¢ao de integrabilidade para a equagao (2.7)
é que o tensor de Riemann seja nulo

oI ji B O jx
ozk Ooz!

R'ju = A+ 07 3T e = T™ 4 = 0 (2.8)

e a anulagdo do tensor de Riemann é condicdo necesséaria e suficiente para a solu¢ao de
(2.7). Isto significa que o campo gravitacional é representado geometricamente pelo tensor de
Riemann. Resta-nos apenas saber como determinar R';i; a partir de uma fonte gravitacional.

Isto foi respondido por Einstein na chamada equagao de Einstein,

1 8rG

Gij = Rij - 59i;R = —~Tij, (2.9)

que vincula o lado geométrico da teoria com o lado fisico. Nesta equagdo R;; é o tensor de

Ricci, uma contracao do tensor de Riemann, e R é a curvatura escalar, dados por
Em (2.9) T;; € o tensor energia-momentum da fonte, tal que o vetor energia-momentum seja

P = E/Ti"de. (2.11)

C

4 CHANDRASEKHAR, S. On the Derivation of Einstein’s Field Equations. American
Journal of Physics, v.40, p.224-234, Feb. 1972.
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A Relatividade Geral pode ser entao dividida em 2 partes:

1) Parte geométrica: interpretagao do espago fisico como sendo uma variedade Riemanniana

com curvatura diferente de zero, na qual particulas seguem geodésicas;
2) Parte Fisica: equagao de Einstein que estabelece como a matéria modifica o espago-
tempo, gerando curvatura.
Neste capitulo poderemos constatar que os grandes problemas da R.G. nao estao no
aspecto geométrico da mesma, e sim no lado fisico, pois a equagdo de Einstein apresenta
problemas dificeis de serem solucionados. No restante deste capitulo faremos uma breve

explanacao sobre os problemas mais importantes da Relatividade Geral.
2.2-A constante cosmoldgica e a falta de uma derivagao rigorosa

Apesar de intuitivamente ser uma bela teoria matematica, tem sido mostrado que a R.G.
carrega alguns problemas e algumas caracteristicas indesejaveis do ponto de vista de uma
teoria de campos. A primeira diivida e o primeiro impasse entre os pesquisadores em RG, é
sobre a necessidade ou nao da introdugao de um termo de constante cosmolégica na equagao
de Einstein (2.9). Um argumento utilizado para a inclusdo deste termo baseia-se na deducéo
da equagao de Einstein por meio de uma Lagrangeana. Dentro do formalismo da RG as unicas
exigéncias que se fariam a esta Lagrangeana é que a agdo correspondente fosse um escalar,
e com derivadas de no maximo primeira ordem em g;;. Esta ultima exigéncia baseia-se na
necessidade de obtermos em primeira aproximacao goo = 1 + %;é e portanto uma equacao de
segunda ordem no potencial Newtoniano ¢. A escolha mais natural seria £ = \/—¢gR, que

difere do termo
k(i l
V=99 (T me ™ — T i i), (2.12)
pois este contém apenas derivadas em primeira ordem através de uma divergéncia. A inclusao
do termo y/—g vem da necessidade de exigirmos uma agdo invariante por transformacoes de

coordenadas, uma vez que o elemento de linha invariante é \/—gd*z. As equacdes de Einstein

podem entao ser obtidas de

5/£d4x =0. (2.13)

A adicdo do termo de fonte leva-nos a seguinte equagao variacional

§ / vV—9(R - kM)d*z = 0, (2.14)
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onde k = 8:4G é a constante de Einstein e M é a densidade de lagrangeana do campo de

materia. Desta forma a agdo (2.14) leva-nos diretamente & equagido de Einstein. No entanto,
o tensor métrico g;; desempenha um papel fundamental na teoria, de forma que é de se
argumentar que as densidades y/—g e  /—gR poderiam ser tratadas da mesma forma no

principio variacional. Isto resultaria em

§ / V=9(R+ X — kM)d*z =0, (2.15)

onde ) é a chamada ”constante cosmoldgica”. A equagao de Einstein ficaria entao
ij . Ly i ij
G]+§)\g’=kT’. (2.16)

Historicamente a introdugdo da constante cosmolégica foi feita por Einstein em 1917,
dois anos apds a apresentagdo da R.G. No modelo original por ele apresentado verificou-se
que o universo nao poderia ser estatico, o que era a suposicao da época e a inclusdo da
constante cosmolégica passaria a dar solucoes de universo estatico®, desde que a constante \
tivesse o valor apropriado. Apds a proposta de expansao do universo por Hubble, a constante
cosmolodgica deixou de ser necessaria, e Einstein a chamou de ”... a maior tolice da minha
vida...”. Para muitos pesquisadores® a introducao da constante cosmolégica é necesséria para
uma formulagdo consistente da prépria RG. Sua nulidade sé podera ser decidida com base em
evidéncias experimentais ou teéricas. Desta forma surgem duas questoes:

1) E necessaria a introducéo da constante cosmolégica?
2) Existe afinal alguma dedugdo rigorosa para as equagoes de Einstein?

A resposta a primeira questdao ainda estd em aberto e, devido a isto, alguns autores
consideram que néo existe e ndo poderd ser dada uma dedugdo rigorosa para as equagoes de
Einstein®.

Tais questoes mostram que apesar da RG ser uma bela teoria e de ter predito alguns
resultados, existem ainda algumas caracteristicas na formula¢do da mesma que a colocam

como uma teoria deficiente.

> FRIEDMANN,A. Uber die Kriummung des Raumes, Z.Phys., v.10, p.377-386, 1922.
6 ANDERSON, James L.; FINKELSTEIN, David. American Journal of Physics, v.39,

p.901-, 1971.
4 CHANDRASEKHAR, S. On the Derivation of Einstein’s Field Equations. American

Journal of Physics, v.40, p.224-234, Feb. 1972
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2.3-Problemas com a Energia

O conceito de energia tem um ponto central em fisica tedrica, onde as leis de conservagao
da prépria energia, do momentum linear e do momentum angular, sao consequéncias da
homogeneidade no tempo, no espaco e na isotropia no espago respectivamente. Desta forma o
conceito de energia é associado & prépria estrutura do espago-tempo, e ndo pode ser tratado
com indiferenca dentro de uma teoria fisica completa. Uma propriedade caracteristica da
energia é o fato de ser sempre positiva, ou mais rigorosamente de ter um limite inferior,
refletindo a estabilidade de um sistema fisico, uma vez que as particulas tendem a ficar no
estado de menor energia possivel.

A generalizacao da equagdo de conservacao da energia para a RG conforme o principio

da equivaléncia é

k 1 AT*V=9) 109k,
Ty = =~y T =0 (2.17)

Por outro lado, para que o 4-vetor energia-momentum representado pela integral

1
H:—/nhﬁw& (2.18)
C
seja conservado, a equacgao diferencial

%\/;_ggﬁ =0 (2.19)
deve ser satisfeita, e ndo a equacdo (2.17). Desta forma a equagdo (2.17) néo leva a nenhuma
lei de conservacao. Isto é natural, pois esperamos que o campo gravitacional possua energia-
momentum e que a energia-momentum total seja conservada.

Uma forma padrao de obtermos o tensor energia-momentum de um sistema é variarmos

sua Lagrangeana em relagao ao tensor métrico, ou seja,

oL
59ik

T 4%k = —2 (2.20)
onde t** seria o tensor energia-momentum do campo gravitacional. Mas como na RG o

campo gravitacional é o préprio tensor métrico, a variagao da agdo em relagdo a este serd

necessariamente nula
) 6 [ Ldt
5 = f = oL dt (2.21)

0=— = = ,
8gik dgik 8gik
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e dai concluimos que a energia-momentum total também sera nula
T 4 ¢% =0, (2.22)

o que mostra que na RG tal defini¢do de energia-momentum € inutil.
A melhor escolha para o tensor energia-momentum do campo gravitacional seria entao a

explicada abaixo. Impondo

Ogik
=0 2.23
3 (2.23)
que, de outra forma, significa
w1 g d%g %gi d%g
Rzk — _tm _kp _In p mn " _ mp . 2.24
9 979 {axmaxn t 92100F ~ 8amdar  dalzn (2.24)

A equagdo de Einstein pode entdo ser posta na forma

i Ohik!
(_—g)T k = 6.’131 ) (225)
onde
ikl 0 ! ik _Im il _km
o= 167rk(—g)(g g™ —g"g"™) (2.26)

ficando evidenciada a antisimetria em kl. Derivando (2.25) em relacio a z* obtemos a equagao

(2.19) para a conservagao do tensor energia-momentum.

Em geral, quando aag;f # 0, a diferenca

3hikl

ol (—g)T* (2.27)

nio é nula e a denotaremos por (—g)t‘*. Desta forma

i i Ohikl
()@ 41y = T (2.28)
Na forma explicita t** é dado por!
ik c* n Tp n Tp n Tp il _km ik Im
" = 167k (zrlmrnp - lprmn - lanp)(g g -9 9 )+

! LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc.,1989.
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gilgmn(]_'\{cpl'*};nn + annrfp - Ffzp]'-‘]lom - Ffmrﬁp)+
gklgmn( ;.pF]rJnn + F:nnrfp - F;prfm - F;mrﬁp)_l_ (229)

l . Tk ] k
g mgnp(F;nFmp - ;mrnp)'
Concluimos entao que as quantidades

pr=t / (—g)(T* +t'*)dSy (2.30)

c
sao conservadas. Isto sugere que (—g)t** seja a energia-momentum do campo gravitacional.
Todavia, de (2.30) vemos que ¥ n#io é um tensor, pois da mesma maneira que os I i
podem ser anulados em qualquer ponto do espago-tempo por uma simples transformacgao de
coordenadas, assim também acontece com os t'. Por este motivo esta grandeza é chamada
de pseudo-tensor energia-momentum.

O fato de termos um pseudo-tensor na lei de conservagdo da energia cria por si sé um
problema na prépria teoria. Aqui, uma das mais importantes e estabelecidas leis da fisica nao
estd na forma covariante e, além disso, a energia ndo surge como uma grandeza covariante.
Dentro de uma teoria que exige toda lei fisica colocada na forma covariante, isto constitui um
problema grave. Tal fato certamente pode levar a resultados patologicos para a RG, o que
é facilmente percebido quando utilizamos um sistema de coordenadas esféricas no espaco de
Minkowski sem gravitagdo , onde

1

1
00 rr (44
=1 =-1 =——, e 2.31
g , 9 , g > g S alg (2.31)
e
R'iim = 0. (2.32)
Para este caso temos
1
tg = —siné (2.33)

4

e assim a "energia total” do campo gravitacional torna-se infinita. Além do mais a densidade

de energia resultaria negativa

2
(—g)t = —;—Wu + 4sin? 6] (2.34)
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e em consequéncia o campo teria uma energia total negativa e infinita.

Além disto, Schrodinger mostrou” que com uma escolha apropriada de coordenadas
para um sistema esfericamente simétrico, todas as componentes t; do pseudo-tensor energia-
momentum sao nulas fora da distribui¢do de matéria. Em relacdo a isto Einstein escreveu:
”...Schrodinger estava, é claro, surpreso por este resultado, que também se mostra estranho
para nos. Ele estava particularmente interessado na questdo se t;- pode ser considerado como
componentes de energia. Aos argumentos de Schrodinger, eu gostaria de adicionar mais dois:

1) Se as componentes T} da energia de matéria formam um tensor, as quantidades tj- com-
preendidas como ”componente de energia” do campo gravitacional, ndo formam um ten-
sor.

b) As quantidades T;; = giaTj' sdo simétricas em relagdo aos indices ¢ e j, enquanto o
andlogo t;; = g,-at; ndo € simétrico.

Lorentz e Levi-Civita, em face do primeiro argumento, também concluiram que as quan-
tidades t;- ndo podem ser consideradas como componente de energia do campo gravitacional.
Embora eu também tenha essa opinido, eu estou convencido que uma melhor definicio das
componentes de energia do campo gravitacional € impossivel ...”  conforme citado por Denisov
e Logunov?®.

Isto mostra que até mesmo Einstein estava convencido que tal fato era um problema
interno da propria RG, e nao apenas da forma proposta para t¥.

Da equacio de conservacao de P! podemos ainda ver que, se a matéria estiver concentrada

somente no volume V, a relacdo de conservagao de P; pode ser expressa na forma

% (TO +19) dV = — / ¢ dS, . (2.35)

Para uma solugido exata das equagoes de Einstein, onde se faz t§ = 0, segue entao que

d
5 [ (T3 +15) dV =0, (2.36)

ou seja, a energia da matéria e do campo gravitacional no volume V é conservada. Isto
significa que nao existe fluxo de energia para fora do volume V| e portanto, particulas fora

deste volume nao podem ser influenciadas pela gravitacgao.

7 SCHRODINDER, E. Phys. Z., v.19, p.4-, 1918.
8 DENISOV, V. I1; LOGUNOV, A.A. Gravitational Radiation exist in the General Theory

of Relativity, Theory Math. Fiz., v.43, n.2, p.187-201, May 1980.
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Entretanto, solugoes exatas da equagiao de Einstein para ondas com t§ = 0, levam a
2lm 76 0, o que implica em
§%nt

~a R utu™n! =0, (2.37)

onde u! sio as componentes do quadrivetor tangente 3 linha de universo da particula, e n’ sio
as componentes do quadrivetor que une pontos de mesmo valor de s(comprimento de arco ao
longo da linha de universo) em geodésicas muito préximas. Concluimos de (2.37) que ondas
de curvatura afetam particulas-teste fora do volume V, alterando portanto suas energias.
Temos assim duas relagoes diferentes, embora exatas em R.G., e que nos levam a con-
clusbes mutuamente exclusivas. Para eliminar tal contradi¢ao devemos concluir que em RG a
energla ¢ criada, e consequentemente nao é conservada. Podemos chegar a um resultado ainda
mais surpreendente, utilizando-nos das conclusces ja descritas, onde o calculo da energia e
do momentum de um sistema através de um pseudo-tensor energia-momentum, nao leva a

resultados com significado fisico.

”...na teoria de Finstein ndo existem leis de conserva¢do

Denisov e Logunov afirmam:
relactonando diretamente a variagdo na energia e momentum de matéria a existéncia de
ondas de curvatura...”. Assim até mesmo a férmula obtida para a perda de energia devida a

emissao de ondas gravitacionais
d_E — G "2
dt — 45¢57*F

nao seria valida, e também néio seria originada da prépria RGS8.
2.4-A defesa de Faddeev®

Os problemas do tensor energia-momentum foram discutidos por Faddeev, mostrando
que uma formulacao adequada da energia pode ser feita se admitirmos:
1) a energia do campo gravitacional ndo é localizada, ou seja, ndo existe uma densidade de

energia univocamente definida;

8 DENISOV, V. I; LOGUNOV, A.A. Gravitational Radiation exist in the General Theory

of Relativity, Theory Math. Fiz., v.43, n.2, p.187-201, May 1980.
® FADDEEV, L.D. The energy problem in Einstein theory of gravitation. Sov. Phys.

Usp., v.25, n.3, p.130-142, March 1982.
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2) a energia do campo gravitacional interagindo com um sistema de massas e campos de

matéria pode ser introduzida, se o espago- tempo é assintoticamente plano, ou seja,

solugoes de universo fechado sdo inadmissiveis.

Basicamente o processo seguido para obter uma forma bem definida para a energia é o

exposto a seguir: definir as quantidades

hij — /__ggij
qa,@ — hOahOﬂ . hOOhaﬂ

1

HQ'B:W

rgﬂ

portanto, a Lagrangeana do campo em fun¢ao destas novas grandezas torna-se

d d
— Z af a 7 O )\« _ 3
L /(Haﬂdtq 4+ P ANCo—\Cq—H) d’z,

onde ¢, € o campo externo e 7 é o momentum associado a este campo e
Co = ¢*¢"" (aplyy) + YR = T

Co = 2V(¢™Man) — 2V2(q"MLag) — Tog

1
0 _
N =+l
N hOa

Ainda,
H = —CO - aaaﬂq"ﬂ

¢ a Hamiltoniana que pode ser posta na forma
H= /H(ac) B = f[qaﬂq*"(naAnﬂu —TapIln,) + Q + Too) &P,

onde

Para obtermos a energia a partir de H, fazemos a restri¢ao

Cir(z) =0 e Co(z) =0

(2.38)
(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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e supondo que

qaﬂ — 6aﬂ + 2Xaﬁ

onde x e I sdo pequenos e ndo hi campos de matéria, a restricdo (2.46) fica
d005x*? =0

0°Tlop = BpIIC.

Expandindo agora os termos x®# e I,

1
Xaf = Xap + 5(Gaxs + Opxa) = §30axx + 0a0px

Haﬁ = Hgﬂ + %(c’)al'lﬂ + aﬂﬂa) - Jgaaﬂ)\ + 3(1351—[

e impondo que

Vix =0 , V2, +38,0511° =0,

as condicoes limite

levam a

H= /[aaxg,\ o%x TP 4 Hzﬂ 7o) ds.

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Em consequéncia a energia fica assintoticamente bem definida e positiva. O mesmo se aplica

aos momenta linear e angular.

Mesmo assim nao temos todos os problemas da energia resolvidos, como por exemplo,

o problema da energia de ondas gravitacionais discutido no final da se¢@o anterior. Além do

mais, o resultado acima sé pode ser obtido quando fizermos uma suposi¢ao de campo fraco

como em (2.46).

2.5-A Relatividade Geral em 241 dimensoes

Certos modelos reais em 4 dimensées podem ser reduzidos a um ndmero menor de di-

mensoes, devido a alguma propriedade de simetria do problema em questao. Um exemplo é

o de uma fonte gravitacional reta e infinita, chamada de string césmico, gerando um campo
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gravitacional. Segundo a teoria de Newton, onde o potencial gravitacional ¢ satisfaz a equagao

de Poisson
V3¢ = 4nGA (2.51)

onde A é a densidade linear de massa do string. Utilizando as propriedades de simetria do

problema obtemos a solugao

=26 {2}, (2.52)

r

onde a é uma constante de integracdo. Para que a RG tenha limite Newtoniano necessitamos

obter o elemento ggo da métrica na forma

goo=1—@1n{ﬁ}, (2.53)

c? r
porém, nao ¢ este o resultado que obtemos a partir da RG.

Das equacdes de Einstein (2.9) vemos que s6 poderemos ter um espago plano (R!jx; = 0)
quando a distribuicao de matéria no ponto é nula. Em quatro dimensées o inverso nao vale,
pois T = 0 implica apenas em R** = 0, restando 10 componentes de R;'kl livres para serem
ajustadas conforme as condigoes de contorno, permitindo-nos obter o campo gravitacional fora
da distribuicdo de matéria. Entretanto em 2+1 dimensdes R*? = 0 representa 6 equacdes,
e como Rj. ; tem apenas 6 componentes independentes, nao ficamos com nenhuma compo-
nente livre para ajustarmos as nossas condigoes de contorno. Os valores de Rj. s podem ser

determinados a partir de R4 conforme a equacao
Rapvs = NayRps — NasRpy — NpyRas + NpsRay = %(nwnﬂa — Nasnpy) R, (2.54)
de forma que fora da distribui¢do de matéria obtemos
Ropvs = 0. (2.55)

Portanto concluimos que a matéria nao gera curvatura fora da distribui¢do de massa e, em
consequéncia, nao existe nenhuma atragao fora de sua localizagao.
As equagbes de Einstein em (241) dimensées foram primeiramente analizadas por

Staruszkiewicz!® e discutidas posteriormente por Jackiw!!, mostrando que a métrica seria

10 STARUSZKIEWICZ, A. Gravitation theory in three-dimensional space. Acta Physica

Polonica, v.XXIV, n.6, p.735-741, 1963.
11 JACKIW, R. Topics in Planar Physics, DIAS Workins Seminar ( 1989: Dublin,

Ireland).
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dada por
ds? = dt* — dr® — r’d¢? (2.56)

onde

0<¢<eNomg<2n, (2.57)

ou seja, 0 espago-tempo é uma superficie conica com déficit angular 27(1 — e=). Posterior-
mente esta equagao foi resolvida para casos mais complexos, envolvendo teorias de campos.
Vemos assim de (2.56) que a métrica Einsteniana nao tem o termo gop na forma desejada
(2.53), e sim na forma plana

Isto completa a comprovagao que a teoria de Einstein nao tem limite Newtoniano em 2+1
dimensoes.

Apesar de nao ter limite Newtoniano, a teoria de Einstein em 241 dimensées tem des-
pertado consideravel interesse pela topologia nao trivial do espago-tempo, pois, apesar do
espago-tempo ser localmente plano, o formato conico leva & convergéncia de trajetérias de
raios de luz, quando originados de lados opostos do string. Isto sugeriu a hipétese da e-
xisténcia de quasares duplos. Em outras palavras, poderiamos dizer que segundo a RG o
string atrai as trajetérias de luz, desde que haja uma outra do outro lado, mas nao afeta
trajetérias individuais.

Como todos os resultados dindmicos da teoria vém do aspecto global do espago-tempo,
concluimos que todos os fenomenos relacionados a strings na RG sdo de natureza puramente
topoldgica. Vale lembrar que estes resultados sao devidos a forma da equagao de Einstein e
nao a formulagao do espago curvo, uma vez que poderiamos obter uma teoria de espago curvo

com a condicdo (2.53) satisfeita.
2.6-Inconsisténcias no tratamento de particulas com spin

A nivel semi-classico geralmente é admitido que a consideragdo de particulas com spin
em gravitagdo exige a inclusao de tor¢ao , a qual é nula em RG, pois variedades de Riemann

nao contém torgao.

Salientamos que a derivada covariante em um espago de Riemann-Cartan é dada por

DiA; = 9jA; —ThHA; (2.59)
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o que resulta Dy A; — D; Ay em um tensor

0
DiA; — DiAg = (T, —Tk;) =2 (2.60)
ox!
Para um vetor Ay = a%‘%, temos que a diferenca
T} =T} — T (2.61)

¢ um tensor geralmente nao nulo, chamado de tensor tor¢ao , com o qual particulas com spin
interagem. Porém, em uma teoria onde a métrica representa um campo gravitacional, como
na Relatividade Geral, a métrica plana num ponto exigiria que a derivada covariante fosse a

derivada ordinéaria e, portanto,

5 =0 (2.62)

de forma que a equagdo (2.61) em coordenadas cartesianas nos levaria a uma torg¢éo nula

T, = 0. (2.63)

1

Como a tor¢ao é um tensor, concluimos que a torc¢ao é nula na RG.

Entretanto, da férmula de Tetrode
’I‘[;A)\] = 6V‘S’/\p.u (264)

onde Sy,, € o tensor de spin, vemos que particulas com spin em geral levam a T),, antis-
simétrico, mas da equacdo de Einstein (2.9) como R;x é simétrico para uma teoria sem torcao
, entdo Tjx deverd também ser simétrico, contradizendo a equagéo (2.64).

Isto pode ser exemplificado para particulas com spin 2, como por exemplo, um nicleo
atomico: que campo gravitacional este criard? A resposta da RG é dada pela equagao de

Einstein, onde o campo h;; da particula obedece a equagao
D¥D;h;i, 4+ D¥ D;hjy — D¥Dihij — D;D;g**hap + m?hi; = 0 (2.65)

onde D! é a derivada covariante. Porém, a condigdo de integrabilidade (2.65) é R;x = 0,

que pelas equagoes de Einstein leva a Tjx = 0. O célculo de Tj; a partir de sua defini¢ao
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leva, por outro lado, a um tensor energia-momentum néao nulo, de onde podemos concluir
que particulas de spin 2 nédo ocasionam um campo gravitacional compativel com a Relatividade
Geral. Vale salientar que tal fato também ocorre com particulas de spin %

Além disto, sabe-se que particulas de spin % se acoplam a tetradas, enquanto que na RG
o campo fundamental é a métrica. Uma vez que a métrica contém menos informacoes que as
tetradas, concluimos que a RG também nao descreve adequadamente o campo e o movimento

de particulas de spin %
2.7-Problemas com o limite Newtoniano

Mesmo em quatro dimensoes j4 se mostrou!® que a teoria geral da relatividade nao tem
bom limite Newtoniano. Embora néo haja dividas que a equagao de Poisson possa ser obtida
no limite adequado, ha uma crescente impressdao de que o mesmo nao ocorre com outros
aspectos da teoria, mais precisamente, as integrais de movimento nao sao as mesmas.

Na teoria Newtoniana temos

V2U = —4nGp. (2.66)

A equagao de movimento de um fluido ideal

ov® ov® oU Op
— 4P ) =g (—p—= + — 2.67
Pl 075 5) =9% (~rp5+ 5 5) (2.67)
associada a equacao da continuidade para este fluido
dp
o = (pf)=0 2.68
5 T 5,8 PY") (2.68)
nos permite obter a equagdo para a energia interna especifica II, na forma
oIl o1l
Py = —pdv”© 2.69
gy tv75.5) = —POav (2.69)
com a condi¢ao que o processo é barotrépico, i.e.,
p=p(p). (2.70)

13 DENISOV, V. 1; LOGUNOV, A.A. Does the General theory of Relativity have a Classical
Newtonian Limit ?. Theor. Math. Fiz., v.45, n.3, p.291-301, December 1980.
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Multiplicando a equagdo (2.67) por - v® e somando 3 equagao da continuidade multipli-

cada por c? temos agora

0 9 v? o v? 20U 0Op L, 0,
5 P¢ +pa—+p+v W(?)—pv 5ae U gga C &c_"‘(pv ) (2.71)

e usando (2.68), (2.69) e (2.70) obtemos

0 1 [v? a—1
2 e a
2ofus H(G omr50)] + pparere)

0 1 [v? @ 1 oUu ou

_ 2 o pv _ [e% s

S —axa{pv [1+—C2 (—2 +H+3U)]+—CZ S [(1 @) 5-0°U ~ (1 +a)U0 at”
(2.72)

onde a é um parametro arbitrario.

Integrando a (2.72) sobre todo o espago e levando em conta que quando v — oo temos

oU oU 1 o*U 1
=~ 77 _ il = = 2.73
Ot Oz« O(r4) U&c"‘é‘t O(r4) (2.73)
o que resulta
0
~J= 2.74
8tI 0 (2.74)
onde I é a integral de movimento da teoria Newtoniana
1 [v? 1
I=[dVpil+5|—+0-=U)]|. 2.75
Jovepe (5 +m-3v)] o1
Em R.G., pela equagao de Einstein
1 8rG
Rij — 59iiR=—"Ty (2.9)
e pela condi¢do de harmonicidade
o i g g
—GY =0 g7=\/——_gg3 (2.76)
Oz;
obtemos no limite Newtoniano
4 4
Goo — 1 + U GO — ~U® (2.77)
c ¢ c

G = —§%Fc  J—g=c+ =, (2.78)
c
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onde o potencial U satizfaz as equagoes

V23U = —47Gp VU, = —4nGpv, (2.79)
oUu  0U,
g = (2.80)

Considerando ainda a equacdo da continuidade (2.68), a equac¢dao de movimento de um fluido
ideal (2.67), e a equagdo da energia interna especifica (2.69), concluimos que as componentes

do tensor energia-momentum deverao ser

1 2
T :p{1+ —Z(U—+H—U)} (2.81)
¢t \ 2
e el 1 LY pnop)) 22 (2.82)
— P + c2\ 2 + c? ’
AT = pv*vP + ps°b. (2.83)

A expressao pos-Newtoniana para G nos leva a

1 4 4 4U*> 45
V=3 U+ = 0 = 2.84
g c + c3 U+ e 5 g c3 + cd ( )
45F
G = 8P 4 = (2.85)
c
que é solugao da equagao de Einstein na aproximacao pds-Newtoniana
1 2 8 1 62 B 8 87TG 8
R ag T (oo af _ 2" = T
2c Vg czatzg +N It
onde
7 0U oU
N® = ——— 2.86
cb 0z Oz, ( )
0a_ 80U OU 1[0U% 0OUs)OU (2.87)
8 Ot Oz, S\ 02 Oz ) Ozp '

Procedendo como no caso Newtoniano obtemos também a equagao

0 1 [ v? a—1 a
2 7 (2 l U = arr \ —
T {p[l c? ( 2 1 2 )} 8rGc? 9%.U0 }

«

3 1 'U2 pv [J
_ 2 o o
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1 oUu L oU
Rescrevendo agora a (2.86) na forma
. 6 ., 1 . 1 62 ..
_ZTUZL_ U (yigu - —_—__qgu .
€9 8rG [ N 2¢c (V g c? 6d2g >] (289)

concluimos que para N = 0,3 = 1 pode ser expressa por

1 [v? pv
2 a
c {pva[1+c_2(3+11+31])] + c_2} —
3 oU oU 1 <3U°‘ aUﬂ> ou s

1 0
TG 0t 020 T 7G\ Bz;  Bza ) 02F 167G a

c2 ot

[vzg"a - g°a] (2.90)

e para a componente (0 0)

9 1 [v? 7 0U oU c® 2 1 9% 4
14+ = — = — - = : .
¢ p{ A +3U 8nG Oxg 0zP 167G Vg0 2 oz (2:91)

Desta forma a integral de movimento é

1 [v? 7 oU AU & 1 02
_ 2 d 14— = _ 2 o 00 = cte.
I=ec / V{p[ -I_c2 ( 2 +H+3U)] 87 Gc? Oz, Ox® + 167G (V oo 2 27 )} e

(2.92)

Todavia, da componente (0 0) da equacdo de Einstein (2.9) obtemos
I=0, (2.93)

o que estd em plena discordancia com o limite Newtoniano. Denisov e Logunov ainda
mostraram que as solugoes exatas da equagao de Einstein também levam a integrais de movi-

mento nulas'?.
2.8-Incompatibilidades com as teorias de gauge

Um ponto interessante a salientar é a existéncia de inconsisténcias da RG com as teorias
de gauge. As teorias de gauge sao as mais bem sucedidas dentro do estudo de campos, pois
diversos resultados, tais como renormalizacao , unificacdo de campos e até mesmo a prépria

simplicidade, as colocaram no estagio atual. Por esta razdo seria interessante termos uma

14 DENISOV, V. L; LOGUNOV, A. A. Theor. Math. Fiz., v.43, p.187-, 1980.
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teoria de gravitagao consistente com as teorias de gauge. No entanto, a Relatividade Geral
difere destas teorias em alguns aspectos, como por exemplo, na prépria equagao de campo,
pois enquanto as teorias de gauge tém equagoes de campo ditas dinamicas(equagoes de Yang-

Mills), onde a derivada covariante do dual do campo é igualada ao termo de fonte
DxF=d«F+[A*F] =xj

sendo A o potencial de gauge e F' o campo de gauge, a teoria geral da relatividade tem uma
equagao estatica

G = 8nT,

o que evidencia diferencas estruturais entre elas.
Além disto, a RG é indubitavelmente uma teoria nao renormalizivel. t’Hooft e Veltman
~ , . 4 . 15 . ~
mostraram que ela ndo é renormalizavel em ordem superior a um loop™® e havendo interacao
com particulas escalares, o método empregado para eliminar algumas divergéncias nao elimina

nem mesmo as divergéncias de primeira ordem.

15 T"HOOFT,G.,VELTMAN,M. One-loop divergences in the theory of gravitation. Ann.
Inst.Henri Poincaré,Section A, v.XX, n.1, p.69-94, 1974.



3-Teorias de Gauge

3.1-Conceitos fundamentais

As teorias de gauge, incluindo nesta categoria as teorias de Yang-Mills, partem de um
conceito conhecido que se refere as transformacoes de gauge. O conceito classico de trans-

formacoes de gauge' surgiu no eletromagnetismo a partir do primeiro par de equagtes de

Maxwell

10B
V.B=0. (3.2)

Estas equagOes permitem-nos interpretar os campos E e B como sendo derivados de um

potencial eletromagnético mais fundamental

B=VxA (3.3)
10A
E=-Vé--—>, (3.4)

uma vez que para quaisquer grandezas A e ¢ temos
V- (VxA)=0 (3.5)

V x (Vé) = 0. (3.6)

As formas de ¢ e A nao podem ser univocamente determinadas, pois transformagées do

tipo
A A+VSf (3.7)
10f

! LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4.ed. Vol 2. The Classical
Theory of Fields.New York: Pergamon Press Inc., 1989.
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para qualquer fun¢do f, nao modificam os valores dos campos E e B, estes dotados de
significados fisicos. As transformagoes (3.7) e (3.8) s@o chamadas no eletromagnetismo de
transformacoes de gauge, e a invariancia da teoria perante estas transformagoes é chamada de
invariancia de gauge. Isto sempre foi o fato principal de serem as grandezas A e ¢ consider-
adas sem importéancia fisica, todavia, a importancia destas grandezas comega a ser percebida

quando a equagao de Lorentz

_ dP

F=—"—
dt

= ¢(E+v x B), (3.9)

pode ser substituida por relagoes mais genéricas para o acoplamento minimal entre energia e
momentum

E—E+ed (3.10)
P—P+eA, (3.11)

nos formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano.

Na fisica moderna o conceito de gauge é um pouco mais genérico. Aqui a matéria é
descrita através de fun¢bes de onda, ou mais genericamente através de campos de matéria,
que podem ser fungoes escalares, vetoriais, espinoriais ou tensoriais. Os principais tipos de

campos de matéria sao?:

a) Campo escalar: E descrito por funcoes escalares ¢(z*) das coordenadas do espago-tempo

z#, que quando ndo interagem, obedecem a equagao de Klein-Gordon
Oé(z*) + m*p(z*) =0 (3.12)
que € derivavel da Lagrangeana
L = —08,40"¢* — m2pe*. (3.13)

O campo escalar descreve propriedades das particulas de spin 0, como por exemplo pions,
II°, It e II~, mésons escalares, etc...

b) Campo espinorial: E representado relativisticamente por meio de bispinores de Dirac

(3.14)

2 LURIE,D. Particles and Fields. London: Interscience Publishers,1968.
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englobando um conjunto de 4 fungdes escalares, cuja interpretacao depende da repre-

sentagao utilizada, e que no caso livre obedece a equagao de Dirac

(1) —m)¥ =0 (3.15)
sendo § = v#0, e v* as matrizes de Dirac, estas tendo a propriedade

{777} =29 (3.16)

O campo espinorial descreve particulas de spin 1/2 como elétrons, prétons e néutrons, e

também pode ser representado pela Lagrangeana
L=—-9()—m)T (3.17)

com ¥ dado por ¥f40.

vd
c) Campo vetorial massivo: E descrito por vetores A,(z"), que descrevem campos de spin

1. No caso livre estes obedecem & equacao de campo
O Fy, = A, (3.18)

Fy, =0 \A, — 0,Aj, (3.19)

onde p é a massa do campo. A Lagrangeana que leva as equagoes de campo (3.18) é

1 1

L= —TFuF* — Syt A, AR, (3.20)

d) Campo vetorial sem massa:Campo de Maxwell: Campos de particulas de spin 1 sem

massa nao interagindo, sdo representados pelas equagoes de Maxwell

O Fy, =0 (3.21)
Fy, = 0zA, — 3, A (3.22)
ou pela Lagrangeana
1 v
L=—FuF". (3.23)

A equacdo (3.21) leva as seguintes equagoes de Maxwell

_ 10E
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V-E=0 (3.25)

enquanto que o outro par de equagées de Maxwell vem da identidade de Bianchi(Ver

Identidade de Bianchi no apéndice A.8)

O\Fuy + 0, Fap+ 0uFur=0 (3.26)

que leva a
VxE:—%%?— (3.27)
V-B=0. (3.28)

Os campos de matéria tém valores adicionais que descrevem o préprio campo. Por ex-
emplo: o campo escalar real tem a intensidade de campo em cada ponto do espago-tempo,
enquanto o campo escalar complexo tem a intensidade de campo e uma fase complexa. De-
pendendo do tipo de valor, sua alteracdo pode modificar ou nao os resultados da teoria. No

exemplo acima, se fizermos uma troca global

o(z#) = gop(z*), (3.29)

onde g é uma constante, os resultados da teoria sao modificados, pois para uma lagrangeana

do tipo ¢*

L =—08,40"¢ — m?¢p* — ko* (3.30)

de um modelo de auto-interagdo , a troca (3.29) representaria uma alteracdo no valor da

constante de interacdo k, que por sua vez modificaria a intensidade da interacdo ¢*.

Por outro lado, para o campo complexo uma mudanca global de fase

B(a*) = e p(a") (3.31)

nado modifica os valores da teoria e, este tipo de grandeza, cuja alteracao global nao altera os

resultados da teoria, é chamado de gauge.
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3.2-Transformacoes de gauge

Transformagoes globais que ndo modificam uma teoria sdo chamadas de transformagao
de gauge de primeira espécie. A invaridncia da teoria, segundo um determinado tipo de
transformacoes , pode ser determinada a partir das densidades de Lagrangeana da teoria. Por

exemplo, o campo escalar complexo tem a Lagrangeana
L= —0,90"¢" — m?¢*$ (3.32)

de forma que, fazendo a transformagéo (3.31), vemos que a densidade de Lagrangeana néo se

modifica. Similarmente, a densidade de lagrangeana

L=-0(P—-m)¥ (3.33)
nao ¢é afetada pela transformacéo

(z*) — 0T (zH). (3.34)

Da mesma forma as equagbes nao sao modificadas por transformacoes de Lorentz e
translagées. Enfim, existem diversos tipos de transformagoes que ndo modificam a forma das
equagoes de campo. Estas transformacGes obedecem a certas propriedades, que a caracte-
rizam matematicamente como grupos de Lie. Por exemplo, as transformagoes de gauge sao
tais que uma transformacao finita pode ser decomposta numa sucessao de transformacoes

infinitesimais, sendo cada uma na forma
ge = 146%J,, (3.35)

onde 6 sdo parametros infinitesimais e J, sdo os geradores infinitesimais do grupo de simetria.
Matematicamente g. pertence a um grupo de Lie G, e §*J, é um vetor na algebra de Lie g do
grupo G. No caso do campo escalar complexo, as transformagoes (3.31) na forma infinitesimal
sao

ge = 1+16, (3.36)

onde 6 é o coeficiente e ¢ é o gerador infinitesimal do grupo U(1), grupo de transformacoes

que preserva o modelo das funcdes de onda. Os grupos e algebras mais comuns sao®:

3 WYBOURNE,B.G. Classical Groups for Physicists John Wiley & Sons, New York, 1973.
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GL(n,C)

GL(n,R)

SL(n,C)

SL(n,R)

SO(n)

SO(p,q)

SU(n)

— grupo de matrizes inversiveis n X n complexas
— Algebra gl(n,C) — matrizes n X n complexas
— dimensao 2n?;

— grupo de matrizes inversiveis n X n reais

— Algebra gl(n,R) — matrizes n X n reais

— dimensao n?;

— grupo de matrizes complexas n X n de determinante 1

— Algebra sl(n,C) — matrizes complexas X com trX =0

— dimensao 2n? — 2;

— grupo de matrizes reais n X n de determinante 1

— Algebra sl(n,R) — matrizes reais X com trX =0

— dimensao n? — 1;

— grupo de matrizes reais n X n que preservam o produto interno em um

espago euclidiano

— Algebra so(n) — matrizes reais X com X7 = —X

n(n—1)

— dimensao ——5—;

— idem a SO(p+q), mas preservando o produto interno g(X;,X3) com g dado

(1, 0
9=\o -1,

onde I, é uma matriz identidade de ordem ¢ e I, é uma matriz identidade de

por:

ordem p;

— grupo de matrizes complexas n X n que preservam o produto interno XX
— Algebra u(n) — matrizes complexas X com X' = —X

— dimensao n?;

— grupo de matrizes complexas n X n que preservam o produto interno XX
e tem det=1

— Algebra su(n) — matrizes complexas X com X' = —X e trX =0

— dimensao n? — 1;

As transformacoes de gauge na fun¢ao de onda mostradas até aqui, fazem parte do grupo

U(1), pois preservam o produto ¢*¢. O gerador do grupo, que em outras palavras é uma



3-Teorias de Gauge 28

base na algebra, pode ser determinado a partir da forma da algebra que tem
X*"+X=0 = X =6 (3.37)
onde, escolhendo 6 como coordenada, obtemos o gerador
Jua) = 1. (3.38)
Transformagdes finitas sao entao dadas por
S =el" e = b (3.39)

com @ finito. Formando uma base no espago da &lgebra, a forma dos geradores dependera da
representacdo escolhida para a mesma.
Valores geralmente citados em teorias de gauge e espagos fibrados em geral sdo as

constantes de estrutura C'*g, do grupo, estas expressas pelas regras de comutacao do grupo
(X5, Xy] = C%py X (3.40)

Como vimos, a teoria escalar e a teoria espinorial nao se modificam por transformagoes

do grupo U(1l). Porém, se fizermos 6 fungao das coordenadas do espago-tempo, ou seja, se

fizermos

o(zt) — eio(’”“)d>(x") (3.41)

U(zh) = =) (3.42)

veremos que as Lagrangeanas (3.32) e (3.33) serdo modificadas, pois
Ot — €?0,¢ +ie$0,6 (3.43)

0ud0"d* = 0,00"$" +i($*0ud — $0,87)0"0 + (9,0)*$" (3.44)

o que significa que a teoria nédo é invariante pelas transformagoes (3.41) e (3.42). Este tipo
de transformacao de gauge, onde os parametros sdo dependentes de coordenadas, constitui as
transformacoes de gauge de segunda espécie.

Se exigirmos a invariancia pelas transformacoes (3.41) e (3.42), algo deve ser modificado

na teoria para suportar esta nova propriedade. Como a alteragdo na Lagrangeana é devida ao
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termo contendo a derivada, devemos buscar uma estrutura matemaética que tenha uma nova
defini¢do de derivada covariante por transformagoes do tipo (3.41). Esta estrutura é o espago
fibrado.

Basicamente, um espago fibrado é um espago base, no caso o espago-tempo de Minkowski,
no qual sao projetados todos os objetos geométricos para obtermos a interpretacao fisica,
acrescido de dimensoes adicionais tais que a alteragao nas coordenadas adicionais é feita pela
acao de um grupo de Lie. Estas transformacgoes representam transformagoes de gauge e sao
tais que podem ser diferentes ponto a ponto. Na realidade a definicao de espago fibrado
¢ uma generalizacdo do espago produto, uma vez que a estrutura matemaética de um espago
fibrado € bastante rica, e permite-nos obter novos resultados como a defini¢édo de uma derivada
covariante pela acdo do grupo de Lie no préprio espago fibrado. A escolha ou fixacdo de um
gauge particular na teoria é representada matematicamente pela escolha de uma segdo no
espaco fibrado, de forma que a cada ponto do espago base corresponde um tnico ponto na

secao.
3.3-Derivada covariante e forma-conexao

Fisicamente, a substitui¢do do espago de Minkowski por um espago fibrado tem como

principal alteracdo a substitui¢do da derivada ordinaria pela derivada covariante!
Oy — 0, — A%, J,, (3.45)

onde A%, sao as componentes da forma-conexdo e J, sao os geradores de um grupo de Lie
contido no proéprio fibrado. A férmula da derivada covariante pode também ser posta na

forma:

U(z + dz) = U(z) + ¥(z)A," J,dz* (3.46)

ou seja, o fator de fase devido a um deslocamento infinitesimal é entao
o =1+A,"J,dz" (3.47)

para fung¢des que tenham componentes no espaco da algebra do grupo.

4 DANIEL, M.; VIALLET, C. M. The geometrical settings of gauge theories of Yang-Mills
type. Reviews on Modern Physics, v.52, n.1, p.175-197, January 1980.
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Para o espaco fibrado do grupo U(1) temos
Oy — 0, — tA,. (3.48)

A férmula (3.48) é geralmente obtida em textos de matemética, mas em fisica costuma-se
definir a forma-conex&o mediante

A%, — gA%,, (3.49)

onde g é uma constante. Esta redefini¢do deve-se a forma da Lagrangeana, conforme veremos

na proxima se¢ao. Desta maneira, para o grupo U(1) teremos
Oy — Oy —1eA,, (3.50)

onde usamos o fato que para o grupo U(1) costuma-se representar g por e(carga elementar).

Pela relagao P, = 10, concluimos que para o grupo U(1)
P, - P,+eA, (3.51)

que é a relagdo de acoplamento minimal j& discutida em (3.10) e (3.11). Isto significa que
podemos interpretar a forma-conexao como um potencial em uma teoria de gauge e, em geral

teremos

P, — P, —igA®,J,. (3.52)

Para confirmar a associag@o da forma-conexao com o potencial da teoria devemos ter a mesma
lei de transformagao para ambos. De fato, a forma conexdo sobre a a¢do de um elemento g

do grupo se transforma mediante
Ay =g ALg+970ug (3.53)
que, no caso do grupo U(1), se reduz a
A, —-A,+0,06 (3.54)

onde usamos A, = A%, J, = A i e g = €'? e o fato que o grupo é Abeliano.

A Lagrangeana das teorias escalar e espinoral ficam entao, respectivamente,

ﬁescalar = _(au - AZJa)¢(au - Aau']a)(b* - m2¢¢* (355)
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Eespinorial = _\Il(a;t - AZJa - m)\I/ (356)

3.4-Forma-curvatura, campo e equagao de campo

Como a forma-conexdo nao se transforma covariantemente e sim segundo a equagao
(3.53), ndo podemos utilizd-la diretamente na Lagrangeana de campo. A grandeza
matematica covariante que é funcdo do potencial (forma-conexdo) é a curvatura, dada pela

derivada exterior covariante da prépria conexao
F=DA =dA+AAA, (3.57)

onde d é a derivada exterior e A é o produto exterior. A primeira impressao que temos é que
como o produto exterior é anticomutativo o termo A A A deve ser nulo, mas como estamos

em um espago fibrado A também tem componentes no grupo, de forma que
1
AANA = §A“uAby[Ja, Jy|dz* A dx” (3.58)

e como em geral [J,, Jp] # 0 temos que o produto A A A é em geral ndo nulo. Para grupos

Abelianos fazemos entao

F=dA (3.59)

como € o caso do eletromagnetismo que, em componentes, fica
Fuy = a"’AV - ayAu (3-60)

e usando a representagio

0 -B, —-E, -E;s
E, O B; —B;
E, -Bs 0 B
Es B, -B 0

F,, =

e ainda com A, = (—¢, A1, A2, A3) obtemos de (3.60)

B=VxA (3.61)
194
E=-Vé——= (3.62)

o que nos leva a interpretar a forma-curvatura com o campo na teoria.
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A acdo utilizada pelas teorias de Yang-Mills que mantém o cardcter escalar no espaco-

tempo €
1
S:Z/F/\*F (3.63)
ou seja, a densidade de Lagrangeana é
1 ar pv
L= ZF;AV Fa ) (364)

onde os indices latinos representam as coordenadas no espago do grupo e os indices gregos as
coordenadas no espago-tempo. E importante lembrar que uma Lagrangeana na forma (3.64)
s6 pode ser construida para grupos que admitem métrica, ou seja, apenas para grupos semi-
simples. Para grupos nao semi-simples como o grupo de Poincaré costuma-se utilizar outros
métodos para a obtengao de invariantes da teoria.

Quando temos a interacdo do campo de gauge com um campo de matéria obtemos em

geral
1

L=—
492

FpuaFuua + cM (365)

onde L)s é a Lagrangeana do campo de matéria e g é uma constante de acoplamento. Por

simplicidade costumamos inserir esta constante no préprio potencial, fazendo

At —gAL” (3.66)
Fou = 0,A,% — 8,A,° + %gAubAyc[Jb, Je]* (3.67)
Op = O — gAL T (3.68)
e ficamos com
L= él—lFu,,“Fa“" + L. (3.69)

A Lagrangeana (3.64) leva em geral as equagoes de Yang-Mills
SF+g+ 1 [A,«F] =0 (3.70)
o que significa em componentes

0"F,,° + gA""F,,’C¢, = 0. (3.71)
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No caso do eletromagnetismo que tem um grupo Abeliano como grupo de simetria
0"F,, =0 (3.72)

e usando a representagdo usual obtemos as equagoes de Maxwell

_10E

V.E=0. (3.74)
Para a Lagrangeana (3.69) com interagao teremos a seguinte equacao de Yang-Mills
SF + g+ ' [A,+F] = 4rj (3.75)

ou, em componentes,

0" F,,° 4+ gA""F,, [ Ja, Jb]° = 473,.° (3.76)

onde j,° é a chamada corrente do campo de matéria. Para o eletromagnetismo, em especial,

temos
0"Fuy = ju, (3.77)
o que nos leva a
10E 4r
VXB—-—-——=—j 3.78
% c Ot ¢’ (3.78)
V- E =4mp. (3.79)

O outro par das equagoes de Maxwell pode ser obtido a partir da relagdo matematica

dF =ddA =0, (3.80)
que em componentes fica

OuFyp+ 0pFuy +0,F,, =0 (3.81)

ou, usando a representacao usual

10B

E=——— 3.82
v x c Ot (3:82)
V-B=0. (3.83)

Apesar de as teorias de Yang-Mills serem bastante utilizadas, a Lagrangeana

1
L= L Fu Fu” (3.84)
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constitul um caso particular de Lagrangeana. Podemos assim ter qualquer forma de La-

grangeana sempre mantendo o caracter escalar e covariante por transformagoes do grupo.
3.5-Teoria de Yang para a gravitacao

Em qualquer variedade Riemanniana o conceito de deslocamento paralelo define ao longo
de qualquer trajetéria AB uma relagio linear entre qualquer vetor V4 e seu vetor paralelo
Ve em B. Isto significa que o deslocamento paralelo é definido por uma matriz n X n real
M 4B, a qual é uma representagéo do grupo GL(4, R).

Yang propos® uma teoria de gauge onde, no formalismo de espagos fibrados, terfamos:

a) Espaco base: Espago de Riemann com dimensao 4 e métrica g,, com signatura +2;

b) Grupo de Lie: GL(4, R);

d

)
)
c¢) Fibra tipica: Espago vetorial tangente a um ponto no espago de Riemann;
) Como o relacionamento de 2 vetores paralelamente transportados no espago de Riemann

7
€

X'™ = X*+T,,"X"dz’ (3.85)

podemos por comparacdo com (3.46) dizer que a forma-conexdo serd dada por
A" =T, (3.86)

onde as componentes no espago do grupo sao os elementos da prépria matriz do grupo.

A forma-curvatura serd expressa como
FeB,, =9,1%, —9,T%F, 4 T, T2 ,CF) s sm), (3.87)
onde os C(aﬂ)(eg)()‘,r) s@o as constantes de estrutura do grupo GL(4, R)
CB syiam) = 8570%c6P x — 8en8%\8P5 (3.88)

de forma que

FeP),, =8,T%, —3,T%, + T\, [*g, —T75,%,. (3.89)

5> YANG, C. N. Integral Formalism for gauge Fields. Physical Review Letters. v.13,
n.7, p.445-447, 12 August 1974.
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Reconhecemos na férmula anterior a definicao do tensor de Riemann, ou seja, a forma-

curvatura(ou o campo) na teoria de Yang é o préprio tensor de curvatura de Riemann. As

equagoes de campo, segundo a teoria de Yang-Mills com fonte, sao
D"F*,, = J,"
e usando os valores encontrados temos
Raﬂ;w;y = J%gp-

No vacuo teremos

R%s,,"" =0,
e a identidade de Bianchi fica neste caso
DyxR%guy + DyR%gy0 + D,R%gy, = 0.
Fazendo A = o e lembrando as propriedades de simetria de R%g,,
Raﬂ;w = _Rﬂa/w
Raﬁ;w = _Raﬂuu

Raﬂ;w = _Ruﬂ;un

obtemos a chamada equagao de Yang para o campo gravitacional no vacuo
Rpuw = Rgu;p,
de onde facilmente percebemos que a teoria de Einstein no vacuo
R, =0

¢ obtida como solugdo particular.

Algumas solugdes especificas da solucdo de Yang sao®:

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)
(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

6 THOMPSON, A. H. Yang’s Gravitational Field Equations. Physical Review Letters,

v.34, n.8, p.507-508, 24 February 1975.
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a) Universo de Einstein: conforme pode ser verificado a solu¢ao de Einstein
ds® = —(1 —r?/k?)'dr? — r2d6? — r? sin® dp? + dt*

com k = constante é uma solugéo da equacdo de Yang (3.97);

b) A solucdo esfericamente simétrica
ds® = —A™2dr? — r?d6® — r? sin® 0dp? + A™2dt?

com

a=1+%
r

e k constante, também € solugdo da equacao de Yang.

(3.99)

(3.100)

(3.101)

Calculando o avan¢o do perihélio de Mercirio com a solugdo (3.100), obtemos 1/6 do

valor observado e em sentido oposto, i.e., o perihélio atrasa em vez de avangar.

Concluimos que a teoria de Yang, mesmo sendo uma teoria de Yang-Mills, ndo se mostra

como boa teoria para este resultado.
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4.1-Potenciais e Campos

Uma teoria para o campo gravitacional com o grupo de Poincaré em 2+1 dimensoes,
tendo a teoria Newtoniana como sub-teoria, foi tratada por Kawail, que obtém além disso a
teoria de Einstein como caso particular.

O espago-tempo tridimensional M é suposto como uma variedade diferencidvel com

métrica Lorentziana g,, relacionada as triadas el’j por

Guv = ekunklelua (41)

sendo nk; uma métrica plana.

O potencial de gauge de Lorentz se transforma de acordo com
AM, (@) = AF,(2) + 0F m(2)A™ 4 (2) + W' (2) AP, (0) — 00M(2)  (42)

e as triadas conforme

e u(z) = efu(e) + whi(a)e u(), (4.3)

onde w*! é uma funcio real infinitesimal e antisimétrica em kl. A derivada covariante Dy de

um campo ¢ pertencendo & representacdo o do grupo de Lorentz tridimensional é dada por

1
Dy = etk (augo + §AlmuM1m(p> , (4.4)
onde My = —ia*(]\kal). Aqui My, sio geradores da algebra de Lie do grupo de Lorentz,
satisfazendo as relagoes
[Mklaan] = _nklin - nlanm + nklim - nlkan (45)

1 KAWAI, Toshiharu. Poincaré gauge theory of (2+1)-dimensional gravity. Physical
Review D, v.49, n.6, p.2862-2871. 1994.
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My = — M. (4.6)
Os campos devidos a cada um dos potenciais sao a curvatura de Riemann e a torgao
RM o = e e’ n (8, A, — 0, A, — AF,AY, + A%, ,A),) (4.7)
T* 1 = e”le”m(a,,ek,, - 8,,6"“) + e”lAkmu — e“mAklu. (4.8)
Em 3 dimensoes temos a seguinte relagao satisfeita
1
Rklmn = lelen - nkanm - nlmRkn + nlanm - 'Q'(nkmnln - 7']knnlm)'R; (4—9)

onde definimos Ry; = R™kmi € R = RFi. A derivada covariante no espaco-tempo é entdo
dada por
D, V* =0, V* +T#,, V> (4.10)

Como a derivada covariante do tensor métrico é nula, temos que

9*"Dyu(gas) = gapDpu(e® aa’ gnas) (4.11)
go‘ﬁ[(D”e“a)eaﬁ + ebaD,,ebﬂ] =2e%Dye’y =0 (4.12)

ou seja,
Dyue®a =0, (4.13)

de forma que temos a relagao

D,VF = e”zek,,D,,V" (4.14)
que, de outra forma, afirma que
Aklu = I"’Mek,,e’\l + ek,,aue"l. (4.15)
Definindo agora
Ty = Ty, (4.16)
Ry = et kel y,RM 1 (4.17)

obtemos

TH, \x=THy, —T# ) (4.18)
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R'u,,,\p = 6)‘11”,,,, — 6;,1”‘,,,\ + P”,—)\PT,,,, — F”TPFT,,,\. (4.19)

Das férmulas (4.15) e (4.18) obtemos
T = ;)\w} + K, (4.20)

onde o simbolo de Christoffel é definido por

1
/);u} = §gAE(8ug§V + al/gﬁu - 6§guy) (421)
e o tensor contorcao por
1
I{)\uu = —'é(T)\pu - T;L)\,, - Ty)\”,)- (422)

4.2-Densidade de Lagrangeana e equagoes de campo

A Lagrangeana da teoria escolhida é a mais geral possivel, sendo quadratica nos campos

na tor¢ado , e na curvatura:

£ = V=gl + (o, Dig)] (4.23)
Le=Lr+Lr (4.24)

Lt = at*"™tpim + Bv¥or + va¥ " ™arim + 6 (4.25)
Lr = a1 E¥Ey + asI* Ity + asR? + aR. (4.26)

Aqui Ly (o, D) é a Lagrangeana do campo de matéria e tiim, Vi € akim 530 as com-

ponentes irredutiveis de Tk, definidas por

1 1 1
tkim = E(Tklm + Tikm) + Z(nmkvl + Nmivk) — 5 TktVm (4.27)
vk =T (4.28)
1
Aklm = g(Tklm + Tkt + Timk) (4.29)

onde Ey, Ix; e R sao as componentes irredutiveis de Riimn

1
Ey = E(Rkl — le) (4.30)
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1 1
I = §(Rkl + Ry) — gnsz (4.31)
R = R%; (4.32)

e a,3,v,0,a1,as,a3 e a sdo parametros constantes e reais.

A primeira equacao de campo que dai obtemos é
2aRji+4J[ik][j1]Rkl+4J[kl][jl]Rk,'—2J[ik][jk]R——2DkFijk+2kaijk+2Hij—mjLG = Tij (4.33)

onde definimos

Jijkt = 2a3Rniknji + 2nik(a1 Eji + a2 1) (4.34)
D*Fiji = e"* (0, Fijk + Ai™ yFomjk + A;™  Fimk + Ar™ , Fijm) (4.35)
Fijk = a(tijr — tij) + B(Mijve — nikv;) + 27aijk = —Fik; (4.36)
€
Hij = T F*; — % i FiF (4.37)

sendo o tensor energia-momentum expresso por T;; e dado pela relagéo

0L
V—=9Ti; = €ju —JeiM' (4.38)
n

A outra equagao de campo é
l 4, ml _ g liyml o g im
2D Jpajpen + gtk — 0" v™ + ax Jiijlim) — Hijk = Sijk (4.39)
com

D'Jjey = €' 0upigiey +Ai™ wItmitpeg + A ™ Timten + A6 ™ wJjigiimn) + ALy Jpigiikm) (4-40)

2a a
Hijr = — (a + g) (trij — thji) — (ﬁ - 5) (Mkivj — nkjvi) + (47 — a)aijx = —Hjix  (4.41)
onde S;jx € o tensor de spin definido por

SL
V—9Sijk = —ekum. (4.42)
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4.3-Formas alternativas para as equagoes gravitacionais de campo
Reescrevendo o potencial Lorentziano como
Aiju = Aiju + Kijl“ (4.43)
onde K;;, é o tensor contor¢ao e A;;, sdo os coeficientes de rotagdo de Ricci
1 &
Ajju = 3¢ u(Cijk — Cjik — Crij), (4.44)

Uma vez que

Cijk = €’ ;e k(D eir — Orein) (4.45)

podemos obter as equagoes de campo de forma a separar as partes devidas a curvatura e a

tor¢ao . Por exemplo, o tensor de Riemann fica

Rijuv = Riju({}) + Rijuu (K) (4.46)
com
Rijuy = 0uliju — 00 Aiju — Aik”Ajku + A Ajr =
eixe’; (0,00} — 0 (0. + G -~ G =
= eixe’; R pun({3), (4.47)

onde R*,,,({}) é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.
Isto significa que as partes irredutiveis de R';,, também serdo separadas em duas partes,

de forma a termos

Jijkt = Jijri({}) + Jijri(K). (4.48)
Em particular,
Jijr({}) = 2az2niRj({}) +2 (aa - 933) niknjiR({}), (4.49)

onde R;;({}) e R({}) sdo o tensor de Ricci e a curvatura escalar devidos ao tensor de Riemann-

Christoffel
Ri;({}) = e*ie” ;R i ({}) (4.50)

R({}) = n"Ri;({}). (4.51)
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A Lagrangeana gravitacional pode ser reescrita como

Lo = e (DD + (a0 = 5 ) IRUDP +aR{D) + L+ L= —2=0,(V=g0") (452)
= (a + 23 ) thimy 4 (ﬂ - g) vFvg + (7 - %) "™ agim + 6 (4.53)
Ly = Lr - R ((DRu({}) — (a2 — 3 ) B - aR, (4.54)

onde usamos a relagao

2 1 1
vV—9R = /—gR({}) — /=g (—gt“mtk,m + §v"vk + Zaﬂ“”"ak,m> — 20, (v/—gv*). (4.55)

As equagoes de campo ficam entao

2aGy;({}) + 1(5a2+12a3) Rij({HR({}) — 202 R:*({} R () +

2(1,2

iy { R DR 0) = (%52 + a0 ) IR | + aanis YD Rua(K) — RIDIR(O+

+az2Rij({})R(K) + g(az +6a3) R({})R;i(K) — 2a2 Ri* ({}) Rjr(K) + 4y (K )R +

+4J*0 o (K) Ryi — 23" iy B)R = 2D* Fljy + 20" Fljy + 2H]; — (L7 + Lg) = Ti; (4.56)

—2a2 MG ({}) - 8 (aa + Cg) 9 G({}) +2(D' — Az ({3) + 2Dy (K)+
+ (%tk[lm] — &l 4+ ak“") Jiijlum) — Hijk = Sijk, (4.57)
onde
Gi;({}) = Ri;({}) - nu R({}) (4.58)
Ru(K) = R™mi(K),  R(K) = RFi(K) (4.59)

2a a a
Fly = (a + g) (tijk — tikj) + (ﬁ - 5) (mijve — mikvy) + 2 (7 - Z) aijk = —Fj; (4.60)

1T,-k,zi"“i. (4.61)

Hl; =T F'™*; — 5
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4.4-Equacgoes Linearizadas

Examinaremos agora as equagoes (4.56) e (4.57) na situagdo de campo fraco na qual
at, =e', — 48, (4.62)

e A", sao suficientemente pequenos para que possamos manter apenas os termos lineares em
a'y, e AY,. Nesta aproximagcao os indices gregos e latinos nao precisam ser distinguidos, e

usaremos apenas os indices de espago-tempo. Usaremos também a relagao

Juv = Nuv + hp,u (463)

com

huv = apy + ayp. (4.64)

Nas equagoes a seguir faremos § = 0, pois § # 0 ndo estaria em harmonia com a aproximagcao

de campo fraco. As equagoes de campo ficam

204G,V — 20*F,,,'V =T, (4.65)
e
ZawV = =Sxpu. (4.66)
Aqui definimos
Guu(l) = a>\a(uh)‘u) B %6/“9'/” - %Dh/“’ N %nuu(akaph/\p — Oh) (4.67)

2a a a
Fuu)\’(l) = (a + ?) (t,uu)\ —tu)\u) + (ﬂ - 5) (nuuv)\ - Tlu,\vu) +2 <'7 - Z) Quv) = —F,(l)uAu
(4.68)
a o4
2§}, = a2 (91GH) — 0,61)) +8 (as + ) mpdG + (a1 + a2)n, 1, 8,051+

1
+§[a,uaa{2a1ta[)\u] + 3a2t)\ua} - 0)\60'{2alta[,u.u] + 3a2tuua}]+
1 1
+6(3a1 + ag — 48a3)n,[,0,v7 + §(a1 + a2){0, 0 va) + M Ovy) H

+010, 8,05, + H))

A (4.69)

2a a
H,(\L)u == <O‘ + ’5‘) (tvan—tuur)— (ﬁ - 5) (MuAvu—mwpva) +(dy—a)aru = _H/,(Ll/\)ll' (4.70)
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Definindo ainda

obtemos

1 -
G = ~5 0.
Decompondo a equagédo (4.65) em partes simétrica, antisimétrica e trago

2a a
2aG() -3 (a + §> Myur — 2 (ﬂ - 5) (Muw 80 = 8(uv1)) = T

2 (0‘ + 2361) 8)‘t)\[l“’] +2 (ﬁ - g) Ouvy) — 4 ('7 - %) 8)“1/“/)\ = Tjuu)
24GM — 4 (ﬂ _ g) oy =T

e tomando a parte simétrica e a divergéncia de (4.66)
P Zauny™" = ~0*Sa(un)
obtemos a equagdo de primeira ordem para H),,

AOhy, + BO*h,, + C(n,,0 — 0,0,)0h = TSP

com
A=—a
_ 301(12
3a + 2a
1 aaz
C = —__6(2,8 _ a) {8,8(&2 + 60,3) - 30,(12} -— 3o n 2
e
e ag + 24613
T/ = Ty — 207 S () — 6020 —ay w0~ 0u0)T~
2% (qp Lo .0-8,8,)T +20°0°8,5
3a + 2a (pv) 2 Nuv u v (pPv)xp | -

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)
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4.5-Termo em hoy devido a uma fonte puntual sem spin e estatica

Neste caso teremos a fonte de campo gravitacional descrita como

Sxauw =0 (4.83)
2 52 0
Ty = {Mc &(r) p=v=0; (4.84)
0 outros casos.

Para este caso, Tﬂu(eff) tem a forma
(eff) _ 2152 2
Too™ "' = Mc*{é*(r) + (P + Q)Ad*(r)}

T¢I — 7l — g (4.85)
TS = M (P — Q) (8285 — 6ap )5 (r)
aﬂ a ﬂ aﬂ 9

onde (aff =1,2), A =(8)° + ()% e

as + 24as az
P=——"—"——— = —— 4.86
6(20 — a)’ Q 3o+ 2a (4.86)
Tomando os tracos de (4.78) e (4.82) obtemos
AOh + (B 4 2C)0%h = T(¢f9) (4.87)
v(e 2 ¢2 2 2
T(I1) = v el D = —Mc?§%(r) — 2Mc* PAS*(r). (4.88)

Impondo agora a = 0 e afaz(az + 24a3) # 0 e fazendo a integragao de Fourier das equagoes

(4.87) e (4.88) obtemos

Mc2(3a + 4B) . Mc*(az + 6as)

h = —
oo(") 24maf o 4mag(az + 24a3)

r’lnr + Cir? + C,, (4.89)
onde C; e C; sao constantes de integragao .
4.6-Relacao com a teoria Newtoniana
O movimento classico de particulas sem spin na teoria de Newton é dado pelas equacoes
d*r oUu

7T o (4.90)
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onde U estd relacionado & curvatura do espago-tempo por U = —c?hgo/2e, sendo que o

potencial gravitacional satisfaz & equacao de Newton
AU = 4nGM(r). (4.91)

Esta solugao € facilmente obtida observando as condigoes

G
30+ 4p = — 200G (4.92)
C
az + 6az =0, (4.93)

e quanto & constante de integracdo Ci, esta é escolhida como sendo nula. Porém, devemos

notar que as equagoes para hgo sdo de quarta ordem no presente modelo.
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5.1-Introducao

A teoria restrita da relatividade presume a invariancia do elemento de arco
ds? = (dz°)? — (dz')? — (dz?)? = ds" (5.1)

para mostrar que a transformacdo de coordenadas entre referenciais inerciais se d4 por meio
de transformagoes de Lorentz adicionadas de translacoes . Isto conduz ao Grupo de Poincaré,

onde

o' = Atz¥ + 6", (5.2)

Ao estendermos a condicdo (5.1) para ds? = ds'? = 0 vemos que os seguintes tipos de
transformagoes também sdo possiveis:
a) dilatacoes

' =2k + ext (5.3)

b) transformacgdes conformes especiais, geradas por uma inversio (z'* = k2%z*/z?), uma

translagdo e uma nova inversao
" = z* + at2? — 2zt ax. (5.4)

A generalizac¢do do grupo de Poincaré incluindo as transformagoes (5.3) e (5.4) forma o
grupo conforme. A invariancia conforme foi inicialmente introduzida na fisica em 1909 quando

Cunningham e Bateman!

mostraram que as equagoes de Maxwell sdo covariantes ndo apenas
com o grupo de Lorentz, mas também com um grupo mais geral a 15 parametros: o grupo
) p

conforme. Logo foi mostrado que particulas massivas nao sdo invariantes sob transformagcoes

1 CUNNINGHAM, E. Proc. London Math. Soc., v.8, p.77-, 1909; BATEMAN, H.
ibid, v.8, p.223-, 1910.
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conformes, e em 1972 Barut e Haugen? elaboraram um teoria mais geral introduzindo con-
ceitos de invariantes conformes de massa e carga. Também foi mostrado por Wess® que
o tensor energia-momentum € invariante sob transformagoes conformes. A principal carac-
teristica deste grupo € ser o grupo de transformacoes mais geral que preserva a velocidade da
luz*, e que em 2+1 dimensdes compde-se de apenas 10 parametros ( 3 rotagdes , 3 translacoes

, 3 transformacoes conformes e 1 dilatagao).
5.2-Relacao com grupos ortogonais e geradores de grupo

As transformacoes de coordenadas vistas anteriormente podem ser linearizadas com a
introdu¢do de uma quarta coordenada: a escala (k) que fisicamente representa a escala dos
equipamentos de medida. Commo o espago 4-dimensional é homeomorfo a uma 4-superficie

inserida num espago 5-dimensional (n#, k, ), entdo podemos fazer

n® = kx
A = kz? (5.5)
n*ne — kA = 0.

As transformacoes conforme ficam entao

Ts:n/a:na_}_AaH

K =k (5.6)

K = (5.7)

A=A\

2 BARUT, A. O.; HAUGEN, H. B., Theory of Conformally Invariant Mass. Annals of

Physics, v.71, p.519-541, 1972.
3 'WESS, J. Conformal Invariance and the Energy-Momentum Tensor. Springer Tracts

in Modern Physics, n.60, 1971.
4 FULTON, T.; ROHRLICH, F.; WITTEN, L., Conformal Invariance in Physics, Reviews

of Modern Physics, v.34, n.3, July 1962.
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Dy :n'* =n",
k' =Dk, (5.8)
N = D)

Cs:n'* =n® - C*\,
k' =Kk —2C%" + C?), (5.9)
A=\

Uma transformacao adicional de coordenadas leva-nos a interpretar as equacoes (5.5)

como equagoes de um hiper-cone nulo
k=1l5"(n" —n°)
A=1(n*—n°) (5.10)
n'na=0 (A=0,1,2,4,6).
Neste espago 5-dimensional nossas transformacées , na forma infinitesimal, ficam
T3 /e = n® + 15 1a%t — 51a%n®

" =n*+15" an" (5.11)

n® =n"~l5 ay"

Ly : 0 =" + 0’

't = nt (5.12)
,'716 — 776

Dl . nla — 7,]a
" =n'+pn° (5.13)
" =n°— pn*

CS . nla — na _ Caln4 _ CalT]G
n'* =n* —2c"n* (5.14)

nlﬁ — n6 + 2lcana’

ou simplesmente

n't = Ajn® (5.15)
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com A% sendo os geradores de rotacio do grupo SO(3,2). Significa que nosso espago interno
¢ homeomorfo a um espago 5-dimensional que se transforma segundo o préprio SO(3,2).

Os geradores diferenciais do grupo sao dados por
Mup = —i(nadp —nda) (A, B=0,1,24,6) (5.16)

no espago 5-dimensional n. Para obtermos os geradores no espaco fisico, fazemos as identi-

ficacoes
Pa = Mas + Moy (a,b=0,1,2)
lab = Mab
d = Mg, (5.17)
ka = M6 — Ma4,
ou seja,
Pa = —10,

lab = Tppa — TP
d= 2z, (5.18)

ko = (2z,2° — 2260)py.

A agdo dos geradores de transformagcdes em um campo de matéria U(z®) séo obtidas pela

exigéncia da invariancia das equagdes de campo de matéria pelo grupo de transformagoes
U'(z") = S(A)¥(z) onde ' = Az, (5.19)

sendo que S(A) deve ser determinado por esta exigéncia de invariancia, o que significa uma
caracteristica do tipo de campo(espinorial,vetorial,escalar,etc). Concluimos entao que a acao

dos operadores é em geral dada por
G¥(z) = ¥'(z) — ¥(z) = g¥(z) + S(A)¥(z), (5.20)

sendo g o gerador de transformagoes para um campo escalar (sem simetria interna) e G o

gerador de transformagoes para um campo qualquer. Assim, para nosso caso, as agoes dos
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operadores de transformacoes ficam

P, =p,¥
Loy ¥ =153V + 30 ¥

DV = d¥ + A¥ (5.21)
KU =k, U+ 5,0 — 22°(gap A — B43) 0,

onde ¥4, A, and k, representam S(A) para cada setor no grupo conforme.
As relagbes de comutacdo para o grupo conforme sio no espaco n as relacdes usuais

para grupos ortogonais

—i[JaB,Jcp] = napJBc —nacJBp —nBpJac + nBcJaD (5.22)

e usando (5.17) obtemos relagdes no espago-tempo

1

;[Laba Lcd] = nadLbc - nacLbd - ndeac + nbcLad
1 1

;[Lab, D]ZO 3 ;[D,D] =0

1

;[Lab,Pc ] = nbcPa - nach

1

;[Laby-[(c] = nbcI{a - nach

1

;[Pa , Ky ] = —2(nesD + Lab) (5.23)
1 1

=[P.,D]=-P, ; ~-[K,.,D] =K,

1 1

1 1
=[P, P ]=0 5  =[Ka,Kp]=0.

7 2

5.3-Forma-conexao e forma-curvatura a valores na algebra do grupo

Ao generalizarmos as propriedades de invariancia para transformacoes de gauge de se-
TN

gunda espécie somos levados a generalizar a derivada ordinaria para
D,=0,+1A,, (5.24)

onde A, é a forma-conexdo, que com a ac¢do de um elemento g do grupo transforma-se

mediante

A, =g 'ALg+ig "0, (5.25)



5-Grupo Conforme em 241 Dimensoes 52

Para o grupo conforme na representagao ortogonal temos
1 AB
A, = §Alt JaB (5.26)
sendo J 4 p os geradores do grupo. Para obtermos A no espago-tempo fazemos as identificagoes

AL[Pl =1(A% + A%%)  (a,b=0,1,2)
AZL] = A%t
Au[D] = AP (5.27)
AL[K] =171 (ALP — A25),
de forma que
A, = —;—Azb[L]Lab + A%[P|P, + AL[K]K, + A,[D]D. (5.28)

A derivada covariante para o grupo conforme fica entao
1
D,V =[d, + z(iAZb[L]Lab + A%[K]K, + A}[P]P, + A,[D]D)]¥. (5.29)

A forma-conexdao se transforma segundo (5.25), ou infinitesimalmente, para
g = (1+ie*BJ4p), mediante

EAB
A[L —>A#+7[JAB,JCD]A5D—JABaueAB (5.30)

Para transformacoes de Lorentz temos

S AL[P] = —dw; A} [P
SLAWIL] = —SwiAL (L) + ALY [L)bw] — 96w
d1Au[D] =0 (5.31)
S AL [K] = —bwi AL [K],
para translagoes
épA,[P] = A, [L)éa. — 6a*Ay[D] — O, 6a’
§pAS[L] = 2(8a’ A%[K] — da® A} K))
épAu[D] = —26a, A} K] (5.32)

§pALIK] =0,
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para transformacoes conformes especiais
ok AL[P]=0
5KAZ"[L] = 2(5C“AZ [P] — 5chZ [P])
O Au[D] = 26c" Agu| P]
Ok AL[K] = A}f[L)éc. — 8¢ Au[D] — 8,6c”
e para dilatagoes
dpA,[P] = —épA,[P]
SpA[LI =0
5pAuID] = —0,5p
SpAy[K] = 6pAj[K].
A forma-curvatura é dada pela derivada exterior da forma-conexao
G =dA +[AA]
que, sob a a¢do de um elemento g do grupo, se transforma mediante
G — ¢ 'Gg.
Na representacao ortogonal
G = 3G Tan
Gu) = 0uA)F — 0,47 — (A5, A7 — AG,ATP)
€ no espaco-tempo
Guy = Gyy[L]Las + G}, [P1Pa + Gy, [K]Ka + G [D]ID
com
G2, [P] = ,A2[P] — 0, 4%[P) — (A, [L]AS [P] — AC, [L]A%[P])
+ (AL[P]A,[D] - A3(P]A,[D))
GIbIL] = B, AZIL] - 6, A (L] — (A%, [LIA™(L] - A%, [L1A (L)
+ 2(AL[PIAL[K] — AL[P]AZ[K]) — 2(A2[P]ALIK] — AL[P]A2[K])
Gy (D] = 8,4, (D] — 0, A,[D] + 2( A2 [Pl A0y [K] — A2[P) A4, [K])
G5, K] = 8, AL K] — 9, AS K] - (A%, [L)AS[K] - A%, [L]AS[K))
+ (AZ[K]A, (D] - A2[K]4,[D))

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
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As transformagoes de gauge ficam finalmente

§LGy, [P] = —0wi Gy, [P

§pGyy L] = —SwlGy, [L] + G [L)Sw!
61G[D] =0
§1Gy, [K] = —wiGy, [K]

§pGS,|P] = Ge[léac + 6a” Gy [ D]
§pGob[L] = 2(8a° G4, [K] — 6a*G",, [K])
6pGuv[D] = —26a,G), [K]

§pGs,[K] =0

§xGS,[P] =0

Sk Gy L] = 2(62 Gy, [P] — .Gy, [P)) (5.40)
6k Guy[D] = 26¢*Gap[P]

5k G, [K] = Go5[L]sce — 6¢* Gy [ D]
§pG,,,[P] = —épGy, [P]

SpGi[L] =0

§pG,,[D] =0

§pG%,[K] = §pG2,[K].



6-Realizacao Nao Linear e Relagao do Grupo com o Espaco-Tempo

6.1-Triadas

As teorias de gauge gravitacionais diferem das teorias usuais de Yang-Mills por apre-
sentarem uma forte relagdo com o espago-tempo, ou seja, o espago interno é isomorfo ao

espaco tangente ao espaco-tempo. Este isomorfismo é representado pela forma-solder
S = I,h;dz*, (6.1)

cujas componentes sao as triadas (no espago-tempo 4-dimensional sdo tetradas). Quando o
espaco interno nao passa de uma simples transformacgao de coordenadas do espago tangente

T, M do espaco-tempo M, as triadas sdo dadas por

Oz*®
hi, = = Oyz”. (6.2)
ko Oz
Nestes casos nao temos um campo gravitacional verdadeiro gerado por este ”campo” de
triadas, e sim forcas ficticias como a centrifuga e a de Coriolis. Entretanto, quando os hj nao

sao integraveis, podemos definir um campo gravitacional verdadeiro que nao se anula com

nenhuma escolha de coordenadas. Estas triadas, e suas inversas
hyhe =46, : huhy = & (6.3)

nos permitem uma classificagao dual das quantidades fisicas, uma vez que existem dois tipos
de indices relacionados entre si. Em outras palavras, a partir de qualquer tensor de gauge

podemos construir um tensor no espago-tempo mediante

v# = hiv®

; vy = hjv,. (6.4)

Da mesma forma, a métrica ny; é projetada no espago-tempo por meio de triadas, ou
seja, a métrica g,, é expressa por

Guv = nabh;‘;h';. (6.5)
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O campo associado a estas triadas é a torcao , que é dada em componentes por

Tf, = hi'h%,(8,hE — 0,h%) — hI A% + hi AL, (6.6)

m

onde Aﬁl é o potencial de Lorentz da teoria.
Porém, introduzir tal campo e tal potencial em uma teoria de Lorentz é um tanto fora

do convencional para as teorias de gauge, onde definimos os potenciais pelas relagdes

Op — 0y +1A,
A D9 Aug +ig T Bug (6.7)
e
Oy — Oy
h, — g h,g, (6.8)
de modo que o campo em geral
G = DaA (6.9)
fica para as triadas
T = DaS (e ndo DsS), (6.10)

onde D 4 é a derivada covariante para o potencial A. Um argumento utilizado para tal escolha
é o fato que em uma teoria de gauge para o grupo das translacoes a triada seria expressa pela

prescricdo de acoplamento minimal
hy, =6, + B,, (6.11)

onde B}, € o potencial (componente da forma-conexéo) da teoria, e as propriedades dinamicas

das triadas seriam as mesmas do potencial. Assim assumiriamos um potencial do tipo
r=A+S5 (6.12)
e terlamos para o campo

G=T+R=DrI’'=DpgA+ D4S. (6.13)
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Entretanto, a melhor forma de introduzirmos triadas na teoria é por meio de uma real-
izagao nao linear de uma teoria mais completa, como a teoria de gauge do grupo conforme.

Neste caso generalizamos a defini¢éo (6.2) para

ht = D,a", (6.14)

onde D, é a derivada covariante para o grupo conforme.
6.2-Realizagao nao linear

Uma das razoes para a utilizagdo da realizacao nao linear é que ela permite a reducao
de uma simetria de gauge G para uma sub-simetria H, mediante uma quebra espontanea de
simetria. Aqui a utilizaremos também para obter uma representagao na qual alguns potenciais
se transformam covariantemente.

Vamos supor que um campo de matéria ¥(z) se transforme linearmente sob a agio do
grupo conforme segundo

U — D(g)¥ (6.15)

com g € G e D(g) sendo uma representagao matricial de dimensao finita de G.
O primeiro passo para a resolu¢ao do problema da realizacao € a defini¢ao de uma matriz

! Esta matriz, que chamaremos de matriz

(Lg)ap, cujos elementos sao varidveis de campo
reducao , estara sujeita a um nimero de restrigées algébricas:
a) a matriz L, deve pertencer ao grupo G, i.e., a sua auto-representacdo . Isto objetiva,
para qualquer representagdo de dimensao finita, obter um funcional D(L) bem definido.
O ndmero de campos independentes, ¢,, necessario para parametrizar Ly é portanto
menor ou igual & dimensao de G;

b) sob a acdo do grupo G os campos que constituem a matriz reducéo transformam-se de

acordo com

Ly — gLyh™' (¢, 9) (6.16)

onde g € G e h(¢,9) € H;

¢) sob a acdo do subgrupo H, a matriz reducédo se transforma como

Lg — hLgsh™t. (6.17)

1 SALAM, A.; STRATHDEE, J. Phys. Rev., v.184, p.1750-1969.
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Segue entao, de (6.16) que o funcional D(L,) se transforma para
D(Ly) — D(gLgh™") = D(g)D(Ly)D(h™"), (6.18)
de forma que o campo definido por
Y =D(Ly ') (6.19)
se transforma como

% = D(h), (6.20)

onde h = h(¢, g) é, em geral, uma estrutura nao linear que depende dos campos ¢, que

parametrizam Lg.

A mais simples forma de se obter L4 é a adotada por Coleman, Wess e Zumino e ante-

riormente por Kibble?

Ly =e®4, (6.21)

onde A, representa os geradores de G que néo estdo contidos na algebra de H.
Consideremos agora o problema de definir um operador de derivada covariante para a

realizagdo nao linear (6.19), pois é evidente que a derivada ordinaria ndo é covariante
Outp = D(h)Ouyp + 0, D(h)3p. (6.22)

A fim de sermos capazes de construir equagées de campo covariantes € essencial que possamos
definir um operador covariante assemelhando-se a derivada.

Vamos inserir ¢ em alguma representacéo linear D(g)
Y = D(L;1)¥ (6.23)

e definir o operador A,

A = D(L;1)8,7, (6.24)

o qual é claramente covariante. Entretanto ndo podemos adotar A, como sendo o operador

desejado, pois ele depende da representagédo D(g). Escrevendo entdo

Db = Bup + D(L3")0,D (L ) (6.25)

2 KIBBLE, T.W.B. Symmetry Breaking in Non Abelian Gauge Theories, Phys. Rev.,
v.155, p.1554-, 1969.
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A matriz D719, D pode ser simplificada se usarmos a restricio L4 € G para todo z. Em

particular,

L, (z)Lg(z +6x) = 1+ 8z, L 0uLyg + ... (6.26)

¢ uma transformac@o infinitesimal de G. Segue entao, que as matrizes L;lauL(p pertencem a

algebra de G. Dai podem ser expandidas na forma
L, 9,Ls = (L;'9uLg)isi, (6.27)

onde as matrizes s; constituem a base da algebra. Na representacdo D(g), onde os geradores

infinitesimais s; sdo representados por S;, a expansao (6.27) toma a forma
D(L;")0,D(Ly) = (L, 8uLy)iS:. (6.28)
De acordo com (6.16) encontramos que (6.27) se transforma pela regra
L;'0,Ly — h(L;'8,Ly)h™" + hO,h~". (6.29)

Neste ponto ja podemos ver a presenca de um termo nao homogéneo pertencendo a
algebra de H. Isto significa que os campos (L;l(?uL(,g),' podem ser divididos em dois conjuntos:
um transformando-se covariantemente enquanto o outro contém a nao homogeneidade.

Vamos supor que a base algébrica s; seja escolhida de forma tal que se divida em duas
componentes m, € np, que se transformam independentemente sob H. Vamos supor ainda

que m, constitua a base da sub-algebra de H. Assim
L;'0,Ly =Tpuam® + ADypn’ (6.30)

o que deve ser encarada como a defini¢do dos campos I'y, € Dy¢p. Os termos de nao homo-
geneidade afetam apenasI',4; os campos D, ¢, serao interpretados como a derivada covariante
dos campos ¢, em termos das quais a matriz reducao é parametrizada. O parametro real \
serd fixado pela normalizagao do termo cinético associado a ¢,.

Correspondente a transformacao (6.30) nés temos na representacdo D(g)
D(L;")8,D(Lg) =T uaM® + AD, ¢ N°, (6.31)
a qual substituida em (6.25) nos d&

Ay = 0,1 + 4T M) +iAD ¢y N9. (6.32)
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Disso podemos definir a derivada covariante independente da representacao
Dy = 0pp + 1T e M9
Consideremos agora o caso de um grupo de gauge G do tipo Yang-Mills tal que
U(z) = D(g)¥(z), g=g(z)€G.
Ja sabemos que a derivada ordindria em uma teoria de gauge é generalizada para
D,V = (9, +1A4,;S")7,

sendo A,; os potenciais de gauge e S os geradores do grupo de simetria.

Desta forma a derivada covariante deve estar contida no operador
Ay = D(L;")(8y + 1A, SY)Y,
o qual pode ser simplificado para
A = (8 +iBiS)p,
onde B,; é o potencial modificado e definido por
-1 R
Blt = L¢ Aqug + ;L(ﬁ 8uL¢,

que se transforma por

1
B, — hB,h' + ;h@uh_l.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

Esta regra de transformacéo significa que o operador A, pode ser separado em duas partes

covariantes

Ay = Dyp 4+ iND,dp) Ny

sendo D, a derivada covariante ndo linear
Dy = (04 + 1B M* )y
e D, ¢4 a derivada covariante dos campos ¢,

AD, ¢, = Ba.

(6.40)

(6.41)

(6.42)
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Seguindo a sugestao de Salam e Strathdee®, utilizaremos para o grupo conforme
Ly = eieP+iv-K—ioD (6.43)

de forma que definindo os novos potenciais

w, =Ly A7 [L1Ly —iLy'8,Ly (6.44)
wi, = L;'A%[P|Ly — L;'8,Ly (6.45)
@, =Ly A%[K]Ly —iL,"9,Ly (6.46)
wy = L3 A,[D]Lg —iL; 0, Ly. (6.47)

Teremos a derivada covariante dada por
1
Dy = [0, + §Aabu[L]Lab]¢ (6.48)

e a derivada dos campos mediante

D,z" = wy (6.49)

D,¢* = w, (6.50)

Dyo = —w,. (6.51)

As leis de transformagao ficam agora

w', = hw' bt —ihd,h™t - LY (6.52)

w}, = hwy,h™! (6.53)

@, — h; b (6.54)

wy — hw,h™, (6.55)

?

ou seja, os potenciais w),,

G)Z e w, se transformam covariantemente. Além disto, identificamos
nas relagoes (6.49) e (6.53) a defini¢do de uma triada, de forma que as triadas em nossa
representacao ficam

hS = wh. (6.56)

3 SALAM, A.; STRATHDEE, J. Phys. Rev., v.184, p.1760-1969.
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Os novos campos sdo agora definidos por
_ -1
ou, em termos dos novos potenciais,

ab _ ab ab a .cb a  .cb a-b b—-a — b-a
[P0 = 0wy — 0w, — (ww,’ —we,wy’) +2(wyw, —w,w, —w,o, +w,w,)

a _ a a a  .c a  .c a a
T py = Opwy — Oyw), — (wg,w, — we,wy) + (Wywy — wywy)

19, = 0,5° — 8,&"

[T (wgpwli — wg ("_JC) - ("Dzw" - wuwll-)

cvtp

E,, = 0wy, — Oyw, + 2(wzaa,, — WyWap)-

6.3-Relacoes com o espago-tempo

(6.57)

(6.58)

(6.59)
(6.60)

(6.61)

Conforme ja haviamos visto, o tensor métrico no espago-tempo é a projecao do tensor

métrico no espago de grupo por meio das triadas
_ a b
Jaf = NabWaWg-
A férmula D, g,p em coordenadas locais cartesianas com I'*gy = 0 fica entao

Dpguv = Opgur =0

(6.62)

(6.63)

e como D,g,, é um tensor, concluimos que a derivada covariante do tensor métrico deve ser

nula

D,gap =0.

Usando a relagdo (6.62) concluimos que,

ou, de outra forma,

D\V* = wlwhD,V*.

Como a conexao afim I'y | é definida por

D,V* =9,V* + T4 V>

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)
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entdo, das relacoes (6.66) e (6.67) concluimos que
k
A% F/\;L v )\ - wll/caﬂwlya
ou
)‘I»" A luwAwk w;auw;l

Definindo agora

A k
T wv —wkT uv

obtemos

A A A A A
T uy:].-‘ /‘I‘V_F yu+5uw,/_6uw”,

a qual reconhecemos como uma generalizacao do tensor tor¢ao. Temos ainda

F)\uv = ;);u} + K)‘;w + DAuV’

onde o primeiro termo representa os simbolos de Christoffel

u} =3 ( u9ev + Ovgen — 669;&!/)’

o segundo o tensor contor¢do

1
_(T)\IW - Tu/\u - T,,)‘”),

R’AMV = _2

e o terceiro um tensor adicional relativo as dilatagoes

D/\;u/ = GuvWh — gavWy-

ab

.,y mediante

Definindo ainda a projecao do tensor
. DAp A p=b P A-a A .p~-b P, A—a
=R, + (0 wiw, — JMwawy — JVwbwu + Jywaw”),

obtemos no primeiro termo acima o tensor de Riemann

R)\ - 8[.LFAPV - aur/\pu + F)\o’uropu - I‘/\a/,t]-wpu,

puv

acrescido de termos devidos as transformagoes conformes especiais.

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
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7.1-Introducgao

O movimento de particulas em um campo gravitacional Newtoniano em 2+1 dimensdes,

segundo a teoria classica, é determinado pela equacéao

F=—=-Vé, (7.1)

m

onde ¢ é o potencial gravitacional determinado pela equacao de Newton.
Podemos generalizar a equagao acima considerando o grupo conforme, e impondo que o
campo gravitacional interaja com particulas, realizando transformagoes conformes nas coor-

denadas do espago-tempo. Teremos assim uma métrica na forma
ds® = f(z°)nudztdz”, (7.2)

onde 7, é o tensor métrico Minkowskiano e f(z?) é uma func¢éo das coordenadas do espago-

tempo z. A aproximacdo para campo fraco no modelo é dada pela métrica
ds® = (1 4+ ep)(c2dt? — dr? — r?d6?), (7.3)

onde ¢ é um numero pequeno e ¢ é uma funcio das coordenadas de espago-tempo. Para um

potencial circularmente simétrico e estatico, devido a simetria do problema, obteremos

p = 2¢(r), (7.4)

onde o fator 2 objetiva identificarmos o campo ¢(r) com o potencial Newtoniano, e sendo o

parametro € dado por

€= —. (7.5)

A métrica (7.3) fica entdo na forma

ds? = (1 + %) (Pdt* — dr® — r?df?), (7.6)
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onde ¢ deve ser o potencial gravitacional Newtoniano, como veremos adiante. Podemos

utilizar a forma (7.6) mesmo para campos fortes, pois em geral teremos

_A(f-1)
¢=—5—. (7.7)

O potencial Newtoniano para o caso de simetria circular e campo estdtico é obtido a

partir da equagao
1d [ do

onde A(r) é a densidade linear de massa. Na forma integral temos
f Vo dl = —4nG. (7.9)
A solucao da equagdo (7.8) é
¢::2GAh1<g), (7.10)

de forma que para este caso obtemos

4G In (E)] (dt* — dr® — r?dé?). (7.11)

r

2 __
ds —[1+ =2

7.2-Grandezas dinamicas
A acdo do movimento de uma particula segundo a relatividade restrita é
S = ——moc/ds, (7.12)

onde mg é a massa de repouso da particula e ds é o elemento de arco. Podemos estender esta

defini¢do para o caso gravitacional usando o elemento de arco (7.6) a Lagrangeana serd entao

26\ 2 P2 242\ 2
£ = —m0c2 (]. + c_z) (]. - ? - c2 (713)

e o momentum generalizado fica

dada por

ﬁ=%:m7H—-6 (7.14)
ov c?
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ou, em componentes,

oL : 2¢
P, = 55 = Ymot 1+ = (7.15)

N
Po=A=—d =91+, (7.16)

onde L = mor?0 é o momentum angular Newtoniano e a energia é dada pela transformacio

de Legendre

E=Pi—L= mocz'y(l + 2¢> . (7.17)

=
Esta é a energia relativistica total de uma particula em um campo estatico, conforme Landau
e Lifichitz?.
A Hamiltoniana pode ser obtida a partir das equagdes (7.15), (7.16) e (7.17)

_ P2 2A?2 molct ( 2¢)

H= 3 +Er2+ 5 1+22— (7.18)

e como o sistema é conservativo temos que

S
— =0. 1
H+ 5 0 (7.19)

Assim podemos escrever a acdo S na forma separédvel
S==-Et+W(r,A &)+ A6, (7.20)

onde W é uma func¢édo de r e das constantes de movimento A e £. Lembrando que

as dw
A=Py= g—g (7.22)
obtemos ,
e (dw c? mo?ct 264(r)
?<dr) +5r2A2+ 5 (1+ = )—5:0, (7.23)

que é a equagao de Hamilton-Jacobi para o movimento de uma particula em um campo

estatico e circularmente simétrico. A equagdo (7.23) pode ser resolvida e nos leva a

28 2 27,2 2
W = / \/7 662.0 — (m02c2 + 77‘—2) (1 + 'g?)d’f‘ (724)

2 LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York:

Pergamon Press Inc.,1989.
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e finalmente a uma agao

2 272 /
S = / 5—2 — (m02c2 + %) (1 + @) dr +4/1+ gyLG — &t (7.25)
c r c c

7.3-Limites Newtoniano e Relativistico

Supondo que ;¢2— seja um ndmero pequeno, podemos expandir as expressoes (7.13) a (7.17)

de forma a obtermos o limite Newtoniano. Neste caso obteremos os momenta

P, = rmgr (1 + ;i; + ) R ymor (7.26)

_%:7L(L+%+”)z7L

que sao os momenta da teoria relativistica. Para a energia obtemos

£ = mocy (1 + %) . (7.27)
No limite de baixas velocidades temos que

P, =~ mor, Py~ L (7.28)
m0v2

E ~ moc® + 5

que sao os valores da energia-momentum da teoria de interacao gravitacional Newtoniana,
confirmando a interpretagao de ¢ como um potencial Newtoniano. A Lagrangeana, a menos

de uma constante, fica

mov2

L=——-—mp=K-U, (7.30)

onde K é a energia cinética da Mecanica Clédssica e U € a energia potencial gravitacional na

teoria de Newton. Esta Lagrangeana leva-nos a equagdo de trajetoria (7.1)
r=—-Vo. (7.31)
Similarmente, no limite ¢ — 0, obtemos

P, = ymgr, Py =~L (7.32)
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ou, em geral

P = ymg¥ (7.33)

& = ymqc? (7.34)

que sao os valores previstos pela Relatividade Restrita. A Lagrangeana neste limite fica

.2 292 3 d
L = —mgc? (1 + 5+ ) = —moc (7.35)

o que é o resultado reconhecido como a Lagrangeana da Relatividade Restrita. Na auséncia

da gravidade a acao por sua vez é

28,2 27,2
S = /\/7 20 —mo?e® + 1= dr + yLO — v&ot. (7.36)

c r2
7.4-Desvio da luz em um campo circular estatico

A trajetéria de uma particula com a acao dada em (7.36) pode ser obtida a partir da

condigao
3_.5'
oL

originada do principio que a a¢do nao varia se for modificada uma das constantes de movi-

=0, (7.37)

mento. A equacdo dai obtida é
g — / Ldr ,
r2 \/802/c2 — (mo2c2y~2 4+ L2/r2)

(7.38)

1
e usando agora o novo momentum angular A = (1 + 20—‘2’5) 2'7L e usando apenas o termos de

mais alta ordem no numerador obtemos

d
9= / . . (7.39)
ooy - B 1k (14 )
Com o fato que L = bPy = bvg_fo onde b é o parametro de impacto e vg € a velocidade da

, . ;. N En2 _ c2 ~
particula no ponto mais préximo & fonte, obtemos %5 = 72557 € @ equagao (7.39) fica

_ / dr , (7.40)
2\/ c? mo2c2y—2 +T1_2(1+26_f>
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Aplicando esta equagdo para a trajetéria da luz temos

e_/ — 1+2¢) (7.41)

b2 2

resultado que em 4 dimensdes leva ao light-bending do sol?.
O desvio da luz no campo com simétria circular em 241 dimensées pode ser obtido

usando o potencial dado em (7.10), de forma que

/ (7.42)
2K ln(a )
\/bz - 1+ / ]
Diferenciando a equagéo acima em relagdo a u(f) = L obtemos
1 2K
(u')? = e u? [1 + c—zln(au)] , (7.43)

Nesta equagdo podemos descartar a solugao v’ = 0 uma vez que ela leva a r = constante, e
como fétons tém energia total positiva, concluimos que esta solugao nao tem sentido fisico,

pois resulta numa trajetéria circular. Ficamos assim com a equacgao

2K
u" +u+ — |uln(au) + % = 0. (7.44)
c?

Procuramos uma, solu¢éo aproximada na forma

U = ug + €uq, (7'45)
onde ug = Coso, A é constante e u = ug é a solugao classica de trajetoria retilinea e ainda
€= 7‘[‘ é um parametro pequeno. A equagdo para o termo em u; fica

oS 0
u'l' + Uy = A (746)

? LANDAU, L.; LIFSHITS, E. Course of theoretical physics. 4. ed. New York:
Pergamon Press Inc.,1989.
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cuja solugao é
1
uL= oy [0sinf + cosflncosf — sinOL(H)], (7.47)
onde L(6) é a fungao de Lobatchefsky dada por

L(8) = 61n2 — % i(-l)n-l sin(2nf)

n=1

(7.48)

n

Para aplicar os resultados obtidos a uma corda césmica (string), observamos que tra-
jetérias assintéticas sdo dadas por r — oo(u — 0) e como o angulo de desvio dos raios de luz

em um lado do string é § = 7 — 6, teremos em primeira aproximagéo
Eq(m s
5:—[(——5) Sng— "1 2], 7.49
5 [\g7°)Fome—gmn (7.49)

onde usamos o fato que para § pequeno siné ~ é§ e L(§ — J) =~ 7/2In2. Obtemos entdo

5 = M. (7.50)

Para um raio luminoso que passa no lado oposto ao primeiro, fazemos § = 7 + 6, e obtemos

da mesma forma

2
8y = me(l +1n2) (7.51)
4
de modo que a deflexédo total é
K
D=8 +6="=. (7.52)
c

O déficit angular causado por esta deflexdao serd entao

2K~ B 4G\

c? c?

A= (7.53)

Do resultado acima vemos que a deflexao independe da distancia ao string com que o raio de
luz passa. O mesmo resultado é obtido pela Relatividade Geral. Por outro lado, o valor da
deflexdo dado em (7.53) é metade do valor previsto pela RG. Além disso, a métrica (7.6) néo
é solugao das equagoes de Einstein em (2+1) dimensoes.

Vale salientar que utilizando a métrica (7.6) podemos obter os trés principais testes da
RG: o desvio gravitacional para o vermelho, o desvio da luz por um campo gravitacional e o

avanco do perihélio de Merctrio!.

1 STEDILE, E.; LUCINDA, J. Relativistic Flat Space-time Approach for gravity , Physics
Essays. v.8, n.2, p.225. 1995.



8-Equacoes de Campo

8.1-Lagrangeana

Nosso objetivo agora é estabelecer uma teoria de gauge do grupo conforme mais geral
possivel, de forma que possamos identificar um limite de aproximagao igual a solucao da teoria
de Newton. Devemos manter a agdo invariante por transformagoes do grupo. Um tipo de

densidade de Lagrangeana invariante é
b
L=F!'F; (8.1)

que é utilizada em teorias de Yang-Mills. Entretanto, em uma teoria invariante conforme
temos que os diversos setores sao linearmente independentes entre si, de forma que uma

densidade de Lagrangeana mais geral na forma (8.1) é
L=Lr+Lp+Lk+LD (8.2)

com L,Lp,Lk,Lp quadraticas nos potenciais f,T,t e F, respectivamente.
Para o setor rotacional temos uma relagao muito 1til que modifica o formato da La-

grangeana neste setor. Da definicao de ;}fj em (6.58) temos evidente a antisimetria em a,b e

i, v. Assim, hd 9 componentes independentes em f l‘f,’j Por outro lado, a contracdo fo = wk l‘f,’j
tem também 9 componentes, de forma que Z,’j pode ser expressa em termos de f°. De fato,

ab
pv

ab

v Obtemos

utilizando as propriedades de simetria de e o fato que f° é a contracio de

a a a a a 1 a a
;ulj = wufll/) - wuf;l: - wz.fy +w3fu - §(wuw2 —*LOVU)Z)f (83)

b

L, € Nao em

com f = wff;. Assim uma Lagrangeana mais geral sera dada em termos de

ab
termos de fj,.

a

e € Ccomo SO

Além disso, como a métrica g,, = wa,’jnab ¢ dependente do potencial w
obteremos as componentes irredutiveis se todos os indices estiverem no mesmo espago, ex-

pressaremos todos os campos no espago do grupo. Assim teremos os campos

kKl _ ol p ak ak a .ck a , . ck ol -k o—a, kl
P = wPw(0pwy” — Osw)" — we,wy + weewy') + 2(w” w0y + wgwgn™) (8.4)
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TF 1 = w;‘w{’;(aaw}; - aﬁwg) - wkmawf‘ + wklawf,‘l + waf,’lwa - 5fnwlawa (8.5)
thn = wfwh [aaa;,’; — 6,;@[2 — (wfad);; — wkcﬂ&?g) - (Qéwﬂ — G)gwa)] (8.6)
Fr = w,’:w,"(apw, — 8(,.w,,) + Q(Wf@kp — LD[pr). (8.7)

As densidades parciais de Lagrangeana ficam agora

L1 = a1E¥MEg + apI¥ Ity + a3 P? (8.8)
Lp = af*'™ fim + Bo*vr + v " apim (8.9)
L = ,ugklmgklm + vufug + pb“mb“m (8.10)
Lp = bF*Fy, (8.11)

onde definimos as componentes simétrica sem traco, o traco e a antisimétrica de T por

1
) _ §nklvm

1 1
fklm — 5(Tklm +Tklm) n Z(nmkvl 4 nmlvk
vp =T (8.12)
1
Aklm = g(Tklm + Tkt + Timk)

0 mesmo para t

gkl :i( kl +tlk )+Z(77 kul+17 1 k)_gnklu

uk = tllk (8.13)
1
bkim = g(tklm + tmkl + timk)

e, finalmente para P,

Ikl — %(Pkl +Plk) _ l'f]klP

3
1
EF = §(P“ — P'%) (8.14)
P = p}.

A agao total é agora dada por

I= /\/g(EL +Lp+ Lk +Lp)+/9Lud z, (8.15)
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onde g=det(gu,), Lm é a densidade de Lagrangeana do campo de matéria e a integral se
estende sobre todo o espago-tempo 3-dimensional.

8.2-Equagao de Campo %— =0

As equagbes de campo sdo obtidas conforme o procedimento usual em teorias

Lagrangeanas, ou seja minimizando a agao I
dI=0 (8.16)

o que equivale a fazer

o(v9L) 9(/9L)
O spAl~ oa = (8.17)

onde A, é cada um dos potenciais da teoria. Teremos assim 4 equagdes de campo, uma para

cada potencial. A equagdo (8.17) para wL fica

1 0\/g oL, 0v\/9 OL. oL,
Wpji—=—7a =L+ wpj7— —wy;j — —w,;0, =——— = =T}, 8.18)
M\/g awL 2% awi %) \/g 6(5,,60,") 2% a(ayw,z‘) J (
onde definimos o tensor energia-momentum por
T A/ (8.19)

i :
J 1J /3 5"“'13
e usamos L. = L +Lp + Lk + Lp. As derivadas de /g podem ser determinadas lembrando

que a diferencial do determinante é obtida da seguinte forma

1 dg
dv/g=-—=
11 .
= —— d 8.20
3 /599" 9 (8-20)
- \éggaﬂdgaﬂ~
Assim o primeiro termo de (8.18) fica
“ui g = 309"
= nij, (8:21)

onde usamos o fato que

Jop = Nabwawp. (8.22)
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O terceiro termo simplifica-se usando novamente (8.20) e (8.22)

9,3 1
N/ 2

= w, Oywy. (8.23)

gaﬂaugotﬂ

a) Termos em Lp:

Para determinarmos os termos em Lp na equacdo de campo precisaremos dos seguintes

resultados:
8le
—Im__ (VB gk Y Pk 8.24
3(3qu) (wl W d; W) z) ( )
8jjllin a v, B k k a B u k k
Pl Wi win (Bawy — Bpwg) — wi'w; wi, (awg — Opwy)
Im

—I—wl-o‘wl“wkma - wf‘w,’;wkla - (Slkw,’jlwi + (5,’;(,0;‘%. (8.25)

Por simplicidade trataremos inicialmente o termo em « : £ = f*¥'™ f31,,. Temos que

OL  _ o phim _Oftim
0(d,w?) 0(9yw?)
1 1
:2klm ' Tm ~.omk, I~ kl m
f *—6(8ywb)[ ktm + 50"V — onTw ]
0
= 2fHm  —  Tiim 8.26
I @,y T (8.26)
onde usamos o fato que a contracdo em quaisquer indices de f é nula
fkkm — fkmk — fmkk = 0. (827)

Usamos ainda o fato que se 7;; é um tensor simétrico em ¢j e S é a simetrizacao em 17, entdo,
para um tensor qualquer A;;

TijS(Aij) = Tij Asj.- (8.28)

Outras relagées semelhantes que utilizaremos sao
AijS(Bij) = S(Ai;)S(Bij) = S(Aij)Bij (8:29)
Aij A(Bij) = A(Aij)A(Bij) = A(Aij)Bij (8.30)

onde A;;, B;; sao tensores arbitrarios, A é a operacdo de antisimetrizacao e S a de

simetrizacao.
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Utilizando agora a (8.24) e a (8.30) em (8.26) ficamos com

oc

o) - 2F ™ (wfwh oF), (8.31)
onde fizemos
F'™ = film - (8.32)
e temos dai
9,25 _ 2wlwh 6, 5™ + 2F, ™ wl S, wk + 2F ™ wk 8wy . (8.33)
0(0,w},)

Com as propriedades (8.27),(8.28), e (8.30) e usando a (8.25) obtemos

oL — Im
5T = 25, [—wf’wl"wg(aawg — Opwk) + wPwl Wk g + SF W] (8.34)
w

Reunindo as equagoes (8.34),(8.33),(8.31),(8.23) e (8.21) obtemos:
—w, (WEB,WR) (2F M wlwh ) — w, (2wl wh 8, F'™ + 2F, M w! dvwk + 2F, " wh dyw})

+2wquklm[—w?wfw,ﬂn(6awZ — aﬂw!;) + wiaw}uwkma] + T],’jﬁc — 2F_’kk]~w,~ = —Ti]‘ (8.35)
ou, reagrupando os termos

2P (vt wlwi,—2wi) — 20} 8, B+ Fi'™ (Tjim + 205w’ ma+28mwt) —2F k™ (T* i +wfwF mar
—w¥ 0w — Nriwm + Temw") + 2F k" w0k ma + mij Lo — 2FF 0, = =Ty, (8.36)
ou simplesmente
~2DF Fyjk + 20F Fiji + 2H;j — 4F 0" — nijLc = Tij, (8.37)
onde definimos a derivada covariante

D¥Fjg = wh*0, Fyjx + w™ juFimk + 0™ kuFijm + 0™ inFmjk (8.38)

e o tensor

_ 1-im
Hij = Fi;" T im — 5F,-’ Tiim. (8.39)
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O termo em (3 na lagrangeana (8.9) segue de uma derivagao andloga a anterior, con-

siderando que

O(vvF) Ovm ki m Tkim
0(9,w) 0(0yw},) 0(0yw?)
——= = 2n" 0" —— 8.41
o(p) osh) (541
e temos assim a mesma equacao de campo (8.38), modificando apenas
Fiim = NkiVm — Nkmvt. (8.42)

Com a contragdo em quaisquer dois indices em ain, € a propriedade (8.30) generalizada

para trés indices obtemos a mesma equagao de campo (8.38) considerando que
Fiim = 2akim (8.43)

e seguindo a mesma dedugdo do termo em « das equagoes (8.26) a (8.37).
b) Termos em Lr:

Os termos de L, sao auxiliados pelas equagoes :

aPkl
R —(wfwhwl + wiwlkw ) (Bw s — Gpw®, — Wt
m
+w“ww;k) — 2wl ok — 2wTwkHank! (8.44)
aPkl
0(dyw})

Utilizando as propriedades de simetria (8.29) obtemos para o termo em a;

oL OpFt
i 2FEy,; 0,: (8.46)

(]
7 "

e usando (8.44) chegamos a

oL
— o, lp p P p ol ak __ ak _  a  .ck a , . ck
ol 2B [(wf w"wl + wlwhw)(Opwg" — Opwy” — wi,wg" + we,w,")
m
—k k — -k k — l —k 1 —k k — l k — 1
+2(w2wu —w,w, — w,‘fwu + wwa) —2(wrwle; —wtwlw; + §fwswIlw! — & wawhw)]

= 2B {PFu'* + P**, — 2wl ok + sFotwlwtt — wHlLIRk — Fotwhw ). (8.47)
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A equacao para o termo em a; fica
2Ekl[Pki77;' + ij“ — 2(nijw?'wk —n
Agora a equagio (8.23) no espago do grupo é representada por
1
Pklmn = nkaln - nknle - nlmPkn + nlnPkm - §(nkm771n - nknnlm)P (849)
e a equacdo (8.48) é modificada para
Tij = —nijLe + 2E*[Primij + nji P — nj1Pri — ki Pt + nii Py
—2(nijw’' @) — njwf@g + S njwiwy — 6Fw'Dj6)] — Ex(njink — njmk:) P. (8.50)
Um melhor agrupamento dos termos leva-nos a
4J[ik][jl]Pkl + 4J[”C][U]Pki - 2J[“][jl]P + 4J[ik][jl]w;"z’ka - nijﬁc = 135, (8'51)

onde fizemos

Jijkt = 2nik Ej1. (8.52)

Esta dedugao € idéntica a utilizada para Iy;, de forma que o termo em ay leva & mesma

equacdo de campo (8.51) se admitirmos que
Jijkt = 2nik 11, (8.53)

onde utilizamos a contragdo If = 0 e as propriedades de simetria (8.30).

O termo em a3 também tem a mesma equagao (8.51), modificando apenas o termo
Jijkt = 2nikn;1 P, (8.54)

onde usamos um raciocinio anglogo ao considerado para obter a (8.40).
c) Termos em Ly

Os termos em L baseiam-se nos resultados abaixo

atklm
= —(whufwy, + wfwlwh )tk (8.55)
B
"
atklm
8(B,wl)
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Assim, o termo em u

£ =g"grim (8.57)
fica
= Ilm ~ im
Tij = —niiLe+2fk " njit*im = —mijLe + 2f1"" t* im, (8.58)
onde
frtm = tkim — tkmi. (8.59)

Usando o mesmo raciocinio empregado para obter (8.40) e (8.43), chegamos & mesma

equacao para os termos em v e p, tendo respectivamente

Frtm = Mk1tm — Nemt (8.60)

Frim = 2akim. (8.61)

d) Termo em Lp

Uma vez que

oL ) )
m
oL
~ =0 8.62
0(0,wt) (8.62)
a equacgao em b fica
T;; = —nijLe +4F'' Fy — 3F ' wlw;, (8.63)
Assim, agrupando todos os termos, obtemos a seguinte equacéo para 2% =0

1
6w“

—2DkFijk + 2UkFijk +2H;; + 4F“jwl + 4J[,-k][jl]Pkl + 4J[lk][lj]Pk,' — 2J[il][ﬂ]P

+4J 8w Ok + 2k "t im + 4F; Fa — 3F 0@y, — nisLe = T (8.64)
onde
kg def o o — m m B
D*Fijx =wh* 0, Fijk + w™ juFimk + 0" kp Fijm + 0™ ipFnjik (8.38)
_ def
Fijk = a(fijk — firg) + B(nijvr — nikvj) + 2vaije (8.65)

def_ ,, 1 —im
Hij = F; " T*m — EFil Tjim (8.39)
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def
Jijkt =2a3nixnj P + 2a1mic Eji + 2a2ni 11 (8.66)
_ def
frim = p(gkim — Gkmit) + v(Nkivm — Nkmut) + 20bkim. (8.67)

Uma vez que os campos se transformam covariantemente, a tinica derivada que temos é
a derivada covariante e como os potenciais w; e w; também se transformam covariantemente,
Ié ~ Vad . ~
concluimos que a equacdo (8.64) é invariante por transformacoes do grupo conforme, como
desejado.

8.3-Equagao de Campo Ju‘f,IJ =0
m

A equagio (8.17) para o potencial w'/, é agora

oL. 0u\/g OL. oL.
P — U — - /3,,—..—:5','-:, 8.68
Wuk awz]u Wk \/g a(a”wz]”) Wpk a(aywz]#) Jk ( )
onde S;ji € a densidade de spin definida por
—wyk 0+/9L
Sy = —uk OVIEM (8.69)
VI dwiy
a) Termos em L
Os termos em L] baseiam-se em
aPkl l vck vl pck
e
OP, a
aw% = wjkpwlwl + wicwiwhnjr — wirewiw! — w?; W wWin;k. (8.71)
n
Como modelo utilizaremos o termo em a; : £ = Ex E*
a‘CC v v
B(Byi,) 2B (Wl winjk — wwin;k) (8.72)
vWp
6[’0 kl P K I o .a o K K op, a
s = 2B (wiwjwiky +winie] wtic — W/ wiwjke — Njkw; wwW"ip) (8.73)
uw
aﬁc [T 7 v P l 7 l v l v 7}
8,,W = 2(&)1 w; —ww; )6,,E] + 2w, E] Bywi + 2E] w; ,,w,
vy

—2E;'wl 9,0 — 2E;' w0, w! (8.74)
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—2wukwydywy(wiwy 8 — wwlSF)EM — 2(npw! — wine:)0, BV
-I—2E' wrwfd, wp + 2Eﬂw”w”k1w,’l‘w{’&,wz — 2Eﬂw{’w,‘k,w(’:w5’&,w; — 2Eﬂnk/,w wj ayw
+2EM (mirwlfwikp + Nak Sjxw{ w®ic — W Nikwiko — NNk wiw®ip) = Sijr (8.75)

e reagrupando os termos obtemos
! ! !
2(0uJijirny +w;™ Mik Bmiw?” — w;™ w* niEmg — w*wp ™ yniEjm

+w w nzk’ ]m) + 2E]m77zl[ nk/vm + nklvl + 2nklwm - 277klwl] + ZEI nm(Tk ml
—6kwi+ n8f wn) = Siji, (8.76)

onde Jjjx1 é dado em (8.52). Utilizando ainda o fato que w'/, é antisimétrico em 1, obtemos
4
QDIJ[ij][kl] + (gtk“m] — Jk[lvm] + ak’m)J[ij][,m] + 25k[lwm]J[ij][,m] = S,’jk, (877)

onde consideramos que

4
Trim = gtk[lm] + akim + Mk[1Vm) (8.78)

e usamos a defini¢ao

D J[u][kl]d—fe " Oudligtkn + @™ i Tmien + @™ judlimey + @ knJpipmy + @™ T km)-
(8.79)
O mesmo resultado é obtido para o termo em a3, uma vez que nao utilizamos o fato que Ey;
é antisimétrico. Temos entdo a mesma equagdo (8.79) com J;;x; dado em (8.53). O termo em
as, utilizando o mesmo raciocinio empregado para obter (8.40), chegamos a equacéo (8.79)
com J;;51 dado em (8.54).
b) Termos em Lp

Os elementos fundamentais para estes termos sao

0Tklm
m__ 8.80
00,7, (550
e
oT* ., N
= O uotws — SFnjmdhwl = 2wl Sk (8.81)

Owi ,
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e assim o termo em « fica
= Siji
= 2tk — tinrj. (8.82)
Usando ainda a antisimetria em 7,7 concluimos que
(tkji — tkij) = Sijk- (8.83)

Os termos em 3 e v seguem a mesma deducgdo , utilizando apenas o raciocinio empregado

para obter a (8.82), resultando respectivamente as equacoes
(njkrvi — Mikrvj) = Sijk (8.84)

4aijkr = Sijkr- (8.85)

¢) Termos em L

A equacgao para p é
Sijr = 2wk g 1 (D* i 8} — D ik 8T
= Wukt @™ (Gmji — gmij) = dijr (8.86)
e os termos em v e p ficam, respectivamente,
Wuk' P (Nim Ui — NimUj) = Sijar. (8.87)

bijmwli o™ = Siju (8.88)

d) Termos em Lp

Como F,, ndo é fun¢do do potencial w'/, vemos que néo ha contribuicao de Lp.

JI

Portanto, a equagéo de campo 35— = 0 fica forma

4
2D" Jyij iy +(§tk[lm] = 6™ k"™ ijitim) + Hige + 2(mel'0™ ) Jpijien + Gije = Sije (8.89)
onde

D' Jiijien = € (Ou g +w0™ inJimijky +90™ ju Jimeq +0 ™ kuJjijiimy +0 ™ tu il km)) (8-90)
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Hijk = altrji — trij) + B(njkvi — nikvj) + 4yaij

Gijk = pwuk@*™ (Gmji — gmij) + vwuk@*™ (Njmui — Nimu;) + 4pbijmw}

Jijkt = a1nik Eji + agnix 1 + aznixn;i P.

(8.91)
(8.92)

(8.66)

Por inspecao direta vemos que a equagdo (8.89) também é invariante por transformagoes

de gauge do grupo conforme.

8.4-Equagao de Campo J%If =0
m

A equagao (8.17) para o potencial @! é

I
oL, 0,\/§ OL, oL .
“Wiagy e aoen M aaa) T Y

onde
K. = f"_j_a_c\/g
iy = —
\/g 6"‘);1.
a) Termos para Lx

As derivadas fundamentais para o calculo dos termos em p sdo

_%zw;'wu(sk_wv wh ek
a(ayu—),’) m~1 m=l ~1
n
otrim pou ok wop k Sk Sk
9 = —WWhnW iy T Wy W, Wi — 0, Wy W+ 05 Wiy, Wi
n

€ a equacgao para u €

—w (WEB,WR) — wyj (2wiwh B, Fi ™ + 2fi "W Byt + 2Fi MWk Bwh)

rl k k
+2wujfkm (w,"w,’;w ip + 6,- w#lwl) = —K,'j,
onde
fijk = Gijk — Gikj-

Usando agora (8.5),(8.12) e (8.78) obtemos a equacédo na forma

- - - 4
—2D" fiji + 20" fiji — film(gtj[lm] + @jim + Njpvm)) = Kij,

(8.93)

(8.94)

(8.95)

(8.96)

(8.97)

(8.98)

(8.99)
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onde
D* fijk = w* (0, fijk + W™ juFimk + @™k Fijm + W™ in Fmik)- (8.100)

O termo em v é facilmente obtido, utilizando o fato que
2urOug = 2Umnp0tt™, (8.101)

de forma que obtemos a mesma equagao (8.98) com f;;x definido em (8.60). Quanto ao termo
em p, usando a propriedade (8.30) somos levados & mesma equacéo (8.98), com fi;r dado em
(8.61).

b) Termos em Ly,

Os termos em L} sao auxiliados por

oLy

6(3,,wz)
Pkl
68_1. = (2w"’5f<$g + 2wf{r}kl<5§‘5f,‘). (8.103)
“u
Desta forma o termo em a; fica
4J™ 5 = K} (8.104)

com J definido em (8.52). Os termos em ay € a3 levam a mesma equacdo (8.98), com J
definido em (8.53) e (8.54) respectivamente.
c¢) Termos em Lp
Os termos em Lp nao dependem de (I;f“ e desta forma nao contribuem para esta equagao
de campo.
d) Termos em Lp
Temos diretamente que

8Fj; = K (8.105)

logo, a equacao de campo J%I;— fica entao
»

_ _ tm 4 1. i
—-QDkfijk + 2'kaijk — f,’l (gtk[lm] + ajim + nj[lvm]) + 4J[ k][kj] + 8F]‘,’ = I&z‘j, (8.106)

onde

D* fiik = w** (8, fijk + W™ jufimk + W™ kufijm + W™ infmik) (8.99)



8-Equagdes de Campo 84

fitm = 1(Gitm — Gimi) + V(Nittm — Nimu1) + Pbitm (8.67)
Jijkt = a1nik Eji + agnix I + asnignji P. (8.66)
8.5-Equacao de Campo JJTI =0
m

a) Termos Lp

Os elementos bésicos destes termos sao

OFy; v v
-am = wmw{‘ — Wy w,’ﬁl (8107)
e
F
OFu _ (8.108)
Ow,
e a equagao de campo fica
4
-—2Dijk + zkajk — Flm(gtj[lm] + ajim + nj[,vm]) — 2Fljwl = Dj (8.109)
com D; definido por
(L
D; = wuj 0L /9) (8.110)
V9w,
e
Dijk = w“k(aquk + W™y Fnk + wmkqum). (8.111)
b) Termos em L,
Como L}, nao depende de w,, logo néo contribui para a equagéo de campo.
c¢) Termos em Lp
A equagao para « fica
oT* 1
D; :2fklmW = 2(f*y; — f* ) = 2H;*, (8.112)

logo, para [ e v teremos a mesma equagao acima, com H dado na forma geral, ja definida
em (8.91).
d) Termos em Lk

Temos a seguinte equacgao para os termos em Lg

ijk = D;. (8.113)
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A equagdo de campo para J‘STIH = 0 fica entao

4
—2Dijk + 2kajk — Flm(—tj[lm] + ajim + nj[lvm]) — ZFljwl + ijk + ijk = D]‘ (8.114)

3
com
D¥Fjr = w8, Fjk + w™ ju Fruk + 0™ ku Fim (8.110)
Hijk = a(trji — trij) + B(njkvi — nikvy) + 4yaijx (8.91)

Gijk = ,uwuku_)"m(gmji - gmij) + unkcf)”m(njmu,- — mmuj) + 4pb,~jmw££)l’:‘. (8.92)
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9.1-Equagoes linearizadas

Examinaremos agora as equacbes gravitacionais de campo (8.64), (8.89), (8.105) e

(8.113), na situagdo de campo fraco, onde admitimos que
pdef o
a, =w, — 90, (9.1)

e w’,, w;, e w, sao tdo pequenos que ¢ suficiente considerar apenas os termos lineares em

?

i Z] — . ~ . . . ~ ’ .
a,, wy, 0, ew,. Nesta aproximagao podemos ignorar a distingao entre os indices gregos e

latinos, e projetarmos os objetos geométricos no espago-base. Para este caso temos

Guv = Nuv + hpy (9.2)
com hyy = auy + ayyu. A equacdo de campo (8.64) fica entédo

—20*Fuu5 = Ty (9.3)

e as equagoes (8.89), (8.105) e (8.113) ficam na forma

2apJ[)\p][up] + H)\;w = S)\;w (94)
_2apfuup + 4J[ﬂP][py] + 8Fuu = pr (95)
—20"F,, + H,,” = D,. (9.6)

Visando isolar a contribui¢ao do tensor métrico em nossas equagdes, convém separar as

nossas equagoes de campo em partes baseadas em
—Aiju = Diju + Kiju + Dijy, (9.7)

onde A;;, sao os coeficientes de rotagao de Ricci

1
Niju = §w,'i(0ijk — Cjik — Chij) (9-8)
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C,‘jk = w;-’w,?(a,,wu — 3,\wi,,) (9.9)

K;;, é a contor¢ao e D;j, é um termo adicional relativo as dilatagoes

Temos entao a relacgao

com

Rijuw({}) =9

Dijy = wjpwyiw” — wiyw,jw”. (9.10)

~fijur = Rijuv({}) + fijur (K) + fijun(D) (9.11)

WDijy = By Dijy — AF Ny + AF Ny = winw? R, ({3) (9.12)
fijun(K) = VuKijy, =V, Kiju — K*  Kjx, + Ki*, Kk, (9.13)
fij,“,(D) = quijV — ?,,Di,-u — Dik”Djk,, + Dik,,Djk,,, (9.14)

sendo que A,K;j, representa a derivada covariante em relagdo aos coeficientes de Ricci,

quando o indice € latino, e em relagao a conexao de Levi-Civita 5 ¢} quando o indice é grego

e ainda V, D;;, representa a derivada covariante em relagdo a

Diju + Kiju (9.15)

quando o indice é latino, e em relagdo a conexao de Levi-Civita quando o indice é grego.

Vemos ainda que cada parte irredutivel de Py € dividida em trés partes, de forma que J;jx;

pode ser expresso na forma

ou, em particular,

Temos ainda

Jijkt = Jijri({}) + Jiju1(K) + Jijr(D) (9.16)
Jia({}) = 2amiRa({}) + 2(as — FInunaR({}). (9.17)

apJ[Au][up]({}) = 0°[ay (MawRyup — mrpRpw — Muv Rxp + UMPRAV) + (as — _2)(77Au77up

3

—MApTpr = NuvMrp + Mupfaw) R({})] (9.18)
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e considerando a equacao de Einstein

1 R
Gij =Rij —snyBR 5 G=-3
e ainda a identidade de Bianchi
que, em primeira aproximacao fica

obtemos finalmente

26PJ[/\M][VP]({}) = —az2(Guy — OuGrv) — 8(az + 221)Uu[)\ap] G.

6

A componente em K na equag@o (9.11) em primeira aproximagéo fica
fijuv (K) = 0uKijy — 0, Kij
e disso resulta
fuv(K) = 8, K?y — Byvp.

Da férmula (9.24) obtemos

2. ., 1, , 1
Eu(K) = =305t () = 5050% = 5000

2 2 1 1
I.,(K)= gaot"(,“,) — 56,,15,“," - 53(,,2]“) + -67],“,80’00,

(9.19)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

onde utilizamos a equagdo (8.78), sendo que os colchetes indicam antisimetrizagdo e os

parénteses simetrizagdo . Temos também
P(K) = —20,v".

Com um pouco de manipulacao algébrica obtemos para o termo em a;

4 o 2 o 2 o 1 o
=20"Tinutvo) (K) = 101405 05t"7 5 + 50,05t (3] — 503068 ] + 5711 ON Oov

1
+5(008uvx) +ma0vi) + 0o Fuan,”,

(9.27)

(9.28)
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onde usamos ainda as propriedades

ta;u/ + tuau + t/,wa =0

ta(;u/) = - 'étuua-

Para o termo em a,

1
—28,)‘][)‘;1.][1/;)](]{) = nu[p.apaatpa,\] + apaat)wa - 6)\80t;wa + _nu[ua)\]ao'va

6
1
+"2'(a"6[uv)\] + my0vyy).
A componente em D da equagdo (9.11) fica, em primeira aproximagéo ,
fijuv(D) = 0uDijy — 8y Dijy

e disso resulta
fuv(D) = 0,D” 4y + 20, w,.

As componentes irredutiveis de (9.33) ficam agora

E,.(D) = Oy W]

1 P
Iy(D) = Opwy) — 577;“/6 Wp

P(D) = 40,w".

Para o termo em a; obtemos

20° Jpaulivel (D) = (muia0wpy + 1u(uOn0°wp + 0, Ouwi))

e para o termo em ay ficamos com

1
20° Jnujwe) (D) = (mup 0wy + 21030 wp + 8,0 wy)).-

3

As equagoes de campo sao agora

—20*F,5 = Ty

Z)\uu = _S)\;U/

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)

(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)
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W = Ko, (9.41)
X, =D,, (9.42)

onde

Zxpw = a2(2Guy — 8,Gav) + 8(as + %)T]u[)\au]G + (a1 + a2)n, [, 0,057 5
1 1
+§[auaa{2a1ta[/\u] + 3a2t)\ua} - 6Aaa{2a1ta[pu] + 3a2tuua}] + 6(3a1 +az — 48&3)7’],,[”6)\] aﬂva

1
+§(G1 + a2){0u 0 v + ua0vy } + 10,005, 7 + (a1 + az)(NyuBwx) + 0,0wy))

1
+§(3a1 + ag — 48a3)n,,[>‘3u]8”wp + H,\/“, (943)
Wy = —20° fuup + 8F,, + JH (9.44)
X, =—-20"F,, + F",,. (9.45)

9.2-Equagoes relacionais entre fontes gravitacionais

Fontes gravitacionais estao sujeitas a certas leis de conservagdo e a um relacionamento
entre si. Tais relacdes determinam o grau maximo de liberdade que temos na escolha de
nossas fontes, e nos permitem tirar importantes conclusoes no presente modelo.

Se diferenciarmos a equacdo (9.39) em relacdo a v e se usarmos o fato que Fj,y é
antisimétrico em (v\) obteremos

0"T,, =0, (9.46)

que é a conhecida lei de conservagdo do tensor energia-momentum na forma plana ou li-
nearizada para campo gravitacional fraco. Similarmente, diferenciando (9.40) em relagéo a v

e lembrando ainda que Hy,, = F, ) chegamos a
0" Fyux = Tiun) = 0" Sapw, (9.47)

o que relaciona o tensor de spin com o tensor energia-momentum(Férmula de Tetrode).

A teoria conforme nos traz ainda equagoes para o campo conforme

0" K,, =2S,,” +4D, (9.48)
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e para o campo de dilatagao

o"D, =T. (9.49)

Estas equagOes nos permitem ver que em primeira aproximagao:

a) para fontes gravitacionais com tensor energia-momentum no simétrico o spin é neces-
sariamente diferente de zero;

b) para fontes gravitacionais com o trago do tensor energia-momentum nao nulo a fonte de
dilatacdo é necessariamente diferente de zero;

¢) se o campo tem spin ou o campo de dilatagao é diferente de zero a fonte conforme também
permanece diferente de zero;

d) disso concluimos que a tnica forma de anular a fonte conforme é obter um tensor energia-
momentum simétrico sem trago;

e) além disso, se o trago do tensor energia-momentum for diferente de zero ambas as fontes
conforme e de dilata¢oes ndo se anulam;

f) alei de conservacdo do tensor energia-momentum e a férmula de Tetrode ndo séo alte-
radas pelas simetrias adicionais;

g) a eliminacdo da simetria de dilatacdo ndo assegura a possibilidade de eliminarmos o
campo conforme, e da mesma forma, a elimina¢ao do setor conforme nao assegura a

possibilidade de eliminarmos a fonte de dilatagao .
9.3-Equagao para h,,

Para que posteriormente possamos determinar o efeito deste modelo no espago- tempo
precisamos obter uma equagao isolada para as perturbacoes h,, na métrica. Convém, inicial-

mente, simplificar algumas equagdes, definindo uma nova quantidade k,, mediante

8" Ry =0 (9.50)
- 1
huv - h;w - 577;4:/’% (951)

de tal forma que o tensor de Einstein fica

1 -
Gy = —50hu- (9.52)
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/
E conveniente ainda decompormos a equagio (9.39) em partes simétrica e antisimétrica

—300 M uux — 2B(1uw0™vx — 8,v1)) = T(uw) (9.53)

2a6'\t,\[“,,] + 2,38[,‘1),,]) — 476)‘(1,“,,\ = T[u,,]. (9.54)

Tomando agora o traco de (9.53)
—430% vy =T (9.55)

poderemos ainda obter uma equagao isolada para os h,, ao simetrizarmos a equagéao (9.40)

em (uv) e tomarmos a divergéncia em \
N Zx(uw) = —0™Sr(un)- (9.56)
Usando agora as féormulas

1 1 ,
o (nu,a,,a,tm - inma,,at'”,t — 577,»‘8,,80#’ ,,) =0 (9.57)

1 1
O (95 0(utun” = D0tu”) = == (u:r(,w) — 5 (w0 = 3,0,)T + 2a*apa(nsyw> (9.58)

1 1 )
3>\ <ﬁ(3a1 + az + 48(13)(77#110,\60”00 — auauaav”) + Z(al + a2)(77,“,D — 6;1,81/)607) ) =

as + 24(13

24ﬂ (nuuD - auau)T (9'59)

1 1 )
o (E(3a1 + az + 48a3)(Npy OrOsw’ — 0,0, 0,w7) + Z(al + a2)(Muy0 — 8,0,)0pw ) -

ag + 24&3
60

poderemos simplificar ainda mais as formas de nossas equagoes, se escolhermos um gauge

(77,“,[] - auau)aawa (9.60)

para w, analogo ao gauge de Lorentz
0°we = 0. (9.61)

Neste caso a equagédo (9.56) fica

20 +6%) .0 8,8,)0h = T (962)

—G,2D2l_ll“, + pv
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€ . .
onde T,E,,f ) representa um tensor energia-momentum efetivo

e a9 + 24(13
T{e" = Ty — 20 Sy — Tﬁ_(nuvm — 0,0,)T—
—g DT(I“’) — 5(7’]/“,[] - 3u3,,)T + 20"0 3(,15,,)” . (963)

/.
E importante mencionar que os parametros a; e 7, bem como os setores conforme e de
dilatacao , ndo aparecem na equagao acima. Isto nos mostra que, em primeira aprozimacdo

, o setor de dilatagdo e o setor conforme néao interferem na estrutura do espago-tempo.
9.4-Solugoes geométricas

Consideremos agora o campo produzido por uma fonte puntual e sem spin, localizada na

origem do sistema de coordenadas e com T),, dado por

2 — —
T,, = {34"’25 (r) sp=v=0 (9.64)

,outros casos,

onde r = (2!, z2?). Para este caso T(,e,f) tem a forma
) 9 H

Tyo!' = M8 (x) + (P + Q)AS (r)} (9.65)
Toe) = Tay) =0 (9.66)
Tg;f) = Mcz(P — Q)(@aaﬂ — 5aﬂA)52(r) (a =1, 2)’ (9.67)
onde A = (81)" + (8,)" e
as + 24a3 as
=7 =——. 68
P=—"05 - 9775 (969)

A equacéo para h fica entéo
(B 42C)0%h = —Mc?8%(r) — 2M 2 PAS(x), (9.69)

onde B = —as e C = 2(az + 6a3)/3. Esta equagdo pode ser resolvida pelo método de

integracao de Fourier, o que nos leva a

o (2mMce (4r)Mc*P
k) = By a0k T (B 420k (9-70)
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- Mc? <r2 lnr) B OMc*P [Inr
(

A(r) = — ,
) (B+2C) \ 4r B +20) 277) +Cir® + Gy, (9.71)

onde C; e C; sdo constantes de integracio. A equacdo para hgo fica

- MciC 2Mc*CP
BO% R — — §2(r) — 52 2 ¢2 2 2 2 2
00 (B +20) (r) (B+2C’)A (r) + Mc*8%(r) + Mc*PAS*(r) + Mc*QAS*(r)
(9.72)
e nos leva a solugéo
- MciC Mc?] 2r 2MctPC MciP McAQ] 2r
hoo(K) = |- I 2T o,
oo(k) (B+2C)B+ B]k4+[ (B+20)B+ 5t | @ B
Como hgo = hoo + h obtemos
Mc*(3a + 4B) Mc*(ay + 6a3)
h = Inr — 21 2 .74
OO(r) 2471'6!,8 nr 47ra2(a2 + 24a3)r nrt C3T + 04 (9 7 )
para aflaz(ay + 24a3) # 0.
Se assumirmos que ay — 00, a3z — 00, ou de outra forma,
a; .
a; = 7 (:=2,3) (9.75)

com f sendo uma constante real tal que f — 0, obteremos uma forma particular para a (9.74)

Mc*(3a+4
hoo(r) = — 2(4:‘0[; O tnr 1 Cor? + Cs. (9.76)

9.5-Relagoes com outras teorias

a) Relacao com a teoria Newtoniana

Se considerarmos o movimento cldssico de uma particula sem spin e uma fonte
gravitacional também sem spin, veremos em primeira aproximagao que o movimento é dado

pela equacao de trajetdria

d?r oU

R e, 9.77

dt? Or (9.77)
com U = —c%hgo/2. Assim, com uma escolha adequada de paridmetros em nossa teoria

poderemos obter a solu¢do de Newton. A solucdo (9.74) com a escolha de parametros

6
3a+4ﬁ=—?—ac—€7T—G—
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az +6as =0 (9.78)
Cs =0

satizfaz & equagdo de Newton para a fonte proposta em (9.64)
AU = 4rGM§*(r). (9.79)

Similarmente, podemos obter o limite Newtoniano com a; — 00, a3 — 0o, Cs3 = 0 se usarmos
a condigao (9.78).

Neste limite a equagio para h pode ainda ser colocada na forma
A[(B +2C)Ah +2Mc*P§*(r)] =0 (9.80)

ou
(B +2C)Ah +2Mc* P& (r) = 1 (r) (9.81)
com Ay(r) = 0. A equagdo para hoo fica entéo

2Mc2CP

- 2Mc2CP
BAhQO + B+—2052(r) — MC2(P + Q)52(r) = (,ZS(I') (983)

com A¢(r) = 0. Escolhendo a solugdo particular ¢(r) = ¢(r) = 0, obtemos a equagdo

gravitacional de Newton

AU = 4rGMé&*(r), (9.84)
onde
3a+40 = 396—34’%—6; (9.85)

b) Relagao com a teoria de Poincaré

Das conclustes obtidas na secdo 3.2 e da equagdo de campo para F),, vemos que nao
podemos obter a teoria de Poincaré apenas com uma escolha apropriada de fontes, campos
e de constantes de integracao , pois em geral T é diferente de zero no limite de Poincaré, o

que nos leva a D, F,, e w, diferentes de zero. Como a derivada covariante é expressa em



9-Equacoes Linearizadas e Solugées 96

termos de A% u( e em consequéncia também em termos de w),) a teoria completa de Poincaré
nao aparece como limite natural da teoria conforme.

Entretanto, fora da matéria, podemos ter todas as fontes nulas de forma que da equacao
(3.38) obtemos como solucdo particular f;;,, = 0 e consequentemente Gijr = 0. Substituindo
tais resultados em (3.42) conseguimos ainda como solugio particular F'™ = 0. A teoria de

Poincaré no vicuo pode ser obtida a partir da escolha de gauge
wy =@} =0 (9.86)
levando as equagGes de campo

—2D*Fiji + 2% Fiji + 2Hy; + 4F50" + 4T PH + 49 1 Pri — 2080 P — i £ = Ty
(9.87)

! 4, im) (1, m) Im [l .m] _
2D J[z'j][kl] + (§t’“ — 0™ + ag )J[ij][lm] + Hijk +2(mkt'w )J[ij][kl] = Sijx  (9.88)

anteriormente obtidas no capitulo 4.

¢) Comentarios sobre limite Einsteniano

A teoria de Eintein para a gravitagdo ndo é obtida aqui como sub-teoria. Isto se deve
ao fato que este limite s6 poderia ser obtido com a inclusdo de termos lineares nos campos
na densidade de lagrangeana. Entretanto, tais termos, bem como a prépria teoria geral

1

da relatividade, ndo sdo invariantes por transformacoes conformes®. O limite Einsteniano,

portanto, ndo pode ser obtido de uma teoria conforme para a gravitagao .

1 STEDILE, E.; DUARTE, R., Yang Mills Gauge Theory and Gravitation, International
Journal of Theoretical Physics. v.34, n.6, p.965-970. 1995.



10-Conclusoes

Podemos concluir do presente trabalho que a relatividade geral nao é uma boa teoria em
(24+1) dimensdes, uma vez que nao obtém o limite classico e apresenta diversos problemas
estruturais. As teorias de gauge tém obtido bons resultados em diversas éreas, de forma
que elas se apresentam como as melhores candidatas para a elaboracio de uma teoria de
gravitacao em (2+1) dimensdes. Vimos ainda que uma teoria de gravitacao que pretenda dar
um tratamento adequado para particulas de spin diferente de zero deverd envolver tor¢ao nao
nula, de forma que no presente trabalho desenvolveu-se uma teoria de gauge com o grupo
conforme em um espago fibrado tendo como espago base o espago de Minkowski e o grupo
sendo o grupo conforme em (2+1) dimensées SO(3,2). A &lgebra deste grupo é a soma direta
dos setores de rotagoes , translagoes , dilatagoes e transformagoes conforme especiais. Como
o mundo real nao é invariante por transformagoes conformes, foi utilizada uma realizagao
nao linear para obtermos uma quebra de simetria e um modelo aplicavel ao espago-tempo
fisico, com triadas como potenciais no setor de translagoes . Assumimos uma densidade de
Lagrangeana quadratica nos campos a fim de mantermos a invaridncia destes campos sob
transformacgoes conformes e também para verificar uma similaridade deste modelo com as

teorias de gauge tipo Yang-Mills.

No modelo apresentado diversas grandezas fisicas no espago tempo sdo generalizadas,
como por exemplo a conexao afim que fica l")‘,“, = 2,,} + K",“, + D)‘,“,, onde Dy,, =
JuvWy — grwwy € definida no setor das dilatagdes . Obtivemos as equagoes de campo do
modelo, eqs.(8.64), (8.89), (8.106) e (8.114) e linearizamos as mesmas no caso de campo
fraco, obtendo as equagGes linearizadas (9.39) a (9.45). Destas equagbes pudemos ainda
concluir que se o trago do tensor energia-momentum ndo é nulo, as fontes conforme e de
dilatagoes serao também diferentes de zero. Além disto, se o campo tem spin ou se a fonte
de dilatagdo é diferente de zero, a fonte conforme também serd diferente de zero. Disto
concluimos que a tnica forma de anularmos a fonte conforme é considerar um tensor energia-

momentum simétrico e sem trago. Ainda da andlise das equagoes linearizadas concluimos que
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a lei de conservagao do tensor energia-momentum e a férmula de Tetrode nio sdo alteradas
pelas simetrias adicionais introduzidas com o grupo conforme e em primeira aproximacio os
setores de dilatagdo e conforme ndo afetam a estrutura do espaco-tempo.

A teoria de Newton é obtida como sub-teoria, conforme pode ser visto em (8.5a) bem
como a teoria de Poincaré no vicuo. Entretanto, dentro da matéria os setores de dilatacio
e conforme nao se anulam, levando a diferenca de resultados entre os modelos conforme e de
Poincaré. Uma vez que a relatividade geral ndo é invariante conforme, ela nao é aqui obtida
como uma sub-teoria do grupo conforme.

Trabalhos Futuros

O presente trabalho pode ainda ser complementado com uma quantizacao do modelo e a
verificacao se este é renormalizdvel, com a analise do movimento de particulas no campo, com
a generalizacdo do presente modelo para 4 dimensdes e a verifica¢ao se este modelo leva aos
resultados ja observados e ainda uma 4nalise do efeitos das simetrias adicionais na interagao

com outros campos, como o campo escalar, espinorial, eletromagnético, etc.



Apéndice A-Tépicos sobre Analise Mateméatica e Variedades

O espago fisico tem um ndmero tao grande de propriedades e uma estrutura tio complexa,
que poucos fisicos sdo capazes de enumerd-las. Entretanto, o entendimento destas estruturas é
importante para um bom entendimento da fisica e sua estrutura formal. Para isto estudam-se
a topologia, a algebra, a geometria diferencial, etc... que podem nos dar respostas sobre a es-
trutura do espago-tempo fisico. No decorrer deste apéndice poderd ser visto como se evolui de
um conjunto qualquer, sem estrutura alguma, para o espago-tempo fisico, dotado de uma com-
pleta estrutura matematica. Além disso, poderemos ver um pouco da estrutura matemaética

que da o embasamento para a fisica usual. Este apéndice foi baseado nas referencias 5,7,29.
A.1-Preliminares sobre a teoria dos conjuntos

A matematica se utiliza de diversas expressoes da teoria dos conjuntos para axiomatizar
uma teoria. No entanto, ndo precisamos ter pleno conhecimento de uma teoria axiomatica de
conjuntos para entender a axiomatizacao de outras teorias, uma vez que a aplicacdo da teoria
intuitiva de conjuntos é suficiente para o desenvolvimento de uma axiomatizagdo . Assim
mesmo alguns termos merecem uma defini¢ao mais precisa:

Relagao : Uma Relacdo R entre conjuntos X e Y é um subconjunto R de X x Y onde z e y
sao ditos relatados se (z,y) € R.

fungao : Uma fungdo f de X em Y é uma relagio tal que Vo € X,3 | y((z,y) € f).Denota-se
f: X =Y ouy=f(z).

Injetiva : Se Vy € f(X)3 |z € X(f(z) = y), entdo f tem um funcdo inversdo f~! e é dita
ser injetiva.

Surjetiva : A funcdo f é dita surjetiva se f(X) =Y.

Bijecao : Uma funcdo f é uma bijecéo se ela é surjetiva e injetiva.

Isomorfismo : Dois espacos sao isomorfos se existe um fungao bijetiva entre eles, sendo que

esta fungao se chama isomorfismo.
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O isomorfismo é a forma mais elementar de comparar dois conjuntos e de dizer que ambos

tem a mesma forma.
Relagao de Equivaléncia : Uma relagio R € X x X é uma relacio de equivaléncia em X
se for:

a) reflexiva: (z,z) € R,Vz € X

b) simétrica: (z,y) € R = (y,z) € R,Vz,y € X;

c) transitiva : (z,y) € Re(y,z) € R = (z,2) € RVz,y,z € X.
Operagao interna Uma operagao interna em um conjunto X é uma funcéo de X x X em
X;
Operagao externa Sejam A e X conjuntos. Uma funcao de A x X em X é chamada uma

operagao externa se os elementos de A sao chamados operadores em X.
A.2-Estruturas Algébricas

Quanto mais simples for uma estrutura matematica, mais geral podera ser e mais ca-
sos poderd abranger. Assim, definem-se algebricamente estruturas de grupo, anel, campo,
moédulo, dlgebra e espago vetorial. Conceitualmente temos:

a) GRUPO : qualquer estrutura matemética que possua uma operac¢do de produto com
inversa e elemento identidade bem definidos;

b) ANEL : qualquer estrutura matemadtica que possua operagoes de soma e produto associa-
tivo em relagdo a soma, sendo que esta ainda possua o elemento identidade e a inversa;

¢) CAMPO : Qualquer estrutura matematica com operagdes de soma e produto, com todas
as regras validas para nimeros reais, menos a comutatividade da multiplicacao ;

d) MODULO : Qualquer grupo com produto comutativo com operagao de multiplicagdao por

"escalar” (ndo necessariamente com inversa e identidade);

e) ALGEBRA : E uma estrutura com operagoes de soma, multiplicagao e multiplicagdo por
escalar;

f) ESPACO VETORIAL : Qualquer grupo Abeliano com multiplicagao por escalar, onde o
escalar tem inversa e identidade;

Formalmente temos:

Grupo Um grupo é um conjunto X junto com um operagao interna X x X — X por

(z,y) — z.y tal que:
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a) A operagdo é associativa: (z.y).z = z.(y.2),Vz,y,z € X;
b) Existe um elemento e € X chamado identidade de grupo tal que: z.e = e.x = z,Vz € X;
c) Para cada z € X, existe um elemento de X chamado a inversa de z, escrito 7!, tal que

-1

zx l=g71

.z = e. A operagdo de grupo frequentemente é chamada de multiplicacao .
Grupo Abeliano Um grupo é Abeliano se z.y = y.zVr,y € X. A operacao neste caso é
chamada adicéo .
Anel Um anel é um conjunto X junto com duas operagoes internas (z,y) — z.y e (z,y) —
r + y, chamadas respectivamente multiplicacao e adicao , tal que:

a) X é um grupo Abeliano sobre a adicao ;

b) A multiplicacdo é associativa e distributiva em relagio a adicao , i.e.,

* (zy).z = 2.(y.2)

*z(y+z)=zy+azz
*(y+z2)z=yz+zz Vz,y,z € X.
Anel com identidade Seja R um anel. Se ele possuir um elemento e € R tal que e.x =
z.e = z,Vr € R,entdao o anel é um anel com identidade.
Regular Seja X um anel com identidade. Se um elemento z € X tem uma inversa, z é dito
ser regular.
Campo Um anel X com identidade é dito ser um campo se todos os seus elementos, exceto
0 0 (o elemento identidade da adi¢éo ), forem regulares.
Moédulo Um médulo X sobre um anel R é um grupo Abeliano X junto com uma operagao
externa chamada multiplicacdo escalar, R x X — X por (o, z) — az tal que:
alz+y) =az + ay
(a4 B)z = az + fz
(af)z = a(fz),Va,f € Rez,y € X.
e se o anel tiver uma identidade, entao ex = z,Vz € X.
Algebra Uma algebra A é um maédulo sobre um anel R com identidade e com uma operacao
interna associativa, usualmente chamada multiplicacao , tal que:
A é um anel;
A operagdo externa (o, z) — az é tal que a(zy) = (az)y = z(ay).
Espago vetorial Um espago linear ou vetorial é um médulo para o qual o anel dos operadores

é um campo.
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Vetores Os elementos de um espago vetorial sdo chamados vetores.

/.

E importante que se saiba o significado dos conceitos acima, pois eles aparecem frequente-
mente na matemadtica sem necessariamente serem iguais aos conceitos usualmente conhecidos,

como por exemplo o conceito de espago vetorial em R".
A.3-Elementos de Topologia

E no estudo da topologia que se definem as classes mais gerais de ESPACOS em
matematica. Conceitos como vizinhanga, espagos métricos, norma, Espacos de Hausdorff
e paracompacticidade sdo desenvolvidos no estudo da topologia.

Topologia Um sistema U de subconjuntos de um conjunto X define uma topologia se U
contém:

a) O conjunto vazio e o préprio conjunto X;

b) A unido de todos os seus subsistemas;

¢) A intersecgdo de todos os seus subsistemas finitos;
Espaco Topolégico O par (X,U) é chamado um espago topoldgico.
Conjuntos Abertos Os conjuntos de U sao chamados conjuntos abertos do espago topolégico
(X, )
Conjuntos Fechados A C X é fechado se A’ = X — A é aberto.

As topologias mais simples e mais amplas que temos para um dado conjunto sao as

topologias trivial e discreta, respectivamente:
Topologia trivial Seja X um conjunto ndo vazio. O sistema {0, X } forma a topologia trivial.
Topologia discreta Seja X um conjunto nao vazio e sejam os conjuntos abertos consistidos
de todos os subconjuntos de X, inclusive ) e X. Esta topologia é chamada de topologia
discreta.

Para classificarmos o grau de detalhamento de uma topologia precisamos de uma forma
de comparagao . Assim define-se:

Topologia mais fina Se U; e U, sao duas topologias de X tal que Uy C Uq, Uy é dito mais
fina que Uy e U; mais grosseira que Us.

Uma definicao geral de vizinhanga, vélida para qualquer espago topolégico, e tendo o

conceito usual como caso especial é:
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Vizinhanga Uma vizinhan¢a de um ponto z(ou de um conjunto A) em X é um conjunto
N(z), contendo um conjunto aberto no qual z(ou A) esteja.

Esta definicdo nos permite definir uma classe especial de espagos topoldgicos: os espagos
de Hausdorff:
Hausdorff Um espago é de Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos possuirem vizi-
nhancas distintas(disjuntas).

Ao definirmos ponto limite e operagoes como fechamento, poderemos também definir um
tipo ainda mais especial de espagos, os espacos normais:
Ponto Limite Um ponto z € X é um ponto limite ou ponto de acumulagao de A C X se toda
vizinhanca N(z) de z contém ao menos um ponto a € A diferente de z : (N(z) — {z})NA #
0,VN(z).
Fechamento O fechamento A de A em X é a uni&o de A e todos os seus pontos limites.
Normal Um espago é normal se é Hausdorff e se qualquer par de conjuntos fechados disjuntos
Fy e F, tém vizinhangas abertas disjuntas U; e Us.

Conceitos como recobrimento, refinamento, etc., permitem-nos definir mais uma pro-
priedade topolégica; a compacticidade:
Recobrimento Um sistema {if;} de subconjuntos (abertos) de X é um recobrimento se cada
elemento em X pertence a no minimo um ;.
Sub-recobrimento Um sub-recobrimento de um recobrimento I/ é um subconjunto de U o
qual também é um recobrimento.
Refinamento Um recobrimento V = {V;} é um refinamento do recobrimento U = {U;}, se
para todo V; existe um U; tal que V; C U;.
Localmente finito Um recobrimento U é localmente finito se para todo ponto z existe uma
vizinhanca N(z), a qual tem uma intersecgao nido vazia com apenas um ndmero finito de
membros de U.
Compacto Um subconjunto A C X é compacto se é Hausdorff e se todo recobrimento de A
tem um sub-recobrimento finito.
Paracompacto Um espa¢o Hausdorff é paracompacto se todo recobrimento tem um refina-
mento localmente finito.

A continuidade de fungbes para um espago topoldgico qualquer é generalizada para :

Funcao continua Uma fungdo f de um espago topolégico X para um espaco topolégico YV
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é continua em = € X, se dada qualquer vizinhanga N C Y de f(x) existe uma vizinhanga M
de z € X tal que f(M) C N. Assim f é continua em X se é continua em todos os pontos
de X.

A generalizacao de isomorfismo é a de homeomorfismo f, que preserva a continuidade de
funcoes .

Homeomorfismo Um homeomorfismo é uma bijecao f bicontinua, isto é, f e f~! sdo
continuas.

Um resultado importante da Topologia é que propriedades como conectividade, compacti-
cidade, etc. sdo preservadas por homeomorfismos. Assim, se um espago é compacto todos os
espacos homeomorficos a ele serdo compactos, ou em outras palavras, deformacoes feitas em
um espaco por um homeomorfismo mantém as propriedades topolégicas.

Outras importantes defini¢ées em topologia sao também:

Espago métrico Um espago métrico é um conjunto X dotado de uma funcaod : X x X — R

tal que:
d(z,y) >0
d(z,y) =0, se e somente se z = y
d(z,y) = d(y,z)
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), d(z,y) é chamado de distancia entre z ¢ y.

Norma A fungéo = —|| z || de um espaco vetorial X em R é uma norma se para todo z € X
eleR:

Te+yli<lzl+1yl;

Az =] Al = 1I;

| z ||= 0 se e somente se z = 0.
A.4-Variedades Diferenciaveis

Os espagos de interesse para a fisica ndo s@o simplesmente os espagos R™, pois encon-

tramos espacos nos mais diversos formatos na natureza. A superficie de uma esfera é um
’ . . . ~ , 2 v . .

exemplo: é um espago bi-dimensional que ndo é R*. Superficies mais complexas como a su-

perficie de uma pedra ou de um planeta sao espacos bidimensionais mas nao sio R2. Porém,

t N&o confundir com homomorfismo, que é um relacionamento entre grupos(Ver homo-

morfismo na sec¢do de grupos)
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estes espagos de interesse para a fisica tém uma estrutura mais complexa que um espaco
topoldgico qualquer e uma caracteristica em comum: para distancias suficientemente peque-
nas, tais espagos podem ser considerados R™, ou em outras palavras, todos os pontos tém
vizinhangas homeomorficas a R™. O estudo de espagos ”localmente” Euclidianos contitui o
estudo de variedades.
Variedade Topolégica Uma variedade topoldgica é um espago topolégico de Hausdorff tal
que todo ponto tem uma vizinhan¢a homeomérfica a R™.
Carta Seja M uma variedade topolégica. Uma carta ¢ em M é uma tripla ¢ = (U, ¢, n) tal
que:

a) U € M é aberto;

b) ¢ : U — ¢o(U) € R™, é aberto e p é um homeomorfismo;

¢c) n€ Zen>0éa dimensao de c.

Esta defini¢ao é muito ampla para o interesse fisico, pois propriedades como diferenciagao
sao fundamentais para o estudo da fisica. Precisamos assim de um tipo de espaco que garanta
propriedades como esta:

Cartas C*-compativeis Seja c; = (U1, 1,n1) e ¢z = (Uz, p2,n3) duas cartas em M. Entéo
c1 e ¢y sao ditas C*-compativeis se:

a) UyNU; =0 ou
b) Uy NU;z # () e os mapas ¢, oap{l tp2(U1NU2) = p1(U1 NUZ) € 2 O‘Pl_l tp1(U2NUy) —
@2(Uy N U,) sao de classe CF.

— Se ¢; e ¢y sao CF-compativeis entdo para qualquer z € ¢(U; N Us), a derivada

(p2 0 ¢1)'(z) é um mapa linear bijetivo, i.e., (p2 0 p1)" € L(R™ ,R"2). Dai n; = n,.

Atlas Um C*-Atlas U em uma variedade topolégica M é uma familia de cartas (Uy, Yo )acr

(I : conjunto de indices) o qual cobre M:

U Uy=M
a€l

tal que as cartas na familia sdo C*-compativeis.

C*-compatibilidade de Atlas Dois C*-atlas U e U’ sao C* compativeis se
a) UUU' é um C*-atlas, ou
b) SecelU ec' €U, entdo c e ¢’ sao C*-compativeis.

— C*-compatibilidade de atlas é uma relagéo de equivaléncia.
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Estrutura de Variedade Uma estrutura diferencidvel de uma variedade de classe C* em
M é uma classe de equivaléncia de C*-atlas compativeis em M.

A defini¢do de estrutura de variedade e o seu uso em lugar de atlas na definicao de
variedade diferencidvel, visam representar a independéncia em relagdo a uma escolha de um
atlas especifico.

Variedade Diferencidvel Uma variedade topoldgica X junto com uma estrutura diferen-
cidvel de variedade é uma C*-variedade diferencidvel.

A definicdo geral de funcio diferencidvel e o teorema que a C*- diferenciabilidade é
independente da carta sao fundamentais para a definigdo de vetores na variedade:

Funcao diferenciavel Uma fungao f : M — R™ é diferencidvel em z em uma variedade

diferencidvel se, em uma carta em z, f o !

é diferencidvel em ¢(z).
Teorema: A diferenciabilidade de fun¢ées em uma variedade € independente da carta: se
fop™! é diferencidvel em ¢(z) para uma carta (U, ¢) em z, entio em uma outra carta (U, $)

teremos :
fogTl=(fop ™ o(pop™)

como (f o¢p~!) é diferencidvel por suposicio e (p o ¢~!) é diferencidvel devido ao fato que as
cartas (U, @) e (U, ¢) sdo C*- compativeis, e usando a regra da cadeia teremos que f o ¢!
também serd diferenciavel.
C7-diferenciavel Uma fungao f : My — M, é C™ diferenciavel se :

a) r < ky er < ky(M; é uma C* -variedade e M, é uma C*2-variedade);

b) o fop™! é CT diferencidvel em ¢(z).

A generalizagdo de homeomorfismo para variaveis diferencidveis e que preserva a C*-
diferenciabilidade de funcées é o C*- difeomorfismo:

Difeomorfismo f é um C*-difeomorfismo, se f é uma bijecio e se f e f~! séo continuamente
C*-diferenciveis.

A defini¢@o de vetores em uma variedade diferencidvel é baseada em derivadas de fungoes.
Assim, os conceitos de germ, curva parametrizada e derivada direcional sao utilizados na
definicao de vetores tangentes ao espago:

Germ Duas fungoes fi e f; em X e diferencidveis em z tém o mesmo germ em z, se existe
uma vizinhang¢a de x onde elas coincidem. A classe de equivaléncia de funcoes diferencidveis

em X que tém o mesmo germ de uma funcao f é chamada de germf.
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Curva parametrizada Uma curva parametrizada C' em X é uma funcdo de I C R em X
port € I = C(t) € X. Seja C uma curva diferencidvel, i.e., uma funcao diferenciavel de
I C R em X, tal que C(0) = z¢ e seja f uma fungdo em X diferenciavel em z. A funcdo
composi¢ao f o C' é uma funcdo em R diferenciavel em ¢ = 0.

Derivada direcional A derivada direcional & curva C em zo é uma funcéo f — v (t) do

espago dos germs de C'"-fungoes em zo em R:

08 (t) = (7 0 O)) limo

C

sendo que v,

(t) é algumas vezes designado por C(t).
Vetor tangente Um vetor tangente v, em x é uma classe de equivaléncia de curvas tangentes
a X. Dado um vetor tangente v;, é sempre possivel encontrar uma curva diferencidvel através
de zo para o qual vg, é o vetor tangente.

Esta definicao , embora bastante diferente da defini¢ao usual que temos em R”, conserva
as propriedades basicas de um vetor:mdédulo, dire¢ao e sentido.

Espaco vetorial tangente E um espago T,;(X) de vetores tangentes a X em z munido das

operacoes de multiplicacdo escalar e soma, definidas por :

(aUsz + BVe)(f) = aUs(f) + BVz(f),

onde o, € R" e U,,V, € Ty(X) e f é uma fungdo diferenciavel.

Dual Seja X um conjunto qualquer. O conjunto L(X,R) de fungoes lineares em X é chamado

o dual algébrico de X e é denotado por X* ou X.

Espacgo vetorial cotangente O dual T, (X) do espago vetorial tangent T,(X) é chamado

de espago vetorial cotangente.

Covetores, Formas diferenciais Os elementos de T,;(X) sdo ditos vetores covariantes,

covetores ou formas diferenciais.

Produto tensorial O produto cartesiano ®?T; ®? T, de p espagos cotangentes e q espagos

tangentes a x € o espago vetorial de todas as formas multilineares no produto cartesiano:
g’zx...ngxg“;xT;x...xTa’;

-~ -~

quezes pvezes

e o espago RPT¥ R T, é de dimensao n?*7 onde n é a dimensdo do espaco X.
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A.5-Grupos de Lie

Diversas simetrias do mundo fisico sao descritas por variedades diferenciidveis com estru-
tura algébrica de grupo. Estas variedades s@ao chamadas de grupos de Lie.
Grupo de Lie Um grupo de Lie é um grupo que é também uma variedade diferenciavel,
tal que a estrutura diferencidvel é compativel com a estrutura de grupo, i.e., a operagao
G x G — G por (z,y) — z.y~! é uma fungio diferencigvel.

A comparagdo entre grupos é feita pelo seguinte:
Grupo isomorficos Dois grupos de Lie sao isomérficos se existe um difeomorfismo entre
eles o qual preserva a estrutura de grupo.

Os grupos de Lie de maior interesse para a fisica sao os grupos de transformagoes . Eles
sao tais que a transformacao realizada pelo grupo mantém a estrutura de grupo:
Grupo de Lie de transformagoes O conjunto {o,} é um grupo de Lie de transformagoes
se a func¢ao :

0:GxX — X por (g9,z) — o(g,z)

é diferenciavel e se o conjunto de transformagées {0y : X x X;0,(z) = 0(g,2)} munido da
fun¢do composigdo , segue as propriedades de grupo:
{ Ogh = 04 00
oe € a transformagao identidade

efetivamente G opera efetivamente em X se o4(z) = z para todo z € X implica g = e.

Isto significa que a a¢do de um elemento do grupo altera certamente a posicao na vari-
edade. Operadores de rotagao entre [0, 27| ndo agem efetivamente em R? porque uma rotagio
de 27 nao altera a posicdao na variedade.
transitivamente G opera transitivamente em X se para todo z,y € X existe um g € G tal
que oy4(z) = y.

Em outras palavras, partindo de qualquer elemento da variedade podemos atingir qual-
quer outro elemento por uma agao do grupo.

Translacao a esquerda A transformagao de G em si préprio definida por
Ly : G — G por Ly(h) = gh,

chama-se translagao a esquerda.
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Translacao a direita A transformagao de G em si préprio definida por

Ry : G — G por Ry(h) = hyg,

chama-se translagao a direita.

Translacao a esquerda de campos vetoriais Como L, é um difeomorfismo, a diferencial
dL, é um isomorfismo entre os espagos tangentes T, (G) e Tyn(G). Assim cada vetor em Th(G)

é transportado para Ty (G) pela funcéo dLg, isto é, se v € T(G), entdo dLyv € Tyn(G).

A.6-Espacos fibrados

O conceito de gauge é semelhante ao de um espago interno. A cada ponto do espago-
tempo associa-se uma propriedade que é o espago de gauge, cujas transformagoes de gauge
mudam o valor no espaco de gauge. As transformagoes neste espago de gauge sdo elementos
de um grupo de Lie de transformagdes e, em geral, o espago formado pelo espago-tempo e
o espago interno nao é simplesmente um produto cartesiano. A generalizagdo do produto

carteslano para tais situagoes é o que chamamos de espago fibrado.

Feixe Um feixe é uma tripla (E, B, ) consistindo de dois espagos topolégicos E e B e uma

fun¢ao surjetiva continua 7 : E — B.
base Em um feixe (E, B, ) o espago topolégico B é chamado de espago base.

Fibra Caso o espago topolégico 7! para todo z € B seja homeomérfico a algum espaco F,
g b g

entdo 7~! é chamada fibra em x, denotada por Fy, e F é chamada de fibra tipica.

Feixe de fibras ou Espago fibrado Um espago fibrado (E, B, 7,G) é um feixe (E, B, )
munido de uma fibra tipica F, um grupo topolégico G de homeomorfismo de F em si mesmo,

e de um recobrimento de B por uma familia de conjuntos abertos {Uj,7 € J C N}, tal que:

a) localmente o feixe é um feixe trivial, isto é, é homeomérfico ao feixe produto, mais
precisamente, 7! (U;) é homeomérfico ao produto topolégico U; x F para todo j € J. O

homeomorfismo ¢; : 771(U;) — U; x F tem a forma ¢;(p) = (7(p), $;(p)) e o seguinte



Apéndice A-Topicos sobre Analise Matematica e Variedades 110

U; " s X F
prei- cam.

diagrama é comutativo:
seja ¢ € Uj, percebemos que ¢ |, , ou @, ; é um homeomorfismo de F, em F.

b) existe uma correlacao dos subfeixes triviais definidos nos conjuntos abertos U ; cobrindo
a base. Seja z € U; NUg. O homeomorfismo @ , 035;; : F— F é um elemento do grupo

estrutural G para todo z € U; N Uy e todo 3,k € J.
c) a fungdo induzida g;i : Uj NUx — G por z — gji(z) = Pk u 0 95;117 ¢ continua.

Um exemplo onde o espago fibrado é uma generalizacao do produto cartesiano, é a de-
scrigao de uma fita de Mobius. Certamente uma fita de Mobius nao é o produto cartesiano

da base circular pelos espagos . Entretanto ela tem uma estrutura de espago fibrado:

al CJ-

Ly o .

22 c2

b2 d2

Das fitas 1 e 2 acima podemos fazer uma ”colagem” de al com a2, bl com b2, cl com c2,
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d1 com d2, obtendo um cilindro que é o produto cartesiano do circulo com os reais. Assim se
colarmos al com a2, bl com b2, c1 com d2 e d1 com c2, obtemos a fita de Mobius que nao
é um fibrado trivial, mas que tem um espago base(Circulo C) e uma fibra tipica G € R, tal
que em torno de cada ponto da fita temos um espago localmente trivial, ou seja, cada ponto

tem uma vizinhancga que é um produto cartesiano do trecho do circulo por G.

Feixe de fibras C*-diferenciavel Um feixe (E, B, 7, G) é dito ser C*-diferencigvel se E, B

e a fibra tipica sio C'*- variedades diferenciaveis, 7 é uma funcéo diferencidvel, G é um grupo

de Lie e o recobrimento de B estd no dominio do atlas admissivel. Os mapas g;x do item c

da defini¢do de um espaco fibrado sio C*-diferencisveis.

Espago fibrado principal Um feixe fibrado no qual a fibra tipica F e o grupo estrutural G

sao 1dénticos, e no qual G age em F' por translagdo a esquerda, é um espago fibrado principal.
Em geral temos um espago tangente a cada ponto no espago tempo. Isto ndo inclui uma.

generalizacao de campo vetorial para um variedade qualquer. Para generalizarmos a idéia de

campo vetorial precisamos do conceito de feixe tangente:

Feixe Tangente Seja T'(X) um espago de pares (z, V) para todo z na variedade diferencigvel

X, etodo V; € Ty(X). Pode ser dada uma estrutura de feixe fibrado (T'(X), X, 7) como segue:

Fibra em 2:T,(X);

Fibra Tipica : R,;

a

=3

0.

)
)
c) Projecdo n: (z,v,) > z;
) Recobrimento de X:{U;}({Uj,%;} é um atlas de X).
)

e) Homeomorfismo ¢ ;:¢; é o par (m,9; omz) onde ma(x,v;) = v, e ¥}(vs) é 0 representante

de v na carta (Uj, ;)

(m,9; 0mg) : =1 (U;) = U; x R™ por (z,v;) (z,%5(ve))

e) Grupo estrutural G:GL(n,R) o grupo de automorfismos de R"(isomorfismo de R" nele
préprio), cuja representacao matricial é o conjunto de matrizes n x n com determinante

diferente de zero. Formalmente,
se P . Vx €Ta =V eER ey,  :Vx €Tp = V' € R” entéo

P, © ;b;_xl € GL(n,R) : R" = R"porV' — V
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Secao Uma se¢do de um feixe (E, B, ) é uma func¢do f : B — E, tal que wo f = identidade.
Campo Vetorial Um campo vetorial v em X™ é uma segdo do feixe tangente T'(X"); um
campo vetorial associa a cada ponto z € X™ um vetor tangente v, € T(X"™) pelo mapa
v:a > (z,v) frequentemente abreviado para z — v,.

Feixe contangente O feixe (T*(X"), X", ) onde T*(X™) é o espaco de pares (z,w;) para
todo z € X™ e todo w; € T;(X™) e, é chamado feixe cotangente. Seu estudo é paralelo ao
estudo do feixe contravariante(vetorial).

Feixes Tensoriais A variedade X junto com o conjunto de espagos vetoriais @PTy(X) ®¢
T (X) para todo € X pode ser dada uma estrutura de espago fibrado. Ele é chamado feixe
tensorial de ordem (p,q).

1-forma Um C* campo vetorial covariante ou 1-forma é uma C" secio do feixe covariante.
Campo tensorial Um campo tensorial de uma dada ordem em uma C* variedade X éa C™
secao do feixe tensorial de mesma ordem.

Conjunto H(X"™) : O conjunto H(X™) é o conjunto de todos os campos C'* vetoriais em
uma C'* variedade X™.

Adicao e Multiplicagao em H(X") A adi¢do em H(X™) é definida por:
(v +w)f = of +wf

e a multiplicagao de v € H(X™) por A € C*°(X") é definida por:

(M) f = AMvf),

H(X™) é um médulo no anel C>*X™).
Campos vetoriais invariantes esquerdos O conjunto de campos vetoriais em G invari-

antes sobre translacoes a esquerda sdo chamados campos vetoriais invariantes esquerdos em
G.

— Ha uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto de campos vetoriais invariantes es-
querdos e o conjunto de vetores tangentes a G em e, nominalmente o espago vetorial

tangente T.(G). O campo vetorial v em G é invariante esquerdo se :
dLgv(h) = v(Lgh) = v(gh)Vg,h € G
segue-se que dLy(y) = v(g) com v = v(e). Inversamente

v(Lgh) = v(gh) = dLgpv(e) = d(Lg o Lp)v(e) = dLy o dLpv(e) = dLyv(h).
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Imagem reciproca ou pull-back Uma imagem reciproca sob f de uma fung¢ao g é a fungéo

gof:zw(go f)(z) =g(f(x)) e é denotada por:
gof=r(g)
A imagem reciproca de uma 1-forma sob um mapa diferencidvel f é definida por:
(f*6)v = 6(f'v)o f.

Curva integral Seja v um campo vetorial em X e o : I C ® — X uma curva, tal que a
tangente a curva o em z = o(z) € o vetor v(x). A curva o é chamada de curva integral do
campo vetorial v.

Derivada de Lie A derivada de Lie £,w de um campo vetorial covariante w é o campo

vetorial covariante definido por
Low |o= lim {0} (w(o0(2)) — (@)
e a derivada de Lie de um campo vetorial contravariante w é
Low |o= lim: 07" (w(o1(2))) — ()]
— Derivada de Lie de uma funcao f
Lof o= lim 3 f(ou(z)) — f()] = v(f) |-
— Em componentes:
(Lot)hy = v'Oithy — th o' + t1,0;0" + 5,00

Produto interno O produto interno de uma forma w e um vetor v é denotado por 7w, € é
definido por:

a) i, f =0;

b) ip,dzt = v;.

— di, +1,d =L,

1 i . .
L,da = ,Cv(—'ef;_l_'_']f:il5kai1,,.,-pd:v“ A ... N dalrtt)
p!
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ke

1 kiy..i
= — (51 W Bpai, iy + (p+ 1)e)

~ip . . . 0k J1 Jp+1
= I\ Okai,..i,05,v")daz’ A ... Adz

L
J2---Jp+1
=dl,a.

assim [L,,d] = 0 e como £L,f = i,df e i, f = 0 os operadores £ e di, + i,d sao dois

operadores derivacao que comutam com d e coincidem em 0-formas, e em consequéncia

sao 1dénticos.
— [Acvyiw] = zviw - iwtc'v = i[v,w]

para uma 0-forma :

[ﬁva lw]f =0

Z.[v,w]f =0

para uma 1l-forma :
[Lo,tw]a = al(w'ai)vl — w'da; — wla; Ot

= 1o,u] Q-
— df(v,w) = L,6(w) — L,6(v) — Ov, w].
Parénteses de Lie Os parénteses de Lie sdo definidos por:

[v,w] = vw — wv e é um campo vetorial.

— Propriedades :

[v, w] = —[w, ]
[v1 + vo, w1 4+ wa] = [v1,w1] + [ve, wa] + [v1, wa] + [ve, w1]
['Ul, [U27v3]] + [U3, [Ul')v?]] + [U27 [UBavl]] =0

Algebra de Lie O espago vetorial de campos vetoriais invariantes a esquerda em G, munido
da multiplicacao parénteses de Lie, é chamado de uma algebra de Lie G do grupo G.
Constantes de estrutura Seja {vq,a = 1,...,p} uma base da dlgebra de Lie. Existem
ndmeros ¢, 4, tais que:

[vasvg] = €] 4vy-

Os coeficientes ¢ g sao chamados constantes de estrutura do grupo de Lie G.
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— Propriedades:

Yo
Caﬂ'— C,Ba

Y Lk Y K Y oA
CogCrs 1 C5Cha T €50y =0

esta tltima é consequéncia da identidade de Jacobi.
A.7-Formas diferenciais

p-forma Um p-campo tensorial totalmente antisimétrico é chamado p-forma diferencial ex-
terior ou forma de grau p.

A?(X) Os espago das p-formas de classe C* em uma variedade continua X é um submédulo
I'?(X) do médulo sobre o anel das C* fungoes de todos os campos tensoriais C*- covariantes,
e antisimétricos em X. A soma de duas p-formas é uma p- forma; a multiplicagdo de uma
funcao e uma p-forma é uma p-forma. O espaco das p-formas sobre um ponto z denota-se
por AP(X).

Produto exterior, produto de Grassman, wedge product O produto exterior A entre

uma p-forma e uma q-forma é uma funcao
A (AP(X), AT(X)) — APFI(X)
por (e, ) — a A 8 definido por:

(o A B)(v15 s Vptg) = pquT Z(Signl—mn[a(vl oy Up)B(Vpt15 -y Upteg)]

onde v; € T(X) e II é uma permutagdo de (1,2,...,p + q).
— Propriedades:

aANB=aRF-0®
(aAB)Ay=aA(BAY)
(a+B)Ay=aAy+BAy
flaAB)=fanB=aNAfB

(aAB)=(-1)PBANaseacT?ef el
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Algebra exterior ou de Grassman O médulo das formas de todos os graus em X munido
do produto exterior é chamado &lgebra de Grassman ou algebra exterior, e é denotada por
A(X), ou simplesmente A. Aqui A, é o espaco das formas em z.

Derivada exterior O operador de diferenciacido exterior d mapeia uma p-forma de classe
C* em uma p+1-forma da de classe C*~!, chamada de derivada exterior de a. Esta tem as
seguintes propriedades:

a) d é linear: d(af) = da + dg;

b) d(a A B) = da A S+ (~1)%a A dB;

c) d? = 0;

d) Se f é uma O-forma, df é a diferencial ordinaria de f;

e) A operagao d é local: se a e 3 coincidirem em um conjunto aberto U, entio da = df

em U, isto é, o comportamento de « fora de U nao afeta da |y.
As propriedades (a)-(d) definem o operador d univocamente. Seja d’ um operador o qual

satizfaz as propriedades (a)-(d) e seja o uma p-forma diferencial

a=ar., ANdX AL AdXTP,
onde aj, .. 1, aqui é tratada como uma 0-forma. Pelas propriedades (a) e (b) temos

da=da. ., AddX" AL AAX +app, Ad'(AXT AL AAXTP)

pela propriedade (d) temos:

d'ag,. 1, =dag,. 1p,d' X = dX?
e, finalmente, pelas propriedades (b) e (c) vemos que

d'(d' XA Ad' X)) =0,

logo d’ é o tinico operador definido, i.e., d' = d.
Exemplo 1:A derivada exterior de uma 0-forma f é a 1-forma:

of

T o

df dz;

e as componentes de df sdo as componentes de gradf = V f.
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Exemplo 2: A derivada exterior de uma 1-forma o = Adz + Bdy + Cdz e um vetor V

com componentes (4, B,C) é:

oC 0B 0A 0OC 0B 0A
do=(——-—=—)dyAd —_— - — - =
o (3y 5‘z) y A Z+(8z 6$)dz/\dw+(ax 8y)dw/\dy,

onde as componentes de da sdo as componentes de rotV =V x V.

Exemplo 3:Derivada exterior de uma 2-forma:

w=PdyAdz+ QdzAdz+ RdAdz

_ (0P 0Q OR
-dw—(aw-i-—a;-i-a-)dm/\dy/\dz.

Se W é um vetor de componentes (P,Q,R), entdo as componentes de dw sdao as componentes
de divW =V - W.

Exemplo 4:Da propriedade d? = 0 nés concluimos que:
ddf =rot(gradf) =V xVf=0

dda = div(rotV) =V - (VxV)=0
Exemplo 5: Da propriedade d(a A 8) = da A 8+ (—1)Pa A dB podemos mostrar que:
V(fg) =gVf+fVyg

Vx(fV)=VfxV+fVxV} p=0
V-(fV)=Vf-V+fV.V

V- VxW)=U-VxV-V.VYxUp=1.

Com estes exemplos podemos ver o poder das formas diferenciais no estudo da fisica,

pois nos casos mais simples de p=0 ou 1 ela abrangre diversos resultados do célculo vetorial.
A.8-Conexao e Curvatura

Em um espaco fibrado (E, X, 7, G) cada fibra é difeomorfa a uma fibra tipica G. Entre-
tanto, o difeomorfismo néo é canénico, pois depende do recobrimento {U;} de X e da escolha
dos mapas ;. Uma conexdo em E leva a uma correspondéncia canonica entre quaisquer duas
fibras ao longo de uma curva C em X. Dizemos que um ponto da fibra sobre um dado ponto

da curva é "transportado paralelamente” ao longo da curva por meio desta correspondéncia.
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O transporte paralelo de um vetor é o vetor cujas componentes em relacio ao referencial
transportado sdo as mesmas do vetor original em relagio ao referencial original.

Espago vertical Os elementos do espago tangente em p da fibra Fy, V, = T,(Fy),z = 7(p),
sao chamados vetores verticais.

Mapa adjunto Consideremos o mapa LgRg_l; Ele é um automorfismo interno de G:
LgR;1 :h— ghg™!,

a diferencial (LyR;"')" em e, mapeia T.(G) em si préprio. O mapa Ad(g) : G — G é por
defini¢do o mapa que correspondente a (L, R, ")’ no isomorfismo entre T (G) e G.
Forma-conexao Uma conexdo em um espago fibrado principal (E, X, 7, G) é um mapa linear
wp : Tp(E) = G, isto é, é uma 1-forma em E a valores no espago vetorial G, tal que:

a) wp(u) =14,Yu € Vp;

b) wg o(Ryv) = Ad(g™")wy(v);

¢) wp depende diferenciavelmente de p.
Espago horizontal Os vetores v tais que w(v) = 0 s@o ditos vetores horizontais, e o espago

formado por eles é o espago horizontal:
v € Hy, & w(v)=0.

Existéncia de uma conexao Se X é paracompacto entdo uma conexdo pode ser construida
no espago fibrado principal.

— para demonstragao ver, por exemplo, Choquet-Bruhat!
Derivada exterior covariante Seja (E, X, n,G) um espago fibrado principal com conexao
w e espago horizontal Hy. Seja h : T,(E) — Hp, por v — vp. A derivada exterior covariante
Dy de uma r-forma ¢ = p® ® e, em E a valores em algum espago vetorial é definida pela
relagao :

Dp(v1, ..., vr41) = dp(hvy, ..., hUr41)

Forma-curvatura A 2-forma ) = Dw é chamada de forma curvatura da conexao w.

Equagao estrutural de Cartan Se w é uma conexao em E e Dw = §) entao,

Qv,u) = dw(v,u) + [w(v),w(u))].

1 CHOQUET-BRUHAT,Y. Analysis, Manifolds and Physics. Amsterdam: North
Holland. 1977
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a)

b)

Prova: Como T,(E) = H, ® V), é suficiente provar a identidade em trés casos:

Seja vp,up € Hy. Entdo w(vy) = w(up) =0. Daf hv, = v, € hup, = u,
Dw(vp,up) = dw(vp, up).

Seja vy, € Hp e up € V. Em uma vizinhanca de p estendemos u, para um campo vetorial
u, que é um campo vetorial de Killing; estendemos v, para um campo vetorial v, o qual
é horizontal a cada ponto. Entdo w(v) = 0 e como w(u) é um elemento fixo de G, logo

vw(u) = 0. Usamos as relagoes
Lviu - £uiv = Ulv,u]

df(v,u) = L,0(u) — L,0(v) — Ov,u]

para mostrar que

0 =vw(u) = Lytuw = Lytyw + i[y,yw

= uw(v) + wlv, u] = wlv, u|

dw(v,u) = vw(u) — uw(v) — wlv,u] =0

e, em adicgao ,

Dw(v,u) = dw(hv, hu) = dw(hv,0) = 0.

Sejam vy, up € V. Sejam ainda v e u campos vetoriais de Killing que coincidem com v,
e up na vizinhanca de p. Entdo, uma vez que a algebra dos vetores de Killing é isomorfa
ag:

dw(v,u) = vw(u) — uw(v) — wv,u] = —wlv, u] = —[w(v),w(u)]

e ainda

Dw(v,u) = dw(hv, hu) = dw(0,0) = 0.

Identidades de Bianchi As identidades

ou

DQ(v,u,w) = dQ(hv, hu, hw) = ddw(hv, hu, hw) =0

D=0
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sao conhecidas como identidades de Bianchi e, por serem identidades matematicas, qualquer

teoria de campos devera satisfazé-las.

Elemento de volume Seja g o determinante da matriz [g;;], isto é,
9= & Gin1 - Ginn
em relagao a uma base diferente (e; ), com
Ekr = Ai,e,-.
Como as componentes de g se transformam mediante:
gir = Ak Al gij

entao
VIgl=IAlVlgl

onde A é o determinante da matriz [A;,] Assim /| g | se transforma como a componente de

uma n-forma:

r=4/|g|dz* A ... Ad2"”

1
= ——Tl'

Tiyinde A Adat
n.

1
ou seja,
. . o l..n /
Tiyein = €41 ip Ig |’

onde a n-forma 7 é chamada de elemento de volume.
Operador estrela ou operador de Hodge O operador estrela define um isomorfismo
AP(X™) — A" 7P(X™) por B — *f8. O produto interno em T pode ser utilizado para definir

o produto interno em A? como
(dz' A ... Adzi | (dz? A ... Adz') = det][(dz® | dz™)] = 6211'.""i,’c’pgj1k1“’jlk”,
onde o simbolo *f denota a tnica (n-p)-forma tal que

T(a | B) = a A xp,Va € AP(X"),
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cujas componentes sao
1, o
CB)ipgrnin = iji{'.'fi',, Vg Bt

Inversa do operador estrela Em geral, para qualquer n-forma o tensor com componentes

*1--'n ¢ antisimétrico e tem as componentes

Assim nés inferimos que:

=DF

31
61...11, )

lgl

i1..d ein
T 1 n — 61 nn —

g Vil

onde s é a signatura da métrica(ntmero de sinais positivos na diagonal principal menos nimero

n—s

2

de sinais negativos) de forma que é o numero de sinais negativos. Assim

(xa | *B) = %ail”'i”ﬂil..@ = (-1)"= (a | B)

7B la)=B8Axa=(-1)P""P xaAp
= (—1)" T r(x8 | *a) = (=1)"F r(xa | ¥B)
=(-1)"F xaA**p

de modo que

1 (1R
Co-diferencial exterior A co-diferencial exterior é o operador diferencial

Sw= (1) % —1d xw,Yw € AP(X™).
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