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Resumo

Desenvolvemos uma teoria cinética para um tnico gas denso poliatémico
de moléculas esféricas rugosas baseada na equagao de Enskog e no método
dos momentos de Grad . Expressoes gerais para os coeficientes de transporte,
das equagées constitutivas para tensor pressao , fluxo de calor e fluxo de spin,
sao obtidas da transicdo de uma teoria de 29 campos escalares (com den-
sidade, velocidades linear e de spin, tensor pressao cinético, fluxos de calor
rotacional e translacional cinéticos, fluxo de spin cinético e temperatura como
campos basicos) para uma teoria de 8 campos escalares (com densidade, ve-
locidades linear e de spin e temperatura como campos basicos). Analisamos
o problema da propagagao de ondas harmoénicas planas com pequenas ampli-
tudes (ondas forcadas) e determinamos os oito modos hidrodindmicos (ondas

livres).
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Abstract

Based on Enskog’s equation and on Grad’s method of moments, a ki-
netic theory for polyatomic dense gases of rough spherical molecules is devel-
oped. General expressions for the transport coefficientes - of the constitutive
equations for the pressure tensor, heat flux, and spin flux - are obtained,
from the transition of a 29-field theory (with density, linear and spin veloc-
ities, pressure tensor, translational and rotational heat flux, spin flux, and
temperature as basic fields) to a eight-field theory (with density, linear and
spin velocities, and temperature as basic fields). For theory of eight fields,
the problem concerning the propagation of plane harmonic waves of small
amplitudes is analyzed (forced waves), and the eight hydrodinamic modes

(free waves) are determined.
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1 INTRODUCAO

Os gases poliatomicos podem ser considerados como gases que possuem variaveis
internas, as quais podem ser representadas pela energia de rotagio da molécula ou/e de
vibragdo de seus atomos.

Uma diferenga entre um gas monoatomico e um gas poliatémico estd na relagio
entre o coeficiente de condutividade térmica A e o coeficiente de viscosidade u. Para
um gas monoatémico % é igual’ a -g- I (veja [3] pp 24 7-251), enquanto que, para o gas

diatomico, hd também uma contribuigiao da energia interna?:

A5
- == cf + c,IJ.
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Outra diferenca importante relaciona-se com o calor especifico a volume constante
b
ue para gases monoatomicos é uma constante® ¢, = 2 £ enquanto que para gases
v 2 m)

poliatomicos € fungao da temperatura.
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Figura 1 - ¢, em fungao de T para um gés diatémico

Na analise* da figura 1, verifica-se ser ¢, para um gés diatémico, sob temperaturas
muito baixas igual ao calor especifico de um gis monoatémico. Interpretamos este fato
dizendo que a temperaturas muito baixas, a energia de rotagio e a energia de vibracao
nao estao excitadas. Com o crescimento da temperatura a energia rotacional é excitada

e o calor especifico cresce até c, = % ﬁ O subsequente aumento da temperatura faz

com que a energia de vibragao se excite, acarretando um aumento do calor especifico
7 k

até c, = 7 o

!Utilizamos a seguinte notagao: ¢! e ¢! sio calores especificos a volume constante correspondentes

a energia de translagao e energia da varidvel interna, respectivamente. k é a constante de Boltzmann e
m, a massa da molécula.

2Existem varias formulas na literatura (veja por ezemplo Reid & Sherwood [22]). Aqui estamos
empregando a férmula de Eucken.

3Nao estamos interessados aqui em gases degenerados a temperaturas muito baixas. Gases sujeitos
a temperaturas entre 50 K e 100.000 K podem ser tratados como gases classicos, pois, neste intervalo de
temperatura, nem os efeitos quanticos, nem os efeitos relativistivos sao importantes. Isto nos permite
descrever o movimento das moléculas a partir das leis da mecénica cldssica newtoniana.

4Apresentamos aqui uma curva tedrica, do calor especi'ﬁco a volume constante em fungao da tem-
peratura, obtida da mecanica estatistica (veja por ezemplo Pointon [21]).



FLUIDOS POLARES

Nosso objetivo é o desenvolvimento de uma teoria cinética de gases poliatémicos
densos, na qual consideramos apenas a energia de rotagao das moléculas como variavel
interna, nao estando excitada a energia vibracional. Esta teoria essencialmente estende a
teoria classica de viscosidade do fluido para incluir a velocidade angular de um elemento
material, considerando as particulas do gas como pequenos corpos rigidos. Os fluidos
que incorporam estes efeitos de microestrutura sio chamados de fluidos polares®.

As equagdes constitutivas da teoria do fluido polar diferem das de outras teorias
em que os efeitos do momento angular nio sio considerados. O tensor pressao total
€ assimétrico, pois incorpora um termo proporcional ao acoplamento da velocidade de
spin e metade da vorticidade local. Ao fluxo de calor total também se apresenta um
acréscimo, devido a consideragio do momento angular, que é proporcional ao rotacional
da velocidade de spin.

A nogao de fluido polar parece ter sido introduzida por Born [2], que relacionou
a resisténcia ao movimento rotacional relativo & parte anti-simétrica do tensor pressao.

Aproximadamente 30 anos mais tarde, Grad [14] introduziu as equagdes constitu-
tivas linearizadas para um fluido polar, considerando os efeitos do momento angular.

O estudo destas mesmas equagoes constitutivas recebeu contribuigoes de diferentes
pontos de vista e modificagdes por Aero et alii. [1], Cowin [8], Condiff & Dahler [4],
Eringen [12], dentre outros.

Aero e colaboradores [1] introduziram os campos de velocidade e velocidade an-
gular da particula e postularam uma funcao de dissipagio, a qual conduz as equagdes
constitutivas de Grad. O desenvolvimento de Cowin [8] baseia-se na mecanica do con-
tinum apresentada e desenvolvida pelos irmaos Cosserat [5,6,7]. Condiff e Dahler [4]
aparecem como os primeiros a chamar de teoria do fluido polar e Eringen [12] obtem as
mesmas equagoes constitutivas de Grad [14] como um caso especial da teoria mais geral
do microfluido.

Atualmente, tém sido apresentadas solugdes para um grande niimero de problemas
de valores de contorno envolvendo fluidos polares, bem como aplicagoes a esta teoria

(veja Cowin [9)).
MODELO DE BRYAN

As forgas intermoleculares que agem sobre os ions, dtomos e moléculas de um
gas podem ser classificadas, segundo o alcance, em: forgas de curto alcance ou forgas
de valéncia e forcas de longo alcance ou de van der Waals. As forgas de valéncia sio
de repulséo e surgem quando as moléculas aproximam-se e h4 superposi¢ao das nuvens
eletronicas. As forcas de van der Waals sdao atrativas. O potencial (devido ao acopla-
mento de forgas centrais e nao-centrais) empregado neste trabalho é um modelo empirico
chamado potencial de esferas rigidas, o qual caracteriza-se por ser infinito quando as
moléculas estdo em contato e nulo quando nao , isto é

oo=>r<a
¢(r)={0=>r>a,

onde #(r) é o potencial de interagao a uma distancia r de um molécula de diametro a.

3Uma anilise termodinamica desta teoria encontramos em Leslie [19] e Cowin [9].
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Se restringirmos o modelo de modo que, além de esferas perfeitamente rigidas
com energia de rotagao, as moléculas sejam também perfeitamente elasticas e rugosas,
recaimos no modelo proposto por Bryan (veja por ezemplo [3]), o qual pode ser interpre-
tado como segue: durante uma colisédo bindria as moléculas aderem-se sem deslizamento
e, com isto, a energia de deformacao de cada molécula (resultante do choque) é total-
mente convertida em energia de translacao e rotagdo. A consequéncia desta hipétese é
a reversao da velocidade relativa dos pontos das esferas que entram em contato.

FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Uma particula do gas pode ser especificada instantaneamente através de sua posi-
¢ao X = (z1, T2, Z3), e de suas velocidades linear e angular respectivamente ¢ = (c;, ¢z, ¢3)
e w = (w;,w;,w3). Consequentemente, podemos especificar uma particula através de
um ponto em um espago de nove dimensoes, denominado espago u. O estado do gés
neste espago é caracterizado por uma fungao de distribucdo f(x,c,w,t). A fungao de
distribuicdo em equilibrio é caracterizada por uma Maxwelliana. Determinaremos a fun-
cao de distribui¢ao perto do equilibrio através da expansao do desvio da Maxwelliana
em uma série de produtos das velocidades.

EQUACAO DE ENSKOG

A evolugao da fungao de distribuicio é dada pela equagdo de Boltzmann, que, neste
trabalho é determinada pela suposi¢do sobre o mimero de colisies entre as particulas.
Este processo, chamado Stosszahlansatz, tem como hipéteses basicas:

(1) considera-se apenas as colisdes binarias;

(ii) durante a colisdo o efeito das forcas externas é muito menor que o efeito das forcas
intermoleculares;

(iii) a variagdo da funcdo de distribuigdo f ndo é muito grande ao longo do tempo
de duragao de uma colisdo , bem como ao longo de uma distincia da ordem do
alcance das forcas intermoleculares; e

(iv) suposicao do caos molecular - em quaisquer posigio x e tempo t, as velocidades
de duas particulas nao estao co-relacionadas.

A equacao de Boltzmann é valida para gases rarefeitos: gases sujeitos a pressdes
até a ordem de 100 atmosferas, pois, neste intervalo de pressao , a probabilidade de
ocorréncia de colisbes ternarias é pequena em comparagio com as colisdes bindrias.
Também, para gases rarefeitos, as dimensoes das particulas podem ser desconsideradas
com relagao ao livre caminho médio - distancia média percorrida por uma molécula
entre duas colisdes consecutivas.

Em 1920, Enskog propos duas modificagoes & equacao de Boltzmann, formulando
um modelo para gases moderadamente densos, as quais adotaremos neste trabalho (veja

referéncias [10], [11] e [20)):

(i) ainda considera-se desprezivel a ocorréncia de colisdes ternarias, entretanto leva-se
em conta um aumento na probabilidade de ocorréncia de colises binérias;
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(i1) as dimensoes das particulas devem ser consideradas durante a colisio, pois, apesar

de instantanea a transferéncia da quantidade de movimento e energia na colisao
entre as moléculas, realiza-se a distancia entre seus centros.

EQUACOES DE TRANSPORTE

As equagbes de balanco, correspondentes aos campos basicos, sao obtidas da equa-
¢ao de transporte, a qual é derivada da equagao de Enskog de uma maneira similar a
empregada para os gases monoatomicos densos (veja [18]): ao multiplicarmos a equa-
cao de Enskog por uma fungao arbitraria ¥ = 1(x,c,w,t) e integrarmos sobre todos os
valores de ¢ e w obtemos uma equagao de balango da densidade da quantidade arbitraria
1, denominada equagdo de transporte.

Neste trabalho obteremos duas equagdes de transporte: na primeira, o fluxo e
o termo de produgao contém apenas gradientes de primeira ordem de v, enquanto na
segunda, contém gradientes de até segunda ordem de 1.

METODO DOS MOMENTOS

Na teoria cinética dos gases existem dois métodos que descrevem um estado ma-
croscopico de um gas. Conhecidos na literatura como o método de Chapman e Enskog
e o método dos momentos de Grad [13], diferem principalmente no nimero de campos
basicos adotados. Na teoria de gases poliatémicos com spin, o método de Chapman e
Enskog adota 8 campos escalares, enquanto o método de Grad expande para 29 campos
basicos escalares, os quais sao®:

Notagcao Nome Componentes Chapman
e Enskog

p densidade 1 sim

v; velocidade linear 3 sim

T temperatura 1 sim

S; velocidade de spin 3 sim

Pij tensor pressao cinético 6 nao

g; fluxo de calor translacional cinético 3 nao

h; fluxo de calor rotacional cinético 3 nao

m;; fluxo de spin 9 nao

Na termodinamica, os métodos de Chapman e Enskog e o dos momentos de Grad
correspondem respectivamente a termodinamica usual e & termodinamica estendida.

Desenvolvemos uma teoria cinética baseada no método dos momentos de Grad: a
principio uma teoria de 29 campos basicos e a seguir fazemos uma reducio para 8 campos
basicos escalares (densidade, velocidade, temperatura e velocidade de spin), obtendo os
coeficientes de transporte através de um método iterativo semelhante ao proposto por
Maxwell (veja referéncia [15)).

€As colunas Componentes e Chapman e Enskog referem-se respectivamente ao niimero componentes
dos campos basicos e se o campo esta presente no método de Chapman e Enskog.



SOLUCOES

O sistema de equagdes de campo obtido é de grande complexidade e possue uma
grande variedade de solugdes”. Obtemos duas soluges linearizadas: a primeira, cor-
respondendo a uma propagacio de ondas harmonicas planas de pequenas amplitudes,
ondas forcadas, (vide [17]) e a segunda correspondendo a uma propagacao de ondas
livres, (veja [23]) dadas em fungdo dos oito modos hidrodinamicos independentes.

NOTACAO CARTESIANA

Para os calculos dos termos de produgao, das equagoes de campo linearizadas, da
iteracao Maxwelliana e das propagacoes de ondas foram utilizados pacotes de computa-
cao algébrica Musimp e Derive.

Empregamos a convengao de soma de Einstein em conjunto com a notacao Car-
tesiana para os tensores:

(i) parénteses (colchetes) em torno dos indices, representam a parte simétrica (anti-
simétrica) dos tensores em relacdo a esses indices

1
PGi) = 5 (pi; + pii)

1
Pidl = 5 (Pi; — pii);

(i1) parénteses ponteagudos em torno dos indices representam a parte simétrica dos
tensores em relacao a esses indices sem o trago (deviante do tensor)

1
P<ij> = P(ij) — §prr6ij

"Cada solugao é denominada um processo termodinamico.



2 COLISAO BINARIA

A figura 2 mostra a colisio de duas moléculas eletricamente neutras, esféricas de
diametro a, massa m e momento de inércia I. O vetor unitario k, na direcio da linha
que une os centros das moléculas e no sentido do centro da molécula 8 ao centro da
molécula a , é denominado vetor de colisao.

A

B
J

Figura 2 - Colisao Binaria

Se c, ¢! e w, w! denotam, respectivamente, as velocidades lineares e angulares
b] b b b

, .. . , ' ' ] ' R
pré-colisionais das moléculas a e f e, se ¢, ¢!’ e w, w!' representarem as velocidades
ap6s o choque, podemos escrever as equagoes de impacto na forma®:

mc'=mc—J,

mc1’=mc1+J,

le=1w+£2l— k x J,

Iw1'=1w1+g—ka, (2.1)

onde J € o impulso exercido pela molécula a sobre a molécula 8 . A velocidade relativa
dos pontos das esferas que entram em contato antes da colisdo sera:

V=c1—c—g—kxw1—gkxw. (2.2)

A velocidade relativa é revertida na colisao. Obtemos portanto, para V, também
a relagao seguinte:

V=c'—c1'+%kxw1'+§kxw'. (2.3)
Ao adicionarmos as equagdes (2.2) e (2.3) e empregarmos as equagoes (2.1), tere-
mos:
V= l]-+ 1 [(k.- D)k —-T] (2.4)
T m  mK ' ' '

A quantidade K = -n%g, denominada de momento de inércia adimensional, adi-

quire, para a esfera, valores entre zero, quando a massa concentra-se totalmente no
centro, e K = %, maximo valor, correspondente a uma concentracio de massa na su-

perficie. Para uma distribuigao uniforme de massa K = -g—

8Das duas primeiras equagdes temos a conservagao do momento linear das moléculas, enquanto das
outras duas, a conservagdo do momento angular
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Tomando o produto interno da equagao (2.4) com k e substituindo o resultado na
propria equagio (2.4), encontramos uma expressao para o impulso J:
mK 1
K
Substituindo agora as expressées da velocidade relativa dos pontos das esferas que
entram em contato antes da colisao (2.4) e do impulso (2.5) nas equagdes (2.1) obtemos
as expressoes para as velocidades p6s-colisonais em fungao das velocidades pré-colisionais
no choque direto:

(VK ). (2.5)

c'=c+R—I§_—T[g—g kox (whtw)+ ok (8K) ] (2.6)
cf=&—R%j[g-§kx(whuq+%k@kn. 2.7)
w = a(K2+l){kxg--‘25 k x [kx W +w)]} (2.8)
w1'=w1-a—(](3:1_){kxg—gkx[kx(w1+w)]}. (2.9)

Introduzimos a velocidade relativa pré-colisional g = ¢! — c.

Nao existe um choque inverso, para o caso de moléculas esféricas rugosas, que
corresponda a um choque direto. Para o choque com direcao da linha dos centros —k e

velocidades finais c, ¢!, w e w! denotaremos por c*,c!*, w* e wl* as velocidades iniciais
correspondentes® .
Se introduzirmos as notagdes g* = c!* — c* e k* = —k as relagdes entre as veloci-

dades com e sem asterisco terdo a mesma forma de (2.6) a (2.9).
Ao subtrairmos a equagio (2.6) da equagao (2.7) e tomarmos o produto interno
com k para os sistemas linha e asterisco obtemos:

gk=gk =g*k" (2.10)

As equagodes (2.6) e (2.7) sao validas para I # 0. No limite em que I tende a zero,
K também tende a zero e estas equagbes recaem nas equagoes validas para esféras lisas,
isto é , as velocidades lineares finais independem das velocidades angulares:

¢ =c+k(k.g),
¢! = ¢! —k(k.g). (2.11)

Por outro lado, para um gas em equilibrio, o principio da equiparticio de energia

nos indica que:
lm&z--}-]mz—lm](a"’w"’--—3-kT
2 2 ~ 8 T2

Consequentemente, no limite em que K tende a zero, ¢ deve ser muito menor que
aw e as equagoes (2.8) e (2.9) reduzem-se a:

w=w+2kx[kx(w+wl)]
wl'=wl42kx[kx(w+wl)], (2.12)
isto é , as velocidades angulares finais independem das velocidades lineares. Concluimos

que, no caso limite em que I tende a zero, a transferéncia de energia translacional em
energia rotacional, e vice-versa, é praticamente inexistente.

®Denominado choque de restituigao.



3 AS EQUACOES DE TRANSPORTE

Neste capitulo obteremos duas equagdes de balango de uma quantidade arbitraria
Y = (x,c,w,t), chamadas de equagdes de transferéncia ou de transporte. A primeira
contendo gradientes de primeira ordem de 3 serd utilizada na teoria de 29 campos,
enquanto a segunda, que contera até gradientes de segunda ordem de ¥ e produtos de
gradientes, sera utilizada para a obtengido das equacoes de balanco para a teoria de 8
campos basicos.

3.1 A EQUACAO DE BOLTZMANN

O estado do gas poliatomico é caracterizado por uma funcao de distribuigio
f(x,c,w,t), tal que:

f(x,c,w,t)dxdcdw, (3.1.1)

nos da o numero de moléculas que se encontram no elemento de volume entre x e x + dx,
com velocidade linear entre ¢ e ¢ 4+ dc e com velocidade angular entre w e w + dw no
instante ¢.

O gas esta sujeito a uma forga externa especifica F, que, para nossos propésitos,
independe da velocidade das moléculas.

Apds um intervalo de tempo infinitesimal At, as moléculas ocuparao uma nova
posigao, caracterizada por z; + ¢; At, ¢; + F; At e w;. Portanto, podemos afirmar que
o numero de moléculas, no intervalo de tempo entre t e t + At, no elemento de volume
entre X + cAt e (x + cAt) + dx, com velocidade linear entre ¢ + FAt e (c + FAt) + dc
e com velocidade angular’® entre w e w + dw, sera:

f(x+ cAt,c + FAt,w,t + At)dxdcdw. (3.1.2)

O nimero de moléculas no elemento de volume do espago de fase, representado
por (3.1.1) e (3.1.2) seria igual se ndo houvesse colisdes entre as moléculas. As colisdes
porém, alteram a densidade de nimero de moléculas que estao no elemento de volume dx
dc dw, fazendo com que certas moléculas deixem este elemento, enquanto que outras,
provenientes de outros elementos de volume, podem entrar no mesmo. A mudanca do
numero de moléculas é proporcional a dxdcdw e escrevemos:

f(x+ cAt,c + FAt,w,t + At)dxdedw — f(x,c,w,t)dxdcdw = CdxdcdwAt,

onde C é a taxa de criagao e destruicdo de pontos no espaco de fase.

Se dividirmos por dx dc dw At e passarmos ao limite quando At tende a zero,
obtemos a equagao de Boltzmann:

of of of

— 4¢—+F = =C. 3.1.3

at t 813,‘ t 66,' ( )

Uma molécula a (com velocidades entre (c, w) e (c + dc,w + dw)) ird se chocar
com um molécula # (com centro no cilindro de colisdo e velocidades entre (c!,w!) e
(c! + dct,w! + dwl)), se o seu centro estiver situado sobre a superficie de uma esfera
de raio a (ver figura 3).

10Estamos considerando nulos os torques das forgas externas.
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Se antes da colisao, a direcao da linha dos centros, das moléculas a e das moléculas

B, se encontra no intervalo entre k e k + dk, podemos afirmar que no instante da colisio
o centro da molécula f deve se encontrar sobre o elemento de superficie a?dk.

Elemento de angulo sélido

dk = sen 6 df d¢

Base do cilindro de colisao
dA = a? dk

Volume do cilindro de colisao

(gk) At a? dk

Figura 3 - Cilindro de Colisao

O numero de colisGes entre as moléculas a, que se encontram no elemento de
volume dx, e as moléculas 3, que se encontram no cilindro de volume a’dk(g.k)At
sera:

[f(x,c,w,t)dxdcdw] [f(x,c!, w?, t)a’dk(g.k)Atdc'dw?]. (3.1.4)

Se dividirmos a equagao (3.1.4) por dx dc dw At e integrarmos'! sobre todas as
velocidades ¢!, w! e sobre todas as diregdes k obteremos a densidade do ntimero total
de colisdes por intervalo de tempo que anula pontos no espago de fase com velocidades
¢, w no elemento de espago de fase dx dc dw:

c- = / f(x,¢e,w,1) f(x,c!, w! t)a?(g.k)dkdc dw?. (3.1.5)

Por outro lado, a criacdo de pontos com velocidade (¢, w) no elemento de volume
dx dc dw resulta das colisdes de moléculas cujas velocidades iniciais sdo c*, c!*, w* e
w!*, as velocidades finais sao c, ¢!, w e w!, e possuem direcio das linhas dos centros k*.
O ndmero de colisoes entre as moléculas a, com velocidades entre (c*, w*) e (c* + dc”,
w* + dw") e que se encontram em dx, e as moléculas B, com velocidades entre (c!*,
w!*) e (c* +dc'*,w'* +dw'"), que se encontram no cilindro de volume a*dk*(g*.k*)At
sera:

f(x,e", w*, t)dxdc*dw” f(x, c!*, wi*, t)a’dk*(g* k*) Atdc*dw?". (3.1.6)
Devido a unitariedade do Jacobiano da transformagao dos sistemas com e sem
asterisco, é vélida a relagdo: dc*dw*dc’*dw!* = dedwdc'dw! .

Assim, o numero de colisdes de restituicao sera dado por!?:

f(x,c*,w*, t)dxdedw f(x, c!*, w!* t)a?(g* k*)dkAtdcldw?. (3.1.7)

110 simbolo de integral representa 8 integrais correspondentes a 3 componentes da velocidade linear
e 3 componentes da velocidade angular, as quais variam de +00 a —00, 0 angulo 6 variando de 0 a 7 e
o angulo ¢, que varia de 0 a 27

120 elemento de angulo sélido dk = senfdfd¢ é o mesmo tanto na colisio direta como na colisio de
restituigao .
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Se dividirmos agora a equagao (3.1.7) por dx dc dw At e integrarmos sobre

todas as velocidades c!w! e sobre todas as diregdes k, obtemos a densidade do ntimero

total de colises que cria pontos no espago de fase com velocidades ¢, w no elemento de
espago de fase dx dc dw:

ct = / f(x, e w*, 8) f(x, ¢!, w'*, t)a*(g* k*)dkdc dw!. (3.1.8)

A taxa de criacao e destruicao de pontos no espago de fase pode ser escrita com
base nas relagoes (3.1.5) e (3.1.8) e, fazendo-se uso da relagao (2.10):

C=Cct_C = / (f*f* = ffY)a?dk(g k)dc'dw?. (3.1.9)

Em (3.1.9) fez-se uso das abreviagoes :

[T = f(x,c",wt),
fl* — f(X, cl*’wh,t),

f=f(xc,w,1),
1= f(x,cl,wht). (3.1.10)

Finalmente, de (3.1.3) e (3.1.9) temos a equagdo de Boltzmann para gases po-
liatomicos rarefeitos
of of

5 Tog t F;-z% = /(f"f" — ffYa*(g.k)dkdc dw!. (3.1.11)

3.2 O MODELO DE ENSKOG

Enskog introduziu as seguintes modificagbes para o termo de colisao da equagao
de Boltzmann para o caso de um gis moderadamente denso, onde o volume total das
moléculas é comparavel com o volume do gas!:

i) As funcoes de distribuicdo devem ser avaliadas em pontos diferentes, pois na colisao
os centros das moléculas estdo separados por uma distancia Fak, onde a é o
diametro da molécula e os sinais + e — referem-se as colisoes cujas moléculas tém
velocidades iniciais (c*, c¥*,w*, w'*) e (c,c!, w, w!), respectivamente;

ii) O produto das fungdes de distribuigio deve ser multiplicado por uma fungio x pois
ha um aumento na probabilidade de ocorréncia de colisdes em gases densos. A
fungao x deve ser avaliada no ponto de contato entre as duas esferas, isto é ,
x = x(x — $k,t) na colisdo direta e por x = x(x + $k,t) na colisio de
restituigao.

Este modelo apresenta como vantagens, o fato de considerar desprezivel a proba-
bilidade de colisbes miiltiplas, bem como, instantaneas as colisdes entre as moléculas.

13No gés rarefeito o volume das moléculas é desprezvel.
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Se fizermos as seguintes notagdes :
a a
x — =k) = x(x — =k, ),
x(x = 5k) = x(x - 5k1)

x(x + 5k) = x(x + 7k, 1),
1) = f(x, €', w",0),
(x4 ak) = f(x + ak,c!*, wi* 1),

f(x) = f(x’ c,w’t),
fi(x — ak) = f(x — ak,c!,w?,1), (3.2.1)

as taxas de destruicdo e criagao de pontos, devido as modificagdes propostas por Enskog,
podem ser reescritas:

- / x(x — gk) F(X)f}(x — ak)a*(g.k)dkdc dw?, (3.2.2)
- / x(x + gk) £1(x) ¥ (x + ak)a?(g.k)dkdcdw?. (3.2.3)

A partir do desenvolvimento das fungoes x, f! e f1* em séries de Taylor em torno
do ponto' x, podemos escrever a equagdo de Enskog'® na forma:

of of of 0
R oz, + Fio— e, =J°(fN+T)+THSS), (3.2.4)
onde
TS = x [ - £5)e(g K)dkdcldw, (3:25)
1= 1
Jff) = xa/(f %f +faf )ka (g.k)dkdcldw?
S (f*f* + [ f!)kid*(g k)dkdc'dw?, (3.2.6)
23x,
1= 1
JNff) = g%’i/(f aj; +fa£ )kkaz(g k)dkdcldw!
a? ‘ . a2f1* 62f1
+ 5 X (f 92:03, f@:c,a >kk a’(g.k)dkdcldw!
2 2.,
M %—af;;;j / (f*f'* = ffY)kik;a*(g k)dkdc'dw?. (3.2.7)

O termo de colisao foi dividido em trés contribuigdes J°(ff), J*(ff) e T*(ff).
A primeira, com x = 1, é o termo usual da equagio de Boltzmann para um gés rarefeito.
As outras duas sdo corregdes do termo de colisao, que levam em consideracao o fato do
gas ser denso. J!(ff) contém somente gradientes de primeira ordem de x e das fungoes
de distribui¢ao e J*(f f) contém gradientes de segunda ordem e produtos de gradientes
de primeira ordem de x e das fungoes de distribuigao.

14Estamos considerando suaves estas fun¢des na vizinhanga do ponto x.
15Estamos desprezando termos de ordem superior aos gradientes de segunda ordem de x e das fungoes
de distribuigao.
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3.3 EQUACAO DE TRANSPORTE I

Para se obter a equagao de transporte I, multiplicamos a equagdo de Enskog,
considerando apenas os termos de colisao J°(ff) e J'(ff), por uma fungio arbitraria
¥ = ¥(x,c,w,t) e integramos!® sobre todos os valores de ¢ e w:

/ gd)dcdw + /c.-aa—fd)dcdw + / Fia—f'dedW = X/(f'fh - ff‘)d)dl‘

1= 1
+ xa / (f 6af +faf )wamggx (f*f* + ff1)kapdl, (3.3.1)

onde dI' = a?(g.k)dkdcdc'dwdw!.
Na analise do primeiro membro da equagéao (3.3.1) devemos considerar que a forga
externa independe da velocidade

/ Fapdedw / (ng ) dedw gf_ fFdcdw (3.3.2)
e, com base no teorema da divergéncia,
(fyF) -
/ S dedw / }{zpfp,n,dew, (3.3.3)

onde n; é o vetor unitario normal ao elemento de area, dS, do espaco das velocidades
localizado no infinito.

A funcao distribuicao decresce rapidamente para valores grandes da velocidade,
assim, a integral fechada da equagao (3.3.3) é nula e a equagao (3.3.2) reduz-se a:

af
de;

O primeiro membro da equagao (3.3.1) pode, apés alguns arranjos, ser reescrito
na forma:

% / o fdedw + ai [ / b fCidedw + v; / ¥ fdcdw]

-/ [01/) o ] fdedw — / F - fdedw, (3.3.5)
ot Oz;

onde introduzimos a velocidade linear peculiar C,- =¢; — ;.

No segundo membro da equagao (3.3.1), estamos transformando os gradientes de
X, de modo que temos apenas gradientes de ¢ e das funcgoes de distribuicao. Se, nos
termos cujas velocidades iniciais sao c*, c!*, w e w! trocarmos as velocidades iniciais
por ¢, ¢!, w e w!, as velocidades finais serdo ¢, ¢!, w' e w!'. Logo, o segundo membro
da equagdo (3.3.1), assume a forma:

x [w1rar — x [wfrtar+ xa / ¥ 12 kar —ya [ s kar
+ S [ BX

16No primeiro membro da equagio de transporte, o simbolo de integral representa 6 integrais corres-
pondentes a 3 componentes de cada velocidade ¢ e w variando de —oco a +00. No segundo membro
desta equagao, o simbolo de integral representa 14 integrais correspondentes a 3 componentes de cada
velocidade c, cl, w, wl, variando de —co a +00, 0 angulo 8 variando de 0 a I e o angulo ¢, que varia
de 0 a 27.

— Fypdedw g—f—_fF;dcdw. (3.3.4)

/ ¥fflkdT, (3.3.6)
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onde utilizamos a notacao

Y= ¢'(X,C,W,t),

P =p(x,c,w,t),

dI'" = a*(g'.k')dkdc'dc! dw'dw?’.

Com base na equagiao (2.10) e tendo em vista que o jacobiano da transformagio
(2.6) a (2.9) é unitario, prova-se que dI" = dI"".

Finalmente, através das equagdes (3.3.1), (3.3.5) e (3.3.6), obtemos a equagao de
transporte I:

ov o

ot t Oz; 7z,

Em (3.3.7) ¥ é a densidade de uma quantidade aditiva arbitraria; ®; é a sua
densidade de fluxo devida ao fluxo de moléculas (parte cinética da densidade de fluxo);
®;, a densidade de fluxo devida a transferéncia de choque (parte potencial da densidade

de fluxo); S, densidade de suprimento relacionada com as forgas externas e, P e P sao
termos de producao, dados através de:

v = / fdcdw,

o, = / »C; fdcdw,

b = ox [k -g)rsiar,
S = / E6—¢fdcdw,

_ 31/) o 1
P = /(Bt i )fdch+x/¢ ¥) £,
. ] f a oY —¢)
_ 1 a , 1
P = X/k v - 9)ff 5 (lnfl)dl‘+2x/k, o /7Hdr. (338)
Se trocarmos os papéis das moléculas que colidem, isto é , se trocarmos as ve-

. e e e ’ I} ' ] R
locidades iniciais (c, ¢’, w, w') por (c!, c!', w!, w!') e o vetor de colisio k por —k,

obtemos a relagao :
X[ =T = Sx [ - 9)f 0+ oy [ - w)frtar
= L[ —wrrar+ Ly fwt - whsstar

Vo, + &+ &;) = S+ P+ P. (3.3.7)

1 ' ,
= ox [+t —p—gh)friar (3.3.9)
Portanto, o termo de produgao P pode ser escrito também na forma:
1 _
P= /( ,x>fdd Wt ox [0+ — g —ph)f (3:3.10)

Adotando o mesmo procedimento para o termo de producao P encontramos:

P = -x/k¢+¢’ Y- (Jfl)dr

+ 5x /k 00 = %) ; p1gr, (3.3.11)
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As quantidades 1) que obedecem a relagio :

Y +yl —yp—yl=0, (3.3.12)

sao chamadas invariantes de soma. Estas quantidades sio conservadas e portanto pos-
suem produgio nula (P + P = 0). Em nosso caso, sio invariantes de soma a massa, o
momento linear, 0 momento angular e a energia total.

3.4 EQUACAO DE TRANSPORTE II

Se considerarmos agora o termo J 2(ff) na equagio de Enskog, multiplicarmos
por uma quantidade arbitraria ¥ = 1)(x,c,w,t) e integrarmos sobre todos os valores de
¢ e w, obtemos, apds alguns arranjos, a equagio de transporte II:

68\:'+aa (Pvi+ &+ +8,)= S+ P+ P+ P, (3.4.1)
onde
< 2 “,_
F Z[ /k (' — d)ff] ( ff1>dF+X/k: ffla(¢ax~¢)dr
_ 1 / xkik; f (¢ — d))dFJ (342)

afb‘f‘ X d*f afr\,
/kk,a % (%' = $)dT + /kk <a ax,+ax.-ax,~)('/’“"’)dr}'(3'4'3)

Na equagéo de transporte II (3.4.1) o fluxo total ®; + &, + ®; tem a mesma forma
que o apresentado por Enskog [11] (equagao 25). Se considerarmos 1 independente do
vetor de posigao X, podemos obter, das equagdes acima, o fluxo total dado pela equagao

(16.4,1) do livro de Chapman & Cowling [3].



4 TEORIA CINETICA DE 29 CAMPOS

Nesta segao, desenvolveremos uma teoria cinética para um gas poliatémico denso,
baseada no modelo proposto por Enskog [11] e no método dos momentos de Grad [13].

4.1 CAMPOS BASICOS

Caracterizamos o gas denso através dos campos escalares de densidade (p); ve-
locidade linear (v;); velocidade de spin (s;)!'"; temperatura (T'); tensor pressio cinético
(pij); fluxo de calor translacional cinético (g;); fluxo de calor rotacional cinético (k;) e
fluxo de spin cinético (m,;).

p= /mfdcdw, (4.1.1)
v; = % / me; fdedw, (4.1.2)
8 = %/mw;fdcdw, (4.1.3)
_m (e z)
T = 3kp/(2c +30°) fdedw, (4.1.4)
pis = / mC:C;fdcdw, (4.1.5)
¢ = / %czo,- fdedw, (4.1.6)
I 2
hi = / SQECifdedw, (4.1.7)
m; = / mQC, fdedw, (4.1.8)

onde introduzimos a velocidade peculiar angular, Q; = w; — s;.
O CAMPO DE TEMPERATURA

Com base na energia cinética da particula (
energia através da equagao:

’";2 + %) define-se a densidade de

me?  Tw?
pu = / (—2— + "2—) fdcdw.

170s quais sdo definidos com base nas quantidades microscopicas: massa da particula m, momento
linear mc¢; e momento angular Jw;, respectivamente.
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Ao utilizarmos as definigdes C; = ¢; — v; e §); = w; — 8;, obtemos:
u = ! v? + 11 s? +p€

onde a densidade de energia interna é dada por:

mC? I0?
pE= / ( + —2'—) fdcdw.

2

Com base no principio da equipartigao de energia!® é vélida a relagao:

e= 3keT (4.1.9)

Assim o campo de temperatura é definido como:

m [ (mC? IO
T_ka/( + 2)fdcdw.

4.2 EQUACOES DE BALANCO

Neste capitulo estamos interessados apenas no desenvolvimento de uma teoria
linear com gradientes de primeira ordem dos campos basicos. Utilizaremos portanto
a equagao de transporte I na derivacdo das equagdes de balango para os 29 campos
escalares.

As equagbes abaixo foram obtidas a partir da equagdo (3.3.7) e das equagoes
(3.3.8) ao tomarmos ¥ igual a:

(i) Balango de massa : 1) = m.

dp  Opv,
-5{ t 6.’13,'

= 0. (4.2.1)

(ii) Balango de momento linear : ¥ = mc;.

dpv; 0
L = (pvv; + pis + Pi;) = Fip, 9
Y, + axj (pvtvj +pi; + Pu) P (4.2.2)
onde

- a '

P =5 [ mx(c - ks AT, (4.23)
(ili) Balango do tensor pressao cinético: ¥ = mC;C; .
Ipi; 9 . .\ Ov;
ot + azk (vkpz] + Pijk + qu) + (P;k + p;k)a_xk
N -
+ (pix+Pik)g— = P+ By, (4.2.4)
Tk

18N30 estamos considerando excitados os modos de vibragio, temos portanto seis graus de liberdade.
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onde
Pisk = / mC;C;Cy fdedw, (4.2.5)
. a ] 1
Pijk = E/mx(C,-Cj - C,C_,)kkff dF, (426)
P, = / mx(C.C, — C:C;)f f\dr, (4.2.7)
/m (CLC, - CiCyb2 (1o L) £ tar (4.2.8)
,] = 2 X k I]f1 . L.

(iv) Balango do fluxo de calor translacional cinético : 1) = 2C?C.

% +i( q; + ..+”..)+( .+".)§_1_)i +( o+ Dy )%
6t 0:1:]- V4 qi; q:; q; q; 8:::]- Pijk Pijk a.’llk
Pii 9 sy PO o040
= 5y Pkt Bit) 2p 9z, ik T Pik) = Qi+ Qs (4.2.9)
onde
m
=/ FCCC;fdedw, (4.2.10)
= = 1
=3 [m ( )kff dr, (4.2.11)
- a C’zc,-, CzC‘,- 1
q.g--E/mx< S )kjff dr, (4.2.12)
2 2
Qi = [mx (C G_¢C C)ffldr (4.2.13)
2
cC; ¢ ) f
/m)( ( e )k [ ( fl) dr. (4.2.14)
(v) Balango da velocidade de spin: ¢ = muw; .
3ps,- 6 . _ -
5 T 6—%(/78,% +my; + ;) = Mi+ M;, (4.2.15)
onde
- a ' 1
iy = 2x [ kymw; - w;)f£1dT, (42.16)

M; = /mx(w; — w;)f 1T, (4.2.17)



@ km(w — o nd
(vi) Balango do fluxo de spin cinético: ¥ = mQ,C; .

amg' 6 6
ot : + a (vkmu + Mk + m:]k) + (mtk + mik)a '

+ (pjx+ ﬁjk)g:;: =M, + M,-j,
onde

Mk = /mﬂ,CjCkfdcdw,
. a " 1
Mijk = :?-/mx(ﬂ,-C]- - Q,C])kkff dF,
M, = / mx(QC; — ,C;) f f1dT,
4 1
M.J=2/meC ~ UGz — (In 4 ) £,

(vii) Balanco de energia: 1) = I(mc? + Jw?) .

0 (3kpT v¥p I s% 0 -
il i et Rl Tl o - 4 h; .
3t< Tttt = 52 g + G + ki + hi + (pij + Bij)v;
I . 3kpT v%p I s%p
+7_n—(m” + maJ)Sj + ('— + 5 + mo v;| = Fipu;,
onde
a a2 2
h; == — — — | kffldr
i=3 x(2 2) /1
(viii) Balango do fluxo de calor rotacional cinético: ¢ = §Q2C,~ .
Oh; 0 5 - Ov; I .
55 T —f(vjh;+hij+h;j)+(hj+hj)—i +;t'(mkij+mkij)
.7
Ima 3 =) e+ )
m p Ozx ik + Mk 2\ m oz, \Pii Pij
Im
= Hi+H - ——2 (M;+ M),
m p
onde

hi; = / émc,-cj fdcdw,

18
(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)

(4.2.25)

8Sk

dz;

(4.2.26)

(4.2.27)
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. 2 2
hi; = g mx (Q QC e ) k;f f1dT, (4.2.28)
Q2c, ¢ |,
Hi= / Ix( - T) f7idr, (4.2.29)
0?c, Q¢ )
i = —/Ix( )k ff o ( ffl) dr, (4.2.30)
o1 ko1 ) k
W= 3P - ;n—pT = é-/mC fdedw — mpT, (4.2.31)
J m’ 3J i m’

@ é denominada pressao dinamica.

Os termos, que se referem as contribuigdes da energia potencial (transferéncia
devida as colisbes ) sao encimados por um til. Os outros termos referem-se as contribui-
¢oes da energia cinética (fluxos de moléculas).

Da analise do sistema de equacdes diferenciais constituidos pelas equagoes (4.2.1),
(4.22), (4.24), (4.2.9), (4.2.15), (4.2.19), (4.2.19), (4.2.24) e (4.2.26), concluimos que
este nao pode ser ainda considerado como um sistema de equagbes de campo para os 29
campos basicos escalares, pois contém novas quantidades: p;;, Pijky, Pijks Pijs P,_,, i, 9ij,
¢ij, @, Q, mi;, M, M;, Mijk, Mijk, Mij, M,J, ki, hij, h,], H; e H;, chamadas termos
constitutivos do sistema.

Para que o sistema referido se torne um sistema de equagdes de campo precisa-
mos exprimir os termos constitutivos como fungoes dos campos basicos. Entretanto é
necessario primeiramente determinar a fungdo de distribui¢do, o que faremos a seguir.
Na sequéncia determinaremos, os termos constitutivos.

4.3 A FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Nosso objetivo € determinar a funcao de distribuigao perto do equilfbrio como
uma fungao exponencial do tipo:

f=71e(l1+¢), (4.3.1)

com fg sendo uma Maxwelliana:

p (ml)7

Je = m (2nkT)? o [2kT

c 4L ~2)], (4.3.2)

e ¢ o seu desvio, o qual vamos expandir em uma série de produtos das velocidades linear
e angular:

o= a;C; + a,’jC,’CJ' + a,'ijZC,' + b092 + 5,0, + b,’jQ,‘C]’ + b,“QZC (433)

Os termos do polinémio estao relacionados com os campos basicos. A introdugao
de outros termos daria origem a momentos da fungao distribui¢io nao definidos como
campos basicos, portanto, truncou-se a série.
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Ao substituirmos (4.3.2) e (4.3.3) em (4.3.1) obtemos para a fungao de distribuigao
de velocidades:
p (ml)3 m

I
—d e ————————— 2 — 2 . . .. . .
I o= ey P "o+ p )| (L + aiCi+ ai GG
+ aijjczci + b0Q2 + b, + b,‘jQ,‘CJ’ + b,-ijZC.-). (434)
O tensor a;; € simétrico e podemos decompo-lo em deviante e trago:
1

aij = agij> + 70,65

3

Ao substituirmos agora (4.3.4) nas defini¢oes dos campos basicos (4.1.1) a (4.1.8),
e utilizarmos o valor da integral definida:
/oo c2ne—ac2dc — _\[_7?(271 - 1)!!0—(2n+1)/2’ (435)
0 2 2n
obtemos um sistema de equagdes cujas incégnitas sao os coeficientes dos termos da série
de produtos do desenvolvimento de ¢.
Matricialmente, podemos escrever este sistema na forma:

(050 0 3 00 0\ /[ a \ ¢ 0

1 0 05 o0 0 0 3% ar, 0
001 0 0 00 O acij> (2 ) peis>
1 0 074 0 o0 0 3¢ aij; 22 )
= (4.3.6)
0T 0 0 55 00 0 bo — T
000 0 0 10 0 b; 0
000 0 0 01 0 b L(2)?m;;

\1 0 055 o 00 5 /\ b / \ Z(z)m
A resolucdo deste sistema nos fornece:

_ _(hit @) (_"}_)2
f p kT )

v = [Peii> + @65 <_731_)2
g % KT)

2pm \kT
b, =0,
_mid (2)2
Yoo p m\kT/) °’
h,' 1 m 3
b = 3o <ﬁ) . (4.3.7)
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Finalmente, substituindo (4.3.7) em (4.3.4), obtemos a fungdo de distribuigdo de
velocidades para o gis poliatémico denso:

_ p (mD)E [_1 2 iz] P<_(1n_)’ .
F= nemp P ar @ R 1, ) GO

w [m)\? s 1, m,-j(m)zli.
T (kT) (C —EQ)“LT i) e

& () (2 1) () (),

De posse desta equagiao determinaremos a seguir os termos constitutivos da teoria.

4.4 TERMOS CONSTITUTIVOS

Os termos constitutivos, que possuem a forma geral
Piiscinirinein = | Al I)CiyCiy - Cia iy Ry . O, fdedw

onde A(m, 1) é um funcional que independe das varidveis de integragao), sao denomi-
nados momentos da fungao distribuigdo e foram determinados substituindo-se a fungao
de distribuicao nas definiges dos termos e integrando-se (com o uso das tabelas do
apéndice A. Apresentamos a seguir os resultados:

Pijk = %(Qilsjk + q;6ik + qibij), (4.4.1)
o = [5 (1) vas (A1) ] s+ Dreos (A1) (442
myx =0, (4.4.3)
hij = gp (%)2 bi; + g:ﬂ«» (%) : (4.4.4)

Os termos constitutivos, que aparecem nas equagoes de balango e que possuem a
forma esquematica:

T, = ]H[a,I,m,x,k,c,n,c’,n'] F(f, fY) dk dec dw dc! dw?,

foram calculados em MUSIMP. H é um funcional que possue uma parte constante
(a,I,m,x) e outra parte que é fungio das velocidades lineares e angulares e F é um
funcional das fungdes de distribuicio f e f!.

Se introduzirmos a velocidade linear relativa g, a velocidade linear do centro de
massa G, a velocidade angular relativa z e a velocidade angular do centro de massa Z,
definidas por:

g=cl—-c=C'-C,

G = (C'+C)/2,

z=wl-—w=0'-Q,

Z=(2"+9)2, (4.4.5)



E facil provar, a partir das equagdes (4.4.5), que:

dcdwdcldw! = dgdGdzdZ.

22

(4.4.6)

Com esta mudanga de variaveis, os termos constitutivos passam a ter a seguinte
forma genérica:

T, = /’H[a, I,m,x, kg G,z,2Z) F(f, f!) dk dg dG dz dZ,

e podem ser integrados.

O programa Musimp, listado no apéndice B, utiliza também as tabelas de integrais
definidas no apéndice A. Com base nas defini¢des destes termos, equagoes (4.2.3), (4.2.6),
(4.2.7), (4.2.8), (4.2.11), (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14), (4.2.16), (4.2.17), (4.2.18), (4.2.21),
(4.2.22), (4.2.23), (4.2.25), (4.2.28), (4.2.29) e (4.2.30), obtemos os resultados:

. kT 245K 4 pT: 1
Pijzpr{[%+w]5ij+( ) _p—;eijksk},

Pijk

F;;

9 =

§i; = xpb (—
m

Qi =

5Pisi = Xpb

51+ K)'<> " BO+K)

(4 + 10K)

(9 + 10K) )
X”b{ T 93 10K) %

B(l + K)m r(t So)kr (>

AxpT% 32 8

= [——Ktb&'j - —(6+ 13K)P<t‘j>],

1+K)2| 3 15

_ ool 4 K (0h o Ok, 6 pRTdvg
T XU+ K2 \"0z, Y 8z, ) 51+ K) m 0z,5

AT: (34 K) I [(6K —2)dm,q ey Ome
5B(+K)2m|@B+K) 9z, 7 8z, 7

2 3+K)[BK-1)0q, 6”+8q(,-
25(14+ K)*| B+ K) 9z, 7~ 9z; |)’

1 [(3 +5K) 2 T3l

50+ K) (1+K) Bm - mjk]’

kT 5 kT (5K*+8K +5).
){me+ 1+ K)? “]&
(35K? + 54K +17) 11 I
T P<ii> — BT T e P
10(1 4+ K) B(l1+ K)m

T3 €ijk Sk},

xpATz [ 8 40
15 ’

A (4 Va: + — K h:
Q1 K7 (4+17K)g: + 5 Kb,

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)

(4.4.11)

(4.4.12)

(4.4.13)



23

o () (En e 2]l e
fii; = 0, (4.4.15)
M; = —I—;XA,F(I _TjK)s,-, (4.4.16)
i = ol gl o
* 50 i %) [3am<,,> +5ag::'] + %b;%% €ijk g—i’f J} (4.4.17)
Mk = (l)ipl;‘,) 7: {; ((11—_—*_3]?)) [Eikr P<jr> — ((23_+611?3 €ijr p(kr>]
+ Bg% p%(sjéik — 4565 + s65) + 4%;—3&) E,-jk}, (4.4.18)
My = xAp [g(K’i I)B? €isk b — 136szm] , (4.4.19)
M;; = xpb %pTgi: + B(f].;.%]() (Em %ijl — Q%p Eijk gx—j; )] ,(4.4.20)
hi = (1(xib1) (ghg - 2&%%— Eijh mjk) , (4.4.21)
).
b= (A S = S04 28 2k ST ) 002
H; = xpb (%) ét:ﬁi{% [gpgi,: - %%. ] . (4.4.24)

No calculo de P;;, Q;, M;, M;; e H; foram considerados somente termos lineares

Op BT ~

€M 35, 5o 5 Vis P<ij> @ 5 G hi, si, mi; e suas derivadas. No termo 71,-j, uma ”function”
de tratamento de produtos de tensores de permutacio foi executada antes da ”function”
INTEGRAL, de forma que as integracoes em k e g ficassem dentro da abrangéncia da

"function” INTGK.
As equagdes (4.4.7) a (4.4.24) indicam serem os tensores p;;, Pijk, Gijy Mijk,
h,J assimétricos. Nestas equagoes utilizou-se as notagoes:

1/2 3
Aza_(ﬁ) ; Bza(ﬂ) . o 27
m\m k 3 m

M.:

i3y
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4.5 AS EQUACOES DE CAMPO LINEARIZADAS

Um sistema de equagdes de campo para os campos bésicos, (4.1.1) a (4.1.8), é
obtido através da substitui¢io dos termos constitutivos da teoria (equagdes (4.4.1) a
(4.4.24)) nas equagdes de balanco: (4.2.1), (4.2.2), (4.2.4), (4.2.9), (4.2.15), (4.2.19),
(4.2.19), (4.2.24) e (4.2.26).

Escrevemos abaixo este sistema de equagdes de campo linearizado com relagao a

8 T ~ : X
32, 0 3 » Ui P<ij>y W 5 iy hiy Si, my; e suas derivadas:

ap _ Bv,-

=t (4.5.1)
R <>— (5t:) [+ ‘“‘”’iJ
pZZ‘ + kp( pb+l)g% +1°I(1+2pr+p2b-g—)gf + (x pr)Zi
+ [l+pr$§i?;] ag;? - z(lpf;{)xr)b% sk gif =pF;, (4.5.3)
ow 1 (3+4K +5K?) dg. 1 2 (K-1) oh,
T 5[1 5(1+K)2 ]B_zr—i[l——(lJrK)? pb] ,
_ _%(Tf]_()ZXAPT% (4.5.4)
Opeii> 3[1 (3+9K +5K?) b] dgi 4 K Xpb6h<,~
ot 5 5(1+ K)? Ozjs  15(1+ K)?™" 0z
- % P bTY?;:;Ir;((lg-:— :))2 [(12311}{]? 6;>an: © Eion +%?<r_: E’”’]
+ oAl [1 %i}%x;»b]g;— = AT s, (455)
w2 () [ Rl - Sy o o
L QURST e T TSR
:E%%[_%@ +17K) g + %Kh,-] , (4.5.6)
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9s; 4 m_xpb [KTp 0w 1 _  0Ou
ot BTik(K+1) | m %8z, 7 10 7 8g,
3 Omeis> xpb | Omyir
1— 2 -
* [ 51+ K) b] oz, +[l (1+K)| Bz,
10m,, _ 16 xAp?T3
30 - 34K (4:5.7)

6m,~j kTp{(')s, 5,']' [ 3 Xpb ] 63(,’ [ Xpb } 63[,- }
+ 1 1- (

ot m | 0z, 3 51+ K)| oz;5 1+ K)| 0z
T 4xpb [0 e (E=D ko T Opeie> (11K +3)
B (1+K)|0zx (K1) m 08z, 08z, "F10(K+1)
Opekr> . (K+3) ] _ 1 K m T3
bz STk 1| X3 T ST Bl (458)
oh; kT K Opais k> . [3  xpb ]OT
== _ b J - Sy AP
a1 m XS 17 os, Tt A+ K] s,
_ ?_k_T 1_g(K—l) ow E Kxpb c. .
om | 3K+ 8z T \'m ) 2(K +1) S0k
xApT> [g .8 )]
* 3Ky 3K% - 30+ 2K + 26Nk, (4.5.9)

As solugdes do sistema de equagdes diferenciais (4.5.1) a (4.5.9) sao denominadas
de processos termodinamicos.



5 TEORIA CINETICA DE 8 CAMPOS

Desenvolveremos, nesta se¢io, uma teoria cinética de oito campos escalares: den-
sidade, velocidade linear, temperatura e velocidade de spin.

Neste caso, o tensor pressao, o fluxo de spin e os fluxos de calor translacional e ro-
tacional sao considerados termos constitutivos, que dependem dos oito campos basicos.
Sendo a fungéo de distribuigao definida em termos destes campos, nao podemos obté-los
através da substitucao da fungio de distribuigao e integragao, pois terifamos uma identi-
dade. O método utilizado, consiste em um processo iterativo semelhante ao empregado
por Maxwell (vide referéncia [15]), o qual serd descrito na terceira segao deste capitulo.

5.1 CAMPOS BASICOS

Nesta teoria, o gas denso poliatomico, serd caracterizado pelos campos de densi-

dade,

pz/mfdcdw, (5.1.1)
velocidade linear,
1
v = ;/mqfdcdw, (5.1.2)
temperatura,
_m (e ] %)
T = 3kp/(2c +50?) fdedw (5.1.3)

e velocidade de spin,

1
=1 / mw; fdcdw. (5.1.4)

5.2 EQUACOES DE BALANCO

Em geral, em uma teoria linear, os termos constitutivos sao expressos como fun-
¢oes dos campos basicos e de seus gradientes. Iremos utilizar, portanto, a equagao de
transporte 11, pois os fluxos que ocorrem nas equagdes de balango devem conter termos
proporcionais aos gradientes dos campos basicos. As equagdes de balanco sao obtidas a
partir da equagio (3.4.1), fazendo-se ¥ = m, mc;, mw; e (mc? + Iw?)/2.

(1) Balango de massa : ) = m.

dp  Opv;
at + al','

=0. (5.2.1)

(ii) Balanco de momento linear : ¥ = mg;.

Opv; 0 .z
ot + oz, (pviv; + pij + Pi; + pij) = Fip, (5.2.2)




onde

p:] - 4 /ka kk(c _c!)ffl ( f‘(-l)dr‘

(iii) Balanco da velocidade de spin: 3 = muw;.

Jps;
Bt 3:5]-

onde

ﬁl,‘j - %/kajkk(w: - w,)ffl-a— (ln %) dr’

— aBBJ:k /ka k. (w; —w;)f f1dT,

N a2 , 2 2 £1
T )( O py 20 )dr

Oz 0z
a® : of oft
-« T (w] 97 4r.
4 /ka] (wi = )8.1] Oz
(iv) Balango de energia: ¥ = 1(mc® + Jw?).

9 (3kpT v2p
ot

Ozjaxk

+ (pi; + pi; + 13.'1')

+
m
kpT I s?
N (3,0 +vp+—-—p>v,]=F,~pv,-,
m 2

m 2

onde

.:_/kak ( c Cz)ffl (1 ii)dr.
f
e funn ()i (o)

5.3 TERMOS CONSTITUTIVOS

0 . > ~ =
t 5 (PS:'U]' +my; +my; + mij) =M+ M;+ M,

0 . .z
>+—[Qi+¢7i+qi+hi+hi+hi
613,'
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(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)

O sistema de equagoes , da secao anterior, ainda nao pode ser considerado como
um 51stema de equagoes de campo, pois contém os termos: p;j, Pij, Mij, My, m,J, M;,

M;, M,, iy @i, Giy hi, hi e h,, que devem ser expressos em fungao dos campos basicos.
Os termos p;;, m;;, M;, M, ¢; e h;, que aparecem também na teoria de 29 campos,

serao aqui reescritos.
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O termo M; sera truncado com relagao aos gradientes do fluxo de calor e do fluxo
de spin cinético'®, pois nao estamos interessados em obter equagdes constitutivas em
que participem segundos gradientes dos campos basicos:

pkT (24 5K) 4 pT: 1
; b bij + ———— P<i i 3.
pJ XP [( + ) + 5(1 +1") P<ij> — B(]. +Ar) E]k 'SkJ (53 1)

&= b[(:z1++5;2 a f K)ZB%_% gk Mk | (532)
i = 0, (5.3.3)
M; = —-13—6x p? (1?}()‘”’ (5.3.4)
M; = XpbB—(‘llTj—’}() €ijk g—Z’; , (5.3.5)
hi = ( Kxibl) (gh,- 2%7; ik ka) (5.3.6)

Os termos constitutivos encimados por duplo til referem-se (assim como os enci-
mados por um unico til) as contribuicdes da energia potencial. No calculo destes termos,
em MUSIMP, o funcional das fungoes distribuigao foi truncado com relagio aos gradien-
tes do tensor pressao, da pressio dinamica, do fluxo de spin cinético e dos fluxos de calor
translacional e rotacional (functions ff11I e DffI]), pois, novamente aqui, ndo estamos
interessados em obter equagdes constitutivas em que participem segundos gradientes dos
campos basicos. Descrevemos os resultados:

s (xpb)? T2k [Bv, o (12421K) dug 3K du
WS T xAm |9z U 100+ K) 0255 | 2(1 1 K) 0a, (5.3.7)
s 3(xpb)Trk 1 [38se | Bsy

i r xAm(+K) |50z, | 0z (5.3.8)
s (xpb)?Ts ‘(3+6K)0T
= s XA m 2(1 + K) oz, "’ (5.3.9)
Mi =0, (5.3.10)
s (xpb)?Tz (k\* 3 aT
hi = 291 L I\ 9. " . .

™ XA 2(1+ K) 0z (5.3.11)

190 fluxo de calor e o fluxo de spin cinético serdo descritos em fungao dos gradientes dos campos
basicos. Veja equagdes (5.3.13) e (5.3.16).
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Para a determinacao dos termos constitutivos & , p;;, m;;, ¢; € h;, empregamos um
método de iteragao semelhante ao método de Maxwell (veja referéncias [15] e [16]), que
consiste em inserir valores em equilibrio, dos termos constitutivos, no primeiro membro
das equagdes de campo da teoria de 29 campos, os quais contém a variagio temporal
destes termos, (4.5.4), (4.5.5), (4.5.6), (4.5.8) e (4.5.9), obtendo, no segundo membro, os
valores dos termos constitutivos da primeira iteragao. Substituindo-se @ = 0, p¢;js = 0,
m;; =0, ¢; = 0 e h; = 0 encontramos os valores:

. (1+K)? kT2 o,
T mXA(l +X”b)ax, : (5.3.12)
15 (1+K)? kT? (24 5K)] dve;
P<ii> =~ (64 13K) m x A [ X STTR) 9eys (5:3.13)

1

75 (K +1)2(48K?* + (7 + 12)K + 24) T: (k\* (0T
T TI6(1TK + 4)(48K? + (n + 48)K + 24) — 200K2 xA ( ) {6‘_3:,- [
(5K +3)(48K?% + (7 + 48)K + 24)(K + 1) + 40K (K + 2)
5(K +1)2(48K2 + (1 + 12)K + 24) ]

m

+ xpb

N :_r_%_ie_' Bsi 4K |
Bk 7 8z; (K+1)(48K? + (1 + 12)K + 24)
10K7 4 (K +1)(48K? + (7 + 48) K + 24)
— xpb 3.
xp 10K (K + 1)r ! (5:3.14)
P 18(K +1)*(19K +3) T: (k\'foT [
" (1TK +4)(48K2 4 (1 + 48)K + 24) — 200K2 xA \m ) | 0z.
N ,(25K° + 57K + 53K + 8)] T3 1 . Osc _ m(7K +4)
XPP 419K + 3)(K + 1)? Bk % bz; 8(K +1)(19K + 3)
20K2 + (177 + 20)K + 4
- + (U7 + 20K + 4| (5.3.15)
(17K + 4)(K +1)
375 k(dse; [ 3 xpb 1 0s; Osj; xpb
g = oy e - o A 0 -
s ib)gAm{&'cD i 5(K+1)]| T35z 9T 9z, [\ T (K+D)
Km(17K + 4) )
(17K + 4)(48K2 + (7 + 48)K + 24) — 200K?
3 20K? + (177 + 20)K + 47 4 1 c.. OT | 4xpb
XPP 2 (K + 1)(17K + 4) BTY ~7* 8z |(K +1)
4 167(K + 1)(19K + 3) 1
(17K + 4)(48K2 + (7 + 48)K + 24) — 200K?
(25K° + 5TK? + 53K + 8)
b
+ 1(19K 7 3)(K 4 1) ! (5.3.16)
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54 AS EQUACOES DE CAMPO LINEARIZADAS

O sistema de equagdes (5.2.1), (5.2.2), (5.2.4) e (5.2.7) da segao (5.2) pode ser

reescrito com base nas fungoes constitutivas, (5.3.1) a (5.3.16), determinadas na segao
anterior. Obtemos, linearizando, o sistema de equagdes de campo

6 6v,~
5% +hg- =0, (5.4.1)
v,  Opi;
arn Bz—J = pF;, (5.4.2)
J
A B(K-i-l)pr( "°t""s),’ (543
3kp or  0dqF kpT ov;
m ol T g T m Uty =0 (5.44)

Nas equagoes (5.4.1) a (5 4.4) o tensor pressao total, p,J, o fluxo de spin total,
m};, e o fluxo de calor total, ¢, possuem as seguintes expressoes em fungao dos campos
bésicos e seus gradientes:

(i) Tensor Pressao Total : p};.

Bv, 6’0 : 1
pi;=(p'— 776 )6i; — 2”0::; + 27 €ijk (Erotv - s)k, (5.4.5)
onde
.k
p'=—pT(1+ xpb), (5.4.6)
_ kT7 [(1+ K)X(1 4 xpb)®* | (xpb)?
77 - m X [ 321( + T E) (5.4.7)
3kT: [5 (K+1) (5K +2) 1* (7K +4) (xpb)?
=imals ! bl + 4.
i { (5+13K)[ T IR T7 ) I A

_ 3k T (xobf K
T dmxA 7 (K+1)

(5.4.9)

Nesta equagdes p' é a pressao, 7, o coeficiente de viscosidade volumétrica, ,
coeficiente de viscosidade de cizalhamento e 7 é o coeficiente de viscosidade rotacional

(ii) Fluxo de Spin Total :

o * G (5.4.10)
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onde

3 kT 3 xpb (4 )
—— |l —- | —xpb+1 5.4.11
lexA[ 5(1+ K) xxP + ’ ( )

1 kTz

- 5.4.12
16 myA’ ( )

3 kT> xpb ( 4 )
= - 1+ —xpb
v lexA{1 (K+1) +7rXP

Kn(17K + 4) [1
(17K + 4)(48K? + (r + 48)K + 24) — 200K?
20K?2 + (177 + 20)K + 4
T XPTTRK + (17K + 4) ]}

(5.4.13)

lﬁ{ T(19K + 3)(K + 1) [1
xbm | (17K +4)(48K? + (7 + 48) K + 24) — 200 K2
(25K° 4+ 57K% + 53K + 8) xpb

4(19K + 3)(K +1)? ] 4(K + 1)}

+

(5.4.14)

Os coeficientes v, a v3 estao associados a viscosidades de gradientes de spin.
O coeficiente v, esta associado a um acoplamento termo-mecanico: um gradiente de
temperatura gera um fluxo de spin no gas.

(ii1) Fluxo de Calor Total : ¢!

OT 631'
'—_)‘“—" +C Uké}:’

o (5.4.15)

onde

- (_@_)2 T%{ 18(K + 1)*(19K + 3) [?§<1
\m/ xA\(17TK + 4)(48K? + (7 + 48)K + 24) — 200K? | 96
(5]& + 3)) (481{2 +(m+72)K + 24) (1
PUS(K +1) 19K +3
(51& +3)(K + 1)(48K? 4 (7 + 48)K + 24) + 40(K + 2)K
5(481(2 + (T +72)K + 24)(K +1)? )

N ( +2) )(1 +Xpb25K3+57K2+53K+8>]
3(
2

K+ 1) 4(K +1)2(19K + 3)
xpb)? [2K2+3K+2]}
(K +1)? ’

(5.4.16)

s
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_ kT 1 {31r (K+1)(17K + 4) [ 25K /1

xpb (17K + 4)(48 K2 + (7 + 48) K + 24) — 200K [(17K +4)\
5K+3)>(1_ b10K1r+(48K2+(1r+48)K+24)(K+1))
5(K +1) X 10K(K +1)

N (1+ K+2 )() 20K (l77r+2O)K+47r)]

T 2mm

+ pr(

(17K + 49)(K + 1)
+

1 pr
K+ ( K +1 } (54.17)

A é o coeficiente de condutividade térmica e ¢ é um coeficiente associado a um
acoplamento termo-mecénico: um fluxo de calor é gerado devido ao rotacional da velo-
cidade de spin.



6 PROCESSOS TERMODINAMICOS

Cada solugao do sistema de equagdes de campo, (5.4.1) a (5.4.4), caracteriza um
processo termodinamico. Este sistema possue variadas solugbes, porém, em um caso
limite, quando estd muito préximo do equilfbrio, possue solugoes bastante simplificadas.

Analisaremos duas solugdes : propagacao de ondas harmonicas forcadas e modos
hidrodinamicos, onde os campos basicos possuem a forma:

p=potp,

vi =],

T="T,+ T,

s;=sl. (6.1)

1 1

Neste capitulo, o indice 0 representara valores no equilibrio. pt, v}, T, e s!
sao os desvios do equilfbrio. Introduziremos a difusividade térmica, D7, a viscosidade
cinematica longitudinal, Dy, a velocidade adiabatica do som, ¢; € o coeficiente de atenua-
¢ao do som no gas, I'; (veja referéncia [23)):

m/\o
Dy =
T 3kp0,
1 4
DV = - (770+_#0> )
Po 3

L 070/2)
FEIT
¢ \Op /1
rszl[pvuo (l——l-)]. (6.2)

2 C G

Adotaremos, como referéncia, o seguinte sistema de eixos cartesianos:

ty

t;
n

de tal modo que os campos de velocidade e velocidade de spin possam ser decompostos:

V=19 n + v1:t; + v1,t2,
s = 5”1’1 + §_L]t1 + §_L2t2, (63)

onde n ¢ o sentido de propagacao das ondas harménicas planas.
Adotaremos também as segintes notagoes simplificadoras:

v9 4+ 19
DA: ! 2 37

Dp = po + 7o,
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1 /2
D =——(—V°+u°),
¢ po \3! 2

T
Dp = 30(1 + Xopob),

0 _
Vg =

4(To)*
mXoPob- (6.4)

6.1 PROPAGACAO DE ONDAS PLANAS HARMONICAS
FORCADAS DE PEQUENA AMPLITUDE

Nesta primeira solugéo , consideraremos que os desvios p!, v}, T?, e s} do equili-

brio, propagam-se no gas na forma de ondas harmoénicas planas forgadas:
p' = p expli (wt — k°n.x)],

v} = 0; exp[i (wt — k°n.x)),

T' =T exp[i (wt — k°n.x)],
s} = 5; expli (wt — k°n.x)). (6.1.1)

As amplitudes p, 9;, T e 5; sao consideradas pequenas, sendo desprezfvel o produto
entre duas delas. A frequéncia da onda é representada por w(w > 0), € o nimero de
onda complexo por k¢ = k" + ik', onde k™ > 0.

Nosso objetivo, nesta segao, é calcular a velocidade de fase, v = w/k" e o coefi-
ciente de atenuagdo da onda, o = —k*. Se utilizarmos (6.1.1), as equagdes de campo,
(5.4.1) a (5.4.4), podem ser reescritas:

wp — pok<(n.¥) = 0, (6.1.2)

t\ 0 t\°
() skt = (B T [ i na] -
p

po\0p ) po \OT
o ("'70 +£2 - TO) (K)ni(n.9) = 222k €455 m;5k = 0, (6.1.3)
Po 3 Po
[ i(k)*Dr] T - Dpkeni; =0, (6.1.4)

. D .
l/g (kc) Eijlc 'n,j'l_)k + l:‘w + l(kc)2p—: - 211/2] 5,' -

_ (V?+6ug - 319
6po

) (k°)?n; (n.5) = 0. (6.1.5)

Podemos desacoplar as equagdes (6.1.2 a 6.1.5) em quatro sistemas de equacoes
lineares e homogéneas, segundo a diregao de propagacao : dois longitudinais (paralelos
a n) e dois transversais (um paralelo a t, e outro paralelo a t;).
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(i) Longitudinal - 1
Considerando-se a equagao (6.1.2) a componente paralela a n da equagio (6.1.3)

e a equagao (6.1.4), obtemos o primeiro sistema:
w --/)okC 0 ﬁ
c e\ 0 . c c dpt 0 -
~2 (&), w-Dv(k -5 (%) ( g | =0 (6.1.6)
—Dpke [w — iD7(k)?) T

0
Este sistema nos permite uma solugiao nao trivial somente se o determinante for
nulo. Esta solugao nos fornece uma relagao entre w e k¢, chamada relagao de dispersao
(6.1.7)

]+F2[i(l+&)ﬂ’e”l+l]—1=0.
Dy

F"ID)—: Re™? — i'l—yRe’1
Na relagao acima, Re é chamado de nimero de Reynolds:
Re= S (6.1.8)
Dyw
Podemos expandir I' em poténcias de Re™?!,
K kt) = ap + ial-l—_;—é + agR—L,‘-,, (6.1.9)

kC
I'=c, (——-) = ¢, (—-}-i—
w woow
sendo esta equacao valida para baixas freqliéncias de modo que podemos eliminar I' da
equagdo (6.1.7), desprezando-se poténcias menores que Re~2. Encontramos os valores

de ag, a, e a, considerando nulos os coeficientes de Re:

Qg = 1,
1[Dr (y-1 ]
==X [(1==2) +1
a; 2 _DV ~ + ’
1[Dr [1—~ Dr (3y-1 1] 1D7p
=—— | (=) 41| |2 il IO 1.1
92 2 _DV vy ) t ] [Dv 4‘)’ * 4 2 DV (6 0)
Finalmente, igualando as partes real e imaginéria, respectivamente, de (6.1.9),
obtemos a velocidade de propagacio da onda e seu coeficiente de atenuacio:
1 |[3y-T7 3 -1
v =c¢ 41+ — -l—DT + =Dy j—DT + Dy |+ DyDr w? R (6.1.11)
2|\ 4y 4 0%
(6.1.12)

w? -1
an = 23 [Q7—)DT+DvJ .
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(i1) Longitudinal - 2

Se tomarmos agora o produto interno da equagao (6.1.5) por n, temos a segunda
relagao de dispersao:

0
iw + :—5 + (k°)*Dg = 0, (6.1.13)
0

da qual obtemos, diretamente, a velocidade e o coeficiente de atenuacao da onda para o
segundo modo longitudinal, o qual estd associado & componente longitudinal da veloci-
dade de spin:

1 1 1
200Dc \ ? w\?\ 2 T2
e (58 () -
0 3 2\ 3 3
= 1 —_ . d.1
s (2PODC> [( +(V?)) +1] (6.1.13)

(ii1) Transversais

Do produto externo das equacdo (6.1.3) e (6.1.5) por n, e efetuando o produto
interno com t; e tz, obtemos dois sistemas equagoes :

a. Paralelo a t;:

0 D 0
—V—svn + [w - Z(’Cc)2'—A - Z'V—s] Si11 = 0, (6116)
Po Po Po
D
- [w + i(kc)z—Bv_Lz] - 2ESJ_1 =0. (6117)
Po Po
b. Paralelo a t3:
0 D 0
L S [w U - i"—s] 512=0, (6.1.18)
Po Po Po
D
[w + i(kc)z———gv“] - 21285_2 = 0. (6119)
Po Po

Esses dois sistemas de equagGes possuem a mesma relagao de dispersio:

() (2] [(3) e (520 () ()]

+ (%) w (%)2 ~ 0. (6.1.20)

o
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As quantidades (E"f‘l) w, (fg-) w, ('—'ffo-'fg) w e (i%) w podem ser consideradas

pequenas no limite de baixa frequéncia, portanto a equagao (6.1.20) reduz-se a:

(o) @ (e o o

Esta equacao pode ser diretamente resolvida, o que nos fornece para o modo
transversal, a velocidade e o coeficiente de atenuagao da onda:

: NXIPE
v, = (2"°w> [(1 + (%) ) +p°—;”] : (6.1.22)
Po Vs Vs
PoW 3 Pow 2\ % Pow 3
(1] (1] 0
= (22 14 (B Syl 1.
= (5) 10+ (37) ) - %] 129

6.2 MODOS HIDRODINAMICOS

Estudemos uma solugao?® das equagoes (6.1.2) a (6.1.5) para um sistema de vo-
lume infinito de modo que possamos definir as suas transformadas de Fourier:

p= /p‘ exp(—iq.x)dx,
b; = /v,1 exp(—iq.x)dx,
T = /Tl exp(—iq.x)dx,

§ = /s} exp(—iq.x)dx.

Utilizando a notacdo da figura 4 da segao anterior obtemos, do sistema de equa-
coes de campo (5.4.1) a (5.4.4) e om base nas equagdes (6.1), um sistema de equagdes,
o qual podemos escrever na forma compacta:

ov

- =MV, (6.2.1)

onde ¥ é o seguinte vetor:

(7 )
}’II
V11
V9
\I’ = A Y4
| (6.2.2)
3
S11

\ 512 /

20Em Résibois & Leener [23], pode ser encontrada, a solugao, em modos hidrodinamicos, das equacdes
de campo para gases monoatomicos.
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e a matriz M pode ser escrita:

([ 0 ipog 0 0 0 0 0 0 \
i 8(0 2 . 8:0
@), vt 00 ax(E) 0 0 0
0 e L 0 0 0 —2ig D
M 0 0 0 Zag 0 0 2ig2 0
- 0 :Dp 0 0 Drq 0 0 0
0 0 0 0 Beg+% 0 0
("o) D V0
0 ?o) e 0 0 SAgi+ N 0 0
1% 2,V
\ 0 0 -3 0 0 0 0 Sagi4n

Na obtengao do sistema de equagoes acima, utilizamos a relagao

0

ij qJ’

valida para as transformagoes de Fourier das fungdes f(x) definidas em um espago de
volume infinito, onde f(x) possua a propriedade de decrescer rapidamente para valores
grandes de x.

Esta relagao é facilmente obtida da definicio da transformada de Fourier para o
gradiente da fungao f(x):

[ G expliaxyax = [ LI . ig ),

e do teorema da divergéncia:

/3f(X) e;i)f—iq.X)dx = ff(x) exp(—iq.x)n;dS

onde n; é um vetor unitario normal ao elemento de area, dS, localizado no infinito.
Como a fungao f(x) decresce rapidamente para grandes valores de x, temos que a integral
fechada acima é nula,

CALCULO DOS AUTOVALORES

A solugao do sistema resulta da diagonilizagao da matriz M, que é nao-Hermitiana
e possui, portanto, autovetores a direita e a esquerda.

Mé = Ad, (6.2.3)
oM = Ag. (6.2.4)

Temos, porém, apenas um conjunto de autovalores, pois das equagoes seculares:

M — ATl =0,
A1 —M| =0, (6.2.5)

resulta ser A = A.
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As equagdes (6.2.5) nos fornecem ap6s manipulagées algébricas:

2
[M '(%"2 B A") (IZA Tt }7 2 )] [(Q”DT +An) (*i + Dvg*)n

0
) ) S (B
+ -~ + /\n I + - + An - 0- 6.26
(BP Tq oT 9 Po I Po ( )
Uma raiz da equagao é obvia:
1
e = —— (Dog® +18) . (6.2.7)

Po

Para se obter as outras raizes, devemos observar que as variaveis hidrodinamicas
sao validas para fenémenos que variam lentamente no espago, isto significa que os tinicos
coeficientes relevantes correspondem a pequenos valores de ¢, o que nos permite apro-
ximar ), como uma expansao polinomial?! em gq.

Ao = aoq + bog’. (6.2.8)

Substituindo esta forma em (6.2.6), obtemos:

0 D D 0
~il%%g 4 ( L~ tag - bnqz) (—A—q2 +25 a4 bnqz) =0
P Po Po

Po

ap'\°
¢*(Dr + @uq+bag®) [¢*(Dvby + b)) + g(Dvan + a; + 2anbs) + (_p—) L
T

dp
4+ (ang+ bo¢%)¢° sDp (g’j’:)o =0. (6.2.9)
Seja a quantidade:
T (%),
Cp —Cy = ;()—‘(_Q“L‘)‘:"

obtida por manipulacbes algébricas simples, da relagao de integrabilidade da equagao

de Gibbs:

(2),-3F-=(2))

e das definigoes:
oo (2
Po\oT

14
¢ = (QE)
vo\oT )

p

2'Termos de ordem igual ou superior a ¢® nio podem ser considerados, pois termos similares foram
desprezados nas equagdes de campo.
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Ao se Fazer os coeficientes das diferentes poténcias de g (de ordem igual e superior
a 3) iguais a zero, obtemos, das equagdes (6.2.9), os autovalores restantes:

A2 = Fic,g — T,¢%, (6.2.10)
D
hag = ———¢, (6.2.11)
Po
D
As = —ZLg?, (6.2.12)
Y
D
/\7'3 = -———éq2 (6213)
Po

CALCULO DOS AUTOVETORES

. Os autovetores ¢ e ¢, sao distintos e satisfazem a condigao de biortonormalidade
¢ ¢ = 1. Dados os autovalores )\,,, os sistemas de oito equagoes lineares e homogeéneas
(6.2.3) e (6.2.4), ficam imediatamente solucionados, no limite para g pequeno.

[ #o ) ()
:tCs +c T() (BDCCUV
1 0 1 0
_ 1\2 0 T L 2 0 .
ll_l:I(l) b2 = ('2';) Dp | }7]—% $12 = (27) 3}% ;o (6.2.14)
0 0
0 0
\ 0 ) \ 0 )
[ 0
0
11
A,Tg 2 O . - m .
hrr(l) ¢3 = <—) HE ll_rf(l)% = (m) 31_{1(1’ P3; (6.2.15)
0
0
\ 0/
(0)
0
.10
. ETo\? | 1 .7
lim ¢ = (Tn_) o | lméi= (kTO) lim ds; (6.2.16)
0
0
\ 0 )
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(P ()
0 0
0 0
) y—-1\2 0 .z y=1\2]| 0
_ (1! 6.2.17
ime= () |y [ me-(F) | 2|0 ee
0 0
0 0
\ 0 ) \ 0 )
(0
0
|0
kTo\2| 0 AT '
31_1;%%—(7) o |’ }Il_{}‘l)%-—(m)ll_%%, (6-2~18)
1
0
\ 0
(0
0
.10
. kTo\2 | 0 o= T\, .
0
1
\ 0/
(0
0
, 10
kTo\% ] 0 o (1Y, )
llnafﬁs—(T) E zl_l;f(l)%—(k—]b)ll_T%%, (6.2.20)
0
0
\ 1)

INTERPRETACAO DOS MODOS HIDRODINAMICOS

Os autovetores ¢ formam uma base, de modo que qualquer vetor?> ¥ possa ser
escrito:

Vo = D cnlt)bnm, (6.2.21)

n=1

onde c,(t) é o coeficiente de expansao da base.

22Estamos explicitando os somatérios devidos aos produtos internos entre matrizes, de modo que,
até o final deste capitulo, ndao mais utilizaremos a convenc¢ao de soma de Einstein.



42
Multiplicando & esquerda por @, e da condi¢io de biortonormalidade:

ca(t) =Y bum-Ym(2). (6.2.22)

m=1

Combinando (6.2.22) e (6.2.1), obtemos a forma explicita para os coeficientes de
expansao :

ca(t) = exp(Ant)ca(0). (6.2.23)

As equacgbes (6.2.21) e (6.2.23) nos fornecem:

U, (1) = Y exp(Ant)ca(0)Gnm- (6.2.24)

n=1

Finalmente, multiplicando a equagao (6.2.22), para t = 0, por ¢,k e substituindo
em (6.2.24), é imediato:

8 8

Ue(t) = D D exp(Ant)Pnm bk ¥m(0). (6.2.25)

m=1n=1

Portanto, a solugao para as equagoes de campo € uma superposigao dos oito modos
hidrodinamicos.

O significado destes modos, pode ser facilmente compreendido, ao retornarmos a
determinagio das varidveis macroscépicas em termos de seus valores iniciais, com o uso
da equagao (6.2.25):

(i) Densidade: )
(A(0) # 0, 9(0) = 0,7°(0) = 0 e 5(0) = 0).
ﬁ(t) = \pl(t) = z_: &n.]‘bn.] exp(’\nt)‘l‘l(O)’ (6226)

onde o indice 1 indica a linha das matrizes-coluna ¥, ¢, e ¢,, assim, expandindo o
somatorio:

A(t) = [9’31,1(?51,1 exp(Ait) + B21 021 exp(Aat) + 51651 exp(A5t)] p(0), (6.2.27)
substituindo os valores de ¢, ¢ e A, obtemos:

A(t) = p(0) [% cos(csqt) exp(—Tsg’t) + (1 — 7) exp (—

Ao q2t)} : (6.2.28)

PoCp

De modo analogo, determinaremos os campos escalares de velocidade e velocidade
de spin.

(ii) Velocidade linear longitudinal: )

By)(t) = 9(0) cos(csqt) exp(—Tsg*t). (6.2.29)
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(iii) Velocidade linear transversal:

((0) = 0, 3(0) =0, 511(0) # 0, 515(0) = 0, T(0) = 0 € 5(0) = 0).

011(t) = 014(0) exp [— (TO—:;ﬂ) qzt] . (6.2.30)

(iv) Velocidade de spin longitudinal:
(p(0) =0, 9(0) =0, T(0) = 0, 5,;(0) #0, $1,(0) =0 e 5,2(0) =0).

5(t) = 3(0) eXp{-;E[(zyf +309)¢? + 391}, (6.2.31)

(v) Velocidade de spin transversal:
(p(0) =0, 5(0) =0, T(0) =0, ;(0) =0, 511(0) # 0 e 312(0) =0 ).

§11(t) = 811(0) exp [- (-”1—+”—3) q2t] . (6.2.32)

Po

(vi) Entropia: A
(5(0) # 0, 5(0) = 0, 7(0) # 0 e 5(0) = 0).

Sendo a entropia funcao da densidade e da temperatura n = 7(p,T'), temos por
definigdo :

_ (o on
- (3) 4 (2)

e considerando a equagao de Gibbs:
Tdy = de + p'd (-1—) ,
p

obtemos:
t

¢ P
dn = —=dT + dp.
=7 T 2?

Tomando a transformada de Fourier (perto do equilibrio):

~ Cy 4 Pt a
=274 .
=gl 45—

Dadas as evolucoes de p e T, calculadas de modo semelhante aos itens anteriores
obtemos:

n(t) =1(0) exp [— (&) qzt] : (6.2.33)



7 CONCLUSAO

Obtivemos o tensor pressao total, p}; (equagdo (5.4.5)), o fluxo de spin total, m;
(equagdo (5.4.10)) e o fluxo de calor total, ¢/ (equagao (5.4.15)) em funcao dos campos
basicos e de seus primeiros gradientes, através da transigao de uma teoria de 29 campos
para uma de 8 campos basicos escalares.

Estas equagbes representam as equagoes constitutivas de um fluido polar e pos-
suem a mesma estrutura que as encontradas na teoria fenomenoldgica (veja [19] e [9)).

Encontramos duas solugbes para as equagdes de campo (5.4.1) a (5.4.4). Na pri-
meira, determinamos a propagaciao de ondas harmonicas planas de pequena amplitude,
que resultou em quatro modos de propagacao: 2 longitudinais e 2 transversais.

O primeiro deste modos, que associa os campos de densidade, velocidade longitu-
dinal e temperatura, é o modo dispersivo de propagacao do som.

No segundo modo longitudinal, determinamos a velocidade de propagacao e o
coeficiente de atenuagio do desvio do equilibrio da velocidade de spin longitudinal.
Observa-se que os modos transversais, que associam: v,; € Sj3; Vi € S;1, possuem a
mesma velocidade e o mesmo coeficiente de atenuacao . Uma analise desta solugao nos
mostra que, com exceg¢ao do primeiro modo, as velocidades de propagagao sio pequenas
comparadas com as fortes atenuagoes , isto €, esses modos sao de dificil propagacao.

A segunda solugao, modos hidrodinamicos, confirma a analise acima: Os autove-
tores nos mostram que os modos de densidade, velocidade linear longitudinal e tempe-
ratura estao acoplados. Estes modos propagam-se dispersivamente, enquanto os modos
restantes possuem apenas atenuacao.

Uma inspecao das equagdes (6.2.28) a (6.2.33) nos permite aferir que a densidade
evolui no tempo através de um duplo mecanismo de propagacao do som e da difusao do
calor, enquanto a velocidade linear longitudinal depende exclusivamente do mecanismo
de propagagao do som.

A velocidade linear transversal, por seu turno, depende dos coeficientes de viscosi-
dade de cizalhamento e rotacional e a velocidade de spin, depende além dos coeficientes
de viscosidade de gradientes de spin, do coeficiente de acoplamento da velocidade de
spin e da metade da vorticidade local da equagao (5.4.3).

Finalmente, observamos, que um desvio do equilfbrio da entropia do sistema
propaga-se em funcao da difusividade térmica e dos calores especfﬁcos, 0 que nos permite
caracterizar A5 como modo de difusao do calor.

Comparagoes com valores experimentais dos coeficientes de transporte e das ve-
locidades de propagacao dos modos acima descritos nao foram possiveis, porque nao
encontramos referéncias sobre estes dados.
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APENDICE A - TABELAS DE INTEGRAIS

FORMULAS EMPREGADAS NO CALCULO DOS MOMENTOS DA FUNCAO
DE DISTRIBUICAO E PRODUGOES

Seja ¢ um vetor do espago tridimensional V, entdo as seguintes férmulas sao
validas:

1
c: f(c? I 2 (.2
/V i f(¢t)de = 34, /V A f(F)de, (A.1)
1
/V icsercaf ()de = 1= (bisbra + 61854 + 8i651) /V A f(?)dc, (A.2)
/V cic;e,Cocpcy f(c?)de = %5(6,56,36,,(, + 8536,06p5 + 85605605 +

+6ir8sbpg + 8iriqbps + 6::855655 + 6i565, 659 + 6:56506,r +
+6i36jp6qr + 5ip5jr63q + 5ip6jq sT + 5ip6js6qr + 6|'q5jr6ps +
610856, + 6:46346,1) /V Sf(c?)de. (A.3)

O valor das integrais definidas:

[ émeac = VE@n—1) —ninye, (A.4)

A 2 2n

/°° cont1) gmec? g %!a—(nﬂ)’ (A.5)
0

pode ser encontrado em tabelas de integrais.

As seguintes formulas sao validas paran =0,1,2,3,... :

. 2r L .
/(g‘k) dk = ——9", (A.6)
n 2m n-1

/k;(g.k) dic = g™ g, (A7)
/k~k~( k)"dk = 2m "=2(g26,; + ngig;) (A.8)

L) g’ - (n+ 1)(n+3)g g 1] nglg] , *
/k-k-k( k)"dk = el "=3[g2(gibik +

1yl g. - (n+2)(n+4)g g9 \g: 7k

+9;6ik + gkbi;) + (n — 1)g:g,9x] , (A.9)
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2n

(n+1)(n+3)(n+5)
+6::655 + 6i56;1) + ng*(9:9;6, + (9:9-855 + (9:956;r +

[ kikikky (g k)"dk = 0"*lg* (6560 +

+(9;9r6is + (95956 + (9-956i5) + n(n — 2)9i9;9- 9] (A.10)
/kik-kkklkm(g.k)"dk = 27 9" {g*(gi(8ixbim +
! (n+2)(n+4)(n +6) R

+6;16km + 8;mbk1) + 9;(6ikbim + +6:6km + 6imbia) +

+9k(6i61m + 6065m + 6imbi1) + G1(8ikbim + 8i6km + Simbix) +

+9m (6:6k + bk + 8ikbjt) + (n + 1)9%(9:(9; 9k 6m +

+9;916km + 9;9mbki + Gk 9i6im + gkgmbit + 919mbjk) + Gk g1gmbi; +

+9;919m0ik + 9;9k9mbit + 9;9k916im) + (n — 1)(n — 3)9i9;9k919m }, (A.11)



APENDICE B - PROGRAMA MUSIMP

A seguir apresentamos o programa em linguagem MUSIMP utilizado para o

calculo dos termos constitutivos

Observe-se que na definicado das fungdes relativas as velocidades lineares e angu-
lares multiplicamos cada velocidade por (K + 1), de modo que a fungio C(i) define o
produto C;(K + 1), a funcio W2(L) define (W')*(K + 1)?, o produto das fungées C2()
* WL(i) representa C?W;(K + 1)® e assim por diante. Este nimero de (K + 1), supri-
midos no denominador das definigées das velocidades, deve ser dado como argumento

da fungao INTEGRAL.

Com este procedimento todos os cdlculos foram realizados com expressdes nao

fracionarias em (K + 1), facilitando o trabalho de integragao .

A fungao INTGK é€ a conjuncdo das tabelas de integrais em k e em ¢ dadas no

apéndice A.

FUNCTION INTEGRAL(ft,nck,expl,exp2,
% local % ind,fat,ff,t0,t1 %global:st %),

entrada(modo interativo): INTEGRAL(ft,nck,expl,exp2);
onde: ft - arquivo de saida = termo
nck - numero de (1+K) no denominador
expl - expressao das velocidades
exp2 - expressao da funcao de distribuicao
exemplo: termo pt(i,j)
INTEGRAL(pijt,1,a/2 X m k(j) * (CL(i) - C(i)), ff1);
====================================== == ====Y
expl: EXPAND(expl), st:(1+K) nck, fat: 0, POP(expl), POP(exp2),
LOOP
WHEN EMPTY(t0:POP(exp1)), EXIT,
BLOCK
WHEN (NOT FREE(t0,s)) AND (NOT ONE(QTY(tO,s)*FIRST(exp2))), EXIT,
BLOCK
WHEN FREE(tO0,s), ff:exp2 EXIT, f£:LIST(’1),
ENDBLOCK,
LOooP
WHEN EMPTY(t1:POP(ff)), EXIT,
ind:CONTA(t0*t1),
BLOCK
WHEN ODD (LENGTH(FIRST(ind))) OR ODD(LENGTH(SECOND(ind))) OR
ODD(LENGTH(THIRD(ind))) OR ODD(LENGTH(FIRST(NTHNODE(ind,6)))+
LENGTH(FIRST(NTHNODE(ind,7)))) EXIT,
fat: fat + INTEGR2(ind),
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
ENDBLOCK,
ENDLOQP,
expl: FACTOR(fat), GRAVA(ft,ft==expl),
ENDFUN$




FUNCTION CONTA(exp,%local:} var,ind,nv,ct,fd,tx,t1),
var:[Z,z,G,g,k,E,kg], nv:[0,0,0,0,0,0,1], POP(exp),
ind:[FALSE,FALSE,FALSE,FALSE,FALSE,FALSE,FALSE,1],
LOOP

WHEN EMPTY(tx:POP(exp)), EXIT,
ct:fd:1,
LOOP
WHEN (ct = 8), EXIT,
BLOCK
WHEN FREE(tx,var([ct]), ct:ct+1 EXIT,
fd4:2,
BLOCK
WHEN FIRST(tx) EQ ’~, nv[ct]:nv[ct]+THIRD(tx) EXIT,
nvlct]:nv[ct]+1,
WHEN FIRST(tx) EQ var([ct],
ind[ct] : APPEND(REST(tx) ,ind[ct]) EXIT,
ENDBLOCK,
ct:8,
ENDBLOCK,
ENDLOQP,
BLOCK
WHEN (fd=2), EXIT, ind[8]:ind[8]=*tx,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
LIST(ind[1],ind[2],ind[3],ind[6],ind[8],ind[4],ind[5],
nv(7],nv([4] ,nv[1],nv[2],nv[3]),
ENDFUN$

FUNCTION QTY(exp,var,’ local variable % t0,11),
11:0, POP(exp),
LOOP
WHEN EMPTY(t0:POP(exp)), 11 EXIT,
BLOCK
WHEN FREE(tO,var), EXIT,
WHEN FIRST(t0) EQ ’~ , 11:11+THIRD(t0) EXIT,
11:11+1,
ENDBLOCK
ENDLOQP
ENDFUN$

FUNCTION C(ind),
(G(ind) - g(ind)/2)* (K+1)/K
ENDFUN$

FUNCTION W(ind),
(Z(ind) - z(ind)/2) * (K+1)/K
ENDFUN$

48



49

FUNCTION CL(ind),

WHEN ind='1i,

C(i) + (g(i)-a E(i,ia,ib) k(ia)*(Z(ib)+s(ib))+
1/K k(i) kg) EXIT,
C(ind) + (g(ind)-a E(ind,ic,id) k(ic)*(Z(id)+s(id))+
1/K k(ind) kg)

ENDFUN$

FUNCTION WL(ind),
W(ind)-2/a/K E(ind,ja,jb) k(ja) g(jb) - 2/K k(ind) k(ja)
* (Z(ja)+s(ja)) + 2/K * (s(ind) + Z(ind)),
ENDFUN$

FUNCTION C2(ind),
WHEN ind='L,
CL(ih)*(C(ih) + (g(ih)-a E(ih,im,in) k(im)*(Z(in)+s(in))
+1/K k(ih) kg)) EXIT,
(G"2 - G(ih) g(ih) + 1/4 g~2) * ((K+1)/K)"2
ENDFUN$

FUNCTION W2(ind),
WHEN ind='L,

9 Z°2/K"2 + 6 Z°2/K + 1/4 z°2/K"2 + 4 g~2/(a"2 K~2)

+272/(2 K) + Z°2 - Z(ih) z(ih) + 1/4 z°2

- 4/K Z(ih) z(ih) + 4/K Z(ih) s(ih)

- 4/(K"2 a”2) g(ja) k(ja) g(jb) k(jb)

- 12/(a K"2) E(ih,ja,jb) Z(ih) k(ja) g(jb)

+ 8/(a K°2) E(ih,ja,jb) Z(im) k(ja) g(jb) k(im) k(ih)

- 8/(a K"2) E(ih,ja,jb) s(ih) k(ja) g(jb)

+ 8/(a K°2) E(ih,ja,jb) s(im) k(ja) g(jb) k(im) k(ih)

+ 2/(a K*2) E(ih,ja,jb) z(ih) k(ja) g(jb)

- 4/(a K) E(ih,ja,jb) Z(ih) k(ja) g(jb)

+ 2/(a K) E(ih,ja,jb) z(ih) k(ja) g(jb)

- 8/K~2 Z(ja) Z(jb) k(ja) k(jb) - 4/K Z(ja) Z(jb) k(ja) k(jb)
12/K~2 Z(ja) s(jb) k(ja) k(jb) - 4/K Z(ja) s(jb) k(ja) k(jb)
12/K"2 Z(ja) s(ja) - 3/K"2 Z(ja) z(ja)

+ 2/K~2 Z(ja) z(jb) k(ja) k(jb) + 2/K Z(ja) z(jb) k(ja) k(jb) EXIT,

(Z°2 - Z(ih) z(ih) + 1/4 2z72) * ((K+1)/K)"2
ENDFUN$

+ 1

f£1:EXPAND(1+ p(jm,jt)/2/ro *(m/KT)"2 *(2 G(jm) G(jt)+ g(jm) g(jt)/2)+
wt/2/ro * (m/KT)"2 * (2 G2 + g~2/2 - 2 I/m 2°2 - I/m/2 2z"2)+
ms(jm,jt)/ro * (m/KT)"2 I/m * (2 Z(jm) G(jt) + z(jm) g(jt) /2)+
q(jm)/ro * (m/KT)"2 * (2 G(jm) * ((m/S5/KT)*(G"2+g~2/4)-1) +
(m/5/KT) * G(jt) g(jt) g(jm))+
h(jm)/ro * (m/KT)"2 * (2 G(jm) * ((I/3/KT)*(Z"2+2"2/4)-1) +
(I/3/KT) * Z2(jt) z(jt) g(Gm)))$



ff1II: LIST(’1,’1)$

FUNCTION Dff (ex0),
EXPAND( - m/KT/T g(jm) G(jm) DT(ex0)
- I/KT/T Z(jm) z(jm) DT(ex0) -
n/KT g(jm) Dv(jm,ex0) - I/KT z(jm) Ds(jm,ex0) -
(m/KT)"2/2/ro Dp(jm,jt,ex0) * (G(jm) g(jt)+G(jt) g(jm)) -
(m/KT)"2/ro Dwt(ex0) * (G(jm) g(jm) - I/m Z(jm) z(jm)) -
(m/KT)~2 I/m/ro Dms(jm,jt,ex0)*(Z(jm) g(jt)+G(jt) z(jm))-
(m/KT)"2/ro Dq(jm,ex0) * (m/5/KT * ( 2 G(jt) G(jm) g(jt) +
G2 g(jm) + g2 g(jm)/4 ) - g(jm)) -
(m/KT)"2/ro Dh(jm,ex0) * (I/3/KT * ( 2 Z(jt) z(jt) G(jm) +
2°2 g(jm) + 2°2 g(jm)/4 ) - g(Gm)))
ENDFUN$

FUNCTION DffII(ex0),
EXPAND( - m/KT/T g(jm) G(jm) DT(ex0)
- I/KT/T 2(jm) z(jm) DT(ex0) -
m/KT g(jm) Dv(jm,ex0) - I/KT z(jm) Ds(jm,ex0))
ENDFUN$

FUNCTION INTEGR2(ind,% local:) cont,expi,ll,
12,in1,in2,t1,t2,cte,nn,13),
cont:11:inl1:1,
LOOP
WHEN (11=4) , EXIT,
12:LENGTH(in2:CUT(POP(ind))),
11:11+1,
in1:in1/DF(12+1),
BLOCK
WHEN ZERO(12), EXIT,
WHEN 12=4, in1: ini * B4(in2) EXIT,
WHEN 12=6, ini: in1l * B6(in2) EXIT,
t1:POP(in2),
t2:POP(in2),
BLOCK
WHEN t1 EQ t2, inl:in1 * 3 EXIT,
WHEN NOT FREE(ind,t1), ind:SUB(ind,t1,t2) EXIT,
WHEN NOT FREE(ind,t2), ind:SUB(ind,t2,t1) EXIT,
in1: inl * delta(ti,t2),
ENDBLOCK,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
12:LENGTH(in2:POP(ind)),
BLOCK
WHEN ZERO(12), cte:1i, EXIT,
WHEN 12=3, cte:E(POP(in2),POP(in2),POP(in2)) EXIT,
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cte:EPSILON(in2)
ENDBLOCK,
cte: 2 pi cte inil INTGK(POP(ind),POP(ind),POP(ind),nn:POP(ind)),
nn:nn+POP(ind),
BLOCK
WHEN EVEN(nn), t1:(2 pi)~(3/2) DF(nn+1)
* (2 KT/m) " ((nn+3)/2) EXIT,
nn: (nn+1)/2,
t1: 2 pi nn! * (4 KT/m) " (nn+1),
ENDBLOCK,
t1:a"2 ctex(ro/m)~2/((2 pi KT)"6)*(pi~(9/2)) =
DF((11:POP(ind))+1) * DF((12:POP(ind))+1)
* DF((13:POP(ind))+1) * t1*((1/2)"((11+12+13)/2))
* ((KT/I)"((1143)/2))*(4 KT/I)"((12+3)/2) *
((KT/m)~((13+3)/2)) m~3 I"3,
SIMPLEp(t1),

ENDFUN$

FUNCTION SIMPLEp(expil,t0,fat),

fat:0, expl: EXPAND(expl),

BLOCK
WHEN SUM(exp1), POP(expl) EXIT,
expl: LIST(expl),

ENDBLOCK,

LOOP
WHEN EMPTY(t0:POP(exp1)), fat EXIT,
fat: fat + SIMPLEs(t0),

ENDLOOP

ENDFUN$

FUNCTION SIMPLEs(exp,fat,ind,t0),
WHEN FREE(exp, ’delta),
EVAL(FCTR(3/2 CORTA(exp)*(K nck) m/(pi X ro a~3))) EXIT,
POP(exp), fat:1, ind:FALSE,
LOOP
WHEN EMPTY(t0:POP(exp)), EXIT,
BLOCK
WHEN FREE(t0,’delta), fat:fat * t0 EXIT,
WHEN FIRST(t0) EQ ’~, fat: 3 * fat EXIT,
PUSH(SECOND(t0) ,ind),
PUSH(THIRD(t0),ind),
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
EVAL (FCTR(CORTA (CONTRACT (CONCATEN (ind,LIST(fat))))
* 3/2 * (K°nck) m/(pi X ro a"3))),

ENDFUN$



FUNCTION DF(nn),
WHEN ONE(nn), 1 EXIT,
nn*DF (nn-2),

ENDFUN$

FUNCTION CUT(ind,%local:% tO,fat),
WHEN (LENGTH(ind) < 2) OR ATOM(ind), ind EXIT,
ind:FCTR(PUSH(’*,ind)),
WHEN (POP(ind) EQ ’~) , FALSE EXIT,
fat:FALSE,
LOOP
WHEN EMPTY(t0:POP(ind)), fat EXIT,
BLOCK
WHEN FIRST(t0) EQ ’~, EXIT,
PUSH(t0,fat),
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
BLOCK
WHEN ONE(LENGTH(fat)), POP(fat) EXIT,
fat,
ENDBLOCK
ENDFUN$

FUNCTION B4(iaux,%local:% uil,u2,u3,ud),
CONTRACT(LIST(ul:POP(iaux), u2:POP(iaux), u3:POP(iaux),
u4:POP(iaux),1)) + CONTRACT(LIST(uil,u3,u2,u4,1)) +
CONTRACT(LIST(u1,u4,u2,u3,1)),
ENDFUN$

FUNCTION B6(iaux,%local:% uil,u2,u3,u4,u5,u6),
delta(ul:POP(iaux),u2:POP(iaux)) B4(iaux) +
delta(ul,u3:POP(iaux)) B4(CONCATEN(LIST(u2),iaux)) +
delta(ul,u4:POP(iaux)) B4(CONCATEN(LIST(u2,u3),iaux)) +
delta(ul,u5:POP(iaux)) B4(LIST(u2,u3,u4,u6:POP(iaux))) +
delta(ul,u6) B4(LIST(u2,u3,u4,us)),

ENDFUN$

FUNCTION INTGK(cte,ing,ink,nn,%local:% 1k,lg,t1,t2,ul,u2,u3,ud),
ink:CUT(ink),
ing:CUT(ing),
BLOCK
WHEN ATOM(ink) AND NOT(NOT(ink)), ink:LIST(ink) EXIT,
ENDBLOCK,
BLOCK
WHEN ATOM(ing) AND NOT(NOT(ing)), ing:LIST(ing) EXIT,
ENDBLOCK,
1k :LENGTH(ink),
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1g:LENGTH(ing),

WHEN ZERO(1k+lg), cte/(nn+1) EXIT,

WHEN ZERO(1lk) AND (1g=2),
1/3/(nn+1) CONTRACT(LIST(POP(ing),POP(ing),cte)) EXIT,

WHEN ZERO(1k) AND (1g=4), cte/(nn+1)/15 B4(ing) EXIT,

WHEN ZERO(1k) AND (1g=6), cte*B6(ing)/(nn+1)/105 EXIT,

WHEN ONE(1g*1lk), cte/3/(nn+2)* delta(POP(ing),POP(ink)) EXIT,

WHEN ONE(1k) AND (1g=3),
cte*B4 (CONCATEN(ink,ing))/(nn+2)/15 EXIT,

WHEN ONE(1k) AND (1g=5),
cte*B6 (PUSH(POP(ink),ing))/(nn+2)/105 EXIT,

WHEN (1k=2) AND ZERO(1lg),
1/3/(nn+1) CONTRACT(LIST(POP(ink),POP(ink),cte)) EXIT,

WHEN (1k=2) AND (1g=2), cte/(nn+1)/(nn+3) *
(CONTRACT(LIST(t1:POP(ing),t2:POP(ing),
ul:POP(ink) ,u2:POP(ink),1))/3
+ nn/15 * B4(LIST(t1,t2,u1,u2))) EXIT,

WHEN (1k=2) AND (1g=4), cte/(nn+1)/(nn+3) *
(CONTRACT(LIST(ul:POP(ink),u2:POP(ink),B4(ing)))/15
+ nn/105 * B6(CONCATEN(LIST(ul,u2),ing))) EXIT,

WHEN (1k=3) AND ONE(1lg),
cte*B4 (PUSH(POP(ing),ink))/(nn+2)/15 EXIT,

WHEN (1k=3) AND (1g=3), cte:cte/15/(nn+2)/(nn+4) x*
(CONTRACT(LIST(ul:POP(ink),u2:POP(ink),

B4 (CONCATEN (LIST (u3:POP(ink)),ing))))+
CONTRACT (LIST(u2,u3,B4 (CONCATEN(LIST(ul),ing)))) +
CONTRACT(LIST(ul,u3,B4 (CONCATEN(LIST(u2),ing)))) +
(nn-1)/7 * B6(CONCATEN(LIST(ul,u2,u3),ing))) EXIT,

WHEN (1k=3) AND (1g=5) AND (nn = 1), cte:cte/(15 * 105) *
(delta(u1:POP(ink),u2:POP(ink))

B6 (CONCATEN (LIST(u3:POP(ink)),ing))+
delta(u2,u3) B6(CONCATEN(LIST(ul),ing)) +
delta(ul,u3) B6(CONCATEN(LIST(u2),ing))) EXIT,

WHEN (1k=4) AND ZERO(1lg), cte/(nn+1)/15 B4(ink) EXIT,

WHEN (1k=4) AND (1g=2), cte/(nn+1)/(nn+3)/(nn+5) *
(CONTRACT(LIST(t1:POP(ing),t2:POP(ing),B4(ink)))/3+(nn/15)*
(CONTRACT(LIST(ul:POP(ink),u2:POP(ink),

B4 (CONCATEN(LIST(t1,t2),ink))))+
CONTRACT (LIST(u3:POP(ink) ,u4:POP(ink),
B4(LIST(t1,t2,ul,u2)))) +
CONTRACT (LIST(u2,u4,B4(LIST(t1,t2,u1,ul)))) +
CONTRACT(LIST(u2,u3,B4(LIST(t1,t2,ul,ud)))) +
CONTRACT(LIST(u1,u4,B4(LIST(t1,t2,u2,u3)))) +
CONTRACT(LIST(u1,u3,B4(LIST(t1,t2,u2,ud)))))+
nn * (nn-2)/105 * B6(LIST(t1,t2,ul,u2,u3,u4))) EXIT,
WHEN (1k = 5), cte/105/(nn+2) * B6(PUSH(POP(ing),ink)) EXIT,
ENDFUN$
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FUNCTION p(x,y,% local variable % ind),
WHEN x=y, O EXIT,
ind:xx*y,
POP(ind),
LIST(’p,POP(ind),POP(ind))
ENDFUN$

FUNCTION Dp(x1,x2,x3,% local variable % ind),
WHEN x1=x2, 0 EXIT,
ind :x1*x2,
POP(ind),
LIST(’Dp,POP(ind),PDP(ind),x3),
ENDFUN$

FUNCTION delta(x,y,%local:%ind),
WHEN (x EQ y), 3 EXIT,
ind:x*y, POP(ind),
LIST(’delta,POP(ind),POP(ind)),
ENDFUN$

UNCTION E(x1,x2,x3,% local variable % ind,t1,t2,t3),
WHEN (x1=x2) OR (x1=x3) OR (x2=x3), 0 EXIT,
ind: x1*x2*x3,POP(ind),t1:POP(ind),t2:POP(ind),t3:POP(ind),
BLOCK
WHEN ((t1=x2) AND (t2=x1)) OR ((t1=x3) AND (t3=x1))
OR ((t2=x3) AND (t3=x2)),
(-1)* LIST(’E,t1,t2,t3) EXIT,
LIST(’E,t1,t2,t3)
ENDBLOCK
ENDFUN$

FUNCTION EPSILON(ind,% local variable % t1,t2,t3,ul,u2,u3,v1,1T),
t1:POP(ind),t2:POP(ind),t3:POP(ind),
WHEN (t1 EQ t2) OR (t1 EQ t3) OR (t2 EQ t3), 0 EXIT,
ul:POP(ind),u2:POP(ind) ,u3:POP(ind),
WHEN (u1l EQ u2) OR (u1l EQ u3) OR (u2 EQ u3), 0 EXIT,
BLOCK
WHEN EMPTY(v1:POP(ind)), 1T:1 EXIT,
1T:E(v1,POP(ind),POP(ind)),
ENDBLOCK,
CONTRACT(LIST(t1,ul,t2,u2,t3,u3,1T)) +
CONTRACT(LIST(t2,u1,t3,u2,t1,u3,1T)) +
CONTRACT(LIST(t3,u1,t1,u2,t2,u3,1T)) -
CONTRACT(LIST(t3,u1,t2,u2,t1,u3,1T)) -
CONTRACT(LIST(t2,ul,t1,u2,t3,u3,1T)) -
CONTRACT(LIST(t1,u1,t3,u2,t2,u3,1T)),
ENDFUN$



FUNCTION CONTRACT(ind,% local:¥% t1,t2,fat),
fat:1,
LOOP
WHEN EMPTY(t1:POP(ind)), EVAL(fat) EXIT,
t2:POP(ind),
BLOCK
WHEN NOT (ind), fat:fat*ti, EXIT,
BLOCK
WHEN NOT FREE(ind,t1), ind:SUB(ind,t1,t2) EXIT,
WHEN NOT FREE(ind,t2), ind:SUB(ind,t2,t1) EXIT,
fat: fat delta(ti,t2),
ENDBLOCK
ENDBLOCK
ENDLOOP
ENDFUN$

FUNCTION FACTOR(exp,%local:) ttO,listal,lista2,lista3,fatt2,
fatt3,t1,ttl,trm,num % global: fatt %),
listal: LIST(wt(0),s(1),DT(1),Dwt(1),q(1),h(1),Dq(2),Dh(2),
ms(2),Dv(2),Ds(2),p(2),Dp(3),Dms(3),LIST(’E,3),delta(3)),
lista2: LIST(i,j,1l,r,n), fatt2:fatt:EXPAND(exp),
NUMNUM:0, NUMDEN:0, DENNUM:0, DENDEN:0, fatt3:0,
LOOP
WHEN EMPTY(t1:POP(listal)),
X b ro * EVSUB(fatt3,a"2,4 I/m/K) EXIT,
trm:POP(t1), num:POP(t1),
BLOCK
WHEN FREE(fatt,trm), EXIT,
BLOCK
WHEN ZERO(num), fatt3: fatt3 +
FACT2(fatt2,trm), fatt2: fatt EXIT,
WHEN ONE(num), nc:1,
LOOP
WHEN nc = 6, EXIT,
tt1: LIST{(trm,FIRST(NTHNODE(lista2,nc))),
nc: nc + 1,
fatt3: fatt3 + FACT2(fatt2,ttl), fatt2: fatt,
ENDLOOP EXIT,
WHEN (num = 2), nl:1,
LOOP
WHEN nl = 6, EXIT, nc:1,
LOOP
WHEN nc = 6, EXIT,
tt1:LIST(trm,FIRST(NTHNODE(lista2,nc)),
FIRST(NTHNODE(lista2,nl))), nc:nc+il,
fatt3:fatt3 + FACT2(fatt2,tt1), fatt2:fatt,
ENDLOOP,
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nl:nl+1,
ENDLOOP EXIT,
WHEN (num = 3),
BLOCK
WHEN (trm EQ ’‘Dms),
lista3:LIST(Dms(i,r,n), Dms(r,i,n), Dms(r,n,i),
Dms(i,r,r), Dms(r,r,i), Dms(r,i,r),
Dms(j,r,n), Dms(r,j,n), Dms(r,n,j)) EXIT,
WHEN (trm EQ 'Dp),
lista3:LIST(Dp(i,r,n),Dp(r,j,n),Dp(r,1,n),Dp(i,r,r))
EXIT,
WHEN (trm EQ ’E), lista3:LIST(E(i,j,1)) EXIT,
WHEN (trm EQ ’delta), lista3:LIST(delta(i,j)) EXIT,
ENDBLOCK,
LOOP
WHEN EMPTY(tt1: POP(lista3)), EXIT,
fatt3: fatt3 + FACT2(fatt2,ttl), fatt2: fatt,
ENDLOOP EXIT,
ENDBLOCK,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
ENDFUN$

FUNCTION FACT2(fatt2,tt1,t0,cont,fat2,st2
%global: fatt,st,fatev % ),
WHEN FREE(fatt2,tt1), O EXIT,
BLOCK
WHEN SUM(fatt2), POP(fatt2) EXIT,
fatt2: LIST(fatt2),
ENDBLOCK,
fat2:0,
LOOP
WHEN EMPTY(tO:POP(fatt2)), EXIT,
BLOCK
WHEN FREE(tO,tt1), EXIT,
fat2: fat2 + FACT3(t0), fatt: fatt - tO,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
cont : 3,
LOOP
WHEN ZERO(PREM(fat2, (1+K) “cont,K)), EXIT,
cont : cont - 1,
ENDLOOP,
fat2: PQUOT(fat2, (1+K) “cont,K), st2: PQUOT(st, (14K) “cont,K),
fatev: FCTR(fatev * fat2),
fatev/st2,
ENDFUN$
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FUNCTION FACT3(t0,%local:% t1,fatl,fat2 % global: fatev %),
fatev:1, POP(t0), fat1:1,
LOOP
WHEN EMPTY(t1:POP(t0)), fatl EXIT,
BLOCK
WHEN INTEGER(t1) OR INTEGER(SECOND(t1)) OR NOT(FREE(t1,K)),
fatl: fatl * t1 EXIT,
fatev:fatev * t1,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
ENDFUN$

B:’B$

FUNCTION CORTA(FF,fat,t1,tm,ul,u2,u3,vi,v2),
WHEN ZERO(FF), 0 EXIT,
fat:1, POP(FF), FF:SUB(FF,KT"(1/2),( pi m T)"(1/2) a/B),
LOOP
WHEN EMPTY(t1:POP(FF)), SUB(fat,’I, a2 m/4 K) EXIT,
BLOCK
WHEN NOT FREE(t1,’E),
POP(t1),u1:POP(t1),u2:POP(t1),u3:POP(t1),
BLOCK
WHEN NOT FREE(FF,'’p), ind:INDICES(FF),
BLOCK
WHEN (NOT(FREE(ind,u1)) AND NOT(FREE(ind,u2))) OR
(NOT(FREE(ind,u1)) AND NOT(FREE(ind,u3))) OR
(NOT(FREE(ind,u2)) AND NOT(FREE(ind,u3))),
fat:0 EXIT,
ENDBLOCK EXIT,
ENDBLOCK,
ctr:0,
BLOCK
WHEN NOT FREE(FF,ul), ctr: ctr + 1 EXIT,
ENDBLOCK,
BLOCK
WHEN NOT FREE(FF,u2), ctr: ctr + 2 EXIT,
ENDRLOCK,
BLOCK
WHEN NOT FREE(FF,u3), ctr: ctr + 4 EXIT,
ENDBLOCK,
BLOCK
WHEN ctr = 0, fat: fat * LIST(’E,ul,u2,u3) EXIT,
WHEN ctr = 1, FF: EVSUB(FF,ul,r),
fat: fat * E(r,u2,u3) EXIT,
WHEN ctr = 2, FF: EVSUB(FF,u2,r),



fat: fat * E(ul,r,u3) EXIT,
WHEN ctr = 3, FF: EVSUB(FF,ul,r),

FF: EVSUB(FF,u2,n),

fat: fat * E(r,n,u3) EXIT,
WHEN ctr = 4, FF: EVSUB(FF,u3,r),

fat: fat * E(ul,u2,r) EXIT,
WHEN ctr = 5, FF: EVSUB(FF,ul,r),

FF: EVSUB(FF,u3,n),

fat: fat * E(’r,u2,n) EXIT,
WHEN ctr = 6, FF: EVSUB(FF,u2,r),

FF: EVSUB(FF,u3,n),

fat: fat * E(ul,r,n) EXIT,

ENDBLOCK EXIT,

WHEN NOT (FREE(t1,’ms) AND FREE(tI,’Dq) AND FREE(t1,’Dv)
AND FREE(t1,’Ds) AND FREE(t1,’Dh)) ,
tm:POP(t1),ul:POP(t1),u2:POP(t1),
ind: ul * u2,POP(ind),v1:POP(ind),

BLOCK

WHEN (ul EQ u2), fat: fat * LIST(tm,r,r) EXIT,
WHEN (ul EQ v1) OR FREE(fat,'’E),
fat: fat * LIST(tm,ul,u2) EXIT,
WHEN FREE(fat,ul) OR FREE(fat,u2),
fat:fat * LIST(tm,u1,u2) EXIT,
fat: fat * (-1) * LIST(tm,u2,ul),

ENDBLOCK EXIT,

WHEN NOT (FREE(t1,’Dms) AND FREE(tl,’Dp)),
tm:POP(t1) ,ul:POP(t1),u2:POP(t1),u3:POP(t1),

BLOCK

WHEN (ul EQ u2), fat: fat * LIST(tm,r,r,u3) EXIT,
WHEN (ul EQ u3), fat: fat * LIST(tm,r,u2,r) EXIT,
WHEN (u2 EQ u3), fat: fat * LIST(tm,ul,r,r) EXIT,
ctr:0,
BLOCK

WHEN (ul EQ ’i) OR (ul EQ ’j) OR (ul EQ ’1), ctr:ctr+1

ENDBLOCK,
BLOCK

EXIT,

WHEN (u2 EQ ’i) OR (u2 EQ ’j) OR (u2 EQ ’1), ctr:ctr+2 EXIT,

ENDBLOCK,
BLOCK

WHEN (u3 EQ ’i) OR (w3 EQ ’j) OR (u3 EQ ’1), ctr:ctr+4 EXIT,

ENDBLOCK,
BLOCK
WHEN FREE(fat,’E), fat:fat*LIST(tm,ul,u2,u3) EXIT,

WHEN (ctr=1), ind:u2*u3, POP(ind), v1:POP(ind), v2:u2 EXIT,
WHEN (ctr=2), ind:ul*u3, POP(ind), v1:POP(ind), v2:ul EXIT,
WHEN (ctr=4), ind:uil*u2, POP(ind), v1:POP(ind), v2:ul EXIT,

fat:fat*LIST(tm,ul,u2,u3),
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ENDBLOCK,
BLOCK
WHEN (vi EQ v2), fat:fat*LIST(tm,ul,u2,u3) EXIT,
WHEN (ctr = 1), fat:fat*(-1)*LIST(tm,ul,u3,u2) EXIT,
WHEN (ctr = 2), fat:fat*(-1)*LIST(tm,u3,u2,ul) EXIT,
WHEN (ctr = 4), fat:fat*(-1)*LIST(tm,u2,ul,u3) EXIT,
ENDBLOCK,
ENDBLOCK EXIT,
fat: fat * ti,
ENDBLOCK,
ENDLOOP,
ENDFUN$

FUNCTION INDICES(FF,%local:¥ tO0),
LOOP
WHEN NOT FREE(tO:POP(FF),’p), REST(t0) EXIT,
ENDLOOP
ENDFUN$

FUNCTION GRAVA lista,
WRS(POP(lista),’RES,’C,TRUE),
LOOP

WHEN EMPTY (lista),

WRS() EXIT,
PRTMATH(POP(lista)),
NEWLINE(2)

ENDLOOP

ENDFUN$

RDS()$
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