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Resumo

Motivados pela definicao de t-estruturas proposta por Beilinson e Bernstein e
Deligne em [BBDS&2], apresentamos a construgao de categorias abelianas a partir de uma
categoria triangulada. Além disso, a partir do trabalho de Keller-Vossieck [KV88b], es-
tudaremos compatibilidade entre t-estruturas limitadas. Para isso, estabelecemos inici-
almente algumas propriedades elementares das categorias trianguladas introduzidas por

Verdier em [Ver96]. Logo estudaremos as t-estruturas na categoria derivada.

Palavras-chave: categoria triangulada, t-estruturas, aisles, categoria derivada.
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Abstract

Motivated by the definition of t-structures proposed by Beilinson, Bernstein and
Deligne in [BBDS82|, we present a construction of abelian categories from a triangulated
category. In addition to that, we study the compatibility between bounded t-structures
as seen in Keller-Vossieck [KV88b]. In order to do so, we first establish some basic pro-
perties of the triangulated categories introduced by Verdier [Ver96], then we study the

t-structures in a derived category.

Keywords: triangulated category, t-structures, aisles, derived category.
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Introducao

Tendo as suas origens em geometria e topologia algébrica, as categorias trian-
guladas foram introduzidas em meados dos anos 1960 por Jean-Louis Verdier em sua
tese doutoral, ver [Ver96]. Hoje em dia existem aplicagoes importantes de categorias tri-
anguladas em areas como geometria algébrica, topologia algébrica, algebra comutativa,
geometria diferencial e teoria de representacao.

Uma descoberta importante em dlgebra homoldgica na década de oitenta foi o fato
de as categorias derivadas de duas categorias abelianas absolutamente diferentes poderem
ser equivalentes como categorias trianguladas. Neste trabalho, descrevemos uma abor-
dagem axiomatica do problema e estudaremos uma técnica que iranos permitir construir
subcategorias abelianas dentro de uma mesma categoria triangulada. Essa axiomaticao
¢ chamada de o formalismo das t-estruturas, as quais foram introduzidas por Beilinson,
Bernstein e Deligne [BBD82|. Além disso, estudaremos as t-estruturas no casso particular
das categorias derivadas. Mais especificamente, temos que os axiomas de uma t-estrutura
formalizam a seguinte situacdo: Seja &/ uma categoria abeliana e ¥ = 2*(&/) sua cate-
goria derivada. Denote Z=" (respectivamente 2=") a subcategoria plena de 2 formada
pelos complexos K* com H'(K*®) = 0 para i < n (respectivamente Para i > n). Pela Pro-
posigao[2.14} a subcategoria plena 22°( 2= (chamada de categoria dos H°— complexos)
coincide com &; mais explicitamente, o functor & — 22°( 2=" ¢ a equivaléncia de
categorias. Acontece que para provar que a interseccio 2=° (| 2=" ¢ abeliana precisamos
apenas das propriedades formais que apresentamos em [3.1] Desta maneira resulta claro
que cada categoria abeliana pode ser entendida como o coragao de uma t-estrutura na
sua categoria derivada. A questao de quais categorias abelianas podem ser dadas como
coragoes de t-estruturas sobre uma categoria derivada fixa, nao foi abordada neste traba-
lho, e pode ser encontrada em [LV12]. Outra questao interessante é comparar categorias
abelianas que tem as mesmas categorias derivadas, isto é estudado por Keller e Vossieck
em [KV88b], no qual se coloca o seguinte problema:

Dadas duas categorias trianguladas &7 e %, tais que existe uma equivaléncia
triangulada ® : 2°(o) — 2°(%B). Temos em Z°(«/) uma t-estrutura natural cujo
coracao é «/. Analogamente em 2°(%). Pela equivaléncia triangulada, esta t-estrutura
em 2°(A) pode ser olhada como uma t-estrutura em 2°(<7). O que objetivo do conceito
de compatibilidade de t-estruturas é comparar duas t-estruturas que alguma forma retém

informacoes sobre os objetos de 2°(7). Estas informacdes ora estdo codificadas pela



Introdugao 2

t-estrutura natural de 2°(<), ora pela t-estrutura natural de 2°(%) que foi levada para
9° () pelo funtor .

O objetivo deste trabalho ¢é fornecer as condigoes béasicas necessarias para o leitor
interessado em compreender o tema. Para isso, buscamos apresentar a definicao classica
de t-estrutura e sua versao moderna que sao os ailes introduzidos por Keller-Vossieck.
Além disso, como estamos bastante interessados na compreensao de compatibilidade em
t-estruturas, fizemos uma secao de aplicacoes provando os principais resultados sobre o
mesmo. Note que a maior parte do que encontramos sobre este tema nao estavam prova-
dos e apresentamos aqui os resultados com as respectivas provas, assim apresentamos por
exemplo o teorema |3.48 o qual nao aparece na bibliografia existente. Por conseguinte, os
temas neste trabalho estao dispostos da seguinte maneira: no primeiro capitulo, sao apre-
sentados os axiomas e as propriedades basicas de Categorias Trianguladas, além de outras
definic¢oes e resultados necesséarios nos capitulos seguintes. O segundo capitulo é dedicado
a construcao da t-estrutura natural numa categoria derivada e suas propriedades as quais
serviram de modelo para formular o conceito de t-estrutura em categorias trianguladas,
e que iremos apresentar no terceiro capitulo, mais ainda, nesse mesmo capitulo iremos

demonstrar as seguintes proposicoes:

e O coracao da t-estrutura numa categoria triangulada é uma categoria abeliana.

e A composigao dos funtores de truncamento definem um funtor cohomolégico, isto €,

a cada triangulo distinguido faz corresponder uma sequéncia longa de cohomologia.

O funtor de cohomologia resulta ser de grande utilidade no estudo das t-estructuras, pois
dito funtor descreve completamente os morfismo e os objetos no caso que a t-estructura é
nao degenerada, neste caso iremos demonstrar que: Um morfismo na categoria triangulada
é um isomorfismo nela, se e somente se, o funtor de cohomologia induz um isomorfismo
no coracao da t-estructura. Além disso o funtor de cohomologia permite-nos descrever os
objetos que pertencem a t-estructura em termos das cohomologias nulas do objeto.

O quarto e ultimo capitulo é destinado a um estudo de Aisles e provaremos que a
fungao (D=9, D=%) — D=Y ¢ uma bijecao entre o conjunto de t-estruturas na categoria
triangulada e o conjunto de Aisles da mesma categoria. Além do mais, caraterizaremos
um aisle como uma subcategoria estritamente plena % que é fechada por translacoes po-
sitivas e na qual para cada objeto, existe um triangulo distinguido cujo primeiro elemento
pertencem a %, o segundo elemento é o préprio objeto e o terceiro pertence a categoria
ortogonal direita de % .

Finalmente, consideramos o conceito de t-estruturas compativeis. Dadas duas
t-estruturas dizemos que a primeira compativel com a segunda se a primeira coordenada
da primeira t-estructura é estavel por todos os funtores de truncamento induzidos pela
segunda t-estrutura. Advertimos ao leitor que iremos precisar estudar alguns conceitos

adicionais, os quais sao: subcategoria geradora, e a categoria dos g-fechados. Assim
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apresentamos um novo teorema (ver [4.38]) que diz: O cora¢io numa de uma t-estructura
em uma categoria triangulada, gera dita categoria, se e somente se, a t-estrutura € limitada
nesta categoria.

Destacamos também os seguintes resultados:

e Suponhamos que % e ¥ sao aisles compativeis numa categoria triangulada. Segue
que: os funtores de cohomologia associados a % e 7 respectivamente, induzem
funtores adjuntos entre subcategorias dos coracoes das t-estructuras subjacentes.
Mais ainda, iremos construir funtores quasi-inversos, ragao pela qual estudaremos

as propriedades dos objetos que denominaremos g-fechados.

e Dadas duas t-estructuras limitadas (associadas aos aisles % e #'). Neste caso pode-
mos entender a nocao de compatibilidade entre t-estruturas, dizendo que o aisle Z
serd compatibilidad com o co-aisle ¥+, se % é estével pelos funtores de cohomologia

induzidos pelo aisle 7.



Capitulo 1

Conceiltos e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos apenas alguns dos conceitos e das propriedades
que usaremos ao longo deste trabalho no qual utilizaremos a linguagem categorica, mo-
tivo pelo qual comecaremos apresentando as definicoes formais de: Categoria e funtores,
assim como algumas de suas propriedades genais. Logo, iremos definir categorias aditivas,
categorias pré-trianguladas e categorias trianguladas e suas propriedades basicas. Final-
mente, descreveremos brevemente alguns dos elementos que fazem com que a categoria

de homotopia da categoria dos complexos seja uma categoria triangulada.

1.1 Categorias e funtores

Nesta segao introduziremos a nocao de categoria, subcategoria (plena e estrita-
mente plena), funtor, funtor adjunto, equivalencia de funtores, categoria aditiva, par de
torgao. Mais detalhes podem ser encontrados em [GY03, [KS90, Mit65, HJRI0, [Ass97].

Definigao 1.1 Uma categoria & é dada por uma classe de objetos Obj(ZP) = YDy e uma

classe de morfismos Mor(9) = My com uma operagao o definida em My tal que:
(1) My = U Homg(A, B) onde Homgy (A, B) € um conjunto para cada (A, B) €
(A,B)eZox Do
90 X .@0,’
(2) Homg(A, B) = Homg(C, D) se e somente se, A=C e B = D;
(3) Para cada terna (A, B,C) € Dy X Dy X Dy a operacao o definida em My induz por

restri¢cao, uma func¢ao

Homg(A, B) x Homg(B,C) — Homg(A, C)
(f.9) golf

satisfazendo as sequintes propriedades:

a) Vale a associatividade da composicao quando estiver definida: go(foh) = (gof)oh;

4
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b) VA € Dy, existe um elemento 14 € Homg(A, A), tal que se f € Homg(B,A) e
g € Homg(A,B) entdo lao f=fegoly=g;

Definigao 1.2 Seja & uma categoria. Dizemos que:

i) Uma categoria € € uma subcategoria da categoria 9 se:

(a) Obj(E) C Obj(PD);

(b) Homg(X,Y) C Homg(X,Y) para quaisquer X,Y € Obj(%);

(c) A composicao em € é a mesma de P

(d) Para cada X € Obj(€) o morfismo identidade 1x em € € o mesmo que o

morfismo identidade 1x em 2.

ii) Uma subcategoria € € plena se Homy(X,Y) = Homg(X,Y') para quaisquer X,Y €
%o.

iii) Uma subcategoria € € estritamente plena se € plena e fechada por isomorfismos, isto
¢, dado X € 6o e um isomorfismo f : X — Y em My entioY € 6y e [ € um

morfismo em My .

Defini¢ao 1.3 Um funtor F da categoria € na categoria 2 (o qual denotaremos por
F:% — 2) ¢ dado por:

a) Um mapeio 6o — %y : X — F(X).

b) Um mapeio My — Mg : o — F(a), tal que F(a) € Homy(F(X), F(Y)) quando
a € Homg(X,Y).

Satisfazendo as sequintes condigoes: F(a o f) = F(a) o F(B) para quaisquer o, B € My
sempre que oo 3 esteja definida e F(lx) = lpx), VX € 6.

Observagao 1.4 Ao funtor que satisfaca a definicao anterior o chamaremos de Funtor
covariante. Por outro lado se o funtor F satisfaz a condi¢ao F(a o 8) = F(f) o F(«)
para quaisquer o, B € My sempre que oo 3 esteja definida, o chamaremos de Funtor

contravariante.
Definigao 1.5 Dadas as categorias € e & e o funtor F : € — 2. Dizemos que:

i) O funtor F € fiel se para quaisquer X,Y € %y a aplicacao F' : Homyx(X,Y) —

Homg(FX, FY) € injetiva, e € pleno se esta aplica¢ao € sobrejetiva.

ii) O funtor F' € denso se, para cada Y € Dy existe um X € Cy, tal que FX eY sdo

1somorfos.
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ii1) Dado o funtor G : € — 2. Uma transformagdo natural ou morfismo funtorial
n:F — G € uma familia de morfismos em P: nx : F(X) — G(X) um para cada
X € 6y, satisfazendo a condi¢cao sequinte: para cada morfismo f: X — Y em € o
diagrama
F(X) - G(X)
F(f)t jG(f)
F(Y)2>G(Y)

¢ comutativo. Mais ainda, se para cada X € 6y, temos que nx : F(X) — G(X) é
um 1somorfismo em 4 entao denominaremos d transformacao natural n: F — G

de isomorfismo funtorial.

Definigao 1.6 Sejam € e 2 duas categorias. Um funtor F : € — 2 € chamado de
equivaléncia de categorias se existe um funtor G : 9 — € tal que o funtor GF ¢é
1somorfismo ao funtor Idy e o funtor FG € isomorfismo ao funtor Idgy.

Dizemos que € e & sao equivalentes se existe um equivaléncia F : ¢ — 9.

Observagao 1.7 Ao funtor G na definicao anterior o chamaremos de quasi-inverso do
funtor F.

Definicao 1.8 Sejam € e & duas categorias. F : € — 2P e G : 9 — € dois funtores.
F ¢é adjunto a esquerda de G, ou G € adjunto a direita de F', ou (F,G) € um par adjunto,
se para cada X € 6y e M € 9, existe uma bijecao px @ Homg(X,G(M)) —
Homg(F(X), M) e se € funtorial em cada varidvel, isto €, supondo F' e G covariantes;
se f: X —Y € um morfismo de € eu: M — N € um morfismo em 2, os diagramas

sequintes sao comutativos:

Yx,M

Homg(X,G(M)) —= Homg(F(X), M)
Homcg(ﬁG(M))T ]Hom.@(F(f):M)
Home (Y, G(M)) 2224 Homy (F(Y), M)
Yx,M
Homy (X, G(M)) —= Homgy(F(X), M)
Homcg(X,G(u))l lHom@(F(X),u)
Homg (X, G(N)) 22 Homy(F(X), N)
Proposicao 1.9 Dadas as categorias € e 9. Se F : ¢ — P e G: 9 — € € um par
adjunto de funtores, entdo os morfismos oy : FGY — Y, tal que oy = ¢, (lay) enx :

X — GFX, tal que nx = gp;}FX(IFX) sdo funtoriais, onde ¢xy : Homg(X,GY) —
Homg(FX,Y) € uma bijecio VX € € eVY € 9.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [GY03, p. 90]. 0
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Definicao 1.10 Dadas as categorias € e 9. Seja F : € — 2 um funtor adjunto
a esquerda do funtor G : 9 — €. Os morfismos funtoriais o : FFo G — Idgy e
n:1Ildy — G o F da proposicao sao chamados morfismos adjuntos associados ao
par adjunto de funtores F e G.

Definicao 1.11 A categoria &/ é chamada de categoria aditiva se sio verdadeiras as

sequintes condicoes :

(A1) Para todo par de objetos X,Y € <7, o conjunto Hom(X,Y) é um grupo abeliano e
a composicao de morfismos Hom (Y, Z)x Hom,(X,Y) — Hom (X, Z) € bilinear

sobre 0s inteiros.

(A2) of contém um objeto 0, isto €, para todo objeto X € o/ o0s conjuntos de morfismos

Hom(X,0) e Hom (0, X) tem um tunico elemento.
(A3) Para tudo par de objetos X eY na categoria <7, exite um coproduto X &Y € <.

A definigao a seguir pode ser encontrada em [Hap88, p. 58|.

Definicao 1.12 Seja o/ uma categoria aditiva e sejam T, F duas subcategorias plenas
da categoria <. O par (T,F) € chamado de par de tor¢do em </ se as trés condigoes

sequintes sao satisfeitas:

(i) Homg(X,Y) =0, VX € T eVY € F.

(ii)) Se Homg(X,Y) =0, VY € F entio X € T.
(i1i)) Se Homg(X,Y) =0, VX € T entioY € F.

Nas condicoes acima, T é chamada de classe de torcao, e F, classe livre de torcao.

Observe que o par de tor¢ao determina a diregao dos morfismos da categoria.

1.2 Categorias trianguladas

Nesta secao apresentaremos a definigao de categoria triangulada dada por Jean-
Louis Verdier em [Ver96] e listamos as suas propriedades bésicas. Além disso, estudaremos
o funtor de cohomologia que esta definido numa categoria triangulada e funtor exato que
definiremos entre categorias trianguladas.

Comecemos definindo o conceito de funtor translacao.

Definicao 1.13 Dada uma categoria aditiva €. Seja T : € — € uma equivaléncia de

categorias, tal que T € um funtor aditivo.

Observacao 1.14 Ao funtorT da definicao anterior o chamaremos de funtor translacao.
Utilizaremos a sequinte notagao: T™(X) = X|n|,Vn € Z e diremos que X [n] € o n—ésimo
shift do objeto X.
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Definicao 1.15 Seja € uma categoria aditiva.

1. Um triagngulo em € ¢é um diagrama

X Y 7 —— X[1]

e € denotado por

1]

2. Sejam A A4

Y/

Um morfismo de triangulos é um tsomorfismo de triangulos se u, v e w sdo

180morfismos.

Defini¢ao 1.16 Uma categoria triangulada é uma tripla (¢,T,A), onde € uma ca-
tegoria aditiva, T um funtor translacio de € e A € uma classe de de triangulos que

chamamos triangulos distinguidos, os quais satisfazem os ariomas sequintes:

(TR1) (a) Todo triangulo isomorfo a um triangulo distinguido é também um triangulo

distinguido.

(b) Para cada objeto X em €, o triangulo

¢ um triangulo distinguido.
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(¢) Para cada f € Homg(X,Y), existe um triangulo distinguido

Z
(1]
x—1 .y
(TR2) Um triangulo
Z
h g
1]
x—1 Y
¢ distinguido se, e somente se,
X[1
—f h
1]
Y z Z
¢ um triangulo distinguido.
(TR3) Se
Z A4
h g R’ g
1] (1]
f !

sao triangulos distinguidos, uw € Homg (X, X') e v € Homg(Y,Y') tal que vf =

f'u, entao existe w € Homg(Z, Z') tal que o sequinte diagrama é comutativo.

y -7t X[1)

I
lv (=) lu[l}

: v,
x Loy Loz X

(TR4) (Azioma do octaedro) Sejam f € Homg(X,Y), g € Homy(Y,Z) e h=go f. Se
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sao triangulos distinguidos, entao o diagrama

x oy ez X[
J A
XLtz toy X1
f\ 1zl jfm
y Lz o X V1]

pode ser completado ao diagrama comutativo

xtoy_e gz x|
|
1)(\ lg [N 1X[1]
X h oz ® 1;' X1
| 1]
f\ llz v jf[l}
Y
y -7 5 X V1]
[ | | |
al I [ 1xs la[1]
\ N \ \
Z -y -2 X - 7]
onde
X/
B \
7' u y!

¢ um triangulo distinguido e as setas verticais sao morfismos de triangulos.

A segunda propriedade é chamada o axioma da rotagao de triangulos, a qual

podemos enunciar de forma equivalente (rodando o triangulo no outro sentido).

(TR2’) Um triangulo
Z
h g
% \
/

X Y

¢ distinguido se, e somente se,

¢ um triangulo distinguido.
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Utilizando o mesmo raciocinio que acima temos que:

Observacao 1.17 Aplicando o axioma TR2 infinitamente (nos dois sentidos) ao triangulo

distinguido X Y Z X|[1] obtemos a sequéncia infinita

(=1)" fln] (=1"gln] (=1)"h[n]

.. — X[n]

Y[n]

Z|n] Xn+1]—...

onde trés morfismos consecutivos formam um triangulo distinguido.

A terceira propriedade a chamaremos de axioma do prisma

E a quarta propriedade é chamada de axioma do octaedro. Para ver a conexao

considere o diagrama octaédrico

onde o diagrama original esta composto por trés triangulos distinguidos baseados nos
trés morfismos f, g e h, que formam um diagrama comutativo. Este diagrama pode ser
completado adicionando o triangulo distinguido pontilhado que completa o octaedro. Os

outros lados que contém setas pontilhadas sao comutativos e definem morfismos entre
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pares de triangulos distinguidos originais. Em particular, os quadrados ligando Y na
parte inferior a Y’ na parte superior através de Z e Z', e Y’ no topo a Y[1] na parte

inferior através de X[1] e X’ comutam.

1.2.1 Propriedades basicas de categorias trianguladas.

Os resultados desta se¢ao nao dependem do axioma do octaedro (TR4).

Definigao 1.18 Um funtor aditivo F' : € — A € um funtor cohomoldgico se para

A
h g
% \
f

£(f)
) ——>

qualquer triangulo distinguido

X Y

temos uma sequéncia exata

F(g)
) —>

F(X F(Y F(Z)

em A.

Observagao 1.19 Aplicando o funtor cohomoldgico F : € — A a sequéncia da ob-

Servagao podemos construir a sequéncia exata infinita

(=1)"F(f[n]) ) (=1)"F(g[n]) (=1)"F(h[n])

..— F(X]n]) F(Y[n F(Z[n)) F(X[n+1])—...
na categoria abeliana <, a qual denominaremos sequéncia exata longa de cohomo-

logia.
Proposigcao 1.20 Seja U um objeto em €. Entao,

(i) O funtor X — Homg (U, X) que vai de € na categoria de grupos abelianos € um

funtor cohomoldgico.

(ii) O funtor X — Homy(X,U) de €°PP na categoria de grupos abelianos é um funtor

cohomoldégico.

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [Ver96l, p. 97]. ([l

Observagao 1.21 Em virtude da proposicao acima e pela observacao para cada
objeto U da categoria €, temos as sequintes sequéncias exatas longas de grupos

abelianos:
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a) Para F = Hom (U, _).

= Homie (U, X) ~L= Homig (U, V) 2= Home (U, 7) = Hom (U, X [1]) £

onde f,: Homg (U, X) — Homy(U,Y) € dado por f.(¢) = f o .

b) Para F' = Homg(_,U).

—

A Home (X(1],U) > Homg(2,U) ~~~ Home (Y, U) ~L~ Hom (X, U) — ...

onde f*: Homg(Y,U) — Homy(X,U) dado por f*(1p) = o f.

A
h g
% \
/

um triangulo distinguido. Entao a composicao de dos morfismos consecutivos é nula.

Corolario 1.22 Seja

X Y

Demonstragao: Veja, por exemplo, [Ver96l p. 97]. O

Corolario 1.23 Seja

X Y 7z X[1]
R
X —=Y —= 27— X'[1]

um morfismo de dois triangulos distinguidos. Se dois dos morfismos u,v e w $ao iSomor-

fismos, o terceiro € também um isomorfismo.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [Ver96, p. 97]. U

A
h g
% \
X f
Zl
I g’
(1]
f

Corolario 1.24 Sejam

Y

X Y
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dois triangulos distinguidos. Entao existe um isomorfismo u : Z — Z' tal que o diagrama

x oy Sz X
|
1)(] lyt wl llx[l]
! g N
Xty 2oz Mox

€ um 1somorfismo de triangulos.

Demonstracao: Ver [Ver96, p. 98|. O

Observacao 1.25 O coroldario acima mostra que os triangulos distinguidos baseados no
morfismo f sdo unicos (salvo isomorfismos de triangulos), portanto, o terceiro vértice de
um triangulo distinguido € determinado a menos de isomorfismos. Esse objeto é chamado
de Cone de f. Mas é importante levar em conta que em geral o isomorfismo u que
completa o diagrama ndo é unico. Porém, adicionando a hipdtese Hom(X, Z[—1]) =0 o

lema permite-nos demonstrar a unicidade deste isomorfismo.

Corolario 1.26 Seja

Z
h g
(1]
X ! Y
e
Z/
h g
(1]
Xy
dois triangulos distinguidos. Entao
Z e 7
h@h' 9®g’
(1]
X @ X for Yoy

¢ um triangulo distinguido.

Demonstracao: A demonstragdo pode ser encontrada em [Ver96l p. 98]. 0
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Corolario 1.27 Seja

um triangulo distinguido em &. FEntdao, v é monomorfismo que cinde, isto €, existe s :

Z — Y tal que vos=1y. Mais ainda X & ZﬂY € isomorfismo. Reciprocamente,

tudo triangulo da forma

Z
0 p
(1]
X : XoZ
onde i : X — X ®Y a inclusao natural e p : X ®Y — Y a projecdo natural, é
distinguido.
Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [Ver96, p. 100]. 0

Observacao 1.28 E claro que o isomorfismo (u,s) : X ® Z — Y do coroldrio acima

mduz o isomorfismo de triangulos

— =Xzt 272-X[1]

X
1XL (u,s)j 1ZL llX[l]
X

Ly — -7 X1

AN

um triangulo distinguido em €. Se dois de seus vértices sao isomorfos a 0, o terceiro é

Lema 1.29 Seja

X Y

isomorfo a 0.

Demonstragao: Em virtude do axioma (TR2), podemos supor que existem isomorfismos

u:X —0ewv:Y — 0. Além disso, pelo axioma (TR1), consideremos o triangulo

0
00— 0

distinguido
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Logo, temos o seguinte diagrama comutativo

onde as linhas horizontais sdo triangulos distinguidos. Assim, pelo axioma (TR3), existe

um morfismo w : Z — 0 tal que o seguinte diagrama ¢ um morfismo de triangulos

Portanto, w é um isomorfismo (ver corolario [1.23]). U

Lema 1.30 Um morfismo f : X — Y na categoria € € isomorfismo se, e somente se,
para algum Z (necessariamente isomorfo com zero), o triangulo

A
0 0
(1]
f

X Y

¢ distinguido.

Demonstragao: Veja, por exemplo, [NeeOll, p. 41].

O seguinte resultado é um refinamento do axioma (TR3).

Proposicao 1.31 Seja

Z
h g
1]
X ! Y
Z/
X g
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dois triangulos distinguidos e v : Y — Y'. Entao tem-se o sequinte diagrama

xloy 2oz hoxq
| | |
ul v w | | u[l]
oo, ;oY Loy
x Loy S Moxn)

e as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) g’ ovo f=0;
(i1) existe u tal, o primeiro quadrado no diagrama € comutativo;
(i1i) eziste w tal que o sequndo quadrado no diagrama é comutativa;
(iv) existem u e w de modo a que o diagrama € um morfismo de triangulos.

Se essas condigoes forem satisfeitas e Hom(X, Z'[—1]) = 0, o morfismo u em (ii) (res-

pectivamente w em (iii)) € unico.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [Mill4l, p. 59]. U

1.2.2 Funtor exato

Adicionamos duas defini¢oes funtoriais basicas que iremos utilizar frequentemente
neste trabalho. Mais informagoes podem ser consultadas em [Ver96, Nee01l Mit65, [GY03,
KS90].

Definigao 1.32 Sejam € e & duas categorias aditivas. Um funtor F : € — 9 €

chamado aditivo se todas as funcgoes
F:Homg(X,Y) — Homg(F(X),F(Y)), VX,Y € Obj(¥),
sao homomorfismos de grupos abelianos.

Definicao 1.33 Sejam € e & sao duas categorias trianguladas. Um funtor triangulado
(ou exato) F : € — P é um funtor aditivo F : € — 2 junto com o isomorfismo
funtorial n: FoT — T o F' tal que para cada triangulo distinguido
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em € o triangulo

¢ distinguido em 2.

18



Capitulo 2
t-Estrutura na categoria derivada.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo das t-estruturas. Neste capitulo
faremos um estudo de um tipo de t-estrutura que se define de forma natural na cate-
goria derivada e por isso a chamaremos de t-estrutura natural. Os seguintes livros
contém parte essencial do tema: [KS90, [GY03, [Mil14]. Porém para introduzir este tema,
precisamos definir os funtores de cohomologia H"™. Motivo pelo qual na primeira se¢ao
definiremos estes funtores na categoria dos complexos junto com algumas propriedades
que irao nos permitir construir os funtores de truncamento, os quais em virtude dos
teoremas de localizagao podemos estender a categoria derivada. Além disso, demonstrare-
mos as propriedades bésicas que definem uma t-estrutura, conceito que formalizaremos
e estudaremos no contexto geral das categorias trianguladas no préximo capitulo.

O leitor é aconselhado a consultar previamente as nogoes de categoria: aditiva,
abeliana, de homologia e derivada, localizacao entre outras, as quais podem ser encontra-

das por exemplo em [HJR10].

2.1 Funtor de cohomologia

O objetivo principal nesta se¢ao é definir categoricamente os funtores de cohomo-
logia H™ na categoria dos de homotopia, os quais sao induzidos pelos respectivos funtores
H™ na categoria dos complexos. Assim iniciaremos nossa construcao supondo que <7 é
uma categoria abeliana (uma defini¢do pode ser encontrar em [HJRI0, p. 8]).

Sabemos por definigdo que o complexo (X*®,dx) na categoria &7 é representado
pelo diagrama

dn72 dnfl dn dn+1
X2 Xt X xS x|

tal que d% o d’;(_l =0,Vk € Z.
Logo, para cada n € Z, seja (Ker(d%),pn) o kernel do diferencial d’, entao

d% o d}_l = 0, assim pela propriedade universal do kernel existe um tnico morfismo

19
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¢ : X" — Ker(d%), tal que o diagrama

n—1
dX

~ /
~N
2N w

ker d'%

Xn+1

Xn—l
~

comuta, isto é, dy ' = pop, onde p é monomorfismo e d% o = 0. Por conseguinte, sendo
(Im(d% ™), @) a imagem do diferencial dy ', pela propriedade universal da imagem, existe
um tinico morfismo 6 : Im(d% ') — Ker(d%) tal que: a = o6, onde o é monomorfismo

e du ! = qo . Assim temos o diagrama comutativo
X

Im(d%)
27
|
Xn—l :d}71 Xn an Xn+1
\\\ :0 /
® ¥ 2

> BN
Ker(dy)

Além disso, dado que a é monomorfismo, entdo 6 é monomorfismo, assim I'm(d% ') é um
subobjeto de Ker(d%). Mais ainda, desde que o/ é uma categoria abeliana, entdo existe
o cokernel de 0 : Im(ds ') — Ker(d%) nesta categoria, isto é, existe um epimorfismo

p: Ker(dy) — Coker(6) tal que, po 6 = 0. Portanto, temos que a sequéncia
00— Im(dyx ") s Ker(dy) —2= Coker(6) —=0

é exata curta na categoria <7, isto é, Coker(0) = Ker(d%)/Im(d% ).

Por conseguinte temos:

Definigao 2.1 Seja o/ uma categoria abeliana. Para cada complero (X°®,dx) en € Z,
definamos o objeto H"(X*®) = Ker(d%)/Im(d% ") € .

Observacao 2.2 Da construgdo acima € claro que Coker(0) = 0 se e somente se, 0
¢ isomorfismo. Portanto, pela defini¢ao temos que: H™(X®) = 0 se e somente se

Ker(dy) = Im(dy ), isto é, dizemos que X* é um complexo exato na posi¢io n.

Seja (Y'*,dy) é outro complexo na categoria &7 e f*: X* — Y* um morfismo

de complexos, isto é, Vk € Z os quadrados no diagrama seguinte comutam

d d dan dantt dnt?
X Xn—? X Xn—l X X" X Xn+1 X Xn+2 X

fol/ fnzl/ fn+1l/ fn+2l
mn n n—+1 n—+2
veo ey By BTy By &
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Logo, fixado n € Z e supondo que (Ker(dy),u') é o kernel do diferencial dy, entao
@ o (from) = (o f")op = (" ody)op = [ o (d} op) = 0, assim pela
propriedade universal do kernel existe um tnico morfismo ® : Ker(d%) — Ker(d}) tal
que o diagrama

dy

Ker d% Iron yntl

~ o /
(I)\\A ‘u/

Ker dy

comuta, isto é, f™" o u = ' o ®. Portanto, temos o diagrama comutativo

Xn—l X" Xn+1
/
fnfl K6T<d%) fn fn+l
dn 1 dn
Yn—l yn Y Yn+1

Im(dy™)
B 4 o
0 7
O dz
anl // X" Xn+1
7/ /
¥ 3
Ker(d)
|
fn—l | fn fn+1
<1>: ) Im(d" o)
/ o
o \ .
Ynfl : ~ s 7 dy yn dy YnJrl
L7
Y £ u’
Ker(dy)

Por outro lado, suponhamos que (I,0) é a imagem do morfismo f" o d% ' e que (I’,0")
¢ a imagem do morfismo f" o a, entdao existem epimorfismos § : X" ! — [ e ¢ :

Im(dy% ") — I tais que os diagramas seguintes comutam

e N

H(Im(dt) —2=2 yn
Como o' 0 (§'0f) = (0/08")oB = (ffoa)oB = ffody ', entdo pela propriedade universal
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da imagem existe um tnico morfismo ¢ : I — I’ que faz comutar o diagrama seguinte

Isto é, 0’ oe =0 ecod =0 of. Do qual deduzimos que, ¢ é monomorfismo pois o é
monomorfismo e dado que 5 e ¢’ sdo epimorfismos, entdo € é epimorfismo, portanto, € é
isomorfismo, pois a categoria .7 é abeliana. Logo, existe um isomorfismo et : I’ — I,
assim podemos definir o epimorfismo A\ = et o ¢ : Im(dy% ') — I o qual satisfaz
AofB=eclodop=34.

Como o/ o (B’ o fm 1) = (a'of)o frt =ditofr ! = frod" !, entdo pela propriedade

universal da imagem existe um tinico morfismo X' : I — I'm(dy ') que faz comutar o

1
f"odn71|
\ )\/I /
B/ fn T
dn 1

Isto é, /o N = o e Nod = o fr ! em particular \' é monomorfismo pois o é

diagrama seguinte

monomorfismo.
Finalmente o morfismo v = X o A : Im(d% ') — Im(d ), faz verdadeira a seguinte

igualdade:

po(@ovy)oB = (ob)oyof=adoyof=(aoN)o(Aof)=000
= frodi'=floaof=(f"ou)o(foB)=(u0od)o(fop)
= ' o(®oh)op.

Entao, #' oy = ® o #, pois p' é monomorfismo e 3 é epimorfismo. Por conseguinte, dado

que ¢ é monomorfismo, entao v é tnico. Mais ainda, f"oa = f"opuof =y oPol =
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i o8 oy =aov. Portanto, temos que o diagrama seguinte comuta

1 /
dn
/

Im(d%™)
R
|
!

X" X Xn+1

|
/

\

s |
KGT(d?’() Iy
|
fn—l | ‘Il fn fn+1
o Im(dy™)
g . o
//97/ T \ dz
Yn—l ~ v/ Y yn Y Yn+1

7
/s
2

Ker(dy)

- — - —

\

Logo, pela defini¢ao[2.1] as linhas no diagrama seguintes sdo sequéncias exatas na categoria

o
0— Im(d% ") = Ker(d) -2~ H"(X*) —=0
’YL @l
0 — Im(diY) 2~ Ker(dy) —2~ HM(Y*) —=0
Além disso, o quadrado da esquerda comuta, portanto pela propriedade universal do

cokernel existe um tnico morfismo ¥ : H"(X*) — H"(Y*), tal que o diagrama

00— Im(d% ") —4> Ker(dy) 2~ H"(X*) —0

S RTI TRI

0 — Im(d ) L~ Ker(d) 2~ H"(Y*) —=0
é um morfismo de sequéncias exatas na categoria 7.

Definigao 2.3 Seja f*: X* — Y'* um morfismo na categoria C(<). Para cadan € Z,
denotaremos por H"(f*) : H"(X®) — H™(Y®*) ao morfismo ¥, na constru¢ao acima.

Observacao 2.4 A aplicagio H" : C(o) — </, definida como em e ¢ um funtor

covariante e aditivo, para cada n € Z e sao chamados funtores de cohomologia.

O préximo teorema diz que toda sequéncia exata curta na categoria dos complexos

induz uma sequéncia exata longa de cohomologia na categoria abeliana A.

fe g A
Ye* A 0 uma sequéncia exata curta na ca-

Teorema 2.5 Seja 0 X*

tegoria C(/). Entao, existe uma sequéncia exata longa candnica em of :

o HN (2o T () D ey ey D e ey 0 e (XY
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mais ainda, se

0 )f 1/ T 0
0 X' Y’ Z' 0

¢ uma diagrama comutativo de sequéncias exatas na categoria C(&7), entdo o diagrama

Hn(z/) Hn+1 (X/)
comuta, Yn € 7.
Demonstracao: Ver [KS90, p. 32] O

O proéximo resultado mostra que os funtores de cohomologia H™ estao bem defi-

nidos na categoria de homotopia.

Lema 2.6 Se f* : X* — Y*®* e g : X* — Y* sao morfismos homotopicos, entao
H™(f*)=H"(¢*),Vn € Z.

Demonstracao: Ver [Mill4l, p. 95] O

Observacao 2.7 Pelo Zema temos que H" : K(o/) — o/ € um funtor covariante e

aditivo.

2.2 Funtores de truncamento na categoria C(A).

Comecamos esta secao construindo um sub-objeto limitado superiormente de um
complexo qualquer. A seguir provaremos que a cohomologia deste sub-complexo é nula
ou ¢ igual a cohomologia do complexo original. Finalmente, definiremos os funtores de
truncamento na categoria dos complexos.

Seja o/ uma categoria abeliana. Seja (A®,d4) um complexo e n € Z, logo temos

o diagrama
-

d 2 dn—l dan dn+1
. An—2 A A1 A

A" A An+1 A

tal que d¥ o d’jfl = 0,Vk € Z, entao pela propriedade universal do kernel existe um tnico

morfismo ¢ : A" — kerd’ tal que o diagrama

—1 -
dy d

An+l

b
3
N

Anfl
~
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comuta, isto é, d’y ' = pop, entdo pogpody ? =d ' ody? =0, portanto pod * =0,

dado que p é monomorfismo. Além disso, dj o p = 0. Assim temos o morfismo de
complexos
dn72
T<n(A®) = AP A A er Y, 0 0
i'l ]-An—Qj 1An—1t Ml j L
Ao . 'ﬁAn—2 drz‘L\_Q An—l d?\_l An dZ An+1 dZ_H An+2 dT—Q

Mais ainda, suponhamos que existe um morfismo f*: X* — 7<,(A®) tal que i®*o f* = 0,

entao o diagrama

X. . Xn—2 d?(_z Xn—l d?;l Xn d;b( Xn+1 d?(-H Xn+2 d7)L(+2 o
f. fn—Ql/ fn—ll f’nl fn-!—l\ fn+2l
l’ dn72 0
T<n(A®) o= A2 A And ker d7} 0 0

¢ um morfismo de complexos. Por conseguinte f* = 0,Vk > n e o diagrama

ay ay ! % agt a5
X* So— X2 xn-t X" Xl o xnt2 = o
o] A e
d7;172 dnfl dn dn+1 dn+2

An—l A AP A An—l—l ;An—s& A o

A* So— A2

representa o morfismo nulo. Do qual se infere que f* = 0,Vk <n e po f* =0, mas u é
monomorfismo. Portanto, f* = 0,Vk € Z, isto é, f* = 0, portanto, i* é monomorfismo.

Logo, podemos afirmar que o complexo 7<,(A*) dado por:

AP se p<n; d sep<n-—1;
Tn(AT)P = ¢ ker dy se p=m; dﬁgn(A.) =9 ¢ sep=n—1;
0 se p>n. 0 sep>n.

é um sub-complexo de A®. Este complexo é chamado de complexo truncado. Mais
ainda, ao monomorfismo i°® : 7<,(A*) — A® o denominaremos a inclusao canoénica.
O lema a seguir mostra que os funtores de cohomologia levam a inclusao canonica

em isomorfismo ou no morfismo nulo.

Lema 2.8 O morfismo HP(i®) : H?(1<,(A®)) — HP(A®) é um isomorfismo para p < n

e € nulo para p > n.

Demonstracao:

a) p=n. Seja (kerdy, 1) o kernel do morfismo d% e (Imd’ ', a) a imagem do morfismo
d’}(l. Por hipdtese d'} o dﬁ(l = 0, entao pela propriedade universal do kernel existe

um tnico morfismo ¢ : A" — kerd?, tal que d’y ' = p o ¢, assim pela propriedade
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universal da imagem existe um tinico morfismo 6 : Imd’y " — kerd?, tal que o = 0.

I md”_1

\/

kerd’y

n d:‘t‘ An+1

onde 8 é epimorfismo pois a categoria </ é abeliana (Ver [Var(7, Proposicién 1.11.4]).
Seja (Imyp, ') aimagem do morfismo . Entao existe um monomorfismo o' : Im¢y’ —
A™ e um epimorfismo ' : A"t — I'm, tal que ¢ = a0 3, pois a categoria <7 é abe-
liana (Ver [Var07, Proposicién 1.11.4]). Alem disso, como ¢ = # o 3, pela propriedade

universal da imagem existe um tnico A : Img — Imd’ ! tal que o diagrama

A”yk
Se P A

[mdg !

Imy
|
|
|
|
1A

comuta, isto é, ' = foXe = No'. Como o é monomorfismo, entao A\ é monomor-
fismo, e dado que [ é epimorfismo, entao A é epimorfismo, portanto A é isomorfismo,
pois & é abeliana (Ver [Var(Q7, Proposicién 1.16.5)).

Finalmente, consideremos o diagrama

0 Imp —%— kerd", — H™(7<,(A*)) —0

)\j lk:erdz j

0 — Imd ' L kerd?,

0

H"(A®)

no qual o primeiro quadrado comuta e as linhas sao sequéncias exatas curtas, entao
existe um morfismo H"(i®) : H"(7<,(A®*)) — H"(A*®), tal que o segundo quadrado

do diagrama comuta

0 Imp —%— kerd", — H™(7<,(A*)) —0

|
,\j Lierary H™(i%) |

Y
H"(A*)

0

0 — Imd’ ' L kerd’,

Mais ainda, dado que A e lgergn sdo isomorfismos, entao H™(i®) é isomorfismo (Ver
[GY03, Five-Lemma, p.135]).
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b) p=n—1. Seja (kerd’y ", i) o kernel do morfismo d’ ' e (Imd% 2, a) a imagem do
morfismo d’y 2. Por hip6tese d'y lod” 2 = 0, entao pela propriedade universal do kernel
existe um tnico morfismo ¢’ : A""2 — kerd’ ', tal que dy? = p o ¢, assim pela
propriedade universal da imagem existe um tinico morfismo 6 : Imd’ ? — kerd’ *,

tal que o = i/ 0 6.

Seja (kerp, 1) o kernel do morfismo ¢. Entao existe um morfismo ¢” : A2 — kere
tal que d’y 2 = i o ¢”, entdo pela propriedade universal da imagem existe um tnico

0" : Imd’,> — kerep tal que o diagrama

I md”_2
An72 I dn ’ An 1
|9/
(p/l v MN
kerg

comuta, isto é, a = " o ¢'.
Além disso, d’y P o = popou” = 0, entdo existe um morfismo ® : kergp — kerd’y !
tal que o diagrama

kerg ——s A" s ker 47

|
q>| lAnfl Hl
! W !
kerdy ' s Anl A An
comuta, isto é, p”’ = ' o ® e como y” é monomorfismo, entdo ¢ também é mo-
nomorfismo. Por outro lado, 0 = d’y ' o/ = po oy, entdo ¢ oy, por con-
seguinte, existe um morfismo W : kerd’y ' — kerp tal que ' = p” o U. Entdo,
WodoW = py"oW =y =po Lpergn-1, € como i/ é monomorfismo, temos que
PoW =1, & assim ® é epimorfismo que cinde. Portanto, ® ¢é isomorfismo.

Finalmente, dado que ¢/ o0 = a = " o0 =/ o ® o e 1/ é monomorfismo, entao

0 = o, logo temos o diagrama comutativo

0 — Imd’; > " kerp——~ H" Y72, (A%) —=0

Lrman—2 l <1>l

0 — Imd’? —> kerdy ' ——— H"1(A®)

0
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no qual as linhas sao sequéncias exatas curtas, entao existe um morfismo H"'(i®) :

H" (1<, (A®*)) — H"'(A*®), tal que o segundo quadrado do diagrama comuta

0 — Imd? LA ker ——— H" (1<, (A%)) —=0

|
Lrman—2 l @l LH" (i)
Y
0 — Imd" 2 —> kerd ™ ——— H"1(A®)

0

Mais ainda, dado que ® e 1, ;- sdo isomorfismos, entao H n=1(4*) ¢ isomorfismo (Ver
[GY03,, Five-Lemma, p.135]).

¢) p < n—1. Seja (kerd), i) o kernel do morfismo " e (Imd% ', a) a imagem do
morfismo d% . Por hipétese d o d’ ' = 0, entdo pela propriedade universal do kernel
existe um tnico morfismo ¢’ : AP7' — kerd’, tal que dﬁfl = ' o ¢/, assim pela
propriedade universal da imagem existe um tnico morfismo 6 : Imd’, " — kerd?,, tal
que a = ' 0 6.
Imd’

% I X\
|
Ap-1 S e

A Aptl

Logo o diagrama

0— Imd" " L kerd, —— HP(1<,(A®*)) —0

1 _
Imdf:‘ 1 l/ lkerdij

00— ]mdﬁ_l LA kerd"

HP(A%) 0

pode ser completado com o isomorfismo 1gs(4s), portanto por unicidade HP(i®) =

1Hp(Ao).

d) p = n+ 1. Sabemos que (0, 1) é o kernel do morfismo 1j, mais ainda também é a
imagem do morfismo kerd’ — 0, entao H"*!(7<,(A®)) = 0, portanto, H"*1(i*) = 0.

e) p>n+ 1. Sabemos que (0,1p) é o kernel e a imagem do morfismo 1y, entdo Iml, é

isomorfismo com kerly = 0, por conseguinte H?(7<,(A®)) = 0, portanto, H?(:*) = 0.
U

Dado outro complexo B*® e f* : A* — B*® um morfismo de complexos, entao
dbo fF = f*rlodh Wk € Z. Além disso, suponhamos que (kerd?, i) é o kernel do morfismo
" e que (kerd}, i) é o kernel do morfismo d% entao, dy o (f"ou) = f* o (d%ou) =0,

assim pela propriedade universal do kernel existe um tinico morfismo ® : kerd’y — kerd},
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tal que f™opu = u' o ®, portanto temos o diagrama comutativo seguinte

d’n
kerd), £— A" —2- A+l
|
P | fn ]fn+l

\i ’ d
kerdy, ~— B" —2~ B"+1

Por outro lado, temos por hipétese que d% o d%‘l = 0,Vk € Z, entao pela propriedade

universal do kernel existe um tnico morfismo ¢’ : B"! — kerd% tal que o diagrama

—1
dp d

B" Bn+1

anl

~ //////7
~
~
~
@’ W

EN
ker d’

comuta, isto é, dy ' = p'oy’, entdo po(@ o frl) = dy tofrt = frodi ! = (ffop)op =
(W od)op = p'o(Poy) e como i’ é monomorfismo, entao ¢’ o f~1 = ® o, assim temos

o diagrama comutativo

dnt dn
Anfl An AnJrl
® /
frt ker d’ I ot
|
I m—1 n
Bn—l | dp B" i Bn+1
|
| /////7
\\7;>\\\ % M/
mn
ker d'

Logo, f* induz o morfismo de complexos 7<,,(f*) : T<n(A®*) — 7<,(B®), isto ¢,

dn72
T<n(A®) = A2 A A E ke Y, 0 0
ol T
dn72 /
T<n(B®) . ——=B"2 2Bt F fer 0 0

Mais ainda, seja j® : 7<,(B°®) —> B® a inclusdo canonica. Entao temos o quadrado

comutativo
ren(An) 2 (BY)
i‘j lj'
A* I B*
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De fato, dados os morfismos de complexos
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dn—2
T<n(A®) = A2 A A er Y, 0 0
i'l lAnQL 1Anll Nl L l
A e A2 I gt e B gt T g T
f'\j fnzl fnll fnl/ fn+1l fn+2l
Bo Bn—2 drf?z Bn—l dTEL;l Bn d% Bn+1 d%Jrl Bn+2 d%Jr?
temos o morfismo
dn72
Ten(A®) = A2 A A E ke Y, 0 0
ij f"Ql f"lj f"oul l j
Bo Bn—2 dg‘_Q Bn—l d%_l Bn d% Bn+1 d%-H Bn+2 d%+2
Por outro lado, dados os morfismos de complexos
dn72
Ten(A®) A2 A Anl 2 fer d 0 0
T<n(f.)l f"_zj lf"‘l @l ‘ l
dn72 ’
T<n(A®) L ——=B"2 2Bl _F e Y, 0 0
J* 13"2j lgn—1 N’l L l
Bo Bn72 d%_2 anl d%_l Bn d% Bn+1 d73+1 Bn+2 d%‘+2
temos o morfismo
° n—2 dZ_Q n—1 ¥ n
T<n(A®) A AP ——ker d} 0 0
j'OTSn(f.)l f"_QL f”_ll u’o@l L l
B pr2 B gt B pa M g BT pua T

Portanto, f®0i® = j® o 7<,,(f*), pois f"ou = p o ®.
Por conseguinte podemos definir o funtor aditivo,

T<n

C()
A®

O(<t)

T<n (A.)

foiAY — B———— 7, (f*) : T<n(A%) — T<n(B°®)

O funtor 7<,, : € — € serd chamado de funtor de truncamento na categoria dos

complexos.

A seguir definiremos o outro funtor de truncamento na categoria dos complexos

e enunciaremos as propriedades analogas as anteriormente demonstradas.
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Dado um complexo (A®,d4) e n € Z, temos o diagrama

m—2 n—1

9 44 1% 3 1
L— A" A" A" Ant

tal que d¥ o dlj‘_l = 0,Vk € Z, entao pela propriedade universal do cokernel existe um

tinico morfismo ¢ : coker dy ' — A™*! tal que o diagrama

Anfl A A

m—1
coker d'y

comuta, isto é, d’y = 1 o p, entao d’:“l ohop= dﬁ‘“ od’y = 0, portanto dffl o =0, pois

p é epimorfismo. Além disso, po d’; ' = 0. Assim temos o morfismo de complexos

n—2 n—1 n n—+1 n—+2
A® Aan da Anfl da AP i An+1 4y An+2 dy
q. j l pl] 1An+1 l 1An+2 l
1 ’l/) dz«kl dn+2
Ton(A®) . 0 0 coker d'y~ Antt At A

Mais ainda, suponhamos que existe um morfismo f* : 75, (A*) — X* tal que f*oq® =0,

entao o diagrama

dn+1 dn+2
Ton(A®) . 0 0 coker d"! —— AL Ao Ant2 Ao
f.l fn—Ql fn—lt f’nl fn-l»ll fn+2l/
Xo o Xn—2 d7)1(72 Xn—l (d?{l) Xn d?( Xn+1 dn+1 Xn+2 dn+2 L
é um morfismo de complexos. Por conseguinte f* = 0,Vk < n e o diagrama
A® s An—Q dzﬂ An—l dﬁ‘il An i An+1 nH An+2 ﬂ o
e A P R
n—2 n—1 n n+1 n+2
X ...—>Xn_2 dx Xn—l(dX ) X" dx Xn+1 dx 3 Xn+2 dx 3

representa o morfismo nulo. Do qual se infere que f* = 0,Vk >ne ffop =10, mas p é
epimorfismo. Portanto, f* = 0,Vk € Z, isto é, f* = 0, portanto, ¢* é epimorfismo, assim

podemos considerar o complexo 7>, (A*®) definido como o quociente do complexo A® da

forma:
0 se p < n; 0 sep<mn;
Ton(A®)P = ¢ coker d' se p=n; d,_ a =94 ¥ sep=mn;
AP se p>n. d" sep>n.

Onde ¢* : A* — 75,(A®) é chamado projecao canodnica.

Lema 2.9 O morfismo H?(q®) : H?(A®) — HP(7>,(A®)) € um isomorfismo para p > n
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e 0 parap <n.
Demonstracao: Andloga a prova do lema [2.8] O

Agora suponhamos que B*® é outro complexo e que f®: A* — B® um morfismo
de complexos, entao d%‘l o fk=1 = fko dz_l,Vk € Z. Além disso, suponhamos que
(Cokerd?, p) é o cokernel do morfismo d’y ' e que (Cokerdy ', p') é o cokernel do morfismo

" entao, p' o f"od = 0, assim pela propriedade universal do cokernel existe um tnico
morfismo W : Cok:erd’}‘_l — Cokerd"B_l, tal que o diagrama

n—1

n— 1d n m—1
At 2 s A —>C’0kerd

|
fnll tfn | U
m—1 \

d
Bt B"—>C’0/<:erd" !
comuta. E como p é um epimorfismo, entao podemos construir o diagrama comutativo

-1
d’ 11

\/

Fiit Coker d'y~ 1 frtt
|
|

Sy

Coker dj~ 1

mn
a5 Bn+1

Logo, f* induz o morfismo de complexos 75, (f®) : T>n(A®*) — 75,(B*), isto é,

dn+1
Ton(A%) 0—0——= Coker dt —2s A+l 4 gn+2
T>n(f')l ‘ ‘I’L lf"“ lf"JrQ
’ dn+1
Ton(B*) 0 0 Coker d%_lLB”“ T pnt?

Mais ainda, seja p* : B* — 75,(B*®) a projegao canodnica. Entao temos o quadrado

comutativo
Al - B
N f
ron (A 2 (B7)
Por conseguinte podemos definir o funtor aditivo,
(<) ()
A Ton(A°)

foiAY — B———— 1, (f*) : on(A%) — 0 (B°)
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O funtor 7>, : ¥ — € sera chamado de funtor de truncamento na categoria dos

complexos.

2.3 Funtores de truncamento na categoria D(A).

No final da presente secao veremos que dentro da categoria derivada podemos
encontrar uma sub-categoria equivalente a categoria dos complexos. Mas antes disso
deveremos definir os funtores truncamento na categoria derivada, o qual iremos conseguir
utilizando o fato conhecido que a categoria derivada da categoria dos complexos pode ser
construida como a localizagao da categoria de homotopia.

Primeiro definiremos os funtores de truncamento na categoria de homotopia como
a seguir. Suponhamos que f®: A* — B*® é homotodpico a zero, entao Vk € Z temos que

k— pktl o gk + d%1 o h¥ isto é. o diagrama seguinte comuta
A B ) )

dn73 dn72 dnfl dn dn+1
A* B = L ey L e e -y Ly
7 7 Ve e e
—92 -1 +1 +2
f.l] anl h’n/ /f/an hn/ /f/nlj hn/ < fn\j hn/ /f/n+ll h‘n/ /f/n+2L
idn73 idn72 %dnfl + dn idnJﬁl
B* ..—=pBr 3 Eopr2 B pr1 B _pn Bopnitl E_pni2 o

Além disso temos o morfismo h™ oy : kerd”y — B™"! entdo
a) Sik=n—1,entdo f"t=h"od} ' +dy  oh" = (h"ou)op+dy?oh" L

b) Si k = n, entdo f* = A" od% + d" ' o h™ e compondo com p temos que i o d =
AT 0p
frou=h""todiou+dy oh™ou=u o oh™opu portanto, ® = ¢ o (h™ o ), pois

i/ é monomorfismo.

Assim, de a) e b) se deduz que o diagrama

qn—3 2
T<n<A.) L A3 A An—2 A pn—1 ¥ Ler dﬁ /O 0
< £ £ ; :
B R vty Ee i
< B B © )
;dn_:s %dn—Q A , z »
T<n(B*) L. Br3E 2B gl P per dt —— () —0

comuta. Portanto, 7<,(f*) é homotépico a zero. Em consequéncia, supondo que f* :
A®* — B* e g* : A* —> B*® sao homotopicos, isto é, f* — ¢* é homotopico a zero, entao
T<n(f* — ¢*) é homotdpico & zero e como 7<, ¢ um funtor aditivo, 7<,(f*) — 7<,(g°) é
homotdpico a zero, portanto, 7<,(f*) e 7<,(¢*) também sdo homotdpicos. Assim, o 7<,
induz um funtor aditivo

T<n : K(&) — K()

Além disso, temos
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i) Pelos itens d) e e) da prova do lema segue que HP (1<, (A®)) = HP(1<,(B*)) =
0,Vp > n entao, H? (1<, (f*)) = 1o, Vp > n.

ii) Suponhamos p > n. Aplicando o funtor H? as inclusoes canonicas i® : 7<,,(A*) — A°
e j° : T<n(B*®) — B*, entdo HP(1<,(i%)) e HP(1<,(5*)) sdo isomorfismos, pelo lema

2.8 Mais ainda, temos o diagrama comutativo

HP (1< (f®
HP (e (A%) =L o (%))
H”(i')j JH"(J")
Hp(Ao) Hp(f.) Hp(Bo)

Entao, H? (1<, (f*)) = H?(3*)"' o HP(f*) o H?(i*).

Assim de i) e ii), segue que se f*: A* — B*® ¢ um quasi-isomorfismo, 7<,,(f*) também é
quasi-isomorfismo.

Portanto, o funtor @ o 7<,, : K(&/) — D(«), onde Q : K(&/) — D(&) é o fun-
tor localizacao, levara quasi-isomorfismo em quasi-isomorfismo. Entao pelo teorema de

localizac¢ao [Mill4l p. 35], o diagrama

K (o) %~ D(«)

pode ser completado com um unico funtor aditivo 7<,, : D(&7) — D(</) tal que 7<,,0Q =

Q) o <y, isto é, o diagrama seguinte comuta

O funtor 7<,, : ¥ — & serd chamado de funtor de truncamento na categoria derivada.

Analogamente, podemos definir o funtor truncamento 7, : ¥ — 9.

Proposicao 2.10 O funtor natural D~ (/) — D(&/) € fiel e pleno, isto é, D~ () é
uma subcategoria plena de D(<f).

Demonstracao: O funtor natural K~ (/) — K (<) induz o funtor natural D~ (&) —
D(«7). Além disso, a classe localizante S~ consiste de todos os morfismos em S tais que
sao morfismos em K~ (7). Suponhamos que X*® um complexo limitado superiormente,
Y*® um complexo qualquer e s : Y* — X*® um quasi-isomorfismo. Dado que X*® um
complexo limitado superiormente, entao existe n € Z tal que HP(X®) = 0 parap > n e

como s é quasi-isomorfismo entao H?(Y*) = 0 para p > n. Portanto, i : 7, (Y*) — Y*
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é quasi-isomorfismo, pelo lema . Por conseguinte, s o i : 7<,(Y*) — X* é quasi-
isomorfismo. Assim, pelo teorema [Mill4, p. 24| temos que D~ (&) — D() é fiel e
pleno. 0

Proposicao 2.11 O funtor natural DV (of) — D(&7) € fiel e pleno, isto é, DV (o) é
uma subcategoria plena de D(<f).

Demonstracao: O funtor natural K (/) — K (/) induz o funtor natural D* (&) —
D(47). Além disso, a classe localizante ST consiste de todos os morfismos em S tais que
sdo morfismos em K (7). Suponhamos que X*® um complexo limitado superiormente,
Y* um complexo qualquer e s : X* — Y*® um quasi-isomorfismo. Dado que X*® um
complexo limitado inferiormente, entao existe n € Z tal que HP(X®) = 0 parap < n e
como s ¢ quasi-isomorfismo entao H?(Y*) = 0 para p < n. Portanto, ¢ : Y* — 75,(Y*)
é quasi-isomorfismo, pelo lema Por conseguinte, go s : X* — 75,(Y*) é quasi-
isomorfismo. Assim, pelo teorema [Mill4, p. 25] temos que D* (&) — D(/) é fiel e
pleno. 0

Proposigao 2.12 O funtor natural D®(«/) — D(&/) € fiel e pleno, isto é, D°(a) é
uma subcategoria plena de D(<f) igual a D~ (/) (DT ().

Demonstragao: O funtor natural K°(«/) — K* (&) induz o funtor D’(&) —
D*(a7). Além disso, a classe localizante S° consiste de todos os morfismos em S7 tais que
sao morfismos em K°(.&/). Suponhamos que X* um complexo limitado, Y'* um complexo
limitado inferiormente e s : Y* — X*® um quasi-isomorfismo. Dado que X*® um complexo
limitado, entao existe n € Z tal que H?(X*) = 0 para p > n e como s é quasi-isomorfismo
entdo HP(Y*) = 0 para p > n. Portanto, i : 7<,(Y*) — Y* é quasi-isomorfismo, pelo
lema [2.8] logo, 7<,,(Y"*) ¢ um complexo limitado. Por conseguinte, s 04 : 7<,(Y*) — X*
é quasi-isomorfismo. Assim, pelo teorema [Mill4, p. 24] temos que D°(«/) — D' (/) é
fiel e pleno. Portanto, pela proposigao temos que o funtor natural D*(«/) — D()
¢ fiel e pleno. O

Observagao 2.13 Os funtores truncamento 7<,, e Ts, preservam as subcategorias ple-
nas D°(<), DY (&) e D=(&) da categoria D(</). Portanto, temos os correspondentes

funtores truncamento nestas categorias os quais denotaremos da mesma forma.

Denotaremos por D : &/ — D*(&/) ao funtor natural que é a composicao do
funtor K : &/ — K*(&/) e o funtor quociente @) : K*(o/) — D*(&/), isto é, D = Qo K.

Teorema 2.14 O funtor D : of — D(/) produz uma equivaléncia da categoria </ com

a subcategoria plena de D(&7) formada pelos H°—complezos.

Demonstragao: Ver, por exemplo [GY03], p. 164] O
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2.3.1 Sequéncias exatas curtas e triangulos distinguidos.

Sabemos que para uma categoria abeliana o7, a categoria C*(&7) é também abe-
liana. Logo, dado o monomorfismo f®: X*® — Y® nesta categoria, nao somente podemos

construir a sequéencia exata curta

0 xe Loy g 0

em C*(&7), assim como também o triangulo canonico
Cle
pf' ’Lfo
(1]
xe— y*

Lema 2.15 Seja m® : Cpe — Z* 0 morfismo dado por m®* = g* o py, onde py : Cpe —

nesta mesma categoria.

Y*® € a projecio natural. Entao m® € quasi-isomorfismo na categoria K*(<).

Demonstracao: Por hipotese temos que m® = ¢® o py, entao se verificam as igualdades

seguintes:

n+1 dn _ n+1 _dT;(‘H O _ n+1 n+1 n+1 gn _ m ,n
Y
= dEO[O g"]:d}om”

para cada n € 7Z, isto é, m*® é um morfismo de complexos.

Por outro lado, aplicando o lema [Mill4, lema 1.6.1, p. 99] ao diagrama comutativo

X lxe X°

e

X*——Y"*

Entao existe um morfismo w : C,, — Cfe tal que o diagrama

. il ° Py .
XX xe X oy X (xe)

|
1X.l f'l w® | LT(1X°)
. 1 A

xe L xe L on (X
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comuta salvo homotopia, portanto, w® o ilx' =ige 0 f*. Assim, Vn € Z

n 1Xn+1 O
w =
0 fn

Logo, temos que w® é um monomorfismo e im w" = X" @ im f* =

ker m™, ¥n € Z. Portanto, a sequéncia curta

0 Ch o 5> Cpo 225 70 0

37

X" @ ker g" =

é exata em C* (7). Entdo pelo teorema [Mill14] lema 2.1.2, p. 102}, C1,. = 0 na categoria

K*(4), do qual segue que H?(Ci,,) = 0, Vp € Z. Portanto, da sequéncia exata longa

de cohomologia baseada na sequéncia exata curta construida acima (teorema [2.5)), temos

que H?(m®) : H?(Cys) — HP(Z*) é um isomorfismo, Vp € Z.

O

A préxima proposicao nos mostra que toda sequéncia exata curta na categoria

dos complexos, induz um triangulo distinguido na categoria derivada.

Proposicao 2.16 Seja

uma sequéncia ezxata curta em C*(</). Entdo o diagrama
Z.

(1]

x—r e

¢ um triangulo distinguido na categoria D*(<7), onde f: e ¢* sdo respectivamente

classes de homotopia dos morfismos f® e g°.

Demonstragao: Pelo lema [2.15] sabemos que a classe de homotopia do morfismo m*

g® o py é um isomorfismo na categoria D*(%/). Mais ainda, m® oigpe = (g* 0 py) 0 iy

g® oly = g*. Por conseguinte, o diagrama

Py o

X (X
i
TX.‘ iy.l e lT(TX-)
fe g S Ppeem
X Ly T g pixe
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¢ um isomorfismo de triangulos em D*(.«7). Além disso, por defini¢ao o triangulo

¢ distinguido. O

2.4 A t-estrutura natural na categoria derivada.

Em virtude dos lemas e 2.9, vemos que podemos simplificar o estudo da
categoria derivada ao considerar as classe dos complexos que sao exatos superior ou infe-
riormente. Assim surge uma questao importante, quando baixo que condicoes estas duas
classes determinam a categoria derivada toda? isto é, podemos supor que todo complexo
¢ isomorfo a algum complexo limitado na categoria derivada? Estas e outras questoes ire-
mos responder no proximo capitulo. Por enquanto comegaremos nosso estudo definindo
formalmente estas classes especiais de complexos, assim temos que na definigao a seguir
=" ¢ a categoria dos complexos que sao exatos para todo p > n e 22" é a categoria dos

complexos que sao exatos para todo p < n.

Definigao 2.17 Seja &/ uma categoria abeliana e 9 = D*(&/). Paran € Z, sejam 2="
e 22" as sub-categorias plenas de 9 tais que: Obj(2=") = {A* € 2|HP(A®) = 0,VYp > n}
e Obj(2=") = {A®* € Z|HP(A®) = 0,Vp < n}.

As categorias da definicao acima tem algumas propriedades bésicas que listamos

a continuagao

Proposicao 2.18 Se &/ uma categoria abeliana. Entao,
a) Paran € Z, =" e P=" sdio subcategorias estritamente plenas de 9.
b) ...c s tCcgshCcgstic e D@ D @D @l

¢) Para cadan € Z, =" =T "(2=°) e 2=" = T"(22Y), onde T € o funtor translagdo
da categoria 9.
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D

a)

@)

emonstragao: Fixado n € Z temos que:

Dado que as sub-categorias =" e 22" sao plenas por definicao, basta demonstrar que
as mesmas sao fechadas por isomorfismos. De fato, suponhamos que f : X* — Y*
¢ um isomorfismo na categoria Z e X® € 2=", aplicando o funtor HP, segue que
HP(f) : HP(X*) — HP(Y*) é um isomorfismo, Vp € Z. Por outro lado, HP(X*) é
isomorfismo ao objeto nulo ¥p > n por hipdtese, entao H?(Y*) = 0, Vp > n, portanto
Y* € 25" por definicao. Analogamente podemos demonstrar que, 22" é fechada por

isomorfismos.

Suponhamos A°® € 2=", entao HP(A®) = 0,Vp > n pela definigao , logo HP(A®) =
0,Vp > n+1 e portanto A* € Z="*! assim 2" C <"+ Vn € Z. Agora suponhamos
que A* € 22" entao HP(A®) = 0,Vp < n + 1 pela definigao , logo HP(A®) =
0,Vp < n e portanto A®* € =", assim 2="*1 C =" Vn € Z.

Seja A® € 2=", entao aplicando a definicao temos que HP(A®) = 0,Vp > n, logo
T (A®) € 2=° e como A®* = T~"(T"(A*)), entao A* € T"(2="). Reciprocamente,
suponhamos que A°* € T7"(2="), entao existe um complexo B®* € 2=", tal que A® =
T-"(B*), logo, HP(A®) = H(T*(A*)) = HY(T*~(B*)) = 0, quando p — n > 0,
entao A* € 2=". Portanto, 2=" = T "(2="). Analogamente se demonstra que,

D= = T=(F>Y).

O

bservagao 2.19 A partir da defini¢do e pelo lema podemos definir o funtor

truncamento T<,, como um funtor da categoria 9 na categoria =", da mesma forma pelo

lema 2.9 podemos definir o funtor truncamento T, como um funtor da categoria & na
>n

categoria P=".

No seguinte lema provaremos que cada funtor de truncamento admite como funtor

adjunto ao funtor inclusao que tem como dominio a sub-categoria de complexos limitados

e como contradominio a categoria derivada.

Lema 2.20 Sejan € Z. Entao

(i) T<n: D — D=" € adjunto a direta do funtor inclusio I : P=" — P;

(i) Tsp: D — D=" € adjunto d esquerda do funtor inclusao J : 9" — 9.

Demonstragao:

(i) Seja A* € <" e B* € 2 ¢ i®: 7<,(B*) — B*® a inclusao candnica, entao temos o

homomorfismo

HOmggn(A.,TSn(B.)) 2 HOmg([(A.),B.)
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C* C*
5 \ 5 \f
A ren(B*) A B

Agora provaremos que ® é uma bijecao.

a) Sobrejetividade: Seja ¢ € Homg(I1(A®), B®) representada pela fragao

(j.
22
A B*

tal que s* : C* — A® é quasi-isomorfismo. Portanto, H?(C*®) = 0 para p > n,
isto ¢, C* € 2=". Entao pelo lema , a inclusdo canonica j® : 7<,(C*) — C*

¢ quasi-isomorfismo. Portanto o diagrama

(j.

N
A T<n10°) B*
<n(

o] A

T<n(C®)

comuta, com o qual estabelecemos a equivaléncia da fracao de cima com a de-
baixo. Assim, podemos supor que C? = 0 se p > n. Além disso, o morfismo de

complexos f*®: (C'* — B*® podemos representa-lo pelo diagrama

Ce e o Cn—Q ﬁ Cn—l d871 cn e 0 0
f.l fn?l fnlj fnj l j
n—2 n—1 n n+1
B . Bnr—2 5 Bn—1 5 B" 45 Bt di” Bn+2 -

Por outro lado, consideremos a inclusdo canodnica i® : 7<,,(B®*) — B®, isto é,

n—2
dB

T<n(B®) ...—=B"? B ' s ker d, 0 0
i.l 1Bn—2l 1Bn—1j Mj j L
° n—2 2_2 n—1 dg’_l n % n+1 %-H n+2 d7]§+2
B ...— B B B B g2

Além disso, suponhamos que I'm f" é a imagem do morfismo f", entao o diagrama

Im f»

5/,7 \\\g\\
/'/ f"

(jn l}n
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¢ comutativo, onde a é monomorfismo e 3 é epimorfismo. Logo, d oao 3 =
d} o f* =0, assim dy o = 0, entao pela propriedade universal do kernel, existe
um unico morfismo A : I'm f* — Ker d tal que o diagrama

d’ﬂ
Im fn [od B B Bn+l

-
~
A o 7

Ker d

comuta. Entdo, po(Aof) = (uoX)oB=aoB=frepuo(Nof)ody! =
frodit =i o ot = o (po f71), entiio (Ao B) o d2t = g o f1, pois

¢ monomorfismo, portanto temos os morfismo de complexos

dn—2 dn—l

C. T Cn_2 c C’n—l c Cv'n, 0 0
e T
dn72
TSn(B.) > pr2"B _pn1_ % Lop d% 0 5
iOl 1Bn—2l 1Bn_1j uj j L
B* ——pn2 % Bt T B" s Brtl dp* Bnt2 dy*?
cuja composicao é
n—2 n—1
oo o2 % . .

i.og.t fn2L f’nll “OAOBL l l
— dnfl dn dn+1 dn+2

n—2
B* o pr2 g1 _pn % pont % paiefs

Portanto, f® =1i® o ¢°.
Finalmente, consideremos os morfismos i* : 7<,(B*) — B®* e : A* — 7<,(B*)

na categoria &, os quais podem ser representados pelas fracoes

T<n(B*) C*

/ \ s* \
T<n(B°) Be A T<n(B°)
Entao obtemos o diagrama comutativo

o
1 - T ~ g'
A A
T<n B. = C.
/ \ / \ se i®0g®
7en(B*) A B

Portanto, ¢ = i® o) = ®(1).



Capitulo 2 42

b) Injetividade: Agora suponhamos que existe ¢ € Homg<n(A®, 7<,(B®)) tal que

® (1) = i®01) = 0 na categoria Z. Entao, pela discussao anterior 1) é representada

AN

T<n(B*)

pela fragao

onde C* é tal que C? = 0 para p > n. Mais ainda, ®(¢) é representado pela

O.
LN
A B*

e como ®(1p) = 0, entdo existe D*® e um quasi-isomorfismo j°* : D* — C* tal

fracao

que o diagrama seguinte comuta

O.

A.

Entao, H?(D®) = HP(C®) = 0 para p > n, dado que j* é quasi-isomorfismo.
Assim, definindo E® = 7<,(D®) e k* = j® o j'*, tal que j'* : 7<,(D*) — D* é
a inclusdo canonica, a qual é quasi-isomorfismo pelo lema [2.8] temos que k* é

quasi-isomorfismo e o diagrama

é comutativo. Portanto, a® = i® o ¢® o k* é homotopico a zero, isto é, o diagrama

an3 dn? dnt
E* ...En3 En—? Ent E" 0 0
-
hn72 e - hnfl 7 - hn i hn+l s g hn+2 Ve
a. an—3 P e an—2 P /an—l yz a?’l P Ve P 7
Adn73 Ldn72 %dnfl A dn }dn+1
B* ..Br3Ef opn2 E . pr1l B o pn Boprtl B _pni2_

é comutativo e Vp € Z se cumpre que a? = d%_l o h? + hP*l o db,.
1) Suponhamos p < n, entdo » = lgr, logo gP 0 kP = # o g’ 0 kP = aP =

A% o h? + Pt o dY.
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2) No caso p = n, sabemos que i" = j, entdo pog" ok™ = a” = d 'oh™ +h" o

d% = pogpoh™ pois k"1 =0, e dado que u é monomorfismo, concluimos que
3) Para p > n, temos que h? = g? = 0, entdo gP o k? = 0 = d% "o h? + WPt o db,.
De 1), 2) e 3), temos o diagrama comutativo seguinte g® o k* : E* — 7<,,(B*®) é

homotdpico a zero. Além disso, temos que o diagrama

C.
SN
Nk. ~
A® E* T<n(B*)
~ 1l /
S. g.ok.
E.
é comutativo, portanto ¢ = 0.
J& demonstramos que VA® € =" ¢ B* € D, ® e po : Homg<n(A®, 7<,(B*)) —

Homg(I(A®), B®*) é uma bijecao, por conseguinte, sé resta demonstrar que é funtorial

em ambas as variaveis.

a) Se ¢ : A* — C* é um morfismo na categoria 2=", entao o diagrama seguinte é

comutativo

¢A.,B.

Homg<n(A®, 7<,,(B*)) Homg(I(A®), B*)
Hom <y ((p,TSn(B'))T ]HO?’TL@(I(@),B.)

Homg<n(C®, 7<n(B*)) Homg(1(C*), B*)

¢C. ,B®

De fato, seja ¢ € Homg<n(C®, 7<,(B*)) a qual é representada pela fracao

AN

T<n(B*)

e suponhamos que o morfismo ¢ é representado pela fragao

5 x

A* c*
Entao, temos que:

(1) O morfismo 1 o ¢ é representado pela fragao
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K.
/N
r® \ h® K*

e » §M0 — s®or® W.
LN A a e (B°)
A* c* T<n(B*)
Portanto, o morfismo ® 4e ge (Homg<n (@, 7<n(B*)) (1)) = @ e pe (1 0 @) é re-

presentado pela fracao

K.
5-7 wj’oh’
A® B*
(2) O morfismo ®ce pe(1)) é representado pela fragao

M.
t® i%og*®
c* B*
Portanto, o morfismo Homg(I(p), B*)(Pcs pe (1)) = Pee pe (1)) 0 ¢ é repre-

sentado pela fragao

K*
Ve N
r® s N h*
Pl N
Lo M. — KO
y \f; % &g' s®or® &g'oh'
A. C. B. A. B.

Segue de (1) e (2) P ae pe 0 Homg<n(p, T<n(B*)) = Homg(1(p), B*) 0 Pce pe.

b) Seja pu: B®* — D*® um morfismo na categoria 7. O diagrama seguinte comuta

(PA.,B.

Homg<n(A®, 7<n(B®))
Homggn(A',Tgn(N))j

Homg<n(A®, 7<,(D*))

Homay(I(A*%), B*)
lHom@(I(A')w)

Homg(I(A®), D*)

(PA.,D.

De fato, seja 1) € Homg<n(A®, 7<,(B*)) o qual é representado pela fragao

AN

TQABv
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e suponhamos que o morfismo u é representado pela fragao

K.
B* D

por conseguinte, o morfismo 7<,(u) : 7<,(B*) — T<,(D*) é representado pela

fragao
7—<n K.
7—<n B. T<n D.)

Assim temos o seguinte:

(1) O morfismo 7<, (1) o1 é representado pela fragao

/L.

Ie
/ \ / \ A ren(D")
7'<n

T<n
Portanto, o morfismo (I)A07D-(H0m_@§n<z4 ,Tgn(,u))(w)) = Do pe(T<pn(pt) 0 1)

é representado pela fracao

L.
t.or/ \’Tzn(f‘)oh‘
A D*

(2) O morfismo ® 4« pe (1)) é representado pela fracao

M.
2N
A* B

Por outro lado, sabemos que os diagramas seguintes comutam

° h® ° T<n(8®
Ht " man(K) ren (%)~ (BY)
I
M* —2 1. (B*) K* s° B*

Entao, i® 0 g®* o1® = i®* 0 7<,(s*) o h* = s* o k* o h*. Portanto, o morfismo
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Homg(1(A®), 1) (P ae pe(¥)) = 0 P 4o pe (1)) é representado pela fracao

L.
VRN
r® \ k®oh®
Pl N
Mo Ko — LO
% &g’ % X t-V X’jk’oh‘
A B* D A D

Mais ainda, pela comutatividade do diagrama

T<n(f*®)

T<n(K*®) - T<n(D®)
L
K* . D*
temos a equivaléncia
L.

t® C%l T N«k‘ oh®

A* L*® D*

~ ILN/
t®or® j*or<n(f®)oh®

Ie
Segue de (1) e (2) @ae ps 0 Homg<n(A®, 7<, (1)) = Homg(L(A®), 1) 0 P ae pe.
Portanto, de a) e b) o funtor 7<,, e adjunto a direta do funtor I.
(ii) A prova de (ii) é andloga.
O

O lema acima nos permite demonstrar que na categoria derivada o morfismo nulo
é o unico morfismo entre um complexo que é exato a partir da posicao n 4+ 1 em diante e

um complexo que ¢é exato da posicao n pra atras.

Corolério 2.21 Se m < n. Entio Homg(A®, B*) = 0 para qualquer A®* € Z=™ e
B* € 9=,
Demonstracao: Pelo lema temos Homg(A®, B*) = Homg(A®, 7<n(B®)). Por

outro lado, temos:

a) Por hipétese B®* € 22", entao pela definigao m HP(B*) = 0,Vp < n e como m <
n, entdo H?(B*) = 0,Vp < m, além disso, do lema deduzimos que HP(B*) =
HP(1<m(B*)),¥p < m, portanto HP(7<,,(B*)) = 0,Vp < m.

b) Pelos itens d) e e) da prova do lema temos que H?(7<,,(B*)) = 0,Vp > m.
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Assim, dos itens a) e b), temos que: H?(7<,,(B*)) = 0 para todo p € Z, entdo, 7<,,(B*) =
0 na categoria &. Portanto, Homg(A®, B®) = Homg(A®,0) = 0. O

Finalmente, temos um dos resultados mais importante deste capitulo, o qual
reflete a importancia de estudar as sub-categorias dos complexos limitados na categoria
derivada, pois nos diz que a cada complexo podemos associar um triangulo distinguido na
categoria derivada e consequentemente, para cada complexo temos uma sequéncia exata
curta tal que o cokernel da inclusao natural é um complexo exato inferiormente, como

Veremos a seguir.

Proposicao 2.22 Para cada complexo X® e n € 7Z existe um unico morfismo he
Toni1(X*) — T(rea(X*) tal que

Ten(X*) “ X

¢ um triangulo distinguido na categoria D* (7).

Demonstragao: Dado X°® um complexo de o7/-objetos e n € 7Z, definamos Q°* =
Coker (i*) onde i® : 7<,(X®) — X* é a inclus@o canonica, a qual sabemos que é um

monomorfismo na categoria C'(7) e que é represento pelo diagrama comutativo

—2
dn (p

(X)X P e 0 0

i R
Xe e xr2 B x BD en B enn B e BT

k(>t l j pl T
Q° e —==0- =~ >0- - — = Coker ,u—w—>X”+1 i - X2 Cintl...

onde p = ker(d%), p = coker(u) e ¥ é o morfismo induzido pela propriedade universal do
cokernel, pois (1xn+1 0 d%) o pu=0.

Por outro lado, considerando o diagrama

ker(B)

coker(a)

Xn+1

\/

Im(dy)

Ker(B) Coker(a)

Onde a = im(d’ ) é monomorfismo e = coim(d%) é um epimorfismo. Entao, u = ker(3),
p = p, Coker(u) = Coim(d%y) e coker(d%) = coker(a). Logo, pela unicidade do morfismo

Y e dado que d% = a o 3, segue que ¥ = a, assim temos que



Capitulo 2 48

0 se p < n; 0 sep<n-—1;
(Q*)" = { Coim (d%) sep=n; dfgn(A.) =4 a sep=mn;
XP se p > n. d% sep>n.
Se consideramos a projegao canonica ¢* : Q° — T>,41(Q°), isto é, o morfismo de com-
plexos
d”+1 dn+2 dn+3
Q° .. —— 00— Coim(dy) —2— X"+l X xn+2 s
q’l l l cok:er(a)t 1yn+2 l 1yn+s l
dn+2 dn+3
Tons1(Q®) . 0 0 Coker(a) —s X"+2 o X043 T o

tal que HP(¢®) : HP(Q®) — HP(X*®) para cada p > n+ 1 e H?(¢*) = 0 para cada
p < n-+1, pelo lema . Por outro lado, como o monomorfismo, entao Ker(a) = 0, logo
H™(Q*) = 0, portanto H?(q*) = 1y, para cada p < n+1. Além disso, sendo Coker(dy) =

Coker(a), entao 7s,41(Q°) = T>n+1(X*®), do qual concluimos que o morfismo

dn+1 dn+2 dn+3
0 e 0 —— Coim(dl) —&— X+ D 2 T g3 X
qu l l COkET‘(d”)]‘()L 1X”+2 L 1xn+3l
dn+2 dn+3
Tont1(X*®) . 0 0 Coker(d}) — X2 2 X3 X o

é quasi-isomorfismo, portanto, Q* é isomorfismo a 7>,41(X*) na categoria D*(.«).

Por conseguinte, temos que a sequéncia

00— Ten(X*) 2= X Q° 0

¢ exata € Q° = T>,4+1(X*) na categoria D*(.«7). Entao pela proposigao [2.16} o triangulo
Q.

(1]
Ten(X*®) e X

é distinguido na categoria D*(«7). Portanto, o triangulo

T>n+1 (X.>

Ten(X*®) “ X

é distinguido na categoria D*(.«/). Finalmente, a unicidade do morfismo he é consequéncia

do lema [I.31] e corolario do 2211 O



Capitulo 3

t-estruturas

Na primeira se¢ao deste capitulo introduziremos a nocao de t-estruturas a qual
foi definida pela primeira vez por Beilinson-Bernstein-Deligne no artigo [BBD82|. Nesse
mesmo artigo eles constroem subcategorias abelianas em categorias trianguladas. Assim
0 objetivo deste capitulo sera provar esse e outros resultados basicos de t-estruturas pelo
qual apresentaremos as definicoes precisas e demonstraremos uma série de lemas funda-
mentais. Outras fontes de referéncia sao [KS90, [GY03], IMil14].

Ao longo deste capitulo & é uma categoria triangulada.

3.1 t-estruturas em categorias trianguladas.

A discussao na ultima secao ilustra a seguinte defini¢ao, formalizando assim as

propriedades observadas.

Definicao 3.1 Uma t-estrutura em & € um par de subcategorias estritamente plenas

(2=°, 2=%) que satisfazem as sequintes condigoes:
(t1) 7<° C 25, 72 5 72\, onde 75" = T-N(F=) ¢ 7> = T-1(229);
(t2) Hom(X,Y) =0 para X € 2=° ¢ Y € 9=!;

(t3) para qualquer X € P existe um triangulo distinguido

B

(1] \

A X

tal que A € 2=° ¢ B € 9='.

Exemplo 3.2 Seja 9 = 2*(/) a categoria derivada da categoria abeliana <. Dadas
as subcategorias 2=° e 2=° (ver definigdo , pela proposi¢ao e o coroldrio|2.21

49
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e a proposicao temos que (2=°, 92°) satisfaz as condi¢des da definicio (3.1 Esta

t-estrutura é chamada a t-estrutura natural em ().

A seguir apresentamos algumas propriedades elementares que se deduzem da

definicao de t-estrutura e que iremos utilizar no resto do trabalho.

Proposigao 3.3 Denotando por =" =T (9=°) e =" = T~"(2=), para cadan € 7Z.
a) X € Z=" se e somente se X[1] € Z=""! se e somente se X[—1] € ="

b) X € 22" se e somente se X[1] € 22""! se e somente se X[—1] € ="

c)...Cc gt Cc gsnC gt C L isto €, a familia (95" n € L) € crescente.

d) ...D2 9=t > g2 5 =t 5 [ isto €, a familia (27"; n € Z) € decrescente.
Demonstragao: Fixado n € Z.

a) Dado que T' é um equivaléncia de categorias, temos as equivaléncias seguintes:
1) X € 7" & 3X, € 2% X = Xo[-n] & X, € 25% X[1] = Xo[-(n —1)] &
X[1] e g=!

2) X € 75" & 3X, € 9% X = Xo[-n] & 31X, € 2<% X[-1] = Xo[-(n+ 1)] &
X[-1] € g=rt!

b) E andlogo ao item a).

c¢) Suponhamos X € 2=" entao aplicando o item a) n—vezes, temos que X[n] € 2=0,
mas =" C 2=! por (t1) da defini¢ao 3.1} entdo X[n] € 25! & X[n+ 1] € 2=°, pelo
item a). Entao 3Xy € 2=% X[n + 1] = Xj e sendo T uma equivaléncia de categorias,
concluimos que X = Xo[—(n + 1)] € 2="*1,

d) Suponhamos X € 22""! entao aplicando o item b) n—vezes, temos que X|[n] € =1,
mas 22! C 220 por (t1) da definigao[3.1], entdo X[n] € 22°, entdo 3X, € 2% X[n] =

Xo e sendo T uma equivaléncia de categorias, concluimos que X = X,[—n| € 2=
O

Na préxima proposicao apresentamos um método para construir t-estruturas a
partir de uma t-estrutura dada, o qual generaliza a construcao que aparece no item i) do
Exemplo 1.3.2 no artigo [BBD82, p. 29].

Proposigao 3.4 Seja F : € — 9 uma equivaléncia triangulada e (€=°,€=%) ¢ uma

t-estrutura na categoria triangulada € entdio, (F€<°, F€=") é uma t-estrutura em 2.

Demonstragao: Chamando =0 = F¢<" ¢ 220 = €=, temos que 2= = T 1F¢=<
e 921 = T71F€¢=°. Agora demonstraremos que 2=° e 220 satisfazem as condicoes da

definigao [3.1}
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1) Demonstraremos somente que 2=° é uma subcategoria estritamente plena da categoria

9, pois a demonstracao para a categoria 2=° ¢ anéloga.

a) Como €=Y ¢ uma subcategoria plena da categoria 4 e F é uma equivaléncia de

categorias entdo, 2= é uma subcategoria plena da categoria 2.

b) Suponhamos que g : Y — Y’ é um isomorfismo na categoria Z tal que Y é um
objeto da subcategoria 2=, entdo existe um objeto X na subcategoria €= tal
que Y = FX, mais ainda dado que F' é uma equivaléncia de categorias, existe
um objeto X’ e um isomorfismo f : X — X’ na categoria € tais que g = F(f) e
Y’ = FX', entdao X’ é um objeto da categoria €=, pois =" é uma subcategoria
estritamente plena da categoria 4. Assim, Y’ é um objeto da categoria Z e g é
um isomorfismo da categoria 2. Portanto, 2= ¢ uma subcategoria estritamente

plena da categoria Z.
2) Para demonstrar a condigao (t1) da definigao , temos que demonstrar que:

(a) 2= C 2='. Suponhamos que Y € 2=" entdo existe um objeto X € ¢=° tal que
Y = FX. Mas, T' é um automorfismo de categoria e F' é um funtor exato entao
FX =T YTFX) =T YFTX), onde TX € €' C €= pela proposicio [3.3|
Logo, Xo=TX € ¢="e Y =T (FX,) € Z=".

(b) 22° > 22!, Suponhamos que Y € 22!, entao existe um objeto X € ¢=° tal
que Y = T7'FX. Mas, T é um automorfismo de categoria e F é um funtor
exato entdo T 'FX = T 'TFT'X = F(T7'X), onde T7'X € ¢=! c €=°
pela proposicio 3.3] Logo, Xo =T 'X € 2% ¢ Y = FX, € 27°.

3) Suponhamos que Y € 2=0 e Y’ € 92!, entao existe um objeto X € €=Y e um objeto
X' e €= taisque: Y = FX eY' = FX'. Assim, Homg(Y,Y') = Homy(FX, FX') =
Homy (X, X'), pois F é fiel e pleno. Mas Homy (X, X') = 0, pela condi¢ao (t2) da
definicéo [3.1] portanto Homg(Y,Y”) = 0.

4) Dado Y € 2, existe X € ¢ tal que Y = F'X pois F é pleno. Entao pela condicao (t3)
da definigao existe um triangulo distinguido

B

(1] \

A X
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tal que A € =" e B € C=!. Por conseguinte,

FB

] \

FA FX

¢ um triangulo distinguido pois F' é um funtor exato. Mais ainda, FA € 20 ¢
FB = FT'By =T 'FBy € 22!, pois F' é um funtor exato e By € €=°. Portanto,
(2=°, 22°) satisfaz a condigdo (t3) da definigao [3.1]

O

O préximo lema é uma extensao da condigao (t2) de t-estrutura que serd funda-
mental neste trabalho, em particular demonstraremos que o par (2=", 2="!) Vn € Z ¢

um par de torcao, ver teorema no capitulo 4.
Lema 3.5 Sejan,m € Z comn <m. Se X € =" eY € 2™, entio Homy4(X,Y) = 0.

Demonstracao: Por hipétese X € =", entao pela proposicao temos: X = X'[—n)]
para algum X’ € 2=°. Por outro lado, suponhamos que Y € 2=™, como por hipétese
n+1 < m entdo pela proposicao 3.3, temos que Y € 22! mais ainda, existe Y; € 22°
tal que Y = Yy[—(n + 1)] = (Yo[-1])[-n] = Y'[-n], onde Y' = Yy[-1] € 22!, pela
proposicdo [3.3] Portanto, Hom(X,Y) = Hom(X'[—n],Y'[-n]) = Hom(X',Y') = 0, por
(t2) da definigao [3.1] O

O resultado seguinte ¢ um caso particular da proposigao [3.4 Dizemos que a
segunda t-estrutura é deduzida da primeira por translacao. Assim no resto do capitulo,

bastard supor que (2=°, 2=%) é a t-estrutura dada na categoria 2.

Proposigao 3.6 Se (2=° 2=9) ¢ uma t-estrutura em 9, entao para cadan € Z, (2=", P=")

é uma t-estrutura em 9.
Demonstracgao:

a) Por hipétese T' é uma equivaléncia de categorias e =" ¢ estritamente plena, entio
pelo item 1) da proposigao com F = T" concluimos que D=" = T~"(2=0) ¢ estri-
tamente plena. Da mesma forma demonstramos que2=" = T~"(2="), é estritamente

plena.

b) Da proposicao [3.3, segue que 2=" C 2="t! ¢ 92" > 2"t tal que ="M =
T=Y2=") e 2271 = T=1(@="), entio (t1) da definigio [3.1] é satisfeito.

¢) Do lema 3.5, com m = n + 1 se verifica (t2) da definicao [3.1]
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d) Seja n € Z, para cada objeto X € Z temos X|[n] € Z, entao por (t3) da defini¢do

existe um triangulo distinguido

tal que A’ € 2= e B’ € =1
Mais ainda podemos definir os objetos A € 2=" e B € 2=""! tais que A[n] € 2=" e
Bln] € 22, como a seguir:
(i) A= A[-n] € =" entao A[n| = A’ € 2=;
(i) B’ = By|—1] tal que By € 2=°, entao B = B'|—n] = By[—(n + 1)] € 22" e
B[n] = B' € 9=,

De (i) e (ii) temos o triangulo distinguido

onde A[n] € 2=° e B[n] € 22'. Agora aplicamos 3n vezes o axioma (TR2) de

triangulos distinguidos e obtemos o triangulo distinto

B
(1] \

onde A € Z=" ¢ B € 2=""! portanto, (Z=", 22") satisfaz (t3) da definigao 3.1}

A X

O

Agora demonstraremos que {0} C ﬂ Obj(2=") e {0} C ﬂ Obj(2=") e mais
nez neL
adiante veremos que em geral a outra inclusao nao é verdadeira, isso nos permitira definir

um tipo de t-estrutura chamada nao degenerada.

Proposicao 3.7 Seja 0 o objeto zero na categoria 2, entio 0 € =" ¢ 0 € D=, para
todon € 7.
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Demonstracao: Pela proposicao (3.6, existe um triangulo distinguido

tal que A € 25" ¢ B € 22"*!. Por outro lado, pelo axioma TR1 podemos construir o

triangulo distinguido

0—2-B All]
|
fl llo lg’ il
1o o Y
0 0 0 0[1]

¢ um morfismo de triangulos, em particular ¢'og = 15. Analogamente, existe um morfismo

f":0— A o diagrama

¢ um morfismo de triangulos, assim f o f' = 15. Por conseguinte temos o morfismo de

triangulos distinguidos

Qi Ny ; J— ]
f’OfL llo Lgog' l(f’Of)[ll
p/ Qi Ny ; J—{ ]

Mais ainda, pelo lemasabemos que Homg (A, B[—1]) = 0, pois B[—1] € 222 entao
pelo lema [1.31] concluimos que f o f = 14 e gog = 1. Portanto, f : A — 0 é
um isomorfismo e dado que Z=" é estritamente plena, entdao 0 € Z=". Assim mesmo,

¢ : B — 0 ¢ isomorfismo e como 22"*! ¢ estritamente plena, entdao 0 € ="+,
O

A seguir utilizaremos o mesmo raciocinio feito acima para um objeto arbitrario

X da categoria Z.
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Dado o morfismo identidade 1x : X — X na categoria &, entao como no item

c¢) da prova do podemos construir os triangulos distinguidos seguintes:

D

AN AN

A X C X
tal que, A e C sao objetos na categoria <", ¢ B e D sao objetos na categoria 2",

Assim temos o diagrama seguinte

A—> X ——B—=A[l]

!

C—=X—=D—C[]]

onde Hom(A,D) = 0 pelo lema 3.5 Entao, pelo lema existem os morfismos « :
A— Cep:B— D tais que o diagrama

é um morfismo de tridngulos. Mais ainda, pelo lema [3.5] Hom(A, D[—1]) = 0, pois
A € 25" e D[-1] € 2=""2. Portanto, do lema se conclui que a e  sdo tunicos.
Analogamente, existem e sao unicos morfismos v : C' — A e d : D — B tais que o

diagrama

C—X—>D—=C[]]

ERE

A—eX—=B— Al

mas ¢ claro que os morfismos 14, : A — A e lp : A — B fazem o diagrama um
morfismo de triangulos, portanto yoa = 14 e 6 o f = 1p, pela unicidade do teorema
Analogamente, oy = 1lg e fod = 1p. Do qual podemos concluir que: « e
f sado isomorfismos, entdo, A e B sdo tdnicos (salvo isomorfismos). Portanto, a cada
X € 2, podemos associar os objetos A € <" ¢ B € D=""! que denotaremos por

T<n(X) € T5p1(X). Além disso, podemos associar os morfismos ix : 7<,(X) — X e
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px : X — T>p41(X), 0s quais sdo tnicos salvo isomorfismos. Da discussao precedente

temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.8 Dado n € Z. A cada X € P, podemos associar os objetos 7<,(X) €
D" e Tons1(X) € D= Além disso, definimos os morfismos ix : T<,(X) — X e
px X — Top41(X), 0s quais chamaremos de morfismos de truncamento, tais que o
triangulo

Tzn-i-l(X)

px
(1]

Ten(X) X X

é distinguido.

A seguir apresentamos um lema que é um refinamento da definicao precedente, no qual

1 =1, € p= px sao os morfismos de truncamento.

Lema 3.9 Para cada X € & temos o triangulo distinguido

TZn—i—l

(X)
(X) i X

Demonstracao: O triangulo distinguido é construido na defini¢ao anterior, logo a uni-
cidade do morfismo r segue do lema [1.31] O

T<n

onde v € unico.

Dados os objetos X e Y na categoria &, entao como no item c¢) da prova do

podemos construir os triangulos distinguidos seguintes:

B D

A X C Y

tal que, A e C sdo objetos na categoria 2=", ¢ B e D sio objetos na categoria 2=""1,

Mais ainda, dado o morfismo f : X — Y na categoria &, consideremos o diagrama
seguinte
A X B A[l]

|
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Desde que A € 25" ¢ D € 22" pelo lema |3.5| temos que Hom(A, D) = 0. Portanto,
a composi¢ao dos morfismos A — X — Y — D no diagrama anterior é 0, assim
pelo teorema [1.31] o diagrama acima pode ser completado e obtemos um morfismo de

triangulos

X ——=B—— A[l]

B

Y ——~D——C[l]

Mais ainda, como A € 25" e D[—1] € 22""2 entao Hom(A, D[—1]) = 0, do qual se
conclui aplicando o mesmo teorema que: ¢ e @ sao Unicos. Da discussao acima também

temos que os morfismos ¢ e 1 sao tnicos, entao aplicando a definigao [3.8] temos:

Definicao 3.10 Dado n € Z. Para cada morfismo f : X — Y na categoria &, cha-
maremos de morfismos de truncamento aos morfismos T<,(f) @ T<n(X) — T<u(Y) e
Tont1(f) : o1 (X) — 75011 (Y) das categorias I=" e =" respectivamente, tais que

o diagrama

Ten(X) —X s X — P 1 (X) (Ten(X))[1]
T<n(f)l f\ lT>n+1(f) j(7_<n(f))[1]
Ten(Y) —Y Y o o (Y) (rea(Y))[1]

representa um morfismo de triangulos distinguidos.

3.2 Funtores truncamento em categorias triangula-

das

Nesta secao iremos construir os funtores induzidos pelos morfismos de trunca-
mento e demonstraremos que eles sao adjuntos dos funtores inclusao. Além disso, es-
tudaremos como estes funtores de truncamento se comportam ao compor com o funtor
translacao da categoria &, mais ainda provaremos que os funtores de truncamento sao
aditivos. Finalmente, daremos uma caracterizacio das categorias =" e 2=" em ter-
mos dos morfismo de truncamento e demonstraremos que tais categorias sao fechadas por
extensoes.

Das defini¢oes anteriores podemos construir os funtores naturais E| T<n : 9 —

D" e Topsr 2 D — 22" tais que:

a) A cada objeto X € 2, correspondem os objetos 7<,(X) € =" e T5,41(X) € D=""!

respectivamente, como na defini¢ao [3.8]

IPelo exemplo chamaremos estes funtores de funtores truncamento correspondentes a t-
estrutura (9=°, 2=9)
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b) A cada morfismo f : X — Y na categoria &, correspondem os morfismos 7<,(f) €

D=" e Tsny1(f) € D=1 respectivamente, como na definigao
A seguir demostraremos que as aplicacoes T<, € T>,11 satisfazem as condigoes da

definicao [1.3]

Proposigao 3.11 A cadan € Z, existem funtores covariantes T<, : 9 — D=" € Topi1
9 — ="

Demonstracao: Fixado n € Z, temos que:

a) Pela defini¢ao dado o morfismo f: X — Y na categoria &, existem morfismos
inicos <, (f) : T<n(X) — 7<n(Y) € Tont1(f) : Tont1(X) — 75041 (Y) nas categorias

=" e 9=+ respectivamente, tais que o diagrama

Ten(X) — e X — P (X) (Tea(X))[1]
T<n(f)l fj j7>n+l(f) l(7<n(f))[1]
Ten(Y) —= Y 2 Tona (V) (T<n(Y))[1]

representa um morfismo de triangulos distinguidos. Analogamente, dado o morfismo
g :Y — Z na categoria 2, existem morfismos tinicos 7<,,(g) : 7<,(Y) — 7<n(Z) e
Tont1(9) : Tont1(Y) — T>n11(Z) nas categorias Z=" e P=""! respectivamente, tais

que o diagrama

Ten(Y) =Y e (Y) (Ten(Y))[1]
Tgn(g)l Ql l‘fznﬂ(g) L(Tgn(g))m
Ten(Z) —2 Z Y ron1(2) (T<n(2))[1]

representa um morfismo de triangulos distinguidos. Em consequéncia temos o dia-

grama
Ten(X) = X — P (X)) (Ten(X)[1]
T<n(f)l f] lT>n+1(f) L(T<n(f))[1]
Ten(Y) —2s ¥V —— e (Y (ren(Y))[1]
T<n(g)l g] lT>n+1(g) L(T<n(g))[1}
Ten(Z) —2e I " e 1 (2) (ren(2))]1]

no qual todos os quadrados comutam. Logo, sendo T" um funtor covariante, obtemos

o morfismo de triangulos distinguidos:

Ten(X) —F > X — P (X) (7n (X))[1]
T<n(9)OT<n(f)l QOf] j7>n+1(9)07>n+1(f) l(T<n(9)°T<n(f))[1]
Ten(Z) —= Z e o1 (Z) (T<n(2))[1]
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Mas pela definigao [3.10], os morfismos 7<,(go f) € T>py1(go f) sdo os tnicos que fazem

o diagrama anterior comutar, portanto, 7<,(g o f) = 7<n(g) © T<n(f) € Tsny1(go f) =

T>n+1 (g) © TZnJrl(f)‘

b) Pela definigao [3.10] dado o morfismo 1x : X — X na categoria Z, existem morfis-
mos unicos 7<,(lx) : 7<p(X) — 7<n(X) € T5pi1(f) @ o1 (X) — 75p41(X) nas

categorias Z=" ¢ 2="*! respectivamente, tais que o diagrama

Ten(X) —X e X — P (X)) (Ten(X))[1]
Tgn(lx)l 1X] l7—2n+1(1X) L(TSn(lx))[l]
Ten(X) =X X — P (X)) (Ten(X))[1]

representa um morfismo de triangulos distinguidos. Mas é claro que os morfismos
1T§n(X) : Tgn(X) — Tgn(X) € 17—Zn+1(X) : Tzn+1(X) — Tzn+1(X>, fazem o dia-
grama anterior comutar, portanto, pela unicidade da defini¢ao [3.10] concluimos que:

Ten(1x) = 1 (x) € Tonp1(lx) = Lo L (x)-
]

O préximo lema estabelece que para cada funtor de truncamento existe um funtor

adjunto.
Lema 3.12 Para cada n € 7, tem-se:
(i) T<n: D — D=" € adjunto a direta do funtor inclusio I : I=" — P;
(ii) Tsn: D — D=" € adjunto d esquerda do funtor inclusio J : =" — 9.
Demonstracao: Fixado n € Z, temos que:

(i) Pelo axioma TR1, a cada X € 2=" podemos associar o triangulo distinguido

0

/N

X = X

o qual satisfaz as condi¢oes da defini¢ao [3.8] pela proposi¢ao [3.7, mais ainda, su-
ponhamos YV € Z e seja f : X — Y um morfismo na categoria & entao, pela
definicao temos o morfismo de triangulos distinguidos

X X X 0 X[1]

Tgn(f)l f\ j (Tgn(f))[l]l
Ten(Y) =Y —— 1o 1 (V) — (1< (Y))][1]
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Logo, sendo que o morfismo 7<,(f) é determinado de maneira tinica por f tal que,

f =1y o1<,(f), temos que a aplicagao

®: Homg(X,Y) — Homg<n(X,7<n(Y))
f — T<n([)

esta bem definido. Agora, definamos a aplicacao

U Homgen (X, 7<n(Y)) — Homg(X,Y)
g — iy 0g
Logo, determinamos as compostas:
a)
Vod: Homgy(X,Y) —  Homg(X,Y)
f — iy oT<u(f) = f
Portanto, ¥ o ® = 1y, (x,v)-
b)
DoV : Homgn (X, 7<n(Y)) — Homgn (X, 7<,(Y))
g — T<n(iy ©9)

Onde 1<, (iy 0g) : X — 7<,(Y) é 0 tnico morfismo que faz comutar o diagrama

X X X 0 X[1]
T<n(iyog)t iyogl L l(7<n(iyog))[1}
Ten(Y) —= Y Tont1(Y) — (T<n(Y))[1]

Mas, ¢ claro que g : X — 7<,(Y") também faz o diagrama comutar, portanto,

T<n(ly0og) =ge Do WU = LHom <\ (Xiren(¥))-

De a) e b) concluimos que ® é uma bijecao e ¥ é o inverso.

Agora, consideremos a bijecao

Uyy : Homgn (X, 7<,(Y)) — Homg(I(X),Y)
h — ity oh

tal que X € 2<" e Y € 9. Entao:

I) Se a : X — X’ ¢é um morfismo na categoria 25", o diagrama seguinte é
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comutativo

Vx,y

Homg<n (X, 1<, (Y))
Hom@<n(17<n(y))(a)T

HOW@SH (Xla Tgn(y))

Homg(I(X),Y)
THOWL@(»Y)(I(&))
Homg(I(X'),Y)

Vxry

De fato, seja g € Homg<n (X', 7<,(Y")), entdo
(1) Yxy(Homgen(_,7<n(Y))(@)(9)) = ¥xy(goa) =iy o(goa)
(2) Homa (L, Y)(1(@))(xry (9)) = Homa (L, Y)(I(0))(iy @ g) = (iy 0 g) 0
Segue de (1) e (2) Uxy o Homgzn(a, 7<pn(Y)) = Homg(I(a),Y) o Wy
II) Se f:Y — Y’ é um morfismo na categoria ¥, o diagrama seguinte é comu-

tativo

Yxy

Homgzn (X> TS”(Y)) Hom@(I(X),Y)
Hom_@gn(X:)(Tgn(/J’))l lHomﬁ”Z(I(X)v)(ﬁ)
v ’
Homyen (X, 7en(V) —22" Homa (1(X), ")

De fato, seja f € Homg<n (X, 7<,(Y)), entao

1) Wxy/(Homgen(X, _)(t<n(8))(f)) = ¥xy(T<n(B) © ) = iyr o (T<n(B) © f)
2) Homg(I1(X), _)(B)(¥xy(f)) = Homg(I(X), _)(B)(iy o f) = Bo (iy o f)
3) Da definigao , temos o diagrama comutativo

Ten(Y) — Y
T<n(5)l lﬁ
Ten (V) — Y’

Assim, de 1) e 2) e 3) Uxyr 0 Homg<n(X, 7<,,(B)) = Homg(I(X),5) o Uxy
Portanto, de I) e II) 7<,, é adjunto a direta do funtor I.

(i) A cada Y € 22", podemos associar o triangulo distinguido

1y
(1]

o qual satisfaz as condigoes da definigao [3.8] mais ainda, suponhamos X € Z e

0 Y

seja f : X — Y um morfismo na categoria & entao, pela definicao temos o
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morfismo de triangulos distinguidos

Ten-1(X) —= X —— o 1 (X) — (1<n (X))[1]

B

0 Y Ly Y 0

Logo, dado que o morfismo 7>,(f) é determinado de maneira tnica por f tal que,

f =7>n(f) 0 gx, temos que a aplicagao

Q: Homg(X,Y) — Homgsn(msn(X),Y)
f — Ton(f)
esta bem definido.

Agora, definamos a aplicacao

U Homgsn(t5n(X),Y) — Homg(X,Y)
9 — godx
Logo, determinamos as compostas:
a)
Vod:Homgy(X,Y) —  Homg(X,Y)
f — Toa(f)oax = f
Portanto, ¥ o ® = 1xom,(x,v)-
b)
QoW : Homgon(T5,(X),Y) — Homgza(5,(X),Y)
9 — T>n(9 © gx)

Onde 7>,(goqx) : T5p(X) — Y é 0 tinico morfismo que faz comutar o diagrama

Ten-1(X) —= X — > 1 (X) — (<nr (X))[1]

l goqxj TZn(qux)l L

0 Y Iy Y 0

Mas, é claro que g : 75,(X) — Y também faz o diagrama comutar, portanto,

Tzn(g © qX) =ge @ © \Il = ]'Hom@Zn(TZn(X)vY)‘

Por conseguinte, de a) e b) concluimos que ® é uma bijegao e ¥ é o inverso.

Agora, consideremos a bijecao

Oxy : Homg(X, J(Y)) — Homgzn(15n(X),Y)
h — Tzn(h)
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tal que X € Z e Y € 22", Entao:

[) Sea: X — X’ é um morfismo na categoria 7, o diagrama seguinte é comu-

tativo

dx vy

Homg(X, J(Y)) Homgen (tsn(X),Y)
Hom@(vJ(Y))(a)] ]Hom@m(’y)(@n(a))

Dxry
HomQ(Xlu J<Y)) : HOmQZ" (TZTL(X/>7Y>

De fato, seja g € Homg (X', J(Y)), entao
)

(1) @xy(Homg(_, J(Y))(@)(9)) = Pxy(goa)=Ten(go )
(2) Homgzn(_, Y )(T2n(a))(Pxr v (9)) = Homgzn (L, Y)(T2n())(T2n(9)) = T2n(g)0

T>n ()

Assim, pela proposicao e (1) e (2) concluimos que:
Oxy o Homg(a, J(Y)) = Homgsn(Tsn(a),Y) o Oxr v

II) Se B : Y — Y’ é um morfismo na categoria 22", o diagrama seguinte ¢é
g g g

comutativo

Px )y

Homg(X, J(Y))
Hom@(X:)(J(B))j
Homg (X, J(Y"))

Homgsn(m5n(X),Y)
lHom@>n (T>n(X),_)(B)
Homgsn(t5n(X),Y")

<I)X,Y’

De fato, seja f € Homg(X, J(Y)), entao
1) ©xy(Homg(X, )(J(B))(f)) = Cxy(J(B) o f) = Ton(B o f) = Tn(B) 0
>n(f)

2) Homgzn(m2n(X), _)(B)(x,y(f)) = Homgzn(T2n(X), _)(B)(7=n(f)) = B o
Tén(f)
3) Da definigao , temos o morfismo de triangulos distinguidos

OSO=——"209O
-~
@
=
N
3
=
-
O=——"20O

Assim, de 1) e 2) e 3) concluimos que:
Ux,yr 0 Homgsn(X, 7<n(B)) = Homg(X, B) o ¥xy

Portanto, de I) e II) 7>, ¢ adjunto a esquerda do funtor J.



Capitulo 3 64

Proposicao 3.13 Para cada X € & temos:

a) Como ¥ € uma bijecao e funtorial em cada varidvel, temos que ix : T<,(X) — X €
um morfismo adjunto (ver defini¢ao .

b) Assim mesmo, temos que gx : X — T5,(X) € um morfismo adjunto, pois ® € uma

bijecao e funtorial em cada varidvel.
Demonstragao:

a) No item i) da prova do lema [3.12} construimos o isomorfismo bi-funtorial

Uxy : Homgn (X, 7<,(Y)) — Homg(1(X),Y)
h — iy o h

Assim em particular, para cada Y € Z e X = 7<,(Y), temos o isomorfismo
U= W,y Homgen(ren(Y), 72n(Y) — Homa(I(ren(Y)), )

entdo, pela proposicao 1.9 ¥(1,_ (v)) : I(7<n(Y)) — Y é um morfismo adjunto.
Mas, ‘If(ngn(y)) = iy ¢) 1T§n(Y) = iy € [(T§n<Y)) = Tgn(Y).

b) No item ii) da prova do lema |3.12] construimos o isomorfismo bi-funtorial

Oxy : Homg(X,J(Y)) — Homgszn(m5,(X),Y)
h — T>n(h)

Assim em particular, para cada X € Z e Y = 75,(X), temos o isomorfismo
Q=dx, (x): Homg(X, J(15n(X))) — Homgzn(T5,(X), 75, (X))

entdo, pela proposicao [L.9 @ (1., (x)) : X — J(7>n(X)) é um morfismo adjunto.
Mas, (1371(17-2”()0) = \I[(ITZn(X)) = 17’2n(X) OQx = (Qx € J(Tzn(X)) = TZn(X)'

O

No préximo lema ficam mais claras as relagoes obtidas na proposigao [3.3] e de-

monstra que os funtores de truncamento nao sao funtores exatos.
Lema 3.14 Seja n € 7Z. Entao, os funtores
a) T<noT e T oT<py1 SGo isomorfos.

b) TspoT €T oTspyq sao isomorfos.
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Demonstragao: Seja A um objeto na categoria =" ¢ X um objeto em 2. Entao,
Al-1] € ="+,

a) Do item i) do lema [3.12] temos que
Waxp) : Homg<n (A, 7<n(X[1])) — Homg(A, X[1])

¢ uma bijecao, a qual denotaremos por simplicidade de W, x. Mais ainda, dado o

morfismo f : A — B na categoria 2=", entdo, o diagrama seguinte comuta

Homaen (A, re(X[1])) — % Homy (A, X|1))
Hom_@gn(fﬁgn(X[l]))T THom@(f,X[m
Homyen (B, en(X[1])) —2*~ Homy(A, X[1))

Aplicando novamente o item i) do lema m, para n + 1 temos a bijecao
Va-1x 2 Homgsni (A[=1], 7<nia (X)) — Homg (A[-1], X)

Mais ainda, dado que f[—1] : A[~1] — B[—1] é um morfismo na categoria Z=""1,

entao, o diagrama seguinte comuta

Ual-1),x

Homg<nii (A[—1], T<pi1(X))
Hom@§n+1 (f[_1]7T<n+l(X))]

Homgsnir (B[—1], T<p41(X))

Homg(A]-1], X)
THom@(f[l],X)
Homg(A]—1], X)

Upr1,x

Assim, chamando de ®4 x a inversa de W 4/_yj x, temos o diagrama comutativo

DA x

Homa(A[-1], X)
Hom@<f[—u,x>T
Homa(A[-1], X)

Homg<ni1 (A[—1], T<p+1(X))
THOWL@STWQ (f[*l},Tganl(X))

Homazni (B-1], 7en11(X))

®p x

Por outro lado, dado que T é fiel e pleno, para todo X e Y em &, temos a bijecao

nxy : Homg(X,Y) — Homg(X[1],Y[1])
g — g[1]

Mais ainda, se h : X — X’ é um morfismo na categoria 2, entao o quadrado seguinte

comuta
X,y

Homy(X.Y) Homa (X[1], Y[1]
Hom@(h,Y)T ]Hom@(h[l],Y[l])

Homa(X',Y) — . Homq(X'[1], Y[1])
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De fato, seja a € Homg(X',Y), entao

1) [nx.y o Homg(h,Y)[(e) = nxy(Homg(h,Y)()) = nxy(ach) = (o h)[]
2) [Homg(h[1], Y[1]) o nxyl(a) = Homg(h[1], Y[1])(al]) = afl] o A1 ]
Portanto, de 1) e 2), temos nxy o Homg(h,Y) = Homg(h[1],Y[1]) on

Em particular, para X = A[—1] e Y = X temos a bijecao
nai-1,x : Homg(A[-1], X) — Homg(A, X[1]).

Mais ainda, se h = f[—1] e X’ = B[-1]

NA[-1],X

Homg(A]-1], X) Homg(A, X[1])
Hom@(f[—l],X)T THom@(f,X[I])
Homg (B[-1], X) 2 Hom (B, X[1])

Assim, chamando de €24 x & inversa de 74—y x, temos o diagrama comutativo

Qa,x

Homg(A, X[1])
Hom_@(va[l})T
Homg (B, X[1])

Homg(A[—1], X)
]Hom_@(f[—lle)
Homg(B[-1],Y)

Qp x

E, no caso X = A[—1] e Y = 71,,,1(X) temos a bijegao
N7 (x) 2 Homg(A[=1],7,11(X)) — Homg (A, (7,11 (X))[1]).

Mais ainda, se h = f[—1] e X' = B[-1]

NA[-1],7< 1 (X)

Homg(A[-1], T<p1(X))
HOm@(f[_1]7T<n+l(X))T

Homg(B|—1], 7<p+1(X))

Homg (A, (T<nt1(X))[1])
THom@(f,(T<n+1(X))[1])
Homg(B, (T<n+1(X))[1])

nB[—l]»"'ng_l(X)

Assim, denotando de © 4 x a 14— x), dado que 2=" e 9<"*! 530 subcategorias

7Tn+1 (

plenas da categoria 2, e f[—1] é um morfismo na categoria 2="*!, temos o diagrama

comutativo
(S
Homg<nir(Al=1], Ten1(X)) —— Homgen (A, (t<n1(X))[1])
H0m9§n+l (f[_1]77§n+1(X))T ]Homgﬁn(fv('rgn-kl(x))[l})
OB.x

Homazns (B-1], Tens1(X)) Homaen (B, (< (X)) 1))

Em consequéncia, dado que a composta de bijecoes ¢ bijecao, temos que 4 x = O4 x©0
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D 4 x0Q4 xoWU 4 x é uma bijecao de Homg<n (A, 7<,(X[1])) em Homg<n (A, (T<pt1(X))[1])

Mais ainda, se f : A — B é um morfismo na categoria =", o diagrama

PA X

Homg<n (A, 7<n(X[1])) Homgsn (A, (T<n1(X))[1])
Hom <y, (f,T<n(X[1]))T THOWL@QL (fo(T<na1 (X))

Homgen (B, 7<n(X[1])) Homgzn (B, (T<n1(X))[1])

¥YB,X

comuta.

Em particular, para A = (7<,41(X))[1] temos a bijecao

Plrcpp1 (XNLX

Homg<n ((T§n+1 (X)) [1]7 TSn(X[l])>

HOm_@Sn ((Tgn-i-l (X)> [1]7 (Tﬁn-f—l (X)) [1])

Entao, existe 7 € Homge<n((T<ni1(X))[1], T
L

tativo

Ten(X [ 1) tal que o, (x)nx(y) =
e

y[], Mais ainda, para B = 7<,(X[1]) = 7, obtemos o diagrama comu-

T<n+1(X

Plrcnp1xNX

Homgen ((T<nt1(X))[1], 72 (X [1])) = Homgen ((T<ns1(X))[1], (T<ns1(X))[1])

Hom@<n(’7:7'<n(X[1]))T Homggn(’W(fSnJrl(X))[lD
Pr e (X1, X

Homgzn (T<n(X[1]), T<n(X[1])) — Homgzn (T<n(X[1]), (T<n1 (X))[1])

Logo, definamos a = ¢-_ (xp).x(1ro,(xq)), temos que a oy = 1, (x)p)- Assim

mesmo temos a bijecao

Pren (X[1]),X

Homgzn (T<n(X[1]), T<n(X[1])) Homgzn (T<n(X[1]), (T<ns1 (X))[1])

e para A = 7<,(X[1]) e B = (T<n1(X))[1] e f = «, temos o diagrama comutativo

Pren (X[1]),X

Homgsn(T<n(X[1]), 7<n(X[1])) Homgsn(T<n(X[1]), (T<nt1(X))[1])
Hom@gn (a,T<n(X[1]))T Homggn (0, (T<n41(X))[1])

Homgen (Tnir (X)), men (X)) ZE 0 Hom e (rania (X)) 1], (mnss (X))[1])

entao, pr, (xu),x (70 @) = @ = ¢r (xu),x (Lre, (xp)), assim, y o @ = L xq). Por-
tanto, a : T<p(X[1]) — (T<py1(X))[1] é isomorfismo.
Agora suponhamos que Y é outro objeto da categoria Z e que f : X — Y é um mor-

fismo em Z. Definindo 8 = ¢, S71(3/[1})73/(17 Sn(y[l])), demonstraremos que o quadrado

(T<n 0 T)(X) == (T' 0 T<p1)(X)

(T<n°T)(f)l l(TOT<n+1)(f)

(Tan 0 T)(Y) =2 (T 0 7 y1)(Y)



Capitulo 3 68

comuta. De fato, pela definigao temos o morfismo 7<,(f[1]) : T<,(X][1]) —
7<n(Y'[1]) na categoria 2=" tal que o quadrado

’Lx[

Ten(X[1]) = X[1]
ren (1) 71

iy

T<n(Y1]) — Y]
comuta. Entao, para A = 7<,(X][1]) e B = 7<,(Y'[1]) temos o diagrama comutativo

Prep(X[1]),Y

Homgsn (1< (X[1]), 7<n (Y1)
Hom < (r<n(f1)r<n (Y1)

Hom@gn (Tgn(Y[l])> Tgn(Y[l]))

Homgsn (T<n (X[1]), (T<na (Y)[1])
Hom@<n(T<n(f[11>,(r<n+1(Y))[l])T

T Homgen(ren(Y 1)), (e (V) [1])

_

Assim em particular temos que (¢r_,, (x 1)),y OHomg<n (T<, (f[1]), 7<n(Y[1])) (1o, viuy) =

(Homgsn (T<n(f[1]); (T<nr1(Y))A]) © @revian) (Lrc,u )
Por conseguinte, ¢r_, x),y (T<n(f[1])) = £ 0 7<a(f[1])-
Por outro lado, temos que

Pronx)y (T<n(f[1])) = (Or, (x1),y 0 Pre, (1), v 0 Ly (1), v © W (1), v ) (T2 (f[1]))

Yo (X)), Y

Homg<n(T<n(X[1]), 7<n(Y[1])) Homg(t<,(X[1]), Y[1])
T<n(f[1]) 1 iy ioren (s = S1] 0 ixpy

Qr_ (X0, Y

Homg(t<n(X[1]), Y[1]) Homgs<n(T<n(X[1])[-1],Y))
f1] odixpys (f[1] o ixp)[=1] = f o (ixp[—1])

o, (x01]),Y

Homg<n(T<n(X[1])[-1],Y)) Homg<ni (T<n(X[1])[=1], T<nta(Y))
Jo(ixp[—1]) Tent1(f) © T<nta (ixpy[—1])

Orc, (xn1]),Y

Homg<ni (T<n(X[1])[=1], T<nt1(Y)) Homg(t<n(X[1]), T<ns1(Y)[1])
Tent1(f) © T<nta (ixm[—1])1 T<nt1 (F)[1] 0 T<na (ixpy[—1])[1]
Logo, wr,xu.y (T<n(f[1])) = T<ns1 (L] © T<n1(ixp[—1])[1]. Do qual deduzimos

que: T<ny1(f)[1] 0 T<pn1 (ixp [=1))[1] = B o T<n(f[1])
Por outro lado, temos que

renx )X (Lo, x1)) = (Ore,,(x1),x 0 Pre, (x (1), x 0 Qe (x (1)), x 0 W, (1)), %) (Lo, (x1])

o, (xn)).x

Hom g<n (T<n(X[1]), 7<n(X[1]))

Homg (1<, (X[1]), X[1])

L xmp ! ixp) © Lo (xp = ixqu
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Qr_,(xn)),x

Homg(1<n(X[1]), XT1]) Homg<n(T<n(X[1])[-1], X))
ixq (i) [—1]

o, (x0]),X

Homgen (T<n(X[1])[-1], X))

Homgzn (T<n (X [1])[=1], T<n41(X))

ixqy[—1] T<nt1(ixm[—1])

Or_,, (X[1]).X

Homg<ni (<n(X[1])[-1], T<nt1 (X)) Homg(t<n(X[1]), T<ns1(X)[1])
T<nt1 (Txp[—1]) T<nt1 (ixp [—1]) [1]

ASSiHl, o = @Tgn(X[l]),X(ngn(X[l})) = T§n+1(iX[1][—1])[1]. Portanto, T§n+1(f)[1] oo =
B o 1<n(f[1]), isto é (T o T<py1)(f) o« = B o (1<, o T)(f), para todo morfismo f na

categoria 7.
(|
Agora demonstraremos que os funtores truncamento caraterizam a t-estrutura.
Lema 3.15 Seja X € 9. Entao:
a) As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) X € 7=";
(i1) i : T<n(X) — X € isomorfismo;
fiii) Tnia (X) = 0.
b) As sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(i) X € 9=";
(1) q: X — 7>,(X) € isomorfismo;
(111) T<pn—1(X) = 0.
Demonstracao: Seja X um objeto da categoria Z.

a) (ii) < (iii). Dado n € Z, pela definicao 3.8} existe um tridngulo distinguido da forma

T>n+1 (X>
/ \
(X) i X

Assim pelo lema T>nt1(X) = 0 se e somente se, ¢ ¢ isomorfismo. Portanto, (ii) e

(iii) sdo equivalentes.

Tgn

ii)= (i). Dado que 7<,(X) é um objeto na subcategoria estritamente plena =" de
(i)= (i) que T< ] g p
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2 e i é isomorfismo, entao X € 2",

()= (ii). Se X € Z=" temos o morfismo de triangulos distinguidos

Ten(X) — X T>n+\1(X ) —= (T<nT )[1]
X X X 0 X[1]

Entao pela defini¢ao 3.10, temos que 7<,(1x) =i e como 7<,, é funtor, concluimos que

1 é isomorfismo.

b) (ii) < (ii). Dado n — 1 € Z, pela defini¢ao [3.8] existe um triangulo distinguido da
forma

Ton(X)
q
(1]
(X) : X
Entao, pelo axioma de rotacao, temos o triangulo distinguido

(X&

X TZn (X)

T<n-1

(T <n-—1
[

1

Assim pelo lema [1.30} (7<,—1(X))[1] = 0 se e somente se, ¢ ¢ isomorfismo, e como 1" ¢
uma equivaléncia de categorias entdo, (ii) e (iii) sdo equivalentes.

(ii))= (i). Dado que 7>,(X) é um objeto na subcategoria estritamente plena =" de
2 e q é isomorfismo, entao X € 2=,

(i)= (ii). Se X € 22" temos o morfismo de triangulos distinguidos

(I) )l( 1X )I( T
T<n—1(X) X : Ton(X) — (7<n(X))[1]

Entao pela defini¢ao [3.10} temos 7>,(1x) = ¢ e como 7, é funtor, concluimos que ¢ é

isomorfismo.
O

De acordo com a definigao 1.2.6 dada por [BBD82, p. 28|, o lema a seguir

estabelece que as subcategorias 2=" e 2=" da categoria Z, sdo estdveis por extensoes.
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Lema 3.16 Seja

um triangulo distinguido em 9.
(i) Se X e Z sdo objetos da categoria P=", entao Y é um objeto da categoria D=".

(ii) Se X e Z sao objetos da categoria 2=", entao Y é um objeto da categoria D=".

Demonstragao:

(i) Seja U um objeto na categoria &. Entao pela proposicao [1.20, temos a sequéncia

exata longa de grupos abelianos
woo—> Homg(Z,U) — Homgy(Y,U) — Homg(X,U) — --- .

Em particular se U = 75,11(Y) € 22" temos que Homg(X,U) = Homg(Z,U) =
0 pelo , pois X € 9<" e Z € 9=", por conseguinte Homy(Y,U) = 0. Entao pelo
lema[3.12temos que 0 = Homg (Y,U) = Homgzn1 (15511(Y),U) = Homgznn (U, U).
Mas, Hom gzn11(U,U) = Homg(U,U) pois ="' ¢ uma subcategoria plena de Z,
isto é, o tnico elemento do grupo Homg(U,U) é o morfismo nulo, mas 1y pertence
a este grupo, entao, pela definicao de morfismo nulo, existe um tnico morfismo
a : U — 0 e um tnico morfismo § : 0 — U, tal que 1y = B o a, e como
aof € Homg(0,0), entdo o o B = 1y. Portanto, @ é um isomorfismo, assim

Tsne1(Y) = U = 0 e pelo lema [3.15, concluimos Y € 2=".

(ii) Seja U um objeto na categoria . Entao pela proposicao [1.20] temos a sequéncia

exata longa de grupos abelianos
oo —> Homg (U, X) — Homg(U,Y) — Homg(U,Z) — - -

Em particular se U = 7<,,_1(Y) € 2=""! temos que Homg (U, X) = Homg (U, Z) =
0 pelo pois X € 92" e Z € 22", por conseguinte Homy(U,Y') = 0. Entao pelo
lema[3.12|temos que 0 = Homgy(U,Y) = Homgzn—1(U, 7<n-1(Y)) = Homg<a—1 (U, U).
Mas, Homg<n1(U,U) = Homg(U,U) pois 2=""! é uma subcategoria plena de 2,
isto é, o unico elemento do grupo Homg(U,U) é o morfismo nulo, mas 1y pertence
a este grupo, entao, pela definicao de morfismo nulo, existe um tnico morfismo
a : U — 0 e um tnico morfismo § : 0 — U, tal que 1y = f o a, e como
ao B € Homgy(0,0), entdo aw o § = 1p. Portanto, o é um isomorfismo, assim
T<n—1(Y) = U = 0 e pelo lema , concluimos Y € 22",
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O

A seguir provaremos que as <" ¢ 27" tem estrutura aditiva, as quais sabemos
que sao plenas e fechadas por extensoes, porém pela proposicao[3.3]estas categorias nao sao
subcategorias trianguladas da categoria 2, ver defini¢ao [NeeOl. p. 60]. Mas no préximo

capitulo construiremos subcategorias trianguladas de & que contém tais subcategorias.

Lema 3.17 Sejan € Z.
(i) As subcategorias =" e 2=" sao subcategorias aditivas de 9 (ver definigdo m
(ii) Os funtores T<,, : D — D=" € T>p : D — D" sao aditivos.

Demonstracgao: Fixemos n € Z.

(i) Demonstraremos somente que 2=" é uma subcategoria aditiva de 2, pois o caso

2=" ¢ analogo.

(A1) Pela proposigao , temos que Z=" é uma subcategoria plena da categoria
aditiva 2, entao para cada X,Y € 25" se cumpre que Homg<n(X,Y) =
Homg(X,Y), logo Homg<n(X,Y) é um grupo abeliano e a composigao de
morfismos Homg<n (Y, Z) x Homg<n(X,Y) = Homg<.(X, Z) é bilinear sobre

0s inteiros.

(A2) Seja 0 o objeto zero da categoria 2, entao Homg(X,0) =0e Homg(0,X) =
0, para cada objeto X € 2, e como 0 € Z=", pela proposicao , entao
Homg<n(U,0) = Homg(U,0) = 0 e Homg<.(0,U) = Homg4(0,U) = 0, para
cada objeto U € g=".

(A3) Seja X e Y objetos na categoria 4. Pelo corolario [1.27, temos o triangulo

distinguido
Y

1] \

X XY

Entao, aplicando o lema, X @Y € 25" sempre que, X e Y pertencam &

categoria Z=".

(ii) Sejam f e g morfismos de X para Y na categoria Z. Entao, 7<,(f) e 7<,(g) e

Tont1(f) € T>pi1(g) s@o os tinicos morfismos tais que os diagramas

T<n(X) —= X ——= 7o (X) — (7<n (X)) [1]
Tgn(f)j f\ sznﬂ(f) L(Tgn(f))[ll
T<n(Y) —=Y ——= o1 (V) — (< (V) [1]
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TSH(X) — X ——Tonp (X) — (Tén(X)) [1]
Tgn(g)l g] lTEnJrl(g) L(Tgn(g))[ll
T<n(Y) ——=Y ——= 1o 1 (V) — (1< (Y))[1]

sao morfismos de triangulos. Isto implica que

T<n(X) —= X —= Ton41(X) (T<n(X))[1]
T<n(f)+7<n(g)l f—HJl lT>n+1(f)+T>n+l(g) j(‘r<n(f)+‘r<n(g))[1]
T<n(Y) —=Y ——=71on01(Y) (T<n(Y))[1]

¢ um morfismo de triangulos. Portanto, 7<,(f) + 7<n(9) = 7<n(f + 9) € T>ps1(f) +
Tont1(9) = Tons1(f + g), pela definicdo [3.10l Do qual conclufmos que a aplicacao
T<n : Homg(X,Y) — Homg<n(T<n(X),7<n(Y)) é um homomorfismo de grupos,
assim mesmo a aplicagao T>n41 : Homg(X,Y) — Homgzni1 (T5n41(X), T5n1(Y))

¢ um homomorfismo de grupos.

3.3 Composicao de funtores truncamento

Nesta secao estudaremos as composigoes dos funtores de truncamento.
Lema 3.18 Sejam m,n € Z, com m < n. Ento: T<y,, 0 Tsp = Tsp 0 T<pm(X) = 0.

Demonstracgao: Seja X um objeto na categoria Z.

a) Por hipétese, m < n o que equivale a m < n — 1, entdo pela proposigao , =™ C
25771 10go T<m(X) € 2577, portanto, 7>, (T<m (X)) = 0 pelo lema [3.15] Assim, o
funtor 7<,, o 7>, aplicado ao morfismo f : X — Y na categoria &, induz o morfismo
Tem(Ton) (f) 1 T<m(T2n) (X) — T<m(750)(Y), entao, 7<m(75,)(f) = 1o = 0.

b) Por hipdtese, m < n ou equivalentemente m + 1 < n, entdo pela proposicao 3.3
22" C P2 1ogo Ton(X) € P2 portanto, T<p(T5n(X)) = 0 pelo lema [3.15
Assim, o funtor 7, o 7<,, aplicado ao morfismo f : X — Y na categoria &, induz o

morfismo 75, (T<m ) (f) : Ton(T<m)(X) — Ton (7<) (Y), entdo, 7, (7<m)(f) = 1o = 0.

U

Lema 3.19 Sejam m,n € Z com m < n. Entao:

(1) T<m © T<n = T<n © Tam = Tam;
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(ZZ) T>m © T>n = T>n O T>m = T>n-
Demonstragao:

(i) Da proposigao seque que 2=™ C Z=" pois m < n. Portanto, 7<,,,(X) € 2=",
assim aplicando o lema [3.15] 7x : 7<,(T<in (X)) — T<m(X) é isomorfismo. Agora
aplicando o funtor 7<,, ao morfismo f : X — Y da categoria &, temos o morfismo
Tem(f) : Tem(X) — 7<n(Y) na categoria =™, entao pela definicao existe um

tnico morfismo 7<, (T<im(f)) : T<n(T<m (X)) — T<n(7<m(Y")) tal que o diagrama

T<n(7'<m(X)) = Tgm(X)
T<n(T<m(f))L jkm(f)

T<n(T<m(Y)) = T<m(Y)

comuta. Portanto, n : 7<,, 0 T<;;, — T<,, € um isomorfismo funtorial.
Por outro lado, pela definicao |3.10) dados X, Y € &, se f: X — Y é um morfismo

em Z entao o diagrama seguinte comuta

Ten(X) = X
T<n(f)l/ f

Ten(Y) =Y

Além disso, pelo proposi¢ao temos que o funtor 7<,, : Z — 2=™ é um funtor

covariante, entao aplicando este ao quadrado anterior, temos o diagrama comutativo:

T m(l )
Tem(Ten(X)) — 7oy (X)
TSm(Tﬁn(f))L lTSm(f)
T m(l )
Tem(Ten(Y)) ———= 12 (Y)

Assim basta demonstrar que ox = T<p(ix) ¢ isomorfismo, para que possamos con-
cluir que o : 7<p, 0 T<, —> T<y, € um isomorfismo funtorial.
Vamos entao demonstrar que ox ¢ isomorfismo. Primeiro aplicando a defini¢ao [3.10

ao morfismo iy e ao inteiro m, temos o diagrama comutativo

(T2 (X)) 2 (X)
Tem(X) X

Logo aplicamos o funtor covariante Homg (A, ) com A € =™ C =", assim temos
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o diagrama comutativo

Homg(Asjr_, (x))

Homg (A, T<pm(T<n(X)))
Hom@(A,UX)L

Homg(A, T<m(X))

Homag (A, 7<, (X))
lHom@(A,iX)

Hom@(A, X)

Homg(A,jx)

E dado que 2=" é uma subcategoria plena de 2, entao Homg(A,7<,(X)) =
Homg<n (A, 7<n(X)), logo Homg(A,ix) ¢é o isomorfismo que construimos no item i)
na prova do lema Analogamente, temos que Homg (A, jr_,(x)) e Homg(A, jx)
sao isomorfismos. Portanto, Homg (A, ox) é isomorfismo para todo A € 2=™, pois
o diagrama acima comuta.

Em particular, para A = 7<,,(X), temos a bijegao

Homg (T<m(X),0x)

Homg(T<m(X), T<m(T<n(X))) Homg(T<m(X), T<m(X))
hi oxoh

Entao, existe um morfismo ¢ : 7<;,, (X) = T<in(7<n (X)) tal que ox 0o p = 1,_ (x).
Por outro lado, para A = 7<,,,(7<,(X)), temos a bijecao

Homa (T<m(T<n(X))0x)
Homg(tem(T<n(X)), Tem(ten (X)) =" Homy (r<m(7<n(X)), < (X))
hi oxoh

Na qual se verificam:

1) Homg(T<m(T<n(X)),0x)(Lre, (ren(x)) = 0x © Lre (e (x)) = OX-

2) Homg(T<m(t<n(X)), 0x)(poox) =0oxo(poox) =1, (x)00x =0x.
Assim, de 1) e 2) temos que p o ox = 1,_ (r_,(x)). Portanto, ox é isomorfismo.

(ii) Da proposigao seque que 2" C 22™ pois m < n. Portanto, 75,(X) € 22",
assim aplicando o lema 3.15, vx : 75p(X) — Tom(7>,(X)) ¢ isomorfismo. Agora
aplicando o funtor 7>, ao morfismo f : X — Y na categoria &, temos o morfismo
Ton(f) @ Ton(X) — 75,(Y) na subcategoria 2=", entao pela definigao existe

um inico morfismo 75, (75, (f)) @ Tom (750 (X)) — Tom (7, (Y)) tal que o diagrama

T>n (X) s T>m (Tzn (X))
T>n(f) j7—>m(7_>n(f))

Ton(Y) = Tom(T2a(Y))

comuta. Portanto, 7 : 7>, — 7>y, © 7>, € um isomorfismo funtorial.
Por outro lado, pela definicao [3.10) dados X, Y € &, se f : X — Y é um morfismo
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em % entao o diagrama seguinte comuta

X 2 (X)

f] jTZm(f)

Y (V)

Além disso, pelo proposicao temos que o funtor 7, : 2 — 22" é um funtor

covariante, entao aplicando este ao quadrado anterior, temos o diagrama comutativo:

Tzn(pX)

T>n (X) TZn(TZm (X))
T>n(f)l l7—>n(7—>m(f))
Tzn(pY)
Tzn(Y) T>n (TZm (Y))

Assim basta demonstrar que ¢x = T>,(px) ¢ isomorfismo, para que possamos con-
cluir que ¢ : 7>, — 7>, © T>,, é um isomorfismo funtorial.
Vamos entao demonstrar que ¢y é isomorfismo. Primeiro aplicando a definicao [3.10

ao morfismo px e ao inteiro n, temos o diagrama comutativo

X x Ton(X)
pPx lSOX
Q-r>m(X)
Tom(X) —— Ton(Tom(X))

Logo aplicamos o funtor contravariante Homg(_, A) com A € 22" C =™, assim

—

temos o diagrama comutativo

Hom@ (qX 7A)

Hom@(X, A)
Hom@(pXA)T

Homg(T5m(X), A)

Homg(1>,(X), A)
THom@wX,A)

HOW@(TZH(TZm(X))a A)

Homg(4r,,, (x):4)

E dado que 2™ ¢ uma subcategoria plena de 2, entao Homg (7>, (X), A) =
Homgsm(Tsm(X), A), logo Homy(px, A) é o isomorfismo que construimos no item
ii) na prova do lema . Analogamente, temos que Homg(qr.,,(x); A) e Homg(qx, A)
sao isomorfismos. Portanto, Homg(px, A) é isomorfismo para todo A € 22", pois
o diagrama acima comuta.

Em particular, para A = 7>, (X), temos a bijegao

Homg (px,T>n(X))

Homg(Ton(Tom(X)), 720 (X)) Homg(t5n(X), 720 (X))
hi hopx

Entao, existe um morfismo o : 7oy (Tom (X)) — 724(X) tal que 0 0 ox = 1 (x).
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Por outro lado, para A = 75, (7>, (X)), temos a bijecao

HO’/TL@(‘PX;TZn(TZm(X)))
)

Homg(Ton(X), Ton(To>m(X)))

Homg(Ton(Tom(X)), Ton(Tom(X
' hopx

I

Na qual se verificam:
1) Homg(ox, Ton(Tom (X)) (s, (re (X)) = Lrs(ram(x)) © Px = ¥x.
2) Homg(px, Ton(T>m(X)))(px 00) = (px 00) 0 px = px o 1 (x) = ¢x.

Assim, de 1) e 2) temos que px 00 = 1 (r.,.(x))- Portanto, ¢x é isomorfismo.

Agora estudaremos 7<,, 0 T>y, € T>p O T<y, 1O CASO M > N.

Observagao 3.20 Para todo m,n € Z, m < n, denotaremos por 9™ = ="M g="

a subcategoria estritamente plena da categoria 9 (ver proposi¢ao @

Lema 3.21 Sejam m,n € Z, tal que m > n. Para cada X € 9, tem-se T<u,(T5n(X)) €

Ton(T<m(X)) sdo objetos na categoria ™™

Demonstragao: Seja X € 2.

a) Aplicando a definigao ao objeto T<,,(X) com n — 1 € Z, obtemos o triangulo
distinguido

7—>n 7—<m

SN

Por outro lado, por hipétese n — 1 < m entao, pelo lema [3.19| existe um isomorfismo

7_<n 1 T<m

0 T<p—1(T<m (X)) — T<n—1(X), por conseguinte temos o isomorfismo de triangulos

Ten-1(Tem (X)) == T (X) = Ton(T<m (X)) — Ten—1(T<m (X)) [1]

(rl ja[l]

Ten-1(X) — 0> 72 (X) —> Ton(T<m(X)) T<n—1(X)[1]

llkm(m l1r>n<7<m(X>>
o[l]or

E como o triangulo de cima ¢é distinguido entao o triangulo

T>n 7—<m

o[l]or
1]
7-<m

T<n— 1
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é distinguido. Entao pelo axioma de rotacao o seguinte triangulo é distinguido

T<n-1(X)[1]

1 \

T<m(X) Ton(T<m (X))

Além disso, 7<,_1(X) € 25" entao 1<, 1(X)[1] € Z="2 C =™ poism > n >
n—2. O que implica, T7<,_1(X)[1] e 7<;n(X) s@o objetos da categoria =", assim pelo
lema temos que Tsp,(T<m (X)) € =™ e por defini¢do temos 7>, (7<, (X)) € 2=,
portanto, Ts,(T<,n (X)) € 22" N =™ = g,

Aplicando a defini¢ao ao objeto 75,(X) com m € Z, obtemos o triangulo distin-
guido

7_>m—|—1 7_>n

PN

Por outro lado, por hipétese m + 1 > n entao, pelo lema [3.19 existe um isomorfismo

7_<m 7_>n

0 Tomi1(T5n (X)) — Tome1(X), por conseguinte temos o isomorfismo de triangulos

T<m(T>n(X)) - Ton(X) — Tomt1(T2n (X)) —— T<m(T2n (X)) (1]

1r<m<r>n<xnt Lrs () wl l1r<m<7>n<xn[1]

Tem(Ton(X)) =2 Ton(X) 2o o1 (X) =2 7 (720 (X))[1]

E como o triangulo de cima ¢é distinguido entao o triangulo

T >m+1
7—>n

¢ distinguido. Entao pelo axioma de rotacao o seguinte triangulo ¢ distinguido

N

sz+1 7’<m T>n ))

7-<m 7->n

Além disso, desde que 75,1 1(X) € 22" entdao o1 (X)[—1] € 222 C 92",
pois m +2 > m > n. O qual implica que, T>;,+1(X)[—1] e 75,(X) s@o objetos da
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categoria 22", assim pelo lema [3.16], temos que T<,,(T>,(X)) € 22" e por definigao
temos T, (750 (X)) € 2™, portanto, T<,,(75,(X)) € 22" N @<= = glml,

O

Observacao 3.22 Supondo que m,n € Z, tal que m > n. Entao, dado um morfismo [ :
X — Y na categoria P, temos 0 morfismo Tsm(T<n(f)) : Tom(T<n(X)) — Tom(T<n(Y))
o qual é induzido pelos funtores de truncamento T<,, € T>p,, mas pelo lema temos que
Tom(T<n(X)) € M VX € D, entdo s, (T<n(f)) € um morfismo na categoria 2.
Portanto, o funtor Tsm, 0T<, esta definido da categoria 9 na categoria 2™ . Mais ainda,

o funtor T<,, o T>, esta definido entre as mesmas categorias.

Lema 3.23 Sejam m,n € Z, tal que m > n e X € 9. Entdo, exriste um 1inico morfismo

¢ Ton(Tam(X)) — T<m (>0 (X)) tal que o diagrama

Tem(X) — X 7o (X)

| |

Ton(T<m (X)) T<m(Ton (X))

¢ comutativo. Mais ainda, ¢ € isomorfismo.

Demonstracao: Seja X um objeto da categoria . Dado m € Z, consideremos o
morfismo de truncamento i : 7<,,(X) — X. Logo, aplicando a definigao ao inteiro
n — 1 e ao morfismo i, sabemos que existem e sdo unicos os morfismos o = 7<,_1(i) e

Y = 75,(7) tais que o diagrama

Ten1(Tem(X)) " T (X) P o (Tem (X)) = T<n1 (< (X)) [1]
T T
Ten-1(X) — X T>n(X) — T 1 (X)[1]

¢ um morfismo de triangulos distinguidos. Em consequéncia, temos o diagrama comuta-
tivo

Tem(X) —2s 7, (X)

" 7

Ton(T<m (X))
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Por hip6tese n < m, entao pelo lema temos T, (T<m (X)) € 2=™. Assim aplicando
a definicao o morfismo 1, existe um tnico morfismo ¢ = 7<,,,(¢) tal que o diagrama

Lo (e (X))

TZn(TSTn(X)) T>n (Tém (X)) 0 T>n (Tém(X) [1]
d j P o
T<m(T>n (X)) Ton(X) —— Tom41(T2n (X)) — T<m (T2 (X)) [1]

¢ um morfismo de triangulos distinguidos. Em particular, v = j o ¢, assim temos o

diagrama comutativo

Tem(X) —— 70 (X)

T
@
Ton(T<m (X)) — T<m (720 (X))
tal que o morfismo ¢ é unico. Agora demonstraremos que este é isomorfismo.

No item i) do lema demonstramos que ¢ : T<;—1(T<m (X)) — 7<,—1(X) ¢ isomor-

fismo. Assim temos os morfismos de triangulos

inoc ™1 n o[l]ory,
Tt (X) 222 (X)) — e =

m it Lo =
Ull ll"—ﬁm(X) L 7—>n("—<’m X)) lo—l[l]

Ten1(Tem (X)) "= Tem(X) T (T<m (X)) <n—1(T<m (X)) [1]
(N S o
T<n-1(X) X >n(X) - T<n—1(X)[1]

Por conseguinte, chamando k = i,, o 0!, obtemos o morfismo de triangulos distinguidos

cr[l]orn

Ten-1(X) = T<m(X) = o (Tem (X)) ———— T<n 1 (X)[1]
1T<n1<X)l jz l llT<n1(x>[l]
Ten-1(X) H—— X : >n(X) Ten-1(X)[1

Além disso, pelo lema [3.9) temos o tridngulo distinguido

T>m+1 (X)

Tem(X) ‘ X
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Logo, consideremos o diagrama

n IOTn
Ten 1 (X) 2 7 (X) =22 7o (ram (X)) —2 o (X))

(X)
1T§n1(x)l zj len NeSIi
Tgnfl (X) X X P T>n (X) - 7—<n 1 (X

T

T<m(X) — X P Tomt (X) Tem(X) [1]

como cada linha é um triangulo distinguido e 7x = ¢ o k, podemos completar o diagrama

anterior usando o axioma do octaedro

Ten-1(X) — = T (X) —2 Ton(Tem (X))

|
1T<n1(X)l Zj | u ll"'<n1(x)[1]
. N

Ten1(X) —= X F— o (X) - Ten—1(X)[1]
|
kl 1x v k[1]
. \
Tem(X) — )|< B o1 (X) . Tem(X)[1]
| | |
Pnl pl s g1 (X) I pn[l]
\ \ \ Y
Ton(T<m(X)) = = = Ton(X) = = = > Top1 (X) = = = =% = > 7o (T (X) 1]

Entao o triangulo

Ton(T<m (X)) - T>n(X)

é distinguido. Além disso, temos as igualdades seguintes:
a) uop, =poi, rou=acll]or,;
b) vop=qx,w=py[l]os.

Do item a) segue que u completa o diagrama seguinte

T<n1(1<m(X))in_>T<mL(X> 2 T>n(7<jm(X))—m>T<n1(T<lm(X))[1]
o 7 U a[l]
Ten1(X) —F—= X e o (X) ——— 7 1 (X)[1]

Entao, u = 1, pela unicidade na definic¢ao |3.10
Por outro lado, o morfismo p : X — 75,(X) induz o isomorfismo ¢ = 75,,41(p) :

Tom+1(X) — Tomi1(7>n (X)), como na prova do item ii) do lema [3.19, Assim temos os
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morfismos de triangulos

Tem(X) — X = Tom41(X) . Tem(X)[1]
T<m(p)l P lw LTSm(p)[l]

T<m(T>n(X))j—>T>nl(X) Tomt1(T2n (X)) S T (Ton (X)) 1]
(

1

Tem (T (X)) Lrs () lwl L17<m(r>n<xn[1]

Tem(T2n(X)) L T5n(X) = (X)) T2 e (T2 (X)) 1]

Por conseguinte, o triangulo

7—>m+1
Sm oY
(1]
7_>n

é distinguido. Mais ainda, obtemos o morfismo de triangulos distinguidos

T<m 7—>n

Tem(X) — X T o1 (X) Tem(X)[1]
Tgm(P)l lp ll‘r>m+1(x) lTSm(p)[l]
Tem(Ton(X)) T Ton(X) — 22 701 (X) T T (Ton (X)[1]

Entdo, (¢l ogq)op=gqx epoi=joT<pn(p) e sm 0@ ="Tcn(p)[l]os.
Agora aplicamos a defini¢ao ao morfismo gx : X — 7>, 41(X), onde 75,11 (X) €

9=mtl c 92" dado que por hipétese n < m, logo, temos o morfismo de triangulos

distinguidos
Tgn—l(X) X X 2 Tzn(X) . Tgn—l(X)[l]
j ]qx l7—>n(QX) l
Lm0
0———Tomn1 (X) T>m+1 (X) 0

tal que 7>,(gx) € inico, mas pelo item b) temos que o morfismo v faz comutar o diagrama,
entdo v = T>,(¢x). Mais ainda, o morfismo ¢! o ¢ também faz comutar o diagrama
anterior, portanto, v = ¢! o q.

Finalmente, aplicamos a defini¢ao a0 morfismo 7<,,(p) : T<m(X) — T<m (>0 (X)),
onde T<,,(T5n(X)) € 22", pelo lema pois n < m por hipdtese, assim, temos o

morfismo de triangulos distinguidos

Ten1(Tem (X)) 2> T (X) = Ton(Tem (X)) — T<n—1 (T<m (X)) [1]
jT>n(T<m(p))
T<m(T2n (X))

T (T30 (X))
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Por conseguinte, 7<,,(p) = T>n(T<m (D)) 0 Pn, entao poi = jo 1< (p) = joTsn(T<m(p)) 0 Pn,

isto é o diagrama seguinte comuta

T<ml<x> MT(X)
Ton(Tam(X)) Z2E O (o (X))

Em consequéncia, 7>,(7<m(p)) = ¢, por unicidade. Do qual deduzimos que s,, 0 ¢ =
T<m(p)[1] 0 s = (popyp)[l] o s = ¢[1] 0 p,[1] 0 s = ¢[1] 0 w, pelo item b) acima.
Portanto, obtemos o morfismo de triangulos distinguidos

TZn(TSm (X)) T>n (X) T>m+1 (X) TZn(TSm(X) [H
¢l l17>n(x) l17>m+1(x) l(ﬁ[l}
Tam(Ton(X)) e o (X) — 22 (X) —— o (ron (X)[1]

Finalmente, sendo dois dos morfismos verticais, isomorfismos entao o terceiro é isomor-

fismo, pelo corolédrio [I.23] Portanto, ¢ é isomorfismo. O

Mais ainda podemos demostrar que ¢x : Top(T<n (X)) — T<m(75,(X)) define
uma transformacao natural entre os funtores 7>, 0 7<,, € T<;, © >, por conseguinte temos

o seguinte resultado.

Lema 3.24 Sejam m,n € Z, com m > n. Entao, 0s funtores T, 0 T<,, € T<y, O T, 500

1somorfos.

Demonstragao: Pelo lema[3.23] para cada X € 2, temos o isomorfismo ¢y = T<n (75 (ix)),

tal que o diagrama

Ton(Tem(X)) ——2 7 (120(X))

comuta e ix e px sao os morfismos de truncamento, por conseguinte, dado o morfismo

f X — Y na categoria Z e o inteiro m, pela defini¢ao|3.10}, o quadrado seguinte comuta

F

Tgm(X) X
7—<m(f)l/ f

Tem(Y) Xy
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Assim, aplicando o funtor covariante 7<,, o 7>,, temos o quadrado comutativo

ox

T<m (7_271 (TSm (X))) T<m (Tzn (X))
T<m(T>n(T<m(f)))l jT<m(T>n(f))
Tem(Ton(Tem(Y))) — 2 T (720 (Y)

Por outro lado, aplicando a definigao ao inteiro m e ao morfismo 7>, (7<;,(f)), temos

o morfismo de triangulos distinguido

Tem(Ton (Tem(X))) —22 Ton (Tem(X)
T<m(7>n(7—<m(f))l l7—>n(7—<m(f))
Tﬁm(Tzn(Tém(Y))) L TZn(TSm(Y)

E como por hipétese n < m, entdo pelo lema Ton(T<m(X) € Ton(T<m(Y) sdo ob-
jetos da categoria 2<™, do qual deduzimos que os morfismos truncamento jx e jy sao

isomorfismos, ao aplicarmos o lema [3.15] Finalmente, obtemos o quadrado comutativo

Ton(T<m(X)) = Tem(Ton(X))
T>n(7<m(f))l L‘rgm(on(f))

Ton(T<m(Y)) = T<m(T2n(Y))

tal que, nx = ¢x o jyx ¢ isomorfismo, para cada X € 2.

Portanto, 1 : 7>, © T<;, — T<ym © T>,, € isomorfismo funtorial. O

Pelo lema [3.17, sabemos que os funtores de truncamento sao aditivos e pela
observacao M para m = n = 0 temos que o funtor 759 0 7<p : Z — P10 assim temos

a defini¢ao seguinte:

Definicao 3.25 O funtor aditivo H® : 9 — af, é a composicio dos funtores aditivos

T<0 € T>0, 18to é, HO = T>0 © 7<0-
Proposigao 3.26 Os funtores H® e 1<y o T>o sdo isomorfos.

Demonstracao: Pela definigao[3.25e o lema[3.24 para m = n = 0, temos que os funtores

H® = 7-9 0 >0 € T © T< 520 isomorfos. O

3.4 O coracao de uma t-estrutura

Nesta secao demonstraremos que o coracao de uma t-estrutura ¢ uma categoria
abeliana e que dada uma sequéncia exata curta nesta categoria podemos construir um

triangulo distinguido na categoria triangulada 2.
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Definigao 3.27 Seja 2 uma categoria triangulada e sejam 22° e 2=° duas subcategorias
estritamente plenas que satisfazem as condi¢oes da defini¢ao [3.1. O cora¢io &7 da t-

estrutura é P00,

Exemplo 3.28 Dada a t-estrutura natural em Z*(</) como no exemplo 0 coragao

desta t-estrutura € a subcategoria dos H°—complezos a qual € equivalente a <7, pelo teo-

rema [2.14)

Na préxima proposicao veremos que funtores exatos entre categorias trianguladas

preservam os coragoes das t-estruturas respectivas.

Proposigao 3.29 Seja (2=°, 2=°) a t-estrutura na categoria 2 como na proposicdo .
Entio a categorias €% e 200 sio equivalentes. Além disso, a categoria <f é estdvel

por extensoes.

Demonstragao:

Como F' : € — 2 é uma equivaléncia de categorias, definamos o funtor E
€100 900 tal que F(X) = F(X) para cada objeto X € €1%% ¢ F(f) = F(f) para
cada morfismo f na categoria €[*%. Agora demonstraremos que F' ¢ uma equivaléncia de

categorias:

a) F' é denso. Dado Y € 210 existe um objeto X € €<0 tal que Y = FX e um
objeto X' € €=2° tal que Y = FX', entao X ~ F'FX ~ F'FX' ~ X' pois F
é equivaléncia de categorias e dado que €=° é estritamente plena, entao X € €29,
portanto, Y = FX = F'X.

b) F é fiel. Suponhamos que F/(f) = F(g) tal que f,g € Homypo(X,Y), entdao F(f) =
F(g), portanto f = g, dado que F é fiel.

¢) F é pleno. Suponhamos que h € Homgoo (FX,FY), entdo h € Homgoo (FX, FY),
assim existe um morfismo f € Homg(X,Y) tal que F(f) = h, pois F é pleno, e
dado que Z1% ¢ uma subcategoria plena de €, entdo f € Homywo(X,Y), portanto
h=F(f).

O

No teorema seguinte provaremos que o coragao da t-estrutura herda as proprie-

dades das categorias 2=° e 22,

Teorema 3.30 O coracio </ da t-estrutura (9=°, 2=°) em 2 é uma subcategoria estri-

tamente plena e aditiva da categoria 9.

Demonstragao: Por hipétese as subcategorias 2<% ¢ 220 sao estritamente plenas, entao

o/ = 2% é uma subcategoria estritamente plena de 2. Além disso, as subcategorias
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2=Y ¢ 229 sao aditivas pelo lema m, portanto <7 é aditiva. Finalmente, pelo lemam
as subcategorias 2<% e 220 sao fechadas por extensoes, entdao .7 também é fechada por

extensoes. O

Agora demonstraremos que o/ é abeliana. Mas antes disso veremos que &7 nao é

fechada por cones.

Lema 3.31 Seja f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria <7 e

AN

onde Z é o cone de f. Entao Z € =19

considere o triangulo distinguido

X Y

Demonstragao: Por hipotese o triangulo de cima ¢ distinguido, entao aplicando o axioma

TR2 temos que o triangulo

é distinguido. Além disso, por hipdtese temos:

(i) Y € 250 ¢ X € =Y entao pela proposi¢ao temos que X[1] € 257! ¢ 2=
logo X[1] e Y pertencem na categoria 2=°, e pelo lema temos Z € 2=°.

(i) Y € 22% e X € 22° entdo pela proposicao temos que X[1] € 2271 e YV €
2= C 9271, por conseguinte Z € =71, aplicando o lema m

De (i) e (ii) concluimos que Z € 2271 N P=0 = gI-10, O

O lema anterior nos motiva a considerar os objetos H°(Z) e H°(Z[—1]) os quais

sabemos pela definicao do funtor H® que pertence & categoria .27

Lema 3.32 Seja f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria o7 e

Z
h g
(1]
/

considere o triangulo distinguido

X Y
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onde Z é o cone de f e seja C = HY(Z) e K = HY(Z[—1]), entao os tridngulos sequintes
sao distinguidos C Cl-1]

p
(1] [1]

Z K J Z[—1]

onde as fechas sao dadas pelos morfismos de truncamento.

Demonstragao: Pelo lema 3.9, paran = —1e Z € &, temos o triangulo distinguido
>0(Z)
9z p=pz
1]
Tg_l(Z) - Z

1z

i) Pelo lema m temos que Z € 2710 entdo 7<o(Z) = Z. Logo, pela definigao m
C = HO(Z) = Tzo(Tgo(Z)) = Tzo(Z) < d

ii) como Z € 2710 em particular Z € 227!, entdo pela proposicao [3.3| Z[—1] € 22°,
por conseguinte, 7>o(Z[—1]) = Z[—1]. Pela definigao [3.25, K = H°(Z[-1]) =
T<o(m>0(Z[—1]) = 7<0(Z[—1]). Entao pelo lema K[1] = T(r<o(Z[-1])) =
T<1(T(Z[-1])) = 17<1(2) € 7571

De i) e ii) temos, C' = 150(Z) e K[1] = 7<_1(2).
Por outro lado, pelo lema , paran =0e Z[—1] € 2, temos o triangulo distinguido

7’>1
% \
7'<0 =iz

Dos itens anteriores temos K = 7<o(Z[—1]) e C = 759(Z). Assim pelo lema [3.14]
T(721(Z[-1])) = m0(T(Z[-1])) = 720(Z) = C' entdo 71 (Z[-1]) = C[-1]. 0

Agora podemos definir dois morfismos que chamaremos de ¢ e k, a partir dos
morfismos que aparecem no lema [3.32. Assim supondo que f : X — Y é um morfismo

na categoria .o7:

a) Chamemos de p: Z — 75¢(Z) = C o morfismo truncamento do cone do morfismo f,

e definiremos, ¢ : Y — (' é o morfismo composi¢ao ¢ = p o g.

b) Aplicando o axioma (TR2) ao triangulo distinguido baseado no morfismo f, obtemos



Capitulo 3 88

A,

Além disso, seja i : 7<o(Z[—1]) = K — Z|—1] o morfismo truncamento, entao sendo

o triangulo distinguido

h' = —h[—1], podemos definir 0 morfismo k : K — X como a composi¢ao k = h' o i.

Lema 3.33 Seja f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria <7 e

considere o triangulo distinguido
Z
h g
(1]
X—1 Y

onde Z € o cone de [ e seja C = H°(Z) e K = H*(Z[—1]), entdo:

i) A sequéncia 0 — Hom(C,U) L>H0m(Y, U) i>H0m(X, U) € exata, para qual-
quer U € 929,

ii) A sequéncia 0 —— Hom(U, K) i>Hom(U,X) i>Hom(U, Y) € exata, para qual-
quer U € 90,

Demonstragao:

(i) Pelo lema [3.32] temos o triangulo distinguido

com K[1] € 2571 entao K[2] € 2572 Portanto, pelo lema para qualquer
U € 22° Hom(K[1],U) = Hom(K[2],U) = 0 e pela sequéncia exata longa de

homologia na proposicao [1.20, obtemos a sequéncia exata curta
0= Hom(K[2],U) — Hom(C,U) -2~ Hom(Z,U) — Hom(K[1],U) = 0.

Portanto, p* : Hom(C,U) — Hom(Z,U) é isomorfismo.
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Agora aplicamos o mesmo teorema ao triangulo distinguido

h g
(1]

f

X Y

e obtemos a correspondente sequéncia exata de homologia
0= Hom(X[1],U) —= Hom(Z,U) —£~ Hom(Y,U) —~ Hom(X,U) .

Onde Hom(X([1],U) = 0, se deduz do lema [3.5, aplicado aos objetos U € 2=° e

X[1] € 2=71. Por conseguinte, temos a seguinte sequéncia exata
0 —— Hom(C,U) £ Hom(Y,U) —~ Hom(X,U) .

Mas, g*op* = Hom(_, U)(g)eHom(_,U)(p) = Hom(_, U)(pog) = Hom(_,U)(c) =

c*.

(ii) Pelo lema [3.32] temos o triangulo distinguido

Cl-1]
% \
K : Z[—1]

com C[—1] € 22!, entao C[-2] € =72 Portanto, pelo lema , para qualquer
U e 25, Hom(U,C|—1]) = Hom(U,C[-2]) = 0 e pela sequéncia exata longa de

homologia na proposicao [1.20, obtemos a sequéncia exata curta

0= Hom(U,C[-2)) —= Hom(U, K) 2~ Hom(U, Z|—1]) —= Hom(U,C|-1]) = 0 .

Portanto, i, : Hom(U, K) — Hom(U, Z[—1]) é isomorfismo.

Agora aplicamos o mesmo teorema ao triangulo distinguido

e obtemos a correspondente sequéncia exata de homologia

0 = Hom(U,Y|[~1]) —— Hom(U, Z|-1]) "~ Hom(U, X) —~ Hom(U,Y) .
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Onde Hom(U,Y[—1]) = 0, se deduz do lema [3.5 aplicado aos objetos U € 2= ¢

Y[—1] € 2='. Por conseguinte, temos a seguinte sequéncia exata

h' %01,

0——= Hom(U, K) Hom(U, X)L~ Hom(U,Y) .

Mas, h,0i, = Hom(U,_)(h')oHom(U,_)(i) = Hom(U, _)(h oi) = Hom(U,_)(k) =
k.

O

J& estamos em condigoes de demonstrar que todo morfismo na categoria 7 tem
kernel e cokernel, assim temos o seguinte lema, o qual nos permitira provar que 2/ é uma

categoria abeliana.

Lema 3.34 Seja f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria <,

entao
i) (C,c) € o cokernel de f.

ii) (K, k) é o kernel de f;

Demonstragao:

1. Por defini¢ao temos o diagrama X Ty 9,77 C , tal que c = pog. Assim,
pelo lema temos que go f =0, portanto co f =po(go f) = 0.

Agora consideremos o diagrama seguinte e suponhamos que existe A € &/ e um

morfismo « : Y — A tal que ao f = 0.

X

Entao f*(a) =0, assim a € Ker(f*) = Im(c*), pelo lema com U = A. Entao
existe um morfismo 8 € Hom/(C, A) tal que a« = ¢*() = f o c. Do qual temos o

diagrama comutativo

X

Portanto, o par (C,c) é o cokernel de f.
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2. Por definicdo temos o diagrama K —> Z[—-1] M oox Ty , tal que k = A/ oi.
Assim, pelo lema temos que f o h’ =0, portanto fok = fo(h'oi)=0.

Agora consideremos o diagrama seguinte e suponhamos que existe A € & e um

morfismo o : A — X tal que foa =0.

Entao f.(a) =0, assim o € Ker(f.) = Im(k.), pelo lema com U = A. Entao
existe um morfismo 5 € Hom(A, K) tal que o = k.(8) = ko . Do qual temos o

diagrama comutativo

Portanto, o par (K, k) é o kernel de f.

Nos resta so construir a decomposicao canonica do morfismo f: X — Y.

Proposicao 3.35 Seja f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria

o/, entao o morfismo natural Coim(f) — Im(f) € um isomorfismo.

Demonstragao: Dado o morfismo f : X — Y na categoria &7, pelo lema[3.34] sabemos

que ¢ : Y — (' é o cokernel de f. Logo, chamando J ao cone do morfismo ¢, temos o

J
% \
Yy ———C

e pelo lema3.31, J € 21719, Em particular, J € 227! = T(22°). Assim, existe I € 2>°
tal que J = I[1]. Logo, temos o triangulo distinguido

triangulo distinguido

111]

SN

Y . C
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Mais ainda, como T : ¥4 — & é automorfismo da categoria triangulada &, entao T
¢ uma equivaléncia de categorias, portanto, T' ¢ fiel e pleno, por conseguinte, existe um
tnico morfismo r : I — Y, tal que r[1] = s. Por outro lado, pela rotagao do triangulo

baseado no morfismo f: X — Y temos o triangulo distinguido

X[
o X
(1]
Y 2 Z
Analogamente, pela rotagao do triangulo baseado no morfismo iz : K[1] — Z do lema
temos o triangulo distinguido

Além disso, temos por definicao ¢ = pog, onde p e g sao morfismos na categoria triangulada

9, entao pelo axioma do octaedro o diagrama

Y
lyl p
Y e O I[1]

gl 10\
Z a0 K9~y

g Z h X[l] _f[l] Y

pode ser completado ao diagrama comutativo

Y

Y 7t xp My
|
lyt PL —u[l] 1 lly[l]
c oy
Y C I[1] Y[1]
|
gt 10\ | lg[l]
P Yo —izll]
Z C K|[2] Z[1]
| | | |
| I Ikpo) | Ih[1]
X[A]==>11]- -~ K[2] - =~ X[2]
onde X[1] il g 1] K[2] —= X[2] ¢ triangulo distinguido e as setas verticais sao

morfismos de triangulos. Por conseguinte,

a) —f[1] = r[1] o —u[l] = —(r o u)[1] ou equivalentemente f = r o w.
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b) w=h[1]o —iz[l] = —(hoiz)[1] = —(K 04)[2] = —k[2].

c¢) O triangulo distinguido
K2

N\

1
—K[2]

(1]
X ——

Rodando trés vezes este triangulo, temos o triangulo distinguido

Além disso, como X e K sdo elementos na categoria ., entdao X € 2= e K[1] € =7 C
2=, Portanto, aplicando o lema temos que I € 2=<° ¢ como j4 temos que I € 229,

entao I € o/. Rodando este tltimo triangulo temos o triangulo distinguido

I
(1] \
K—2" - x
Agora consideremos o isomorfismo de triangulos
Kb x o1 K]
—lKl 1xl 1[\1 L_lK[l]
K—tsXx s K[
O qual implica que
I

é triangulo distinguido, isto é, I é o cone de k. Assim, pelo lema [3.34] concluimos que
(I,u) é o cokernel de k.

Por outro lado, aplicando o axioma TR2 ao triangulo distinguido

1]

r{1]
(1]

Y - C
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temos o triangulo distinguido

C
(1] \
I — Y
o qual ¢é isomorfismo ao triangulo
C
1] \
1 . Y

entao, pelo lema deduzimos que (I,r) é o kernel de ¢. Portanto, I = coim(f) =

im(f). Mais ainda pelo item a) temos f = r o u, entdo o diagrama

[ = Coim(f) —~—~1T = Im(f)
é comutativo. O

Finalmente, aplicando os resultados anteriores temos o seguinte teorema.
Teorema 3.36 O coragio &/ da t-estrutura (2=°, 2=°) em 2 €é uma categoria abeliana.

Demonstracao: Pelo teorema sabemos que &/ é uma categoria aditiva e pelo
lema |3.34] podemos afirmar que todo morfismo na categoria o/ tem kernel e Cokernel.
Além disso, pela proposicao temos que o morfismo natural coim f — im f é um
isomorfismo. Portanto, o/ é uma categoria abeliana, ver defini¢ao 2.3 em [HJRI10l p. 8].
O

O proximo coroldrio demonstra que toda sequéncia exata curta em &/ é ad-
missivel, o qual junto com o lema [3.5| nos permite concluir que 2/ é uma subcategoria
admissivel de & (ver definicao 1.2.5. do artigo [BBD82] p. 28]).

Corolario 3.37 Seja 0 x !

/. Entao Z € o cone de f: X — Y e o triangulo

g
(1]

f

g A ‘
Y A 0 wma sequéncia exata na categoria

X Y

é distinguido.
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f

y 2.7 0 é

exata em 7, entdo X, Y e Z pertencem &7, mais ainda o par (Z,g) é o cokernel de f e

Demonstracgao: Por hipdtese temos que a sequéncia 0 X

ker(f) = 0. Por outro lado, temos:

i) O triangulo distinguido baseado no morfismo f, no qual Cy é o cone, isto é,

Cy
% g
(1]
f

¢ um triangulo distinguido, entao pelo lema temos que Cy € P=°.

X Y

ii) Aplicando o lema temos o triangulo distinguido

C[-1]
AN
K Cy[—1]

tal que K = H°(Cy[—1]) = 7<o(Cy[—1]) e C = H°(Cy) = 750(C}). Mas ainda pelo
lema [3.34 K = ker(f), entdo K = 0, logo K € 22! e como C[—1] € 27!, entdo pelo
lema Ci[—1] € 22! o qual equivale a Cy € 2=°.

De i) e ii) concluimos que Cy € o/. Entao, C = 70(Cy) = Cy e aplicando novamente o
lema temos que (Cy, g’) é o cokernel de f, entdo existe um isomorfismo ¢ : Z — C
tal que ¢’ = ¢ o g. Logo, Z = Cy e o diagrama seguinte é um isomorfismo de triangulos

f

X y-2.7

y

!

Assim, dado que X oy ¢ Cy p's [1] é triangulo distinguido, concluimos que o

h'o¢p

triangulo X Ty 2.7 X[1] é distinguido. O
3.5 Funtor de cohomologia em categorias triangula-

das.

Agora demonstraremos que H° como definido em ¢ um funtor de cohomolo-

gia. Isso nos permitird definir os funtores H",Vn € Z.
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Teorema 3.38 O funtor H® : 9 — &/ é um funtor cohomoldgico.

Demonstragao: Por defini¢ao falta sé demostrar que o triangulo distinguido

A
S, N
[1]f

HO(f)

X Y

H(g)

induz a sequéncia exata H°(X) HO(Y) HY(Z) . O qual provaremos

numa serie de passos:

a) Primeiro suponhamos que X, Y e Z sao objetos da subcategoria 2= ¢ seja U €

entao pela proposicao [1.20] temos a sequéncia exata
Hom(U, Z|~1]) —= Hom(U, X) —~ Hom(U,Y) —%~ Hom(U, Z) .

Mais ainda, como U € 250 e Z[-1] € 2=!, pelo lema[3.5], vemos que Hom(U, Z[—1]) =

0. Assim obtemos a sequéncia exata
0—— Hom(U, X) X~ Hom(U,Y) %~ Hom(U, Z) .

Por outro lado, as igualdades seguintes seguem do lema e do fato que ./ é uma

subcategoria estritamente plena:
Hom (U, H*(X)) = Homg (U, H*(X)) = Homg(U, 7<o(X)) = Homg (U, X)

onde H*(X) = 7<o(m50(X)) = 7<o(X) pelo lema Analogamente, provamos que
Hom (U, H*(Y)) = Homg(U,Y) e Hom (U, H*(Z)) = Homg(U, Z). Isto implica

que a sequéncia

HO(f)« HO(g)«
) —= —

0 —— Hom(U, H*(X Hom(U, H*(Y)) Hom(U, H*(Z)) .

é exata. Portanto, a sequéncia

HO(f) H%(g)

0—— 1o(x) T goyy 29 o7y

é exata.

b) Agora suponhamos que X, Y e Z sdo objetos da subcategoria 2=°. Seja U € 7,
entao pela proposicao [1.20] temos a sequéncia exata

Hom(X[1],U) 2~ Hom(Z,U) —L~ Hom(Y,U) ——~ Hom(X,U) .
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Mais ainda, como U € 22% e X[1] € 257!, pelo lema[3.5] vemos que Hom(X[1],U) =

0. Assim obtemos a sequéncia exata
0—— Hom(Z,U) —~ Hom(Y,U) ——~ Hom(X,U) .

Por outro lado, as igualdades seguintes seguem do lema e do fato que &/ é uma

subcategoria estritamente plena:
Hom ,(H*(X),U) = Homg(H°(X),U) = Homg(150(X),U) = Homg(X,U)

onde H*(X) = 750(1<0(X)) = 70(X) pelo lema Analogamente, provamos que
Hom,(H°(Y),U) = Homg(Y,U) =e Hom,(H°(Z),U) = Homg(Z,U). Isto implica

que a sequéncia

0(g)* 0 *
0—— Hom(H*(2),U) 2L Hom(HO(Y),U) 2L Hom(HO(X),U) .

é exata. Portanto, a sequéncia

HO(f) HO(g)

mox) Y goyy Y go(zy 0.

é exata.

Suponhamos somente que Z € 22°. Seja W € 257!, entdo pelo lema[3.5, Hom(W, Z) =
Hom(W, Z|-1]) = 0, pois Z|—1]) € 2='. Assim pela proposi¢ao temos a

sequéncia exata curta
0 = Hom(W, Z|-1]) —= Hom(W, X) —2~ Hom(W,Y) — Hom(W, Z) = 0

isto é, f, : Hom(W,X) — Hom(W,Y) é isomorfismo. Agora consideremos o dia-

grama comutativo

T<71(f)
T<_1(X) — T<1(Y)
zj lj
X ! Y

Logo aplicamos o funtor covariante Hom(W,_) e temos o diagrama comutativo

Hom(W, 7« (X)) ==L Hom(W, r<_1(v))

Hom(W, X) Hom(W)Y)

Assim, dado que i, e j, s@o isomorfismos, pelo lema m, entdao 7<_1(f). = (Ju) ' o

fi0iy é isomorfismo, e como W é arbitrario, entdao 7<_1(f). = Hom(W,7<_1(f)) é um



Capitulo 3 98

isomorfismo nos seguintes casos:

(@) W =71<a(Y). 7<a(f)s s Hom(r<—1(Y), 7<-1(X)) — Hom(7<-1(Y), 7<-1(Y))
é isomorfismo, entao dado 1.__ vy € Hom(7<_1(Y),7<-1(Y)), existe um tnico
morfismo ¢ € Hom(r< 1(Y),7<-1(X)) tal que 7< 1(f)«(¢) = 1. (v), isto §,
T<1(f)op= 1@,1(1/)-

(b) W =7<1(X). 7<-1(f)s : Hom(7<-1(X), 7<—1(X)) —> Hom(7<-1(X), 7<1(Y))
¢ isomorfismo. Além disso, temos que:

Lo Te1(f)e(Lre i) = <=1 (f) 0 Loy x) = T<—1(f)-
i 7< 1 (f)(por<a(f)) = T<a(f) o (po7<a(f)) = (T<a(f) 0 @) 0 T< 1 (f) =
L. vy o T<1(f) = 7<—1(f), pelo item a).

Dos itens i) e ii) concluimos que ¢ o 7<_1(f) = 1,__, (x)-
Portanto, 7<_1(f) : 7<—1(X) — 7<_1(Y") é isomorfismo, pelos itens a) e b).

. ; f .
Agora consideremos os morfismos 7<_1(X) —= X ——Y e definamos s = foi =

joT<_1(f). Por conseguinte, temos o isomorfismo de triangulos

Te1(X) =Y —2 1o (V) — (<1 (V) [1]
T<1(f)l 1Yl Lrso(v) L(T<1(f))[1]
e (V) 2m ¥ =1 (V) — (re s (V))[1]

E como por defini¢ao o triangulo de embaixo ¢é distinguido, entao o triangulo de cima

¢ distinguido. Logo pelo axioma do octaedro, o diagrama

Te 1(X) e X — X (X)) —— (11 (X))[1]

1T§1<X)l fl llugﬂxnm
Te 1 (X) =Y —2 70 (Y) — (<1 (V))[1]

1yl i[1]

Ju—
Y
IN
|
-
o
>
-
-~
~
—_ = - -
- — —
-
=
—~
3
IN
|
—
>
-
=
=

[
zl ly [ ll[ll
y
Xx—I v ¢ .7 X[1]
| |
px | Py 11,
\ \
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onde 75o(X) ——=T150(Y) —= Z —— (7>0(X))[1] ¢é tridngulo distinguido e as linhas
horizontais sao morfismos de triangulos, entao em particular os quadrados na tltima
linha do diagrama comutam, logo pela unicidade dos morfismos 7>o(f) e 7>¢(g) e dado

que Z € 22°, temos o diagrama comutativo

!

X Y J Z
pXL pYL jlz

Assim aplicando o funtor HY obtemos o diagrama comutativo

0 0
HO(PX)L HO(Z’Y)L llHO(Z)
07. 07.
HO(r0(X)) 220 o () L0 oz

Por outro lado, como H° = 7<g 0 759 € T5o(px) = lry(x), entdao Ho(px) = Lyo(x).

7'20(

Analogamente, H°(py) = Loy

Mais ainda, como todos os vértices no tultimo triangulo distinguido sao objetos da

categoria 22, podemos aplicar o item a) e obter a sequéncia exata

HO(1>0(f)) H°(>0(9))

0 —— H°(1>0(X)) HO(15(Y)) H%(Z) .
Portanto, a sequéncia
0 0
0—— HOX)—2Y | goryy O oy

é exata.

Agora suponhamos somente que X € 2=°. Seja W € 22!, entao pelo lema ,
Hom(X,W) = Hom(X[1],W) = 0, pois X[1] € 2=~!. Assim pela proposicao [1.20]

temos a sequéncia exata curta
0 = Hom(X[1], W) — Hom(Z, W)~~~ Hom(Y, W) — Hom(X, W) = 0

isto é, g* : Hom(Z,W) — Hom(Y,W) é isomorfismo. Agora consideremos o dia-

grama comutativo
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Logo aplicamos o funtor contravariante Hom(_, W) e temos o diagrama comutativo

Hom(rs1(2), W) —2_ Hom(ra1(Y), W)
q*l Lp*
Hom(Z,W) < Hom(Y, W)

Como p* e ¢* sao isomorfismos, pelo lema m entao 7>1(g)* = (p*)togtoq* é
isomorfismo. Mais ainda dado que W ¢é arbitrario podemos demonstrar que 7>1(g) :

751(Y) — 751(Z) é isomorfismo.

Agora consideremos os morfismos Y —2= Z —>72,(Z) e definamos t = go g =

7>1(g) o p. Por conseguinte, temos o isomorfismo de triangulos

Teo(YV) 2> Y Lo 1 (V) — (<o (V))[1]
1T<0(Y)l 1Yl 17’>1(9) Llfgo(Y)[l]

Teo(Y) =Y Lo 751 (2) — (r<0(Y))[1]

E como por definicao o triangulo de cima é distinguido, entao o triangulo de em-

baixo é distinguido, no qual aplicamos o axioma de rotagao e obtemos o triangulo
—(iy)[1

distinguido Y —> 75, (Z) —— (1<o(Y))[1] — 2

axioma de rotacao nos triangulos distinguidos baseados nos morfismos f: X — Y e

Y[1] . Assim mesmo, usando o

iz :7<0(Z) — Z, sendo t = q o g, temos o diagrama

—f1]

}\f J T X[ V1]
1y q llym
Y — 71 (2) — (oY) 1] 22y
g\ llrzl(Z) lg[l]
7~ 701 (Z) — (r=0(2)) 1)) 22 2Z]1]

O qual pode ser completado pelo axioma do octaedro ao diagrama comutativo

—f]

y —2 Z h X1 Y]
ly lq iu[ll llvm
Y 1(2) (reo(¥ 1] — 2y
g llrzl(m iv[l] lg[l]
z 71 (Z) = (ro(Z)) 1] = 21
"y v e .

X[ (reoW) 1] - (o (2))1] - 22 - - - X[2
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onde X[1] LN (T<0(Y))[1] LN (t<0(Z))[1] LN X|[2] é triangulo distinguido e as li-

nhas horizontais sao morfismos de triangulos, entao aplicando trés vezes o axioma de

rotacao temos o triangulo distinguido

7<0(Z)
X v TS()(Y)

no qual todos os seus vértices pertencem na categoria 2=°, pois por hipétese X € 2=°,

Entao, pelo item b) temos a sequéncia exata

HO(—u) H°(—v)

HO(X)

H(1<(Y))

HO(TS()(Z)) ——— 0 .

Mais ainda, dado que os dois primeiros quadrados na ultima coluna do diagrama acima
comutam, temos as seguintes igualdades, nas quais usamos o fato que 7" é um funtor

aditivo e fiel:

i) —f[1] = —(iv)[1) o u[t] = (=iy o w)1] & f = —iy o —u;
it) g[1] o —(iv)[1] = —(iz)[L]ov[1] & (go—iy)[1] = (iz0—v)[1] & go—iy = izo—v;

Logo temos o diagrama comutativo

X ——=7,(Y) = 1<(2)

oS

x—! .y 9 .z

Assim aplicando o funtor H® obtemos o diagrama comutativo

HO(—u HO(—v
HO(X) — (7Y ) — 2 HO(70(2)
1H0(X)l HO(—iY)l lHO(iZ)
0 0
Por outro lado, como H® = 750 0 7<g € T<o(iy) = Lr_o(v), entao HO(—iy) = —1gogy.
Analogamente, H(iz) = 1lpoz. Entao o diagrama acima é um isomorfismo de
sequencias, do qual concluimos que a sequéncia
0 0
HO(x) — D oy 9 o7y g

¢é exata.
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e) Agora demonstraremos o caso geral. Primeiro consideremos os morfismos

reo(X) =X Loy

e definamos foi = c: 7<(X) — Y, logo temos o triangulo distinguido

Teo(X) =Y —=W (<o (X))[1] ,

tal que W é o cone. Como 7<o(X) € Z=°, entao pelo item d) temos a sequéncia exata

H(c) HO (u)

HO(Y) HO (W) —0.

H%(1<0(X))

Mais ainda, como ¢ = foi e lyox) = H(i) : H(1<0(X)) — H°(X), entao H%(c) =
HO(f) o H°(i) = HO(f) e H(7<o(X)) = H°(X). Portanto, temos a sequéncia exata

HO(f) HO (u)

H(X) HO(Y) HO(W)—=0.

Assim, Im(H(f)) = Ker(H®(u)) (*)
Por outro lado, consideremos o triangulo distinguido baseado no morfismos f e o
triangulo distinguido que construimos usando os morfismos de truncamento, junta-

mente com o triangulo distinguido baseado no morfismo ¢, logo temos o diagrama

Teo(X) X —=70(X) — (<0(X))[1]
1Tso<X>l lf ll(Tgo(X))lll
T<o(X) ——Y ——W WOT))M
i 1y i[1]

X—t .y .z " x|

o qual pode ser completado usando o axioma do octaedro, ao o diagrama comutativo

Teo(X) = X —— 721 (X) — (7<0(X))[1]
1T<0<X>l ! : L1<T<0<X>>m
T<o(X) ==Y ——W (T<o(Y))[1]

|
Zl 1y v lz[l]
]
x—1 .y 9 .7 X[
| |
| 11,
Y

| |
y v ¢
51 (X)) - —=W- "7 — - = (1>1(X))[1]

onde 7>1(X) W—=Z (7>1(X))[1] é um triangulo distinguido e as linhas

horizontais sao morfismos de triangulos, logo em particular temos que g = vou e apli-
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cando o axioma de rotacao ao tultimo triangulo, temos o seguinte triangulo distinguido

(m>1(X)[1]
/ \
w k VA

no qual 751 (X)[1] € 22°, entao pelo item c) temos que a sequéncia exata

H(v)

0— HO(W) H(Z) —= H°(m=1(X)[1])

Entao, em particular H%(v) é monomorfismo (**).
Finalmente, dado que ¢ = v o u, entao H%g) = H°(v) o H(u), assim de (*) e (**)
concluimos que Im(H(f)) = Ker(H°(u)) = Ker(H(g)), portanto a sequéncia

HO(f) H%(g)

HY(X) HO(Y) H(Z)

é exata. ]

Pelo lema [3.17, sabemos que os funtores de truncamento sao aditivos e pela
observagao para m = n € Z temos o funtor 7>, o 7<, definido da categoria & na
subcategoria 2" entdo o funtor T™ o 7, o 7<,, esta definido da categoria 2 no coracio

da t-estrutura, assim temos a definicao seguinte:

Definicao 3.39 Para cada n € Z, definimos o funtor aditivo H" : 9 — </ como a

composi¢cao dos funtores aditivos T™ e T>,, € T<y, isto €, H" =1T" 0 T>,, 0 T<y,.

As duas proposicoes seguintes permitem estabelecer defini¢bes equivalentes do

funtor H° que nos ajudarao no calculo da cohomologia de um objeto qualquer na categoria

9.
Proposicao 3.40 Para cada n € Z, os funtores H" e T™ o T7<,, © T>,, sao isomorfos.

Demonstracao: Pelo lema [3.24] para m = n € Z, temos que existe um isomorfismo
funtorial ¢ : 7>, 0 7<,, — T<, © T>,, entao, para cada X € ¥, existe um isomor-
fismo ¢x 1 Ton(T<n(X)) — T<n(T20(X)), assim yx = T"(dx) : T"(Ton(T<n(X))) —
T"(T<n(T>n(X))) ¢ isomorfismo. Mais ainda, dado um morfismo f : X — Y temos o

diagrama comutativo

Ton(T<n (X)) = Ten(Ton(X))
T>n(T<n(f))l LTﬁn(TZn(f))
Ton(T<n(Y)) = Ten(Ton(Y))
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assim, aplicando o funtor 7™ e a definicao [3.39], temos o diagrama comutativo

H"(X) ———=T"(<n(75n(X)))
H”(f)l lT”(Tgn(Tzn(f)))
H'(Y) ———=T"(<n(72n(Y)))

Portanto, v : H" — T™ o 7<,, 0 T>,, ¢ isomorfismo funtorial. O]

Gracas a proxima proposicao e o teoremal3.38, podemos afirmar que os os funtores

H™ também sao funtores de cohomologia.

Proposicao 3.41 Para cada n € Z, os funtores H™ e H® o T™ sdo isomorfos.

Demonstragao: Na demonstracao seguinte podemos utilizar o mesmo raciocinio que na

prova da proposicao [3.40], pois todos os funtores sao covariantes.

1)

Demonstremos por indugao matematica o caso n > 0.

Suponhamos que n = 1. Pelo lema[3.14] sabemos que T'o7s; = 7507 e pela proposicao
sabemos que 7<; é um funtor covariante, entdo (7' o 7>1) 0 7<; = (1590 71') 0 7<1,
assim pela definicao , temos que H' = 7500 (T'o7<;). Mas To7<; & 7<go T
(lema e dado que 7>¢ é um funtor covariante (proposigao , entao H' =
7500 (T 07<1) 2 7290 (1590 T) = H® o T" (definigao [3.25).

Agora suponhamos que paran = 2. Entdo, H? = T? 0 Ts907<g = T 0 (T 0 T>5) 0 T<g
To(rs10T)oT<g 2T ors10(1<10T) = H'oT = H%0T?, assim repetindo o processo

indefinidamente temos que H" = H% o T" ¥n > 0.

No caso n < 0, primeiro demostramos T o 7<,, & 7, 1 0T, Vm € Z. De fato, pelo
lema sabemos que T 0 T<,, = T< 1 © T, assim aplicando o funtor covariante 7~
temos que T<,, = 1907<,, = TfloTOTgm = TfloTSmHoT, entao T<,, = T*1075m+1oT,
portanto, <, o T ' 2 T loreoToT ' 2T or 10l 2T  ore,y.
Analogamente, podemos demonstrar que T~ o 75, 2 75,11 0 T71, Ym € Z.

Por conseguinte, aplicando a definicao [3.39, para n = —1, temos que H~! = T~ ! o
T>-10T<-1 = T>0 © Tﬁl O0T<-1 = T>0 © T<o © Til = HO @) Tﬁl.

Agora suponhamos que n = —2, entdo pela definicao [3.39 temos que H=2 = T2 o
T>_90T<_ 9 = T 'oT 1o T>_90T<_ g = T 1o T>_10 T 'o T< 9 = T 'o T>_10T<_10
T-'=H''oT '~ H0 T2 Logo, repetindo o processo indefinidamente temos que

H" >~ H%oT" Vn < 0.
]

O préximo lema mostra que os morfismos de truncamento na categoria & induzem

isomorfismos na categoria 2/ por meio dos funtores de cohomologia H".

Lema 3.42 Seja X um objeto da categoria P en € Z. Sei:T7<,(X) — X eq: X —

T>n(X) sao os morfismos de truncamento, entdo:
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(i) H"(7<,(X)) = 0 para todo m > n e H™(i) : H™ (1<, (X)) — H™(X) € um

1somorfismo para todo m < n.

(i) H™(15,(X)) = 0 para todo m < n e H™(q) : H"(X) — H"(7>,(X)) € um

isomorfismo para todo m > n.

Demonstragao:

(i)

No caso m > n, Tsm(7<n (X)) = 0 pelo lema[3.18] entao aplicando o funtor 7 o7,
temos que 0 = T™(7<;n(0)) = T™(T<m(Tom(T<n(X)))) = H™(1<n(X)), pela pro-
posigao [3.40

Agora suponhamos que m < n, entdo 7<;, (1) : T<m(T7<n (X)) — T<m(X) é isomor-
fismo, pelo lema . Logo aplicando o funtor 7™ o 7>,,, obtemos o isomorfismo
T™(Tom(T<m (1)) T (Tom(T<m(T<n(X)))) — T (T2m(7<m(X))), portanto, uti-
lizando a definigao (3.39, concluimos que H™ (i) : H™(7<,(X)) — H™(X) é um

isomorfismo.

No caso m < n, T<m(7>n(X)) = 0 pelo lema[3.18] entao aplicando o funtor 7 o 7>,
temos que 0 = T™(75,(0)) = T™(Tom(T<m(T>n(X)))) = H™(7>n(X)), pela de-
finicao [3.39}

Agora suponhamos que m > n, entdo T, (q) @ T>m(X) — om0 (X)) é iso-
morfismo, pelo lema [3.19] Logo aplicando o funtor 7™ o 7<,,, obtemos o isomor-
fismo T (T<m(T2m(q))) + T (T<m(Tom(X)) — T (T<m(Tom(720(X))), portanto,
H™(q) : H™(X) — H™(7>,(X)) é um isomorfismo, pela proposicao [3.40]

0

O seguinte coroldrio nos oferece um critério para determinar em quais subcate-

gorias Z=" esta um objeto X pertencente & classe U Obj(2=") C 2. Na préxima secio

nez

daremos um exemplo no qual se prova que esta inclusao em geral é estrita e no caso que

a igualdade seja satisfeita chamaremos a t-estrutura de t-estrutura limitada.

Corolario 3.43 Sejan € Z.

(i) X € um objeto da categoria P=", se e somente se, H™(X) = 0 para todo m > n e

existe k € 7 tal que X € P=F.

(ii) X € um objeto da categoria P=", se e somente se, H™(X) = 0 para todo m < n e

existe k € 7 tal que X € 27F.

Demonstracgao: Fixamos n € Z.

(i)

(a) Se X € 2=" entdo, pelo lema [3.15] i : 7<,(X) — X ¢ isomorfismo, assim
para cada m € Z o funtor H™ induz o isomorfismo H™ (i) : H™ (1<, (X)) —
H™(X), entao H™(X) = H™(7<,(X)) = 0, para todo m > n, pelo lema |3.42]

Além disso, sendo £ = n demonstramos a existéncia.
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(b)

Reciprocamente, suponhamos que existe k € Z tal que X € 2<F. Se n > k,
entao X € 2% C 9=", pela proposicao . Agora suponhamos que k > n,
entao por hipétese H*(X) = 0 e X = 7<4(X) pelo lema . Logo, pela de-
finigao 0= HNX) = TF (1o (1<1(X))) = TF(151(X)), do qual deduzimos
que 7>,(X) = 0, pois T é uma equivaléncia de categorias. Portanto, pelo lema
3.15] X € D=k assim depois de uma quantidade finita de passos teremos que
X € D=",

Se X € 22" entao, pelo lema , q: X — 75,(X) ¢é isomorfismo, assim
para cada m € Z o funtor H™ induz o isomorfismo H™(q) : H™(X) —
H™(15,(X)), entao H™(X) = H™(1>,(X)) = 0, para todo m < n, pelo lema
[3.42] Além disso, sendo k = n demonstramos a existéncia.

Reciprocamente, suponhamos que existe k € Z tal que X € 22F. Se n < k,
entao X € 22F C 92", pela proposicao . Agora suponhamos que k < n,
entao por hipétese H*(X) = 0 e X = 754(X) pelo lema . Logo, pela pro-
posicao 0= H*X) =Tt (m>1(X))) = TF(7<1(X)), do qual deduzimos
que 7<,(X) = 0, pois T é uma equivaléncia de categorias. Portanto, pelo lema
, X € DZ*+1 assim depois de uma quantidade finita de passos teremos que
X € D=",

O

O corolario anterior junto com o lema a seguir nos garante que todo objeto X €

ﬂ Obj(2=") C 2 tem homologia nula, para cada n € Z, porém a reciproca nao é

nel

verdadeira, isto motiva o estudo de t-estruturas nao degeneradas, o qual faremos na

seguinte secao.

Lema 3.44 Para cada objeto X da categoria & temos:

(i) Eriste n € Z tal que, X € 2=" ¢ H™(X) = 0 para todo m < n, se e somente se,

X € =™ para todo m € Z;

(ii) Existe n € Z tal que, X € 22" ¢ H™(X) = 0 para todo m > n, se e somente se,

X € 22™ para todo m € Z.

Demonstragao:

(1)

(a)

Seja n € Z tal que, X € 2<". Si m > n entao, X € 25" C 2™, pela
proposicao|3.3. Por conseguinte, resta demonstrar o caso m < n, assim primeiro

suponhamos que m = n — 1, entao pela definicao |3.8 podemos construir o
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triangulo distinguido

Tem(X) : X

Por outro lado, dado que X € 25" entao j : 7<,(X) — X é isomorfismo
pelo lema , assim aplicando o funtor 7s, temos o isomorfismo 7,(j) :
Ton(T<n (X)) — 7>n(X), 0 que demonstra que H"(X) = T™(75n(7<n(X))) =
T"(7>,(X)) e como por hipétese H"(X) = 0, entdo T"(7>,(X)) = 0, o equi-
valentemente 7>,(X) = 0, pois 7' é uma equivaléncia de categorias, assim
aplicando o lema , temos que X € 2=""!. Logo, repetindo o argumento

indefinidamente se demonstra que X € =™, para todo m < n.

Reciprocamente, se X € 2™ para todo m € Z, entao em particular X € 2=°,
mais ainda X € 25™~! ¥m < 0, entdo pelo coroldrio m, H™(X) = 0 para

cada m < 0.

Seja n € Z tal que, X € 22". Sim < n entao, X € 2" C 2>™, pela
proposicao|3.3l Por conseguinte, resta demonstrar o caso m > n, assim primeiro
suponhamos que m = n + 1, entao pela definicao podemos construir o

triangulo distinguido

Tom(X)
AN
(X) . X

e aplicando o axioma de rotagao, temos o triangulo distinguido

T<n

T<n

(X)[1]
% \
X q

T>m (X)

Por outro lado, dado que X € 22", entao p : X — 75,(X) é isomorfismo
pelo lema assim aplicando o funtor 7<, temos o isomorfismo 7<,(p) :
T<n(X) — T<a(mon(X)), entdo T7(7<n (X)) = T"(1<n(m2n(X))) = H™(X)
pela proposicao e como por hipétese H"(X) = 0, entdo 17" (7<,(X)) =0, o
equivalentemente 7<,(X) = 0, pois T é uma equivaléncia de categorias, assim
aplicando o lema , temos que X € 22", Logo, repetindo o argumento
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indefinidamente se demonstra que X € 22™, para todo m > n.

(b) Reciprocamente, se X € Z=™ para todo m € Z, entao em particular X € 2=,
mais ainda X € 22" ¥m > 0, entdo pelo corolario [3.43] H™(X) = 0 para
cada m > 0.

3.6 t-estruturas nao degeneradas e limitadas.

Nesta secao estudaremos a relagao entre as t-estruturas nao degeneradas (ver
[BBD82, p. 32] e as t-estruturas limitadas. As definigdes das mesmas e os resultados
apresentamos aqui podem ser consultados por exemplo em [KN11, p. 10] e algumas das
suas aplicagoes podem ser encontradas em [LV12, [GKRO04]. Neste trabalho, a importancia
das t-estruturas limitadas fica clara gragas ao lema[3.49 e o teorema [3.48] os quais no per-
mitirao restringir o estudo da categoria & ao coragao da t-estrutura por meio do funtor
de cohomologia H™. Mais ainda na secao 4.2 apresentaremos uma definicao equivalente
a de t-estruturas limitadas e aplicaremos os resultados da atual secao no estudo da com-
patibilidade de t-estruturas.

Comecaremos esta secao respondendo a questao deixada em aberto no capitulo
anterior, quando é que o tnico objeto da categoria &, tal que pertence a Z=" e 2="
para cada n € Z, é o objeto nulo? (ver proposigao . A resposta a mesma é dada no

proximo lema.

Lema 3.45 Seja 9 uma categoria triangulada e (2=°, 2=°) uma t-estrutura em 2.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) () Obj(2=") = {0} e () Obj(27") = {0};

nez neZ

(ii) Para cada X € 9, H?(X) =0,Vp € Z, implica X = 0.

Demonstracao: (i) = (ii). Suponhamos que X € Z tal que H?(X) = 0,Vp € Z, pela
definicao temos o triangulo distinguido

T>1(X)

[1] \

T<0(X) X

Além disso, aplicando o lema [3.42} temos que para cada m < 0, H™(7<o(X)) = H™(X),
entdo H™(1<o(X)) = 0 para todo m < 0 e como 7<o(X) € Z=°, segue do lema [3.44]

que 7<o(X) € 5" ,Vn € Z, entdao 7<o(X) = 0 por hipStese. Assim, utilizando o mesmo
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raciocinio provamos que 7>1(X) = 0, portanto, X = 0 pelo lema m
(ii) = (i). Seja X € Z tal que X € 2=",Vn € Z, entao pelo lema , existe k € Z tal
que, H™(X) = 0 para todo m < k e X € 2=F, entdo pelo coroldrio [3.43, H™(X) = 0
para todo m > k. Por conseguinte, H™(X) = 0,Vm € Z, portanto X = 0, por hipdtese.
Analogamente, podemos provar que se X € 2=",Vn € Z, entao X = 0.

O

Definigao 3.46 Uma t-estrutura (2=°, 2=°) em 9, satisfazendo uma das condigoes do

lema ¢ chamada nao degenerada.

Exemplo 3.47 A t-estrutura natural na categoria 9*(<7) de uma categoria abeliana <
¢ nao degenerada.

Seja P uma categoria triangulada. Entao ({0}, 2) € uma t-estrutura em 2, na qual
2=" = {0} e 2" = P para cada n € Z. Consequentemente, 7<,, =0 e 7>, = 1,Vn € Z.

Portanto, HP = 0,Vn € Z, o que demonstra que a t-estrutura é degenerada.

O préximo teorema (o qual é uma melhora do teorema que aparece em [GY03, p.
283]) é um resultado bésico e particularmente importante das t-estruturas nao degenera-
das, pois nelas podemos podemos descrever completamente as categorias que formam a
t-estrutura utilizando exclusivamente os funtores de cohomologia H™, mais ainda nestas
t-estruturas para determinar se um morfismo na categoria & ¢é isomorfismo basta provar

que os morfismos induzidos pelos funtores de cohomologia sao isomorfismos na categoria
abeliana 7.

Teorema 3.48 Seja 2 uma categoria triangulada e (2=, 2=°) uma t-estrutura em 2.

Entao as condigoes sequintes sao equivalentes:

(i) A t-estrutura nao degenerada em Z;

(i) Um morfismo f : X — Y em & é um isomorfismo se e somente se, H"(f) :
H"(X) — H™(Y) em & € um isomorfismo, Vn € Z;

(iii) Para cadan € Z, =" e 2=" sao subcategorias plenas, tais que Obj(2=") = {X €
P|H?(X) =0,Yp > n} e Obj(2=") = {X € 2|H?(X) =0,Vp < n}.
Demonstragao:
e (i) = (ii). Se f é um isomorfismo, entao aplicando o funtor H?, temos que H?(f) é
isomorfismo para cada p € Z. Reciprocamente, suponhamos que H?(f) : H?(X) —

H?(Y') é isomorfismo V p € Z, para algum morfismo f : X — Y na categoria 2,

entao pelo axioma (TR1) temos o triangulo distinguido
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Logo pelo teorema temos a sequéencia exata

P p+1
H () " (Y s HP(2) —— B (x)

Hp+1 (Y)
na categoria abeliana .o/, por conseguinte temos a sequéncia exata
0 ——= Coker(H?(f)) — H?(Z) — Ker(HP™'(f)) —=0

Portanto, H?(Z) = 0,Vp € Z e dado que a t-estrutura é nao degenerada, entdo

7 = 0. Portanto, pelo lema [1.30} concluimos que f é isomorfismo.

e (ii) = (iii). Para cada n € Z, pelo corolario [3.43] temos que Obj(2=") C {X €
P|H?(X) = 0,¥p > n}. Agora demonstraremos a inclusdo contraria. Assim su-
ponhamos que X € Z ¢é tal que HP(X) = 0,Vp > n. Sabemos pelo lema [3.42]
que HP(15p41(X)) = 0,Vp < n+ 1 e que H?(15>p1(X)) = HP(X) = 0,Vp >
n+1>n, entdo H?(15,4+1(X)) = 0,Vp € Z. Por outro lado, dado que 0 é ob-
jeto final na categoria &, entdo existe um unico morfismo « : 75,41(X) — 0.
Logo fixado p € Z, temos o morfismo HP(«) : HP(Ts>p41(X)) — HP(0) e como
H?(15p41(X)) = HP(0) = 0, entdo HP(a) = 1y, o qual é isomorfismo, assim por
hipétese a é isomorfismo, isto é, 7>,11(X) = 0, portanto X € 2=", pelo lema m

e (iii) = (i). Seja X € Z tal que H?(X) = 0,Vp € Z, entao em particular X satisfaz:

1) HP(X) = 0,Vp > 0, assim por hipétese X € 2=° logo 751(X) = 0, pelo item
a) do lema [3.17] .

2) HP(X) =0,Vp < 1, assim por hipétese X € 22! logo X = 751(X), pelo item
b) do lema [3.15]

Portanto, de 1) e 2) concluimos que X = 0.
0

No estudo das t-estruturas uma questao importante que temos que levar em
consideracao é se podemos supor que todo objeto da categoria triangulada pertence a
alguma subcategoria 2=" ou 2=". Daremos exemplos nos quais isto nao acontece, mas

primeiro apresentaremos uma condigao necesséria e suficiente no lema a seguir.

Lema 3.49 Seja 9 uma categoria triangulada e (2=°, 2=°) uma t-estrutura em 2.
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) | ) 0bj(2=") = 0bj(2) e | ) Obj(27") = Obj(2);

nel neL

(i1) A t-estrutura € ndo degenerada e para cada X € 9, o conjunto {p € Z|H?(X) # 0}
é finito.



Capitulo 3 111

Demonstracao: (i) = (ii). Suponhamos que X € Z tal que H?(X) = 0,Vp € Z, entao
por hipétese existe algum k € Z tal que X € 2=F mais ainda H?(X) = 0,Vp < k,
entao aplicando o lema [3.44] concluimos que X € 2=",Vn € Z. Da mesma maneira
demonstramos que X € 22", Vn € Z, assim em particular temos que X € 2<% e X ¢
221, logo por (t3) da defini¢ao , segue que Homg(X, X) =0, entdao 1x = 0, portanto
X =0, o que demonstra que a t-estrutura é nao degenerada em .
Seja X um objeto qualquer na categoria &, por hipdtese existem m,n € Z, tal que X €
2<m e X € 22", entdo pelo coroldrio .43 HP(X) = 0,¥p > m e H?(X) = 0,¥Yp < n.
Portanto, H?(X) # 0 no méximo para todos os inteiros p entre m e n inclusive.
(i) = (i). Seja X um objeto qualquer na categoria Z, se X = 0 entao X € 2= ¢
X € 229 pela proposigao . Suponhamos entao que X # 0, como a t-estrutura é nao
degenerada, entao o conjunto {p € Z|H?(X) # 0} é nao vazio e como é finito, entao existe
um inteiro m = mazx{p € Z|HP(X) # 0}, em consequéncia Vp > m, H?(X) = 0, além
disso, pelo lema [3.42] H?(Tsm41(X)) = HP(X) =0,Yp > m+1>m e HP(Tsp41(X)) =
0,Vp < m + 1, entdo 7>;,4+1(X) = 0, pois a t-estrutura é nao degenerada, portanto
X € 2™, pelo lema m Finalmente, utilizando um raciocinio similar concluimos que
X € 227, onde r = min{p € Z|H?(X) # 0}.

O

Definigao 3.50 Uma t-estrutura (2=°, 22°) em 9, satisfazendo uma das condi¢des do
lema ¢ chamada limitada.

Exemplo 3.51 Seja o/ uma categoria abeliana. Entao a t-estrutura natural na catego-
ria derivada limitada 2°(/) € limitada. Porém as t-estruturas naturais nas categorias
D), 2 (F) e D() nao sao limitadas. Outro exemplo de t-estrutura nao limitada
em 9 € o par de subcategorias ({0}, 7).



Capitulo 4
Aisles e t-estruturas

No presente capitulo apresentaremos alguns resultados de Keller e Vossieck in-
troduzidos em [KV88b|. Ao investigar as relagoes entre os corages de duas t-estruturas
sobre uma categoria triangulada Keller e Vossieck, apresentaram condicoes necessarias
e suficientes para que duas t-estruturas sejam compativeis. Este conceito permite obter
uma generalizacao da teoria da dualidade desenvolvida por Grothendieck e Roos para
anéis comutativos regulares e a teoria de inclinacao utilizada na investigagao de algebras

de dimensao finita.

Observacao 4.1 A notacao e os enunciados dos teoremas principias do presente capitulo
foram retomados do artigo [HHKOT, p. 84-90], mas os demonstragoes dos mesmos sao

baseadas nas encontradas no artigo [KVS8H].

Ao longo deste capitulo suporemos que Z uma categoria triangulada com funtor

suspensao 1.

4.1 Aisles

Nesta secao introduziremos a nocao de Aisles e estabeleceremos a equivaléncia
com as t-estruturas, ver [KV88al p. 2]. Além disso, apresentamos uma demonstragao
alternativa do lema que aparece no artigo [Hap88|, p. 58] referente ao par de tor¢ao numa
categoria triangulada (veja o coroldrio , mas antes disso iremos definir e provar as

propriedades basicas da categoria ortogonal.

Definigao 4.2 Um aisle em & € uma subcategoria plena e aditiva % de 9 que satisfaz

as sequintes condigoes:

a) T% C U,

112
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b) % ¢ estdvel por extensoes, isto €, para cada triangulo distinguido

na categoria 9 tem-se que Y € U, sempre que X € U e Z € U,
¢) ainclusao canonica %4 — 2 admite um funtor adjunto a direita 9 — U, X — Xy .

Antes de continuar nosso estudo sobre aisles e t-estruturas, discutiremos breve-
mente a nocao de categoria ortogonal e sua estrutura algebraica béasica, a qual iremos

a utilizar no resto do capitulo.

Definigao 4.3 Seja ¥ uma subcategoria de 9. Denotaremos por ¥+ (respetivamente
L) a subcategoria plena determinada pelos objetos Y € D tais que Homgy(X,Y) = 0
(respetivamente Homg(Y, X) = 0) para todo objeto X € V.

Proposicao 4.4 Sejam ¥+ e +¥ as categorias dadas na definicdo @ entdo ¥+ etV

sao subcategorias estritamente plenas e aditivas da categoria 2.

Demonstracao: Faremos a demonstracao somente para a subcategoria ¥ .

a) A categoria ¥+ é estritamente plena. Seja Y’ um objeto na categoria 2 e suponhamos
que existe um isomorfismo f : Y/ — Y na categoria Z tal que Y € V*, isto é,
Homg(X,Y) = 0 para cada X € ¥. Suponhamos que g € Homgy(X,Y’), entao
fog=0ecomo fé monomorfismo, entdo g = 0, portanto Homg(X,Y’) = 0, assim

por definigao Y’ € ¥+, entao f € Homgy(Y,Y') = Homy . (Y,Y").
b) A categoria ¥+ é aditiva.

A1) Dado que Z é uma categoria aditiva e '+ é uma subcategoria plena entao, dados
dois objetos X e Y na categoria ¥, entdao Homy.(X,Y) é um grupo abeliano
e a composicao de morfismos Homy 1 (Y, Z) x Homy 1 (X,Y) — Homy. (X, Z) é

bilinear nos inteiros.

A2) Seja 0 o objeto nulo da categoria &, entao por definigao, para cada X € ¥ temos
que Homg(X,0) = 0, portanto, 0 € ¥+

A3) Dados os objetos X e Y na categoria ¥+, como 2 é uma categoria aditiva entao
um coproduto X @Y € Z tal que, ix opx + iy o py = lxay, onde ix : X —
X®dY ety : Y — X @Y sao os morfismos inclusao. Suponhamos que f €
Homg(Z, X ®Y) tal que Z € ¥, entdo px o f € Homg(Z,X) =0epyo f €
Homg(Z,Y) =0,logo f = 1xgy o f =ixopxo f+iyopyof=0,portanto
XoY eyt
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O

No préoximo teorema estabelecemos condigoes necessarias e suficientes em termos
da categoria ortogonal para que uma subcategoria % de Z seja um aisle. O enunciado
original se encontra em [HHKO07, p.23]. A prova que apresentamos aqui é uma versao que
pode ser encontrada em [KV88al.

Teorema 4.5 Uma subcategoria % de 9 € um aisle, se e somente se, satisfaz as sequintes

condicoes:

a’) TU CU;

b’) U é estritamente plena;

¢’) para cada objeto X da categoria 9 existe um tnico triangulo distinguido

%L

X
/\
Xy, X

Demonstragao: Suponhamos que % é um aisle. Provaremos entao que:

com Xy €U e X c Yyt

i) % é estritamente plena. Se f: X — Y é um isomorfismo na categoria Z ¢ X € %,

entao pelo axioma T'R1 existe um triangulo distinguido

A\

e pela proposicao [1.30 sabemos que Z = 0 na categoria &, isto é, existe um isomor-
fismo A : Z — 0 e dado que 0 € % (ver proposigao , segue que o diagrama

X Y
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i)

¢ um isomorfismo de triangulos, logo pelo axioma TR1 o triangulo

O

é distinguido, entao pelo item b) da defini¢ao segue que Y € %, portanto f €
Homg(X,Y) = Homy(X,Y), pois % é plena.

% satisfaz a condi¢do ¢’). Suponhamos que X € %, pelo item c) da definigao
temos a bijecao ®x,, x : Homy ( Xy, Xy) — Homg(Xy,X), onde Xy € %.

Logo definindo o morfismo oy = ®y,, x(1x,, ), pelo axioma TR1 existe um triangulo

Y
e P
(1]
ox

Xy

distinguido

X

Agora demonstraremos que Y € % *. De fato dado um objeto V € % e um morfismo
f € Homg(V,Y), entdo c o f € Homg(V, X4[1]), assim pelo axioma TR1 e dado

que T' é uma equivaléncia de categorias existe um triangulo distinguido

W]
—h[1]
(1]

Vv eof

Xo[1]
Por conseguinte, aplicando duas vezes o axioma TR2, temos o triangulo distinguido

v

eof
(1]

Xy h 1474

Entao pelo item b) da definigao , W e %, poisV € U e Xy € %. Mais

ainda, dado que e o f = 1x,, o (¢ o f), entdo pelo axioma TR3, existe um morfismo
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g € Homg(W, X) tal que o diagrama

Xy oW —=v =L X,

[
1x,, l gl fl llx% (1]
¥

Xy - X Y ——= X,[1]

¢ um morfismo de triangulos.
Por outro lado, dado que % é uma subcategoria plena, entdo h € Homg (X4, W) =
Homay (X4, W), logo pelo item ¢) da definigao 4.2 o diagrama

P

Homay (X, Xa) Tt Homg (X9, X)
HOmo[/ (h,Xay)T THOmg(h,X)
q)W,X
Homagy (W, Xy) Homg(W, X)

comuta, no qual @y x é uma bijegao, entao existe um tnico morfismo ¢' € Homy (W, X4 )
tal que Py x(¢') = g, mais ainda, [Homg(h, X )o®Pw x|(¢') = [Px.,, xoHomay (h, X#)|(g")
assim, temos que Py, x(1x,,) =ox = goh = ®x,, x(¢ oh), e dado que Px,, x é
uma bijecao, concluimos que ¢’ o h = 1y,,. Em particular, h ¢ um monomorfismo

e como T é uma equivaléncia de categorias, entao h[1] é monomorfismo, e dado que
—h[1] o (g0 f) = 0 pelo lema[1.22] entdo o f =0

Pela proposicao [1.20} aplicada ao triangulo distinguido

Y
e ¥
(1]
ox

Xﬂj/ X

temos a sequéncia exata

(ox)«

Homo(V, X2) 2% Homo(V, X) —2= Homy (V,Y) —=> Homy(V, X4 [1])

fr———cf)=cof=0

Assim, f € Ker(e,) = Im(1,), entao existe um morfismo o € Homg(V, X) tal que
f = ¥u(a) = ¥ oa. Além disso, pelo item c) da defini¢ao temos a bijecao
Oy x : Homy(V,Xy) — Homg(V,X), entao existe um tnico morfismo 8 €

Homay (V, X4) tal que a = ®y x (), mais ainda, o diagrama

CDV,X

Homay (V, Xy ) Homg(V, X)
Homay (8,Xa )T THom@(B,X)
®

Homay (Xa, Xo)) —~>~ Homg (X4, X)
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comuta, logo [Homgy(5,X) o ®x,, x|(1x,,) = [®Pv.x c Homy (8, X#)|(1x,, ), por con-
seguinte, temos que ®x,, x(1x,, ) o 8 = Py x(lx, o), entdo ox o f = a, portanto
f =vooxopf =0, pelo lema [I.22] aplicado ao triangulo distinguido baseado no
morfismo ox.

Finalmente, para demonstrar a unicidade, suponhamos existe um outro triangulo

AN

tal que X' € % eY' € U+, entdo Homy(X4,Y') =0 e como T é uma equivaléncia
de categorias entdo Homg (X, Y'[—1]) = Homg (X4 [1],Y’) = 0, pois Xy [1] € %

pelo item a) da defini¢ao , portanto o morfismo 1y induz um isomorfismo de

distinguido

X' X

triangulos (ver demonstracao na pégina 54, capitulo 3)

¥

Xy 22X Y —= X, (1]
[ ' [
| 1x | |
Y Y Y
X’ X Y’ X'[1]

Reciprocamente, suponhamos que % satisfaz a’) e b’) e ¢’). Entao:

1) Existe um funtor adjunto a direita da inclusdo canoénica. Para cada objeto X da

categoria & existe um tunico triangulo distinguido

X%
/ \
X, ! X

com Xy €U e XV €Y L assim pela proposicao m, temos a sequéncia exata

Homao(U, X% [-1]) —= Homg(U, X4 ) 2 Homg(U, X) — Homg(U, X7 ")

Logo, supondo que U € % entao, Hom@(U,X%L) = 0, pois X% € #+. Mais
ainda, dado que T é uma equivaléncia de categorias entao, Homg (U, X%l[—l]) =
Homg(U[1], X%") = 0, pois U[l] € %. Por conseguinte, f, : Homy (U, Xy) —
Homg (U, X) é um isomorfismo para cada U € % .
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Além disso, dado outro objeto Y € &, existe um tnico triangulo distinguido

YW/J-
% \
Yy g Y

tal que Yoy € % e Y?© € %+, Assim, HOW@(X@/,Y%L) = 0, e dado que T é uma
equivaléncia de categorias, entdo Homg (X4, Y% [—1]) = Homg (X4 [1][-1], Y% [-1]) =
Homg(X4[1,Y%") = 0, pois X4[1] € %, por hipétese. Entdo dado o morfismo
h : X — Y na categoria &, pelo lema|l.31|existe um tnico morfismo hy : Xy — Yy

tal que o diagrama

XI% L>X_>X”;% — = Xy (1]
|
by | h i I hy, [1]
\ Y
Yy =Y y“" Yo (1]

¢ um morfismo de triangulos. Logo aplicando o funtor covariante Homg (U, _) e o fato

que % ¢ subcategoria plena de &, obtemos o diagrama comutativo

Homay (U, X4,) Homo@.1)

Homgy, (U,haz/)l

HOmnz/(U, Y%)

Homg(U, X)
lHom@(U,h)

MHom@(U, Y)

Por outro lado, dado um morfismo a : U — V na subcategoria %, o diagrama

seguinte comuta

Homy (U, X4) HomoU.f)

Homaoy (a,X@)T

Homg (U, X)
THom@(a,X%)

MHom@(V, X)

Com o qual verificamos a condigao c¢) da definigao .

2) U é estavel por extensdes. Suponhamos que

V

(1]
f/

U X

¢ um triangulo distinguido em & tal que U € % e V € % . Dado o morfismo
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g: X — Y ondeY € %+, pelo axiomas (TR1) e (TR2) temos que o triangulo

é distinguido e como go f' € Hom(U,Y), entdo go 1x o f' = 0, logo pela proposic¢ao
[1.31], existe um morfismo w : V. — Y tal que o diagrama

vt .x ¢ vV —UlL
1X wl
g \

Z2[-1] —=X sy Z

comuta, isto é ¢ = w o ¢’ e dado que Hom(V,Y) = 0, entdo w = 0, assim g = 0.
Portanto, Hom(X,Y) =0, VY € *. Em particular temos que Hom(X, X% ") = 0,

por conseguinte aplicando a proposicao [1.20] ao triangulo distinguido

X%t

h 0
1]
X, ! X

Homg(Xq[1], X%") 2~ Homy (X%, X?") — Homy(X, X% ) =0

obtemos a sequeéncia exata

Entdo h* é epimorfismo e como Homg(X4[1], X%") = 0, entédo lywsr = h*(0) =
0 o h = 0, portanto, X7 = 0. Por conseguinte, f : Xy — X é isomorfismo, pelo
lema |1.30] entdo X € %. Com o qual verificamos a condi¢ao b) da defini¢ao

A categoria % ¢é aditiva.

A1) Dado que Z é uma categoria aditiva e % é uma subcategoria plena entao, dados
dois objetos U e V na categoria %, entdo Homy (U, V) é um grupo abeliano
e a composicao de morfismos Homey (V,W) x Homey (U, V) — Homq (U, W) é

bilinear nos inteiros.

A2) Seja 0 o objeto nulo da categoria 2. Dado que % satisfaz o item c¢) da definigdo
4.2, Homy (0y,04) — Homg(04,0) é uma bijegdo. Por outro lado, sabemos
que existe um unico morfismo « : 0 — 0z e um tnico morfismo 3 : 0 — 0 na
categoria 9, entao foa € Homg(0,0) e aof8 € Homg(04,04) = Homay (04,04)
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pois % ¢ plena, entao pela unicidade temos que avo 5 = 1, € foar = 1, portanto

B : 05 — 0 é um isomorfismo e dado que % ¢ estritamente plena, entao 0 € % .

A3) Dados os objetos U e V' na categoria %, pelo corolério o triangulo
\%4

(1]

U UaV

é distinguido na categoria &, entao pelo item anterior temos que U @& V é um

objeto na categoria % .
O

A nogao semelhante & de separabilidade em topologia é a de par de torgao (Ver
defini¢ao [1.12)) em categoria aditivas, a qual se presenta naturalmente no estudo de aisle,

como se demonstra no teorema a continuagao.

Teorema 4.6 Se % ¢ um aisle da categoria triangulada 9, entio (% ,%~*) é um par de

torcao em 9.

Demonstragao: Dado que Z é uma categoria aditiva e (%, ) é um par de subcatego-

rias plenas em &, somente devemos demonstrar que as seguintes condicoes sao satisfeitas:
(i) Homy(X,Y) =0, VX € % e VY € %*, se satisfaz por defini¢io de Z*.

(ii) Se Homg(X,Y) =0, VY € %~ entao X € %. Esta condi¢do é demonstrada no
final do item 2) da prova do teorema [4.5]

(iii) Se Homgy(X,Y) =0, VX € % entao Y € . Pelo item ¢’) do teorema 4.5 temos

o triangulo distinguido
%J_

Y
Yo Y

comYy €% eY? e Yt Entdo, Yy[1] € %, pela condicio a) da definicio ,

mais ainda pelo axioma (TR2) e pela hipdtese temos o tridangulo distinguido
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entao pelo coroléario , existe s € Homg(Yy [1], Y%L) tal que v o s = 1y, 1], mas
Homg(Yy[1],Y?") = 0. Logo ly,,;1 = 0 o que implica que Y% [1] = 0, por con-
seguinte do lema deduzimos que u : Y — Y%~ é um isomorfismo e como a
subcategoria %+ ¢ estritamente plena como se demonstra na proposicao , con-

cluimos que Y € % *.
O

A seguir demonstraremos que a nogao de Aisle e de t-estrutura (ver defini¢ao (3.1])

sao equivalentes.

Teorema 4.7 A aplicagio U v+ (%, TU>+) é uma bijecdo entre os aisles % em P e as

t-estruturas em 9.
Demonstragao:

1. Dado um aisle % na categoria &, pelo teorema 4.5 sabemos que % ¢é estritamente
plena. Por outro lado, pela proposicao sabemos que % é estritamente plena,
entdo T% * é estritamente plena, pois 7' é uma equivaléncia de categorias. Resta
entdo demonstrar que o par de subcategorias (%, T% *) da categoria 2 satisfazem
as condicoes da definicao [3.1] De fato, sejam %<0 = % e %= = TU", entdo

temos que:

(t1) Denotemos por =<' =T 'Y e U= = T-'TU*, entao

a) =" C U='. Seja X € U entdo X[1] € %, pois % ¢ aisle, entdo
X[1][-1] € Z=' e dado que X e X[1][—1] sao isomorfismos entdao X € % =!

b) %=° > 2=, Suponhamos que Y € % =1, entao existe X € -+ tal que Y =
X[1][—1] = X[—1][1], mais aindadado U € % temos que Homy(U, X[—1]) =
Homg(U[1]|-1], X[-1]) = Homg(U[1],X) = 0, pois U[1] € %, portanto
X[-llewteY eTU .

(t2) Dado X € Z e Y € %=', existe Yy € Z* tal que Y = Yj[1][-1], entdo
Homg(X,Y) = Homg(X[1],Y][1]) = Homgy(X[1],Y5[1]) = Homgy (X, Ys) =0,
pois T' é uma equivaléncia de categorias.

(t3) Para cada X € 2, pelo teorema [1.5] existe um tnico tridngulo distinguido da

forma
X%

]
Xy X

com Xy €U = UV e XU c Yyt =21,

2. Seja (2=°, 2=°) uma t-estrutura na categoria 2. Entao
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(a) 2=Y satisfaz as condigoes do teorema 4.5,
a’) Suponhamos que Y € T2=" entao existe um objeto X € 2= tal que
Y = X[1] € 2571, pelo item a) da proposicao [3.3] entdo, Y € 2=, pois
pelo item b) da proposicao 2==t c 2=°. Portanto, T2<" c 9=°.
b’) Por definigao de t-estrutura, temos que 2=° é uma subcategoria estrita-
mente plena da categoria Z.

c’) (2=, 22%) uma t-estrutura entao, pelo lema para cada X € ¥ existe

um unico triangulo distinguido

7>1(X)
AN
(X) ' X

Além disso pela definigao [3.1] temos que Homgy (U, 7>1(X)) = 0 para todo
U € 250 assim 751(X) € (2=°)*.

T<0

Portanto, 2=° é um aisle.
(b) 22° = T(2=")*.

i. 220 C T(2=°)*. Dado Y € 22° entao Y[-1] € 22!, assim pelo lema
temos que Homg(X,Y[—1]) = 0 para todo X € 2=°, entdao Y[-1] €
(2=°)L, por conseguinte, Y[—1][1] € T(2=°)*, portanto Y € T(2=°)*,
pois T(2=°)+ ¢ estritamente plena.

ii. 229> T(2=°L. Suponhamos que Y € T(2=°)1, entdo existe um objeto
X € (22%* tal que Y = X[1], assim o triangulo distinguido

X
1x
(1]
0

satisfaz as condigoes do teorema 4.5 Por outro lado, pela defini¢ao |3.8] o

0 X

triangulo
T™>1 (X)

1] \

Tgo(X) 0 X

é distinguido. Entao, pela unicidade no teorema , os objetos X e 751 (X)
sdo isomorfismos, portanto X € 22! assim pela proposigao , Y =
X[1] e 2=°.
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O

Os teoremas acima nos permitem dada uma t-estrutura em 2 podemos construir
um par de torcao nessa categoria. Uma demonstracao alternativa deste fato pode ser

encontrada em [Hap88, p.58].

Coroldrio 4.8 Seja 2 uma categoria triangulada com t-estrutura (2=°, =), entio
(2=°, 921 ¢ um par de tor¢io em 9.

Demonstragao: Dada a t-estrutura (2=, 22°) em 2, pelo teoremafd.7, temos que 2=°
é um aisle em 2 tal que 22° = T(2=")* ou equivalentemente 2=! = (2=°)*, portanto
(2=°, 221) 6 um par de torcao em 2, pelo teorema O

4.2 Compatibilidade de t-estruturas.

Nesta secao definiremos a nocao de compatibilidade de t-estruturas e suas propri-
edades, introduzidas nos artigos [KV88b] e [HHKO7, pags. 88-90]. Primeiramente iremos
supor que o aisle % é compativel com o co-aisle ¥+ ou que o co-aisle ¥+ com o aisle %
(ver proposicoes e . Posteriormente, na sub-se¢ao 4.2.1 iremos supor que % é
compativel com o co-aisle ¥+ e que o co-aisle ¥+ com o aisle %, o qual nos permitira
obter subcategorias equivalentes nas t-estruturas em jogo, motivo pelo qual precisamos
definir objetos q-fechados, assim como os morfismos entre eles aos quais chamaremos
de g-quasi-isomorfismo. Ja na sub-secao 4.2.2 iremos demonstrar que no caso de t-
estruturas limitadas as condi¢oes da proposicao 4.10|sao suficientes.

Na secao anterior demonstramos que dado o aisle %7 na categoria triangulada &
podemos associar a t-estruturas (%, T%*) na categoria 2, cujo coragio é o = U NTU*+
(veja definicdo [3.27). Mais ainda, denotando por =" = T~(%=%) e % =" = T(% =°),
onde %<0 =% e U>° = TU", entio pelo lema[3.12] para cada n € Z temos que:

(i) 72, : 9 — % =" ¢ adjunto a direta do funtor incluso I : =" — Z;
(i) 7%, : 9 — % =" é adjunto & esquerda do funtor inclusdo J : =" — 2.

onde os funtores de truncamento sao definidos pelos triangulos distinguidos da forma

Tglnﬂ(X)

(1]

para cada X € &, de acordo com a definicao [3.8|

Nosso objetivo agora é comparar a t-estrutura (%, T% L) com uma segunda t-estrutura
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(¥, TY¥%+) na categoria 2 associada ao aisle ¥ e cujo coracio é B = ¥ NTYV* (veja
definicao [3.27). Mais ainda, denotando por ¥ <" = T-"(¥<0) e ¥ 2" = T-"(¥29) onde
V0 =9 ¢ ¥20 =T¥" entdo pelo lema|3.12 para cada n € Z temos que:

(i) 72, 2 — ¥=" é adjunto a direta do funtor inclusdo I’ : ¥ <" — Z;
(i) 72, : 2 — ¥=" ¢é adjunto & esquerda do funtor incluséo J' : #=" — 2.

onde os funtores de truncamento sao definidos pelos triangulos distinguidos da forma

T>n+1

7'<n/ \

para cada X € &, de acordo com a definicao |3.8|

Logo definimos os funtores de cohomologia relativos a cada um dos aisles % e ¥

como na defini¢ao [3.39| e a proposicao [3.41}

a) Hy =T"o7¥ o7 =T"o72 o7 = HY) oT": P — o

n

b) HE =T"o7l o7l =Tro7l o7l =X HYoT": 9 — B.

n

Além disso, definindo &/=" = &/ NV =" e B=" = BNU =", entao pela proposicao
e o lema |3.17| e o lema [3.16], obtemos as filtracoes de &7 e de % pelas subcategorias
estritamente plenas e aditivas e estaveis por extensoes
g DDA DD g D e .C AL Cc B C B C L C B
Agora comecaremos nosso estudo sobre compatibilidade, motivo pelo qual dare-
mos uma definicao precisa deste novo conceito e a seguir deduziremos as propriedades

basicas que se derivam da sua definigao.

Definicao 4.9 Dizemos que o aisle % €é compativel com o co-aisle ¥+ se U ¢é estdvel
pelo funtor de truncamento 7'<n para cada n € 7, isto é T<n% CU,Nn€ez.
Proposicao 4.10 Se % ¢ compativel com ¥+ entio

a) Dadon € Z, U € estdvel pelo funtor de truncamento TZ’/n
b) Obj(%)C{X e P | HNX)e B=",Ynel}.
¢) H), H}% =0, para todo p,q € Z tal que p+ q > 0.

d) Para cada morfismo f : X — Y na categoria B, tal que X € B=" ¢ Y € HB=""!
tem-se que: Ker(f) € #=" e Coker(f) € B=""1.

Demonstragao: Fixado n € Z.
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a)

c)

d)

Para cada X € %, pela definicao temos o triangulo distinguido

/\

assim pelo axioma TR2 o triangulo

7—<n 1

T<n 1
7_>n

é distinguido. Além disso, por hipotese de compatibilidade Tg/n_l(X ) € % , assim pelo
item a) da definigao temos que 72, _,(X)[1] € % e como por hipétese X € %
entao 72, (X) € % pelo item b) da defini¢ao

Pelo item a), 72, (X) € %, quando X € %, o que implica que 72, (72, (X)) € % pela

hipétese de compatibilidade. Logo, Hy(X) = (72,71, X)[—(—n)] € %= ¢ como
H}.(X) € % por definigao do funtor HY, entao Hj(X) € B="".

Dados X € % e q € Z, do item b) segue que H} (X) € $~71, logo H}(X) € %=1
portanto HY H(X) = 0, para todo p € Z tal que p > —q (corolério [3.43)).

Dado f: X — Y na categoria 4, seja

h g
(1]

f

X Y

o triangulo distinguido baseado em f. Entao pelo axioma TR2 o triangulo

X[1]
—f h
(1]
Y g Z
é distinguido, além disso, por hipétese X € B=" C =" entao X|[1] € %=,

proposicao e como Y € B! C ="' pelo lema concluimos que Z €
="' portanto existe Zy, € % tal que Z = Zy[—(n —1)]. Por conseguinte, aplicando

o lema e a proposigao e o item b) temos que
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(i) Coker(f) = C = HY(Z) = HY(Zo[—(n — 1)]) = H," V(%) € =",
(i) Ker(f) = K = Hy(Z[-1]) = Hy(Z[-n]) = H;"(Z) € #=".

O

Analogamente definiremos e listaremos as propriedades da compatibilidade do

co-aisle ¥+ com o aisle %, como a seguir.

Definicao 4.11 Dizemos que o co-aisle ¥+ é compativel com o aisle % se V' € estdvel

pelo funtor de truncamento T;//n para cada n € 7, isto é 7';”71”//L CV+t Vnez.

Proposicao 4.12 Se ¥+ ¢é compativel com % entao

a) Dadon € Z, ¥+ é estdvel pelo funtor de truncamento T;Z/n

b) Obj(V+) Cc{X € P | HY(X) e &= Vn € Z}.
¢) HyHY, ¥+ =0, para todo p,q € Z tal que p+q < 1.

d) Para cada morfismo f : X — Y na categoria <7, tal que X € &/=" e Y € &/=""!
tem-se que: Ker(f) € @/=" e Coker(f) € @/=""1.

4.2.1 Ligacoes entre os coracoes de t-estruturas compativeis

No que segue suporemos que % e ¥ sao compativeis, isto é, % é compativel com
¥+ (definigao e ¥+ é compativel com % (definigio [4.11]). Veremos no final desta
sub-se¢ao que a hipotese de compatibilidade é suficiente para encontrar subcategorias dos
coracoes equivalentes nas t-estruturas induzidas pelos aisles % e ¥, mais ainda provare-
mos que os funtores de cohomologia Hj, e H," induzem funtores adjunto, ver teorema
Mas primeiro consideremos a seguinte construgao:

Fixado um inteiro ¢, de acordo com a definigao 3.8 para cada N € £ temos o
triangulo distinguido

T§Z+1<N)

Py
1]

Tz/q(N) N

Assim aplicando o teorema [3.38, temos a sequéncia exata longa de cohomologia:

_ 4 t g
Hy (1241 (N)) — Neg — Hy(N) =~ N>, Hy(12(N)) — H}(N)

onde ty = Hy(p,), N<g = H)(124(N)), Nog = H)(7%,,,(N)). Além disso, como N €
A entao N = H)(N) pelo lema [3.15, mais ainda pelo coroldrio [3.43, H}(N) = 0 e
N[-1] € 72! = ¥+ pela proposicao Logo sendo que ¥+ é compativel com %,
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entdo 77 ,(N[-1]) € ¥*, do qual junto com o lema deduzimos que 7% ,(N) =
2 H(N[-1))[1] € T¥*+ = ¥=2°, portanto H, (7’>q+1(N)) = 0, corolario @

Do anterior obtemos a sequéncia exata

0 Ne, N2 N, Hy (% (N)) —0

na categoria abeliana %, entdo Ker(ty) = N<g e Coker(ty) = Hy (12, (N)).
Como 724(N) € %=1, entao 72 (N) = X[—q] tal que X € %. Assim, dado que % ¢
compativel com ¥+, da proposicao segue que:

(1) Ney = HY(r4,(N)) = HY(X[~q]) = H"(X) € 2=
(2) HY (2, (N)) = Hy(X[—q)) = HL9(X) € #0-1

Finalmente, dado que 7%, (N) € ¥=°, entdao N-g = HY) (7% | (N)) = 72(tZ, 1 (N)).
A continuagdo apresentamos uma descrigao intrinseca dos termos que formam a

sequéncia exata curta acima.

Proposicao 4.13 Dado N € A:
a) N<, € o maior sub-objeto de N contido na subcategoria ZB=.

b) Se N e %=1 e M € #B ¢ um quociente de N, entao M € PB=1, isto é, B=1 € estdvel

por quocientes.

Demonstragao: Primeiro demonstraremos a seguinte afirmacao: Para cada morfismo
h: M — N tal que M € =4, tem-se ty oh =0, onde ty : N — N5, é o morfismo na

seguinte sequéncia exata

M

tNOh
h
tn

0 N<g N N> H”;(Tg{;(N))—)O

De fato, dado que M € BN %=1 e 7% ,(N) € %=, entao aplicando os lemas e

[3.12] temos que:
tnoh € Homg(M,Nsy) = Homy<o(M, T<0(T>]/(1+1(N))) = Homg (M, Tg/qH(N)) =0

a) Por defini¢ao temos que N<, = Ker(ty) € $<9, assim N, é um subobjeto de N.
Suponhamos que M € %<7 é outro subobjeto de N, entdao existe um monomorfismo
f: M — N, logo pela afirmacao acima temos que ty o f = 0, assim pela propriedade

universal do kernel, existe um unico morfismo ¢ : M — N4, tal que o diagrama
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seguinte comuta

0—>Ney—= NN,

b) Por hip6tese M é um quociente de N, entao existe um epimorfismo g : N — M. Por
outro lado, como M € % entao podemos construir o morfismo ty; : M — M, tal

que a sequéncia seguinte é exata na categoria %

N

taog
g

0 M<, M2 M, H (% (M)) —=0

e como N € 2<% por hipétese, entao t); o g = 0, por conseguinte t;; = 0, portanto
M = KGT(tM) = ng € %Sq.

O

A préxima definicao na qual estabelecemos o conceito de g-quasi-isomorfismo,

se inspira no item d) da proposigao m

Definigao 4.14 Dizemos que um morfismo t : N — N’ da categoria B é um q-quasi-
isomorfismo, se Ker(t) € =1 e Coker(t) € B=1".

Exemplo 4.15 Para cada N € % o morfismoty : N — N5, € um g-quasi-isomorfismo,
pois Ker(ty) = N<g € PB=1 e Coker(ty) = H}V(T;Z/Q(N)) c B,

O conceito de g-fechado esta intimamente associado ao de g-quasi-isomorfismo,
pois sao estes objetos os que induzem isomorfismos de grupos abelianos ao aplicar o funtor

Homg(t, ), onde o morfismo ¢ é um g-quasi-isomorfismo, assim temos a defini¢ao:

Definicao 4.16 Um objeto M € A é chamado de q-fechado se para cada q-quasi-isomorfismo
t: N — N’ a funcdo
Homu(N', M) 222 1 o (N, M)

o t*(a) =aot

¢ uma bijecao.

O lema garante que cada objeto do coracao da t-estrutura tem associado um
objeto g-fechado, intuitivamente podemos dizer que projetamos a categoria &% na subca-

tegoria dos g-fechados, ver proposigao [4.22

Lema 4.17 Dado N € %, o objeto N~, € g-fechado.
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Demonstragao: Devemos demonstrar que se f : X — Y é um g¢-quasi-isomorfismo
entao
Homgg (f,N>q)

Homg(Y, N<,) Homg(X, N<,)
a fr(a)
¢ uma bijecao. De fato, dado que N5, = TZO(T;Z/(Z_,’_l(N)), entao pelo lema o diagrama

seguinte comuta

lI, 1)
Homy<o(X, Nsy) ———=— Homo (X, 7%, (N))
Hom., <o (f,N>q) ]Homgg(f,‘rg/q_H(N))
Uy, N

Homy<o(Y, Ns,)

Hom@(yv Tglq-i-l (N))

onde Wy y e Uy y sao bijecoes. Por conseguinte, s6 resta provar que Homg(f, 72 ,,(N))
¢ uma bijecao.

Por hipétese f : X — Y um morfismo entre os objetos X e Y da categoria %, assim
pelo lema 3.32 dado o tridngulo distinguido

Z
(1] \
x— 1 .y
temos o triangulo distinguido
C
(1] \
K[1] Z

no qual K = Ker(f) e C = Coker(f), pelo lema m Entao, pela definicao m,
K € $5 C U=t eC e P71 C =71, assim K[1] €C %=7"! pela proposigio [3.3]
logo pelo lema conclufmos que Z € #=<%~'. Por outro lado, pela proposicao [1.20]

temos a sequéncia exata de grupos abelianos, com U = TZ/q (N) e w=rtt

Homy(Z,U) —— Homg(Y, U) 22200

Homg(X,U) — Homg(Z]|—1],U)

Mas Z € #=7! entio Z[-1] € %=1 e como U € ="', do lema [3.5 segue que:
Homg(Z,U) = Homg(Z[-1],U) = 0. Portanto, Homg(f,U) = Homg(f, 7%, ,(N)) é

uma bijecao. O

Na proposicao nos fornece de dois critérios para determinar se um objeto da

categoria # é g-fechado.
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Proposicao 4.18 Dado N € A. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1) N é g-fechado.
2) ty : N — N-, € um isomorfismo.

3) Existe um M g¢-fechado isomorfo a N.

Demonstracao: Por hipdtese temos que N € . Logo as seguintes implicagoes sao

verdadeiras:

e 1) = 2). Suponhamos que N é g¢-fechado, pelo exemplo temos que ty : N —

N+, é um g-quasi-isomorfismo, entao

Homg(N<4, N) Homg(N, N)

ar———— Homg(t,,N)(a) = aoty

¢ uma bijecao. Consequentemente, dado 1y € Homg(N, N) existe um tnico mor-
fismo sy € Homg(N-g, N), tal que sy oty = Homg(t,, N)(sy) = 1n.

Por outro lado, dado que N, é ¢-fechado, entao

Hom@(N>q,N>q) HOm,_OE(N, N>q)

fr————=Homy(t,, N-;)(f) = Loty

¢ uma bijecao e como
HOm%(tN, N>q)(tNOSN) = (tNOSN)OtN = tNO(SNOtN) = tN = Hom,@(tN, N>q>(1N>q)

entao ty o sy = ly,,. Portanto, ty : N — N, é um isomorfismo.
e 2) = 3). Pelo lema sabemos que N, é g-fechado, assim basta tomar M = N-,.

e 3) = 1). Suponhamos que existe um isomorfismo ¢ : N — M com M g-fechado.

Se f: X — Y um ¢-quasi-isomorfismo entao

Homgyg(Y, M) Homg(X, M)
B Homg(f, M)(8) =Bo f

é uma bijecao. Agora provemos que

Homg(Y,N) Homg(X, N)
a Homg(f,N)(a) = o f

¢ uma bijecao. De fato,
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a) Sobrejetiva. Dado h € Homgx(X, N), entdo ¢ o h € Homg(X, M), assim
existe um morfismo 8 € Homg(Y, M) tal que So f = ¢poh ou equivalentemente
¢~ tofBof =hecomo ¢ tof € Homy(Y,N), entao Homz(f, N) (¢ 1oB) = h.
b) Injetiva. Sejam av: Y — N e v : Y — N morfismos na categoria %, tais
que Homg(f, N)(«) = Homg(f, N)(«) o que equivale a co f = yo f, entao
poaof=¢oyofecomopoa € Homy(Y,M)epoy e Homy(Y,M),
entdo Homgy(f, M)(¢ o a) = Homg(f, M)(¢ o), logo ¢ o a = ¢ oy, pois

Homg(f, M) é injetiva, e como ¢ é isomorfismo, concluimos que: a = 7.

0

Definicao 4.19 Denotaremos por %, a subcategoria plena de % cujos objetos sao os
g-fechado, isto é, M € %, se e somente se M ¢é g-fechado.

Observagao 4.20 Pela proposicao B, € uma subcategoria estritamente plena de
B.

Agora analisemos o que acontece com os morfismo da categoria % ao projetar-los
na subcategoria %4,,.

Suponhamos que f : N — N’ é um morfismo na categoria %, pela definicao
3.10} existe um tnico morfismo 7% ., (f) : 72 ((N) — 72 (N') tal que o diagrama

seguinte é um morfismo de triangulos distinguidos

7% (N) N % L(N) (rZ (N))[1]
] [z
7 (N') N — (V) (72 (N)[1]

Assim aplicando o funtor H) no quadrado do meio temos o quadrado comutativo

HY (py)
HY(N) ——— H)(7Z,,,(N))
H%(f)l jHE)V(TZqurl(f))
0 / H (pN’ 0 /
H“I/(N) H (7'>q+1(N ))

Do qual temos o quadrado comutativo

t
N$N>q

1)

N'—— N,

onde f, = H) (% ,(f)). Finalmente, dado que HY), e 7% ,, sdo funtores covariantes entéo

HY o 7% . é um funtor covariante. Isto motiva a definicdo seguinte:
v >q+1 S
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Definigao 4.21 O funtor P = HY o TZ]H : B — B, € tal que P(N) = N-, para cada
N e % e P(f) = f, para cada morfismo f € AB.

Finalmente demonstraremos que o funtor projecao e o funtor inclusao formam

um par adjunto. Mais concretamente temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.22 O funtor P : 8 — %, ¢ adjunto a esquerda do funtor inclusao
I:%B,— B.

Demonstracao: Dado o objeto X € # e o objeto M € %4, pelo exemplo sabemos
que tx : X — X., é um ¢-quasi-isomorfismo, entao da definigao temos a bijecao

Homg(t,, .M
Hom(Xsq, M) M) om(X, M)

o t (@)

Assim chamando de ¢x s & inversa de t%, obtemos a bijecao

d)X,M

Homg (X, I(M))

Homg(P(X), M)

Além disso, temos que demonstrar a comutatividade dos diagramas seguintes:

i) Dado o morfismo f: X — Y na categoria % temos o diagrama comutativo

¢X,M

Homg (X, I(M))
Hom@(f»I(M))]
Homgyg(Y, I(M))

Homg, (P(X), M)
THom@q(P(f),M)

Homg,(P(Y), M)

¢Y, M

O que equivale a demonstrar a comutatividade do diagrama

Hom M
Homup(Xog, M) 22N b o (X, M)
Hom%(fqu)T

Homg (Y, M)

THomgg(f,M)

H ty, M
M) Hom (Y, M)

Onde o morfismo f, : X5, — Y5, faz comutar o diagrama faz comutar o diagrama

t
X$X>q

I

Y$Y>q

Logo, basta somente aplicar o funtor contravariante Homg(_, M) neste ultimo dia-

—}

grama.
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ii) Seja u: M — N um morfismo na categoria %,. Devemos mostrar que o diagrama

]
Homy(X, [(M)) ——"— Homg, (P(X), M)
Homgg(X,I(u))j lHomgaq(P(X ) )
x.

Homg(X,I(N)) Homg, (P(X),N)

comuta ou equivalentemente, demonstrar a comutatividade do diagrama

Homg(ty ,M)

Homg(X-y, M) Homg(X, M)
Hom%(X>q,u)l

HOmﬂ(X>q, N)

lHom@(X,u)

Hom N
2N Homa (X, N)

De fato, para cada morfismo v € Homg(X~,, M), temos:

a) (Homg(X,u)o Homg(t,, M))(y) = Homg(X,u)(yotx) =uo(yotx)

b) (Homg(t,,N)o Homg(Xsq,u))(y) = Homg(t,, N)(uoy) = (uoy)otx

X
Segue de a) e b) que: Homg(X,u)oHomg(t,, M) = Homgyg(t,, N)oHomg(Xs,, u).
0

Um resultado imediato da proposicao anterior é que a restricao do funtor projecao

a subcategoria dos g-fechados é quasi-inverso do funtor identidade sobre esta sub-categoria.

Proposicio 4.23 O funtor P By — By, tal que P(N) = P(N) para cada N € B, €
isomorfo ao funtor identidade 15, : B, — HB,.

Demonstracao: Pela definicao do morfismo f,, temos que para cada N € &, ty : N —
P(N) é uma transformacao natural. Por outro lado, dado N € %, temos o isomorfismo

ty i 1lg,(N) — P(N), proposicao m O

A continuacao apresentamos um resumo das defini¢oes e propriedades duais de-
monstradas anteriormente.

Para cada M € &/ construimos o triangulo distinguido

V4
T>q

(M)
/ \
(M) i]\/f M

Do qual podemos construir a sequéncia exata

v
T<g-1

0—— H,'(12,(M)) Meg——M M4 0
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na categoria abeliana o7, onde sy, = HY, (i,,), M=, = HY, (11 (M)), My = H), (72,1 (M)).
Proposicao 4.24 Dado M € o7 :

a) Ms, é o maior quociente de M contido na subcategoria </ =7.

b) Se M € V29 ¢ N € & é um subobjeto de M, entao N € /=9, isto é, &= ¢é estdvel

por subobjetos.

Definig¢ao 4.25 Dizemos que um morfismo s : M — M’ da categoria </ € um q-co-

quasi-isomorfismo, se Ker(s) € /21" ¢ Coker(s) € /=1,

Exemplo 4.26 Para cada M € &/ o morfismo sy @ Mo, — M é um g-co-quasi-
isomorfismo, pois Ker(sy) = HW_/I(T;/Q(M)) € /=1 e Coker(sy) = M, € o/>4.

Definicao 4.27 Um objeto N € o/ ¢ chamado de g-co-fechado se para cada g-co-quasi-
isomorfismo s : M — M’ a funcao

Hom g (N,s)
_

Hom (N, M) Hom (N, M)
B s«(f) =s0f

¢ uma bijecao.

Exemplo 4.28 Dado M € </, o objeto M., € q-co-fechado.

Proposicao 4.29 Dado M € o7. As afirmacgoes sequintes sao equivalentes:
1) M € g-co-fechado.

2) sy Moy — M € um isomorfismo.

3) Eziste um N g-co-fechado isomorfo a M.

Definicao 4.30 Denotaremos por <7, a subcategoria estritamente plena de o/ cujos ob-

jetos sao os g-co-fechado, isto é, M € <7, se e somente se M € g-co-fechado.

Definigao 4.31 O funtor Q = H), o T;’/qfl cof — oy € tal que Q(M) = M, para cada
M € o e para cada morfismo f € o, Q(f) = f? é o morfismo que faz comuta o sequinte

quadrado

Moy~ M

o)

M/
ML, M

Proposicao 4.32 O funtor QQ : &/ — <, é adjunto a direita do funtor inclusao J :
oy — A
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Proposicao 4.33 O funtor @ L oly —> oy, tal que @(M) = Q(M) para cada M € o7, é
is(omorfo ao funtor identidade 1., : oy — <.

Antes de provar o teorema principal desta seccao, necessitaremos definir duas

sub-categorias. A dos g-fechados e a dos g-co-fechados.

Definigao 4.34 Denotemos por %, a subcategoria plena de PB=1, tal que Obj(#,) =
Obj(#=1) (N Obj(B,-1). Analogamente denotaremos por &, a subcategoria plena de
/29, tal que Obj(«,) = Obj (/=9 (\ Obj(Hys1)

Observagao 4.35 As subcategorias &/, e B, sio estritamente plenas.

Teorema 4.36 Os funtores H,," e HY, induzem:
a) Um par de funtores adjuntos I:I;/q C BT — 2 e ﬁ;’/ L2 — BT,
b) Um par de funtores quasi-inversos H,' : B, — o, e H3, - o, — B_,.
Demonstragao: Observemos primeiro que:

e Se M € % entao pela proposicao , temos que Hi (M) € B=1.

e Se N € T¥* entdao N[—1] € ¥+, logo H,*(N) = H,*""(N[~1]) € &/>, proposicio

a) Segue da observacio acima: Para cada N € #="7 temos que H,(N) = H,(N) €
/2% ¢ para cada M € /2% temos que HL(M) = HL(M) € %=79. O que demonstra
que os funtores Hj, e H, estdo bem definidos.

Agora demonstraremos que existe uma bijecao
Dy 0 Homge—o(N, HL(M)) — Hom,=q(H,(N), M)

Primeiro observemos que:

o M € /2% implica M € ¥>9 ou equivalentemente M|q] € ¥>°, assim HL(M) =
H, (M) = Hy (Mlq]) = 72,(M[q)).-

o N € =% implica N € =7 ou equivalentemente N[—q| € Z =", por conse-
guinte H;(N) = H,*(N) = H} (N[—q]) = 2,(N[~q)).

Logo, aplicando o lema e dado que @729 e <77 sao subcategorias plenas, entao

temos as bijecoes seguintes
Homge-o(N, HL(M)) = Homy <o(N, 72(M[q))) — Homg (N, M[q]) —

Homg(N[—q], M) — Hom%zo(Tg/O(N[—q]), M) = Homﬂzq([:.f;/q(]\f), M)
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b) Primeiro demonstraremos que os funtores H,,' e Hj estdao bem definidos. De fato,

e Se N € #_,, pela observagao inicial temos que H;'(N) = H,'(N) € /=9, Mais

ainda, dado que N é (-g-1) fechado, entdao pela proposicao [4.18} “, deduzimos que
N = No_yy = H)(tZ_(N)), logo H,'(N) = H),T-(H)7¥ (N)) e dado que
HY) =712y 071L,, entdo pelo lema m, temos que H,'(N) = Hy, (72, (N)).
Por outro lado, dado que N € T¥* entao N[—1] € ¥+, assim pela hipStese de
compatibilidade 7%, (N[-1])) € ¥*, por conseguinte aplicando o lema m
¥ (N) =Tr¥  (N[-1])) € TV*+ = ¥2° e pelo lema 2o (¥ (N)) =
7 (N)=71¥ (7% (N)), pois N € <" Entao T~ q¢>07;’/ JN)=H,(N) e
o/ . Consequentemente, H,(N) = Hy 72 (H, (N)) = (H, (N))<qr1 ¢ (q+1)-
co-fechado, pelo exemplo e a proposicao m Portanto, H,'(N) € & ,.

e Se M € &, pela observacao inicial temos que Hj (M) = Hj,(M) € =% Mais
ainda, dado que M é (q+1) co-fechado, entdo pela proposi¢ao[1.29, deduzimos que
M = M_g1 = Hy (12,(M)), logo Hj (M) = Hyj(Hy 7., (M)) e dado que HY =
T4 o 72, entdo pelo lema m, temos que Hy (M) = Hyr¥_ (T't% 7L (M)).
Por outro lado, dado que M € % entao pela hipétese de compatibilidade 72 q(M ) €
% , por conseguinte aplicando o lema,3.15, 72 (12 (M) = 72,(M) = 72, (7,(M)),
pois M € ¥4, Entao T97%4 7. (M) = Hj (M) € 2. Por conseguinte, Hj (M) =
H)r?¥ (H}(M)) = (H}(M))s_q-1 é (-g-1)-fechado, pelo lema e a pro-
posicio [£.18 Portanto, HY (M) € %_,

Sabemos que os funtores os seguintes sao isomorfismos funtoriaes
- —q U u w u
H} oH,'= (H} oT?) o (T i 40 Tgfq) = Hj o TS 4O T< 4

Assim pela proposicao e o lema |3.15] temos os seguintes isomorfismos funtoriaes

na subcategoria #_: HY oH,=Hj}oH,”= Hj OT;{q OTzﬂq =~ Hj o Tgﬂq o 1@_4

Analogamente se demonstrar que existe uma isomorfismo funtoral H,,’ o HY =1
=—q

4.2.2 Compatibilidade em t-estruturas limitadas.

Nesta secao provaremos que no caso de t-estruturas limitadas as condicoes da
proposicao [4.10] sao suficientes. Mas antes disso, demonstraremos que a nocao de t-
estrutura limitada equivale ao conceito de gerador em categorias trianguladas que
definimos a continuagdo e do qual é possivel achar mais aplicagdes em [Hap88, p. 70].

Para mais informagoes ver [Nee(Oll p. 103].
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Definicao 4.37 Seja € subcategoria de &. Diremos que € gera & como subcategoria
triangulada ou simplesmente gera, se 9 coincide com a mais pequena subcategoria trian-

gulada de 9 que € estritamente plena e contem € como subcategoria.

O préximo lema mostra que a nocao t-estruturas limitadas e a de gerador em
categorias trianguladas sao equivalentes no caso particular em que o coracao da t-

estrutura seja um gerador da categoria triangulada.

Lema 4.38 Seja o/ o coracio da t-estrutura (% , TU%*) em 9. o gera 2, se e somente
se, t-estrutura (%, TU*) € limitada.

Demonstragao: Seja ¢ = U % =". Sabemos que =" C %="*',¥n € Z (ver pro-

neZ
posigao [3.3)), logo as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) % é uma subcategoria estritamente plena de 4, pois para cada n € Z, Z =" é uma

subcategoria estritamente plena de &, proposicao |3.6|
b) Da proposigao segue que T¢ = €.

c) Do item b), o lema e o axioma (TR2), segue que dado um triangulo distinguido

AN

tal que X e Y sao objetos em %, entao Z é um objeto em % .

X Y

d) Segue do lema que ¥ é aditiva.

Dos itens anteriormente, podemos afirmar que % é uma subcategoria triangulada de &
(ver definigao 1.5.1 em [NeeOll, p. 60]) e como &/ C € entdo ¢ = &, pois &/ gera 9 por

hipétese.

Analogamente, se demonstra que U U=" = 9. Portanto, (%,T%*) é limitada, de-
nez

finicao [3.50}

Reciprocamente, ver o lema 2.3 do artigo [LVI2, p. 839].
0

A importancia de supor que a t-estrutura (¥ ,T¥~) é limitada fica clara no
resultado seguinte, pois ela nos permite provar que {X € 7 | H}(X) € =", Yn € Z} C
Obj(% ), compare como o item b) da proposigao [1.10]

Teorema 4.39 Se & gera P como uma subcategoria triangulada. Entao as afirmagoes

sequintes sao equivalentes:
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a) U é compativel com V.
b) Obj(%)={X €D | H}(X) € B=",YneL}.

Demonstragao: Demonstraremos primeiro que b) = a).

Fixado m € 7Z, temos que provar que Tgm% C % . Suponhamos que X € %, entao
H3(X) € #=". Por outro lado, pelo lema m temos que Hy(X) = Hy (72, (X))
se n < m, sendo Hy(72,,(X)) = 0, o qual implica que H}. (72, (X)) € #~"",Yn € L.
Portanto, 72, (X) € % .

Agora demonstraremos que a) = b).

Dado que Obj(%) C {X € 2 | H}(X) € #=",V¥n € Z}, pela proposigio [4.10] logo
somente devemos demonstrar a outra inclusdao. Seja X € Z tal que Hj(X) € B=",Vn €
Z., notemos que se X = 0 entao X € % pois % é aditiva. Suponhamos entao que X # 0,
dado que por hipdtese # gera entao pelo lema sabemos que (¥,T%*) é uma t-
estrutura limitada, mais ainda pelo lema , deduzimos que a t-estrutura (¥, TV*) é
nao degenerada e que o conjunto finito e nao vazio {p € Z|H}(X) # 0}, assim chamando
de r a0 minimo desse conjunto e de s ao maximo, temos a seguinte construcao:

Pela defini¢ao de r, temos que H(X) = 0,Vn < r, entdao X € #=" pelo teorema [3.48]
assim pelo lema m X =172,(X) e dado que o triangulo

7->7"—|—1 7->r

PN

¢ distinguido, pela definicao (3.8, entao pelo lema [3.19] e a proposicao segue que o

7—<r 7->'r’

triangulo

T>r+1

/\

¢é distinguido. Logo aplicando a defini¢ao ao objeto T"Z’/,, +1(X), temos o triangulo

distinguido

7->7"—i-2 7->7“—+-1

/\

>
7'<r+1 T>r+1 T>7‘—|—1
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assim pelo lema |3.19| e a proposicao temos o triangulo distinguido

T>r+2

AN

r+1

Logo, depois de s — 1 passos teremos o triangulo distinguido

/\

T>s 1 (

51
H“V

Finalmente, aplicando o mesmo raciocinio ao objeto T;/S(X ), obtemos o triangulo distin-
guido

T>5+1

i N

No qual H} (72, (X)) = 0,Vn > s+ 1, pela defini¢ao de s e como Hy (7L, (X)) =
0,Vn < s+ 1 teorema , entao Hy(12,,1(X)) = 0,Vn € Z, assim pelo lema W
concluimos que 72, (X) = 0, entdo 72,(X) = Hj(X)[—s], pelo lema m Por outro
lado, sabemos que H}(X) € =" C #="",Vn € Z, entao H}(X)[—n| € % ,Vn € Z,
assim em particular H3, (X )[—s] € %, logo 72,(X) € % . Além disso, H; ' (X)[—(s—1)] €

 , entao T;/Sfl(X ) € %, pois % é fechada por extensoes. Por conseguinte repetindo o

argumento um nimero finito de vezes, teremos que 72, (X) € % e como Hjy (X)[—r] €
U entao X € % .
U

Finalmente a hipdtese de que a t-estrutura (%,T%*) é limitada permite-nos
demonstrar a compatibilidade com a t-estrutura limitada (¥, T¥*), a partir das condicoes
c) e d) da proposigao [4.10, mais ainda neste caso basta supor que o funtor H}, Hj, se anula

somente no coracao da primeira t-estrutura.

Teorema 4.40 Se &/ e B geram a categoria &Y. FEntao as afirmagoes sequintes sao

equivalentes:
(i) % é compativel com ¥*.

(ii) Obj(%) = {X € 2 | HL(X) € B="Vn € L}.
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(i1i) Simultaneamente

a) HY, HY o/ =0, para todo p,q € Z tal que p+ q > 0.

b) Para cada morfismo f : X — Y na categoria B, tal que X € B=" eY € HB=""1
tem-se que: Ker(f) € B=" e Coker(f) € ="

Demonstracao: Pelo teorema [4.39] sabemos que (i) e (ii) sdo equivalentes. Além disso,
pela proposicao temos que (i) implica (iii), pois & C % .

Por conseguinte, falta somente demonstrar que (iii) implica (ii), mas como %A
gera 2 entao {X € 9 | HY(X) € #=",Vn € Z} C Obj(%) (ver prova do teorema
. Consequentemente somente demonstraremos a outra inclusao.

Por hipétese o7 gera &, entao pelo lema sabemos que (% ,T% ") é uma t-estrutura
limitada, mais ainda pelo lema deduzimos que a t-estrutura (%, T%*) é nao dege-

nerada. Logo, para cada X € % temos os dois casos seguintes:

1) X € &/. Por hipétese, para cada n € Z temos que H) (H} (X)) =0, ¥p € Z tal que
p > —n. Entao pelo teorema m H}(X) € %=7", pois a t-estrutura (%, TU" ) é

niao degenerada na categoria &. Portanto, H7(X) € #=7".

2) X ¢ %=°. Dado que = é aditiva, entao X # 0, mais ainda X ¢ Z=", se n > 0,
pois =" C %=°. Por outro lado, dado que a t-estrutura (% ,T%*) é limitada, entdo
do lema segue que o conjunto {p € Z|H}(X) # 0} é finito e ndo vazio, assim
chamando de r ao minimo desse conjunto e aplicando o teorema [3.48] deduzimos que
HZ(X)=0,Vn <r,logo X € =" e como H,(X) # 0, entdo X ¢ %=",Yn > r, isto
ér =max{n € Z|X € %="}, o que implica que r < —1. A continuacao procederemos

recursivamente sobre 7:

I) » = —1. Aplicando a definigao ao objeto T;Zl_l(X ) temos que o triangulo

distinguido
= 7,
1

Mas X € =71, entao pelo lema m, temos que X = 7 (X), e pelo lema

T>0(7¥_ (X)) = 7%,(X), assim, obtemos o tridngulo distinguido

/” \.

2
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Logo pelo teorema |3.38] para cada n € Z, a sequéncia
n f n — n n U n —
Hy~ 17'>0(X) - HV+1HJ/‘/1(X) — H)(X) — H‘I/TZZ/O(X) - H“VHH%I(X)

é exata e como & é uma categoria abeliana, obtemos a sequéncia exata curta
0 —— Coker(f) — H}(X) — Ker(g) —0

Assim pelo lema temos que o triangulo

¢ distinguido. Além disso, dado que X € %, entdo 74(X) = H)(X) € o

e como H,'(X) € , segue do item 1) que H} '7%(X) € B! e que
HQHH; (X) € #="". Consequentemente, o item b) da hipdtese garante que
Coker(f) € #<". Analogamente, temos que H} 7% (X) € =" e H}"?H,'(X) €
PB="""2 C B="""1 e de novo pelo item b) da hipétese concluimos que Ker(g) €
P="". Portanto, H}(X) € B="", dado que B="" ¢ fechada por extensoes.

II) » < —2. Suponhamos que para algum k tal que r < k < —1, ji temos
demonstrado a afirmacdo para k + 1, isto se, X € %=1 ¢ X € % entao

HY(X) € =" ,VYn € Z. Agora demonstraremos que a afirmagao é verdadeira
se X € %=F.
Pela definicao aplicada ao objeto ’/'g/k(X ) temos que o triangulo distinguido

T>k+1 7'>k

/\

Mas X € =%, entdo pelo lema m, temos que X = Tg/k(X), e pelo lema m

Torr1 (124,(X)) = 72,1 (X), assim, obtemos o tridngulo distinguido

%
7'<k 7'>k

w
7'>k;+1

/\

Logo pelo teorema [3.38| para cada n € Z, a sequéncia

n—1,_9 f n— n n n—
Hy, 17—22/k+1(X)—>H“V ngz(X)—>HV(X)—>HVT§+1(X)L>HV kHHOI;/(X)
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é exata e como A é uma categoria abeliana, obtemos a sequéncia exata curta
0 ——= Coker(f) — H}(X) —— Ker(g) —=0
Assim pelo lema temos que o triangulo

Ker(g)
/ \
(f) Hy(X)

¢ distinguido. Além disso, dado que 7% (X)) = 7% (74 (X)) € %) €
%=1, entao pela hipotese recursiva temos que Hj '7%  (X) € Bt e
como HE (X) € o, segue do item 1) que H} "HE (X) € ="k C B=~" pois
k < 0. Por conseguinte, o item b) da hipdtese garante que Coker(f) € B="".
Analogamente, temos que Hy7% ,(X) € #~"e Hy "' HE (X) € =1 C
=1 e de novo pelo item b) da hipétese concluimos que Ker(g) € #=~". Por-
tanto, H}(X) € #=7", dado que B="" é fechada por extensoes.

Coker
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