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RESUMO

O presente trabalho trata da solucdo da equacdo de Euler-Bernoulli para flexdo dindmica de
vigas através do Método dos Elementos de Contorno utilizando solugdes fundamentais de-
pendentes do tempo. Inicialmente, s3o apresentadas uma breve revisdo da teoria de vigas de
Euler-Bernoulli e as soluc@es analiticas utilizadas como referéncia. A seguir, é introduzida a
solucdo fundamental dependente do tempo e s3o discutidas algumas de suas propriedades.
Na sequéncia, a formulacdo integral do problema é deduzida a partir da técnica de residuos
ponderados e sdo propostas trés implementacdes numéricas diferentes. Finalmente, os re-
sultados numéricos obtidos através dos cédigos computacionais desenvolvidos com base nas
implementacdes numéricas propostas sdo comparados de maneira grafica as solucdes analiticas
adotadas.

Palavras-chave: Analise dindmica. Vigas de Euler-Bernoulli. Método dos Elementos de
Contorno. Solucdes fundamentais dependentes do tempo.



ABSTRACT

This work is concerned with the solution of the Euler-Bernoulli equation for dynamic bending
of beams through the Boundary Element Method with time-dependent fundamental solutions.
Initially, a brief review of the Euler-Bernoulli beam theory and the analytical solutions used
as reference are presented. Next, the time-dependent fundamental solution is introduced and
some of its properties are discussed. In the sequence, the integral formulation is developed
by using a weighted residuals technique and three different numerical implementations are
proposed. Finally, the numerical results obtained with the computational codes based on the
proposed numerical implementations are graphically compared with the adopted analytical
solutions.

Keywords: Dynamic analysis. Euler-Bernoulli beams. Boundary Element Method.
Time-dependent fundamental solutions.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERAGOES INICIAIS

O advento de computadores eletronicos digitais em meados do século XX permitiu a
utilizagdo pratica de algoritmos numéricos para a solucdo de equag¢des diferenciais de interesse
em fisica e engenharia. Particularmente, a popularizacdo dos microcomputadores pessoais
nas dltimas duas décadas do século XX tornou o uso de programas numéricos em anélises e
projetos de engenharia uma ferramenta indispensavel para a obtencio de solucdes 6timas em
termos de seguranca versus custos.

Atualmente, dentre os varios métodos numéricos disponiveis, destaca-se o Método
das Diferencas Finitas, o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Volumes Finitos e o
Método dos Elementos de Contorno.

O presente trabalho, particularmente, trata da solugdo da equacdo de Euler-Bernoulli
para flexdo dindmica de vigas através do Método dos Elementos de Contorno utilizando solu-

cdes fundamentais dependentes do tempo.

1.2 REVISAO DA LITERATURA

No contexto da teoria classica de vigas, ou teoria de Euler-Bernoulli, assunto do
presente trabalho, o leitor pode encontrar, por exemplo, os trabalhos de Providakis e Beskos [1],
Schanz [2] e Langre, Axisa e Guilbaud [3].

O primeiro desses trabalhos concentra-se em vibracdes livres e forcadas, sendo que o
problema de vibracio forcada é resolvido utilizando-se a transformada de Laplace e a resposta

é obtida através de uma inversdo numérica da solucio transformada.
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O segundo trabalho utiliza um método interessante, designado Método da Quadra-
tura de Convolugdo, proposto por Lubich [4, 5], para avaliar a convolugdo presente na equagio
integral dependente do tempo. As principais caracteristicas desse método, que pode ser apli-
cado a problemas onde solu¢des fundamentais dependentes do tempo ndo estejam disponiveis,
sdo: (a) uso das solugcdes fundamentais no dominio de Laplace e (b) aproximagdo numérica
das integrais de convolucdo, presentes nas equacdes do Método dos Elementos de Contorno
no dominio do tempo, através de uma férmula de quadratura baseada em um método linear
de maltiplos passos, que possui solucdo direta no dominio do tempo.

No terceiro trabalho, a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno no dominio
do tempo (TD-BEM em inglés) é empregada. Apesar de muito interessante do ponto de vista
matematico, a complexidade da solucdo fundamental, que envolve integrais de Fresnel, e a
aparente dificuldade de obtencdo de resultados estaveis tornam essa formulacdo menos atrativa
que as demais. E importante mencionar uma das conclusdes a qual os autores Langre, Axisa
e Guilbaud [3] chegaram: ‘It is nevertheless clear that the Laplace transform domain method
is the most adequate for the solution of linear problems of flexural vibrations of beams”.

Na teoria de vigas de Timoshenko a deformacio de cisalhamento e a inércia rotatdria
da secdo transversal sdo levadas em conta, dando origem a uma teoria aprimorada que produz
resultados mais elaborados que os da teoria classica. Por essa razdo, muita atencdo tem sido
dedicada ao desenvolvimento de formulacées do Método dos Elementos de Contorno baseadas
naquela teoria.

Para analises estaticas, o leitor pode consultar Antes [6]: nesse trabalho, estruturas
de pérticos planos sdo modeladas através da adicdo de equacdes para forcas e deslocamentos
axiais as equacdes de viga de Timoshenko. Analises dindmicas s3o apresentadas no trabalho de
Antes, Schanz e Alvermann [7], no qual o Método da Quadratura de Convolugdo é empregado
novamente para avaliar a convolugcdo presente na equacdo integral dependente do tempo.

Outra aplicagdo pode ser encontrada no trabalho de Tanaka, Matsumoto e Oida [8], o
qual trata do problema de flexdo estatica de placas enrijecidas por vigas. Analises nio-lineares

sdo encontradas nos trabalhos de Sapountzakis e Dourakopoulos [9, 10].
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1.3 MOTIVACAO E OBJETIVOS

A motivacdo deste trabalho encontra-se apoiada em trés fatores especificos. Primeiro,
conforme percebe-se na revisdo da literatura apresentada, a reduzida quantidade de trabalhos
publicados sobre o tema. Segundo, a conclusdo, um tanto quanto desencorajadora, dos autores
Langre, Axisa e Guilbaud [3] em comparacdo & experiéncia do orientador do autor em assuntos
similares aos abordados naquele texto. Terceiro, como ndo poderia deixar de ser uma vez
tratar-se de uma Tese de Doutorado, o gosto pelo desafio.

Os objetivos deste trabalho s3o os seguintes: (a) deducdo da formulagdo integral de
contorno dependente do tempo para a equagdo de Euler-Bernoulli, (b) proposi¢cao de diferentes
esquemas de implementagdo numérica para a solugdo da formulago integral mencionada, (c)
implementa¢do computacional das solu¢des numéricas propostas, e (d) analise e validagdo

numérica através de exemplos especificos.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

No Capitulo 2 é feita uma breve revisdo da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e sio
apresentadas as solu¢Bes analiticas utilizadas como base para comparagdo com os valores
numéricos obtidos com o Método dos Elementos de Contorno. Em seguida, é introduzida a
solucdo fundamental dependente do tempo e sdo discutidas algumas de suas propriedades.

O Capitulo 3 contém o nicleo matematico deste trabalho. Primeiramente é discutida
a deducdo da sentenca inversa de residuos ponderados. As equagdes integrais de contorno sdo
listadas na sequéncia e sdo propostas trés implementacdes numéricas diferentes. Finalmente,
as formulacBes anteriores s3o particularizadas para carregamentos concentrados, impulsivos
e concentrados/impulsivos. Fechando o capitulo encontram-se algumas observagdes sobre as

caracteristicas da marcha no tempo utilizada e suas implicagdes no desempenho computacional.
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No Capitulo 4 os resultados numéricos obtidos com os cédigos computacionais de-
senvolvidos em linguagem Fortran s3o comparados de maneira grafica as solucdes analiticas
adotadas. As conclusées imediatas sdo apontadas e discutidas.

O Capitulo 5 apresenta uma revisdo sucinta dos assuntos abordados nos capitulos
anteriores bem como as contribuicées do presente trabalho, as sugestdes para trabalhos futuros

e as consideracdes finais.
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2 VIGAS DE EULER-BERNOULLI

2.1 EQUACAO GOVERNANTE

O fenémeno de flexdo dindmica de vigas delgadas uniformes é regido pela equagdo
de Euler-Bernoulli
0*u 0%u

onde u(x,t) é a deflexdo transversal da viga sujeita ao carregamento externo f(x,t), E1 é a
rigidez a flexdo da viga, pA é a densidade linear do material do qual a viga é constituida, = é
a coordenada espacial e t denota o tempo. A viga possui comprimento L e o tempo total de

analise é dado por T. A Figura 1 apresenta um esquema da viga sob consideragdo.

f(z,t)

Y

)

(EI,pA, L,T) .
| e

FIGURA 1 — ESQUEMA DA VIGA SOB CONSIDERACAO

Dividindo a equagdo (1) por pA e definindo
~ [EI
c= A

Mu  Pu f(x,t)
2 o )
“ortor T A (2)

obtém-se a expressdo

que é a forma da equacdo governante do problema adotada neste trabalho.
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A partir de u(z,t) definem-se as seguintes grandezas:

ou 0%u A ou

0(x,t) = I M(z,1) = —Ef@' Q(x,t) = —E[%, e v(rt)= o

denominadas, respectivamente, rotacdo, momento fletor, forca cortante, e velocidade.

2.2 SOLUCAO ANALITICA

A solugdo analitica da equagdo (2) pode ser escrita como

uz,t) =Y dl(w)ar(t),
k=1
onde ¢r(x) é o k-ésimo modo normal e g (t) é a k-ésima coordenada generalizada.

As coordenadas generalizadas, para condicGes iniciais nulas, sdo dadas por

1
pAbywy,

qr(t) = /OtQk(T) sinwy(t — ) dr,

onde
b = /OLQﬁ(:E) dz, wp=p%, e Q)= /Oquk(I)f(x,r) du,

sendo wy a k-ésima frequéncia natural e Q(7) a forca generalizada associada a k-ésima
coordenada generalizada.
Expressbes para os modos normais ¢y (x) e para os coeficientes [, tendo em vista os

tipos de vigas analisados neste trabalho, sdo fornecidas na sequéncia:

a) viga apoiada/apoiada (AA):

or(x) = sin Bz,

Br = —;
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b) viga engastada/apoiada (EA):

¢r(x) = (sin Bgr — sinh frz) — ag(cos fra — cosh Grx);

_ sin B L — sinh B, L

= t L = tanh 5, L;
cos L — cosh B, L an B anh Gy L

c) viga engastada/engastada (EE):

¢r(x) = (sinh Bra — sin frz) — ag(cosh Srz — cos Brx);

sinh Sy L — sin B L
= : Lcosh B, L = +1;
% = Cosh BiL — cos B L’ cos L cosh fy A

d) viga engastada/livre (EL):

¢r(x) = (sin Bgr — sinh frz) — ag(cos fra — cosh Grx);

sin 8L + sinh 8L

A cos By L + cosh B L cos fi L cosh B

Para mais detalhes ver, por exemplo, Rao [11].

2.3 SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solucdo fundamental do problema é a funcdo u* que satisfaz a relacdo

5 Otu* N 0*u*
c
Ozt ot?

=8(z —&)d(t—71), (3)

onde ¢ é a fungdo delta de Dirac, e corresponde a deflexdo de uma viga de comprimento
infinito medida em um ponto campo x em um tempo ¢ quando se aplica uma carga pontual

impulsiva em um ponto fonte £ em um tempo 7. Tal funcio é dada por

s = {8 () o ()] e (5) = (D] o
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onde r = |[x —&| e a = ¢(t — 7). Para a dedugdo dessa solugdo ver, por exemplo, Langre,
Axisa e Guilbaud [3] e Kythe [12]. Mais detalhes podem ser obtidos em Graff [13] e Campbell

e Foster [14]. As fun¢des S e C, denominadas integrais de Fresnel, sdo definidas como

Essas integrais ndo possuem solucdo analitica, sendo, portanto, avaliadas numericamente.
Neste trabalho adotou-se o algoritmo descrito em Boersma [15] e que é incluido no Anexo
deste trabalho. A Figura 2 apresenta o comportamento das integrais de Fresnel.

A func3o u* apresenta as seguintes propriedades:

a) reciprocidade espacial: u*(z,&,t,7) = u*(§, x,t,7);

b) reciprocidade temporal: u*(x, &, ¢, 7) = u*(x, &, —7, —t);

c) translagdo temporal: u*(x, &, ¢, 7) = u*(x, &, t + At, 7 + At).

Quanto as caracteristicas de u* vale destacar que, curiosamente, u* ndo' é des-
continua quando r = 0, algo incomum nas solu¢des fundamentais das equacdes diferenciais
governantes de problemas (2D e 3D) de interesse em engenharia. Ver, por exemplo, as solugdes
fundamentais para problemas de potencial em Wrobel [16] e para problemas de elasticidade li-
near em Aliabadi [17]. De maneira similar as solugdes fundamentais para vigas de Timoshenko,
listadas em Carrer et al. [18], também ndo apresentam descontinuidade quando r = 0.

A partir de (4) obtém-se

@*@’wﬂ%{%{s%)—%M(g)

E;{mmm+cos<za>}}<32>

fTodavia, tanto Langre, Axisa e Guilbaud [3] quanto Kythe [12] afirmam que a solugdo fundamental para
a equac¢do de Euler-Bernoulli é descontinua em r quando r = 0, embora uma inspec3o das respectivas solugcdes
apresentadas ndo revele tal caracteristica.
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onde % = +1 conforme = = &, respectivamente. A Figura 3 apresenta uma analise compa-
rativa do comportamento de u*, 6%, M* e Q* versus x para diferentes valores de ¢ quando &

e 7 s30 mantidos fixos.
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FIGURA 2 — COMPORTAMENTO DAS INTEGRAIS DE FRESNEL
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 RESIDUOS PONDERADOQOS

Inicialmente, efetua-se a seguinte troca de variadveis: a dimensdo temporal passa a ser
representada pela variadvel 7 e o instante de aplicacdo do delta de Dirac temporal passa a ser
designado pela variavel t. Assim, as equagdes (2) e (3) s&o reescritas, respectivamente, como

Mu  Pu f(z,7)
2 . 9
< ot * or2  pA (5)

d*u*

= §(z — )8(t — 7). (6)

c? s +
ox?t 0T?
Tal troca de variadveis se faz necessaria para preservar o principio da causalidade
quando o problema representado pela equago (5) é combinado com o problema representado
pela equagdo (6) na equagdo integral (16). Observa-se que, apesar da troca de variaveis
mencionada, a solugdo de (6) permanece sendo a expressdo (4) devido a propriedade de
reciprocidade temporal da mesma.
A introducdo de uma fungdo aproximada' arbitraria para deflexdes na equacdo (5) da
origem ao residuo de dominio

00U fa,7)

R(z,7) =c 9 + 572 A

40,

aos residuos das condi¢des de contorno

Ri)| A0 [R)] A0 [R@)] A0 e [R@] #0. @)

=0 =0 r= r=

~ o~

fEm toda esta secio emprega-se a notacdo (+)/(-) para grandezas aproximadas/prescritas, respectivamente.
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que dependem do tipo de viga sob consideracdo, e aos residuos das condicdes inicias

{35(95)] = U(x,0) — 0(x,0) £0, e {Rmﬂ = 3(z,0) — 5(x,0) £0, (8)

7=0 7=0

que sdo validos para todos os tipos de vigas. A Tabela 1 define os residuos de contorno para

os diferentes tipos de vigas analisados neste trabalho.

TABELA 1 - RESIDUOS DE CONTORNO

Viga [B1 (7], [R2(7)], [Ra(T)],_,, [Ra(m)],_,

AA a(0,7)— @ (0,7)  M(0,7)—M(0,7) w(L,7)— a(L,r) M(L,7)—ML,7)

EA a(0,7)— a(0,7)  6(0,7)— 0(0,7) w(L,7)— a(L,r) M(L,7)—ML,T)
EE a(0,7)— @(0,7)  6(0,7)— 6(0,7) w(L,7r)—a(L,7) 6O(L7)— 0(L,7T)

EL u(0,7)— 1 (0,7) 0(0,7)— 6(0,7) M(L,7)—ML,7) Q(L,7)— Q(L,7)

A sentenca forte de residuos ponderados &, ent3o, dada por

[ [ (e2ms 2 arar= [ [
_ /0 T[wlRl]MdT— /0 T[ngg]“dT— /0 L[w5R5L0dx 9)
_ /0 woRa|  dr - /0 wiRy] dr- /0 ek a

onde wq, wo, w3, wy, ws € wg sdo funcdes de ponderacio a priori arbitrarias.

Integrando por partes adequadamente a primeira integral dupla em (9), simplificando

parcelas e rearranjando termos obtém-se

/OT/OL17<C2E§I: Pu *)dxd / /L vy dx dr
—/OT[wl&] dr—/o [ngg} / w5R5
/ [ngz] dr — / [w4R4} /0 L w6R6 (10)
[u*@wo T_pLA/OT[e*M - dT_/O [w}jdx
o) e

x=L T x L L =T
+ / [M*e dr + / [vﬂ] de.
A 0 =0 0 =0

Q*u} d
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E interessante observar, em (10), como o integrando da primeira integral dupla é
escrito quando comparado aquele de (9), ou seja, em uma forma inversa. Nota-se, ainda, o
aparecimento de valores aproximados nos extremos espaciais e temporais do problema.

Parte desses valores pode ser utilizada para eliminar os termos aproximados presentes
nos residuos das condicdes de contorno e das condicdes iniciais. Para tanto, as funcdes de
ponderacdo wq, wy, ws, Wy, ws € wg precisam ser definidas adequadamente. Tais definicdes

sdo listadas na Tabela 2.

TABELA 2 — FUNCOES DE PONDERACAO

Viga wy wo ws wy v s
AR HQ(pA) 07 (pA)  —Q/(pA) -6 [(pA)  —v +u
EA Q7 /(pd)  —MY/(pA)  —Q/(pA)  — 6" [(pA) v +ur
EE  +Q7/(pd)  —M/(pA)  -Q/(pA)  +MT(pA) v _—
EL +Q7/(pA)  -M/(pA) - 0" [(pA)  +u[(pA) +ur

Substituindo (7) e (8) em (10) e aplicando as definigdes correspondentes listadas nas

Tabelas 1 e 2 resulta

84 * 82 *
/ / ( pp 87_Z)dxdT—/

[+uQ—9*M+M*0—Qu] dr+/[+u*6—v*a] dzx (11)
=0 0 T

=0

pA
1 [T _ - _ L
+ —/ [+u*Q—9*M+M*9—Q*a] dT—/ [+u*5—v*ﬁ] da,
pA 0 x=L 0 =T
para vigas do tipo apoiada/apoiada,
84 * 82 *
// ( A )da:dr /

[—i—uQ 0*M + M*0 — Q] dr+/[+u*a—v*a] de  (12)
2=0 0

7=0

,OA

+piA/OT[+u*@—9*J\7+M*§—Q*a]z:LdT—/OL[Jru*’ﬁ—v*ﬂ] dz,

=T

para vigas do tipo engastada/apoiada,
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N

[+uQ 0* M + M*0 — Q] dr+/[+u*a—v*a] dz  (13)
x=0 0 7=0

pA

+pLA/OT[—Fu*@—H*M—FM*é\—Q*ﬂ]x:LdT—/OL[+U*5—U*ﬂ] de,

=T

para vigas do tipo engastada/engastada, e

64 * 82 *
/ / ( 8204 87_2>dand7'—/

pA 0 wG- o0 Qu]$_0d7+/0 [+up—va] _dar (1)

+piA/OT[+u*@—9*M+M*§—Q*aLLdT—/OL[+u*a—v*a] dr,

=T

para vigas do tipo engastada/livre.
Inspecionando (11), (12), (13) e (14) conclui-se que, com exce¢do das condi¢Bes
de contorno prescritas/aproximadas, essas expressdes sdo idénticas. Portanto, suprimindo

temporariamente essa distin¢cdo, uma Gnica relacdo pode ser escrita:

84* 82*
// ( Al W)mw /

[—i—uQ 0*M + M*0 — Qu] dT—l—/ [+u*v—v*u] dx (15)
2=0 0 T

=0

,OA

+pLA/OT[—Fu*Q—9*M+M*9—Q*U]Z:LdT—/OL[-FU*U—U*U] dz.

=T

Tal expressdo & denominada sentenca inversa de residuos ponderados e € a base para a obtencdo

da equacgio integral para deflexdes.

3.2 FORMULAGAO INTEGRAL

Introduzindo (6) em (15), fazendo uso das propriedades de integragdo da fungdo delta
de Dirac, levando em conta que as condi¢es inicias, neste trabalho, sdo consideradas nulas e

que u*, 0*, M*, Q* e v* n3o sio definidas para 7 > t, obtém-se a equacio integral



(£, 1) :—piA/Ot[+u*Q—e*M+M*9—Q*u} dr

z=0
t

o), |

L
—l——//u*fdxdT.
pAJo Jo

FUtQ — 0 M + M*0 — Qu} ar

r=L
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(16)

A solugdo do problema, que envolve quatro incégnitas de contorno, requer ao menos

duas equagdes integrais distintas. Assim, a partir de (16), escreve-se, para a rotagdo,

e(f,t):—piAa%{/Ot[+u*Q—9*M+M*9—Q*u]xzodr}
+piAa%{/t[+uQ 9*M+M*9—Q*u]x:LdT}
LA(?Q{// ufd:ch}

para o momento fletor,

2

M(Et) =+ ¢ aa—g{/t[+u*Q—9*M+M*e—Q*uLOdT}

. 8‘9—;{ /t[+u*Q—9*M+M*9—Q*u]x_LdT}

gl [ [ rasar),

e para a forca cortante,

3

Q1) =+c aa—gg{/t[+u*Q—9*M+M*9—Q*UL_OdT}
—c aa—;{/t[+u*Q—9*M+M*e—Q*uLLdT}

_08_53{// ufdm}

(17)

(19)

Neste trabalho a solu¢do das incégnitas de contorno emprega as equacgdes (16) e

(17). As equagdes (18) e (19) sdo utilizadas apenas na fase de pés-processamento.
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3.3 IMPLEMENTACAO NUMERICA

3.3.1 Discretizacdo espacial e temporal

Para implementar numericamente as equa¢des integrais definidas anteriormente é

necessario, primeiramente, discretizar os intervalos espaciais e temporais.

Adotando, portanto,

e impondo

obtém-se

onde

AL:L

7 de tal modo que L= ZAL,

T n
, de tal modo que T = Z AT,

n

AT =

i=1

§=x,=pAL,  com p=0,....0,

t=t, =qAT, com g=1,...,n,

/OL(-) de = é:l/:ﬂ() de, e /Ot(.) dr = zq: /:2() ar

j=1

Tyl = Tji—1 = (Z — 1)AL, (S Lo = T; = ZAL,

tjl = tj,1 = (] — 1>AT, e tjg = tj = jAT

As divisdes espaciais sdo denominadas células, e as divisbes temporais, passos de

tempo. A Figura 4 ilustra o esquema de discretizagdo proposto.
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As equagdes integrais (16) e (17) sdo reescritas na forma

u(xp, t,) = — {Z +u'Q—60"M+ MO — Qu} - dT}
j=17tn o
1 [ e
+p_A{;/tﬂ | +wQ—0"M+ M H—QuL:xsz} (20)
1 q T2
— u* fdxdr 3,
SBR[
e
1 a k *
Q(xp,tq):—p—Aa—{;/t FurQ — 0 M + M0 — Qu} %df}
1 8 k *
+p—Aa—{; 5 FurQ — 0°M 4 M* — Qu] Wdr} (21)
1 0 / /
_— u* fdxdr
AP !

respectivamente.

De maneira similar, (18) torna-se

M(zp,t,) = { Z/ FutQ — 0°M + MO — QF u] dT}
j=1"t v
_02%{Z/tvj2[+u*Q—0*M—|—M*0—Q*uLme dT} (22)

{ZZ/ / u fdxdT}

li=1

e (19),

(23)

93 q tj2
Q(xp,tq):+c2ﬁ{2/ Q"M+ MO~ Q' dT}
Tp j=1"7%1 T=x0
283 4q tj2
o Z/t [+UQ—9M+M9—QuL_WdT

/ u fd:vdr}

g3y [

1i=1"711
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Em seguida, é necessario definir hip6teses para os comportamentos de u, 6, M e @,
ao longo de cada passo de tempo, nos contornos do problema. Também é necessario definir o
comportamento do carregamento externo no dominio do problema. As Subsec¢des 3.3.2 € 3.3.3,
na sequéncia, discutem os detalhes inerentes as hipéteses de comportamento constante e linear,
respectivamente. A Subsecdo 3.3.4, por sua vez, apresenta uma hipétese mista derivada da

combinacdo das hipo6teses anteriores.

: | —
0 3 L

1 1 l
— =
To X1 Ti—1 X4 Ip Te—1 Xy
a } — 7
0 t T

1 J n
—
to 1 ti-1 tj tq b1 tp

FIGURA 4 — DISCRETIZACAO ESPACIAL E TEMPORAL

3.3.2 Aproximagdo numérica constante

Admitindo que as variaveis u e 6, associadas as condicdes de contorno essenciais,

comportem-se da forma

U(.I:.To,tjl STSt]'Q) = Uéz,
0 (x=x0,tj <7 <tjp) =00,
u(r=xp,tj <7 <tj) = uy,

0 (v =apty <7 <tp)= 0/,
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que as variaveis M e (), associadas as condicdes de contorno naturais, comportem-se da forma

M(z = xo,tjy <7 < tj) =M,

Q(x =z0,tj <7 <tjn) = QY
(24)

M(l' = ﬂfg,tjl S T S tjg) :MZQ,

j2
Qr=apth <7< tj) =0,
e que, além disso, o carregamento externo seja da forma

flran <z <mp,tpn <7 <tj)=f],

entdo (20) sera reescrita como

q
1 o~ -~ o~ -~
_ _ q7,,J2 q7 ni2 qj, 32 qj ni2
ul=——> HEu? + HYZ0? + HYu)® — HY0)

DR B CORNe YR e AT SEY

p0

onde

~qj L2
G :/ u* (x =29, & = xp, t =t,,7)dT,

. ti
GZZ:/ u (v =08 = xp,t =t,,7)dT,

~qj t32

H = M*(x = x0,§ = xp,t = t,,7)dT,
ti1

~qj b2

H, = M*(x = 20,6 = xp,t =14, 7)dT,
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F‘” / / =y, t =t,,7)dadr.

Por sua vez, (21) é reescrita como

1 & 2 2
== S L B+ F0 + g - 00 )
j=1
1 - ﬂ qy MJ2 Jj2 qy MJ2
+ p_A pO pQ pOp pﬁ pQ pfp (26)
j=1
q V4
qj ]
_ZZ{ '}
(22) torna-se
q
_ 2 2 2
M=t S Bt B0 4 Bl — 00 )
j=1
q
2 2 2 2 2
- ¢ Z{ pOpr] pOppM] ;uéprJ _prpng } (27)
j=1
q ¢
@3 F s
j=1i=1

e (23) assume a forma

qj qj J2 qj qj
H H 9 + lef pop ¥ pr,ppp

p0,pppt p0,ppp

672 }

’B»Q
I
_|_
Ql\.’)
MQ

<.
Il
-

Q
O
<
< HMQ
—

2 2 2 2
{ pO ppr] p0 pppM 0 pﬁ ppr] pf pppM / } (28)
l

{ DL 7171010 } :
1

Em (26), (27) e (28) adota-se a notagdo ('>8p : ()8 w € (-)E:;ppp para designar,

=17=

.

respectivamente, as derivadas parciais primeira, segunda e terceira com relagdo a x,,.
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As equagdes (25), (26), (27) e (28) podem ser agrupadas, aos pares, nas seguintes

equacles matriciais:

1 < =i i 1 qj 9 4 pj
R LR S &
ji=1 j=1 ]71
e
a —qj . i =qJ
NERED DL RED PR 3 ] @0
j=1 j=1 j=1
onde

T 2 72 21"
q — q q Js —
up—{up,ﬁp}, uz—{uo,e ,04},

p ¢ \ja 72 2 7132 ~72 12"
qp:{Q M}- z:{Q(]’MO’Q(’MZ}v

N

~qj ~qj ~qj ~qj
Y — H +H 0 H — H
pT I/_jqj _H:_qu _quy ﬁqy ’
p0,p p0,p pl,p pl,p
~qj ~qj ~qj ~qj
s | -G8 sa +GY —ay
GW - @ qj @ qj @ qj é qj '
T M p0p + p0,p + plp — Y plp
~qj ~qj =~qj ~qj
ﬁ‘“ | H poppp T H poppp T H plppp H pL.ppp
pz ~qj ~qj ~qj ~qj '
—H popp T H popp T+ H plpp H pl,pp
~qJ ~qj ~qJ ~qj
E’” T GpO,ppp + GpO pop T Gp&ppp o Gp&ppp
pr ~qj ~qj ~qj ’
G +GY +G G
p0,pp p0,pp pl,pp pl,pp
qj . qj iy qj . qj
qu _ 3 pl 3 pl =T I pl,ppp F pt,ppp
P , po qj
Fpl,p T Fp&p Fpl,pp e pr,pp

Férmulas matematicas para os coeficientes presentes nessas matrizes sdo fornecidas
no Apéndice deste trabalho.
Entretanto, as equagdes (29) e (30) sé podem ser utilizadas quando o histérico dos

valores de u, 8, M e (), nos contornos do problema, é conhecido.



37

Portanto, aplicando (29), simultaneamente, nos contornos do problema, resulta

1 1
— HY + 1 u? = | —qgw q2 + b,
onde
1 q—1 1 q—1 A 1 U o
b= LY Huur s LY aual s Y ENE, @
I é a matriz identidade,
[ ~qj ~qj ~qj ~qj ]
—Hy +Hy +Hy —Hy
=~qj ~qj =~qj ~qj
qu _ _HOO,p +H00,p +H0€,p _HOZ,p
Tz =~qj ~qj =~qj ~qj '
—H, +H, +Hy, —Hy
=qj ~qj ~qj ~qj
—Hyy, +Hpyp +Hyy, —Hyy, |
[ ~gj ~qj ~qj ~qj |
—Go Gy +Go —Gy
~q] ~qj ~q] ~qj
qu _ _GOO,p +G00,p +G0€,p _GOZ,p
T ~qj ~qj ~qj ~qj '
Gy +Gy +Gy =Gy
~qJ ~qJ ~qj ~qj
G, Gy TGu, —Gu,
e — —
Foi Eyy
qj qj
qu _ F()l,p FOZ,p
FJY FJ7
| i, Fip |

As condigbes de contorno prescritas s3o introduzidas em uf? e q¥2 e o sistema &
reordenado na forma Ax = By + b, onde x contém as incégnitas do problema e y contém
as condicdes de contorno prescritas. Resolve-se, entdo, para x e repete-se o processo para o
préximo passo de tempo.

A formulagdo matematica descrita nesta secdo, referenciada em outras partes deste
trabalho como formulagdo MEC-CCC, foi implementada computacionalmente em linguagem

Fortran e encontra-se disponivel no Apéndice deste trabalho.
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3.3.3 Aproximagdo numérica linear

Admitindo que as variaveis u e 6, associadas as condi¢Ges de contorno essenciais,

comportem-se da forma

que as variaveis M e (), associadas as condicdes de contorno naturais, comportem-se da forma
( ) = ()M + ()M,
Q(x =20, t5 < T < tjy) = ®(7) Qﬂ (1) QI
( ) () M{" + D7 ()M,
( ) ( )QJ1 () Q77

e que, além disso, o carregamento externo seja da forma

flzan <x<wxp,tj <7 <tj)
= N} (z, ) fi + Ny (2, 7) [y (33)

+ AL, )+ A (2, 7) 1

onde
M (,7) = U (2)®(7),  Ay(a,7) = Upn(a)P (1)
A (2, 7) = U (2)®P(7),  Aj(x,7) = Upn(a)D()
sendo
T =T T — T
\I[ﬂ(x) B Tig — T4 © %2(1‘) B Ti2 — T4
e
¥ = 2T e an(n = U



entdo (20) sera reescrita como
17452, 72 17952052 774952, 32 17932 052

0 0

r7aj1, j1 r74j1 nj1 ryail, j1 17451 il

1 < e
b S { - G + G GO - Gt

pil

’
+ — {Fzgijffijf + ng‘j;fi]; + Fqﬂfijf + in’];fi];}’

onde

~qjl tiz

G% :/ O (7) u* (x = 20,§ = xp, t =ty 7)dT,
tj1

St [

Gy = (1) u* (v =, & = xp, t = t,,7)dT,
tj1

~au2 4

20 :/ CIDJQ(T) u* (x = x0,& = xp,t =t,,7)dT,

tj

~ 472 iz

Gy = (1) vt (v =, = xp, t = t,, 7)dT,
tj1

(I)jl(T) 0* (v =20, = xp,t =14, 7)dT,

™
28
—
I
—
i <
[ V)

~al

G

(1) 0% (v =20, = xp, t =14, 7)dr,

i~
~
|
—
(V)
LS
Y
>,

<

1

~qj2 tj2 i
(1) 0 (v = 2, & = xp, t = t,,7)dT,

)
2
I
r\'}

J
tjg

<I>j2(7) 0" (v = x,& = xp, t =t,,7)dT,

(Y
_OoQ
AN
I
\

tj1

S N

H, = / QI (TYM* (2 = 30, € = Tp,t =14, 7)dT,
ti1

. thg

Tl i1 *

H :/ O (1) M (v = x4, & = xp, t = t,,7)dT,
tjl
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(34)



o tji2

R
tj1

~qj2 ti2 72 *

Hpﬂ = P (T)M (m:x€7£:$p7t:tq77_)d7-’
ti1

Y tio )
H%lz/ (IDﬂ(T)Q*(x:xo,gzxp,t:tq,T)dT,

tj1
. tio
7yt ! 1 *
H, = O (1) Q* (v =y, = xp, t = t,,7)dT,
tjl

. t]'Q )
H%Q = / P2(1)Q* (v = o, € = Tyt =t,,7)drT,

tj1
~ai2 YR
. / B(7) Q (2 = w0, € = 1yt = t,,7) dr,

tj1

, tio a2
FIEIZJIII/ / A‘gll(.r,T)'Lb*(QZ,f:$p,tth,T)dIdT,
tj2 rxi2
= [ [N e =t =t dedr,
) tj2 rxi2
mi = [ N e g = et =ty e,

Fggf_/ / Ag (z, T)u"(x,& = xp,t =t,,7)dadr.

Por sua vez, (21) é reescrita como

0= oo { - A+ B+ A - e |
j=
1 ¢ qJ2 J2 | 42 32 qJ2 J2 _ a2 3 ri2
+p_Aj—1{ pOpQ +Gp0pM ppr GPMM }
_i - { qul Hqﬂ 911 + qul qulgjl}
ij:1 p0pY p0,p~0 plpt ptp L
IR qjl Jl qjl Jl qjl J1 qjl J1
+p_A { pOpQ pOpM prQ o pﬁpM }

1 q
S B R R R

j=1i=1
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(22) torna-se

41

q_ 2} : 77472 17452 12 qJ2 _ w2 pi2
Mp =+c { HpO pp HpO ppg Hpé PP pr :010(9
ji=1
q
) _ 42 Hi2 qa2 32 A2 N2 Nag2 J2
¢ Z { pO,prO +G PO, ppM pr prf pr ppM
j=1
q
2 _ el jl r7ajl pjl 77a51 j r7ajl pil
t+c { p0,pp Hpﬂ ppe + Hp€ pp Hpﬂ ppe } (36)
j:
q
2 qal Jjl | il 1 Al Hil qJI J1
CE:{ WWQ +GNWM6+GMWQ€ MWM
j=1
§ : § : qj1 qj1 qj2 qj2  pj2
- ¢ {le pp sz? ppf szl ppf sz? ppf '
j=1i=1
e (23) assume a forma
q __ 77452 j2 77972 2 77452 J2 7472 2
Q =+ c? { Hp0 popt Hpﬂ pppe + pr pop¥ Hp&pppe
j=1
2 Jj2 | qj2 j2 G2 J2 _ q52 j2
{ (;pOmppCQO _}_G’JOOJDPIH‘]W0 '+'(;p&pppcg p&pppﬂ4?
j=1
77a51 Jl r7a51 Jj1 77951 Jl _yail Jj1
{ p0,ppp %0 + }J?OPPPQ + }iﬁéppp l¥ﬁ&ppp9 (37)
j=1
2 qyl J1 qjl Jl il Jj1 il Jj1
¢ Z { pO ppp@ pO pppM pr ppré pr ppp M, 14
j=1
2 wl qj1 q72 2 qj2 j2
¢ Z Z { pil, ppp Fpl2 pppf Fpll,pppf 1 Fpﬂ,pppf i2 (-
j=11=1

Em (35), (36) e

(37) adota-se a notagdo (-)8@ O e ()N

para designar,

(-),pp (-),ppp

respectivamente, as derivadas parciais primeira, segunda e terceira com relacdo a xz,,.

As equagdes (34), (35), (36) e

equagdes matriciais:
1 ﬁq]2
o Z

J—l J—l

Z qj
pA

R S R o))

Z ngllfﬂ + DA Z F iz

(37) podem ser agrupadas, aos pares, nas seguintes

Q% — AZHW AZG

j=1

(38)

j=1 j=1
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e
q )
_qJ =qj1 . _qJ
_ 72 _ 72 2 j1 _
q, = +c? E H u c E P+ H, u,
3—1 j=1 j=1 J—l 39
QJ g =qjl K =qj2 ( )
_ = 2 a1 o W= 52
¢ § pzl c § FpiZfi2 c § Fpilfil - § szfur
i=1 i=1 j=1 i=1
onde

T332
H

—qjl
pT

—qjl
px

-G

A
11> 1 '
2"
115 ° 01 '
~qjl ~qjl
_Hpo +Hp0
=~qjl ~qjl
_Hp07p +Hp0,p
~aqjl ~qjl
- Gpo + Gpo
~qjl ~qjl
o Gvap + GpO,p
=~qj2 ~q12
~qj2 ~qJ2
—Hpo,p JrHPQP
~qj2 ~qj2
-G +Go
~qj2 ~q32
p0,p + GPO,p
=~qjl ~qjl
p0,ppp +H p0,ppp
~aqjl ~qjl
p0,pp +Hp0,pp
~qjl ~qjl
p0,ppp + GpOﬁppp
~qjl ~qjl
p0,pp +Gp0,pp

f

f

T
Jl 31 Jj1 i2
{uo TN } oW

72

Qo Mt it
0> "0 ' x

71

1 i
2 125" °°
0 2

2 125777

72

~qjl

+H
~qjl
+Hp€7p
~qjl
+G

~qjl

+G oy

=qj2
+H

~qj2
+HP£7P

~qj2
+Gpg

~qj2

+G oy

~qjl

+Hp€7ppp
~qjl

+Hp€,pp
~qjl

+ Gpé ppp

~qjl
+ Gp&pp

.
Jj2 32 J2
{uo,e ,94},

Q2 M QP M

Il
—

~qjl

—H,,

~qjl
_Hp&p
~qjl

—G

~qjl

o Gp&p

~qj2

—H

~ qJ2
pl.p

~qj2

-G

~qj2
plp

~qjl
pl,ppp

~qjl
pl,pp

~qjl
pl,ppp

~qjl

-G pl,pp
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~qj2 ~qj2 =~qj2 ~qj2
=92 |~ H p0,ppp +H p0,ppp +H plppp H pl,ppp
pr ~qj2 %—jiqj2 ﬁ_j§q12 ~ qj2 '
p0,pp p0,pp pl,pp pl,pp
~q72 ~qj2 ~qj2 ~qj2 1
=92 | T G oo TG popm TG ptopp — G oo
pr ~qj2 ~ qj2 ~ 52 ~ qj2 ’
__(;prp *_(;pUmp 4_(;p&pp __(;p&pp
ql qj1 ) qj1 qj1
FUl_ Foii Fon =i Foi1 ppp p1,ppp
pil — , pil — '
qul qul qul F‘Jﬂ
pllp pll,p pll,pp pll,pp
qj1 . qj1 . qj1 qj1
Fqﬂ N Fpia Fp€2 f‘“l _ Fpia ppp pl2,ppp
pi2 — , pi2 — ,
}7q31 }7q31 }7q31 }7qy1
pl2,p pl2,p pl2,pp pl2,pp
qj2 qj2 ) qj2 qj2
FU2 _ Foii Fpm =2 pl1,ppp pl1,ppp
pil — ' pil T '
}7q32 }7q12 }7qy2 }7qj2
pll,p pll,p pll,pp pll,pp
2 qj2 ) qj2 q52
FU2 _ Fid Foi =2 Fi2 ppp E o ppp
pi2 T . ! pi2 T .
}7qy2 q72 }7qa2 q72
pl2,p pl2,p pl2,pp pl2,pp

Férmulas matematicas para os coeficientes presentes nessas matrizes sdo fornecidas

no Apéndice deste trabalho.

Entretanto, as equagdes (38) e

valores de u, 8, M e (), nos contornos do problema, é conhecido.

(39) s6 podem ser utilizadas quando o histérico dos

Portanto, aplicando (38), simultaneamente, nos contornos do problema, resulta

pA

onde

§ q32 ]2 qj?
u —_—
{L’:E CE
pA ;
j=1
}: qyl }: qal
le FmZ

J—l J—l

LHWJ? +1|u? =

1 a4 b,

§ qjlujl
A
E: qﬂ
le

]—1

i Ly atg

]*1

§ : qﬂ
FmQ

]—1

(40)

12'



I é a matriz identidade,

~qjl ~qjl ~qjl ~qjl
_Hoo Hoo "‘Hoe _Hoz
~qjl ~qjl =~qjl ~qjl
qul _ _HOO,p +H00,p HOE,p HOE,p
Tz ~qjl ~gj1 ~gjl ~qj1l |’
— 11 4 Hy +Hy —Hy
~qjl Jj[qjl f_\lqﬂ ~qjl
|~ Heop 20,p 2,p 2l,p
[ Al ~qjl ~qjl ~qjl
- Goo Goo Goz - Goe
~qjl ~qjl ~qjl ~qjl
qul . - GOO,p GOO,p GOé,p GOf,p
IE{L’ — . 1
~qjl ~qjl ~qjl ~qjl
- Géo Géo Gze - Ga
~qjl ~qjl ~qjl ~qjl
| ~Guwp tGwp tGup —Guyp |
[ ~qi2 ~ qj2 ~qj2 ~qj2 ]
—dlgg +H00 Hoz —Llgy
= qj2 ~qj2 =~qj2 ~qj2
HY2 — _HOO,p HOO,p HOé,p HOZ,p
xxr . . 1
~qj2 ~qj2 =qj2 ~qj2
_Hzo Héo sz _HM
~qj2 ~qj2 25952 ~qj2
| ~Huwp tHupp tHyy —Hy,
[ ~ai2 ~qj2 ~qj2 ~qj2
_Goo G'00 +G0£ _Goz
~qj2 ~qj2 ~qj2 ~qj2
Qo2 — o GOOJ) GOO,p G%p GOZ,p
. ~ 42 ~ 42 ~ 42 ~a2 |
- Géo Géo Gee - GM
~4qj2 ~qj2 ~qj2 ~qj2
| Gy TGuwp tGup —Guy |
e
qj1 qj1 qj1 qj1
011 Foa Fois Fom
ql . qj1 a1l qj1
qul . FOll,p FOZl,p qul . F012,p FOZZ,p
R Rl g1 |’ R gj1
Fm Fm F£12 Feez
qj1 q71 q71 qj1
| an,p e Fm,p ] L Fem,p T Fm,p i
qj2 qj2 qj2 qj2
011 Fom 012 Fom
2 . qj2 92 qj2
FU2 _ F011,p Fom,p FU2 _ F012,p Fozz,p
o poz o pu2 | i F¥2 ... pu2
011 201 012 202
qj2 . qj2 2 qj2
| an,p FZZl,p ] L Fem,p Fm,p i
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As condicdes de contorno prescritas s3o introduzidas em uf? e q¥2 e o sistema é
reordenado na forma Ax = By + b, onde x contém as incognitas do problema e y contém
as condicBes de contorno prescritas. Resolve-se, entdo, para x e repete-se o processo para o
préximo passo de tempo.

A formulacdo matematica descrita nesta secdo, referenciada em outras partes deste
trabalho como formulagdo MEC-LLL, foi implementada computacionalmente em linguagem

Fortran e encontra-se disponivel no Apéndice deste trabalho.

3.3.4 Aproximag¢do numérica mista

Como é discutido no Capitulo 4, ambas as formulacdes precedentes, MEC-CCC e
MEC-LLL, apresentam comportamento numérico insatisfatério, de modo que uma terceira
formulacio se faz necessaria.

Tal formulac3o é obtida a partir de uma combinacio das formulacées anteriores, ou
seja, admitindo que as variaveis associadas as condi¢des de contorno essenciais comportem-
se de maneira linear [equagBes (32)] e que as variaveis associadas as condigdes de contorno
naturais comportem-se de maneira constante [equacdes (24)].T Para que essa nova formulagio
seja o mais geral possivel, o carregamento externo é considerado como sendo da forma (33).

Obtém-se, entdo, as seguintes equac¢des matriciais:

1 & 2 1 & i1
32 =aJ & A
W= A 2 e D G AZ u
P j:l P j:l ]—1 (41)
Z q31 Z QJl Z qﬂ Z qJQ
A szl A sz2 A szl A sz2 12'
j=1 j=1 j=1 Jj=1
e
9\ —qj2 I\ =g I —qjt
_ 2 o j2 2 a2 2 o §1
q,=+c g H, w* —c g G,.q” + ¢ E H, u,
j:l j=1 j=1
42
_qgl ) . —gj1 i ) . —qj2 i (42)
- E pzl - C § FpiZfiQ - C § Fpilfil § Fp12f12'
j=1 j=1 j=1 j=1

A inspiracio para essas escolhas encontra-se na conclusio da Tese de Doutorado de Mansur [19]. Ver o
Capitulo 4 para uma discussdo mais elaborado a respeito desses aspectos.
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que, como antes, s6 podem ser utilizadas quando o histérico dos valores de u, 6, M e @), nos
contornos do problema, & conhecido.

Portanto, aplicando (41), simultaneamente, nos contornos do problema, resulta

1 1
_qu2 I 2 _ [ __Qu q2 b,
onde
1 & 1 &
T D TN g
P j: P j: ]—1 (43)
1 qj1 Jl qj1 ]1 q52 J2 qj2¢72
+ — pA ; F:mlf A ; Fa:fo A ; lef A JZI Fzz2f

As condicdes de contorno prescritas s3o introduzidas em uf? e q?2 e o sistema é
reordenado na forma Ax = By + b, onde x contém as incégnitas do problema e y contém
as condi¢cdes de contorno prescritas. Resolve-se, entdo, para x e repete-se 0 processo para o
préximo passo de tempo.

A formulacido matematica descrita nesta secdo, referenciada em outras partes deste
trabalho como formulagdo MEC-LCL, foi implementada computacionalmente em linguagem

Fortran e encontra-se disponivel no Apéndice deste trabalho.

3.3.5 Carregamentos externos concentrados

Carregamentos externos concentrados podem ser modelados matematicamente com

o emprego da funcdo delta de Dirac como

[z, 7) = 0(z — ) P(7),

onde z;, = kAL, com 0 < k < ¢, & o ponto de aplicacdo do carregamento.
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Dessa maneira, a contribuicdo do carregamento externo nas equagdes integrais (16),

(17), (18) e (19) assume a forma

¢
/ u(r =ap, & =xp,t =1, 7)P(7)dr.
0

Adotam-se duas hipéteses para o comportamento do carregamento P(7) ao longo de
cada passo de tempo: comportamento constante, P(tjl <7< tﬂ) = P,f, e comportamento
linear, P(t;; < 7 < t;5) = ®(1)P/' + ®7%(1)P}*.

Essas definicdes alteram as formulacdes precedentes da seguinte maneira:

a) formulagdo MEC-CCC: as equagdes (29), (30) e (31) s3o reescritas, respectiva-

mente, como

j2

]71

=qj _.
q;]):()_ 62 ZFpk‘f‘]jCQ'

j=1
e
b=(- AZ F 17,
j=1
onde

= {p'} F- {Gzi,Gzapanme] '

Pk - [ka ) ka p] T’ [ka: ,ppp ka pp} T;

b) formulagdo MEC-LLL: as equagdes (38), (39) e (40) sdo reescritas, respectiva-

mente, como
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1 < L 1 < Y
_ } : qjlegl } : qj2¢52

j=1

onde

) ) ) ~ ~ i~ T

f]l _ Pﬂ FqJ1 _ qul qul qul qul
E E ( zk — 0k » MO0kp o Tk > Tlkp|
~ o~ ~ o o~ 0T

j2 Jj2 qj2 __ q72 q72 q72 q72
fk = {Pk } ka - GOk ’GOk,p ) Gsz vGek,p '
. ) 1T —qjl . B

=l [Agl Agil U [ Agt Aajl
For = [ka ’ka,p ' For = pk.ppp ka,pp_ '
. . o7 —qj2 . ~ 5 1T
T2 _ | Agi2 Agi2 e | Aas2 52 )
Fpe = [ka ’ka,p ' For = ka,ppp’ka,pp_ :

c) formulagdo MEC-LCL: as equagdes (41), (42) e (43) sofrem alteragGes similares

aquelas da formulacdo MEC-LLL.

3.3.6 Carregamentos externos impulsivos

Carregamentos externos impulsivos podem ser modelados matematicamente com o

emprego da funcdo delta de Dirac como

fz, ) = P(x)d(1 — to).

Dessa maneira, a contribuicdo do carregamento externo nas equagdes integrais (16),

(17), (18) e (19) assume a forma

L
/ u(x, & = xp,t =1, 7 =to)P(z)dx.
0

Adotam-se duas hipéteses para o comportamento do carregamento P(z) ao longo de
cada célula espacial: comportamento constante, P(z;; < z < z;5) = P?, e comportamento

|inear, P(Jfﬂ S T S ]Jig) = \1121<I>Rol + \I/ZQ(.Z‘)R%
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Essas definicdes alteram as formulacdes precedentes da seguinte maneira:

a) formulagdo MEC-CCC: as equagdes (29), (30) e (31) s&do reescritas, respectiva-

mente, como

1 —
wl = () +— FOf0

q

D pA pLi
—q0

ql= ()= & Fof?,

e
_ q0£0
b =( )+—pAFm.fZ-,
onde
0 _ 0 0
fz - {P 1 7P y4 } !
C o]
Un - Uy
o 40
FO — UOLp UOL’,p
“ ye® ... y®
a 17
q0 q0
| Uelﬁp Uﬁ,p i
o q0
FqO _ Upl Up@
& ge® ... yg® ’
pl,p pl,p
qo .« .. qo
=10 Upl,ppp Up&ppp
" o S U ,
pl,pp pl,pp
com

Tq2
qu;) = / u*(x,§ = xp,t =t,, T = to) du;

T4l

b) formulagdo MEC-LLL: as equagdes (38), (39) e (40) sdo reescritas, respectiva-

mente, como

1 —q0
u;q):("') p_Aan‘l

1 —,
£ +—Fo,

pA pi2f?2'



onde

0
fil

0
fz'2

FO —

xil

—q0
pil —

—q0
pi2

—q0
pel

—q0
pi2

2
) - C szlf - C sz?
1 1
)+ —F0 0 4 — 7
) A xil™il pA T2
_ 0 0
- {P 11> P Zl} '
_ 0 0
- {P 12 P 42} '
q0 q0
UOll UOZI
q0 q0
lﬁnlm l&w1m
q0 q0
Ufll Uéél
q0 q0
L Ule,p Uﬂﬁlp |
q0 q0
U012 UOZQ
q0 q0
U012,p U0€2,p
q0 q0
U£12 UMZ
q0 q0
L U€12,p U%Qp |
q0 q0
Upll Upfl
q0 q0
Upll,p pll,p
q0 q0
Up12 Up€2
q0 q0
Upl?m pl2,p
Upl 1,ppp Upf 1,ppp
Upll,pp Upfl,pp
Up127ppp Up€2,ppp
Upl?,pp Up&pp

f12 '

fz2 !

50
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com

Ti2
ngol :/ \Ifﬂ(l’)u*(l‘,f:xp,t:tq,T:tO)dx,

Tq1l

Zq2

Upiz = / Vin(2)u"(2,§ = zp,t = tg, 7 = to) da;
Zql

c) formulagdo MEC-LCL: as equagdes (41), (42) e (43) sofrem alteragdes similares

aquelas da formulacdo MEC-LLL.

L, L. . 0
Férmulas matematicas para os coeficientes U

q0 O . T
i Upi € Ulliy sdo fornecidas no Apéndice

deste trabalho.

3.3.7 Carregamentos externos concentrados/impulsivos

Carregamentos externos concentrados/impulsivos podem ser modelados matematica-

mente com o emprego da funcio delta de Dirac como
fla,7) = 6(x — 2)d(1 — to) Py,

onde z;, = kAL, com 0 < k < ¢, é o ponto de aplicacdo do carregamento.
Dessa maneira, a contribuicdo do carregamento externo nas equagdes integrais (16),

(17), (18) e (19) assume a forma
ut(r =, & = 3y, t = t,, T = t0) P}

Essas definicdes alteram as formulacdes precedentes da seguinte maneira:

a) formulagdo MEC-CCC: as equagdes (29), (30) e (31) s3o reescritas, respectiva-

mente, como

1 —q0
:(...)+p_AFZk

—q0
= ()= @ Tt

fO
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1
b=(-)+—FOf

onde

i
= (A} F = [ @, O ]

— 0 T —q0 T
B = (@) )] Fo= [0, ()]

b) formulagdo MEC-LLL: as equagdes (38), (39) e (40) sofrem altera¢des similares

aquelas da formulacdo MEC-CCC;

c) formulagdo MEC-LCL: as equagdes (41), (42) e (43) sofrem alteragBes similares
aquelas da formulagdo MEC-CCC.

3.3.8 Marcha no tempo

Uma caracteristica presente em todos os coeficientes que envolvem integrais no tempo

definidos anteriormente é a translacdo temporal dos valores numéricos calculados, ou seja,

~aj _ Al G+ _ Ala+2)(+2) _ Ale+3)0+3) _
ng —Gpo _GpO —Gpo —_—

~aj . Alg+D)(G+1 Aa+2)(j+2 A(q+3)(+3
Gg%:G;% ) ):G;% ) ):GZ()% )G+3) _ .

Gt = GG+ — G2 _ Gl

20 -

~qi A+ G+ Alg+2)(G+2) . ~(g+3)(+3)
G% - Gp% ! - Gp% ’ - Gp% ’

e assim por diante.

Tal caracteristica traz como vantagem computacional o fato de que todos esses co-
eficientes s6 precisam ser calculados uma Gnica vez, para o tempo final da analise (¢ = n),
sendo utilizados “de tras para frente” & medida que a analise progride. Consequentemente, as

matrizes A e B s3o montadas uma anica vez e A~! s6 é avaliada uma vez.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 ORGANIZACAO E DEFINICOES

Os exemplos numeéricos desenvolvidos para avaliar a precisdo, a estabilidade e a con-

vergéncia das diferentes formulacdes propostas foram organizados da seguinte maneira:

a)

quatro tipos de carregamentos externos:

DD: distribuido no espaco e distribuido no tempo;

CD: concentrado no espaco e distribuido no tempo;

DI: distribuido no espaco e impulsivo no tempo;

Cl: concentrado no espaco e impulsivo no tempo;
quatro tipos de vigas:

— AA: apoio simples no extremo esquerdo e apoio simples no extremo direito;

EA: engaste na extremo esquerdo e apoio simples no extremo direito;

EE: engaste no extremo esquerdo e engaste no extremo direito;

EL: engaste no extremo esquerdo e extremidade livre no extremo direito;

trés tipos de formulacdes numéricas para o MEC:

— CCC: condi¢des de contorno essenciais constantes em cada passo de tempo;
condicdes de contorno naturais constantes em cada passo de tempo; carrega-

mento externo constante em cada célula e em cada passo de tempo;

— LLL: condicdes de contorno essenciais lineares em cada passo de tempo; con-
dicSes de contorno naturais lineares em cada passo de tempo; carregamento

externo linear em cada célula e em cada passo de tempo;
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— LCL: condicdes de contorno essenciais lineares em cada passo de tempo; condi-
¢Bes de contorno naturais constantes em cada passo de tempo; carregamento

externo linear em cada célula e em cada passo de tempo.

Cada uma das 48 combinacdes citadas anteriormente foi avaliada com 10 valores de
passos de tempo diferentes, variando de 100us a 10us. Em cada uma dessas anélises, uma
vez obtidas as respectivas solucdes de contorno, foram calculados os valores da deflex3o, da
rotacdo, do momento fletor e da forca cortante para um ponto interno localizado a distancia de
1/4 do comprimento da viga. As respostas numéricas foram, entdo, comparadas graficamente
as respostas analiticas.

Os valores numéricos adotados para as grandezas envolvidas encontram-se listados
nas Tabelas 3, 4 e 5. As condicdes de contorno prescritas e as condi¢des iniciais sdo nulas em

todos os exemplos. O tempo maximo de analise foi de 30ms.

TABELA 3 — COMPRIMENTO UTILIZADO EM CADA TIPO DE VIGA

Viga L Unidade
AA 4,0 m
EA 4,0 m
EE 4,0

EL 2,0

TABELA 4 — PROPRIEDADES GEOMETRICAS E DO MATERIAL

Grandeza Valor Unidade
E 2,0000E+11 Pa
I 1,7393E—04 m?
p 7,8500E4-03 kg/m3
A 6,2000E—03 m?

TABELA 5 — VALOR DO CARREGAMENTO EXTERNO

Carregamento f Unidade Posicao Unidade
DD 1,0E404 N/m — —
CD 1,0E4+04 x L N 3L/4 m
DI 1,0E+402 N/m — —

Cl 1,0E+02 x L N 3L/4 m
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4.2 ANALISE DOS RESULTADOS

Inicialmente, foi implementada e analisada a formulagdo MEC-CCC para carregamen-
tos do tipo DD. Os resultados para trés valores de passo de tempo (100us, 50us, e 10us),
tanto para as incégnitas de contorno quanto para os pontos internos, sio apresentados nas
Figuras 5-28. Em linhas gerais, conclui-se que: (a) para vigas do tipo AA, tanto a solug¢do
de contorno, Figuras 5-7, quanto a solu¢do para pontos internos, Figuras 8-10, apresentam
instabilidade; (b) para vigas do tipo EA, a solugdo de contorno, Figuras 11-13, mostra-se
aceitavel e a solucdo para pontos internos, Figuras 14-16, apresenta problemas no calculo dos
momentos fletores e forcas cortantes; (c) para vigas do tipo EE, tanto a solugdo de contorno,
Figuras 17-19, quanto a solugdo para pontos internos, Figuras 20-22, apresentam resultados
satisfatorios; (d) para vigas do tipo EL, tanto a solugdo de contorno, Figuras 23-25, quanto
a solucdo para pontos internos, Figuras 26—28, apresentam instabilidade.

N3o é surpresa que a formulacdo MEC-CCC mostre-se, de maneira geral, inadequada,
uma vez que as variaveis associadas as condi¢des de contorno essenciais, u € ¢, sdo consideradas
como tendo comportamento constante ao longo de cada passo de tempo. E sabido que tais
grandezas, pela sua natureza, possuem variacdo continua no tempo, algo que a hipétese de
comportamento constante n3o é capaz de representar, ao contrario, tal hipétese acaba por
introduzir um comportamento de “salto” no tempo para essas variaveis. Tendo isso em mente,
destaca-se a qualidade dos resultados para vigas do tipo EE, fato que serad discutido adiante.

Na sequéncia, visando melhorar os resultados da formulacdo MEC-CCC, a formula-
¢do MEC-LLL foi desenvolvida e implementada. Entretanto, os resultados obtidos com essa
formulacdo mostraram-se completamente instaveis para todos os tipos de vigas e valores de
passo de tempo analisados. Para efeito de registro sdo apresentados apenas os resultados de
contorno, para o primeiro valor de passo de tempo, nas Figuras 29-32.

O que se percebe é que, apesar das varidveis associadas as condi¢cdes de contorno
essenciais serem adequadamente aproximadas pela formulagdo MEC-LLL, uma aproximacio
linear no tempo para as variaveis associadas as condicdes de contorno naturais, M e (), é

altamente deletéria para a qualidade geral da solucdo. Os resultados da formulagdo MEC-CCC
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para vigas do tipo EE, mencionados anteriormente, corroboram essa conclusdo: como para
esse tipo de viga as condi¢Bes de contorno prescritas, que sdo consideradas nulas (e, portanto,
constantes) em todos os exemplos, correspondem a valores de u e 6, entdo a formulagdo
MEC-CCC aproxima essas condicdes de contorno tdo bem quanto a formulagdo MEC-LLL; a
diferenca na qualidade das respostas estd na maneira como as variaveis associadas as condicdes
de contorno naturais foram aproximadas: quando foram consideradas com variagcdo temporal
constante, as respostas foram estaveis; quando foram consideradas com variacdo temporal
linear, as respostas foram instaveis.

As conclusdes apresentadas por Mansur [19] s&o similares e inspiraram o desenvol-
vimento de uma terceira formulacio: MEC-LCL. As Figuras 33-40 apresentam os resultados
dessa formulago para o menor valor de passo de tempo analisado (10us), tanto para as incog-
nitas de contorno quanto para os pontos internos. As respostas mostram-se, agora, bastante
estaveis e precisas quando comparadas as respectivas solucdes analiticas.

Para carregamentos do tipo CD, DI, e Cl, as formulacdes MEC-CCC e MEC-LLL
comportam-se de maneira similar ao que foi descrito anteriormente. Portanto, apenas sdo
apresentados os resultados da formulacdo MEC-LCL para esses carregamentos: Figuras 41-48
para carregamentos do tipo CD; Figuras 49-56 para carregamentos do tipo DI; e Figuras 57-64
para carregamentos do tipo Cl.

Os resultados para carregamentos CD mostram-se tdo bons quanto aqueles obtidos
com carregamentos DD. Ja para carregamentos DI verificam-se instabilidades no calculo das
forcas cortantes. O alto nivel de oscilacdes na resposta é o principal fator responsavel pela
perda da acuracia dos resultados. Acredita-se, inicialmente, que uma avaliagdo mais precisa
das integrais de Fresnel seja necessaria para a obtencdo de melhores resultados para as forcas
cortantes. Os resultados para as demais grandezas podem ser considerados aceitaveis. Final-
mente, para carregamentos Cl, as mesmas conclusées sdo verificadas para as forcas cortantes;
para os momentos fletores as respostas mostram-se relativamente instaveis, particularmente
no inicio das analises (ver, por exemplo, as Figuras 59-62); as demais variaveis possuem

resultados aceitaveis.
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FIGURA 5 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 100us
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FIGURA 6 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 50us

(CONTORNO)
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FIGURA 7 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 10us

(CONTORNO)
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FIGURA 8 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 100us
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FIGURA 9 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 50us
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FIGURA 10 — CARREGAMENTO DD, VIGA AA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 10us
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FIGURA 11 — CARREGAMENTO DD, VIGA EA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 100us

(CONTORNO)
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FIGURA 12 — CARREGAMENTO DD, VIGA EA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 50us

(CONTORNO)
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FIGURA 13 — CARREGAMENTO DD, VIGA EA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 10us
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FIGURA 14 — CARREGAMENTO DD, VIGA EA, FORMULACAO MEC-CCC, PASSO DE TEMPO 100us

(DOMINIO)
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5 CONCLUSAO

5.1 REVISAO DOS ASSUNTOS ABORDADOS

Neste trabalho foram discutidas a formulacdo matematica e a implementacdo numé-
rica do Método dos Elementos de Contorno em analises dindmicas de vigas de Euler-Bernoulli
utilizando solucdes fundamentais dependentes do tempo.

No Capitulo 1, ap6s algumas consideracdes iniciais, foi apresentada uma revisdo da
literatura pertinente. A motivacdo e os objetivos foram enunciados na sequéncia. A descricdo
da estruturacdo e organizacdo do texto fecha o primeiro capitulo.

No Capitulo 2 foi feita uma breve revisdo da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e
foram apresentadas as solucdes analiticas utilizadas como base para comparacdo com os va-
lores numéricos obtidos com o Método dos Elementos de Contorno. A solucido fundamental
dependente do tempo e suas propriedades foram introduzidas e discutidas na sequéncia.

O Capitulo 3 contém o nicleo matematico do presente trabalho. A partir do método
dos residuos ponderados foi deduzida a sentenca inversa associada a equacio governante do
problema. Combinando essa sentenca inversa com a forma singular da equacdo governante
do problema produziu-se, devido as propriedades de integracdo da funcdo delta de Dirac,
uma equacio integral para as deflex&es verticais da viga. Equacdes integrais para a rotacdo, o
momento fletor e a forca cortante foram obtidas tomando-se derivadas de primeira, de segunda
e de terceira ordem, respectivamente, da equacdo integral para deflexdes em relacdo ao ponto
fonte. Em seguida foi descrito o esquema de discretizacdo dos intervalos espaciais e temporais e
foram propostas trés formulacées para a analise numérica do problema: MEC-CCC, MEC-LLL
e MEC-LCL. Foram, ent3o, apresentadas as alteracdes necesséarias para adaptar as formulacdes
precedentes para carregamentos externos concentrados, impulsivos e concentrados/impulsivos.

Fechando o terceiro capitulo foram feitas algumas observacées sobre as caracteristicas da
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marcha no tempo utilizada e suas implicacGes para o desempenho computacional.

O Capitulo 4, por sua vez, descreveu o conjunto de exemplos numéricos desenvolvi-
dos para avaliar o comportamento das formulacdes do Método dos Elementos de Contorno
propostas e apresentou os resultados mais preponderantes. As conclusdes imediatas foram,

entdo, apontadas e discutidas.

5.2 CONTRIBUICOES DO PRESENTE TRABALHO

Considerando a qualidade dos resultados numéricos obtidos, afirma-se que a principal
contribuicdo do presente trabalho esta na demonstracio da factibilidade do emprego do Método
dos Elementos de Contorno para a solugdo de analises dindmicas de vigas de Euler-Bernoulli
empregando solucdes fundamentais dependentes do tempo. Como contribuicdes secundarias
destacam-se as férmulas analiticas e os cédigos computacionais disponibilizados no Apéndice

ao texto.

5.3 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes para trabalhos futuros destacam-se a implementagdo de (a) vigas
continuas, (b) vigas em base elastica, (c) condi¢es iniciais ndo nulas, (d) vigas com mudancas
abruptas de secdo transversal através da técnica de sub-regides e (e) analises dindmicas com

solucdes fundamentais dependentes do tempo para vigas de Timoshenko.

5.4 CONSIDERACOES FINAIS

A teoria de Euler-Bernoulli para vigas, também denominada teoria classica de vigas,

é relativamente simples e produz, do ponto de vista pratico, resultados bastante satisfatérios.
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O desenvolvimento de uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno dependente do
tempo para a analise dindmica desse tipo de viga mostrou-se, todavia, bastante desafiador,
devido a complexidade da solucdo fundamental do problema. Porém, a julgar pelos resulta-
dos apresentados, o esforco foi recompensado: resultados bastante precisos foram obtidos,
demonstrando, sem davida alguma, a viabilidade do emprego da formulacdo e encorajando
trabalhos futuros. Pelo exposto, conclui-se que o saldo é positivo e o trabalho apresentado

representa apenas o inicio de uma linha de pesquisa bastante promissora.
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APENDICE

O contetdo deste Apéndice encontra-se em formato digital nos arquivos localizados

no disco anexo a este trabalho. Os 101 arquivos disponiveis podem ser agrupados em trés

categorias:

a)

cédigos: pertencem a essa categoria os arquivos Beam-CCC.rar, Beam-LCL.rar
e Beam-LLL.rar. Cada um desses arquivos retne 82 arquivos contendo cédi-
gos escritos em linguagem Fortran. Esses arquivos contém as implementacdes

computacionais das formula¢des matematicas apresentadas no Capitulo 3;

coeficientes: pertencem a essa categoria os arquivos Coeficientes-CCC.pdf e
Coeficientes-LLL.pdf. Esses arquivos contém férmulas para os coeficientes
definidos no Capitulo 3: o primeiro possui 38 paginas e lista 88 férmulas e o
segundo possui 139 paginas e lista 208 férmulas. A Tabela 6 apresenta a corres-

pondéncia entre os coeficientes listados e sua localizacdo nos referidos arquivos;

exemplos: pertencem a essa categoria os 96 arquivos restantes. Esses arquivos
contém os graficos gerados a partir dos resultados numéricos obtidos com os
cédigos computacionais desenvolvidos. A nomenclatura desses arquivos segue
o padrio Exemplo-CARGA-VIGA-MEC-ONDE.pdf. Para cada combinagdo de
carregamento externo (CARGA = DD, CD, DI ou CI), tipo de viga (VIGA = AA,
EA, EE ou EL) e formulagdo do MEC (MEC = CCC, LCL ou LLL) exitem dois
arquivos: um com as solu¢Bes das respectivas incégnitas de contorno (ONDE =
CON) e outro com os valores de deflexdo, rotagdo, momento fletor e forga cortante
calculados para um dado ponto no interior da viga (ONDE = DOM). Todos os
arquivos possuem 10 paginas, cada uma correspondendo a um valor de passo de

tempo diferente, totalizando 960 exemplos e 3840 graficos.



TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continua)

# Coeficiente Arquivo Pagina
1 G4 Coeficientes-CCC.pdf 1
2 @% Coeficientes-CCC.pdf 1
3 éz% Coeficientes-CCC.pdf 2
4 é% Coeficientes-CCC.pdf 2
5 e Coeficientes-CCC.pdf 3
6 HY Coeficientes-CCC.pdf 3
7 oy Coeficientes-CCC.pdf 4
8 ﬁ% Coeficientes-CCC.pdf 4
9 AZ%,;; Coeficientes-CCC.pdf 5
10 G4 Coeficientes-CCC. pdf 5
11 G4 Coeficientes-CCC.pdf 6
12 G4 Coeficientes-CCC.pdf 6
13 Nzip Coeficientes-CCC.pdf 7
14 ﬁ%,p Coeficientes-CCC.pdf 7
15 a4 Coeficientes-CCC.pdf 8
16 aY Coeficientes-CCC.pdf 8
17 G4 Coeficientes-CCC.pdf 9
18 é%,pp Coeficientes-CCC.pdf 9
19 ~Z%,pp Coeficientes-CCC.pdf 10
20 N%J)p Coeficientes-CCC.pdf 10
21 ZE. Coeficientes-CCC.pdf 11
22 a4 Coeficientes-CCC.pdf 11
23 Agipp Coeficientes-CCC.pdf 12
24 ﬁpqg’pp Coeficientes-CCC.pdf 12
25 @Zi’pm} Coeficientes-CCC.pdf 13
26 Go oom Coeficientes-CCC.pdf 13
27 G4 Coeficientes-CCC.pdf 14
28 é%,ppp Coeficientes-CCC.pdf 14
29 ~Zg,ppp Coeficientes-CCC.pdf 15
30 ~%7ppp Coeficientes-CCC.pdf 15
31 a4 Coeficientes-CCC. pdf 16
32 HY Coeficientes-CCC.pdf 16

p0,ppp
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
33 G Coeficientes-CCC.pdf 17
34 @Zg Coeficientes-CCC.pdf 17
35 ég% Coeficientes-CCC.pdf 17
36 é;g Coeficientes-CCC.pdf 17
37 HY Coeficientes-CCC.pdf 18
38 HY Coeficientes-CCC.pdf 18
39 HY Coeficientes-CCC.pdf 18
40 ﬁgg Coeficientes-CCC.pdf 18
41 Azz’p Coeficientes-CCC.pdf 19
42 GL Coeficientes-CCC.pdf 19
43 G Coeficientes-CCC.pdf 19
44 Ga Coeficientes-CCC.pdf 19
45 szp Coeficientes-CCC.pdf 20
46 ﬁgg,p Coeficientes-CCC.pdf 20
47 a4 Coeficientes-CCC. pdf 20
48 ae Coeficientes-CCC.pdf 20
49 G Coeficientes-CCC.pdf 21
50 égg,pp Coeficientes-CCC.pdf 21
51 ~Zz’pp Coeficientes-CCC.pdf 21
52 Nggmp Coeficientes-CCC.pdf 21
53 Y Coeficientes-CCC.pdf 22
54 JZE5 . Coeficientes-CCC.pdf 22
55 Agzpp Coeficientes-CCC.pdf 22
56 ﬁpqg’pp Coeficientes-CCC.pdf 22
57 égz,m’p Coeficientes-CCC.pdf 23
58 Ga Coeficientes-CCC.pdf 23
59 Gl Coeficientes-CCC.pdf 23
60 égg,ppp Coeficientes-CCC.pdf 23
61 ~1(Jlg,ppp Coeficientes-CCC.pdf 24
62 ~§g7ppp Coeficientes-CCC.pdf 24
63 a4y Coeficientes-CCC.pdf 24
64 HY Coeficientes-CCC.pdf 24

p0,ppp
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
65 U (p <) Coeficientes-CCC.pdf 25
66 Uq.O (1 <p) Coeficientes-CCC.pdf 25
67 ngo,p (p <) Coeficientes-CCC.pdf 26
68 U]g?p (1 < p) Coeficientes-CCC.pdf 26
69 Uglopp (p <) Coeficientes-CCC.pdf 27
70 vL,,  (i<p) Coeficientes-CCC.pdf 27
71 Uggppp (p <) Coeficientes-CCC.pdf 28
72 ngo,ppp (i <p) Coeficientes-CCC.pdf 28
73 F;fij (p <) Coeficientes-CCC.pdf 29
74 Fgg (1 < p) Coeficientes-CCC.pdf 30
75 F]ff;p (p <) Coeficientes-CCC.pdf 31
76 F#  (i<p) Coeficientes-CCC.pdf 32
77 F]??‘?;pp (p <) Coeficientes-CCC.pdf 33
78 Fgljpp (i <p) Coeficientes-CCC.pdf 33
79 F;fi]ppp (p <) Coeficientes-CCC.pdf 34
80 ngppp (i <p) Coeficientes-CCC.pdf 34
81 El (p <) Coeficientes-CCC.pdf 35
82 El (1 <p) Coeficientes-CCC.pdf 35
83 El (p <) Coeficientes-CCC.pdf 36
84 Ei (1 < p) Coeficientes-CCC.pdf 36
85 El,  (p<i) Coeficientes-CCC.pdf 37
86 El,  (i<Dp) Coeficientes-CCC.pdf 37
87 B, (p<i) Coeficientes-CCC.pdf 38
88 F (i <p) Coeficientes-CCC.pdf 38

pt,ppp



TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
89 G Coeficientes-LLL.pdf 1
90 ég{f Coeficientes-LLL.pdf 1
91 @gf Coeficientes-LLL.pdf 2
92 Ga? Coeficientes-LLL.pdf 2
93 Go! Coeficientes-LLL.pdf 3
94 Go' Coeficientes-LLL.pdf 3
95 Gi? Coeficientes-LLL.pdf 4
96 é%Q Coeficientes-LLL.pdf 4
97 a4t Coeficientes-LLL.pdf 5
98 a4 Coeficientes-LLL.pdf 5
99 a4? Coeficientes-LLL.pdf 6
100 HY? Coeficientes-LLL.pdf 6
101 ﬁggl Coeficientes-LLL.pdf 7
102 f[ggl Coeficientes-LLL.pdf 7
103 f[ggz Coeficientes-LLL.pdf 8
104 02 Coeficientes-LLL.pdf 8
105 Gl Coeficientes-LLL.pdf 9
106 é%?p Coeficientes-LLL.pdf 9
107 Agfp Coeficientes-LLL.pdf 10
108 G'\Z{fp Coeficientes-LLL.pdf 10
109 Gyl Coeficientes-LLL.pdf 11
110 Gl Coeficientes-LLL.pdf 11
111 égfp Coeficientes-LLL.pdf 12
112 é%?p Coeficientes-LLL.pdf 12
113 HY Coeficientes-LLL.pdf 13
114 7K Coeficientes-LLL.pdf 13
115 a4 Coeficientes-LLL.pdf 14
116 H%i) Coeficientes-LLL.pdf 14
117 Iflgg; Coeficientes-LLL.pdf 15
118 ﬁgélp Coeficientes-LLL.pdf 15
119 a4 Coeficientes-LLL.pdf 16
120 HY? Coeficientes-LLL.pdf 16

p0,p
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
121 Gul Coeficientes-LLL.pdf 17
122 @%}pp Coeficientes-LLL.pdf 17
123 @Z%pr Coeficientes-LLL.pdf 18
124 @%?pp Coeficientes-LLL.pdf 18
125 Gy Coeficientes-LLL.pdf 19
126 aat Coeficientes-LLL.pdf 19
127 Gi? Coeficientes-LLL.pdf 20
128 é%?pp Coeficientes-LLL.pdf 20
129 ~§g1pp Coeficientes-LLL.pdf 21
130 ~§g71pp Coeficientes-LLL.pdf 21
131 a9 Coeficientes-LLL.pdf 22
132 a2 Coeficientes-LLL.pdf 22
133 Azg;p Coeficientes-LLL.pdf 23
134 ﬁ%}pp Coeficientes-LLL.pdf 23
135 Azgip Coeficientes-LLL.pdf 24
136 2 Coeficientes-LLL.pdf 24
137 Gl Coeficientes-LLL.pdf 25
138 é%ylppp Coeficientes-LLL.pdf 25
139 @Z%QPPP Coeficientes-LLL.pdf 26
140 Ga? Coeficientes-LLL.pdf 26
141 Gl Coeficientes-LLL.pdf 27
142 G4l Coeficientes-LLL.pdf 27
143 égfppp Coeficientes-LLL.pdf 28
144 é%?ppp Coeficientes-LLL.pdf 28
145 }?Igg;pp Coeficientes-LLL.pdf 29
146 o Coeficientes-LLL.pdf 29
147 2 Coeficientes-LLL.pdf 30
148 N%?ppp Coeficientes-LLL.pdf 30
149 Azg;pp Coeficientes-LLL.pdf 31
150 A%}ppp Coeficientes-LLL.pdf 31
151 a4y Coeficientes-LLL.pdf 32
152 HS> Coeficientes-LLL.pdf 32
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
153 Gut Coeficientes-LLL.pdf 33
154 éggl Coeficientes-LLL.pdf 33
155 @gzz Coeficientes-LLL.pdf 34
156 @%2 Coeficientes-LLL.pdf 34
157 Gat Coeficientes-LLL.pdf 35
158 Gl Coeficientes-LLL.pdf 35
159 Gz Coeficientes-LLL.pdf 36
160 ég%z Coeficientes-LLL.pdf 36
161 f[ggl Coeficientes-LLL.pdf 37
162 Hi Coeficientes-LLL.pdf 37
163 a4 Coeficientes-LLL.pdf 37
164 Hi Coeficientes-LLL.pdf 37
165 ﬁggl Coeficientes-LLL.pdf 38
166 f[ggl Coeficientes-LLL.pdf 38
167 oY Coeficientes-LLL.pdf 38
168 o Coeficientes-LLL.pdf 38
169 Gt Coeficientes-LLL.pdf 39
170 égg,lp Coeficientes-LLL.pdf 39
171 Agﬁy Coeficientes-LLL.pdf 40
172 Gae Coeficientes-LLL.pdf 40
173 Gal Coeficientes-LLL.pdf 41
174 Gal Coeficientes-LLL.pdf 41
175 égfp Coeficientes-LLL.pdf 41
176 égg?p Coeficientes-LLL.pdf 41
177 ff;ﬁp Coeficientes-LLL.pdf 42
178 " Coeficientes-LLL.pdf 42
179 a2 Coeficientes-LLL.pdf 42
180 I;ngi) Coeficientes-LLL.pdf 42
181 ITIEZ; Coeficientes-LLL.pdf 43
182 ﬁgglp Coeficientes-LLL.pdf 43
183 e Coeficientes-LLL.pdf 43
184 H4? Coeficientes-LLL.pdf 43

p0,p
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
185 Gul Coeficientes-LLL.pdf 44
186 @nglpp Coeficientes-LLL.pdf 44
187 @prp Coeficientes-LLL.pdf 44
188 Gue Coeficientes-LLL.pdf 44
189 G Coeficientes-LLL.pdf 45
190 Ga Coeficientes-LLL.pdf 45
191 G Coeficientes-LLL.pdf 45
192 égg?pp Coeficientes-LLL.pdf 45
193 i Coeficientes-LLL.pdf 46
194 o Coeficientes-LLL.pdf 46
195 i Coeficientes-LLL.pdf 46
196 o Coeficientes-LLL.pdf 46
197 Azg;p Coeficientes-LLL.pdf 47
198 ﬁgg}pp Coeficientes-LLL.pdf 47
199 Azgip Coeficientes-LLL.pdf 47
200 His Coeficientes-LLL.pdf 47
201 Gul Coeficientes-LLL.pdf 48
202 égg}ppp Coeficientes-LLL.pdf 48
203 @prpp Coeficientes-LLL.pdf 48
204 G Coeficientes-LLL.pdf 48
205 Gul Coeficientes-LLL.pdf 49
206 Gat Coeficientes-LLL.pdf 49
207 égfppp Coeficientes-LLL.pdf 49
208 é%?ppp Coeficientes-LLL.pdf 49
209 ﬁgg;pp Coeficientes-LLL.pdf 50
210 e Coeficientes-LLL.pdf 50
211 i Coeficientes-LLL.pdf 50
212 Ngg?ppp Coeficientes-LLL.pdf 50
213 Azg;pp Coeficientes-LLL.pdf 51
214 Agg}ppp Coeficientes-LLL.pdf 51
215 me Coeficientes-LLL.pdf 51
216 Ho Coeficientes-LLL.pdf 51
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
217 UL (p < i) Coeficientes-LLL.pdf 52
218 Ugiol (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 52
219 Ug?z (p <1) Coeficientes-LLL.pdf 53
220 U;JZ-OQ (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 53
221 U5¢01,p (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 54
222 v, (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 54
223 Ug?lp (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 55
224 ng%,p (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 55
225 UL ,, (p<i)  Coeficientes-LLL.pdf 56
226 U;fl-oLpp (1 < p) Coeficientes-LLL.pdf 56
227 Ul (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 57
228 Uty (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 57
229 U;)Ziol,ppp (p < 1) Coeficientes-LLL.pdf 58
230 Ug?l’ppp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 58
231 Ugg’ppp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 59
232 ng‘%,ppp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 59



TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (continuag3o)

# Coeficiente Arquivo Pagina
233 Fi! (p < 1) Coeficientes-LLL.pdf 60
234 Fgfll (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 62
235 Fgff (p <1) Coeficientes-LLL.pdf 64
236 Fg{f (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 66
237 Fz%l (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 68
238 i) (i < p) Coeficientes-LLL.pdf 70
239 Fgf; (p <1) Coeficientes-LLL.pdf 72
240 Fgf; (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 74
241 F;ffllp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 76
242 F#L (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 78
243 ngjﬁp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 80
244 F#2 (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 82
245 ngjzlp (p < 1) Coeficientes-LLL.pdf 84
246 ngjzlp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 86
247 F;ffp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 88
248 Fgf;,p (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 90
249 e (0 <) Coeficientes-LLL.pdf 92
250 ;Jlijllpp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 94
251 F;fffpp (p < 1) Coeficientes-LLL.pdf 96
252 ;{fpp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 98
253 ngjzl,pp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 100
254 F . (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 102
255 1;11?221717 (p <1) Coeficientes-LLL.pdf 104
256 Fgf;pp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 106
257 F#l ., (p<i)  Coeficientes-LLL.pdf 108
258 Fgfllppp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 109
259 E#E . (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 110
260 gfﬁppp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 111
261 ngj21,ppp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 112
262 F;J;ppp (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 113
263 Fggppp (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 114
264 F2 ., (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 115
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TABELA 6 — CORRESPONDENCIA ENTRE COEFICIENTES E FORMULAS (concluso)

# Coeficiente Arquivo Pagina
265 Fit (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 116
266 F};;(qul (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 117
267 F};zlqu (p <) Coeficientes-LLL.pdf 118
268 Fi? (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 119
269 Fgg (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 120
270 Fil (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 121
271 Fgf; (p <1) Coeficientes-LLL.pdf 122
272 F;IZ(IQQ (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 123
273 Fglqllp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 124
274 ngqllp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 125
275 ngqﬁp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 126
276 Fig? (i< p) Coeficientes-LLL.pdf 127
277 ngqzlp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 128
278 Figl (i< p) Coeficientes-LLL.pdf 129
279 Fi (p<i)  Coeficientes-LLL.pdf 130
280 F;q;,p (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 131
281 N (R Coeficientes-LLL.pdf 132
282 ;Jliqllpp (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 132
283 Fglqlzpp (p < 1) Coeficientes-LLL.pdf 133
284 ;iqup (1 < p) Coeficientes-LLL.pdf 133
285 F;Z?q;,pp (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 134
286 Fil . (i<p) Coeficientes-LLL.pdf 134
287 ;;11‘(122;);) (p <) Coeficientes-LLL.pdf 135
288 Fgqupp (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 145
289 Fa#l . (p<i)  Coeficientes-LLL.pdf 136
290 F;)]'qu];ppp (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 136
201 i (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 137
292 gz%%ppp (1 <p) Coeficientes-LLL.pdf 137
203 ngqzl,ppp (p <) Coeficientes-LLL.pdf 138
294 Fi ., (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 138
295 Fggppp (p<i) Coeficientes-LLL.pdf 139
296 Fi ., (i <p) Coeficientes-LLL.pdf 139
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ANEXO

380 J. BOERSMA

Computation of Fresnel Integrals

By J. Boersma

Two approximations, one valid for z less than 4 and the other valid for x larger
than 4, have been established by means of the r-method of Lanczos [1] for the
Fresnel integrals defined in the form

z e——it .
1@ = [ Jamdt = Ca) — iSta).
These approximations are the following:

iz z 11 . z n
€ Z nz_o (au + 7«b”) (Z)

(1) For0 <z <4 @

1=, i, /3 , 4\"
(2) Forz =4 f@) = —— +¢ 23 (ea+1da) (=) -
T n=0 x
The numerical values of the coefficients a, , b., ¢» and d, are given by
ao = +1.595769140 by = —0.000000033 c = 0 do = +0.199471140
a; = —0.000001702 by = +4.255387524 | ¢1 = —0.024933975 | d; = --0.000000023
a; = —6.808568854 | b, = —0.000092810 | c; = +0.000003936 | d2 = —0.009351341
a; = —0.000576361 by = —7.780020400 | ¢; = +0.005770956 | d: = -0.000023006
a, = +6.920691902 | b, = —0.009520895 | ¢, = +0.000689892 | d, = -0.004851466
a5 = —0.016898657 bs = +5.075161298 cs = —0.009497136 ds = 40.001903218
as = —3.050485660 bs = —0.138341947 cs = +0.011948809 ds = —0.017122914
a; = —0.075752419 | b; = —1.363729124 ¢; = —0.006748873 | d» = +-0.029064067
as = +0.850663781 bs = —0.403349276 | ¢s = +0.000246420 | ds = —0.027928955
ay = —0.025639041 by = +40.702222016 ce = +0.002102967 | d» = +0.016497308
ay = —0.150230960 b = —0.216195929 cio = —0.001217930 | dio = —0.005598515
an = +0.034404779 b = +0.019547031 cn = +0.000233939 | di; = +0.000838386

The derivation of these approximations is given in [2].

The maximum error is 1.6 X 10~° for the first approximation and 0.5 X 10~°
for the second approximation.
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