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RESUMO

O desenvolvimento de eficientes processos de geracado de malhas adaptativas para
analises por elementos finitos tem sido foco de intensivas pesquisas nas ultimas
décadas. Uma confiavel estimativa de erro de aproximacgdo deste método numérico
€ necessaria para guiar de maneira adequada um processo adaptativo. O presente
trabalho discute a andlise de erros de aproximacdo, suas estimativas e a
adaptatividade da malha quando da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos
(MEF) em alguns problemas lineares de engenharia, sejam eles: problema
unidimensional de barra (equacdo diferencial ordinaria de 22 ordem), problema
unidimensional de viga fina de Euler-Bernoulli (equacédo diferencial ordinaria de 42
ordem), problema escalar plano de conducéo térmica (equacao diferencial parcial de
22 ordem) e problema vetorial de elasticidade plana (equacgéo diferencial parcial de
22 ordem). No corrente trabalho, as estimativas dos erros a posteriori baseiam-se na
recuperagdo das derivadas de ordem superior e na norma em energia. S&o
utilizados os seguintes estimadores: estimador fundamentado na Média Nodal
Simples (MNS), estimador Zienkiewicz e Zhu (ZZ), estimador Superconvergente de
Recuperacdo de Padrbes (SPR) e estimador de Recuperacdo por Equilibrio de
Padrbes (REP). Em todos os problemas abordados emprega-se como medida da
qualidade dos estimadores o0 conceito de indices de efetividades globais e
elementares. Com o célculo do erro em cada elemento, é utilizado um processo h-
adaptativo para gerar malhas de elementos finitos adequadas ao problema em
estudo, levando em consideracdo 0s erros e a convergéncia a nivel elementar, em
contraposicdo a maioria dos trabalhos que discutem somente a convergéncia global.
Como objetivo do remalhamento, dois critérios de malha 6tima sdo analisados:
critério de equidistribuicdo do erro elementar e critério de equidistribuicdo do erro
especifico elementar. Discute-se a teoria inerente a estimativa de erro e o0s
principios béasicos do processo h-adaptativo adotado. Através de exemplos
numéricos é realizada uma andlise comparativa entre os diferentes estimadores e
suas eficiéncias no contexto de um processo h-adaptativo. Para os problemas
bidimensionais e para o problema unidimensional de barra empregando
interpolacdes lineares, e para o problema de viga fina de Euler-Bernoulli utilizando
elemento de dois n6s com interpolacdo cubica e recuperacdo em terceira derivada,
os estimadores SPR e REP sao totalmente idénticos para malhas uniformes e ndo
uniformes. Diferentemente disso, ao serem empregadas interpolacfes quadréticas
ao problema unidimensional de barra, aos problemas bidimensionais e realizar a
recuperacdo em segunda derivada para o0 problema de viga, somente O0s
estimadores de erro baseados em padrées, SPR e REP, apresentaram resultados
satisfatorios e com precisdes proximas. Com relacdo aos critérios de malha 6tima,
independente do problema e do tipo de elemento utilizado, o critério de
equidistribuicdo do erro especifico elementar apresenta uma malha adaptada com
um numero de elementos superior a malha adaptada seguindo o critério de
equidistribuicdo do erro elementar, sendo que, esses elementos alocam-se
preferencialmente em regifes de maiores gradientes.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. H-adaptatividade. Estimadores de
Erro a posteriori.



ABSTRACT

The development of efficient methods for the generation of adaptive meshes for finite
element analyses has been the focus of intensive research in recent decades. A
reliable estimate of the approximation error of this numerical method is necessary to
guide properly an adaptive process. The current study discusses the analysis of
approximation errors, its estimators and the mesh adaptivity when the Finite Element
Method (FEM) is applied to some linear engineering problems, namely: the one-
dimensional bar problem (second order ordinary differential equation), the one-
dimensional Euler-Bernoulli beam problem (fourth order ordinary differential
equation), the heat conduction problem (second order partial differential equation)
and the plane stress problem (second order partial differential equation). Herein, a
posteriori error estimation is based on the recovery of higher order derivatives and on
the energy norm. The following estimators are used: Nodal Simple Average (MNS)
based estimator, Zienkiewicz and Zhu (ZZ) estimator, Superconvergent Patch
Recovery (SPR) estimator and Recovery by Equilibrium of Patches (REP) estimator.
The concept of global and elementary effectiveness indexes is employed in all the
above problems as a measure of estimator quality. Calculating the error in each
element, an h-adaptive process is used to generate appropriate meshes to the
problem of concern, considering the errors and the convergence at elementary level.
This is in contrast to most studies, in which only global convergence is discussed. As
objective of remeshing, two criteria for mesh optimality are analyzed: the first one
based on the equal distribution of the elementary error and the second one using the
equal distribution of the elementary specific error. The theory inherent to error
estimator and the basic principles of the adopted h-adaptive process are discussed.
A comparative analysis between different estimators and their efficiency in the
context of an h-adaptive process is performed through numerical examples. For the
two-dimensional problems, the one-dimensional bar problem with linear interpolation
and the Euler-Bernoulli beam problem with a two-node element with cubic
interpolation and third derivative recovery, the SPR and REP estimators are totally
identical for uniform and non-uniform meshes. However, when using quadratic
interpolation in the one-dimensional bar problem, and in the two-dimensional
problems and also when performing the recovery of the second derivative in the
Euler-Bernoulli beam problem, the error estimators based on patches, SPR and
REP, only present satisfactory results, with close accuracy. With respect to the mesh
optimality criteria, regardless of the problem and the element used type, the criterion
based on the equal distribution of the elementary specific error leads to an adapted
mesh with a larger number of elements than the mesh adjusted by the equal
distribution of the elementary error criterion. It is also observed that these additional
elements are preferably allocated in regions with higher gradients.

Keywords: Finite Element Method. H-adaptivity. A posteriori Error Estimators.
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1 INTRODUCAO

A aplicagdo de métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos
(MEF), Método dos Elementos de Contorno, Método das Diferencas Finitas e
Métodos Sem Malha para solucado e analise de problemas complexos de engenharia
tem sido cada vez mais difundida e incentivada por apresentar varias vantagens
como reducédo do tempo de calculo, precisdo e automacao do processo numérico. O
corrente trabalho emprega como método numeérico de solucdo dos problemas
propostos o MEF.

Segundo Reddy (2006), no MEF, um dado dominio de analise é discretizado
em um conjunto de subdominios onde, sobre cada subdominio, a equacéo
governante é aproximada utilizando um conjunto de baixa dimensdo de parametros
e fungdes. A principal razdo para buscar aproximar a solucdo por um conjunto de
subdominios é o fato de que € mais simples representar uma funcdo complicada
como uma unidao de simples func¢des polinomiais. Neste contexto, a presenca de
erros numericos € inevitavel no processo de desenvolvimento do método e questbes
fundamentais sdo: Quais sao os erros relativos ao MEF? Como o erro pode ser
medido, controlado e efetivamente minimizado?

Dessa maneira, paralelamente ao desenvolvimento dos métodos numéricos
surgem intensas pesquisas relacionadas a estimativa dos erros ocasionados pela
aproximacdo da solucdo e a geracdo automética de malhas adequadas aos
problemas em estudo. S&o varias as fontes de erros presentes no MEF, entre as
quais, é possivel citar, erros de aproximacédo de dominio, erros de aritmética finita e
quadratura e erros de aproximacao. O presente trabalho trata da andlise de erros de
aproximacao.

Em geral, ancorado em estimadores de erro confiaveis e estratégias
adaptativas eficientes e automatizadas busca-se gerar malhas de elementos finitos
adequadas a cada problema, diminuindo cada vez mais 0s requisitos quanto a um
grande conjunto de conhecimentos sobre o problema estudado e da experiéncia do
projetista.

As estimativas de erros de aproximacdo em elementos finitos podem ser
divididas, em geral, em duas categorias principais: estimativas de erro a priori e
estimativas de erro a posteriori (AINSWORTH; ODEN, 2000). A primeira é realizada
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antes que a solucdo numérica seja obtida e fornece uma medida qualitativa referente
aos erros de aproximacao, avaliando como estes se comportam a medida que a
discretizagdo do dominio é modificada (GRATSCH; BATHE, 2005). A segunda
categoria € obtida apos a solugdo numérica ser encontrada. Um dos tipos de
estimadores de erro a posteriori baseia-se em utilizar a prépria solucdo numeérica
para obter uma solucéo recuperada e, a partir desta, realizar a estimativa dos erros
(ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987). Estes sdo denominados estimadores de erro baseados
em recuperacao, 0s quais sdo objetos de estudo deste trabalho. Esta categoria de
estimadores de erro pode ser empregada para desenvolver algoritmos de malhas
adaptativas, uma vez que 0s mesmos permitem computar o tamanho dos erros
locais (PRUDHOMME et al., 2003).

Em geral, uma andlise por elementos finitos é iniciada com uma malha
grosseira. Calculos dos erros locais podem ser realizados pelos estimadores. Caso a
solucéo nao satisfaca a precisao pré-estabelecida, ajustes sao realizados de forma a
obter a solucdo desejada com o minimo custo computacional possivel. Deste modo,
pode-se pensar em estratégias adaptativas como métodos que buscam uniformizar
o erro por toda a malha.

Trés formas basicas de adaptatividade da malha s&o geralmente
empregadas (COOK et al.,, 2002). A mais comum entre todas e utilizada neste
trabalho, é o refino h, o qual implica em modificacdo dos tamanhos elementares, de
modo a obter a precisdo desejada em todo o dominio (ZHU; ZIENKIEWICZ, 1988). A
segunda forma € o refino p, que mantém constante a malha inicial, porém aumenta a
ordem polinomial da aproximacéo utilizada (DUARTE, 2003; ZHU; ZIENKIEWICZ,
1988; FLAHERTY, 2000). Por fim, tem-se o refino r, que diz respeito a realocacao
dos no6s da malha seguindo as regides com maior erro, sem modificar a ordem
polinomial e nem alterar o nimero de graus de liberdade da anélise (BRANDAO,
2008; FLAHERTY, 2000). Alguns autores classificam o refino r como sendo uma
variacao do refino h.

Neste contexto, o corrente trabalho trata da analise de erros de
aproximacédo, suas estimativas e a adaptabilidade da malha, utilizando o MEF para
resolver um problema unidimensional de barra (equacéo diferencial ordinaria de 22
ordem), problema de viga fina de Euler-Bernoulli (equacéo diferencial ordinaria de 42
ordem), problema escalar bidimensional de conducédo térmica (equacéo diferencial

parcial de 22 ordem) e problema vetorial de elasticidade plana (equacéo diferencial
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parcial de 22 ordem). A estimativa dos erros baseia-se na recuperacao das derivadas
de ordem superior e na norma de energia. Com o objetivo de realizar uma analise
comparativa, sdo empregados, para cada um dos problemas lineares citados, os
seguintes estimadores: estimador fundamentado na Média Nodal Simples (MNS),
estimador Zienkiewicz e Zhu (ZZ), estimador Superconvergente de Recuperacédo de
Padrdes (Superconvergent Patch Recovery - SPR) e estimador de Recuperacéo por
Equilibrio de Padrdes (Recovery by Equilibration of Patches - REP). Além disso, dois
critérios de malha 6tima sdo adotados. O primeiro € baseado na equidistribuicdo do
erro (ZHU; ZIENKIEWICZ, 1988), onde se busca que todos os elementos da malha
possuam a mesma medida de erro ao final do processo. O segundo critério é
baseado na equidistribuicdo do erro especifico (BUGEDA, 1990), isto é, a razdo do
quadrado do erro por unidade de area para todos os elementos do dominio é
igualmente distribuida. Nesse caso, o objetivo é obter uma densidade de erro

uniforme.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivos gerais

O presente trabalho tem como objetivo principal um estudo comparativo
entre diferentes estimadores de erro baseados em recuperacao (estimador MNS,
estimador ZZ, estimador SPR e estimador REP) quando da andlise de erros de
aproximacéo, suas estimativas e a h-adaptatividade da malha na aplicacdo do
Método dos Elementos Finitos (MEF) em problemas lineares de engenharia de

diferentes ordens.

1.1.2 Objetivos Especificos

O objetivo geral pode ser detalhado nos seguintes objetivos secundarios:
i. Implementar uma estrutura acoplada de solucédo via MEF e controle de
erro via h-adaptatividade para:
a. Problema unidimensional de barra utilizando elemento linear e

elemento quadratico.
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b. Problema unidimensional de viga fina de Euler-Bernoulli.

c. Problema escalar plano de conducdo térmica utilizando os
elementos CST (Constant Strain Triangle) e LST (Linear Strain
Triangle).

d. Problema vetorial de elasticidade plana utilizando os elementos CST
e LST.

ii. Discutir e comparar as caracteristicas e eficiéncia em niveis global e
elementar dos diversos estimadores de erro como guias do processo h-
adaptativo aplicado aos diferentes problemas propostos, utilizando
diferentes critérios de malha 6tima.

iii. Discutir e comparar as caracteristicas e eficiéncia dos estimadores de erro
guando submetidos a sucessivos refinos uniformes, possibilitando, assim,
o calculo e construcao das taxas de convergéncia do erro e levantamento

de outras caracteristicas desejaveis em estimadores de erro.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Com o intuito de atingir os objetivos apresentados anteriormente, este texto
é dividido da seguinte forma:

No corrente capitulo € apresentada a importancia e relevancia de se obter
andlises confidveis de elementos finitos, facilitando assim o desenvolvimento de
projetos de engenharia adequados. Também sdo apresentados 0s objetivos gerais e
especificos deste trabalho.

A partir do segundo capitulo tém-se a base tedrica do trabalho, onde séo
explanados as teorias e o histérico de estudos sobre o MEF, estimativas de erro,
estratégias adaptativas e Método dos Elementos Finitos h-adaptativo.

No terceiro capitulo os estimadores de erro adotados, o processo h-
adaptativo e os critérios de malha 6tima sao definidos.

No quarto capitulo sdo apresentados os resultados numéricos do trabalho.

Por fim, no quinto capitulo sdo expostas as conclusbes e sugestdes de

trabalhos futuros.



29

2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada uma revisao da literatura referente aos tépicos
de relevancia deste trabalho. S&o discutidas as teorias e 0 historico de estudos
sobre estimadores de erro e Método dos Elementos Finitos h-adaptativo.

2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Projetar sistemas complexos de engenharia envolve, na maioria das vezes,
o uso de ferramentas CAE (Computer-Aided Engineering). Nesse tipo de ferramenta,
técnicas de simulacdo computacional sdo frequentemente empregadas para modelar
e investigar fenbmenos fisicos que ocorrem nestes sistemas. Frequentemente, a
simulacdo requer resolver complexas equacdes diferenciais que governam o
problema (LIU, 2003). Tradicionalmente, tais equagdes diferenciais sao solucionadas
pela utilizacdo de métodos numeéricos. Neste caso podem ser citados o Método dos
Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno, o Método das Diferencas
Finitas, o Método dos Elementos Finitos Generalizados, o Método de Trefftz, etc.

Segundo Reddy (2006), a aplicacdo do MEF se baseia na transformacgao de
um problema de valor de contorno (dado pelo conjunto de equacdes diferenciais e
as condicdes de contorno do problema), denominado de forma forte, em um
problema equivalente, obtido por meio de, por exemplo, a aplicacdo do Método de
Residuos Ponderados de Galerkin. Com isso, uma forma integral e com requisitos
de diferenciacdo das varidveis primarias mais enfraquecidas € obtida. Esta forma
integral é denominada forma fraca. Neste caso, a forma variacional, a qual também
€ equivalente a forma fraca para problemas da mecéanica estrutural, pode ser dada
por (REDDY, 2006; ODEN; REDDY, 2011):
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Encontrar u € U, tal que

B(uv)= F(v), Vv eV, (2.1)

em que U e V sdo espacos de Hilbert (ou seja, espacos normados e com produto
interno) definidos no dominio de andlise 2 < R", sendo n a dimenséo fisica do
problema (no corrente trabalho, n = 1 ou n = 2), B(-,-) € a forma bilinear continua
associada ao problema e definida em U x V, v é uma funcdo de variacdo
cinematicamente admissivel e F() € um funcional continuo e linear definido no
espaco V. A funcdo de aproximacao por elementos finitos U, que substitui a fungdo

solucdo analitica u, é a solucéo correspondente do problema variacional definido no

subespaco U < U. Neste caso, 0 novo problema variacional pode ser escrito como:

Encontrar G e U, tal que

B(UV)= F(V), VV e VcV. (2.2)

~

Assim, U e V s&o os subespacos de funcbes polinomiais por partes de
ordem p, contidos em U e V, respectivamente, U éo subespaco das funcbes de
aproximacao e V éo subespaco das funcdes de variagcdo admissiveis.

A solucao do problema posto através da Eq. (2.2) poder ser analisada a luz
de dois importantes teoremas (REDDY, 1986):

Teorema 1:

Todo espaco normado de dimensao finita € completo.

Teorema 2 (Lax-Milgram):
Seja H um espaco de Hilbert e B: H x H = R uma forma bilinear continua com
forma H-eliptica definido sobre H. Entdo, para qualquer funcional linear e

continuo F € H’ (espaco dual de H), existe um Unico u € H tal que
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B(uv)=F(v), vveH. (2.3)

Nesse caso, pode-se concluir que, como o espaco das solucdes de elementos finitos
€ um espaco de Hilbert, o problema variacional (2.2) possui uma sequéncia que
converge para a solucdo e a solucao é Unica.

Aplicando a forma variacional (2.2) a cada elemento finito da malha, obtém-
se um sistema matricial de equacdes que fornece a relacdo entre os valores das
varidveis nodais e o0s carregamentos aplicados. A superposicdo desse sistema
resulta em um sistema matricial de equacdes global, o qual relaciona o vetor de
variaveis primarias nodais, U, e o vetor de carregamentos nodais consistentes, F,

através da matriz de rigidez global, K, na forma
Ko =F (2.4)

A aplicacdo das condicbes de contorno de Dirichlet (vinculos) permite a
eliminacao dos valores dos graus de liberdade (GL) conhecidos do sistema matricial,
resultando em um novo sistema contendo somente os valores dos GL ainda
incégnitas. A solucdo desse sistema possibilita a obtencdo destes ultimos. Varias
sao as referéncias na area, por exemplo, Becker et al. (1981), Zienkiewicz e Taylor
(2000), Cook et al. (2002), Akin (2005), Reddy (2006) e Khennane (2013).

2.3 ESTIMATIVAS DE ERRO

Séo diversos o0s erros introduzidos na solucdo de uma dada equacéo
diferencial pelo MEF. Em geral, podem ser atribuidos a trés raizes principais
(REDDY, 2006)

i. Erros de aproximacao de dominio: em geral, eles podem ser interpretados
como erros de especificacdo de dados do problema porque a solugéao
sera encontrada a partir de uma equacao diferencial com um dominio
modificado. Com o refino da malha, o dominio € mais precisamente
representado e, deste modo, os erros de aproximag¢ao do dominio tendem

a zero. Em problemas unidimensionais, os dominios considerados sao
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linhas retas. Deste modo, nenhuma aproximacdo do dominio se faz
necessaria. Em problemas bidimensionais envolvendo dominios né&o
retangulares, erros de aproximacdo de dominio sdo inseridos nas
solucdes de elementos finitos.

ii. Erros de aritmética finita e quadratura: quando calculos de elementos
finitos sdo realizados em um computador, erros de arredondamento no
calculo dos numeros e erros provindos da estimativa numérica de
integrais sdo introduzidos na solucdo. Na maioria dos problemas lineares
com um pequeno numero de graus de liberdade totais do sistema, esses
erros sao esperados como sendo pequenos (ou zero quando uma
determinada precisdo decimal é implantada). Além disso, € possivel
reduzir os erros de integracdo numérica através da correta especificacao
do numero de pontos de integracdo, tendo como referéncia a ordem
polinomial das fun¢des de forma. Outra alternativa, € evitar uma malha
com elementos muito distorcidos, os quais podem provocar fortes
variagbes no Jacobiano, deteriorando o processo de integragdo numérica.
Segundo Cook et al. (2002), ao se utilizar uma malha com tamanhos de
elementos muito distintos, a qual gera termos na matriz de rigidez de
diferentes ordens de grandeza, obtém-se um ndmero de
condicionamento® alto, implicando em uma diminuicdo da preciséo
numeérica.

iii. Erros de aproximacao: sao erros decorrentes da substituicdo da funcdo u
(solugdo exata do problema) por uma fungdo uZ (em geral polinomial),
resultante da aproximagéo da variavel primaria u em um elemento 2, e

sao inerentes a qualquer problema. Nesse caso, a solucdo exata u é

aproximada na forma:

! Entende-se por nimero de condicdo ou condicionamento, um escalar definido como a
razao entre 0 maior e 0 menor autovalor de uma matriz, nesse caso, a matriz de rigidez
global (K). Esse numero indica uma medida do nimero de digitos de precisdo que poderéo

ser perdidos ao se resolver um sistema algébrico de equacdes, como o dado pela Eq. (2.4).
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. N NE R NG
uxli=) >lrw= YU (2.5)
e=1 h=1 =1

onde U é a solucdo aproximada de elementos finitos sobre o dominio

7

(u=uy; em ©.), N é o numero total de elementos na malha, NG é o
ndmero total de nos globais, NE € o numero de nds em um elemento, U; e
¢, denotam, respectivamente, o valor de u e a funcao de interpolacao global

associadas ao nO global j e yw expressa a fungdo de interpolacédo

elementar.

Tendo como objetivo quantificar os erros de aproximacdo, oS quais Sao
estudados ao longo deste trabalho, surgiram distintos estimadores de erro. As
estimativas de erros no MEF podem ser divididas, em geral, em duas categorias
principais: estimativas de erro a priori e estimativas de erro a posteriori.

A primeira categoria refere-se aos estimadores onde os erros sao obtidos
antes que a solucdo seja conhecida e fornecem dados relativos ao comportamento
assintotico dos erros de discretizacdo, ou seja, o quao rapido o erro muda quando a
discretizagdo é modificada. Porém, os estimadores de erro a priori ndo sao
projetados para fornecer uma estimativa de erro real de uma dada malha
(GRATSCH; BATHE, 2005).

Por outro lado, segundo Zienkiewicz e Zhu (1987), utilizando estimadores de
erro a posteriori, o célculo de valores mais precisos dos campos de deslocamentos,
tensdes e/ou deformacdes é alcancado utilizando o proprio resultado numérico, ou
seja, 0 estimador de erro € obtido ap6s uma solucdo aproximada ser conhecida.
Ademais, segundo Prudhomme et al. (2003), essas estimativas podem ser
empregadas para desenvolver algoritmos de malhas adaptativas utilizados na
melhoria da malha de elementos finitos uma vez que as mesmas possibilitam
computar o tamanho dos erros locais. Como trabalhos pioneiros no assunto podem-
se citar Babuska e Rheinboldt (1978, 1980, 1981), Babuska (1983) e Babuska e Dorr
(1981), onde os estimadores de erro utilizam equilibrio residual para calculo do erro.

Segundo Stewart e Hughes (1998) e Zienkiewicz et al. (1999), os
estimadores de erro a posteriori podem ser agrupados em duas classes principais:

estimadores baseados em residuo e estimadores baseados em recuperacao.
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Estimadores de erros baseados em residuos classificam-se em estimadores
a posteriori explicitos e implicitos (STEWART; HUGHES, 1998). Segundo Gratsch e
Bathe (2005), esquemas explicitos sdo baseados diretamente na aproximacgdo de
elementos finitos e dados disponiveis referentes ao problema, ou seja, empregam o
calculo direto de residuos na aproximacao para encontrar uma estimativa para o erro
em uma determinada norma. Por outro lado, os estimadores implicitos envolvem a
solucdo de problemas de valor de contorno locais auxiliares, cuja solugdo produz
uma aproximacao para o erro real. Neste caso, os problemas de valor de contorno a
serem resolvidos sdo locais, podendo ser postos sob a forma de um pequeno
padrdo de elementos (subdomain residual method) ou somente sobre um Unico
elemento (element residual method). Como seria de se esperar, 0S esquemas
explicitos usualmente acarretam em menor custo computacional do que o0s
esquemas implicitos, uma vez que estes envolvem a solucdo de um sistema
algébrico de equacbes (AINSWORTH; ODEN, 2000). Para uma revisdo mais ampla
sobre estimadores de erros baseados em residuos implicitos, pode-se consultar, por
exemplo, Ainsworth e Oden (1993a, 1993b, 1993c). Ja para trabalhos relacionados a
aplicacdo dos estimadores de erro explicitos, sdo sugeridos os trabalhos de Stewart
e Hughes (1997), Babuska e Rheinboldt (1978) e Johnson e Hansbo (1992).

De acordo com Ainsworth e Oden (2000), frequentemente o analista de
elementos finitos esta mais interessado no gradiente da aproximacao de elementos
finitos do que na aproximacdo da propria funcdo primaria. Por exemplo, em
problemas de elasticidade, as deformacdes e tensdes s&o a principal preocupagao
ao invés dos deslocamentos, que € a variavel primaria do problema. Além disso, a
componente normal do gradiente da aproximacéo € geralmente descontinua entre
os contornos do elemento, o que significa que se estd apresentando uma
aproximacéo descontinua ao longo da principal variavel de interesse. Por esta razao,
muitos softwares incorporam um procedimento de pds-processamento em que a
aproximacdo do gradiente é suavizada antes de ser apresentada ao usuario. Esta
aproximacdo, em certas circunstancias fornece uma precisdo superior a
aproximacéo apresentada pelos valores originais do problema. Logo, estimadores de
erros baseados em recuperagao sao fundamentados na diferenca entre os valores
aproximados (originais) e os valores recuperados obtidos através do pos-
processamento para estimar os erros. Essa abordagem, por mais genérica que seja,

apresenta 6timas estimativas para o erro verdadeiro.
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2.3.1 Estimadores de erro a posteriori baseados em recuperacao

Estimadores de erro baseados em recuperagdo foram apresentados
inicialmente por Zienkiewicz e Zhu (1987) no contexto de problemas elipticos
lineares. Nesse trabalho, os autores empregam o estimador Média Nodal Simples
(MNS) e o estimador de Zienkiewicz e Zhu (ZZ ou projecdo L2) para obter as
tensdes recuperadas e comparam o campo de tensdes interpolado das solucdes
recuperadas com a solucédo de elementos finitos de modo a obter uma estimativa
para o erro da solucdo numérica. Segundo Oh e Batra (1999), o estimador MNS e
estimador ZZ possuem boas estimativas do erro somente para elementos lineares.

Observando que a qualidade dos estimadores de erro a posteriori depende
fortemente da qualidade dos valores recuperados dos gradientes, Zienkiewicz e Zhu
(1992a, 1992b) desenvolveram um novo método de recuperacdo baseado em
padroes elementares. Esse novo estimador, denominado estimador
Superconvergente de Recuperacdo de Padrdes (Superconvergent Patch Recovery -
SPR) supera as dificuldades encontradas pelos métodos de recuperagcdo citados
anteriormente, mostrando-se efetivo para elementos de ordens polinomiais elevadas
e testado através de varios trabalhos de Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b, 1993,
1995). A ideia basica do método SPR é realizar um ajuste por minimos quadrados
dos gradientes da solucdo de elementos finitos sobre padrdes locais de elementos
em pontos pré-selecionados, nos quais, a taxa de convergéncia é maior do que a
taxa global do MEF, ou pelo menos, mais precisa. Esse estimador foi estendido,
mais tarde, para alguns problemas dinamicos (LI, 1996; WIBERG,; LI, 1994).

Os valores recuperados pelo método SPR, entretanto, ndo se destinam a
satisfazer as equacdes governantes ou equacdes de equilibrio. Motivados por isso,
uma modificacdo do método SPR, foi sugerida por Wiberg e Abdulwahab (1992,
1993). O novo método, denominado de método Superconvergente de Recuperagao
por Padrbes utilizando Condi¢cdes de Equilibrio (Superconvergent Patch Recovery
with Equilibrium - SPRE), realiza um aprimoramento dos valores recuperados,
satisfazendo as condi¢ces de equilibrio através de restricdes, pelo menos, em um
sentido de minimos quadrados. Segundo Wiberg e Abdulwahab (1997),
experimentos numéricos revelam, que ambos, SPR e SPRE, obtém valores
recuperados de alta qualidade em nds do interior do dominio, enquanto que, em nés

pertencentes ao contorno, a solucdo recuperada € relativamente deteriorada. Dessa
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forma, com o objetivo de superar estas dificuldades, uma nova modificacdo destes
processos de recuperacdo é estudada por Wiberg et al. (1994), denominada de
Superconvergente de Recuperagcdo por Padrbes incorporando Condigbes de
Equilibrio e de Contorno (Superconvergent Patch Recovery incorporating Equilibrium
and Boundary conditions - SPREB). O método é projetado de modo que, além das
condicbes de equilibrio, as condicdes de contorno prescritas também sejam
satisfeitas, pelo menos, em um sentido de minimos quadrados. Testes em
problemas lineares demonstram um aumento consideravel na qualidade das
solucdes recuperadas.

Segundo Zienkiewicz et al. (1999) as restricbes adicionais impostas pelos
métodos SPRE e SPREB, geralmente contrariam o0s requisitos de
superconvergéncia, como, por exemplo, para solu¢cdes de ordem polinomial elevada,
as quais nao irdo se ajustar a solucdo exata. Desse modo, embora um aumento da
precisdo dos valores recuperados possa ser obtido, o desempenho do processo de
recuperacdo, do ponto de vista da estimativa de erro, é prejudicado (BABUSKA et
al., 1997).

Através do trabalho de Boroomand e Zienkiewicz (1997a) uma nova técnica
de recuperacgédo é desenvolvida, denominada Recuperacéo por Equilibrio de Padrbes
(Recovery by Equilibration of Patches - REP). A formulacdo é centrada no equilibrio
de cada padréo, tendo como base o campo de tensdes recuperado, o qual deve
satisfazer, pelo menos em um sentido de minimos quadrados, as tensodes
encontradas via MEF. E verificado que, para problemas unidimensionais e
bidimensionais, em muitos elementos, o comportamento deste estimador € muito
proximo do estimador SPR. Devido a ndo ser necessaria a identificacdo dos pontos
superconvergentes, esta técnica € aplicavel para qualquer tipo de elemento nos
guais estes pontos ndo sao definidos. Além disso, esse método apresenta um custo
computacional ligeiramente maior do que o estimador SPR. Uma versdo modificada
deste estimador é apresentada no trabalho de Boroomand e Zienkiewicz (1997b).
Mais tarde, Boroomand et al. (2004) estendem a aplicacéo do estimador SPR e REP
a problemas de placas utilizando a formulagao de Reissner-Mindlin.

Mais recentemente, um processo alternativo de recuperacdo denominado de
Recuperacdo por Compatibilidade em Padrées (Recovery by Compatibility in
Patches - RCP) foi proposto no trabalho de Ubertini (2004) e depois desenvolvido e
aperfeicoado por Benedetti et al. (2006) e Castellazzi (2007). Este € baseado na
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ideia de obter as tensdes recuperadas através da minimizacdo da energia
complementar sobre cada padrdo de elementos. O método mostra-se estavel
numericamente, possuindo caracteristicas de superconvergéncia. Além disso, da
mesma forma que o estimador REP, o método ndo é dependente do conhecimento
da posicéo dos pontos superconvergentes.

Benedetti et al. (2006) modificam o processo RCP propondo uma nova
maneira na formacgédo dos padrdes. Na versao original apresentada por Ubertini
(2004) os padrdes locais eram definidos da mesma maneira que as versdes originais
do estimador SPR e REP, ou seja, definidos como a unido dos elementos
conectados ao né central do padrdo. Neste caso, a configuracdo do padrdo é
definida pela unido dos elementos conectados a um elemento central do padrdo. O
desempenho do estimador é comparado com a verséo original do estimador RCP e
do estimador REP em problemas planos lineares de engenharia. O processo
resultante mostra-se eficiente e simples de ser implementado, ndo necessitando de
procedimentos especiais na formacgdo dos padrdes do contorno. No trabalho de
Castellazzi et al. (2011) o estimador RCP ¢é estendido para problemas de placas de
Reissner — Mindlin. Sao utilizados diferentes valores de espessura da placa, tanto
em malhas estruturadas como néo estruturadas. Os resultados numeéricos confirmam
a eficiéncia da técnica aplicada a problemas de placas.

Na busca por solugdes recuperadas cada vez mais proximas da solugao
analitica, isto é, estimadores de erro mais precisos, uma nova técnica de
recuperacdo, denominada Recuperagdo Preservando Polinbmio (Polynomial
Preserving Recovery — PPR) € introduzida e analisada por Zhang e Naga (2005).
Nesse caso, dado um espaco de elementos finitos de ordem p, ao invés de montar
um polinémio de grau p para os valores dos gradientes em alguns pontos amostrais
de padrbes elementares, como no método SPR, o novo método adapta um
polinbmio de grau p+1 para valores da solugdo em alguns pontos nodais. A ideia
esta relacionada com os métodos sem malha, onde a atencdo é voltada somente
para 0s nos na proximidade vizinha e ndo aos elementos. Ou seja, a principal
diferenca entre os dois métodos é que o método SPR trabalha diretamente com os
gradientes da solucdo em padrbes de elementos, enquanto que o método PPR
baseia-se na propria solucdo em pontos nodais vizinhos. Prova-se que o método
mantém todas as propriedades de superconvergéncia do método SPR. Além disso,

guando aplicado a elementos quadraticos, o método ndo somente apresenta
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superconvergéncia nos vertices dos elementos, mas produz também
superconvergéncia no centro das arestas dos elementos.

Com base nessas caracteristicas, Naga e Zhang (2004), aplicam esse
método de recuperacdo no classico estimador de erro baseado em recuperacao
proposto por Zienkiewicz e Zhu (1987) através de varios exemplos numéricos. Esse
novo estimador € denominado adequadamente de ZZ-PPR. Na mesma época,
Zhang e Naga (2004) formalizam a validacdo deste estimador na aplicacdo de
elementos lineares. Segundo os autores, 0 novo estimador de erro mostra-se
assintoticamente exato, pelo menos, globalmente.

Um novo processo de recuperacdo, denominado Método Superconvergente
de Recuperacéo de Grupo (The Superconvergent Cluster Recovery Method - SCR) é
proposto e analisado no trabalho de Huang e Yi (2010). Dado, por exemplo, um
espaco finito de elementos lineares, diferentemente do método SPR, que ajusta um
polinbmio linear para os valores dos gradientes em alguns pontos amostrais de um
padrdo, ou do método PPR, que ajusta um polindmio quadratico para valores da
solugcdo em alguns pontos nodais em determinados padrbes e depois calcula a
derivada para obter o gradiente recuperado, esse método ajusta um polinémio linear
para os valores da solugdo em um grupo de pontos amostrais e, em seguida, toma
as derivadas para obter os gradientes recuperados. Segundo os autores, 0 método
mantém as caracteristicas de superconvergéncia do méetodo SPR e PPR e, quando
comparado com esses métodos, apresenta uma maior eficiéncia computacional.

Na literatura, ainda podem ser encontrados diversos estudos de significancia
utilizando e desenvolvendo estimadores de erro baseados em recuperagéo. Nesse
caso podem ser citados Zienkiewicz e Zhu (1991), Wiberg e Abdulwahab (1997), Lee
et al. (1997), Lo e Lee (1998), Zienkiewicz et al. (1999), Oh e Batra (1999), Yan e
Zhou (2001), Xu e Zhang (2003), Rajendran e Liew (2003), Boroomand e Mossaiby
(2005a, 2005b), Korotov (2008), Huang et al. (2010), Segeth (2010), Castellazzi et
al. (2010), Lins (2011), Horvéth e Izsak (2012), Payen e Bathe (2011a, 2011b, 2012),
Lakkis e Pryer (2012), Bi e Ginting (2014), Hu et al. (2014), Li e Lin (2014).



39

2.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS H-ADAPTATIVO

Estimativas de erro originalmente consistiam em identificar quais elementos
possuiam um erro acima do admissivel e dividi-los até que uma solucao aceitavel
fosse atingida (ZIENKIEWICZ, 2006). Esta metodologia, mesmo que eficiente,
possui um custo computacional elevado, sendo muitas vezes maior até que o custo
da propria andlise de elementos finitos. Dessa forma, outras metodologias de
adaptatividade de malha e controle de erros tém surgido.

Zhu e Zienkiewicz (1988) demonstraram um processo adaptativo em que o
estimador de erro desenvolvido por Zienkiewicz e Zhu (1987) é aplicado utilizando
refino h isotrépico. Os autores apresentaram uma maneira de obter diretamente
cada tamanho elementar quando um erro admissivel é fornecido. O critério de malha
otima definido é conhecido como critério de equidistribuicdo de erro, o qual se
baseia na premissa de que o erro é igualmente distribuido por todos os elementos e
nao superior a um erro limite. A abordagem foi aplicada para problemas de
elasticidade plana, comprovando a eficacia do processo no controle de erros de
aproximacdo e na obtencdo de malhas muito préximas das adequadas. Cabe
ressaltar que a geracdo de um processo adaptativo eficiente e rapido depende da
disponibilidade de um adequado gerador de malhas.

Em consequéncia de que um processo adaptativo depende fortemente da
eficiéncia e capacidade do estimador (a qual, depende da qualidade dos valores
recuperados) em computar erros locais, Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b)
desenvolveram um novo estimador como guia de processos h-adaptativos. Esse
estimador, denominado estimador SPR, foi empregado considerando o mesmo
critério de malha 6tima aplicado por Zhu e Zienkiewicz (1988) e utilizando elementos
triangulares e quadrangulares de diferentes ordens. O novo estimador mostrou-se
eficiente como guia de um processo adaptativo aplicado a problemas de elasticidade
plana.

Em 1993, dois critérios de malha étima foram comparados no trabalho de
Ofate e Bugeda (1993), quando da aplicacdo em analises de elementos finitos h-
adaptativas. O primeiro diz respeito ao critério de equidistribuicdo de erro proposto
por Zhu e Zienkiewicz (1988) e o segundo refere-se a equidistribuicdo do erro
especifico (ou densidade do erro). Neste critério, a razdo do quadrado do erro

elementar pela medida do dominio elementar deve ser igual a razdo do quadrado do
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erro total na malha pela medida do dominio total. Como estimador de erro, foi
empregado o estimador de erro a posteriori baseado em recuperacao proposto por
Zienkiewicz e Zhu (1987) — estimador ZZ. Neste caso, fica evidente que o0s
processos adaptativos sao altamente dependentes dos critérios de malha 6tima e
dos critérios de convergéncia utilizados, sendo que para os problemas abordados na
analise (cilindro de parede fina com pressao interna e fluxo potencial incompressivel
sobre um aerofélio), o critério de equidistribuicAo do erro especifico tende a
concentrar mais e menores elementos em regides onde os gradientes sao elevados.
Por outro lado, o critério de equidistribuicdo de erro conduz a uma distribuicdo
aproximadamente suave quanto a distribuicdo dos tamanhos elementares.

Desde entédo, varias séo as aplicacbes em que andlises adaptativas tém sido
utilizadas. Por exemplo, Novotny e Fancello (1998) empregam o MEF juntamente
com adaptatividade h, p e hp para estudar problemas de flexdo elastica de placas
semi-espessas. A abordagem adotada analisa a influéncia das deformacdes
cisalhantes transversais, caracterizando, assim, a teoria de primeira ordem para
flexdo de placas semi-espessas, denominada teoria de Reissner-Mindlin. Para guiar
0 processo adaptativo foi utilizado o estimador de erro de Zienkiewicz e Zhu (1987).
Como esperado, a utilizacdo de técnicas adaptativas alcangam boas taxas de
convergéncia, além de uma diminuicdo apreciavel no custo computacional quando
comparado com refinos uniformes.

Ramm et al. (1998) aplicam técnicas adaptativas a problemas de otimizacao
de forma e de topologia em estruturas de casca. Sao abordados os problemas de
minimizacao de flexibilidade com restricdo em tensdo e maximizagéo da ductilidade,
considerando massa e deslocamentos prescritos e materiais com comportamento
elastoplastico. Através dos resultados apresentados pelos autores, fica evidente que
a combinacdo de adaptatividade a problemas de otimizagdo topoldgica continua
gera uma melhora significativa na definicdo dos contornos quando comparada com a
otimizacao topologica convencional (que utiliza discretizagdo uniforme de malha).
Com isso, é possivel superar algumas dificuldades encontradas em problemas de
otimizacdo que utilizam discretizagdo uniforme da malha, como por exemplo, uma
distribuicdo de material descontinua com contornos irregulares entre as regifes de
vazio e de material. Assim, € possivel diminuir os possiveis pontos de singularidades
de tensbes, 0s quais podem surgir ao longo de contornos irregulares e afetam a

confiabilidade da analise estrutural.
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Coorevits e Bellenger (2004) propdem critérios de malha 6tima alternativos
com objetivo de obter andlises de elementos finitos com precisbes restritas por
alguns parametros do processo. O refino da malha € do tipo h-adaptativo, sendo
aplicado em problemas de elasticidade plana. Diferentemente da maioria dos
critérios de malha 6tima que prescrevem um valor admissivel para o erro na malha,
os critérios empregados pelos autores, consistem, por exemplo, em obter 0 maximo
de precisdo (minimo de erro) com restricdes quanto ao nimero de elementos na
malha, ou quantidade de memdria utilizada ou tempo de processamento.

Castellazzi et al. (2010) utilizam uma estimativa de erro a posteriori baseada
em recuperacao de gradientes aplicada ao MEF como guia do processo h-adaptativo
para obtencdo de uma precisdo desejada em problemas de elasticidade plana e
membranas finas de espessura constante. A medida do erro é realizada através da
norma em energia e o critério de malha 6tima empregada pelo autor consiste na
equidistribuicdo do erro elementar por todo o dominio. O processo de recuperacao
utilizado é denominado Recovery by Compatibility in Patches (RCP), proposto por
Ubertini (2004). Sé&o utilizados elementos triangulares e quadrangulares com
interpolacdo linear e quadratica, sendo que, em todos os casos, a eficiéncia do
estimador é medida através de seu indice de efetividade global.

Atualmente tem-se discutido a utilizagdo de malhas com elementos
anisotropicos, as quais tém mostrado vantagens, principalmente em problemas
fisicos que apresentam caracteristicas anisotropicas, ou seja, onde as solucdes
estdo sujeitas a variagbes mais bruscas em uma direcdo do que em outras. Alguns
exemplos sé&o problemas que possuem camadas-limite, ondas de choque, interfaces
e singularidades geométricas etc. (XIE; YIN, 2011).

Uma malha adaptativa anisotropica necessita de indicadores de erro
direcional e, usualmente, esses indicadores envolvem a recuperagcdo da matriz
Hessiana de algum campo escalar (VALLET et al., 2007). Assim, tendo a solugao
suavizada, € estimado o erro, as direcdes preferenciais anisotropicas e, finalmente,
gerada uma nova malha contendo elementos anisotropicos (FORMAGGIA;
PEROTTO, 2003; PICASSO, 2003; PICASSO, 2006; CAO, 2007; BOIS et al., 2012;
CAO, 2014).

Observa-se, por essa revisdo bibliografica que, para dispor de célculos
confiaveis através da solucdo encontrada pelo MEF, faz-se necessaria a utilizacao

de metodologias eficazes de estimativas de erros juntamente com técnicas
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adaptativas de refino que levem a uma uniformizacao e limitacdo do erro por todo o
dominio do problema. Contudo, geralmente os trabalhos discutem somente a
convergéncia global do processo h-adaptativo, sendo que informacdes a niveis
elementares ndo séo consideradas. Com isso, além de medidas globais referentes a
qualidade dos diversos estimadores de erro e a convergéncia do processo h-
adaptativo, o corrente trabalho busca realizar uma analise critica comparando varios
estimadores de erro a posteriori; MNS, ZZ, SPR e REP, a niveis globais e
elementares. Para isso, varios problemas lineares de engenharia, unidimensionais e
bidimensionais e empregando diferentes operadores diferenciais sao discutidos.
Dessa maneira, medidas mais precisas da qualidade desses estimadores e das
malhas adaptadas podem ser obtidas, envolvendo uma consideravel parcela dos
problemas de engenharia.
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3 FORMULACAO DOS ESTIMADORES DE ERRO E DO PROCESSO H-
ADAPTATIVO

Esse capitulo tem como finalidade central a exposicdo da formulacéo geral
na qual esta fundamentado o corrente trabalho. Inicialmente € apresentado um
breve resumo do equacionamento matematico para os estimadores de erro e as
estratégias adaptativas a serem adotadas. Todo o equacionamento dos estimadores
de erro baseado na norma em energia sera voltado para estimativas de erro levando
em consideracdo o problema de elasticidade plana, o qual, posteriormente é

aplicado adequadamente a cada problema em andlise.

3.1 ESTIMADOR DE ERRO BASEADO NA NORMA EM ENERGIA

Em uma andlise numérica de um problema de engenharia pode-se definir o
erro como a diferencga entre a solucdo exata (u ) e a solugcado aproximada obtida pelo

MEF (U). Aplicando essa definicdo para a funcdo deslocamento, o erro em

deslocamentos (eu) é dado por (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)

e, =u-—u. (3.1)

De maneira semelhante, tendo como fung¢do, por exemplo, o campo de
deformagbes & (gradientes da solugéo u) e o campo de tensdes o, pode-se medir

a funcao erro ponto a ponto nessas variaveis como:

CREN-E-S (3.2
e =o0-0, (3.3)

sendo £ o campo de deformacdes aproximadas e & 0 campo de tensdes

aproximadas, ambas obtidas via MEF.
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A especificacdo do erro local como posto pelas Equacdes (3.1), (3.2) e (3.3)
geralmente ndo é adequada e eventualmente equivocada. Por exemplo, 0s erros em
tensdes medidos sobre uma carga pontual serdo localmente infinitos, porém, a
solucdo geral podera ser aceitavel. Situacdes similares poderdo existir proximas a
cantos vivos, 0S gquais, como se sabe, geram singularidades de tensdes. Por esta
razdo, para se medir o erro de forma adequada sé&o introduzidas diversas normas
representando uma quantidade escalar do erro.

Utilizar-se-4 neste trabalho a norma do erro em energia para quantificar o
erro em cada regido. Este conceito foi inicialmente introduzido por Zienkiewicz e Zhu

(1987) e, para problemas elasticos, pode ser obtida como
le|= { [(se) Dse dﬂ} , (3.4)
0Q

onde e é o erro medido em energia, S é um operador diferencial linear que

relaciona deslocamentos com as deformacdes, ou seja,

e=Su, (3.5)
é=S0 (3.6)

e D é o tensor constitutivo linear, relacionando tensdes e deformagdes conforme

o =De, (3.7)
6 =Dé. (3.8)

De maneira alternativa, pode-se escrever a norma do erro em energia |e|

dos seguintes modos:

lell=| [(¢-&) D(s-&)de| , (3.9)

Q
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. ¥
||e||=L[(g—é) (a—o")d[)} , (3.10)

%
||e||={_|.(0'—o"')T D'l(a—o")dQ} . (3.11)

Por essas equacdes, pode-se observar a relagdo com o conceito de densidade de
energia de deformacéo.

Para descrever o comportamento de problemas de analises de tensbes €&
conveniente definir uma medida percentual do erro medido pela norma de energia,

conhecido como erro relativo percentual em energia n

n= M100%, (3.12)
Julle

onde |u_ representa uma medida da energia total acumulada, sendo calculada por

%
Jull {ng ng.QJ . (3.13)

Porém, como a solugéo exata u ndo é conhecida e, consequentemente, ¢ e

o, pode-se utilizar uma solucdo melhorada ¢* ou o*, que possua uma taxa de
convergéncia superior a solucdo obtida diretamente pelo MEF, & ou o
respectivamente. Deste modo, a norma do erro em energia, obtida em relacdo a

solugéo melhorada, pode ser escrita como

=| [(o"-6) D (0" ~6)de2| . (3.14)

Estimadores de erro formulados substituindo a solucdo exata por uma

solugdo melhorada obtida por recuperacdo sdo chamados estimadores de erro
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baseados em recuperacao, técnica essa que é empregada neste trabalho. Este tipo
de estimador de erro tem sido empregado por diversos autores, por exemplo, Craig
et al. (1989), Ofnate e Bugeda (1993), Castellazzi et al. (2010), Katili et al. (2012) e
Nadal et al. (2013).

S&o varios os processos de recuperacdo existentes. Porém, a opgao por
adotar um estimador de erro baseado em recuperacédo € fundamentada no fato de
gue qualquer que seja o processo de recuperacdo escolhido, desde que resulte em
uma solucéo recuperada que convirja a uma taxa maior do que a solucéo obtida pelo
MEF gerara uma estimativa assintoticamente exata (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1992b).

3.2 QUALIDADE DOS ESTIMADORES DE ERRO

Processos de recuperacdo podem ser utilizados para estimar o erro
resultante de uma analise de elementos finitos simplesmente substituindo a solugéo
exata por uma solucédo recuperada (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987). Deste modo, a

funcao erro estimado, por exemplo, em relacdo ao campo de tensdes, é dada por
e =0 —G. (3.15)

Notadamente, quanto maior a precisdo da solucdo recuperada, maior é a
qualidade do estimador de erro. Podem-se escrever estimadores de erro em varias
normas atraves de sua definicdo (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)

lefl ~[e”]| = Ju" -d]| (3.16)

De modo a obter uma medida da precisdo ou qualidade de um estimador de erro,
define-se o conceito de indice de efetividade 6 como sendo a razdo entre o erro

estimado e o erro verdadeiro, expresso por

*

e
e

6= (3.17)
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Um teorema proposto por Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b) mostra que,
para todos os estimadores de erro baseados em recuperacdo, podem ser

estabelecidos os seguintes limites para o indice de efetividade 6:

rec

e

<6<1+

A

: (3.18)
e]

onde e™® é a funcdo erro entre a solucdo recuperada e a solugdo analitica.

Portanto, sua norma é

rec

e

=Hu—u* .

(3.19)

Assim, caso a solucédo recuperada convirja a uma taxa mais elevada do que
a solucao de MEF, sempre uma estimativa assintoticamente exata € alcancada. Este
fato pode ser provado considerando uma tipica solucdo de elementos finitos com
funcdes de forma de ordem p, associadas a uma medida do tamanho do elemento h,

onde o erro na norma em energia é dado por (ODEN; REDDY, 2011)

le| =o(h®). (3.20)

Se a solucao recuperada fornece um erro de uma ordem acima, isto €&,

e"°|l=0(hP™"), onde r>0, (3.21)

entdo os limites do indice de efetividade sdo dados por
1-0(h")<e<1+0(h") (3.22)

e o estimador de erro é assintoticamente exato. Ou seja, o indice de efetividade

tende a um quando o tamanho do elemento tende a zero. Isso significa que o
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estimador de erro converge para o erro verdadeiro. Esta é uma importante
propriedade dos estimadores de erro baseados em recuperacao, a qual geralmente
ndo é encontrada em estimadores de erro baseados em residuo (ZIENKIEWICZ;
TAYLOR, 2000).

Existem varios estimadores de erro baseados em recuperacéo. Dentre eles
estdo: estimador MNS, estimador ZZ (projecao L2), estimador SPR, estimador REP,
estimador RCP, estimador ZZ-PPR, dentre outros. Além disso, existem algumas
derivacbes destes estimadores tendo como base o0s conceitos primarios
desenvolvidos, como, por exemplo, SPRE e SPREB. A seguir, sdo apresentadas as
formulacdes dos quatro estimadores de erro objetos de estudo deste trabalho. Sao
eles: estimador MNS, estimador ZZ, estimador SPR e estimador REP. A escolha
desses estimadores se da principalmente pela vasta aplicagdo que 0s mesmos
possuem, tanto academicamente, quanto em sotfwares comerciais de elementos
finitos. Além disso, mesmo sendo estimadores antigos, os estimadores mais
recentes baseiam-se diretamente nos conceitos propostos por estes métodos, como

pbde ser percebido através da revisao bibliogréfica realizada no Capitulo 2.

3.3 ESTIMADOR BASEADO NA MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)

Empregando o conceito de estimador de erro a posteriori baseado em
recuperacdo proposto por Zienkiewicz e Zhu (1987), foram varios os métodos de
recuperacdo do gradiente que surgiram. Um exemplo classico e de simples
implementagdo é o estimador MNS. Este consiste inicialmente na obtengdo do
gradiente da solucao, por exemplo, o campo de tensdes 6 . Com isso, sabendo que
para um n6é compartilhado por um total de Nel elementos existem, via de regra, Nel

diferentes valores de &, pode-se estimar o vetor de médias nodais das tensbes

recuperadas (o) para o n6 como (COOK et al., 2002)

. 1 Nel
(o :N_e|. 1(0"" )J., (323)
i=
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onde (&

)j € o vetor de tensdes obtidos via MEF para o i-ésimo nd do j-ésimo

elemento do conjunto. Em um problema de elasticidade plana, utilizando elemento
CST, suponha um né conectado aos elementos 3, 5 e 7. Neste caso, 0 vetor de

médias nodais das tensdes recuperadas no i-€simo no sera dado por

(3.24)

Apds a obtencdo de todos os vetores de médias nodais das tensfes, um
campo suavizado e continuo entre os elementos pode ser construido através da
utilizagdo das mesmas fungdes de forma elementares (y) empregadas para
interpolar o campo de deslocamentos. Com isso, a parcela de um campo de tensdes

suavizadas sobre um elemento pode ser escrita como
o =y5, (3.25)

onde o é o vetor das tensBes suavizadas no elemento e & é o vetor nodal das
tensdes recuperadas para o elemento em questdo. Logo, aplicando o conceito de
norma em energia (Eg. 3.14) a nivel elementar, é possivel computar os erros

localmente.

3.4 ESTIMADOR DE ZIENKIEWICZ E ZHU (ZZ)

Proposto por Zienkiewicz e Zhu (1987), este estimador € também conhecido

como estimador ZZ, Z2 ou projecdo L2. Este consiste, basicamente, na mesma
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abordagem adotada pelo estimador MNS, ou seja, estima o erro através de um
campo de tensdes suavizado e continuo ao longo de todo o dominio, o qual € obtido
a partir da interpolacdo dos valores nodais recuperados utilizando as mesmas
funcdes de forma empregadas para interpolar os deslocamentos nodais. A diferenca
basica entre os estimadores € como recuperar os valores nodais. Segundo
Zienkiewicz e Zhu (1987), os valores nodais recuperados das tensdes podem ser

obtidos a partir da minimizagédo do seguinte funcional

n=1(s')=[(o"-6) (o"-6)d (3.26)

onde o € o campo vetorial de tensbes suavizadas em um elemento dado pela Eq.
(3.25).

A extremizacdo de II considerando uma variacdo qualquer do ha
componente de tensdo implica, com base na condi¢cdo necessaria de minimo de um

funcional, que

A=y (¢"-6)s6'd0=0 (3.27)

Q

onde w é a matriz de fungcbes de forma elementares. Aplicando o Teorema

Fundamental do Calculo de Variacdes tem-se (REDDY, 2006)

[¥" (6" —6)da= [y (yo,-5)da=0. (3.28)

Q

Definindo o, como o vetor nodal das tensdes recuperadas via estimador ZZ e

reorganizando essa expressao

(IWdeQJa; = UWT&JdQ (3.29)
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Isolando o, tem-se
o, = MlUl/fT&dQJ (3.30)
Q

onde M é conhecida como a matriz de massa global com densidade unitéria, sendo

expressa por
M = UWTl/fdQ]. (3.31)
Q

Pode-se perceber que esta forma de recuperagdo dos valores nodais de
tensdo exige a solucdo de um sistema de equagdes cuja ordem depende da ordem
da matriz M e, se comparado com o estimador MNS, exige um esforco

computacional mais elevado.

3.5 ESTIMADOR SUPERCONVERGENTE DE RECUPERACAO DE PADROES
(SPR)

No MEF existem pontos no interior do dominio de cada elemento que
possuem uma caracteristica denominada superconvergéncia. Ou seja, 0s valores
das deformacdes ou tensdes apresentam um erro que decresce mais rapidamente
do que em outras regides do elemento. A localizacdo desses pontos para 0 campo
de tensbes coincide com os pontos de Gauss usados para integrar exatamente a
matriz de rigidez de elementos néo distorcidos (BARLOW, 1976).

O estimador SPR foi inicialmente desenvolvido por Zienkiewicz e Zhu (1992a
e 1992b). De modo geral, esse estimador busca obter um polin6mio que aproxime o
campo de tensdes e, a partir deste, definir os valores recuperados nos nos. Para
isso, é realizado um ajuste por minimos quadrados de valores de tensédo (ou
derivadas) obtidos nos pontos superconvergentes. Para tal, utiliza o conceito de
padrées (patch) onde, ao invés de determinar o polindmio aproximado ao longo de
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todo o dominio, obtém o polinbmio que aproxima as tensées dentro de um conjunto
de elementos constituido na vizinhanca do n6 em analise. Esses padrdes sao
definidos pelo conjunto de elementos que estdo conectados a um mesmo no (Figura
1).

@ Valor nodal determinado pelo padréo
() Nés utilizados para a montagem do padriio

/A Pontos superconvergentes

Figura 1 — Padrdo superconvergente para elemento CST.
Fonte: Adaptado de Zienkiewicz e Taylor (2000).

Assim, inicialmente define-se a aproximacao para a solucao recuperada em

um padréo isolado como (CASTELLAZZI, 2007)

o =Pa, (3.32)

sendo P* uma matriz de funcdes de aproximacdo e a o vetor dos coeficientes
incognitas do polinbmio de recuperacdo. Por exemplo, em um problema de

elasticidade plana, estas variaveis podem ser colocadas em forma explicita como

ol o i P(x.y) 0 0
o, =|ol_,|=|o, | a=|a_,| P =|0 P(x.y) 0 |, (3.33)
0‘}23 T)i(y a;_3 0 0 F_)(X’y)

onde I5(x,y) € um vetor (1 x q) que contém os termos polinomiais nas coordenadas

(X, y), a; & um vetor de incognitas (q x 1) para cada componente de tensdo
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recuperada j no i-ésimo no (aj) e g € o numero de termos utilizado para formar a

base polinomial de ordem p
P(xy)=ILX,y,y"]. (3.34)

O vetor de coeficientes incognitos é obtido pela minimizacdo da distancia
quadratica total H(a) entre este polindbmio e os valores de tensdes obtidos via MEF
nos pontos de Gauss dos elementos que compdem o padrdo para o i-ésimo no.

Nesse caso, a distancia quadratica formada para um padrdo de elementos com um

total de nsp pontos superconvergentes é dada por

S 2 S 2

(a)= [o‘-(xk,yk)—o-;(xk,yk)]: [o“-(xk,yk)—P*(xk,yk)a] (3.35)

>

ol
]

ol

=~
Il
[N
x
Il
[5N

onde (x,,y.) corresponde as coordenadas dos pontos superconvergentes. A

minimizag&o da fungdo (IT) da Eq. (3.35) resulta em:

10ll(a) & _. . nsp A
: a;):ZpT(xk,yK)P (%Y )a- 3 PT (%.y )6 (%) =0.  (3.36)
k=1 k=1

Agrupando os termos e isolando o vetor de incognitas a, tem-se:

a=A"bepg, (3.37)

onde a matriz caracteristica A é dada por

A=>PT (XY )P (X Yy) (3.38)
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e o vetor bg.z dado por

nsp

bser = 2P (Xe:¥ic) G (XY )- (3.39)

k=1

Uma vez determinados os coeficientes do polindmio, a,, substituem-se as

coordenadas do né central do padréo na Eq. (3.32) para obter as componentes do
vetor de tensbes recuperadas no né em questao. Aplicando o mesmo procedimento

para todos os nos da malha é possivel obter todos os valores recuperados de tensao

& . Com isso, emprega-se a Eq. (3.25) para obter a distribuicdo das tensdes no
interior de cada elemento do dominio.
Cabe ressaltar que, para que a técnica funcione de maneira efetiva, é

necessario que o namero de pontos superconvergentes presentes no padrao seja

igual ou superior ao nimero de coeficientes do vetor de incégnitas a; (COOK et al.,

2002). Em caso contrario, Zienkiewicz e Zhu (1992a) recomendam que se empregue

0 polinémio aproximador do padrédo mais préximo.

3.6 ESTIMADOR DE RECUPERACAO POR EQUILIBRIO DE PADROES (REP)

Este processo de recuperacao foi introduzido por Boroomand e Zienkiewicz
(1997a). Do mesmo modo que os demais estimadores de erro apresentados
anteriormente, parte-se da premissa de que o campo de tensdes obtidas via MEF €,
em geral, descontinuo. Assim, o0 objetivo é substitui-lo em todos os padrdes por um
sistema recuperado que seja suave e continuo. Para que isso seja possivel,
procede-se de maneira similar ao estimador SPR.

No MEF, para um problema de elasticidade plana, a equacédo de equilibrio

governante para os elementos que compdem um padrdo Q, pode ser expressa

como

[BTédQ- [y bdo-[yTtdr =0, (3.40)
Q Q T

P p p
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sendo B a matriz das derivadas das fun¢des de forma elementares, o o0 campo de
tensBes obtidas da solugcdo de elementos finitos, b o vetor de forcas distribuidas de
corpo e t o vetor de forcas distribuidas no contorno I'; do padrao.

Neste caso, uma expansao polinomial pode ser escrita para o vetor de

tensdes recuperadas (o-;p) no i-ésimo no entorno de um padréo especifico como

* *

or, =P &, (3.41)

sendo P° uma matriz de funcBes de aproximacdo e a o vetor dos coeficientes

incégnitas do polindmio de recuperacdo. Neste caso, P, a e o;p sao dados por

ol g i P(x.y) 0 0
On,=|0,,|=|0oy |, a=|a_,|, P =|0 P(x,y) 0 |, (3.42
0}:3 T)i(y a;_3 0 0 P(X’y)

onde I5(x,y) € um vetor (1 x ) que contém os termos polinomiais nas coordenadas

(x, y), a; € um vetor de incégnitas (q x 1) para cada j-ésima componente de tenséo

recuperada no i-ésimo no (a}) e g é o numero de termos utilizado para formar a

base polinomial de ordem p. Em um problema plano, supondo um elemento

triangular linear (CST), o vetor de polindmios pode ser posto como:

Caso geral: P(xy)=[Lxy, YL
Elemento CST: P(xy)=[Lx,yl

(3.43)
A ideia central desse estimador € que deve-se sempre garantir que as

tensbes suavizadas o-;p satisfagam, ao menos em um sentido de minimos

guadrados, as mesmas condicfes de equilibrio do padrdo que a solucdo por

elementos finitos. Logo
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j B'6dQ ~ j B op, Q. (3.44)

Q Q

p P

Porém, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), na pratica as restricbes
provindas da Eq.(3.40) podem gerar singularidades no processo de minimizacdo da
distancia quadratica IT. Desta forma, uma maneira alternativa é definir os requisitos
de equilibrio sobre cada componente de tenséo isoladamente. Isso pode ser obtido

expressando as tensfes como

1 0 0
O';p :z1JG; =0 G:Il-i- 1 UI2+ 0 Gé:Z(U;p)J
| 0 0 ! | (3.45)
1 0 0 '
G=>16=0[6,+|1(6,+|0|63=).0,
) 0 0 1 )
e impondo o conjunto de restricoes

| BT6,d0~ [ BT (0;,) d= [ B'1P(xy)dQ a, (3.46)
Q Q Q

p p p

A imposicdo da equacgdo aproximada anterior faz com que cada conjunto de

coeficientes a; seja resolvido independentemente, reduzindo consideravelmente o

custo da solucdo. Nesse caso, o funcional de distancia quadratica para a j-ésima

componente de tensao é dado por

I, =T(a; ) = (H;a, ‘fjp)T(Hjaj -f9). (3.47)

onde

H, = [ B"1, PdQ (3.48)
QP
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fP = jBTa“.dQ. (3.49)

Assim, a aplicacdo da condicdo necessaria de primeira ordem para a minimizacéo

de 1‘[j resulta em
-1
a, :(HjTHj) HIfP. (3.50)

Essa abordagem pode se mostrar instavel para alguns problemas. Geralmente, isto

pode ser eliminado realizando um processo de minimizacao do funcional modificado

IT;, dado por

I =17} (3 ) = (H;2 _fjp)T (Hiay —f°)+ X oo(Hfay _fie)T (Hfa,-f7),  @51)

e

onde os termos adicionados representam uma modificacdo em elementos

individuais, ou seja, H} € uma matriz caracteristica de cada elemento, calculada pela

Eg. (3.48) salvo que a integragdo ocorre somente no dominio do elemento e f° € um

vetor caracteristico de cada elemento, dado pela Eqg. (3.49) aplicada também
somente no dominio do elemento. Neste caso, @ € uma constante pré-estabelecida
via experimentos numéricos, a qual varia entre zero e um valor limite. Para os
problemas do corrente trabalho ® varia entre 1 e 10. Com isso, 0 vetor de

coeficientes resultante dessa abordagem é dado por

-1
a {HJTHJ. +a)Z(Hje)T Hf} {Hfff +wZ(Hje)T ff}. (3.52)
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Uma vez determinados os coeficientes do polindbmio, substituem-se as
coordenadas do né6 central do padréo na Eg. (3.41) para obter as componentes do
vetor de tensfes recuperadas no né em questdo. Aplicando o mesmo procedimento
para todas as componentes de tensdo do né e para todos os nés da malha é
possivel obter todos os valores recuperados de tensdo. Com isso, emprega-se a Eq.
(3.25) para obter a distribuicdo das tensfes no interior de cada elemento do dominio.

Considerando os noés localizados sobre o contorno, como posto por
Zienkiewicz e Taylor (2000), o estimador REP segue a mesma metodologia que o
SPR, ou seja, ndo ocorre a montagem dos padrdées nos mesmos. Percebe-se ainda,

um mesmo nivel de precisdo de ambos os estimadores.

3.7 DEFINICAO DOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA DO PROCESSO
ADAPTATIVO

Considera-se que uma solucdo é convergente e aceitavel caso satisfaca dois
critérios: um em nivel global, e outro em nivel elementar (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987,

ONATE; BUGEDA, 1993). O primeiro diz respeito & convergéncia global e requer

que o erro global na norma em energia para a malha k |le,| ndo ultrapasse um

percentual da energia de deformagéo total |u, ., ou seja

lewl < 7luie (3.53)

onde 77 é o valor do erro relativo percentual admissivel global especificado pelo

analista. Desta maneira, define-se o parametro de erro global, £, como

el
7lule

¢, (3.54)

sendo que valores de ¢, <1 indicam satisfacdo do critério de convergéncia global.

Em caso contrario, ¢ >1 indica que a malha nao esta adequada.
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A distribuicdo dos elementos na malha deve satisfazer um critério de malha
Otima, como, por exemplo, o critério de equidistribuicdo de erro. Deste modo um
critério de convergéncia local também necessita ser satisfeito. Esta condi¢éo local
pode ser expressa por

”e”ie < ”e“nm ! (3.55)

onde ||, € o erro no ie-ésimo elemento e [e| = representa o erro limite por

elemento, o qual € dependente do critério de malha adotado. Assim, segundo Ofiate

e Bugeda (1993), define-se o parametro de erro local elementar §,, como
47_ — ”e“ie . (356)
€]

Observe que um parametro de erro local elementar igual a unidade remete a
um elemento com tamanho 6timo, de modo que satisfaz a Eq. (3.55). A definicdo do
erro limite elementar €, em geral, a principal diferenca entre os varios critérios de
malhas existente e afeta diretamente a distribuicdo dos elementos na malha
(ONATE; BUGEDA, 1993).

Deste modo, pode-se definir um dnico parametro com o objetivo de

satisfazer ambos os critérios de convergéncia simultaneamente, denominado

parametro de refinamento elementar ¢, , determinado pela multiplicacao de ¢, e Coe

e

(ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987) e dado por

é/ie :é/g_' — ”ek” ”e”ie ) (3_57)
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3.8 CRITERIOS DE MALHA OTIMA

Observa-se que, tendo em maos os estimadores de erro apresentados
anteriormente, o0 erro na norma em energia pode ser determinado localmente para
cada elemento. Deste modo, caso o erro avaliado em cada elemento atenda os
critérios de convergéncia local e global, a andlise pode ser classificada como
convergente e precisa.

Com isso, ao se buscar a nova malha, aqui denotada malha 6tima, ha o
guestionamento: O que caracteriza a malha 6tima?

Existem duas propostas predominantes na literatura. A primeira baseia-se no
conceito de equidistribuicdo do erro, ou seja, cada elemento deve ter o mesmo valor
do erro. O segundo critério baseia-se na uniformidade da densidade do erro. Ou
seja, 0 erro em cada elemento por sua area é um valor constante ao longo do
dominio.

Esses critérios sdo apresentados em detalhes a seguir.
3.8.1 Critério de equidistribuicdo do erro elementar

Um critério classico de malha Otima adotado por muitos autores
(ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987; WIBERG; ABDULWAHAB, 1997; ZIENKIEWICZ;
TAYLOR, 2000; CASTELLAZZI et al., 2010; entre outros) e introduzido inicialmente
por Zienkiewicz e Zhu (1987), consiste na equidistribuicdo do erro elementar

avaliado na norma em energia. Assim, o erro permitido total para a nova malha

lev..|| é determinado como

}% , (3.58)

lecal =7 luale = 77[||‘jk le +lewl”

onde utiliza-se o conceito de que o erro (e, ) € ortogonal & solu¢do aproximada (U, )

(CIARLET, 2002):

Julz =1l + el (3.59)
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Assim, é possivel expressar o erro total na malha corrente, |e||, como

N
lel” = > lel, " (3.60)

ie=1

onde N é o numero total de elementos. Supondo um valor constante para o erro em

cada elemento, e denotado por €, tem-se para a préxima malha
2 —
e =Ne?. (3.61)

Rearranjando, o erro médio em cada elemento é dado por

- _(leal ? 562
a1 |

Portanto, o erro médio em cada elemento (objetivo do remalhamento) deve

satisfazer a relacéo

¥

[+l

N (3.63)

e<h

Dessa maneira, pode-se definir o erro limite para cada elemento na préxima malha

como

%

||‘jk||é +|e, ||2

N (3.64)

[l =7

Logo o parametro de refinamento elementar ¢, (Eq. 3.57) pode ser escrito

como
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¢ :_”e“ie «/ﬁ (3.65)
7[uie

Deste modo, uma metodologia alternativa consiste em executar
progressivamente o refinamento somente em determinado ndmero de elementos

nos quais ;. € maior do que o limite especifico e que o novo tamanho do elemento

seja dado por

h
h, ., ==, 3.66
k+1 2 ( )

onde h é um pardmetro que indica o tamanho do elemento. Esse processo é
denominado enriquecimento h da malha (mesh enrichment) e, embora, em geral
resulte em uma solucdo satisfatéria, muitas vezes possui um custo computacional
elevado ocasionado pelas possiveis diversas malhas que necessitara até que a
restricdo do erro seja satisfeita completamente.

Assim, é mais eficiente tentar projetar a nova malha com base no critério da
taxa de convergéncia assintdtica para cada elemento. Nesse caso, considerando a
auséncia de singularidades no carregamento e na geometria, tem-se
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)

le || <Ch®, (3.67)

onde C €& uma constante dependente dos dados e p é a ordem polinomial do

elemento. Considerando a situacdo limite entre duas malhas subsequentes (k e

k +1), para o elemento ie da malha k tem-se

le.]l. <ch® (3.68)

k,ie

e para a malha k +1 tem-se
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||ek+l||ie = Chp|<+l,ie = ”e"nm ) (3.69)
Dividindo a Equacéao (3.69) pela Equacéo (3.68) obtém-se

hk+1 :—1, (370)

sendo h, o tamanho do elemento na malha k -ésima e h,,, o novo tamanho do

elemento.

3.8.2 Critério de equidistribuicdo do erro especifico elementar ou uniformidade da
densidade do erro

Considerando a definicdo do erro especifico dado pela razdo do quadrado
do erro por unidade de area, Bugeda (1990) introduz um novo critério de malha

Otima, o qual consiste na equidistribuicdo desse parametro, posto como

ledlle _led” (3.71)
2| 1€

Nesse caso, |[£2,| e [2| s&o a medida do elemento ie-ésimo da malha e a medida do

dominio total, respectivamente. No caso de problemas planos, sdo representados
pelas suas respectivas areas.
Considerando que o erro em cada ie-ésimo elemento deve ser igual ou

menor ao erro limite elementar, tem-se

1/2
0
el -led[ 1] @
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O parametro de erro local elementar £, definido pela raz&o entre o erro no

ie-ésimo elemento e o0 erro limite elementar, pode ser expresso, para 0 corrente

critério, como

= _ el

é’i_

-1 %
— ”e”ie ”ek ” — ”e”ie ( |‘Q| j . (3_73)
el 2|z | led U2

el
Realizando o produto entre o parametro de erro global (¢,) e o parametro de

erro local (g_ie), obtém-se o parametro de refinamento elementar (£, ) que busca

satisfazer simultaneamente ambos os critérios de parada:

g_gg_wupﬂf, .
© 7o e ]

Note que a Eq. (3.74) é igual a Eq. (3.65) para o caso em que ||/ [22,|=N,

isto é, quando todos os elementos possuem a mesma medida. Porém, para o caso
de malhas nao uniformes, os diferentes critérios geram malhas adaptativas
diferentes (ONATE; BUGEDA, 1993).

O novo tamanho de elemento é entdo obtido por meio da Eq. (3.70).

3.9 PARAMETROS DA QUALIDADE DOS ESTIMADORES E DO PROCESSO
ADAPTATIVO

Em geral, os trabalhos que discutem estimadores de erro apresentam como
medidas de suas qualidades o indice de efetividade global (#) e as taxas de
convergéncia geradas. Embora esses parametros sejam uma boa medida para tal,
nao é possivel visualizar o comportamento dos erros em nivel elementar.

O corrente trabalho propde a definicho de uma medida da qualidade dos

estimadores de erro, ndo somente por seu indice de efetividade global, mas
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considerando todos os indices de efetividades elementares, denominado desvio do

indice de efetividade, dado por

(3.75)

Nesse caso, 6, € o indice de efetividade elementar e expressa a raz&o entre o erro

estimado no ie-ésimo elemento e o erro verdadeiro no mesmo elemento. Esse

parametro é dado por

*

e
=1 Tie (3.76)
le]l.

ie

Observa-se que, em uma estimativa de erro ideal, &

.= 1 para todos os
elementos e, portanto, D,= 0.

Além disso, uma medida da qualidade da malha adaptada também pode ser
implementada utilizando a mesma definicdo. Dessa maneira, denomina-se de desvio

do parametro do erro local elementar Dg como sendo

(3.77)

onde £, é dado pela Eqg. (3.56) e varia para cada critério de malha 6tima adotado.
Da mesma forma, em uma malha 6tima, ¢, = 1 para todos os elementos e,

assim, Dg = 0 para a malha.
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3.10 MEDIDA H DO TAMANHO ELEMENTAR

Esta secdo tem como objetivo a definicho da medida h do tamanho
elementar a ser empregada no corrente trabalho.

Para problemas unidimensionais, o parametro h é tomado simplesmente
como o0 comprimento do seu respectivo elemento.

Por outro lado, para determinar uma medida do tamanho elementar de
problemas planos empregando elementos triangulares, algumas consideragcdes
precisam ser realizadas. A primeira delas refere-se a considerar a area de qualquer
elemento triangular da malha como sendo aproximadamente a area de um triangulo
equilatero, ou seja, um elemento regular. A segunda estd em considerar como
medida do tamanho do elemento o lado de maior dimensao do triangulo (Reddy,
1986). Assim, h é dado por:

h = maior aresta de (2, = lado do triangulo equilatero,

o (4AA j% (3.78)
-]

onde A, representa o valor da area do dominio do elemento (2, .
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Com o objetivo de confrontar a eficiéncia dos distintos estimadores de erro e
suas aplicacbes como guias de processos adaptativos, neste capitulo séo
apresentadas algumas aplicacbes em problemas lineares de engenharia. Todos os
resultados numéricos aqui apresentados utilizam o processo de estimativa de erro e
adaptatividade descritos anteriormente.

Cada problema proposto foi separado em duas secfes. A primeira apresenta
o desempenho dos varios estimadores de erro quando submetidos a sucessivos
refinos uniformes, possibilitando, assim, a obtencdo das taxas de convergéncia do
erro e levantamento de outras caracteristicas desejaveis em estimadores de erro. A
segunda tem por objetivo discutir e comparar as caracteristicas e eficiéncia em
niveis global e elementar dos diversos estimadores de erro como guias do processo
h-adaptativo, utilizando diferentes critérios de malha étima.

A avaliacdo da eficiéncia dos varios estimadores aplicados ao processo
adaptativo é conseguida através de uma comparacdo entre variaveis que

caracterizam o processo e a malha em analise.

4.1 IMPLEMENTACAO NUMERICA

De modo a possibilitar 0 acoplamento de rotinas de analise do MEF com h-
adaptatividade, quatro estruturas independentes s&o implementadas. A primeira
refere-se ao problema unidimensional de barra biengastada e a segunda ao
problema unidimensional de viga fina de Euler-Bernoulli, sendo ambas
implementadas inteiramente no software Matlab. No caso do problema plano de
conducdo térmica e do problema de elasticidade plana sdo empregadas duas
estruturas basicas: MEFHADAP e ARANHA++ (FANCELLO et al., 1990). A primeira
refere-se ao algoritmo de MEF com h-adaptatividade, na qual estdo programadas o
MEF e as formulacdes referentes aos calculos de erro e geracdo da nova malha
apresentadas no Capitulo 3. A estrutura ARANHA++ foi desenvolvida por Fancello et

al. (1990) e possibilita uma geracdo automética de malhas em dominios
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bidimensionais planos para elemento CST e LST, sendo sua implementacéo
baseada em técnicas ndo estruturadas frontais.

Por outro lado, para a verificacdo das taxas de convergéncias e analise
comparativa entre os diversos estimadores aplicados a cada problema plano
empregando somente refinos uniformes, ndo se faz necesséaria a utilizacdo da
estrutura ARANHA++.

O processo iterativo de busca por uma solugdo aceitavel, quando da
aplicacao do processo adaptativo, pode ser resumido para cada problema como:

Algoritmo Global de acoplamento do MEF com h-Adaptatividade:

Passo 1: Geracao da Malha

Passo 2: Solugéo do problema via MEF.

Passo 3: Célculo do erro.

Passo 4: Verificagdo da convergéncia dos critérios de parada:
Em caso positivo, finaliza o processo e salva os resultados.

Passo 5: Se ndo ocorreu convergéncia, continua o0 processo:
Projeta e cria a nova malha e retorna ao Passo 2.

4.2 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE BARRA — REFINO UNIFORME

O primeiro problema considerado € dado por uma equacdo diferencial
ordinaria de 2 2 ordem eliptica que engloba uma grande quantidade de problemas
fisicos. No corrente problema tem-se uma barra retilinea, elastica e isotropica,
considerando somente deslocamentos e deformacdes axiais. O objetivo é encontrar

a solugcéo u(x) que satisfaca a forma forte

d?u 1
—EAWZf(X), v XEQZ(O,].)CR,

u(x=0)=0 e u(x=1)=0.

(4.1)

Note-se que as condi¢cdes de contorno sdo do tipo Dirichlet homogéneas. Aqui é
considerado que o produto entre o médulo de elasticidade longitudinal (E) e a area
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da secéo transversal da barra (A) é igual a unidade, o que néo retira a generalidade
das andlises.
Ainda, pode-se enunciar o problema de valor de contorno posto pela Eq.

(4.1), através de sua forma variacional equivalente:

Encontrar u(x) € Hg (Q)que satisfaz

4.2
EAjd—“d—VdQ=jfde, vV veHi(Q). @2

5 dx dx 5

Definindo:
B(u,v):EA_[d—Ud—VdQ e

5 dx dx (4.3)

I(v) = [fvde,

Q

pode-se resumir a Eq. (4.2) ao seguinte problema de valor de contorno variacional:

Encontrar u(x) € Hy (Q)que satisfaz 4.4)
B(uv)=I(v), Vv veHi(Q), '

onde B(-,) é a forma bilinear continua associada ao problema e definida em H; x Hg,
v é uma funcdo de variagcdo cinematicamente admissivel e I() é um funcional
continuo e linear. Por sua vez, Hé denota o espacgo de Hilbert de primeira ordem

com suporte compacto em Q, ou seja, a fungdo e sua primeira derivada sé&o

quadraticamente integraveis e se anulam no contorno.

No corrente problema, f(x) € imposta de forma a produzir perturbacdes

locais na solucéo u(x), gerando elevados gradientes nessa regido. Assim, partindo

de uma solucao fabricada, utiliza-se o termo fonte dado por (NOVOTNY et al., 2000)
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(4.5)

Dessa forma, a solucao exata da forma forte, Eq.(4.1), €
u(x)=(1- x)[tan‘la(x—xo)+tan‘lax0] sendo X, =4/9 e «=100. (4.6)

Na Figura 2 é possivel observar as deformacdes analiticas e o termo fonte em

funcdo do comprimento da barra.

60 T T T : 4000 T T T T

3000~

2000~

1000 -

-1000-

Derivada du(x)/dx
Carregamento analitico

-2000(~

3000

I I r _4000 r I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Comprimento (m) Comprimento (m)

(@) (b)

Figura 2 — Problema 1: (a) Deformag@es analiticas (« =100). (b) Carregamento analitico.

Inicialmente, o objetivo é estudar o comportamento dos diversos
estimadores de erro anteriormente apresentados através de um refino uniforme da
malha onde, em cada iteracdo, o nimero de elementos na malha € aumentado. Este
processo € aplicado para os elementos linear e quadratico, sendo os resultados
apresentados nas Tabelas 1 e 2, respectivamente. Como medida da eficiéncia dos
varios estimadores de erro, sdo utilizados quatro parametros principais: erro relativo

percentual global (7), indice de efetividade global (6), nimero de graus de
liberdade (NGL) e desvio do indice de efetividade (D,), conforme definidos no

Capitulo 3.
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Por meio das Figuras 3 e 4 observam-se as taxas de convergéncia do erro e

do indice de efetividade global em funcdo do numero de graus de liberdade na

malha para os elementos linear e quadratico, respectivamente.

Tabela 1 - Resultados do Problema 1: Elemento linear e refino uniforme.

Estimador Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malha6
n 37,69% 27,13% 13,71%  6,62% 3,23% 1,60%
Média Nodal Simples 0 0,8968 11,3451 1,0906 10428 10126 1,0033
(MNS) NGL 41 81 161 321 641 1281
D, 0,63 0,27 0,06 0,07 0,12 0,09
n 34,95% 24,88% 12,66%  6,38% 3,19% 1,60%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,8219 1,2259 1,0050 1,0046 10012 1,0003
(Z22) NGL 41 81 161 321 641 1281
D, 0,76 0,09 0,02 0,02 0,02 0,02
n 37,69% 27,13% 13,71%  6,62% 3,23% 1,60%
Superconvergente de
Recuperagéo de 6 0,8968 1,3451 1,0906 110428 1,0126 110033
Padr@es NGL 41 81 161 321 641 1281
SPR
(SPR) D, 06 027 006 007 o012 009
n 37,69% 27,13% 13,71%  6,62% 3,23% 1,60%
Recuperagdo por 0 0,8968 1,3451  1,0906 1,0428 10126  1,0033
Equilibrio de Padrdes
q (REP) NGL 41 81 161 321 641 1281
D, 0,63 0,27 0,06 0,07 0,12 0,09
10° ; ; 15 - o
o MNS MNS
zz (4l z |
5 O  REP ’ REP
.8 SPR @ SPR
) g 1.3F e
© ©
2 k]
c >
8 '4(]_-5 1.2~ q
o 10'F 4
[oN (0]
g 5 »
g
‘9— — 1, -
&
. 0.9- 1
100 1 F2 F3 4 08 1 t2 t3 4
10 10 10 10 10 10 10 10

Numero de Graus de Liberdade

(@)

Numero de Graus de Liberdade

(b)

Figura 3 — Problema 1: (a) Erro relativo percentual global para elemento linear. (b) indice de
efetividade global para elemento linear.
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Percebe-se, para o elemento linear, que todos os estimadores apresentam

excelentes resultados, com um indice de efetividade (#) tendendo a unidade e o

desvio do indice de efetividade (D,) tendendo a zero a medida que o numero total

de graus de liberdade na malha (NGL) é aumentado. Além disso, os estimadores
baseados em padrdes, REP, SPR e MNS, mostraram-se equivalentes para
elementos lineares aplicados ao corrente problema (BOROOMAND; ZIENKIEWICZ,
1997a).

Uma dificuldade encontrada foi a instabilidade apresentada pelo estimador
REP no calculo do vetor de coeficientes incognitas para o presente problema, a qual
foi eliminada realizando a minimizacdo do funcional modificado IT" sugerido por
Zienkiewicz e Taylor (2000) e dado pela Eqg. (3.51). Cabe ressaltar que, para
elementos lineares, hd uma grande discrepancia em termos de simplicidade de

implementacgédo, sendo que o estimador MNS € mais vantajoso neste aspecto.

Tabela 2 - Resultados do Problema 1: Elemento quadratico e refino uniforme.

Estimador Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malha6
n 1599% 6,92%  0,96%  0,17%  0,02% 0,0031%
Média Nodal Simples 0 1,0865 0,8319 05912 0,3960 0,2145 0,1096
(MNS) NGL 81 161 321 641 1281 2561

0,90 0,82 0,90 0,95 0,97 0,99

D
779 14,90% 6,30%  088%  0,17%  0,02% 0,0030%
Zienkiewicz e Zhu 0 1,0106 0,7579 05433 00,3751 0,2100 0,1090
(Z2) NGL 81 161 321 641 1281 2561
0,87 0,81 0,90 0,95 0,97 0,99

DH
n 23,72% 10,07% 1,78% 0,43% 0,11% 0,03%
Superconvergente de
Recupera(;ao de g 1,6377 1,2138 1,0994 0,9687 0,9831 0,9953
Padroes NGL 81 161 321 641 1281 2561
SPR
( ) 0,70 0,20 0,05 0,05 0,01 0,03

D
779 29,12% 13,55% 1,97%  0,43% 0,11%  0,03%
Recuperagdo por 0 2,0417 16410 12174 09735 0,9758 0,9926
Equ'“b”&gﬁ;admes NGL 81 161 321 641 1281 2561
D, 1,05 0,35 0,09 0,08 0,02 0,02

Por outro lado, considerando uma discretizacdo com elementos quadraticos,
somente os estimadores de erro baseados em padrbes, SPR e REP, mostraram-se
efetivos na medida do erro para o corrente problema. Isso pode ser comprovado,

tanto pelo indice de efetividade global quanto pelo desvio do indice de efetividade.
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Para tentar explicar esse comportamento podem ser observadas, através da Figura

5, as solucdes recuperadas na terceira malha, para os estimadores MNS, ZZ e SPR.

10 : : 25 : :
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2z 2z

—_ SPR a SPR
© k , H k- ¢ H
g 10 O REP 2 O REP
o 3
g 8 “
210k 4 3 150 .
3 2
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o 4 ©
210 1 g 1f 4
© =2
° 2
5 £
@ 10% . 0.5 i

-3

10 I3 i3 0 I3 I3
10' 10° 10° 10° 10' 10° 10° 10°
Numero de Graus de Liberdade Numero de Graus de Liberdade

(a) (b)
Figura 4 — Problema 1: (a) Erro relativo percentual global para elemento quadratico. (b)
Indice de efetividade global para elemento quadratico.
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Figura 5 — Vistas ampliadas da solucéo recuperada: (a) MNS, (b) ZZ e (c) SPR.
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Dessa maneira, as estimativas de erro realizadas pelos estimadores MNS e
ZZ, quando aplicadas ao problema em andlise utilizando elemento quadratico,
mostram-se subestimadas em relacdo ao erro verdadeiro, caracteristica essa

evidenciada por possuir um indice de efetividade global menor que a unidade.

4.3 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE BARRA — REFINO H-ADAPTATIVO

Esta secdo é dividida em duas subsecdes. Na primeira € apresentada uma
analise dos estimadores de erro como guias de um processo h-adaptativo, utilizando
para isso o critério de equidistribuicdo do erro elementar. Na segunda discute-se a
influéncia dos critérios de malha 6tima. Sdo empregados tanto elementos lineares

como quadraticos.

4.3.1 Andlise dos estimadores de erro como guia de um processo h-adaptativo

Visando realizar uma analise comparativa da aplicacdo dos estimadores de
erro, é solucionado o problema unidimensional anterior empregando o critério de
equidistribuicéo do erro elementar.

Como medida da eficiéncia dos varios estimadores de erro como guias do

processo adaptativo, € utilizado, além dos parametros empregados para o refino

uniforme, o maximo valor do parametro de refinamento elementar (¢ .4) para o

critério de malha otima empregado.

Considera-se que uma solucao é convergente e aceitavel caso satisfaca dois
critérios. O primeiro diz respeito a convergéncia global e requer que o erro relativo
percentual global na malha néo ultrapasse o erro relativo percentual admissivel pré-
estabelecido. De modo a garantir uma solucéo local aceitavel, um segundo critério
de parada estabelece que todos os parametros de erro local elementar estejam
abaixo da unidade, indicando que nenhum elemento precisa reduzir seu tamanho.

Aqui é considerado um unico critério de parada, como definido por Ofiate e
Bugeda (1993), dado por meio da Eq. (3.65), que procura atender ambos os critérios
simultaneamente. Neste caso, espera-se que o parametro de refinamento elementar,

o qual é definido pela multiplicacdo do parametro de erro global pelo parametro de
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erro local elementar, esteja abaixo da unidade. Adicionando uma tolerancia ao
critério, deseja-se que nenhum parametro de refinamento elementar ultrapasse 1,2.
Esse fator é determinado de modo que seja especificado, além de uma tolerancia
global do erro, um parametro que defina um critério local de quao préxima a malha
se encontra da malha otima.

Sédo utilizados como parametros iniciais: elementos lineares, uma malha
uniforme composta por 25 elementos e erro relativo percentual admissivel de 1%.
Através da Tabela 3 sdo apresentados 0s parametros que caracterizam o processo
adaptativo. As solucbes obtidas para elemento linear empregando os diferentes

estimadores sdo apresentadas nas Figuras de 6 a 10.

Tabela 3 - Resultados do Problema 1: Elemento linear, refino h-adaptativo e critério
de equidistribuicao do erro.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 37,79% 0,68% 0,45% - -
o _ 0 0,4969 0,9752 0,9978 - -
Media I\I((;Adrx?ls)s mples  NGL 26 385 434 . .
gie,méx 136,20 3,28 1,07 - -
Dg 1,68 0,46 0,16 - -
n 34,80% 0,59% 0,56% 0,43% 0,42%
0 0,4519 0,9855 0,9935 0,9975 0,9984

Zie”kie(";izc)z e zhu NGL 26 386 447 495 510

Coms 107,13 1,62 1,60 1,64 0,99

Dg 2,63 0,21 0,15 0,13 0,12
n 37,79% 0,73% 0,48% - -
Superconvergente de o 0,4969 1,0388 1,0042 - -
Rec;p;(e;rr%geéso de NGL 26 385 435 - -
(SPR) Comax 136,20 4,63 1,19 - -
Dg 1,68 0,08 0,07 - -
n 37,79% 0,73% 0,48% - -
Recuperag&o por 0 0,4969 1,0388 1,0042 - -
Equilibrio de Padrdes NGL 26 385 435 - -
(REP) Comsx 13620 4,63 1,19 - -

D, 1,68 0,08 0,07 ; )
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Figura 6 — Problema 1: Solucbes adaptativas para o estimador MNS. (a) Deslocamentos para
malha inicial (26 GL). (b) Deslocamentos apos convergéncia (434 GL).
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Figura 10 — Problema 1: Solucbes adaptativas para o estimador REP. (a) Deformacgdes para
malha inicial (26 GL). (b) Deformagdes apds convergéncia (435 GL).

Observa-se, através da Figura 6, que os erros analisados na variavel
priméria sdo muito baixos, caracteristica esta, que impossibilita a comparacdo dos
estimadores de erros com base em graficos referentes ao campo de deslocamentos.
Logo, para os demais estimadores, somente as solucées do campo de deformacdes
sdo apresentadas. Pode-se perceber que, mesmo para malhas ndo uniformes,
quando o elemento linear € aplicado, todos os estimadores de erro mostram-se
adequados. Este fato pode ser comprovado através da Tabela 3, onde sado expostos

os indices de efetividade globais () e os desvios de indice de efetividade (D,).

Além disso, os critérios de convergéncia local e global sdo atendidos para o corrente
problema.
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Por fim, séo utilizados como parametros: elementos quadraticos, uma malha
composta por 12 elementos e erro relativo percentual admissivel de 1%. Através da

Tabela 4 sdo apresentados os parametros que caracterizam o processo adaptativo.

Tabela 4 — Resultados do Problema 1: Elemento quadratico, refino h-adaptativo e
critério de equidistribuicdo do erro.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3
n 34,40% 1,26% 0,27%
_ _ o 0,5064 0,6254 0,4334
Média I\I(;)Ad'\?ls)&mples NGL o5 65 79
éuie,max 84,23 4,15 1,08
D, 2,11 1,14 1,09
n 32,48% 1,22% 0,22%
S 0 0,4748 0,5697 0,3640
ZIGHkIG(V;;:)Z e Zhu NGL o 73 83
gie,méx 78,76 4,96 0,66
D, 3,69 0,58 0,75
n 44,72% 1,59% 0,28%
SuperconvergNente de 0 0,6912 1,0708 0,9865
Recuperagdo de NGL 25 7 01
(SPR) Cie.méx 121,52 7,25 0,62
D, 3,15 0,69 0,52
n 52,98% 1,77% 0,37%
Recuperacio por o 0,8635 1,2143 1,1542
Equilibrio de Padr&es NGL 25 75 91
(REP) Cio s 138,49 8,67 0,97
Dg 3,87 1,74 1,51

De acordo com esses parametros é possivel concluir que os estimadores
baseados em padrdes, REP e SPR, mostram-se efetivos na estimativa do erro
quando da conducdo de um processo h-adaptativo para elemento quadratico, ou
seja, possuem boas medidas do erro mesmo para malhas nao uniformes. Destaca-
se nesse sentido o estimador SPR por apresentar indices de efetividade globais (&)

mais proximos da unidade e desvios de indices de efetividade (D,) menores do que

o estimador REP. Além disso, os estimadores MNS e ZZ apresentam indices de
efetividade inferiores a unidade, ou seja, subestimam o erro ao longo da malha.
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Influéncia do critério de malha 6tima
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Com o objetivo de avaliar as diferencgas entre os critérios de malha de étima,

partindo-se dos mesmos parametros iniciais da se¢do anterior, é aplicado o critério

de equidistribuicdo do erro especifico (densidade de erro) utilizando o estimador

SPR como guia do processo. Os resultados sdo apresentados na Tabela 5, sendo a

solucdo adaptativa visualizada na Figura 11. Neste caso, como constatado por

Onate e Bugeda (1993) no contexto de outros problemas, fica evidente que os

processos adaptativos sdo altamente dependentes dos critérios de malha 6tima.

Tabela 5 — Problema 1: Comparacao entre os critérios de malha 6tima para o estimador

SPR, elemento linear e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima

Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malha6

n 37,79% 0,73% 0,62% 0,50% 0,58% 0,42%
S 6 04969 10388 10486 1,0764 10443  1,1052
Equidistribuicdodo ) - g 385 687 869 976 1144
erro especifico
é’ie méx 136,20 5,68 2,72 1,50 2,69 1,11
Dg 1,68 0,08 0,07 0,05 0,18 0,15
n 37,79% 0,73% 0,48% - - -
o 0,4969 1,0388 1,0042 - - -
Equidistribuicao NGL 26 385 435 i i )
do erro
Coma 13620 4,63 1,19 - - -
De 1,68 0,08 0,07 - - -
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Figura 11 — Problema 1: Soluc8es adaptativas para Estimador SPR. (a) Deformacdes para
malha inicial (26 GL). (b) Deformagdes ap0s convergéncia (1144 GL).
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Assim, para o problema abordado, como pode ser observado através da
Figura 12, o critério de equidistribuicdo do erro especifico tende a concentrar mais e
menores elementos em regides onde os gradientes sao elevados. Com isso, 0
critério de equidistribuicdo de erro conduz a uma distribuicio com um custo

computacional inferior devido ao menor nimero de graus de liberdade.
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————— Solugao numsrca Solugéo numérica
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5 1 1 1 1 1 L L 53.8 r r r r r r r

044094 0.4436 04438 0.4dd 0.44dp 04444 04445 04448 0.445 0.4434 0.4436 0.4438 0.444 0.4442 0.4444 0.4446 0.4448 0.445
Comprimenta [m) Comprimento (m)

(a) (b)
Figura 12 — Vista ampliada na recuperacao por estimador SPR. (a) Critério de
equidistribuicdo do erro. (b) Critério de densidade do erro.

Por fim, os seguintes parametros s&o empregados: estimador SPR,
elementos quadraticos, uma malha composta por 12 elementos e erro relativo
percentual admissivel de 1%. Através da Tabela 6 sdo expostos 0s parametros que

caracterizam o processo adaptativo.

Tabela 6 — Problema 1: Comparacao entre os critérios de malha 6tima para o estimador
SPR, elemento quadratico e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima Malha 1 Malha 2 Malha 3
n 44,72% 1,59% 0,21%
S o 0,6912 1,0708 1,0204
Eqwdlstrlbuu,;ao do NGL o5 75 101
erro especifico
Cie max 121,52 15,59 0,96
D, 3,15 0,69 0,55
n 44,72% 1,59% 0,28%
0 0,6912 1,0708 0,9865
Equidistribuicao NGL o5 75 91
do erro
Cie méx 121,52 7,25 0,62

D, 3,15 0,69 0,52
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Da mesma maneira que para elementos lineares, o critério de
equidistribuicéo do erro especifico atende aos critérios de convergéncia, porém, com
um numero de graus de liberdade superior ao do critério de equidistribuicdo do erro

elementar.

4.4 PROBLEMA PLANO DE CONDUCAO TERMICA — REFINO UNIFORME

Esta secdo busca analisar o comportamento dos diferentes estimadores em
tela considerando um problema linear plano de conducéo térmica. Inicialmente séo
realizados sucessivos refinos uniformes de forma a verificar 0 comportamento dos
diversos estimadores de erro. Nesse caso, considerando um problema definido em
um dominio ©Q e submetido unicamente a condicdes de contorno de Dirichlet

homogéneas, tem-se que sua forma forte pode ser posta como (REDDY, 2006):

—V(kvT)=f em Q=(0,1)°cR?

(4.7)
T=0 em It,

onde T é o campo de temperaturas, k a matriz de condutividade térmica (no

corrente problema, considerada isotropica), f a fonte interna de calor, I'; o

contorno e V € o operador gradiente, o qual pode ser expresso por

V(.)=%i +%j. (4.8)

Neste caso, a forma variacional equivalente ao problema de valor de

contorno dado pela Eq. (4.7) € expressa por:

Encontrar T (X,y) € Hy (Q)que satisfaz
[(vW) kvTda=[vidQ, Vv veHi(Q).
Q

Q

(4.9)
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Denotando:

B(T.v)=[(VV) kVTdQ e
o (4.10)
|(v) = [vf d©,
Q
pode-se resumir a Eq. (4.9) a:
Encontrar T (x,y) € Hg (Q)que satisfaz : (4.11)

B(T.v)=I(v), V veH;(Q),

onde B(+,) é a forma bilinear continua associada ao problema e definida em H; x Hg,

v € uma funcdo de variacdo cinematicamente admissivel, () € um funcional
continuo e linear.

A fonte interna de calor aplicada € tal que a solucdo analitica é dada por
(CASTELLAZZI et al., 2010; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)

T (xy)=x(1-x)y(1-y)arctan[a(p - py)], (4.12)

sendo p= (x +y)/\/§, Po =0,8 e a=20. A Figura 13 representa a solucdo exata em

termos de temperatura.

Este processo é aplicado para elementos triangulares lineares (CST) e
elementos triangulares quadraticos (LST), sendo os resultados apresentados nas
Tabelas 7 e 8, respectivamente. Como medida da eficiéncia dos varios estimadores
de erro sdo utilizados os mesmos parametros empregados para o problema

unidimensional de barra com refino uniforme.
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A sequéncia de malhas empregadas € exposta na Figura 14 e nas Figuras

15 e 16 podem ser observadas as taxas de convergéncia do erro e do indice de

efetividade global em funcdo do numero de graus de liberdade na malha para
elemento CST e LST, respectivamente.

N

Malha 1 — 32 elementos.

AN NN

AN ANAYAYAN AV AV AN A AV ANANANANAY

AN ANAYAVANN

WAZAAAAAANAAAAA AL

Malha 4 — 2048 elementos.

Malha 2 — 128 elementos.

0.06

0.04

=]

VAVAYAVAVAYAYAYA

Malha 3 — 512 elementos.

Malha 5 — 8192 elementos.

0.06

Figura 14 — Problema 2: Resultados obtidos para diferentes malhas empregadas para
analise dos diversos estimadores.
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Figura 15 — Problema 2: (a) Erro relativo percentual global para elemento CST. (b) indice de
efetividade global para elemento CST.

Como observado na Tabela 7 e na Figura 15, os quatro estimadores de erro,
quando aplicados ao problema plano de conducao térmica empregando elemento
CST, mostram-se eficientes, pois possuem indice de efetividade global (8 ) tendendo

a unidade e a medida do desvio do indice de efetividade (D,) tendendo a zero a

medida que a malha € refinada. Como observado no problema unidimensional de
barra utilizando elemento linear, os estimadores de erro SPR e REP sé&o
equivalentes também para elemento CST no problema em analise.

Com o intuito de quantificar a diferengca entre o custo computacional dos
quatro estimadores de erro, foram medidos os tempos de processamento para cada
processo de recuperacdo em uma malha uniforme composta por 800 elementos e
empregando o elemento CST. Os tempos relativos, ou seja, 0s tempos
especificados em uma escala, onde um indica o estimador com menor custo
computacional sdo: MNS (1), SPR (39), REP (53) e ZZ (162). Logo, pela
simplicidade de implementacdo e pelo menor custo computacional, destaca-se o
estimador MNS, o qual, para o elemento CST, tem caracteristicas muito préximas
aos estimadores REP e SPR. Cabe ressaltar que os valores aqui expressos sao
dependentes, ndao somente da natureza de cada processo de recuperacao, mas

também da técnica de programacao do algoritmo.
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Tabela 7 - Resultados do Problema 2: Elemento CST e refino uniforme.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 57,39% 43,76% 29,90% 17,88% 9,37%
Média Nodal Simples 0 0,5886 0,7907 0,9029 0,9922 1,0094
(MNS) NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,60 0,54 0,25 0,17 0,15
n 53,72% 40,99% 28,05% 16,97% 9,12%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,5349 0,7302 0,8422 0,9402 0,9827
(Z22) NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,52 0,33 0,18 0,11 0,07
n 61,34% 44,44% 29,96% 17,88% 9,37%
Superconvergente de
Padroes NGL 25 81 289 1089 4225
SPR
(SPR) D, 0,47 0,49 0,22 0,15 0,14
n 61,34% 44,44% 29,96% 17,88% 9,37%
Recuperacdo por 0 0,6523 0,8061 0,9049 0,9925 1,0094
Equilibrio de Padrdes
(REP) NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,47 0,49 0,22 0,15 0,14

Da mesma forma que para elemento CST, os tempos de processamento dos
diferentes processos de recuperacéo foram obtidos empregando o elemento LST e
uma malha uniforme composta por 200 elementos. Neste caso, 0s tempos relativos
sd0: MNS (1), SPR (59), ZZ (156) e REP (168).

Por outro lado, para o elemento LST, é possivel observar na Tabela 8 e na
Figura 16, que os estimadores MNS e ZZ ndo se mostram eficientes, subestimando
o erro ao longo da malha, ou seja, possuem um indice de efetividade global (&)
inferior a unidade. Porém, como esperado, os estimadores de erro baseados em
padroes, REP e SPR, possuem precisdo comparaveis e podem ser utilizados como
estimadores de erro para esse elemento. Pode-se visualizar na Figura 16 uma
caracteristica oscilatéria utilizando o estimador SPR e REP, onde repentinamente
mesmo com o aumento do nimero de graus de liberdade da malha 2 para a malha 3
o indice de efetividade afasta-se da unidade e o desvio do indice de efetividade
aumenta. Logo apds, a convergéncia para o erro verdadeiro da malha continua da
forma esperada. A principio, ndo ha uma explicacdo matematica para esse fato.
Uma possivel causa, € o inadequado posicionamento de algum elemento da malha 3

na regido critica da solucdo, ocasionando um elevando indice de efetividade
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elementar. Deve ser frisado que esse fendbmeno nédo € evidenciado quando de um

refino uniforme partindo de uma malha com 50 elementos.

4.5 3 3

MNS @ D MNS
zz 4r /\ v 72z
SPR / o\ SPR
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(a) (b)

Figura 16 — Problema 2: (a) Erro relativo percentual global para elemento LST. (b) indice de
efetividade global para elemento LST.

Tabela 8 - Resultados do Problema 2: Elemento LST e refino uniforme.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 29,47% 20,01% 2,73% 1,32% 0,39%
Média Nodal Simples 6 0,4820 0,5981 0,5893 0,6034 0,5226
(MNS) NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,61 0,85 0,48 0,56 0,69
n 27,16% 18,40% 2,57% 1,22% 0,37%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,4410 0,5482 0,5533 0,5538 0,4859
(Z2) NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,55 0,57 0,49 0,58 0,68
Superconvergente de n 89,99% 41,78% 18,89% 3,42% 0,83%
Recuperacao de 0 3,2261 1,3465 4,1445 1,5586 1,1022
Padroes NGL 25 81 289 1089 4225
(SPR) D, 6,89 5,03 6,99 1,77 0,75
n 91,48% 35,62% 19,24% 3,41% 0,85%
Recuperagdo por 0 3,5411 1,1161 4,2245 1,5520 1,1234
Equilibrio de Padrdes
(REP) NGL 25 81 289 1089 4225

D, 7,24 2,47 6,89 1,56 0,73
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4.4.1 Padrdes de nds sobre o contorno

Uma das particularidades dos estimadores baseados em padrdes, SPR e
REP, estudada por Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b, 1995) consiste em néo incluir
os padrbes formados a partir de nés pertencentes aos contornos para o calculo do
campo de tensdes recuperadas, buscando-se assim os coeficientes dos nés de
vértices mais proximos. Neste trabalho, a esta abordagem da-se o nome de classica.
Segundo o0s autores, caso iSsO nao seja seguido, a superconvergéncia nos
contornos é perdida.

De forma a verificar essa propriedade aplicada ao problema plano de
conducédo térmica empregam-se o0s elementos CST (Tabela 9 e Figura 17) e LST
(Tabela 10 e Figura 18) e o estimador SPR em uma abordagem denominada de

abordagem teste.

2.2 22

F 1.6

(a) (b)
Figura 17 — Problema 2: indices de efetividades elementares para elemento CST e
estimador SPR. (a) Abordagem classica. (b) Abordagem teste.
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Nesta abordagem inclui-se a recuperacdo dos nds dos contornos em gue 0S
pontos superconvergentes sado suficientes para a formacédo do padréo (trés pontos
para elemento CST e seis pontos para elemento LST).

Tabela 9 - Resultados do Problema 2: Comparacao entre abordagem classica e abordagem
teste para elemento CST, estimador SPR e refino uniforme.

Abordagem Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 64,87% 46,26% 30,50% 18,02% 9,40%
Teste 0 0,7160 0,8477 0,9228 1,0003 1,0133
NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,66 0,67 0,37 0,25 0,19
n 61,34% 44,44% 29,96% 17,88% 9,37%
) o 0,6523 0,8061 0,9049 0,9925 1,0094
Classica
NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,47 0,49 0,22 0,15 0,14

Nota-se, pela Tabela 9, que, para o elemento CST, o indice de efetividade

global (€) e o desvio do indice de efetividade (D,) apresentam resultados inferiores

guando os noés dos contornos séo utilizados (abordagem teste), o que é comprovado

7

atravées da Figura 17, onde é possivel visualizar os indices de efetividades
elementares para o estimador SPR para ambas as abordagens.

Tabela 10 - Resultados do Problema 2: Comparacao entre abordagem classica e
abordagem teste para elemento LST, estimador SPR e refino uniforme.

Abordagem Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 42,02% 33,66% 10,18% 2,82% 0,81%
0 0,7237 1,0466 2,2041 1,2844 1,0728
Teste NGL 25 81 289 1089 4225
D, 0,42 1,87 1,94 0,73 0,56
n 89,99% 41,78% 18,89% 3,42% 0,83%
0 3,2261 1,3465 4,1445 1,5586 1,1022
Classica
NGL 25 81 289 1089 4225
D, 6,89 5,03 6,99 1,77 0,75

Por outro lado, observando a Tabela 10, para o elemento LST, o indice de
efetividade global e o desvio do indice de efetividade apresentam resultados

melhores quando a abordagem teste é empregada, o que € comprovado através da
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Figura 18, onde podem ser observados os indices de efetividades elementares para

as duas abordagens.

(@) (b)
Figura 18 — Problema 2: indices de efetividades elementares para elemento LST e
estimador SPR. (a) Abordagem Classica. (b) Abordagem teste.

4.5 PROBLEMA PLANO DE CONDUCAO TERMICA — REFINO H-ADAPTATIVO

Nesta secdo sdo comparadas as caracteristicas e eficiéncia dos diversos
estimadores de erro como guias do processo h-adaptativo aplicado ao problema
plano de conducéo térmica utilizando os elementos CST e LST. Dois critérios de
malha 6tima distintos sdo utilizados, equidistribuicdo do erro e equidistribuicdo do
erro especifico (densidade de erro), cujas formulacdes sdo expostas no Capitulo 3.

O problema de valor de contorno é o mesmo apresentado na secéo anterior.
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4.5.1 Andlise dos estimadores de erro como guia de um processo h-adaptativo

Como medida da eficiéncia dos varios estimadores de erro como guias do
processo adaptativo, sao utilizados, além dos parametros para refino uniforme, o

maximo valor do parametro de refinamento elementar (¢; ), @ média simples dos

e,max
valores do parametro de erro local elementar (&, ..q) © O desvio do parametro de

erro local elementar (D- ).

Uma correcdo empirica para o estimador de erro baseado na norma em
energia (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987) propde a multiplicacdo do parametro de

refinamento em cada elemento (&) por um fator, o qual varia de acordo com o

elemento empregado (elemento CST: 1,3; elemento LST: 1,4). Porém, note que
esse fator ndo faz distingdo nenhuma entre elementos que necessitam diminuir ou
amentar seu tamanho. Logo, no corrente trabalho, utilizar-se-a um parametro de
refinamento corrigido variando de acordo com o parametro de refinamento
verdadeiro. Com o objetivo de controlar o crescimento desordenado dos elementos,
0 qual pode gerar uma baixa qualidade da malha obtida, é introduzido um fator de

amortecimento sempre que &, <1, ou seja, quando ocorre desrefino (FANCELLO;

FEIJOO, 1992). Além disso, em problemas planos, devido a natureza do processo
adaptativo, unido com as caracteristicas proprias do gerador de malha empregado,
também surge a necessidade da utilizacdo de um fator de correcdo quando &, >1,
ou seja, quando ocorre refino. Dessa forma, o parametro de refinamento

efetivamente utilizado para o calculo do novo tamanho elementar, o qual pode ser

visto na Figura 19, é dado por:

o > &+ (1_298“"), para &, <1.
(4.13)

$e > & +(§ie_1) para &, >1

e e 4 ' e )

O processo de refino adaptativo é iniciado com a seguinte configuracao:
elemento CST, uma malha uniforme composta por 32 elementos, erro relativo

percentual admissivel de 10% e critério de malha 6tima de equidistribuicdo do erro.
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A Tabela 11 apresenta os parametros que caracterizam o processo adaptativo. As
solucbes obtidas para elemento linear empregando os diferentes estimadores

podem ser visualizadas na Figura 20.

Parametro de refinamento corrigido
w
T
1

0 r r r
0 1 2 3 4 5

Parametro de refinamento

Figura 19 — Parametro de refinamento corrigido em funcéo do paradmetro de refinamento
verdadeiro.

Pela Tabela 11, observa-se que, para o problema em analise e utilizando o
elemento CST, assim como ocorreu para refino h-uniforme, todos os estimadores de
erro apresentam um indice de efetividade tendendo a um e um desvio do indice de
efetividade tendendo a zero quando o erro na malha tende a um valor baixo.

Também é possivel perceber que o erro relativo percentual global () na Ultima

malha, para todos os estimadores, é proximo e abaixo do erro relativo percentual
admissivel requerido, sendo que em apenas duas iteracdes o critério global ja é

satisfeito (n7<7 =10%). Ademais, outra caracteristica apresentada por estes

estimadores, quando utilizados como guias de um processo adaptativo, € que
conduzem a uma malha que claramente acompanha as regides de maiores
gradientes, como pode ser observado na Figura 20.

Por outro lado, ¢, .4 Chega a valores proximos aos de convergéncia (um),

mas nao consegue alcanca-los. Esse fato pode ocorrer, por exemplo, devido a
influéncia do gerador de malha empregado e ndo é objeto de estudo do presente
trabalho. Percebe-se pela Tabela 11 e pela Figura 20 uma ligeira oscilacdo dos

parametros de erro locais a partir da malha 3 para todos os estimadores, onde, em
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geral, os elementos sdo aumentados além do que necessitam em determinadas
regides e entdo refinados além do que necessitam em outras. Dessa maneira, €
evidente certa dificuldade em termos de convergéncia local. Essa questdo nao é

tratada pela maioria dos autores.
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Figura 20 — Problema 2: Parametros de erro local (fie) para elemento CST utilizando o
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critério de malha 6tima de equidistribuicdo. (a) Estimador MNS. (b) Estimador ZZ. (c)
Estimador SPR. (d) Estimador REP.

Como caracteristica do critério de malha 6tima adotado tem-se um desvio do

parametro de erro local (D: ) reduzindo continuamente a zero e a média dos
e
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parametros de erro local (éjie,med) tendendo a unidade, caracteristicas essas

desejaveis, pois indicam que a malha aproxima-se da malha 6tima.

Tabela 11 - Resultados do Problema 2: Elemento CST, refino h-adaptativo e critério de
equidistribuicéo.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
] 57,39%  17,39%  658% 6,52% 7,44%
0 05886 10411 10331 10264  1,0306
NGL 25 640 2210 1743 1316
Média N(T\’/Id,\"l"'S)Simp'es Comax 850 15,10 2,43 1,40 1,92
D, 0,60 0,33 0,31 0,34 0,34
D 0,41 0,93 0,60 0,30 0,25
Coveg 092 0,57 0,82 0,96 0,97
] 53,72%  1472%  6,98% 6,96% 7,73%
0 05349 09916 09875 09898  0,9896
NGL 25 599 1636 1393 1116
Zie”kie(";izc)z eI T84 8,42 2,51 157 1,56
D, 0,52 0,13 0,11 0,11 0,12
D 0,36 0,82 0,49 0,27 0,24
Coveq 094 0,66 0,88 0,96 0,97
" 61,34%  12,68%  6,90% 6,87% 7,80%
0 06523 10721 10208 10268  1,0343
Superconvergentede  NGL 25 844 1826 1508 1199
Recuperacaode  fme 785 4,31 2,95 1,37 1,90
(SPR) D, 0,47 0,30 0,35 0,35 0,35
D 0,22 0,76 0,52 0,26 0,24
Coveg 097 0,71 0,87 0,97 0,97
7 61,34%  1268%  6,90% 6,87% 7,80%
0 06523 10721 10208 10268 1,043
Recuperacio por  NGL 25 844 1826 1508 1199
Equilibrio de Padrdes C:ie,max 7,85 4,31 2,95 1,37 1,90
(REP) D, 0,47 0,30 0,35 0,35 0,35
D, 0,22 0,76 0,52 0,26 0,24
Coveg 097 0,71 0,87 0,97 0,97

Um trabalho similar ao corrente foi apresentado por Castellazzi et al. (2010),
onde o autor realiza adaptatividade isotropica utilizando o software GID para a
geracdo da malha e empregando um estimador de erro a posteriori baseado em
recuperagdo por compatibilidade em padrdes (RCP). Os resultados apresentados
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por Castellazzi et al. (2010) na malha 3 apresentam um indice de efetividade de
1,027, erro relativo percentual global de 9,20% e 1881 elementos. Ou seja, estes
resultados sdo muito préximos aos apresentados pelos estimadores aqui discutidos,
exceto pelo critério de convergéncia, para o qual os autores consideram somente 0
critério global.

Com o objetivo de avaliar a qualidade dos estimadores de erro baseados em
padrbes, SPR e REP, quando guias de um processo h-adaptativo empregando o
elemento LST, os seguintes parametros iniciais sédo utilizados: malha uniforme
composta por 32 elementos, erro relativo percentual admissivel de 3% e critério de
malha 6tima de equidistribuicdo do erro. Os parametros de qualidade do processo
adaptativo e dos estimadores de erro podem ser observados na Tabela 12, sendo os
parametros de erros locais visualizados na Figura 21.

Esse processo nao € realizado para os estimadores MNS e ZZ, uma vez
gue, como exposto na Secao 4.4, os mesmos apresentam indices de efetividade
globais (#) inferiores a unidade para o corrente problema empregando elemento
LST e ndo convergem para o erro verdadeiro quando o numero de graus de
liberdade do sistema é aumentado. Através da Tabela 12, pode-se notar que para o
presente problema empregando elemento LST, quando o mesmo é submetido ao
processo h-adaptativo, sédo obtidos valores aceitaveis de indices de efetividade (8).

Tabela 12 - Resultados do Problema 2: Elemento LST, refino h-adaptativo e critério de
equidistribuicéo.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 33,66% 6,92% 2,21% 2,04% 2,14%
% 1,0466 1,2881 1,2034 1,1966 1,2121
Superconvergentede  NGL 81 621 1112 1107 1093
Recuperacdode 1 mex 3230 8,94 2,53 1,70 1,98
(SPR) D, 1,87 0,51 0,61 0,44 0,49
Déjie 0,72 0,86 0,57 0,51 0,52
o med 0,74 0,63 0,84 0,87 0,86
n 38,83% 6,07% 1,97% 2,20% 2,00%
7 1,2337 1,2892 1,1764 1,1563 1,1572
Recuperag&o por NGL 81 713 1181 1163 1175
Equilibrio de Padrdes é/ie,méx 31,31 8,16 2,60 2,34 1,78
(REP) D, 4,19 0,61 0,65 0,65 0,65
D. 0,69 0,87 0,55 0,58 0,54

e
e 0,76 0,62 0,85 0,83 0,85
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Figura 21 — Problema 2: Parametros de erro local (fie) para elemento LST utilizando o
critério de malha 6tima de equidistribuigc&o. (a) Estimador SPR. (b) Estimador REP.
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Em geral, o estimador SPR possui menores desvios de indice de efetividade
(D,) quando comparado com o estimador REP. Além disso, para todas as iteragoes
os indices estdo acima da unidade, ou seja, eles superestimam o erro e, desse
modo, 0 processo se mostra conservativo. Também pode ser constatado que, a

partir da malha 3, os desvios do parametro de erro local (D- ) e a média do

parametro de erro local (Eie’med) sao minimamente alterados indicando que a malha

pouco se modifica durante as trés ultimas iteracoes.
4.5.2 Influéncia do critério de malha étima

De modo a confrontar as diferencas entre os critérios de malha étima de
equidistribuicéo do erro e de equidistribuicdo do erro especifico para elemento CST,
este segundo critério € aplicado partindo-se de uma malha com 32 elementos, 10%
de erro percentual global admissivel e utilizando o estimador ZZ. Os resultados
comparativos sdo expostos na Tabela 13 e podem ser visualizados na Figura 22.

Tabela 13 — Problema 2: Comparacgédo entre os critérios de malha 6tima para o estimador
ZZ, elemento CST e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 57,72% 14,72% 7,43% 7,43% 7,58%
o 0,5349 0,9916 0,9747 0,9716 0,9606
o NGL 25 599 1599 1971 2054
d'iqe“r':’o'ség';:é%?go Comse 184 4,93 1,80 1,47 1,44
D, 0,52 0,13 0,10 0,10 0,11
Dé:ie 0,36 0,80 0,42 0,28 0,23
é’ie med 0,94 0,68 1,24 1,15 1,10
n 53,72% 14,72% 6,98% 6,96% 7,73%
o 0,5349 0,9916 0,9875 0,9898 0,9896
NGL 25 599 1636 1393 1116
FUICISTIDUIGR0 e 784 8,42 2,51 1,57 1,56
De 0,52 0,13 0,11 0,11 0,12
Dfie 0,36 0,82 0,49 0,27 0,24

4”_ 0,94 0,66 0,88 0,96 0,97
ie,med
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Figura 22 — Problema 2: Parametros de erro local (g:ie) para elemento CST e estimador ZZ.
(a) Critério de equidistribuicdo do erro. (b) Critério de equidistribuicdo do erro especifico.
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Claramente o processo h-adaptativo conduz em ambos os casos a um

desvio do parametro de erro local (D ) tendendo a zero e a média do parametro de

erro local ({ meq ) tendendo a unidade. Ou seja, o procedimento de refino conduz a

uma malha proxima a malha étima. Assim, é possivel observar através da Tabela 13
e da Figura 22 que o critério de malha 6tima de equidistribuicdo de erro especifico,
em comparacao com o critério de equidistribuicdo do erro, conduz a uma malha mais
densa nas regides de maiores gradientes. Essa caracteristica, apesar de apresentar
um custo computacional mais elevado, pode ser interessante em algumas
aplicacbes de engenharia, pois, em geral, as regibes de maiores gradientes sao as
regides mais criticas da estrutura.

Além disso, para o problema em analise, utilizando o critério de malha 6tima
de equidistribuicdo do erro especifico elementar a malha converge lentamente para
a malha esperada somente aumentando-se o numero de graus de liberdade,
diferentemente do critério de equidistribuicdo do erro, em que ocorre aumento do
namero de graus de liberdade (NGL) da malha 2 para a malha 3, e, apds isso,
ocorre uma diminuicdo do NGL da malha 3 para malha 4 e da malha 4 para a malha
5 (Tabela 13).

Por fim, para comparar as diferencas entre os critérios de malha 6tima de
equidistribuicdo do erro e equidistribuicdo do erro especifico para o elemento LST e
verificar a eficiéncia do estimador SPR como guia de um processo h-adaptativo
bidimensional, 0 mesmo € aplicado tendo como ponto de partida uma malha com 32
elementos e 3% de erro percentual global admissivel. Os resultados sdo expostos
na Tabela 14 e podem ser visualizados na Figura 23.

Nesse caso, 0s demais estimadores ndo sao aplicados ja que MNS e ZZ ndo
se mostram eficientes para a estimativa do erro para o elemento LST aplicado ao
problema em anélise. Além disso, o estimador REP é comparavelmente equivalente
ao SPR. Como verificado para o elemento CST, o elemento LST também apresenta
um maior numero de elementos concentrados nas regides de maior gradiente. Além
disso, tem-se um indice de efetividade proximo e acima da unidade, caracteristica
essa que garante uma superestimava do erro. Através da Figura 23 é possivel
visualizar que, independente do critério de malha étima adotado, o estimador SPR
pode conduzir com sucesso um processo h-adaptativo para elemento LST aplicado

ao problema plano de conducéo térmica.
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Figura 23 — Problema 2: Parametros de erro local (fie ) para elemento LST e estimador

SPR. (a) Critério de equidistribuicdo do erro. (b) Critério de equidistribui¢cdo do erro
especifico.
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Tabela 14 — Problema 2: Comparac¢éao entre os critérios de malha 6tima para o estimador
SPR, elemento LST e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 33,66% 6,92% 2,02% 1,83% 1,95%

0 1,0466 1,2881 1,2033 1,1365 1,1616
NGL 81 621 1331 1520 1584

Equidistribuicéo

Go oo semeeics Coma 3230 11,82 2,78 2,21 1,97
D, 1,87 0,51 0,49 0,41 0,48

D, 072 1,05 0,76 0,67 0,56

Z... 074 0,77 1,09 1,03 0,93

N 3366%  692%  221%  204%  214%

0 10466 12881 12034 11966 12121

o NGL 81 621 1112 1107 1093
FUICISTIDUIGRO e 3230 8,94 2,53 1,70 1,98
D, 1,87 0,51 0,61 0,44 0,49

D, o7 0,86 0,57 051 0,52

Z.... 074 0,63 0,84 0,87 0,86

4.6 PROBLEMA DE ELASTICIDADE PLANA — REFINO UNIFORME

Neste problema, considera-se que as equag¢des de equilibrio sdo limitadas e
decorrem da elasticidade linear, onde um sélido de dominio £ é sujeito a forcas de

corpo b. Denota-se ainda o contorno do dominio 2 por I',. Se u, &(u) e o(u)

séo, respectivamente, os campos de deslocamentos, deformacdes e tensbes e D é
0 tensor constitutivo material (nesse caso, um material isotropico, elastico e linear),

obtém-se o seguinte problema de valor de contorno (KHENNANE, 2013):

¢ Relacao constitutiva do material:

o =De(u) (4.14)

e Equacdes cineméticas (considerando pequenos deslocamentos, u, e

pequenas deformacgoes, ¢):



e=V°ou =%(VU+VTU)

onde V é o operador gradiente e pode ser expresso pela Eq. (4.8).

e Equacao diferencial de equilibrio:
div(o)+b=0 Vxe2=(01)cR?

e Condicdes de contorno de Dirichlet homogéneas:

u=0 Vvxel,.

101

(4.15)

(4.16)

(4.17)

No corrente caso, o problema de valor de contorno posto acima (equacao

diferencial de equilibrio e condicbes de contorno) pode ser escrito através de sua

forma variacional equivalente:

Encontrar u(x,y) € Hy (Q)que satisfaz

[(vsv) DVeuda=[vbda, v veHi(Q).
Q Q

Definindo:

B(uv)= J'(st )T DVSudQ e
Q

I(v)=[vTb dQ,

a Eq. (4.18) resume-se ao problema de valor de contorno variacional:

Encontrar u(x,y) € Hy(Q) que satisfaz
B(uv)=I(v), V veH;(Q),

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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onde B(-,) é a forma bilinear continua associada ao problema e definida em H; x Hg,

v € uma funcdo vetorial de variacdo cinematicamente admissivel e I(-) € um
funcional continuo e linear.
Neste caso, as forcas de corpo aplicadas sdo selecionadas tais que a

solucado analitica para o campo de deslocamentos seja dada por

§(xy)= {E} _ x(1-x)y (1~ y)arctan]a(p - po)]{i}, (4.21)

y

sendo p=(x+y)/\/§, P, =0,8e a=20. Considera-se ainda um problema de

elasticidade plana sujeito a um estado de tensdes planas, sendo o médulo de

elasticidade longitudinal E =200GPa, o coeficiente de Poisson v=03 e a
espessura da chapa th=1mm.

Do mesmo modo que os demais problemas ja apresentados, inicialmente
sdo efetuados consecutivos refinos uniformes para comparar o desempenho dos
varios estimadores de erro. As Tabelas 15 e 16 exibem os resultados para o0s
elementos CST e LST, respectivamente. Como indicador da capacidade dos
estimadores de erro, sdo adotados os mesmos critérios utilizados para o problema
unidimensional de barra com refino uniforme e problema linear de conducéo térmica
com refino uniforme.

As taxas de convergéncia do erro e do indice de efetividade global em
funcdo do numero de graus de liberdade na malha para os elementos CST e LST
podem ser visualizadas nas Figuras 24 e 25, nessa ordem. Caracteristicas muito
semelhantes as encontradas para o problema plano de conducgdo térmica sao

verificadas também para o problema de elasticidade plana.
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Figura 24 — Problema 3: (a) Erro relativo percentual global para elemento CST. (b) indice de
efetividade global para elemento CST.

Tabela 15 — Resultados do Problema 3 para o elemento CST e refino uniforme.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 57,25% 44,29% 29,38% 16,45% 8,12%
Média Nodal Simples 0 0,6196 0,8432 1,0065 1,0727 1,0421
(MNS) NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,88 0,75 0,37 0,34 0,26
n 52,73% 40,56% 26,64% 15,09% 7.77%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,5507 0,7574 0,9052 0,9819 0,9968
(Z2) NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,67 0,52 0,20 0,14 0,09
Superconvergente de n 61,45% 44,83% 29,41% 16,45% 8,12%
Recuperacao de 0 0,6912 0,8561 1,0076 1,0726 1,0420
Padroes NGL 50 162 578 2178 8450
(SPR) D, 0,74 0,71 0,35 0,33 0,26
n 61,45% 44,83% 29,41% 16,45% 8,12%
Recuperagdo por 0 0,6912 0,8561 1,0076 1,0726 1,0420
Equilibrio de Padrdes
(REP) NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,74 0,71 0,35 0,33 0,26

Para o corrente problema, ao se utlizar o elemento CST, todos os
estimadores de erro apresentam resultados satisfatérios. Isso significa que os
mesmos possuem como caracteristica um indice de efetividade global (&)

aproximando-se de um e desvio do indice de efetividade (D,) tendendo a zero a

medida que o numero de graus de liberdade na malha é aumentado (Tabela 15 e
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Figura 24). Além disso, como constatado para os demais problemas utilizando refino
uniforme, os estimadores de erro SPR e REP séo equivalentes para elemento CST
no problema corrente (BOROOMAND; ZIENKIEWICZ, 1997a). Destaca-se também a
maior precisdo atingida pelo estimador ZZ para este tipo de elemento, o qual

apresenta um desvio do indice de efetividade inferior aos demais estimadores.

10 13 3 445 13 13
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— SPR
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g 351 O REP
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E
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Numero de Graus de Liberdade Numero de Graus de Liberdade

(a) (b)
Figura 25 — Problema 3: (a) Erro relativo percentual global para elemento LST. (b) indice de
efetividade global para elemento LST.

Tabela 16 — Resultados do Problema 3: Elemento LST e refino uniforme.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 33,80% 20,88% 2,73% 1,37% 0,42%
Média Nodal Simples 0 0,5895 0,5249 0,5805 0,6207 0,5257
(MNS) NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,60 0,71 0,48 0,54 0,68
n 31,10% 19,29% 2,55% 1,26% 0,39%
Zienkiewicz e Zhu 0 0,5371 0,4832 0,5430 0,5690 0,4883
(Z2) NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,57 0,53 0,48 0,57 0,67
Superconvergente de n 90,72% 43,94% 19,93% 3,59% 0,88%
Recuperag&o de 0 3,5389 1,2026 4,3225 1,6262 1,1042
Padroes NGL 50 162 578 2178 8450
(SPR) D, 4,92 4,36 7,37 1,87 0,69
n 49,88% 37,71% 11,23% 2,97% 0,88%
Recuperagdo por 0 0,9447 1,0008 2,4004 1,3433 1,1103
Equilibrio de Padrdes
(REP) NGL 50 162 578 2178 8450

D, 0,35 1,25 1,93 0,58 0,51




105

Observa-se, através da Tabela 16 e da Figura 25, que os estimadores MNS
e ZZ nado sao efetivos na estimativa dos erros quando o elemento LST é aplicado
(OH; BATRA, 1999). Por outro lado, os estimadores de erro REP e SPR, apresentam

comportamentos muito préximos e se mostram aptos como estimadores de erro para
esse elemento.

4.6.1 Padrdes de nés sobre o contorno

Assim como para o problema plano de conducéo térmica, a caracteristica de
superconvergéncia envolvendo os nés sobre os contornos é estudada para o
corrente problema. De maneira a investigar essa especificidade imposta ao
problema de elasticidade plana, € utilizado, considerando o elemento CST (Tabela

17 e Figura 26) e LST (Tabela 18 e Figura 27), o estimador SPR para ambas as
abordagens discutidas na subsecéo 4.4.1.

Tabela 17 - Resultados do Problema 3: Comparac¢éo entre abordagem classica e
abordagem teste para elemento CST, estimador SPR e refino uniforme.

Abordagem Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 61,73% 45,36% 29,60% 16,50% 8,13%
0 0,6963 0,8687 1,0148 1,0762 1,0439
Teste NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,94 0,82 0,42 0,37 0,28
n 61,45% 44,83% 29,41% 16,45% 8,12%
. 0 0,6912 0,8561 1,0076 1,0726 1,0420
Classica
NGL 50 162 578 2178 8450
D, 0,74 0,71 0,35 0,33 0,26

Constata-se, através da Tabela 17 e da Figura 26 que, para o elemento
CST, resultados com qualidade inferior sdo encontrados quando ocorre a inclusao
dos nés do contorno na recuperacdo do campo de tensbes (abordagem teste),

comprovando as afirmacdes realizadas por Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b, 1995).



(a)
Figura 26 — Problema 3: indices de efetividades elementares para elemento CST e
estimador SPR. (a) Abordagem Classica. (b) Abordagem teste.

(b)
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Ao contrario do observado para o elemento CST, quando é utilizada a
abordagem teste para o elemento LST (Tabela 18 e Figura 27), sdo obtidos

melhores resultados. Ou seja, sdo encontrados melhores indices de efetividades

globais e elementares.

Tabela 18 - Resultados do Problema 3: Comparac¢éo entre abordagem classica e

abordagem teste para elemento LST, estimador SPR e refino uniforme.

Abordagem Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 46,09% 36,10% 10,73% 2,95% 0,85%
0 0,8525 0,9515 2,2931 1,3363 1,0744
Teste NGL 50 162 578 2178 8450
Dg 0,46 1,64 2,02 0,75 0,44
n 90,72% 43,94% 19,93% 3,59% 0,88%
0 3,5389 1,2026 4,3225 1,6262 1,1042
Classica
NGL 50 162 578 2178 8450
De 4,92 4,36 7,37 1,87 0,69
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() (b)
Figura 27 — Problema 3: indices de efetividades elementares para elemento LST e
estimador SPR. (a) Abordagem Classica. (b) Abordagem teste.

4.7 PROBLEMA DE ELASTICIDADE PLANA — REFINO H-ADAPTATIVO

Nesta sec¢ao sdo comparados os diversos estimadores de erros como guias
de um processo h-adaptativo aplicado ao problema de elasticidade plana e
empregando os elementos CST e LST. O problema de valor de contorno analisado é
0 mesmo proposto na secao 4.6. Os parametros de discussdo e comparacao dos
estimadores sao idénticos aos utilizados para o problema plano de conducao térmica
h-adaptativo. Além disso, a aplicacdo e a comparacdo dos dois critérios de malhas

Otimas apresentados neste trabalho também séo realizadas.
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4.7.1 Andlise dos estimadores de erro como guia de um processo h-adaptativo

Inicialmente os seguintes parametros sdo adotados: elemento CST, uma
malha uniforme com 200 elementos, erro relativo percentual admissivel de 10% da
energia total e critério de malha 6tima de equidistribuicdo do erro. Nesse caso, 0s
resultados finais que caracterizam o processo adaptativo sado exibidos na Tabela 19.
Através da Figura 28 é possivel visualizar a malha que cada estimador conduz ao
longo do processo adaptativo, além do parametro de refinamento local individual
para cada elemento.

Como mencionado anteriormente, a maioria dos trabalhos apresentados
utilizando refino h-adaptativo, independentemente do problema linear abordado, usa
somente um critério de convergéncia global, o qual € geralmente alcancado em
apenas duas iteracdes, como demonstrado por meio da Tabela 19 para todos os
estimadores. Porém, através de trés parametros discutidos neste trabalho, ou seja, o

maximo valor do parametro de refinamento elementar (¢

ie,max

), @ média simples dos
valores do parametro de erro local elementar (fie mea ) € 0 desvio do parametro de
erro local elementar (DZ ), algumas observacdes podem ser feitas.

Observando a malha 3 em comparacdo com a malha 4 do processo
adaptativo, para todos os estimadores, € percebida uma acentuada queda do desvio

do parametro de erro local elementar (Dg ) e uma aproximacgdo da média simples

dos valores do parametro de erro local elementar (&, .n.q) da unidade,

caracteristicas essas, que demonstram uma relativa melhora da malha adaptada.
Por outro lado, esses parametros sofrem uma reduzida oscilacdo quando do refino
da malha 4 para a malha 5.

Também é possivel observar que, caso o critério de convergéncia fosse local
(nesse caso, 0 maximo valor do parametro de refinamento elementar), dependendo
da tolerancia adotada, o mesmo ndo seria obtido por esse processo, chegando
muitas vezes proximo de ser satisfeito, como por exemplo, atingindo 1,37 para o
maximo valor do parametro de refinamento elementar utilizando o estimador ZZ.
Uma possivel explicacdo para este fato € a influéncia do gerador de malhas

utilizado, o qual, ndo é abordado no corrente trabalho.
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Em relacdo a qualidade dos estimadores, como verificado para o problema
escalar de temperatura, todos os estimadores de erro apresentados utilizando
elemento CST se mostram efetivos também para o problema vetorial exposto,
destacando-se a total equidade entre os estimadores SPR e REP (BOROOMAND;
ZIENKIEWICZ, 1997a).

Tabela 19 — Resultados do Problema 3: Elemento CST, refino h-adaptativo e critério de
equidistribuicdo do erro.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
] 38,94%  8,35% 6,78% 6,96% 7,97%
Z 0,9031 1,0046 10396 10374  1,0416
NGL 242 3210 3640 2776 2222
Média N(‘;Ad,\"l"'S)Simp'es Coms 1041 6,23 1,80 1,45 2,15
D, 0,61 0,41 0,33 0,41 0,45
D, 0,69 0,73 0,53 0,29 0,26
Gy 077 0,73 0,86 0,96 0,97
n 3548%  8,65% 7,27% 7,21% 7,72%
0 08107 09679 09955 09915  0,9905
NGL 242 2426 2930 2454 2022
Zie”kie(";izc)z e . 816 5,93 1,71 1,40 1,37
D, 0,39 0,13 0,12 0,12 0,12
D 0,71 0,67 0,52 0,28 0,24
Covy 075 0,78 0,86 0,96 0,97
] 3917%  7,98% 6,85% 7,25% 8,13%
0 0,9092 1,0870 10419 1,0406 1,0431
Superconvergentede  NGL 242 3222 3286 2508 2094
Recuperacdode 4 me 1040 7,68 1,67 158 2,09
(SPR) D, 0,58 0,39 0,38 0,41 0,44
D 0,68 0,68 0,47 0,27 0,26
Coveg 077 0,77 0,89 0,96 0,97
] 3917%  7,98% 6,85% 7,25% 8,13%
0 0,9092 1,0870 10419 1,0406 1,0431
Recuperacio por  NGL 242 3222 3286 2508 2094
Equilibrio de Padrdes é/ie,méx 10,40 7,68 1,67 1,58 2,09
(REP) D, 0,58 0,39 0,38 0,41 0,44
D 0,68 0,68 0,47 0,27 0,26

é”_ 0,77 0,77 0,89 0,96 0,97
ie,med
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Figura 28 — Problema 3: Parametro de erro local (g‘ie) para elemento CST e critério de

equidistribuicdo do erro. (a) Estimador MNS. (b) Estimador ZZ. (c) Estimador SPR. (d)
Estimador REP.

De modo a confrontar a qualidade dos estimadores de erro, quando da
aplicagdo em um processo h-adaptativo, empregando o elemento LST, € adotada
como configuragdo inicial: malha uniforme com 72 elementos, erro relativo
percentual admissivel de 3% da energia total e critério de malha o6tima de
equidistribuicdo do erro. Os resultados sdo expostos na Tabela 20. Na Figura 29
observa-se a malha produzida por cada estimador, além do parametro de erro local

individual para cada elemento.
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Figura 29 — Problema 3: Par&metro de erro local para elemento LST e critério de
equidistribui¢éo do erro. (a) Estimador SPR. (b) Estimador REP.
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Tabela 20 - Resultados do Problema 2: Elemento LST, refino h-adaptativo e critério de
equidistribuicao.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
N 2250%  530%  228%  222%  2,36%
0 19390 12718 12395 12484 12109
Superconvergentede  NGL 338 1298 2140 2180 2254
Recuperacdode  fma 3462 5,56 2,57 2,20 2,56
(SPR) D, 2,24 0,69 0,56 0,57 0,61
D;. 0,92 0,75 0,54 0,56 0,58
Z. .. 058 0,72 0,85 0,84 0,83
N 2305%  492%  211%  213%  2,10%
0 19890 13167 11994 11720 1,226l
Recuperaciopor  NGL 338 1398 2216 2242 2230
Equilibrio de Padrdes v/ie,max 36,62 4,98 2,39 2,10 2,14
(REP) D, 2,04 0,87 0,80 0,68 0,71
D;. 0,91 0,72 0,52 0,53 0,53
Z.., 059 0,74 0,87 0,86 0,86

Neste caso, somente os estimadores REP e SPR sé&o utilizados, uma vez
gue, os estimadores MNS e ZZ apresentam indices de efetividade pouco adequados
para esse tipo de elemento. Pode-se perceber na Tabela 20 e na Figura 29 que
ambos os estimadores apresentam resultados proximos, conduzindo de maneira
satisfatoria 0 processo adaptativo. Além disso, o critério de convergéncia global é
alcancado na segunda iteracdo, enquanto que o critério local ndo € satisfeito.
Quanto ao numero de graus de liberdade final que cada estimador conduz tém-se

valores aproximados.

4.7.2 Influéncia do critério de malha 6tima

Com a finalidade de verificar a diferenca dos critérios de malha o6tima
apresentados, realiza-se uma nova analise com 0S mesmos parametros iniciais
utiizados anteriormente (elemento CST), porém, empregando o critério de
equidistribuicdo do erro especifico juntamente com o estimador SPR. Uma
comparacao entre os parametros dos dois critérios pode ser observada na Tabela 21

e as malhas e parametros de erro local elementar na Figura 30.
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Figura 30 — Problema 3: Parametro de erro local (Eie ) para elemento CST e estimador SPR.
(a) Critério de equidistribuicdo do erro. (b) Critério de equidistribuicdo do erro especifico.
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Tabela 21 — Problema 3: Comparacgéo entre os critérios de malha 6tima para o estimador
SPR e elemento CST.

Critério de malha 6tima Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
n 39,17% 7,98% 7,24% 7,18% 7,80%
0 0,9092 1,0870 1,0387 1,0470 1,0695
Equidistribuic&o NGL 242 3222 4024 4018 3984
do erro e méx 10,40 2,07 1,54 1,48 1,66
especifico D, 0,58 0,39 0,33 0,34 0,31
Détie 0,68 0,48 0,30 0,28 0,23
Co e 0,77 1,08 1,14 1,15 1,07
n 39,17% 7,98% 6,85% 7,25% 8,13%
0 0,9092 1,0870 1,0419 1,0406 1,0431
o NGL 242 3222 3286 2508 2094
FUICISUIDUIGR0 e 10440 7,68 1,67 1,58 2,09
Dg 0,58 0,39 0,38 0,41 0,44
DEie 0,68 0,68 0,47 0,27 0,26
Co e 0,77 0,77 0,89 0,96 0,97

Como percebido para os demais problemas, o resultado final para um
mesmo erro relativo percentual admissivel apresenta uma acentuada diferenca no
namero de graus de liberdade do sistema, onde o critério de erro especifico fica
caracterizado por apresentar um nimero mais elevado de elementos nas regifes de
maior gradiente.

Por fim, excluindo os estimadores MNS e ZZ, os quais ndo se mostraram
efetivos no calculo dos erros elementares com o elemento LST para o corrente
problema, e o estimador REP, o qual é comparativamente equivalente em precisdo
com estimador SPR e apresenta comportamento instavel. O estimador SPR é
aplicado como guia de um processo h-adaptativo empregando o elemento LST de
modo a comparar o critério de equidistribuicdo de erro e equidistribuicdo do erro
especifico.

Dessa maneira, parte-se de uma malha uniforme com 72 elementos e 3% de
erro percentual global admissivel, sendo os resultados expostos na Tabela 22 e

visualizados na Figura 31.
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Figura 31 — Problema 3: Parametro de erro local (;—ie) para elemento LST e estimador SPR
(a) Critério de equidistribui¢cdo do erro. (b) Critério de equidistribuigdo do erro especifico.

(b)
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Tabela 22 — Problema 3: Comparac¢éo entre os critérios de malha 6tima para o estimador
SPR, elemento LST e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
N 2250%  530%  195%  1,79%  1,68%
0 19390 12718 11847 11332 11967
o NGL 338 1298 2738 2962 3002
diq:r':jgség';:éff?go Coma 3462 8,40 2,74 2,02 2,16
D, 2,24 0,69 0,56 0,53 0,54
D 0,92 1,06 0,72 0,63 0,66
C.., 058 0,96 1,07 1,06 1,10
n 2250%  530%  2,28%  2,22%  2,36%
0 19390 12718 12395 12484 12109
NGL 338 1298 2140 2180 2254
FAUICISTIDUIGRD e 3462 5,56 2,57 2,20 2,56
D, 2,4 0,69 0,56 0,57 0,61
D;. 0,92 0,75 0,54 0,56 0,58
Z..., 058 0,72 0,85 0,84 0,83

Através dos resultados do processo h-adaptativo, percebe-se que o critério
de equidistribuicio do erro elementar, aplicado para o problema vetorial de
elasticidade plana empregando elemento LST, conduz a uma malha com namero de

graus de liberdade significativamente inferior e uma distribuicdo do parametro de
erro local (Eie) relativamente mais suave se comparada ao critério de

equidistribuicdo do erro especifico. Além disso, conclui-se que o estimador SPR tem
a capacidade de guiar um processo h-adaptativo utilizando elemento LST. Porém, os
erros globais e elementares para malhas ndo estruturadas utilizando esse elemento
nao sdo tdo precisos quanto para o elemento CST. Nesse sentido, analisando-se o
conceito de indice de efetividade, o que se espera sao valores superestimados do
erro e malhas mais finas do que o necessario, ja que em todas as iteracdes 0s

indices de efetividades globais resultaram em valores superiores a unidade.
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4.8 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE VIGA DE EULER-BERNOULLI — REFINO
UNIFORME

O quarto problema proposto no corrente trabalho trata da flexdo de viga fina
elastica, linear e isotropica de Euler-Bernoulli. O objetivo é encontrar a funcao

deflexdo da viga w(x) que satisfaca uma equacéao diferencial de quarta ordem e as

condicbes de contorno. Nesse caso especifico, o problema de valor de contorno

pode ser posto como:

d2vv =f, para VxeQ=(0, L)cR*
dx dx

dw dw
W= w-ws () ne (5w
x=0 x=L

(4.22)

onde 1=50.10°m*, E=200GPa, L=2m, r,=r,=0 e w,=w,_ =0. Nesse
exemplo, | corresponde ao momento de inércia da secdo transversal, E é o médulo

de elasticidade longitudinal do material, r, € r, sé&o rotagbes prescritas nas
extremidades da viga e f:f(x) € uma funcdo carregamento transversal a viga

definido na forma de for¢a por unidade de comprimento.
Uma maneira alternativa de visualizar o problema de valor de contorno posto

acima para El constante, é através de sua forma variacional equivalente:

Encontrar w(x) € H? (Q)que satisfaz

(4.23)
HI&Wd%dQ jfdQ vV veHZ(Q).
Nesse caso, sao feitas as definigbes:
Hj&fdz e
dx (4.24)

=jfde.
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Com isso, a Eq. (4.23) equivale ao problema de valor de contorno variacional

Encontrar w(x) € H? (Q)que satisfaz

(4.25)
B(w,yv)=1(v), V veH;(Q),

onde B(,) é a forma bilinear continua associada ao problema e definida em

H?xH?, v é uma funcdo de variacdo cinematicamente admissivel, I() é um

funcional continuo e linear e H? é o espaco de fun¢des nas quais sua primeira e
segunda derivadas sdo quadraticamente integraveis.

Neste exemplo, a forca externa distribuida, f, € encontrada tal que a
solucdo analitica seja dada por uma modificacdo da solugdo analitica proposta por
Zienkiewicz e Taylor (2000). Nesse caso,

w(x)=x(2-x)tan*[a(x-1)], onde a=3. (4.26)

Através da Figura 32 € possivel visualizar o carregamento de dominio a que a viga é
exposta, bem como a segunda e terceira derivadas da solu¢do analitica proposta.

O objetivo do problema corrente é identificar e discutir as caracteristicas e
eficiéncia dos diferentes estimadores de erro a posteriori aplicados ao problema de
flexdo de viga de Euler-Bernoulli, o qual é regido por um operador diferencial de
quarta ordem. Para tanto, séo utilizadas fun¢@es de interpolagéo cubicas, sendo que
cada elemento possui dois nés com dois graus de liberdade cada. Além disso,
diferentemente dos problemas apresentados anteriormente, onde a estimativa dos
erros era realizada através da norma em energia e as variaveis recuperadas eram o
campo de tensdes (problema unidimensional de barra e problema de elasticidade
plana) ou os fluxos de calor (problema plano de condugédo térmica), para o corrente
problema existem duas alternativas predominantes quanto a maneira na qual os

valores recuperados podem ser obtidos.
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- Terceira Derivada da Solugdo Analitica -

- Segunda Derivada da Solugao Analitica -

-80 ; ; :
0 .

- Comprimento (m) -

(b)

- Carregamento de dominio -

- Comprimento (m) -

(c)
Figura 32 — Problema 4: (a) Segunda derivada da solucdo analitica. (b) Terceira derivada da
solucédo analitica. (c) Carregamento analitico.

Matematicamente sabe-se que os erros dominantes ocorrem na derivada
superior de uma dada equacao diferencial, nesse caso, na terceira derivada da
solucéo. Por outro lado, fisicamente, o corrente problema é caracterizado por possuir
a grande maioria de sua energia de deformacédo ocasionada por tensdes de flexao, a
qual é proporcional ao momento fletor, ou seja, proporcional a segunda derivada da
solugéo a menos de uma constante.

Dessa maneira, propdem-se duas formas de analise. A primeira refere-se a
avaliar os quatro estimadores de erros (ou seja, quatro formas distintas de
recuperacdo dos campos das derivadas) aplicados para guiar um processo

adaptativo baseado na seminorma de ordem trés do erro elementar, dada por

2

*

e,

NI -\7)T (V" -V)do (4.27)
Q
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sendo V' os valores recuperados elementares da terceira derivada. Esses valores
podem ser obtidos através de uma adaptacdo dos métodos de recuperacao

apresentados, substituindo o campo de tensdes elementares de elementos finitos

por valores elementares da terceira derivada da solucdo dada via MEF (\7),

expressa por
V =D W, (4.28)

onde w denota as deflexdes elementares calculadas via MEF e D, representa a

matriz de terceira derivadas das fun¢des de forma de interpolacéo.
A segunda alternativa é empregar os estimadores de erro para guiar um
processo h-adaptativo com base na seminorma de ordem dois do erro elementar,

dada por

2

~ ~

= [(m- M)T (" - M) (4.29)
Q

*

M

e

sendo M" os valores elementares recuperados da segunda derivada. Da mesma
maneira, esses valores podem ser obtidos substituindo o campo de tensbes

elementares pelos valores da segunda derivada elementar da solugcéo dada via MEF

(I\7I ), a qual pode ser expressa por:

z
Il
O

s,

(4.30)

onde D, representa a matriz de segunda derivada das fungBes de forma elementar

de interpolacéo.

Anterior a aplicacdo das abordagens propostas, a corrente secéo destina-se
a verificar como os diferentes estimadores de erro comportam-se quanto a um refino
uniforme da malha, tanto em terceira derivada, quanto em segunda derivada. Assim,
inicialmente a analise é realizada em terceira derivada, sendo os parametros que

caracterizam o0s estimadores podem ser observados na Tabela 23 e a taxa de
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convergéncia do erro e o indice de efetividade global em funcdo do nimero de graus

de liberdade apresentados na Figura 33.

Tabela 23 — Resultados do Problema 4: Recuperacéo da terceira derivada e refino
uniforme.

Estimador Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malha6

77; 24,24% 11,46%  5,56% 2,75% 1,37% 0,69%

0 1,1415 1,0514 1,0142 1,0037 11,0009 1,0002
Média Nodal Simples NGL

(INS) 42 82 162 322 642 1282

D, 1,59 0,39 0,38 0,58 0,13 0,09

n,  10712% 0,2711% 0,0680% 0,0170% 0,0043% 0,0011%

7, 2210% 1100% 549%  274%  137%  0,69%

0 1,0349  1,0004  1,0024 1,0006 1,0001  1,0000

Zie”kie(";zc)z e Zhu NGL 42 82 162 322 642 1282

D, 0,19 0,07 0,07 0,12 0,03 0,02

n, 10712% 0,2711% 0,0680% 0,0170% 0,0043% 0,0011%

g, 2424%  1146%  556%  2,75%  137%  0,69%

Superconvergente de 0 1,1415 1,0514 1,0142 1,0037 1,0009 1,0002

Recuperacdo de NGL 42 82 162 322 642 1282
Padrbes

(SPR) D, 1,59 0,39 0,38 0,58 0,13 0,09

1, 1,0712% 0,2711% 0,0680% 0,0170% 0,0043% 0,0011%

7, 2424% 1146% 556%  275%  137%  0,69%

) 9 11415 10514 10142 10037 10009  1,0002
Recuperacao por

Equilibrio de Padroes ~ NGL 42 82 162 322 642 1282

(REP) D, 159 039 038 05 013 009

7, 10712% 02711% 0,0680% 0,0170% 0,0043% 0,0011%

Nesse caso, todos os estimadores de erro se mostram eficientes e possuem
precisbes muito proximas, com indice de efetividade global (€) tendendo a unidade
e desvio do indice de efetividade (D,) tendendo a zero a medida que o nimero de
graus de liberdade do sistema é aumentado. Esse processo pode ser comparado ao
caso unidimensional de barra utilizando elemento linear, onde o gradiente da
solucdo apresenta resposta constante e o0s estimadores de erro funcionam

efetivamente. Além disso, pela Tabela 23 se pode notar que o erro relativo

percentual global em terceira derivada obtido pelos respectivos estimadores (77,) €
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varias ordens de grandeza superior ao erro relativo percentual global analitico em

segunda derivada (7, ).

10 3 3 13 € £

O  MNS O MNS

v zZ 1257 v 2z
= O REP 12k O REP||
3 & SPR : SPR
> C%; 1.155 i
g0 13
< > 14- |
9] °
[$) =
@ W 1.051 D i
Q ()] A
o © 7\-6'\%1 o o
= N g 1 E—— o
E 0 N 3
o 10F 1 £ o0osh 1
° o
& 0.9} .

0.851 A
10 £ £ 0.8 :

10 10° 10° 10 10° 10
Niimero de Graus de Liberdade Numero de Graus de Liberdade

| (@) | (b) |

Figura 33 — Problema 4: (a) Erro relativo percentual global para recuperacdo na terceira

derivada. (b) Indice de efetividade global recuperacéo na terceira derivada.

Por fim, os estimadores sédo aplicados ao erro escrito na segunda derivada
da solucéo, podendo ser feita uma analogia com o caso unidimensional de barra
empregando elemento quadréatico, onde a derivada da solucdo é linear. Como a
solucdo recuperada precisa ser uma ordem polinomial acima do gradiente da
solucdo de elementos finitos para que possa medir o erro adequadamente, neste
caso, por se possuir um elemento de somente dois ndés, cria-se um nd virtual
localizado no centro de cada elemento. Com isso, utilizando fun¢des de forma
quadraticas, o campo de valores recuperados da segunda derivada da solu¢do pode
ser obtido.

Os resultados para os diversos estimadores sdo apresentados na Tabela 24
e na Figura 34. Semelhantemente ao problema unidimensional de barra, quando o
erro a ser medido é em uma variavel linear, somente os estimadores de erro
baseados em padrdes, SPR e REP, se mostram capazes de recuperar a solucdo de

forma eficiente conduzindo a bons indices de efetividade.
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Tabela 24 — Resultados do Problema 4: Recuperacdo da segunda derivada e refino
uniforme.

Estimador Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malha6

77; 2,1642% 0,3145% 0,0430% 0,0055% 0,0007% 0,0001%
0 0,7028 0,4209 0,2280 0,1165 0,0586  0,0293

Média Nodal Simples
(MNS) NGL 26 50 98 194 386 770
Dg 0,83 0,88 1,20 0,89 0,94 0,97
15 36,56% 18,07% 9,12% 4,57% 2,28% 1,14%
,7; 1,9776% 0,2973% 0,0421% 0,0055% 0,0007% 0,0001%
o 0,6422 0,3978 0,2232 0,1158 0,0585 0,0293
Z'e”k'e(";;’)z e Zhu NGL 26 50 08 194 386 770
D‘9 0,87 1,00 1,28 0,89 0,94 0,97
15 36,56% 18,07% 9,12% 4,57% 2,28% 1,14%
77; 3,4546% 0,7216% 0,1849% 0,0470% 0,0118% 0,0030%
Superconvergente de 0 1,1222 0,9656 0,9809 0,9944 0,9985 0,9992
Recuperacao de NGL 26 50 08 194 386 770
Padrdes
(SPR) Dg 0,65 0,30 0,34 0,02 0,02 0,17

15 36,56% 18,07/%  9,12% 4,57% 2,28% 1,14%

77; 4,2166% 0,7266% 0,1833% 0,0468% 0,0118% 0,0030%
N o 1,3701 0,9723 0,9727 0,9916 0,9978 0,9990
Recuperagéo por
Equilibrio de Padrdes NGL 26 50 98 194 386 770
(REP) Dg 1,08 0,52 0,50 0,02 0,02 0,17
15 36,56% 18,07% 9,12% 4.57% 2,28% 1,14%

A Figura 35 apresenta as vistas ampliadas da recuperacdo do campo de
valores da segunda derivada para os varios estimadores. A ampliacdo é feita na
terceira malha no pico positivo da segunda derivada da fungédo analitica plotada na
Figura 32. Percebe-se que os valores recuperados dos estimadores MNS e ZZ néo
captam adequadamente a curvatura apresentada pela funcdo analitica e a medida
gue a malha é refinada. Ao invés de tender a funcéo analitica do problema, procede
a uma taxa de convergéncia muito préxima da solucdo de elementos finitos. Esse
fato explica o porqué em malhas refinadas esses estimadores ndo possuem bons

indices de efetividade.
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Figura 34 — Problema 4: (a) Erro relativo percentual global para recuperagao na segunda
derivada. (b) Indice de efetividade global para recuperacéo na segunda derivada.
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Figura 35 — Vista ampliada na recuperacao da segunda derivada da solu¢do numérica por:
(a) Estimador MNS. (b) Estimador ZZ. (c) Estimador SPR. (c) Estimador REP.
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4.9 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE VIGA DE EULER-BERNOULLI — REFINO
H-ADAPTATIVO

Esta secdo tem por objetivo comparar a aplicacdo dos estimadores de erro
como guias do processo h-adaptativo conduzidos em terceira e segunda derivadas
da solucdo no problema unidimensional de viga de Euler-Bernoulli proposto na
secdo anterior, para tanto, dois critérios de malha 6tima sao discutidos:
equidistribuicdo do erro e equidistribuicdo do erro especifico.

4.9.1 Andlise dos estimadores de erro como guia de um processo h-adaptativo

Como medida da eficiéncia dos varios estimadores de erro como guias do
processo adaptativo, 0S mesmos parametros utilizados no problema unidimensional
de barra sdo empregados. Além disso, um Unico critério de convergéncia definido
por Ofate e Bugeda (1993), dado por meio da Eq. (3.57), é adotado. Neste caso,

espera-se que o parametro de refinamento elementar (&, ), o qual € definido pela

multiplicagdo do parametro de erro global e o parametro de erro local elementar,
esteja abaixo da unidade. Aplicando uma tolerancia ao critério, é requerido que
nenhum paréametro de refinamento elementar ultrapasse 1,2. Modificacdes no
parametro de refinamento utilizado para o calculo dos novos tamanhos elementares,
empregado para os problemas plano de conducédo térmica e de elasticidade plana,
sao visualizados na Figura 19 e aplicados ao corrente problema. Com isso, além de
controlar o crescimento desordenado dos elementos, as regides onde refinos séo
necessarios aceleram sua convergéncia.

Séo empregados como parametros iniciais: recuperacao do erro na terceira
derivada da solucdo, malha uniforme com oito elementos, erro relativo percentual
admissivel de 1% e critério de malha 6tima de equidistribuicdo do erro. As solugdes
iniciais e solugBes convergentes (apds a realizacdo do processo adaptativo) para
segunda derivada e terceira derivada para todos os estimadores de erro em estudo
podem ser visualizadas da Figura 36 a Figura 47. Os resultados das iteracdes do

processo adaptativo sao fornecidos na Tabela 25.
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Tabela 25 - Resultados do Problema 4: Recuperacao da terceira derivada da solugéo, refino

h-adaptativo e critério de equidistribuicéo.

Estimador Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5
s 46,76%  10,98%  293%  140%  0,74%
0 0,7161  1,0456  1,0047  1,0018  1,0009
Média Nodal Simples NGL 18 62 150 282 502
(MNS) Cie.max 67,95 22,20 4,50 2,30 0,87
D, 3,92 1,34 0,80 0,20 0,31
1, 7,7973% 0,2603% 0,0286% 0,0094% 0,0032%
,7; 42,76%  9,45%  2,86%  146%  0,83%
0 0,6403  1,0051 09958  0,9906  0,9969
Zienkiewicz e Zhu NGL 18 66 150 274 458
(Z2) Cie.max 62,11 20,45 4,16 2,73 1,14
D, 3,10 0,18 0,13 0,12 0,09
1, 7,7973% 0,2226% 0,0321% 0,0116% 0,0050%
,7; 46,76%  10,98%  2,94%  1,40%  0,75%
0 0,7161  1,0463 10115  1,0090  1,0029
Superconvergente de
Recuperacio de NGL 18 62 150 282 498
Padroes e méx 67,95 22,20 4,62 2,38 0,90
(SPR) D, 3,92 1,33 0,84 0,22 0,48
17, 7,7973% 0,2603% 0,0280% 0,0092% 0,0033%
s 46,76%  10,98%  2,94%  140%  0,75%
0 0,7161  1,0463  1,0115  1,0090  1,0029
Recuperagao por NGL 18 62 150 282 498
Equilibrio de Padrdes
(REP) Cie max 67,95 22,20 4,62 2,38 0,90
D, 3,92 1,33 0,84 0,22 0,48
7,7973% 0,2603% 0,0280% 0,0092% 0,0033%

1,
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Figura 36 — Problema 4: Solucfes adaptativas para funcdo segunda derivada e estimador
MNS. (a) Malha inicial. (b) Malha ap6s convergéncia.
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Figura 37 — Problema 4: Soluctes adaptativas para fungéo terceira derivada e estimador
MNS. (a) Malha inicial. (b) Malha ap0s convergéncia.
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Figura 38 — Problema 4: Solu¢bes adaptativas para Estimador MNS. (a) Funcdo segunda
derivada apés convergéncia ampliada. (b) Funcéo terceira derivada apds convergéncia

ampliada.
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Figura 39 — Problema 4: Solucfes adaptativas para funcdo segunda derivada e estimador
ZZ. (a) Malha inicial. (b) Malha ap6s convergéncia.
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Figura 40 — Problema 4: Soluc8es adaptativas para fungao terceira derivada e estimador ZZ.
(a) Malha inicial. (b) Malha apds convergéncia.

8.6 T T T T T -69 T T T T T
Solugdo analiica Soluggo analiica
—-—- Solugdo numsrica 595l —-—- Soluggo numérica |
851 R ) — — Solugao suavizada /
4
-0k _ i
8.4 g
o m)-(
3 B 705} |
X 83F 1 2
& = - _
B T -f1F B
3.2 4
-71.5¢ - - R
X “
811 E 2l U ERa e |
8 L 1 L 1 L 1 L 7?25 1 1 L 1 1
07 0v2 0v4 076 078 08 082 084 086 0.87 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03

Comprimento (m)

(@)

Comprimento (m)

(b)

Figura 41 — Problema 4: Solu¢fes adaptativas para Estimador ZZ. (a) Funcdo segunda
derivada ap0s convergéncia ampliada. (b) Funcéo terceira derivada apds convergéncia
ampliada.
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Figura 42 — Problema 4: Solucfes adaptativas para funcdo segunda derivada e estimador
SPR. (a) Malha inicial. (b) Malha apés convergéncia.
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Figura 45 — Problema 4: Solucfes adaptativas para funcdo segunda derivada e estimador
REP. (a) Malha inicial. (b) Malha apés convergéncia.
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Como esperado, todos os estimadores de erro mostram-se adequados
guanto a conducdo de um processo h-adaptativo conduzido na terceira derivada da
solucdo, levando a resultados que satisfazem o critério de convergéncia. Os
estimadores MNS, SPR e REP possuem, para o corrente caso, resultados muito
proximos e de precisdo comparaveis, destacando-se o estimador ZZ, o qual
expressa um indice de efetividade global e um desvio do indice de efetividade
melhores do que os demais estimadores.

Além disso, o erro relativo percentual global em terceira derivada obtido

pelos respectivos estimadores (7;), como constatado para malhas uniformes, é
maior do que o erro relativo percentual global analitico em segunda derivada (7, )

também para malhas ndo uniformes. Através das vistas ampliadas nas regifes de
maiores variacdes da funcéo terceira derivada, para os estimadores MNS, ZZ, SPR
e REP, dadas por meio das Figuras 38, 41, 44 e 47 respectivamente, é possivel
observar que a recuperacao da solucéo € adequada, decorrendo disso bons indices

de efetividade mesmo para regides criticas.

4.9.2 Influéncia do critério de malha 6tima

Com o objetivo de avaliar as caracteristicas do processo h-adaptativo
considerando diferentes critérios de malha Otima, sdo adotados o0s mesmos
parametros iniciais anteriores (recuperacdo em terceira derivada) exceto o critério de
malha otima, o qual é modificado para o critério de equidistribuicdo do erro
especifico. Para tanto, somente o estimador ZZ é aplicado. Os resultados podem ser
observados por meio da Tabela 26, onde as solu¢des adaptativas pos-convergéncia
para ambos os critérios discutidos sdo comparados através da Figura 48.

Como constatado para os demais problemas ja discutidos, a malha que o
processo h-adaptativo conduz é dependente do critério de malha 6tima empregado,
sendo que o critério de malha 6tima de densidade de erro gera malhas com um
namero de graus de liberdade superior ao critério de equidistribuicdo de erro e com
um numero maior de elementos concentrados em regifes de maior variacdo da

funcdo, como visualizado por meio da Figura 48.
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Tabela 26 — Problema 4: Comparacgdo entre os critérios de malha 6tima para o estimador
ZZ, recuperacao da terceira derivada e refino h-adaptativo.

Critério de malha 6tima Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha5 Malhat

77; 42,76% 9,45% 2,62% 1,54% 0,80% 0,52%
% 0,6403 1,0051 0,9916 0,9822 0,9873 0,9881
Equidistribuicdo
do erro especifico NGL 18 66 158 290 490 826
Coms 6211 2481 573 379 141 092
D9 3,10 0,18 0,25 0,18 0,16 0,09
7, 7,7973% 0,2226% 0,0401% 0,0185% 0,0097% 0,0055%
77; 42,76% 9,45% 2,86% 1,46% 0,83% -
0 0,6403 1,0051 0,9958 0,9906 0,9969 -
Equidistribuic&o NGL 18 66 150 274 458 -
do erro Coms 6211 2045 416 2,73 1,14 -
DH 3,10 0,18 0,13 0,12 0,09 -
1, 7,7973% 0,2226% 0,0321% 0,0116% 0,0050% -
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Figura 48 — Problema 4: Vista ampliada das solu¢es adaptativas para Estimador ZZ apés

convergéncia empregando recuperacao em terceira derivada. (a) Critério de equidistribui¢éo

do erro. (b) Critério de equidistribuicdo do erro especifico.
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Por fim, os seguintes parametros sao utilizados: recuperacdo na segunda
derivada da solucédo, malha uniforme com oito elementos e erro relativo percentual
admissivel de 1%. Além disso, dois processos distintos sao realizados, o primeiro
empregando o critério de malha étima de equidistribuicdo do erro e o segundo o
critério de equidistribuicdo do erro especifico. As solucbes iniciais e solucbes

convergentes para segunda e terceira derivada para os estimadores de erro
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baseados em padrdes, SPR e REP, podem ser visualizadas da Figura 49 a Figura
55. Os resultados das iteracfes do processo adaptativo sdo demonstrados por meio
da Tabela 27.

Tabela 27 — Problema 4: Comparacgéo entre os critérios de malha 6tima para o estimador
SPR e REP, recuperacédo da segunda derivada e refino h-adaptativo.

Estimador Malha 1 Malha 2 Malha 3
,7; 9,79% 0,90% 0,49%
0 1,2574 1,0138 1,0065
SPR / Critério NGL 18 30 38
de equidistribuicédo
do erro é’ie’méx 18,65 1,43 0,67
D, 5,43 0,34 0,21
15 59,45% 18,62% 13,09%
;7; 13,09% 0,62% -
0 1,6881 1,0968 -
REP / Critério NGL 18 38 -
de equidistribuicdo
do erro Cie max 24,83 0,93 -
D, 7,89 0,49 -
1, 59,45% 14,91% -
77; 9,79% 0,90% 0,46%
0 1,2574 1,0138 1,0113
SPR / Critério NGL 18 30 42
de equidistribuicdo
do erro especifico Qe,max 18,65 1,87 1,06
D, 5,43 0,34 0,30
1, 59,45% 18,62% 13,09%
77; 13,09% 0,62% 0,40%
0 1,6881 1,0968 1,1121
REP / Critério NGL 18 38 46
de equidistribuicdo
do erro especifico é/ie,méx 24,83 1,20 0,69
D, 7,89 0,49 1,38

s 59,45% 14,91% 11,71%
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Figura 49 — Problema 4: Solucbes adaptativas para funcao terceira derivada, estimador SPR
e critério de equidistribuicdo do erro. (a) Malha inicial. (b) Malha apds convergéncia.
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Figura 50 — Problema 4: Solucfes adaptativas para funcdo segunda derivada, estimador
SPR e critério de equidistribuigdo do erro. (a) Malha inicial. (b) Malha apos convergéncia.
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Figura 51 — Problema 4: Soluc¢des adaptativas para funcéo terceira derivada, estimador REP
e critério de equidistribuicdo do erro. (a) Malha inicial. (b) Malha apds convergéncia.
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Figura 52 — Problema 4: Solu¢bes adaptativas para funcdo segunda derivada, estimador
REP e critério de equidistribuicao do erro. (a) Malha inicial. (b) Malha apds convergéncia.
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No corrente problema, ndo séo aplicados os estimadores MNS e ZZ para a
abordagem baseada na segunda derivada da solucédo, pois, conforme demonstrado
na secao 4.8, estes estimadores nao apresentam bons indices de efetividade
quando a recuperacao de uma solugdo quadratica é necessaria.

Como se pode observar pela Tabela 27 e Figura 53 (vista ampliada para
solucbes adaptativas com recuperacdo na segunda derivada e critério de
equidistribuicéo do erro), ambos os estimadores de erro sao eficientes na conducéao
do processo adaptativo, pois, claramente possuem a solugdo recuperada
convergindo a uma taxa maior do que a solucédo de elementos finitos.

Além disso, por meio das Figuras 54 e 55, utilizando os estimadores SPR e
REP, respectivamente, tem-se uma vista ampliada das solucbes adaptativas
convergentes para o critério de malha 6tima de equidistribuicdo do erro e critério de
equidistribuicéo do erro especifico. Percebe-se com o auxilio da Tabela 27, que este
altimo critério, independente do estimador empregado, leva a uma malha com um
namero maior de graus de liberdade do que o segundo critério. Porém, com uma
discrepancia menor em relacdo a diferenca do numero de graus de liberdade do que
a apresentada nos problemas anteriores. Isso acontece devido a malha inicial
possuir um erro nao tao distante do erro percentual admissivel e ambos os critérios
conduzirem ao mesmo refino para a primeira iteracdo do processo adaptativo (malha

2) uma vez que possuem uma malha uniforme com o mesmo nimero de elementos.
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Em sincronia com o encontrado pela andlise em terceira derivada da
solucéo, quando uma solucédo convergente pela abordagem em segunda derivada é

obtida, o erro relativo percentual analitico em terceira derivada 7, é superior ao

encontrado em segunda derivada, comprovando que 0s erros dominantes estao
presentes na derivada de ordem superior.

Com isso, caso 0 erro em terceira derivada, ou seja, o erro medido no
esforco cortante a menos de uma constante, seja desprezado, recomenda-se a
utilizacdo da adaptatividade na segunda derivada da solucdo, uma vez que para o
mesmo erro relativo percentual admissivel conduz a uma malha adaptada com uma
reducdo consideravel do numero de graus de liberdade. Para isso deve-se utilizar
um estimador baseados em padrbes, como o REP ou SPR. Em casos onde o
esforco cortante comeca a representar parcelas representativas na energia do
sistema, a recuperacao em terceira derivada da solucdo torna-se interessante, uma
vez que garante um erro menor do que o admissivel, além de possuir um erro varias
ordens de grandeza abaixo para a segunda derivada da solugdo. Nesse caso,
qualquer um dos estimadores aqui discutidos mostra-se apto a guiar o processo h-
adaptativo, destacando-se 0 menor custo computacional representado pelo
estimador MNS.
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5 CONCLUSAO

5.1 INTRODUCAO

Inicialmente, frisa-se aqui o fato de o MEF ser um método numérico de
aproximacéo, o qual, intrinsicamente, possui associado a ele erros, quais sejam,
erros de aproximacao de dominio, erros de aproximacéo, e erros de aritmética finita
e quadratura. Dessa maneira, estudos que levem a estimativas precisas desses
erros ao longo do dominio, juntamente com técnicas adaptativas, sdo essenciais
para a efetiva utilizacdo do MEF.

Contudo, geralmente os trabalhos discutem somente a convergéncia global
do processo h-adaptativo, sendo que informacdes a niveis elementares ndo sao
consideradas. Assim, além de medidas globais referentes a qualidade dos diversos
estimadores de erro e a convergéncia do processo h-adaptativo, o corrente trabalho
apresentada um estudo comparativo entre varios estimadores de erro a posteriori;
MNS, ZZ, SPR e REP, a niveis elementares. Portanto, medidas mais precisas da
gualidade desses estimadores e das malhas adaptadas foram obtidas. Para isso,
varios problemas lineares de engenharia unidimensionais e bidimensionais,
empregando diferentes operadores diferenciais, sao analisados: problema
unidimensional de barra (equacéo diferencial ordinaria de 22 ordem), problema de
viga fina de Euler-Bernoulli (equacado diferencial ordinaria de 42 ordem), problema
escalar bidimensional de conducgé&o térmica (equacéo diferencial parcial de 22 ordem)
e problema vetorial de elasticidade plana (equacgéao diferencial parcial de 22 ordem).

Cada problema proposto foi separado em duas secdes. A primeira
apresentou o desempenho dos varios estimadores de erro quando submetidos a
sucessivos refinos uniformes, possibilitando, assim, a obtencdo das taxas de
convergéncia do erro e levantamento de outras caracteristicas desejaveis em
estimadores de erro. A segunda secdo discutiu e comparou as caracteristicas e
eficiéncia em niveis global e elementar dos diversos estimadores de erro como guias

do processo h-adaptativo, utilizando diferentes critérios de malha 6tima.
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5.2 CONCLUSOES

5.2.1 Anadlise dos estimadores de erro como guia de um processo h-adaptativo

Como demonstrado, para os problemas bidimensionais e para o problema
unidimensional de barra empregando interpolacfes lineares e para o problema de
viga fina de Euler-Bernoulli utilizando elemento de dois n6s com interpolacdo cubica
e recuperagao em terceira derivada, os estimadores SPR e REP séo totalmente
idénticos para malhas uniformes e néo uniformes. Assim, quando aplicados como
guias de um processo h-adaptativo com os mesmos critérios de convergéncia e
malha 6tima, conduzem a uma malha adaptada idéntica. Além disso, para essa
mesma classe de problemas e elementos, o estimador MNS mostra resultados
proximos dos demais estimadores, destacando-se principalmente pelo seu reduzido
custo computacional e simplicidade de implementacéo.

Por outro lado, ao serem aplicadas interpolacdes quadraticas ao problema
unidimensional de barra e aos problemas bidimensionais e realizar a recuperagao
em segunda derivada para o problema de viga, somente os estimadores de erro
baseados em padrdes, SPR e REP, apresentaram resultados satisfatérios e com
precisdes proximas.

Nota-se ainda que uma nova medida em relagdo a qualidade dos

estimadores foi discutida, esta, denominada de desvio do indice de efetividade (D,),

a qual representa o quanto os indices de efetividades elementares estdo distantes
do ideal, ou seja, da unidade. Este parametro busca analisar se a medida do erro
realizada pelo estimador ndo se afasta de maneira significativa da unidade para
nenhum dos elementos da malha. Caso isso ocorra, altos desvios do indice de
efetividade sé@o obtidos, uma vez que a diferenca do indice de efetividade elementar
da unidade é elevada ao quadrado. Consequentemente, o0 processo adaptativo
subsequente podera ser comprometido, gerando elementos com tamanhos
desproporcionais ao que, na realidade, deveriam apresentar. Ou seja, faria com que,
independente do critério de malha o6tima adotado, a malha se afastasse da

esperada.
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5.2.2 Influéncia do critério de malha 6tima

Com relagéo aos critérios de malha 6tima, todas as combinacgdes de classes
de problemas e tipos de elementos, quando comparadas, mostram que o critério de
equidistribuicdo do erro especifico elementar apresenta uma malha adaptada com
um numero de elementos superior a malha adaptada seguindo o critério de
equidistribuicdo do erro elementar, sendo que esses elementos alocam-se
preferencialmente em regides de maiores gradientes.

Além disso, para problemas unidimensionais, a convergéncia global (7 <17)

e local é satisfeita (¢;

emax <1,2), independente do criterio de malha oOtima
empregado. Porém, para problemas planos, em geral, a convergéncia global é
satisfeita em no maximo duas iteracfes pelo processo h-adaptativo, enquanto que a
convergéncia local, mesmo que muito préxima de ser satisfeita, ndo é alcancada.
Este fato pode decorrer de uma série de fatores, como, por exemplo, influéncia do
gerador de malha ou célculo do erro em algum elemento estar muito impreciso
(indice de efetividade local muito abaixo da unidade), este ultimo influenciando
diretamente o tamanho do elemento correspondente e afetando uma regido
localizada em torno desse elemento. Esses fatores ndo séo objetos de estudo deste
trabalho.

Neste caso, além das medidas globais, geralmente utilizadas por alguns
autores, adotam-se como medida da qualidade da malha adaptada dois parametros,

denominados de média simples dos valores do parametro de erro local elementar

(fie’med) e desvio do parametro de erro local elementar (D; ). Este Ultimo tem a

mesma importancia e equivale a medida D,, aplicada aos indices de efetividades

elementares gerados pelos estimadores de erro. Porém, neste caso, esta medida é
aplicada aos parametros de erro local elementar. Da mesma forma, a média simples
dos valores dos parametros de erro local elementar auxilia na determinacdo de quao
proxima a malha adaptada encontra-se da malha 6tima (¢, 1).

e,med —

Outra propriedade destacavel desse processo é que 0s critérios de
convergéncia sao alcancados ndo somente pelo refino da malha, mas permite
também seu desrefino. Esta caracteristica geralmente resulta em um menor custo

computacional necessario para que a solucao desejavel seja obtida.
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5.3 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Nao obstante o corrente trabalho ter atingido os objetivos propostos,
determinados aspectos podem ser aperfeicoados e, para tanto, seguem algumas
sugestdes para trabalhos futuros:

l. Emprego de estimativas de erro e processos adaptativos anisotropicos,
0s quais levam em consideragcao diferentes fatores dos analisados pelos
estimadores aqui expostos, como, por exemplo, parametros direcionais do
erro.

I. Adaptacdo da estrutura computacional corrente, empregando
diferentes geradores de malha e verificando, com isso, a influéncia do
gerador de malha no processo h-adaptativo de problemas planos.

[I. Ampliacdo da analise a nivel elementar e dos diferentes estimadores
apresentados, para um maior numero de problemas comumente discutidos
em engenharia, como, por exemplo, flexdo de placas (operador diferencial
de 42 ordem no dominio bidimensional), plasticidade, mecanica do dano e
remodelacéo Ossea.

V. Aplicacdo da analise a nivel elementar para outros estimadores de erro

discutidos na literatura, como, por exemplo, o estimador RCP, PPR e SCR.
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