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RESUMO

A partir da teoria cinética de gases densos proposta por 
Enskog, do método dos momentos de Gr ad e do método de 
Chapman-Enskog, determinamos expressões lineares para o tensor 
pressão e para o fluxo de calor correspondentes à. terceira 
aproximação da função de distribuição. Estas expressões são 
conhecidas na literatura como equações de Burnett.

Nesta aproximação obtém-se os efeitos conhecidos como:

iD tensão térmica, que indica o surgimento de uma tensão devido à 
um segundo gradiente de temperatura.

iiD fluxo de calor viscoso, que indica o surgimento de um fluxo de 
calor devido à um segundo gradiente de velocidade.

Analisamos o problema da propagação de ondas harmônicas 
planas com pequenas amplitudes nas teorias de 13 campos, 
Navier-Stokes-Fourier e Burnett. Em cada caso determinamos os 
coeficientes de atenuação e velocidade de fase e comparamos os 
resultados.
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ABSTRACT

Based on Enskog dense gas theory, Grad method of moments 
and on Chapman-Enskog method, we obtain linear expressions for the 
pressure tensor and for the heat flux corresponding to the third 
aproximation of the distribution function. These expressions are 
known as Burnett equations.

This aproximation yields effects known as:

iD thermal stress, which indicates the appearance of a stress due 
to a second gradient of temperature.

iiD viscous heat flux, which indicates the appearance of a heat 
flux due to a second gradient of velocity.

The problem concerning the propagation of plane harmonic 
waves of small amplitude is analyzed for the theories of Burnett, 
13-field and Navier-Stokes-Fourier. The phase speed and the 
attenuation coefficient are obtained for each theory and the 
results are compared.
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I - INTRODUÇgQ

A teoria cinética considera os gases constituidos de um 
número muito grande de partículas, que na maior parte do tempo 
estão se movendo livremente no interior de um determinado volume 
que as contém. O movimento dessas parti cuias é brevemente 
interrompido quando elas se chocam com as paredes do recipiente ou 
com outras parti cuias.

Ho caso de gases ideais a diferença entre as di mensSes 
das parti cuias e a distância média percorrida por elas entre duas 
colisSes consecutivas é muito grande, sendo válida para este tipo 
de gás a equação de Boltzmann.

Em 1922 Enskog Cl 3 propôs um modelo para gases densos 
constituido de partículas esféricas e rígidas, introduzindo duas 
modificações na equação de Boltzmann. A primeira modificação 
considera que durante uma colisão binária o centro das duas 
parti cuias estão separados por uma determinada distância, e a 
segunda considera um aumento na probabilidade de ocorrência de uma 
colisão para um gás denso.

O objetivo deste trabalho é a determinação das equações 
linearizadas de Burnett [23, que representam a dependência do 
tensor pressão e do fluxo de calor com as segundas derivadas da 
temperatura e velocidade, para um gás monoatômico denso, usando 
como base o modelo de Enskog, o método dos momentos de Grad [33 e 
o método de Chapman-Enskog [43.



Analisamos a solução das equações de campo
correspondendo a uma propagação de ondas harmônicas planas na 
aproximação de Burnett, 13 campos e Navier-Stokes-Fourier.

Utilizaremos a notação cartesiana para tensores com a 
convenção de soma de Einstein, assim como a seguinte notação: 
parenteses ponteagudos envolvendo dois Índices representa o
devi ante de um tensor; por exemplo
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II - FUNDAMENTOS DA TEORIA CINÉTICA DOS GASES

II. 1 DEFINIÇÕES BÁSICAS PARA GASES IDEAIS 
iD Espaço de Fase:

Para gases monoatômicos ideais* cada átomo pode ser 
caracterizado como um ponto num espaço hexa —dimensional chamado de 
espaço fjf através de sua posição x e velocidade c no instante de 
tempo t.
ii) Função de Distribuição:

A função que contém as informaçSes caracterizadoras do 
espaço de fase é a funçSo de distribuição das velocidades 
/Cx*c*t}* de forma que

representa o número esperado de átomos situados entre x e x + dx* 
com velocidades entre c e c + dc* no instante t.
iiiD Densidade Numérica e de Massa:

A densidade numérica nCx*tD é uma propriedade
macroscópica do gás que pode ser obtida a partir da função de
distribuição* sendo definida como o númerode átomos por unidade de 
volume na posição x no instante t* isto é*

/Cx*c*tDdxdc C2. 1 . 1 D

C2. 1 . 2D



Sendo m a massa de cada átomo de um gás monoatômico, a 
densidade na posição x no instante t é

4

pCx.O = mnCx.O . C2.1.3D

iv} Velocidade do Gás e Velocidade Peculiar:
Com base na quantidade microscópica mc.,que é o momento 

linear de um átomo com velocidade c., definimos a densidade de
V

momento linear pv^ através de

pv.Cx.O = f mc./dcl  ̂ l C2. 1 . 43

O movimento de translaçSo de um átomo pode ser 
especificado em relação a um referencial que se move com uma 
velocidade macroscópica v. A velocidade do átomo relativa a este 
referencial é denominada de velocidade peculiar e denotada por C. 
Assim,

C = c - v . C2. 1.53v i i

Se na equação C2.1.43, substituirmos a velocidade 
do átomo pela velocidade peculiar, conclui mos que

J mC/dc = pv^ - J mv./dc = O . C2.1.63

v3 Energia Interna do Gás:
1 2A partir da quantidade microscópica ^ mc , que é a 

energia cinética de cada átomo, definimos a densidade de energia 
pu através de
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puCx,t5 = J ^ mc2/dc . C2. 1.75

Substituindo a velocidade peculiar na equação C2.1.75
obtemos

pu = p£ + g pv2 , C2.1.85

onde

p.cCx,t5 = J* ^ mC2/dc . C2. 1.95

1 2é a densidade de energia interna e gPv é a densidade de energia 
ci néti ca.

Na derivação da equação C2.1.85 utilizamos a relação
C2. 1. 65 .
vi5 Temperatura:

A temperatura T de um gás ideal monoatômico é definida 
através da equação calórica de estado

c = 3 * t  , C2.1.105
2 m

onde k é a constante de Boltzmann.
Igualando as equações C2.1.Ô!) e C2.1.10D temos

T = r mC2/dc . C2. 1.1153 pk J
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II.2 A EQUAÇSO DE BOLTZMANN
Como foi definido na seção anterior» o estado de um gás 

ideal é caracterizado por uma função de distribuição /Cx,c»t} tal 
que

/C x , c , tDdxdc ca. a. 1Z>

nos dá o número de átomos entre x e x + dx, com velocidades 
entre c e c + dc, no instante t.

Se cada átomo do gás estiver sujeito a uma força externa 
FCx,tD, após um intervalo de tempo At» os átomos ocuparão uma nova 
posição no espaço de fase que será: x + cAt e c + FAt. Sendo
assim, o número de átomos que se encontram no elemento de volume
entre x + cAt e Cx + c A O  + dx , com velocidade linear entre c +
FAt e Cc -»* FAt2) + dc, no intervalo de tempo entre t e t 4- At é

/Cx + cAt,c + FAt,t + AtDdxdc . Ca.a.a}

Se não houvessem colisões entre os átomos as expressões 
ca. a. 13 e Ca.a.aD seriam iguais. Contudo, as colisões alteram a 
densidade do número de átomos que estão no elemento de volume, 
fazendo com que certos átomos saiam deste elemento, enquanto 
outros entram no mesmo. A mudança do número de átomos é
proporcional a dx,dc e At, assim

/Cx + cAt,c + FAt,t + AtDdxdc - /Cx,c,tDdxdc = PdxdcAt » Ca.a.3}



onde P representa a taxa de mudança da funçSo de distribuiçSo / 
devido as colisSes entre os átomos.

Se dividirmos C2.2.3D por dxdcAt e passarmos ao limite 
quando At tende a zero, obtemos

5T + c- Sé + F- = P • C2. 2. 4)&t i àx i do.
V t

A deierminaçSo de P é feita com base nas seguintes
hipoteses:

1 } somente as colisSes binárias contribuem para P.
2D a variação da densidade de fase durante a colisão é 

pequena» bem como a variação espacial durante a ação das forças 
i nter atômi cas.

3D em qualquer posição x e tempo t as velocidades de 
dois átomos não estão correlacionadas Csuposição do caos 
molecular) .

40 o efeito das forças externas sobre os átomos durante 
a colisão é pequeno em comparação com as forças que agem entre os 
átomos.

Vamos observar agora a colisão entre dois átomos* um com 
velocidade c e o outro com velocidade ĉ . A figura 2.2.1 mostra o 
primeiro átomo Csem índiceD em repouso no plano a* enquanto o 
outro átomo Ccom indice 1 D se aproxima de a segundo um ângulo reto 
com velocidade relativa g = c - c. Este movimento relativo éi
ainda caracterizado pelo parâmetro de impacto b e pelo ângulo 
azimutal s.



bdbdc 8

Figura 2.2.1 - Geometria de uma colisáo binária

Podemos dizer que, no tempo dt, todos os átomos do tipo 
1 com velocidades c e que se encontram no cilindro de colisSo dei
volume gbdbd^dt, irSo colidir com um átomo com velocidade c 
localizado no ponto O. O número de átomos do tipo 1 com
velocidades no cilindro de colisSo é dado por

/Cx, ĉ , tDgbdbd^rdc^dt . C2.2.5D

Se /Cx,c ,tDdxdc representa o número de átomos com
velocidades c que se encontram no elemento de volume dx,entáo

/C x , c , tD /C x , c^, tD gbdbd^dxdcdc^dt , C 2. 2. 62)

representa o número total de colisSes que ocorrem no elemento de 
volume dx e intervalo de tempo dt.



Dividindo C2.2. 65 por dxdcdt e integrando sobre todas as 
componentes da velocidade de -<x a +oc , sobre o ângulo azimutal 
c de O a 2n e sobre todos os valores do parâmetro de impacto b de
0 a +oc, obtemos a densidade do número total de colis6es por
intervalo de tempo dt que anula pontos de fase com velocidade c no 
elemento de volume dxdc, isto é,

P = f /Cx,c,t5/Cx,c ,t5gbdbdtdc . C2.2.75J 1 1

Há colisões , porém, que criam pontos com velocidade c 
no elemento de volume dxdc. Esta criação resulta de colisões de 
átomos, cujas velocidades iniciais são C' e c' e velocidades 
finais c e ĉ , parâmetro de impacto b e ângulo azimutal n + c.

Esta colisão é denominada de colisão de restituição, enquanto que
a anterior é conhecida como colisão direta Cvide Figura 3.2.2}.

9

Figura 2.2.2 - Ca} colisão direta
Cb} colisão de restituição

Com base na análise anterior, podemos afirmar que a 
densidade do número total de colisões que ocorrem no elemento de 
volume dx e tempo dt, para a colisão de restituição, é dada por
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/Cx, cs O / C  x » c' » tl>g'bdbd^dc'dc'dxdt . C2. 2. 8D

As equações que relacionam as velocidades finais em 
função das velocidades iniciais sSo

c' = c + kCg-kO * C2.2.9D

c =  c - kCgkZ) > C2. 2. 10Dt i

onde k * definido como

9 — 9 'k = ----------- C2.2.11D
I g — 9̂ 1

é o vetor de colisSo e especifica a direção da linha que une o 
centro dos átomos na colisSo. Além disso» como o Jacobiano da 
transformação de velocidades é unitário temos que

dcdc = dc'dc' . C2.2.12Di i

Como pela conservação da energia

g = g' » c2. 2.13Z)

podemos escrever a expressão C2.2.8D na forma

/Cx,cst)/Cx,c'» Ogbdbdjrdcdc^dxdt C2. 2. 140



Á deduçSo das equaçSes C2. 2. 95 ,C2. 2. 105 e C2.2.135 pode 
ser vista no apêndice A.

Portanto, a densidade do número total de colisSes por 
intervalo de tempo dt, que cria pontos de fase com velocidade c no 
elemento de volume dxdc é

P+ = f /Cx,c',t5/Cx,c',t5gbdbdcdc . C2.2.155J 1 1

Usando os resultados acima, a equaçSo C2.2.45, com P = 
P+ - P , fica

W  * S  %. * Fi aé  - 1 - /./^gbdbdídc,. CE. £.163i i

onde utilizamos as seguintes abreviaçòes:

/ se /Cx»c, t) , /' s /Cx.csO ,
ca. a. 17D

f± = /Cx»c±, t) , /' ee /Cx,c',t!> .

A equação C2.2.16D, chamada de equaçSo de Boltzmann, é 
uma equaçSo que descreve a evoluçSo da funçSo de distribuição de 
velocidades no espaço de fase.

II.3 - A EQUAÇSO DE ENSKOG PARA UM GÁS MONOATÔMICO DENSO
Para gases ideais* onde as dimensões atômicas são 

pequenas se comparadas ao livre caminho médio, a transferência de 
propriedades atômicas é consequência exclusiva do movimento dos 
átomos entre as colisões. No caso de gases densos a disparidade 
entre as dimensões atômicas e o livre caminho médio torna-se

11



pequena, e surge um mecanismo adicional de transferência de 
momento linear e energia.

Quem primeiro estudou este mecanismo foi Enskog 111 f 

usando um modelo de esferas rígidas. A vantagem do modelo de 
Enskog é que as colisões sSo instantâneas e a probabilidade de 
colisSes múltiplas CcolisBes simultâneas entre mais de dois 
átomosD é desprezada. Neste modelo» momento 1inear e energia sSo 
transferidos de uma distância igual a distância que separa os 
centros dos dois átomos no instante da colisão.

Vamos descrever agora as considerações feitas por
Enskog.

Considere um gás monoatômico composto de esferas rígidas
de diâmetro a. A figura 2.3.1 representa dois átomos com
velocidades c e c e centros O e O no instante da colisão.

1 i
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Figura 2.3.1 - Geometria da colisão entre duas esferas

O plano que contém g* e k forma um ângulo e com o plano



de referencia que contém g . Assim, # e e sSo coordenadas 
polares que definem a direção de k. Da figura 2.3.1 temos que 
b = a sen#, assim

gbdbd^r = g a2sen# cos# dQde = a2Cg*kDdk , C2.3. 13

onde a2dk = a2sen# dBde denota um elemento de super fi cie e Cg-k3 =
g cos# é a projeção de k na direção de g.

Como estamos tratando de gases densos, os centros do 
dois átomos que colidem não se encontram no mesmo ponto, uma vez 
que as dimensSes atômicas estão sendo consideradas. No instante 
da colisão, O esta na posição x e na posição x - ak, então f̂  = 
/ Cx.c^t) deve ser substituída por /  ̂ = / Cx - ak,c^,t3. No caso 
de uma colisão inversa, onde c e ct s^° as velocidades após a 
colisão e -k é o vetor de colisão, O está na posição x e na
posição x + ak e /  ̂ = / Cx,c^,tD de ser substituída por /^ = / Cx 
+ ak,c',t3.

Também, em um gás denso, o volume no qual um átomo pode 
estar situado se reduz e a probabilidade de colisão aumenta. Este 
fato é levado em conta quando multiplicamos as expressões C2.2.63 
e C2.2.143 por um fator x > que é função da posição e do tempo. A
função x deve ser avaliada no ponto de contacto entre os dois
átomos.

Sendo assim, a forma corrigida das equações C2.2.63 e
C2. 2. 143 é

XCx - ~ k , t3/Cx, c , t3/Cx - ak , , tDa2C g * kDdkdcdc^dxdt, C2.3.23

13

XÇx + ~ k,t)/Cx,c',t)/Cx + ak , c', t3a2Cg * k3dkdcdc^dxdt. C2.3.43



Dividindo as equaçSes C2.3.2D e C2.3.35 por dxdcdt e 
integrando em relação a e k * obtemos
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P = J ^Cx - ~ k » tD/Cx» c » tD/Cx - ak » ĉ , O a 2Cg • kDdkdc^» C2.3.4D

P+ = f #Cx + % k » tD/Cx» c% tD/C x + ak » c',tDa2Cg • kDdkdc » C2.3.5DJ 2 l l

onde P e P* são, respectivamente» as densidades do número total 
de colisões por intervalo de tempo dt» que anulam e criam pontos 
no espaço de fase com velocidade c no elemento de volume dxdc.

Assim» a equação que descreve a evolução da função de 
distribuição de velocidades para um gás denso constituído de 
esferas rígidas com diâmetro a» chamada de equação de Enskog» é

§U + ci F i %  = J  C + i  k.O/Cx.cstO/Cx + ak.c;.0
i i

- *Cx - | k.tO/Cx.c.O/Cx - ak.c^tD ] a ^ g  kDdkd^ . C2.3.6}

Uma explicação sobre o fator x pode ser vista no 
apêndice B.
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III - O  MÉTODO DOS MOMENTOS

Na "teoria cinética dos gases» existem dois métodos que
descrevem um estado macroscópico de um gás. Estes dois métodos são 
conhecidos como o método dos momentos de Grad C 31 e o método de 
Chapman-Enskog [43.

para um gás moderadamente denso de esferas rígidas» baseada no 
método do momentos de Grad, com o objetivo de determinar as 
equaçSes linearizadas de Burnett para este tipo de gás.

No próximo capítulo desenvolveremos o método de 
Chapman-Enskog com a mesma finalidade.

IH.l - TEORIA CINÉTICA DE 13 CAMPOS
Um estado macroscópico de um gás monoatômico denso de 

esferas rígidas pode ser caracterizado por 13 campos escalares 
assim definidos:

Neste capítulo desenvolveremos uma teoria cinética

m/dc densidade C3. 1 . ID

momento 1 i near C 3 . 1 . 2D

tensor pressão 
ci néti co C3 . 1 . 3D

fluxo de calor 
ci néti co C3 . 1 . 4D

onde C é a velocidade peculiar do gás. i



Os 13 campos escalares definidos acima, necessitam de 13 
equações de balanço. Estas equações são obtidas a partir de uma 
equação de transporte.
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U i  . i . ! - A EQUAÇgQ DE TRANSPORTE
Se, nas condições em que o gás se encontra, as funções 

e X forem consideradas suaves, podemos desenvolvê-las em 
séries de Taylor em torno do ponto x até termos de segunda ordem 
Ctal desenvolvimento será justificado mais adiante!), assim obtemos 
a partir da equação C2.3.63

ÿ  + c + f J ^ = P  + P +  P , C3.1.5Dõt i cbc. t âc o 1 2

onde:

Pn = *  f c r f  -  ’ C 3 .1 .6 Do ** 1 1

p, = **{[ * f * c  h dr* + 1 + V 3kidr* C 3 1 -7:>

P = z
2 fr d2/' d2/ «a 2„ rr àf= — % ff f -  - / ___ -_ t  k dr** + — — ff /' ——

2 J [ / J 1 j 2 ôx J  L dxj

1 V •=2 a2  ̂ r x
dr C3 . 1. 8}- / Ik.k .dr* + I af— fc/' /' - / pk.k c J õx . i 8 ôx.íx, ' r  i tj

j  J  V

e dPM = a2C g • k3dkdc  ̂ 1

P , com x igual a um, é o termo de colisão usual da o
equação de Boltzmann para um gás rarefeito. P é a primeira 
correção do termo de colisão que leva em consideração o fato do 
gás ser denso, e contém somente gradientes de primeira ordem. P^ é



a segunda correção do termo de colisão e abrange gradientes de 
segunda ordem e produtos de gradientes.

Multiplicando a equação C 3. 1.53 por uma função 
arbitrária y<x,c,t5, integrando sobre todos os valores de c , 
eliminando as derivadas de x da seguinte forma

17

- I  | 55* - V 3k.dr - I  J  * *[ + f'**r
à/4 õf ,

+ / + / 3—  k.dr , C3. 1 . 95J dx yidx iÍ t J

onde df = a2Cg • lOdkdc^dc e utilizando ainda

J*' §é dc = Ir  J  v i dc " j  ic r dc • 

jv ci í r dc “ fc. J*' c. f dc ‘ | ci i£/ dc •

Jf f . J£ dc = Ij J v  f . / dc - J  F. / dc .

obtemos

lt J  v > dc ■" fc,[ J v,cl / dc - !  J  * *- C/;/- ♦ /,/;»=idr 

* í  f * - í  j ”  [ -  / ;s r
j  j  *- j j

C 3. 1. 105

C3. 1 . 115

C3. 1. 125

♦ . Õ1 - f *1l t  k dr 1 = ff ^ * c &  + f pL ta,
ftõx. * dx r r r  J L ^  i ^  1 dci JJ J j  J  «I •- V l
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r r r df' õfj x y C/;/' - /.Pdr * | J * v- [ * / g^

'  ' . S T  ] k i d r  '  I  l  *  *  / . / 5 k i d r  [

õ f  õ/’ õf õf , 2 r r d*’ df\
f  — i - f  ——  + / _—  - / k .k.dr - =■ \ x V \ -sr— 3»—

õ x  i  õ x  íõx  . õ x  . I t  j  4  I !j j J J J J L >■ J

a/ o/ . a2 r r *2/í d2/'
õ x ~  õ x ~  J k i k j d r  + 8  \ x  W  Y * Õ x  õ x  + f í õ x  õ x

v j  J  j  L  V J  l  J

a2/ a2/ 2 2 f
- / --- —  - / --- =c—  k k dr + % %-— -—  x V C/' /' - / /)k k.dr

d x  õ x  i  £ x . # x . I i  j  8  a x . a x  I i  i  v j
V j  V J  J  V J  J

+ I f x d y_  c/'/' - / flk.k;
8  I õ x  .õx. t i  v j

J  V J
dr . C3 . 1 . 13D

Na equação C3.1.13D consideramos a integral

Cy F. p  dc * O , C3. 1 . 14}

pois segundo o teorema da divergência podemos escrever C3.1.143
como:

J   ̂V Fi f e. dS . C 3. 1 . 15}

Na equação C3. 1.153 ê um vetor unitário e dS o
elemento de área de uma superfície que esta situada em pontos
infinitamente distantes no espaço das velocidades. A nulidade da 
integral C3. 1.143 resulta do fato de C3. 1.153 ser nula, pois a
função de distribuição / decresce rápidamente para grandes valores 
de c.

Vamos modificar agora alguns termos da equação
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C3. 1.135, como por exemplo

a
2 J * v c/;/' + f^k.ar = - | J * v''// k'dr*- | J * v> /,/ k.dr

C3. 1. 165

J 5: ¥>'// k.dr - | | z v fj k.dr = g J * cy - yOfj k.dr

Á primeira igualdade da equação C3.1.165 resulta da 
troca de velocidades Cc.c^ por Cc' .c'^, já a segunda igualdade é 
obtida levando-se em conta as equaçSes válidas para uma colisão de 
restituição, isto é,

g ' = - g  , k ' = - k  , dcdcj = dc'dc'4. C3. 1.175

Efetuando operaçSes análogas nos devidos termos da 
equação C3.1.135, e sabendo que

af e,t a r , / 1/, í* - / 3* * " .  a* l ln r  J •
i  V  l  U  1  J

C3. 1. 185

obtemos

onde:
= J w f dc ,

}. = f V c. / dc ,
l  ^ V

—  + *LS + = S + P + P ,  C3. 1.195&t dx.i

C 3. 1. 205 
C3. 1 . 215

r - I * | cr - ♦ | J * O' - *»//, § ^ m  £ k.k.dr +
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ï r * 2-cv" - *> //.k^.dr ♦ | I * <>• - v o / z ^ v ^ 3'1'225J j jj

S ^ J  F i l c  * dc ’ C3. 1 .2 3 3

C 3 . 1 . 243

P = J *  cr - yOff tdr + |  J

! j - ^ //jkidr + |2 | , c v- -*,[
C 3. 1 . 253

d z f  , z f a/ a/
/ -5--- 3---- k .dF — — \ X t-V' ~ V& -3— k k dr +J i  õx  dx i j 4 d x  õx I jv j J 3 v j

*  Cy/' -  v'3/ / l ln £ k.dr +
t 1

2 r r **/t
* Cvy' - v°| / ax a x - +

2 r - y/3// k . k dr1 t jJ2 f *  -  v-3/ /  I -  i „  í  k k ar + |  f *  7£-7rCv'4 <?x i £x / v j 8 I tfx. dxJ i j i J t j

é a densidade da f unção y7* e são os fluxos
cinético Cdevi do ao escoamento do gás!) e potencial Crei ativo as 
colisSes entre os átomos), S é a densidade de suprimento 
relacionada com as forças externas Cdaqui para frente será 
desconsiderada a ação de forças externas, logo S = CO , P e P são 
termos de produção.

A equação de transporte C3.1.19D nos permitirá obter 
equações de balanço para os 13 campos escalares.

III.1.2 - AS EQUAÇÕES DE BALANÇO
Os 13 campos básicos escalares definidos no começo desta

seção, necessitam de 13 equações de balanço. Estas equações são
obtidas através da equação C3.1.19D, substituindo y por m, mc.» 

1 2mC C e — mC C . Assim, temos i j d. v
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13 Balanço de massa Cv> - nD :

ÊE + = 0 , C 3. 1
â t d x .

ii3 Balanço de momento linear Cxp = mc.3 :

â Cpv.3 . õ Cpv.v. + p. . + p. .3 _ _ r-, *
5t 5 c 1 ' lJ l) ' 0 ' C31J

iiiD Balanço do tensor pressão C y/ = mĈ Ĉ Z) :

àr> i . dvli # C p v + p + p D  ̂ i ^ j_  + _ .  tj k ijk ijk + Cp.k + pvkD g-
k *

#v.
+ Cp., + p1  ̂ = p. . + P. . , C3. 1jk jk #Xk vj vj

1 2i VZ> Balanço do fluxo de calor Cyj = g mC Q } :

» Cq v. + q . + q13 I, tfVi_  ♦ ^ , kJ Cqj + V  *;
J J

I i 1 ô C p + p 1 D+ Cp + p D -5—  ~ —  p. . -x—* jk jkijk ijk dxk p d x k

1 p g_cPik + P^ 5 = Q. + Q  . C3.:
2 p rr dx, V tk

onde

p . = f mC.CC / dc ,tjk J t j k

|  mx c c -c -  -  C.C.3/ / ikkdr + J  J  CC-C-

c 3 . :

Pijk 2

. 263

. 27}

. 283

. 293

. 303
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- cicr,//. fctln 7,k*kidr ' s f c j  m* cc:c'j ■ cic? //.k k dPk I

2 r r -i
I  J  ” *  [ c c ;  -  V  5 ^ -  *  c c i  -  c ?  s r ] / / . v ' k k i d r '  C 3 1

q = f 5 mC2C.C. / dc ij «'S ». j C 3 . 1

= Î  [  rn* [cc-^c; - coVj/z.k.dr ♦ % J  »* [c « !c;

-  ‘° \ ] » ,  35kln 7̂ ^ dr - r i fck I  "*
n 2 r ôv- colc.]//tkjcltdr - Î  J "W cc;c; - cc.) ^  //,k Jv r

2 r r n| ,
g J m* [eco2 - C O 2] //ikjkkdr . C3.J

Ki - 1 j m* cc; - v  //.kidr + i \  mx cc:

-  S 3 fckln 7,kjkkdr • C 3 1

I  1 I  r  3  <
« k " ã Prrk’

p = f m* CC'C' - c.c.)// dr ,
i j  J  V J  V J 1

( \  = J |  m* [ c c '^ c .  -  c° 2c .J / / idr

c 3 . :

c 3 . :

2

5U - ! } ”* ccLc'j - c.c? " ,  fckln 7> dr - I S y K  I ”* cc;
2

- V //.kkkidr - S' &rkr f ■"* cc; - cV>".kkk.dr* k I J

. 31D

. 32}

. 33}

. 34} 

. 35}

. 36}

. 37}
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Õf Ôf

A , m* CC'C' -  C.C.D -s- _4 | v j v j <5xfc õxí ‘ V i dr ' §  \ mx cc;c 'i

•v. a2/
/ c?x, ftc, k l " /1 #x% #x k

dr . C3. 1 . 382

Q; =

CO 2C

|  |  ■»* [ c c o 2c- -  t o 1c . ] / / > ^ i n  í k . d r  -  |  |  « *  [c c 'J ! c ;

1 df a/4 s2 f r 2 2 ir d2/l_JL k k dr + ^  | c c ' 2 C' -  c o  c /  ^ 
ij d x . õx j k  1 6 J L v v J l  ^x õxJ k J

,2_ 2 p õ V
k k,dr -  |  m* CC'C' -  C C.2 ff k.

J j k  8  j  r i  r v  ÕX.ÕX^ JJí j

2 p #v dv 2 p
|  m* CC' -  C.2 -5- -̂ / /  k.k dr + §
8  J 1 1  j  k  J  J

1 <?X ÃX | " k*^J k
k drk

ôv õv.
- c 5 ãrr~ ^  // k .kar + a r dx, dx . 1 j kk J

P  d v  d v .

m* CC' - C D  -5—  ̂  ̂ / /  k j1 ^ r r ÕX dx, 1 jJ J k8
k drk

2

- rg J  “* [cc'>z ' c° 2] w,1,k dr .k C 3. 1. 392

O sistema de equaçSes diferenciais C3. 1.262, C3. 1.272, 
C3.1.282 e C3.1.292 nSo pode ser considerado ainda como um
sistema de equaçSes de campo para os 13 campos escalares: p, v̂ ,
p e q ,pois este contém novas quantidades: p ., , p1., , q . ,*ij 'V*-' Vjk ijk vj

q1. » p1. , q* , P.. » Q. , P. . e Q . As quantidades p , p* ,l j vj k tj t tj t vjk vjk
q , q1 , d1 e q1 são conhecidas como os momentos da funçSo de
ij ij ij *

distribuição, enquanto que P. . , Q. , P. . e Q. como termos detj t tj t
produção.

Para que o referido sistema de equaçSes diferenciais se 
torne um sistema de equaçSes de campo, precisamos exprimir estas 
novas quantidades como funções dos campos básicos p, v̂ , p e q̂ .



III.1.3 - DETERMINAÇÃO DOS TERMOS CONSTITUTIVOS
Para a deter mi naçSo dos termos constitutivos, precisamos 

de uma funçSo de distribuiçSo que seja funçSo dos 13 campos 
básicos. Assumiremos /Cx,c,t3 como sendo a funçSo de distribuiçSo 
de Grad C 3 3 :

, = ,«»{ ! , [p^C.C, * 2q,( - 1 )cj} . C3. 1.405

onde

- Ê ( S K I  (- SCT ] C3-1- " s

é a funçSo de distribuiçSo de Maxwell, h. é a constante de
1Boltzmann e p  = p  - =■ p 6 é o devi ante do tensor pressSo.<ij> ij 3 rr tj

Substituindo a funçSo de distribuiçSo de Grad C3. 1.403 
nos termos contitutivos C3. 1.303, C3.1.313, C3.1.323, C3.1.333,
C3. 1.343, C3. 1.353, C3. 1.363, C3. 1.373, . C3. 1.383, C3. 1.393 e
integrando, obtemos
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i  9  ,  4  ,   ̂ 4 8  i  p  b x k  f  a
\ jk * as pb*  Cqi6jk * qA k  * §  q* V  '  £5  "  ' n' ~  S l  3x 6j

2 2 2>9T 1 24 I O b y 1 f _ <ij> <ik>
+ # x .^ik +J k

^ a i _ §ü li1 p b * - r 2  <ij> + <i
dx, i j  J 2 5  rc* p  [  tfx d x

k *  J

,  ^<jk> + *P<ir>,. + ^<jr>, 1 + _ 3 6  x p 2 b V  1 f
dx. tfx jk tfx ik J 175 n* p dx I

—  p 6  + p 6 + p  ., <5. + p . 6.. + p . 63 <vj> kr <ik> jr *<jk> vr *<ir> jk <jr> vk

-  I  P< k r A j  ]  '

I  5  2 f  * t T ) 2 1 7  , kT  1 3 2  :
q i j  "  2  p  b *  [  m J i j  + 1 0  p  X m  P<ij> 2 5

C 3 . 1

kT  _  _ 1 3 2  , i  p W  _ * T
nx ni

< V
s ^ 2, 2 2 , . ÔC{

_ <t 5 r x 1 6 I P b X 1  f p _
<?x 3 <?x ij J 125 rc* p (. <?xj > r ^ J >

» 9q -v
* I  « ] • C313 dx vj Jr

! 3  2 4  i  p 2b 2* 2 M ÔT _ 4 8  i  p 2b 2* 2 f^<k>
q j _ 5  P *  q j 5  P n *  m dx^ 2 5  P p n *  d x f

C3. 3

4/2
P = -  1 8  a 2 P  f  n W  ■) . C3.3

i j  5  m x  l. m J <ij>

1/2
C 3 . 332 2 p  f tzMT 5\ 15 a m Z l m J qi

P = ü !  u1 p 2 b 2 ^ 2 f —  Ÿ ' Z ~ + —  p b *Pij 25 a* [ nm J d x ^  25

-  2 f kT  "32 1 dT 1 . kT  dp<ir> c 3  .
Qt = p I —  J t &x. ÎÔ P X “m &ïc ’v  ̂ i r

g _ 1 4 4  . i p  b * f kT  ï ___<i_ + _6  IL C3. :
-  --------------    2 5  f - ' * - ’ *  d x

j > j >

.  455

. 465

. 475

. 485

. 495

. 505

. 515

onde



pressão do gás ideal

8 CO-volume de um átomo por 
unidade de massa

z 5
16a2

m^T ï coeficiente de viscosidade cizalhante 
de um gás i deal

Os termos não lineares em p .< i j >
ffT i õp

^ i * ôx . ’ dx .# ôx . e suas
J J J

derivadas foram desprezados. O apêndice C traz maiores detalhes 
sobre o cálculo das integrais.

III.1.4 - AS EQUAÇÕES DE CAMPO LINEARIZADAS
Substituindo os termos constitutivos C3.1.42D a C3.1.51D

nas equaçSes de balanço C3.1.26D a C3.1.29D, desprezando os termos
ÕÇ> v ÒIlnão lineares em v * p . . , q . , e suas derivadas,i < i 1 > ^ v dx ôx ôx

1  J  Jobtemos um sistema de equaçSes linearizadas para os 13 campos que
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-  + íàt
Ü idx ,

pkT
m £ 1 + p b x j

dv i
ÕXL .

24 i pZbZx & ^ZT- ——. u C---   —  ---5 n* m dx c?x r r

._ 2, 2 2 d p .48 I p b X <ir>
  II----------------— -----  -----------------------------prr* dx^dx^25 = 0 C 3. 1. 543

&P,. ; 
fft * Í r 1 + | Pb* 1 * í® /  e^a í. f íl V "  f ! *5 í 5 J dx . 5 a * í mrc J l_V J >

(

1 / 2

2
5

2 , 2  2 , J3L —p b x  k ^ T
ny m âx âx< t j>

216 i pZbZxZ M175 pny

àZp

, 3  < i 96 iPX J 0x 25 P
J J >

< i j > 1_1_ f ^ ^<ik> 3 _ 22 ** ^<rk> - 3 _
#x 9 I ôx õxt àx ãx J 17 âx âx l j J*> > i l- i V  ̂ r Ir *ÕX Õ X  r r J * 

1 / 216 2 p f n*T V
' - 5  a *  m [ —  J P<ij> C3. 1 . 553

Õqi 5 T f M 1Z f . 3 , 1 ÔT teT f , 3 dp<ij>
ãt + 2 pT [ m J [ 1 + 5 pb* J ãx. + "IS [ 1 + Pb* J ôíJ
12 i pZbZxZ W  í 2 Õ V<1 + ^ ^ Vf 1 + 54 u 1 p2fc|2* 225 ti v m l  ôx ãx 3 &x #x J 125 P^Xv r r >  v r ^

2 2 d q _ ô q N f -v i / z
2 <v + E r 1 = - 2Ê a2y £ f —  1 qdx õx 3 ôx d x J 15 m I m I v 'r r >  v r - 7 v ^

C3. 1 . 563

As equaçòes C3.1.543 e C3.1.553 representam o traço e a 
parte sem traço da equação C3. 1.283.

111.2 - TEORIA CINÉTICA DE 5 CAMPOS
Iremos caracterizar agora um estado macroscópico de um 

gás monoatômi co denso por 5 campos escalares de densidade p, 
velocidade v e temperatura T.



III.2.1 - A EQUAÇgQ PE TRANSPORTE
Iremos adotar o mesmo procedimento da seção III.1.1. Se 

fizermos o desenvolvimento em séries de Taylor em torrio do ponto x 
das funçSes e x até termos de terceira ordem,
multiplicarmos por uma função arbitrária yXIcD, onde y' é um 
invariante de soma, e integrarmos sobre todos os valores de c, 
obtemos:

88

+ + V  = s + P , C3.2.1Dõt õx.

onde

dc

$ I* s  1

dc

C3. 2, 2D

C3. 2. 3}

t  = I  J  * + í  J  * c '̂ " ^//t fc.ln 7ikvkjdr

a3 r r a2/i &2/ iÏH X c r  - r  I / ax'dx" + dx“ ãx- J kvk/J L j k J k J
♦ I » O '  -  «o I / + / ,  zz-g-  * kdr

j  k  J k

3 r d/ d/ 3 ~2 r
- j? y Cw' - ■=-—  sr̂ - k.k.k.dr + ^ \ x Cy*8 1 dx . dx, v j k 48 dx . dx I

J  j  k J  k J

-  yO / /  k k.k dr , C3 . 2 . 4D1 v j k

s - | F> T&. > dc • C3. 2. 5}
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P = O C3. 2. 6}

Os termos da equação C3.2.1D têm os mesmos significados 
físicos que os termos correspondentes da equação C3.1.19D.

Na teoria de 5 campos escalares, as equações de balanço 
para estes campos correspondem às equações de balanço de massa, 
momento linear e energia. Por isso na derivação da equação C3.2.1D 
escolhemos uma função arbitrária y>, que depende somente da 
velocidade c.

III.2.2 - AS EQUAÇÕES DE BALANÇO

As 5 equações de balanço correspondentes aos campos de
densidade p, velocidade v. e temperatura T, são obtidas a partir
da equação de transporte C3.2.1D substituindo sucessivamente y/ por
m, mc e ~ mc2. Assim, temos: i 2

iD Balanço de massa Cy/ = nõ :

d£ + a_Cpv.D = 0 C3. 2 . 7}
ât orx.

iiJ Balanço de momento linear Cy/ = mc.J :

d Cpv.D a Cpv.v. + p. . + p1. + p11} _ n^ v + -5— v j tj ij vj - O , C3.ci.t5J<rt ax .
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1 2iii5 Balanço de energia C y/ = ^ mc ):

d Qpc 4- i pv2D d_ [ pCc + 
Õt LJ

1 2 ,.  ̂ - . 1  - v )v. + Cp. . + p. .2 j *ij tj

+ pn)v. + q. + q1 + q. 1 vj v J j j J C 3. 2. 9D

onde

”  - rs { cc; - v [
a2/. 02/

/ ôx âx k l
+ /i <?x, <?x k

-  l k  k k d r  
L  J  j k  l

9 r-S í
d/ df

m* CC' - C D -g—  -t t dx, ax j k lk .k.k dr + dT̂õ =>„ I CC'48 dx, #x, I v

-  V  ^ kjkkkidr • C3. 2. 10D

ii a
q i =

[  m* [cc'D2 -  ccd2] [  /  + f ± Z J —  J k . k jc ^ r
e2f

32

s r p “í df df
- rs J m* [c c ' )2 - C O  J 35T  ^  kikJkkdr

3 A2a ô 
96 D2 -  CCD2 / /  k k k d r  .1 t j k C 3. 2. 11D

Nas equaçSes C 3. 2. 7D , C 3. 2. 8D e C3.2.9D não há termos de 
produção, pois as grandezas massa, momento linear e energia são 
conservativas C estamos tratando de colisSes elásticas D.

Agora, p., p1., p” , q, q1 © q”  são termosij vj vj j j j
constitutivos e devem ser expressos como função dos campos básicos 
p, v. e T, para que o sistema de equaçSes C3. 2. 7D , C3. 2. 8D e
C3.2.9D torne-se um sistema de equaçSes de campo.



III.2.3 - DETERMINAÇÃO DOS TERMOS CONSTITUTIVOS
Inicialmente vamos determinar os termos constitutivos

p1* e q11 expressos pelas equaçSes C3.2.10J e C3.2.11J.
Como estamos interessados em obter as equaçSes

linearizadas de Burnett para um gás denso, onde aparecem somente
os gradientes de primeira e segunda ordem dos campos básicos p, v

II IIe T , devemos utilizar no cálculo de p. . e q. a função deij J
distribuição de velocidades de Maxwell.

Aqui pode ser visto com maior clareza porque as funções 
X »/i e f  na equação C2.3.6D foram desenvolvidas em séries de
Taylor em torno do ponto x até termos de terceira ordem.

Substituindo a função de distribuição de Maxwell em 
C 3 . 2 . 1 0 D ,  C 3 .2 .1 1 D  e integrando, obtemos :

31

li _ a 5 kT f â2p , 5 õ2p x 1 a 5 z k f 
PV j 3 0  ^  m2 71 ô x ô x l  3  0 x  Ij  J 6 0  ^  *  m2 71^ < i j > r r ^

_ dZT ^ 5 dZT x "] ^ a5 f d2 T f p 'l2 *Tl
c?x <?x 3 <?x <?x ij J 90 mn I dx òt. r  [ m J ml< i j >  r r J L J

(£)* " K ]  ■ C 3. 2. 12J

2 2 
36 f p 2‘ 3 ' 3 V ' 0 V

q i ' lãs Cq 3 - , r r> j

w3 /- à v „ d v .
f 2 ^  V- + 1  ^—k ;  ] • C3 . 2 . 13J7i I £x dx 3 dx #x Jr* S i r +

Os termos constitutivos p , p1., q e q1 podem serĴ j j
expressos em função de p, v. e T, empregando-se o método de
Chapman-Enskog Cl D e [43. Este método será desenvolvido no próximo
capítulo.

i iDe acordo com as equaçSes C3.1.44J e C3.1.47J p_ e q̂
são funçSes de p, T, p .. e q. , logo precisamos expressar



d  e q como f unçSes de p, v e T. Para tal * usaremos as 
<ij> j *

equaçòes de campo linearizadas C3. 1.553 e C3. 1.563 © o método de
iteração de Maxwell [63 .

O primeiro passo desta iteração consite em substituir no 
lado esquerdo das equaçSes C3. 1.553 e C3. 1.563 os valores de P<̂ > 
e q. no equilibrio* que são = ® e = O, e obter no lado
direito o primeiro valor da iteraçSo

3a

<!> 
p < i i > =

= - 2p 1 + g pbx
. _  2 2< v t 6 i p b   + — u —---2dx . 5 pnaJ> (£)

1/2 2d T
<?X <?x *< <■ j>

C 3. 2. 14D

< i >
q; =

75
64

<yr
<?x

9 i p 2b2 
+ 40 "

d2v a2v
dx <?x r r > 3 #x. dxi rS r ) ’

C3. a. 153

Ho segundo passo da iteração substitui mos P**^ e 
no lado esquerdo das equações C3.1.553 e C3.1.563* considerando 
somemte os termos até gradientes de segunda ordem* obtemos do lado 
direito o segundo valor da iteraçâío

C  - - H 1 +1 '** ) 7̂7 - 2 ( í T  ?  ( 1 + ^  pb*

. | p W  ♦ (i * §*»* ( I 1) à  (

^ 4  . . f 7 96 "i 2 2 2 "J d2T o . „
+ 5  p b *  + I 2 5  + 25rr J p  b *  J d x  *. dx \ * C 3 ' 2 ' 16D

V J J < X. J>
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« r - - 3 ^ ( £ s r [ i + s ' b* ) £ l * 3 í £ ) , H i *
2

. f  6  1 2  ^ z. 2 2 1 9 V < i  1 5  f  p 1-! 2 1_ f  1♦ pb* + gg + 2 5 n  J p *  J 0 x  dx  4 I *  j  P Ir r>

02v
+ - pby + í — ---  1 P2b2* 2 1 . J -- . C3. 2.1735 p D *  ^  25 25n J  ^  *  J  d x . Ô x ^

Definimos o tensor pressão total P.. e o fluxo de calor»• J
total Q comot

P* = p + P 1 + p 11 C 3. 2. 18}
ij i-j ij ij

Q* = q + q 1 + q ”  C 3 .2 .  19D

Substituindo e qi2> nas equaçSes C3.1.44D e
C3.1 .4 7 3, considerando apenas os termos lineares até gradientes de 
segunda ordem, obtemos expressSes lineares para o tensor pressão 
total e fluxo de calor total

i dv
P* = p Cl + pb*D 6S4 - 2 H £l + | p b X + [ g| + H n ] p2b V ]  0x ~

1 J »-j

Õv ,  1 . 2

V õx~ Óü 2 ( X ) P ( 1 + 5 phX  + 2 5  P b * ( 1 2 5r

1 9 2  1 3 3 s 2W f  , ^ 4  . f  2 0  2 4  1 2 2 2  0 *
1 2 5 n  J p  b *  + P b [  1 5  Pb *  [  1 2 5  1 2 5 n  J P *  J dp

1 a 2p  r  p V  1 f  < . 5  w ^ f i 5 ^ i 3 2 1 2 2
)  0x < . 0x ^  + [  a: J pT [  5  P  *  [ 2 5  2 5 n  J

f  1 4  4 9 2  "1 3. 3 3 1 9 T  , 64  f  PX1 2 1 p 2b 2A:2 f
+ [  1 2 5  1 25rz J P X \ 0x: < c 0x ̂ > 2 5  [  1  j  p  n t

40
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6
pb* + 8 P b dp J ax dx 6VJ + 5

, 1.2 , 2.2 2 f 
(I)  pT

^ 3 . 1 a2T
+ §  phX J 0X dx ij r r

C 3. 2. 2C0

Q* =v - 5  ( 1 + g  pb* + í — + — 1l 25 25n J

2, 2  2 1P x I ar
ax

+ 3 f pS2 i r *  s , r 2i 44 i 2. 2 2 . r i
[ £ J p [ 5 P * + [ 25 25rr J p b * [ le

8
25

2
1 2 4  •> 3,3 3 ]  8 V<i _ 1 5  f p V  1 f . . 1 1  f 39
i 25n J p *  J a x a x r> 4 [ *  J p  [ 5 p *  [ 2 5

a2v8 1 2. 2 2 , f 45 40 1 3, 3 3 1 r
2577 J P *  [ 1 2 5  12577 J P *  J ax. axr C3. 2. 21}

onde

I /o_ _ 2^2 1_ f mMT coeficiente de viscosidade
^ ~ ^ * ns2 n J volumétrica

i _ 75 1 f kST ‘li/2 coeficiente de condutividade
64 a2 [ m  n J térmica de um gás ideal

As equaçSes C3.2.2CO e C3.2.2i:> sSo as equações 
linearizadas de Burnett para um gás monoatômico denso de esferas 
rígidas.

Se a velocidade do gás for nula Cv. = CO > além da 
pressSo hidrostática» existem duas outras contribuições para o 
aumento da pressáo num gás monoatômico denso. Â primeira devido a 
um segundo gradiente de temperatura e a segunda devido a um 
segundo gradiente da densidade. Isto pode ser visto a partir da 
equaçSo C3.2.2CO» fazendo-se i = j
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*  6 4  '  * ' 2  “  - 2 ^ 2  2P = p Cl + pb*3 + gg

1 ( *T  <k e¥ Z  ( 1 * I  ^  ) asrsr ■ C3-8-BB>r r

Para um gás ideal a pressSo é simplesmente a pressSo 
hidrostática do gás, não havendo nenhuma outra contribuição para o 
aumento desta. Isto pode ser visto na equação anterior fazendo-se 
pb = O

p* = p = BÜL C 3. 3. 233m

III.2.4 - AS EQUAÇÕES DE CAMPO LINEARIZADAS
Substituindo C3.2.203 e C3.2.213 nas equaçSes de balanço

C3. 2.73, C3.2.83, C3.2.93, desprezando os termos não lineares em
v , —  , —  e suas derivadas, obtemos um sistema de equaçSes v c?x 5x

V V

linearizadas para p, v e T

dvf£ + p  L = O , C3.2.243
&t p Ôxl

p ST + p 5  C1 * pb*> 35. + (  1 *  spbx * pb % }

[á^ên] P W )

- £  ( f T H 1

f  4 0  1 9 2  1 3. 3 9 f  „ 4  f  2 0  2 4  3 2, 2 2
[ 1 2 5  Í257T J P X + p b [ + 5  P X  + [  1 2 5  1 2 5 n  J P X
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] %  ] fer( * ( X ) pT ( 1 * 5 ph* * ( ES *

* ^  *[ l £*f ãn)  ^  ] k  { ã^VJj V r  < i  r  >

64
{ ï î ï ^ l ^ ' b ^ % ) k [ ^ k î

^ . 1^2 , 2.2 2 r
® r ë 1 J L  p  b ^  r  i
5  l  X J PT ti L

3+ 5 PbX } *_ r  _ê!z_ ] = oJ dx. I õx õx I•7 i v  r  r>c?x dx 
i  '  r  r

C 3. c

C1 + pb^  Z ±  - 1| P1 * f !cbc 4 £ m 1i

) pW  ] ^  * 3 ( !*)■ | (

3 k ÕT hT Pz: —  + '2 m dt 

+ 25n

+ ^ pb* + f —l 25

44
25n ]

2 2 2 fp b X + I 18

8  . ^ f  21
1 + 5 ^b* + 25

<?2v124 3,3 3*»d f ~ <i 1125rc J P X J õx [ õx õx J^ /  v ^ r r > '

- " U T H 1 - t * * *  [
39 _ 8
25 2571 )

2 2  z f  45
P b * + [ 125

âZV

-  Î&  ) ' W  ) M  s r * H  - o .J J i v  i  r  /
C3. c

. 253

. 26}

No capítulo 5 analisaremos uma soluçSo para este sistema 
e que corresponde no caso de uma propagação de ondas harmônicas 
planas de pequenas amplitudes.
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IV - O METODO DE CHAPMAN-ENSKOG

O objetivo do método de Chapman-Enskog é determinar os 
termos constitutivos p.., pX., pXI,q., q1 e qIX, da teoria de 5vj vj Vj t t v
campos escalares desenvolvida na seção III.2» em função dos campos 
básicos p, v. e T.

A idéia básica do método é escrever a função de 
distribuição como uma série infinita

~  AO) ^ ,<1> AO) ^ Aí) ^ ,(2> _onde as expressSes / » /  + / » / + / + / , . . .  sao
aproximaçSes sucessivas para a função de distribuição /.

IV. 1 - A PRIMEIRA APROXIMAÇgQ DA FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO
O primeiro termo de / consiste de uma função de

distribuição de Maxwell

/ , o >  - s  ( - i í )  ■ c 4 1 1 3

que nos dá os valores locais da densidade, velocidade e
temperatura.

Este termo corresponde á primeira aproximação para a
função de distribuição, e sua dedução pode ser vista com mais
detalhes em C43.
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IV 2 “ A SEGUNDA APROXIHAÇKO DA FUNÇgQ DE DISTRIBUIÇÃO 

A segunda aproximação é

/co> -»- /(i> = /(0>C 1 + <p(±> D C4.2.1D
e consiste de um desvio da função de distribuição de Maxwell,
sendo $>(i> uma função linear das primeiras derivadas de p, v̂  e T.

Neste método o desvio <p{±> é determinado a partir da
equação

fr * ci % - {  * ' V Ddr* * ]kidr*

* J  I  ü  CjV '  + • C4'2 2;>

quando nela substitui mos o valor da expressão C4.2.1D.
A equação C4.2.2D foi obtida de C2.3.6D, expandindo-se 

as funções  ̂ e em séries de Taylor em torno do ponto x,
levando-se em conta apenas as primeiras derivadas.

Quando substituimos C4.2.13 no lado esquerdo de C4.2.2D, 
desprezando os termos envolvendo sendo p, v  ̂ e T funç5es
de x e t, podemos escrever este lado como

,(o> f  1 õp f mC 3  1 1 flT  m i . r  f  1
' [ P 3t l 5ff ■ ã J t ãt + *T CÍ 3t , ( C i * V l p

f n»C _ 3 1 1 í?T m c r 1 1  r 4 2 ^[ Ê*T 2 J T dx. kT r <?x. J J • t4.c2.3J

A substituição de C4.2.1D no primeiro termo do lado
direito da equação C4. 2. 2D , desprezando os produtos <̂>(iV^1>,
.<!>' <!>' , , a o > ,<o> a o >9 r<o>' .<p e sabendo que / /± = / /± » nos ^eva a.



O segundo e terceiro termos da equaçao C4.2.2D Já
envolvem derivadas espaciais» logo devemos desprezar todos os
termos envolvendo quando neles substi tui r mos a equaçao
C4.2.1D. EntSo podemos escrever /<0> no lugar de / e estes dois
termos ficam

f _(0> -<0>. Õ . - r<0>' r<0>
** j * "t < s . in c / . /. ^ C4. E. 53

,<o>' ,<o> ~Depois de substituir os valores de na expressão acima
temos

f ,<0> -<0>, f Õ . r 2 -r~3 m 1 2  1 2  ̂ 0T
* *  J [ ã * ln Cf> *  T 3 + e Kt*  ccc 3 + cc 3 3 ã *

+ _E cc1' + c b  — r dr . C4.2.63
M T  r  r  < ? x  I

A integraçSo da expressSo C4.2.6D em k e resulta

. ,(o> r  ̂ * - i ^ * 3 a c i r > T : , f- f n’c2 -  5 t~pb* / cv K; ln cp * ü  + s 3J cv [ ãRt a )
L i  V

+ Ê. r r mc^ _ 5 1 6 + 2 C C  1 1 • C4.2.7D
5  [  [  ZkT  2  J  i r  t  r  2 > c T  J  d x .  J

Usando C4.2.3D, C4.2.4D e C4.2. 7} a equação C4.2.2D fica
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+ cc + l ?£ * f 2S_ -  ã 1 L «I  , J ! c  _ r ]
i  i  [ p t o  (. 2 * T  2  J T  Jx. fcT r « x  J

,  , [ .  í , , !  „ ^ J t l n D .  r « C !  5 1
+ pbx  I c i K l n  C p : t T 5  * S f e ,  c i [ SST - S J*- i l

+ |  [  í  gC -  |  1 6  + 2C.C = £ =  1 = - r 1 1 ■ C 4 .2 .8 D5 l L 2&T 2 J vr v r 2kT J cbc J J
Para que <£>C1> seja soluçSo da equaçSo integral C4. 2. 8D é

necessário que o lado direito desta equaçSo satisfaça as condições

2 ^ av.f <o> r 1 dp  f mC 3 1 1 ôT m l + rr + v f 1
J v  /  [  P  SC + [  § 5 ?  '  ã  J T 5 t  + St  C c ãC + CCi  + V  [ p  5 x

r mC2 3  1 1 í l  , m _  r 1 ^ T l
[  EMT -  £  J t  ã x  *  S t  CT ã x  J + pbx [ c i â x l n  c p  *  T3

3 d Cln TD _ r mC2 _ 5  ̂ 2 T f mC2 _ 5 ] .
5 â>c. I t 2kT 2 J 5 [ [ 2&T 2 J ir

]£;]]■+ 2C.Cr I — r I |dc = 0 , C4.2.95

onde yj é um invariante de soma, isto é , + V* = + V' • As
condiçSes C4.2 .ÔD sSo consequências do resultado que para toda 
funçSo /C x ,c.O , temos

r  _<0>.<0> .<±>' .<!>' .<i> (i> __ r ,(i> .<o> <o>
J  v 7 f± /  + 0  -  <P± - <P =  J  0  / t  /  c

+ y/' - y; - y/ } dr . C4.2.1CD

Esta igualdade é obtida através de arranjos semelhantes 
aos empregados na seçâo III.1.1 para deduçSo da equaçSo C 3. 1.162. 
Em particular se y> for um invariante de soma, a integral C4.2.102 
é nula e segue a equaçáo C4.2.9D.



A partir da equação C4.2.9D, segue as seguintes equaçSes
_ 1 2quando ys assume os valores m * mc. e p mc

41

?£ + = o . C4.2.11Dõt ax.

õv. õ v . a r íot 1p — 1 + pv -5— - + I p —  Cl + pb^D = O , C4.2. 12D^ õt r cbc Ãx. ^ m Jr t *- J

3 te c?T , 3 te dT teT ^ w ̂  ̂ ^ r >i 1— p — — - + ~  p  — v ~-z—- + p  —  Cl + p b ^ j —  -  O . C 4 . d . l d J2 K m 2 m i dx. ^ m ^i t

As equações C4.2.11D» C4. 2. 12D e C4. 2. 13D são as
equações de campo para um fluido de Euler.

õ **i ÕTEliminando , -SI-V e dados pelas equações C4.2. 11D a crt ot crt
C4.2. 13D, a equação C4.2.8D se reduz a

Tr ,<t>, 1 .<o> [ 3 , f mC2 5 *\r 1 #TI I *  J = -  /  [  Cl ♦ 5  / * * >  l  gKf -  g Jct T

+ C1 + s ^  K? c<lcí> 2bT ] • C4.2.14D

Â solução geral <£(1> da equação C4.2.14D, pode ser 
escrita como uma soma entre a solução da equação homogênea e uma 
combinação linear dos gradientes de temperatura e velocidade. 
Assim» temos

A Õv
£(1> = - L _> Ç. - L » B rj-i. + a + a C + a c2, C4.2.153
^  X  T  d X ^  *  2 & T  i j  1 2 r  r  3

onde a e a são duas funçSes escalares, oc e A. são duas
1 3  2 r  V



funç5es vetoriais e B uma função tensorial. A. e B. dependem de
vj  V VJ

C, p e T * enquanto at> a2 e a3 n^° dependem de C.
Substituindo a equação C4.2.152) na equação C4.2.14D

ie igualando os coeficientes de ^  e obtemos equações
i  j

integrais para A^ e B _  que são

- IIA.I = /"*Cl + ! pbjof - § ]c. . C4. 2.163

- I[B ] = 2/<0>Cl + | phx^C C. . C4.2.17}
VJ O  <v J>

A equação C4.2.17} impõe determinadas restrições ao
tensor B . Se tomarmos o traço e a parte anti -si métri ca daij
equação C4.2.17}, obtemos, respectivamente,

42

I [B 3 = 0 , C4. 2.18Drr

I [B 3 = O , C 4. 2. 19}tijJ

1onde B = — CB - B 2) representa a parte anti-simétrica dotij] 2 ij jt
tensor B .

Estas equações serão satisfeitas se tivermos , 
respecti vãmente.

B = O

B . = B.

C4. 2. 20D

C 4. 2.212>

Das equações C4.2.2C0 e C4.2.21D concluimos que B é um 
tensor simétrico sem traço.

De acordo com teoremas de representação de funções



escalares» vetoriais e tensoriais [73, podemos expressar a funçSo
vetorial A.CC»p. TD e a função tensorial simétrica sem traço
B CC,p,TO como vj

43

A = AC C2, p, TDC. , C 4. 2. 22}í t

B = BCCZ,p,T>C C , C4. 2. 233tj <v j>

2 2onde ACC , p,TO e BCC , p, 70 são duas funçSes escalares.
A inserção das representações C4.2.223 e C4.2.233 na

solução geral C4.2.153 leva à

ôv,<i> 1 A _ õT 1 m _ _ _ i , _ ^  ̂~<t> = - — =r C —— - — B C C  ——  + a + a C + a C
^  *  T V chc  ̂ X 2 M T  <1 j  > d x  i  2 r  r  3

C 4. 2. 24D
As constantes a » a e a podem ser escolhidas tal que1 Zr 3 ^

>̂(1> satisfaça a condição

y/ /<0> 0 (i>dc = O , C4.2.25}

ou seja.

f  ,<o>f 1 A _ ÕT _ 1
J L *  T  1 ôxi *

m
2*T B C C. <v J>

&vi
dx + a a C

2 r  r
a C3 dc = O

C4. 2. 263

Esta condição pode ser facilmente verificada a partir 
das definiçSes dos campos básicos p» v̂  e T dadas pelas equações 
C 3. 1. 13 » C3.1.23 e C2.1.113.

Assim, se tomarmos y/ = m, mc. e ^ mc2 e integrarmos,
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obtemos, respectivamente.

a + 3*1 a = O , C 4. 2.275i m s

r  .<o>r i  a  5T  1 -  _m / 1 - — = -3- + a IC CJ L X  T ÕX^ Z r J v r
dc = O , C4 . 2 . 285

a + a = O . C4. 2. 295i m s

Das equaçSes C4. 2. 27} e C4.2.29D podemos concluir que cx
= = O, enquanto que a equação C4.2.283 mostra que ot^ é

dT , , 1 a dTproporcional a .Assim, a deve ser da forma a = ~ e a
^  ^  ÕX 2 r  2 r  ^  T  a x

i  r

equação C4.2.28D e reduz a

f m (o> f _ A* ôT
\ x f L T

*onde A = A - ot .

C C dc = O , C4. 2. 3CD
i  r

Como não é nulo, podemos expressar a condiçãooxi
C4.2.3CD na forma

J A** C2 / 0>dc = 0 . C4. 2.315

Com base nos resultados acima, podemos escrever a 
equação C4.2.245 como

0(i> = - L f J c  Ç- + B C C ] . C4.2. 325X L T v  âx^ 2teT < i  j>  J

Os coeficientes A e B são obtidos através da solução 
das equaçSes integrais C4.2.165 e C4.2.175, isto é,
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- IlA-C) = / “ Cl ♦ § ph*»( g £  - § )C . C4.2.335

- I t B C . C .  ] = 2/<0>C 1 + | p b ^ C  C . C 4. 2. 34D<t j> 5 <v j>

As equações integrais C4.2.33D e C4.2.34D podem ser 
escritas em funçSo dos polinómios de Sonine CApêndice DD

S (1>CfiCZ^ = |  - (3C* , C 4 . 2 . 35}
3 /2  2

S (0>C/?C2D = 1 , C4. 2. 36!)
5 / 2  ’

como

I [A* *C.3  = / 0>Cl  + §  p b * }  S^C ftC2} C. > C 4 . 2 . 3 7 D

-  I tBC^C ] = 2 / <0>C 1 + |  pb*} S^>Cf?C2} , C4.2.38D

m
onde p ‘ ãff ■

Para resolver as equações C4.2.37D e C4.2.38D expandimos 
os coeficientes A e B em séries de polinómios de Sonine da 
seguinte forma

oc
A*CC2,p,T} = - ft S a S^CftC2̂  , C4.2.3SD

r  3 / 2r = O

(X
BC CZ,p,T> b S (r>C(3C2? , C4.2.40}

Lt r  5 / 2  
r  =o

onde a e b são coeficientes escalares que nSo dependem de C. 
r  r



O coeficiente A deve satisfazer a equação C4.2.313. 
Portanto se substituirmos C4.2.393 em C4.2.313 obtemos

oc
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OC

- 4„ E  f ] ft y f s<0> s<r> c4 e-^  dC = O . C4.2.41Dm I 2nkT J  ' L  s/ 2 3 /2
v  ^  r  = 0  J

Usando as equações CD. 63 e CD. 73, do apêndice D, em
C 4.2.413 temos

- | £ a = O . C4. 2. 42}2 m o

Portanto, conclui mos que a^ = O e que A passa a ser 
expresso como

oc
A*CC2,p,T} = - (3 X a S <r> . C4.2.43}^ ' L r  3 / 2

r  =  1

A inserção das expressões C4.2.403 e C4.2.433 nas
equações integrais C4.2.373 e C4.2.383, resulta que

oc
- (i Y a IES<r>C] = / 0,C1 + | pb*} S (1>C . C4.2.44}

' L  r 3 / 2  i  J 5  3 / 2  V
r  =  1

- f? y  b I C S <r>C C D  = 2 /(0>Cl + I  pb*} S <0>C C. . C4.2.45}
L  r  5 / 2  <t J> 5  5 / 2  <t j>

r  = o

Usando as equações C4.2.443 e C4.2.453, iremos
determinar os coeficientes a e b das expansões de A e B em

r  r

sér i es de poli nômi os de Soni ne.
< r  >Se multiplicarmos a equação C4.2.443 por ^ 3/2̂ 1/
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integrarmos em relaçSo a C e utilizarmos a equaçSo CD. 7}, obtemos

(X
S a a = ^ - Ç £ c i + 2  pb*} ô , C 4. 2. 46DL r s  b  4rn 5  ^ i re = i

onde

a = - I S <r)C I [ S <s>C IdC . C4.2.47D
r s  J 3 / 2  i  3 / 2  v

2 ( r )Multiplicando agora a equação C4.2.452) por (3 ̂ 5/2 <̂î j> 
e integrando em relação a C, obtemos

oc
S ft b = 5 — Cl + 2 pb^D 6 , C4.2. 483£, r s  s  m 5  O r6=0

onde

fí = - fí3 I S (r>C C I t s (6>c C. IdC . C4.2.493
r s  J 5 / 2  <i j> 5 / 2  <v j>

A equação C4.2.46D representa um sistema infinito de
equaçSes algébricas para os coeficientes a^ > bem como a equação
C4.2.48D um sistema infinito de equaçSes algébricas para b̂ .
Somente os coeficientes a e b interessam no cálculo dosi o
coeficientes de transporte e estes são obtidos a partir do sistema 
de equaçSes C4.2.46D e C4. 2. 482)
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b = lim o
n  -> (X

1 n

2 n

15 p ^ 3 , ^—  Cl + ̂  pb*} a   a4 m 5 ^ 12
0 a   a

2 2

0 a   a
n  2 n

a a   a
1 1 1 2  m

cx oi    a
2 1 2 2 2 n

cx a   a
n 1 r»2 n n

5 — C1 + |  pb*!)   /?m 5 oi i
O (3   ftii
o ft t ...... n

n  1 n

P ft ................................. ft
1 O O  O l  O n

P P ................................. P' I O  11

P P ................................. P
• n O  n l

O n

1 n

1 n

C 4. 8. 50}

C 4. 2. 51}
Os coeficientes a e b sSo obtidos com base num métodoi o

de aproxi mações sucessivas. Neste método a apr oxi mção de ordem p
para os coeficientes a e b > denotada por Cal e Cb 3 é

 ̂ I O  ^  1 p  O  p

dada através do sub-determinante de ordem p. Só iremos considerar
a primeira aproximação para os coeficientes e b^ que é

15 P r, a = — r — Cl i 4 m C4. S. 533
11



onde as integrais a e Í3 são definidas como v 11 oo

a = - (? f S (1>C. I[S(1>C.]dC , C4.2.54}
11 ' J 3 / 2  t  3 / 2  V

f t .OO = - cr f s ÍO>c c.j 5/2 <1 J> I [S(0>C C. ]dC
5 / 2  <i» J>

C4 . a. 553

Para o cálculo das integrais a e (3 mudamos as11 oo
variáveis de integração C e e adotamos como novas variáveis a
velocidade relativa g e a velocidade do centro de massa G 
definidas por

g = c t -  c , 

c + c

Como a lei de conservação de momento linear implica que 
G' = G, as equaçSes C4.2.55} e C4.2.56} fornecem

C4. 2. 55} 

C 4. 2. 56}

C = G - g g . Cj = G + g g , C4.2.57}

C' = G' - | g' , = G' + g g' . C4.2.58}

dCdC^ = dgdG C4. 2. 59}



Usando as equaçSes C2.2.Ô}* C2.2.1CD* C4.2.572) e
C4.2.59D podemos escrever ot e ft como ^ 11 oo

“ . i " p‘ J  ( 1  ■ ft c s2  ■ G«9 « * 1 g2;>)  ( e t ~ s  9 0  C ' m  [

- 2G g k Cgk3 - 2G g.k C g k 3  + 4G k k.Cg • k32 - 2G.g k Cg • k3 
r  r  t  r  v  r  r r v  t r r
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+ 2G.C g • k32 j aZCg • k3dkdgdG , C4.2.603i

0 = - (?3 [ í G G - = g G - U e  + T 9 9 1 /'"’/‘“’foo J  [  <i j> 2 <i j> 2 <j i> 4 <i j> J  i  L

2k k Cg*k)2 - g k Cg*kD - g k. C g k D  1 a2Cg • kDdkdgdG. C4.2.613
< i  j >  y  p  < j  i >  J

Integrando as equaçSes C4.2.60D e C4.2.61D em relação a 
k, utilizando para isto as equaçSes CC.6D a CC.10D do apêndice C, 
e em seguida em relação as velocidades relativas g e G, utilizando 
as equaçSesC C. 12> a CC.5D, obtemos

a = ^ —i , C4. 2. 623ii 4 m y.

ft = | £ Lj , C 4. 2. 6331 oo 4 m /j

onde conclui mos que a = (311 oo
Utilizando as equaçSes C4.2.62D, C4.2.63D, C4.2.52D,

C4.2.532), C4.2.43D> C4.2.40D e C4.2.322) escrevemos 0(1> como

.<»> 3 (I1 1 ,, ^ 3 . . f 5  m C 2 1 1 dT* “ 2 í  F  C1 + 5 ^  l  2 ‘ S T  J Ci I ‘
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- H L Cl + % pbAO ^  C C . C4. 2. 645X P  5 ^ * - k T i . j 0 x

IV. 3 - A TERCEIRA APROXIMAÇSO DA FUNÇSO DE DISTRIBUIÇÃO 
A terceira aproximação é

o> + <̂1) + (̂2> = y«»cl + ^«> + <̂2̂   ̂ C4.3. 1D

(2)onde <p é uma função linear das segundas derivadas de p, v e T.
(2>O desvio 0 será determinado a partir da equaçSo

Vi * c i §£ .  -  {  *  c ' i ' '  “  ' . / 5 d r *  *  }  * *  [  J"  5 T  + '  5 ^ 7  ] k id r

J I ü. c/i/' + V 3k.dr* + | s*  [ '' sr4 -

- '  -̂35- ]kvkjdr** + I  s §£ [ ' '  ^  - f K kjdr*t j  J  J  V L  J  J  J

I 2 A2+ tJ I kfk, íf'J' - V 3kikjdr"' • C4. 3. 2}

quando nela substituirmos a expressão C4.3. lü>.
A equação C4.3.2D foi obtida a partir de C2.3.6D*

expandindo-se as funções x* f'± e f± em séries de Taylor em torno
do ponto x» levando-se em conta apenas as primeiras e segundas
deri vadas.

Substituindo C4.3.1D no lado esquerdo da equação
<2>C4.3. 2}, agora desprezando os termos envolvendo (p , temos
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/º' [ . ~ iJp ( mC 2 
3 ) 1 iJT 

lJv. 
3 µ 

1 
!. (1 3 ( + + ...E! e \. 

ôt 21'.T 2 T õt.. iJt 
+ 2x + 5 pbx) 

k.T i. p 

5 mC 2 

) 1 iJ ( :.) 
1 

!_ Cl 2 iJ ( 
lJv . 

) e t:. m \. 

2 21'.T T iJt 
- + 5 pbx) 

ltT e .e . 
ôt iJx . i. X p (\. J> 

\. J 

[ 1 éJp ( mC 2 3 ) 1 iJT 
iJv 

+ CC. + V .) + ...E! e r 

p iJx . 
+ 

21'.T 2 T iJx . iJx . J J k.T r 
J J J 

3 1 

!. e 1 3 ( 5 mC 2 

) !_~ (ªT) 
I 

!. e 1 µ e t:. + 
2~ + 5 pbx) 2 21tT + p r T iJx . iJx X p 

J r 

2 b ) m e e 
+ 5 p X kT <r i;> 

iJv 

:X. ( axr ) ] ] · 
J s 

C4. 3. 3) 

A substituição de C4. 3.1) no lado direi lo da equação 

C4.3.2). desprezando os lermos não lineares. leva a 

(4. 3. 4) 

Assim. podemo s escrever a equação C4. 3. 2) da seguinte 

forma 

~) 
lJv. 

1 éJT + m C " 
T ôt ltT i. ôl 

1 
3 µ_ 1 3 ( + 2 x P e 1 + 5 pbx) 
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5 mC
2 

) 1 éJ ( ~.) 
I 

1 2 éJ ( 
ltv 

) e t!.. m \. 
2 2~T T bt., - ( 1 + 5 pbx) k.T e .e . 

bt., étx . i X p (\. J> 
\. J 

[ 1 éJp ( mC
2 

3 ) 1 éJT 
éJv 

+ CC . + v.) +~e T 

éJx . 
+ 2kT 2 T éJx . éJx . J J p ~T T 

J J J 

3 
I 

1 3 ( ~ -
mC

2 

) 1 :X . ( ~ ) 
I 

1 + 2 
t!.. (1 + 5 pbx) 2kT e 

T T 
t!.. C1 + 

X p X p 
J T 

2 ~ ( 
bv 

) ] ] / º '/º 'e </><1 >' + <1> ' ~ e e T 
X f + 5 pbx) kT <r ~> étx. ôx 1 1 </> 

J ~ 

C4. 3. 5) 

A mulliplicação da equação C4.3.5) por m. me . e 
\. 

1 2 

2 me e 

i nlegração sobre lodos os valores de e. fornece as equaçê5es de 

campo linearizadas para um fluido de Navier - Stokes. Assim • temos 

{Jp + 
éJl 

lJ Cp v . ) 
- \. = 
éJx . 

\. 

bv ôv 
i 

p 
éJl 

+ pv 
ÔX T 

T 

- n :X. ( 
ôv 

) r 
éJx 

\. r 

o . 

+ 

-

* ~I ( 
ôp 
ÔX . 

- 2 1 
\. 

ôv 
~ n ~ ( _<i) 
5 éJx éJx 

r r> 

õT * 
õx . + p 

\. 

ôv . 
\. 

ôx . 
\. 

(4. 3. 6) 

)z 8 ( av .) 2 
+ 5 pbX éJx ÔX (\. 

r r> 

= o . (4 . 3 . 7) 

I 
15 t!.. 
4x 

k ( 1 + 35_ pbx ) z ôzT 
m ôx . éJx . 

1. 1. 
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=: o • C4. 3 . 8) 

* onde p = C1 + pbx) é a pressão hidrostática de um gás denso. 

ôp ltvi. õT 
Eliminando õl • õl e õl • dados pelas equaçESes C4. 3. 6), 

C4.3.7) e (4.3.8). da equação (4.3.5) temos 

[ - ôv. 1 ôp 2 1 ( mC
2 

~) [ 3 1'. õT * 
ôv. 

/º) \. \. 

ÔX. 
- V 

ôx 3p 2kT 2 p V 
ôx 

+ p 
ôx p \. m \. 

\. i. i. i.. 

15 µ 
l 

k ( 3 2 ô
2T 24 1 

k p2b2x2 ô
2

T ] 1 pbx) e 4x + 5 5 m ôx . ôx . X m 11 ôx . ôx. 
\. \. l. \. 

1 [ 
ôv . ôp* I 

( 2 )
2 ~ ( ôv<i.) \. 

- 2 e 1 - - e pv 
éJx 

+ 
ôx . 

+ 5 pbx 
p \. r X ÔX ÔX 

r: \. r r> 

éJ ( ôvr) 6 ~ ( ôv<i) ] 
1 

1 3 ( 5 
- T'/ 

ÔX. ÔX 
- 5 T'/ e -2 (1 + 5 pbx) 2 ÔX ÔX X p 

\ r r r> 

mC
2 

) ~[ 3 k ôT 
ôv 

] 
1 

1 * r e e 21'.T e. 2 p V 
ôx 

+ p 
ôx 

+ -z 1 + 
\. ôx . m r X p 

\ r r 

éJv. * ] ( mC
2 

2 
) e .e . ~ [ pv 

\. bp 
cc . + v .) [ ~ ôp 

+ 5 pbx éJx 
+ 

ÔX . 
+ 

ôx . 
+ 21'.T (\. J) ôx . r J J p 

J r \. J 

~) õT 
ôv 3 µ I ~ (1 3 ( 5 mC

2 

) 1 ô
2

T +~e r e 
ôx . ôx . 

+ 2x + 5 pbx) 2 21'.T r f kT r p ÔX ÔX 
J J r j 

I 
1 2 ~ . ( :r) ] ] 1'º>1<º>c<P<1>' !:!.. (1 m e e X f - + 5 pbx) kT 

= 
X p <r s;> 1 1 

J " 

éJ</><1> J z éJ2/<0>' ÔZ/<O> 

)k dr* a ( 1'º>' t - 1'º> i. )k k dr* 
+ ôx \. i.. + 2 X ôx . éJx . ôx. ôx . i. j ' 

\ J \ J 

(4. 3. 9) 
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onde os lermos grifados se anulam. de acordo com a equa ç ã o 

C4. 2. 8). 

Substi tuindo os valores de 
( t>. 

<P 1 • 

respetivamente. no qua rto e qui nto l ermos ddo l a do d i reito da 

equação C4.3.9). integrando o quart..o ler mo em r e lação a k e C e 
1 

rea grupa ndo os termos s e me lhantes obt emos 

1 /<O> [ - 2 ~ I 1 ( 1 + 3 b ) ( 1 !3 
X ,.. pT 5 p X S 

3 
I 

1 3 it
2

T e (1 2 e e 2 pT + 5 pbx) 
X <i. j> ÔX , ôx . 

\. J 

I 
2 6 e m 

+ + 

I 
e 1 

+ - 2(1 
X p 

2 a2p * 
+ 5 pbx)C .e . ôx ôx (\, J > . . 

\. J 

ô
2

v 
i. (1 pbx)C1 e .e . e 

pkT 5 35 pbx) 
:.t' (\, J lc> ôx / 1xlc 

+ 

+ 

+ 

3 µ 
I 1 3 12 ( 7 - {1Cz ) ô

2T (1 + gPbx)C1 + 
35

pbx) e .e . 2i pT 2 (\. J> ôx . ax . 
\. J 

I 

!.. e 1 3 ( 5 - {1Cz ) 
it

2 v 
e + pbx) e r 

:.t' p + 5 pbx)C1 2 i. ôx . a x 
\. T 

4 
I 

~ C1 2 3 ( 5 ) 
a 2 v 

e pbx)C1 pbx) - {1C2 e. ( i. 

5 + 5 + 5 2 ôx ôx X p 

16 J 
1 e 

5 pT X 

16 µ 
I 

1 
si p 

zbz z 
( 3 p X - {1C2 

2 rr 

pzbzxz it
2 v 

r e 
rr i. ÔX , ÔX ] 

<2>' 
+ <P 

\. r 

) ô
2

T 96 
+ 

25 ôx ôx 
i. i. 

2 J 1:º) /º' a - 2 

\. 
r r> 

I 1 zbz z ô
2 v 

e p X e ( i. -
X p rr i. ax ôx 

r r> 

[ ( e c1• )z 
m 

2kT 

= 

(4. 3.10) 

A 1 ""' 1 A.. <Z>• so uça.o g e ra ~ da equação C4 . 3 . 10), será uma 

soma entre a solução da equação homo gênea e uma combinação linear 



dos segundos gradientes de densidade, velocidade e temperatura 

4'<2> = 
ô

2
v 

!_ D i. 
.::t i.jk üx .ôx 

J k 
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+ a + a e + a c2 (4.3.11) 
1 2r r 3 

onde A. .. B.. • D". J.k • são funções tensor i ais que dependem de C, p 
\.J \.J 

e T, enquanto ex e ex são duas funções escalares e a é uma 
1 3 Zr 

função vetorial e estas não d e pendem de e. 

Subsliluindo a equação (4.3.11) na equação C4.3.10) e 

igualando os coeficientes de 

equaçê5es integrais para A .. 
\. J 

ô
2 T 

ÜX.ÜX 
\. J 

• B .. 
\. J 

ôzp* 
• üx . üx 

\. J 

e D . ' k que 
\. J 

e obtemos 

são 

3 I 
+ 2 µ 

1 3 2 

PT 
c1 + 

5
- pb;:t) e .e . 

(\. J> 

3 I 1 3 
2' µ pT Cl + !§' pb;:t)Cl + 

1 2 ( 7 2 ) e e 1 6 1 1 p 
2 

b 
2 
x 

2 
( 3 _ nrz ) 6 _ . 

35 pb;:t) 2 - (1C <i. j> + 5 µ pT rr 2 ,~..... "J 

C4 . 3.12) 

_ /<O> [ µ
1 

1 2 ] IC B .. J = -Pz :;:; c1 + -
5 

pb;:t) e .e . 
\J ..... (\. J> 

C4. 3.13) 

I [D ) = l /<O> . [ µ 1 m ( 1 + 2 pbv) ( 1 + Ô pbv) C C C 
ijk .::t p}<{T 5 "'- 35 "'- <i j k> 

I 
+ µ 1 3 

p Cl + !§' pb;:t)Cl + pb;:t) 
1 e 2- 6 . 6 . 

\.k J~ 
+ 



-

+ 

obtemos 

onde A .. 
[\.J] 

tensor A. . 
\.J 

+ !_ 6 6 ) - 4 I 1 (1 2 b )( 3 b ) 
2 i.j ks 5 µ p + 5 p X 1 + 5 p X ( ~ 

~z ) e e ~Ó . ó .k 
1 1 ) - + 12 ói.jókp + 

12 
6

i.1c
6

jp p l.p J 

95 I 1 zbz z 1 1 1 
25 

µ p X · e e 2 6 . 6 . + 
12 

6 .. 6 + 
12 

ó 6 ) 
p rr p \.P Jk \.J kp i.k jp 

15 1 2b2 2 1 1 ] I p X e e 6 ó 6 6 ) 5µ 2 + 2 p rr &> i.k j&> i.j h 

z J 1:º>/0> a m Ct ' - e~ ) 1c . 1c .ctr* (4.3.14) 2 X ~T C \. \. \. J 

Se tomarmos a parte anti-simétrica da equação C4.3 . 12), 

1 
CA . . = 2 1.J 

A equação 

I[ A .. J 
[1.Jl 

o . (4 . 3. 15) 

A .. ) representa a parle anli-simélrica do 
JI. 

C4 . 3.15) será salisfeila se A . . O 
[\.J] 

assim podemos concl uir que A .. é um tensor simétrico. 
\.J 

A equação C4.3.13) também impõe determinadas restrições 

ao tensor B . .. Se tomar mos o lr aço e a parle anti -simétrica da 
l.J 

equação C4 . 2.13) , obtemos 

ICB J =O • 
TT 

ICB . . J =O. 
h.Jl 

( 4 . 3. 15) 

(4. 3.17) 

As equações C4 . 3 . 16) e (4.3.17) serão satisfeitas se 

B = 
rr 

O e B .. 
[l.J] 

o 

simétrico com traço nulo. 

assim concluimos que B .. 
\.J 

é um tensor 
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Usando novamente os teoremas de representação de funções 

escalares. vetoriais e tensoriais, podemos expressar a função 

tensor i al simétrica A .. 
\.J 

a f'unção tensorial simétrica de traço 

nulo Bij e a função tensorial Dijlc como 

A. . = A 6 .. + A e .e. 
\.J 1 \.J z (\. J) 

(4. 3. 18) 

B . . = s e .e . 
lJ (\. J> 

C4. 3.19) 

ol. J"'· = o e . e . e + o e. 6 ·1c + o e 6 + o e 6 
"' 1 (\, J lc> 2 l J 3 j ilc ' k ij 

(4.3.20) 

onde A • A • B. D • D • D e D são funções escalares que dependem 
1 z 1 z 3 ' 

2 
de C , p e T. 

Substituindo C4.3.18), C4.3.19) e C4.3.20) na solução 

geral C4.3 . 11). lemos 

<1>(2) = [ D2 T ô
2 T 1 

A A e .e . B + + 
X 1 iJx iJx 2 (\, J> iJx . iJx . 

i i \. J 

ô
2

v . ô
2

v . 
\. 

+ + 
\. 

+ o e .e . ele> D C. 
1 (\. J iJxjôxk 2 \. iJx iJx 

r r 

+D C 
' k ôxr iJxk 

a 
1 

+ ex e 
2r r 

+ ex C
2 

3 

ô2p * 
e .e . 

ü J> iJx . ÔX . 
\. J 

8
2

v 
D C . 

r 

3 J ôx .iJx 
J r 

(4.3. 21) 

As constantes ex • ex e ex podem ser escolhi das tal que 
1 Zr 3 

<l>cz> satisfaça a equação 

(4. 3. 22) 

Se tomarmos ~ = m • 
1 2 

me\. e 2 me e integrarmos, obtemos. 

respectivamente. 
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o . (4. 3. 23) 

ô
2

v . 
m Jc D e 6 + D e .6 . 1c + D e 6 . . ) e " / 0

,dc = pa • 
X 2 i. jlc s J " ' 1c "J s õx j iJxlc za 

(4. 3. 24) 

J ô
2

T 3 15 kT m A
1
/<0> C2dc + + = O 

2.:t iJx iJx . 2 Pª1 2 P m ªa · 
\. 

(4. 3. 25) 

Pelas equaç~es (4.3.23), (4.3.24) e (4.3.25) devemos ter 

1 ô
2 T 

a = x e1 1 ÔX . iJx . 
\. \. 

C4. 3. 26) 

.!.. e 
ô

2
v . 

e: 1 6 6 e: 6 6 e: 3 6 . 6 . ) 
\. 

a = + + . 
Zr X i.j ler 2 i.lc jr \.T JJc âxjôxk 

C4. 3. 27) 

1 ô
2 T 

ª3 = x e3 ax . õx . 
\. \. 

(4. 3. 28) 

e a equação C4.3.21) pode ser escrita como 

<1><2> = [ ô
2T ô

2T ôzp * 1 A* A e .e . + B e e - + 
X 1 õx . õx . 2 (\. J> õx . iJx . <i. j> iJx . iJx . 

\. \. \. J \. J 

éJ
2

v . éJ
2

v . 
o*c . 

éJ
2

v 
D C . e e \. o*c. \. r 

+ + + 
1 (\. j k> iJx j õxk 2 \. iJx iJx 3 J ôx .ôx 

T T J r 

ô
2

v 
+ o*c r ] 

' 1c iJx ax r lc 

(4. 3. 29) 

onde: 

(4. 3. 30) 
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o* = D - ( z z 9 • 
(4.3.31) 

o* = D - (2 • a 3 
(4.3.32) 

o* = D - (1 
' ' 

C4. 3. 33) 

Os coeficient.es A*, A , B, D, o*, o* e o* são oblidos 
1 z 1 z 3 ' 

alravés da solução das equaçe5es inlegrais C4.3.12), (4.3.13) e 

C4.3.14), ou seja, 

2µ1 - Cl + pbx)z s<z> + - µ1 ..... 
[ 

1 3 1 6 1 p Z b Z V Z s( 1 ) ] 

pT 5 1/Z 5 pT rr 1/Z 

(4.3.34) 

ICAC.C . J 
1 /º) [ 3 I 1 Cl 3 2 S(O) 3 I __.!.. e 1 = 2 µ 

pT 
+ 5 pbx) - 2 µ + 

2 (\. J> X ~/2 pT 

3 12 
2 

a m ] J 1:0> /(Q) 
s< 1 > e .e. e + 5 pbx)C1 + 35 pbx) + - X 2kr ~/Z (\, J> 2 

ICB C .C . J = 
(\. J) 

I e o e . e . e,_> J 
1 (\. J ~ 

= 1 /º>[ µ 1 m c1 + 2 b ) c1 + 6 b ) s<o> 
X pkT 5 p X 35 p X 7/Z 

] e e e - ~z"" J 1
1
<

0 >1<0
> ...E: k k k Cg·k)dr* • 

<i j k> e;. "" kT <i j k> 

(4. 3. 35) 

C4. 3. 36) 

(4. 3. 37) 
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* + o*c6 
M 1 /º) [ I 1 3 

I CD C.6 .lc + D Ck6 . . J = µ - C1 + 5 pbx)Cl + 
z 'L J 3 j ilc 4 \.J X p 

+ pb,::t) s<1 > e 1 
6 . 6 . 

1 
6 .. 6 ) 

4 I !_ Cl 2 
pbx) 2 + 2 - 5 µ + 5 3/Z ilc Jlõl 'LJ )e&; p 

95 I 1 p2b2x2 
e 1 

6 . 6 1 
6 .. 6 

1 
6 . 6 . ) 

25 
µ 2 + 

12 
+ 

12 p n \.&; jlc 'LJ )e&; ilc Jlõl 

15 I 1 p2b2x2 
e !. 6 6 1 

ó .. 61c ) ] e&; 5 µ + 2 -
p n 2 ilc j&; 'LJ &; 

2 

X J /:º'/º' kJc6. )Cg·Jc)dr*. 
a m e k .6 ·1c k /i)c 10 kT + + 

'L J 'LJ 
C4.3.38) 

onde a equação C4.3.38) representa um sistema de equações para os 

* * * coeficientes D • D e D . z 3 4 

De acordo com as equações (4.3.34). C4.3.35). C4.3.35). 

C4. 3. 37) e C4. 3. 38) * os coeficientes A • 
1 

A. z B. D. 
1 

* D. 
2 

o* e o* 
3 ' 

podem ser escritos como uma expansão em séries de polinômios de 

Sonine. da seguinte forma : 

ex 

* r~O 
s<r >c~z) A = (1 a . 

1 ir 1/2 
(4.3.39) 

ex 

A = (1 í a s<r>c~2) . z Zr 5/2 
r=O 

(4. 3. 40) 

ex 

B = (1 r~O b 
r 

s< r >c~2) 
5/2 

. (4.3.41) 

ex 

D = - (1 
rio 

d s< r >c~2) . 
1 ir 7/2 

C4. 3. 42) 
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D* = - 0 y d S<r>c^cb , C4.3.4352 L 2r 3/2r=0

CSC

D* = - /5 \ d S<r}CftC2} , C 4. 3. 44D3 L Sr 3/2r = O

(X

D* = - n S d Sír)C(?ch . C4.3.4554 Zé 4r 3/2r = O

O coeficiente deve satisfazer as equações C4.3.32D e 
C4.3.24D, enquanto que os coeficientes D » D e D devem2 3 4
satisfazer a equação C4.3.33D. Conclui mos então que

- H * :*  / 0> dc = O , C4.3. 46}

" | | A* / 0> C2 dc = O , C4.3.475

- f [ D*CC 6, + D*C.C ó., + D*C C Ó. . 1 / 0>dc = O . C4.3.48D
^  I [  2 v s  j k  S j s v k  4 k  b  vj  J

Substituindo as equações C4.3.39D, C4.3.43D, C4.3.44!) e
C4.3.45D nas equações C4.3.463, C4. 3. 473 e C4.3.483, podemos
concluir que

10 = O

ii = O

C 4. 3. 483

C 4. 3.493

d = d = d = O20 30 40 C4. 3. 503



H ^e que os coeficientes A , D » D e D passam a ser escritos como :
1 2  3 4

(X
*
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A** ~ ft 'S a S<r>Ĉ ?C25. , C4.3.5151 Z, lr 1/2r = 2

D* = ~ ft 'S d S (r>CftC2l , C4.3.525
2 ' L  2 r  3 / 2

r  = 1

D* = - (3 S d S<r>C/?C25 , C4.3.535
3 Z* 3 r  3 / 2r  = i

D* = - f3 S d S<r>C/?C25 . C4.3. 545
4 L  4 r  3 / 2

r  = 1

A partir das equaçSes C4.3. 352)* C4.3.36D e C4.3.38D
iremos determinar os coeficientes a * b » d > d e d Os

2 r r  2 r  S r  4 r

coeficientes a e d não interessam no cálculo dos coeficientes
l r  l r

de transporte. Inserindo C4. 3. 40D em C4.'3. 352)» multiplicando por 
ft2S (e>C C e integrando em relaçSo â C» temos

5 / 2  <i j>

^5 - 1 "4- C1 + I f^X>Zà - ti _Ç_ Cl + | pb*5Cl + ~  pb*5ó4 x pTm 5 oe 8 ^ pTm 5 35 is

+ ± x ( f  f y‘° y o> Jtt CCC1 ' 52 -  c c b b s ^ ’c .c.lc k .d r
S  J  1  2 / t i  5 / 2  <t  J> < t  j>

OC
I a a , C4.3.555
  r s  2 r

r  = 0

onde

a = í?3 í S <6>C C I[S(rlC.C,]dC . C4. 3. 565
r s  f 1 5 / 2  <i j> 5 / 2  <v j>



Da mesma forma, inserindo C4.3.415 em C4.3.36D,
multiplicando por /?3S<c>C C e integrando em relação à C, temos

^  ^  1 5 / 2  <i j>

OC

- | E _£2 Cl + |  pbxDÓ =  y  ft b  . C4.3.57D2 x mP 5 os rs r

64

o n d e

n = fí3 f S (6>C C ICS(r>C C. ] dC . C4.3.583
' r s  1 5 / 2  <i j> 5 / 2  <i J>

I n s e r i n d o  C4.3.523, C4.3.533 e  C4.3.543 e m  C4.3.383,
f a z e n d o  j  = k * t  = k e  t = j > m u l t i p l i c a n d o  r e s p e c t i v a m e n t e  c a d a  

e q u a ç ã o  p o r  (3S(@>C  , / ? S <s>C . e  (JS C  e  i n t e g r a n d o  e m  r e l a ç ã o  à  C
M ^  ^  f 3 / 2  V 3 /2  J 3 / 2  k

o b t e m o s

^  ë ^  C1 + I  Pĥ cl + Pb* 36ls “ 5 ë ™ C1 + § +4 # pm 5 is Æ Pm °

+ 3  , , ba0 < 5  _  Z Ë  i f *  _ £  P 2.b V  6  -  ^  B  [  / <0>/ (0> ^  S <E>C . k .
5  ^  ^  i s  5  x  P m 71 o s  2  J i  k T  3 / 2  I  t

oc
Cg*k3dr = Y Y C3d + d + d 3 , C4.3.593

L  r s  2 r  3 r 4 r
r  = 1

*-§ p S  “  + !  ' * * SC1 ♦ -  !  £  p £ C1 *  b  p b * 3C1 +

* ? objOÓ - lâ f£* _e p'bV  6 - B f ^  S ,e>CJ<.
5  p  *  i s  5  ^  p m  JT o s  2  J 1 M T  3 / z  j  j

OC

/ r s  w 2 r  w w 3 r 4 r
r  = i

C4.3.603Cg • k3dr = y r Cd + 3d + d 3 ,L r s  2 r  3 r 4 r
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x-§ i g s ci +1 *pb̂ 6.. -1 £ ci + 1 f**3“  *

^  I  2. 2 2 2
♦ | çtox>6 - 2| í S. P. b--£5 i s  5 * pm n

x  a c f ,<o>.co> m „ < s > _  .ó - —  v B / / t-= S C,k,
o s  2  ! i  A T  3 / z  k 1

cx
Cg-kDdr = Y r Cd + d + 3d ) , C4.3.61D

^  íu r s  2 r  3 r  4 r
r  = l

onde

y = - n Z f S (s>c ItS(r>C 3 dC . C 4. 3. 62D
r© J 3/2 p 3/2 p

As equaçSes C4.3. 55D e C4.3.57D representam um sistema
infinito de equaçSes algébricas para os coeficientes e
respectivamente. JA as equaçSes C4.3.59D* C4.3.60D e C4.3.61D
representam sistemas infinitos de equaçSes algébricas para os
coeficientes d , d e d

2 r  3 r  4 r

Somente os coeficientes a , b , d^ > d e d
2 0  O 21 31 41

interessam no cálculo dos coeficientes de transporte. Estes
coeficientes são obtidos a partir do sistema de equaçSes C4.3.55}, 
C4.3.57D, C4. 3. 59} , C4.3.6CO e C4.3.61D com base no mesmo método
de aproximaçSes sucessivas visto na seção anterior. Iremos também
considerar somente a primeira aproximação para estes coeficientes 
dada por :

a = f LË ti1 Cl + | Pb*}2 + - -Ç- -.b.—  1 - . C4.3.63D20 [ 4 X PTm 5 5 X pTm n J aQo

K  = " ! $ C1 + I \ ’ C4.3.64Do 2 x mp 5 (?oo
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dz. ' I x pS ( C1 + I pbJ;K1 + I pb*3 + Ü P * *' ] F • c*-3-653

d = d
3 1  4 1

aoo

^ x Ú  ( C1 + I pbJpcl * pb*> “ li C1 * í pWC1 *

I- - pb>0 - p2b ^2- 1 - . C 4. 3. 66DS P X 125 n ) r

As integrais a , 13 e y sSo definidas comoOO OO 11

3 f s<o>c c ItS<0>C C. ]dC , C4.3.67D
f J  5 / 2  < i  j> 5 / 2  < i  J>

fí = ff f S CO>C C ItS(0,C .C.]dC , C4. 3. 68D
O O  J 5 / 2  <i j> 5 / 2  < l  J>

^ = - /?2 í S (i>C I[S(1>C ] dC
' 1 1  J 3/2 r 3/2 r

C4. 3. 69}

e vai em

a = «  = y = - 5 li EP . C 4. 3. 70D«oo 1 oo ríi 4 fj Tk.

O cálculo das integrais a , ft e y segue o mesmoO O  O O  11

procedi mento desenvolvido na seçSo anterior.
Substituindo cx » (3 e y nas equações C4.3.63}>O O  O O  11

C4. 3. 64} , C4.3.65} e C4.3.66}, obtemos

s o  - - 3 ( ? y  i = [ “ + § pb̂ 2 +1  ^  ] ■ c 4 - 3 ' 7 1 3
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b = £ c S l *  r Ks i- S  Cl - § pbX3 , C4.So ^ c p5 X m 5

d = - 2 r ^ i 2 1 r ci + |  pb*3 ci + 1 p b ^  +21 5  ̂ P J * m  ̂ 5 5

12 pZb2^2 C4. :+ __ _ _  j ,

d „  -  d „  -  I  ( I  * =  ( C1 + i  p b * :>ci *  p b * s " r i  C1 +

2 , 2  2

+ | pb*5Cl + | Pb*} - P ^ *- I . C4.:i r * - )

Substituindo &2Q ► » ^21 > *̂31 e ^41 em C4.3
C4.3. 415, C4. 3. 52D , C4.3.535 e C4.3.545 e estas em C4.3

<2 >determinamos a expressão final para <p

<2> 3 f p V  1 r r,  ̂ 3 . ^2 ^ 32 p2b2^2 •)_ _ a2T
*  “  2  l  X  J Tp2 [  5 P  *  25 77 J < t  j> ax. dx .

-  f i£ Y  L 3 Cl + !  p b ^ c  .c. Y g - + | f ̂ Y  ~2 f Cll X J Cp5 5 K * <V J> orx dx 2 l X ) P t

3 ^ 8 p2b2*2 1 f 5 mC2 V  9  Vj _
+ - pb*5Cl + pb*5 25 n J [ 2 2*T J i tfx. <?Xr

- !  U T  ?  ( C1 * t pb*’cl +i pb̂
,2

nz \ Õ V,mC ]r ____ 11 C 4.
2kJ J i õx õ*l '

* r  r  >

5. 725 

3. 735

3. 745

. 405 , 

. 295 ,

5
2

3. 755
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IV. 4 - CÃLCULO DOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE
Podemos determinar o tensor pressSo total e o fluxo de

<0>calor total na aproximação de Burnett, substituindo / = / Cl +
/4\ (2) I II I II<p + <p 5 nos termos constitutivos p , p_, p_, qt e qt »

dados pel as equaçSes C 3. 1 . 35 , C 3. 1. 34!) , C 3. 2. 105 , C 3. 1 . 4D ,
C3. 1 . 355 e C3.2.115.

Sendo assim, após a integração, obtemos o tensor pressão
total e o fluxo de calor total dados por

P* = p Cl + pb*5 6. . - 2 -- |1 + ^ pbx +IJ IJ v  1 n
1 f 4 L f 4  48 5 2, 2 25 ̂  < i
I1 + 5 pb* + [ 25 + 25n J P X J ôx . >

ÔVr r ^ r u1-)2 1 r „ ^ 14 . 44 2. 2 2 f 40
17 ãx- ó i j  l 5: J P2 I 5  P  *  25 P b *  [lir

- r ü n  ] p W  *  p'b ( -  I  * *  ♦ ( M  - Mn } ) g

f 14 492 5 3.3 3 5 õ*T 64 f p 1-)2 1 p2b2*2 f
+ [ 125 125n J P ^ J dx^.ôx^ 25 X \ P 71 l

1 * ^ 1  a2p s  6 r p x52 j _ p2b2y 2 r 1
+ 8 P b ^  J dx ¥ "  Óij 5 l ^ J pT n [

.2-+ ! pb* I - f T ó . , C4.4.155 J é?x vjr r

? - - f 6 f 9 32 5 2. 2 2 5
1 + 5 pb* * { SS  + £S„ J p b *  J

3T
dx.

+ 3 ( s T  ^ (
8 f  21 44 1 2, 2 2

1 + 5 P X + [ 25 25n J P X 18
125



As 8ĉ U2lç50S C4. 4. ID e C 4. 4. 2D sao iguais as equaç5es 
C3.2.20D e C3.2.21D, mostrando que os resultados obtidos pelo 
método dos momentos de Grad sSo os mesmos obtidos pelo método de 
Chapman-Ensk og.
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V - PROPAGAÇÃO DE ONDAS HARMÔNICAS PLANAS

V- 1 “ TEORIA DE BURNETT
Para o sistema de equaçSes diferenciais parciais 

C3.2.24D a C3.E.E6^ estamos buscando uma solução correspondente à 
propagação de ondas harmônicas planas longitudinais de pequena 
ampli tude.

Estas ondas são definidas de tal forma que, no
equilibrio

p = constante , C5.1.1Do

T = constante > C5.1.2Do

Vo = O C5. 1 . 3D

e fora do equilibrio

c
—  v(Wt -  k x>

9 = 9 o * 9 e

O
c

—  i<wt ~  k X)v = v e
X

C5. 1 . 40

T = T + T ei(Wt k X> , C5.1.5D

C5.1 . 6}

Estamos considerando apenas o caso uni —dimensional com a 
propagação de onda na direção do eixo x, o que nao provoca perda
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de generalidade. Nas equaç~es C5.1.4), C5.1.6) e C5.1.6), as 

amplit.udes p. e V são consideradas pequenas, sendo 

desprezavél o produt.o enlre duas Cou mais) delas. A frequência 

da onda é represent.ada por w Cw > 0), e o número de onda por kc = 
kr + iki, onde kr > O e o = - ki é o coeficiente de atenuação. 

A velocidade de fase é dada por 

(5. 1. 7) 

Inserindo as equaç~es C5. 1. 4), C5. 1. 5) e C5. 1. 6) nas 

equaç~es C3.2.24), (3.2.25) e C3.2.2ô), obt.emos o seguinte sist.ema 

de equações lineares homogêneas para as amplit.udes p , v e f 

e -Wp - k p V = 0 
o 

[ 
k.T 
m o 

54 
125rr 

20 
125 

867 
+ 125rr 

+ ( 

108 
+ 

40 
125 

) 
ax 
éJp 

o 

432 
125rr 

) Ckc) 3 
] f = o • 

177 ) 
25rr 

( 1 + 

4 
+ - p bx 5 o + ( 

e 
p bx)k 

o 

14 
125 

(5. 1. 8) 

20 
125 

e 5. 1. 9) 



472 
175n 

I 
i 15 E:!. k ( 4 X m 1 + 

531 
875 

6 
- P bx 5 o 

417 
175 
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(5.1.10) 

Este sistema admite uma solução não trivial somente se o 

determinante correspondente f'or nulo. Esta solução f'ornece uma 

relação entre a f'requ~nci a w e o número de onda k e chamada de 

relação de dispersão: 

onde 

105 1 
[ 1 + A = C16)' Cx)

4 

18207 ) * 3 + Cp X) 
2625n o 

( 531 1096 ) + 
875 875rr 

[ 1 + 

126 * 
105 POX + 

] [ 1 
101 

+ 
35 

* 3 ] Cp X) . o 

40 
125 

432 
125rr 

( 63 
105 

* POX + 

81 
+ 

(5.1.11) 

3717 ) * z Cp X) ( 294 
+ 525rr 

( 417 
175 

288 
225n 

o 

472 ) 
- 175n 

+ 525 

e * )z P
0

X 

(5.1 . 12) 

] [ 1 + 

* z + Cp ) 
o ( 1 + 4 * - p X+ 5 o 



+(~-54) 
125 125n 

+ ( ~ + 25 

+ ( 417 
175 

) ( 

32 
25n 

3 ( 1 + + 64 

g 1 
D = 32 X 

23 1 
F = 32 X 

( 1 + 

( 1 + 

( 1 + 

) ~ ôp 
o 
] . 

( 
15 
25 + 

20 
125 

21 ( 
512 

177 ) 
25rr 

+ ( 

54 
125rr 

) ( 1 + 

40 
125 

) ( 

432 
125n 

) ~ õp 
o 

)] . 

+ ( 
g 

25 + 

( 1 + 2p*v + cp*)z õx* ) 
o~ o õp • 

o 

+ ( 
167 
575 

+ 1344 ) 
575rr ) . 
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C5. 1. 13) 

( 1 + 

(5. 1. 14) 

(5.1.15) 

(5.1.16) 

e 5. 1. 1 7) 

Nas equações acima r = V 
o w V 

o ( 
5kT )i./Z 
-- é a 3 m 

velocidade adiabálica do som para um gás monoalômico rarereilo, 

r = 1 ~ Cv
0

)
2

p
0 

....,~1 e p: = p
0

b é a densidade reduzida. 



A velocidade de fase e o coeficiente de atenuação podem 
ser expressos em função da frequência w C ou do parâmetro r 3 a 
partir da relação de dispersão C5.1.113» uma vez que o fator x 

seja conhecido.
O fator x será expresso pela série

74

x = 1 + S P* + 0,28695 Cp*3* + 0,1103 Cp*}9 + 0,0386 Cp*3* +
8 0 O o o

0,0138 C p V  + ... , C5. 1.183

cujos coeficientes são os coeficientes vi ri ais para esferas 
rigídas C veja apêndice B 3.

Utilizando o método dos aproximantes de Padé [11], 
podemos escrever o fator x como

1 + 0,3519 p* + 0,0867 C p*3 Z + 0,1347 Cp*39
x = -------------- °-------------°-----------  °----- . C5. 1.193

1 - 0,2731 p* - 0,0295 Cp*32

Uma solução aproximada para a relação de dispersão pode
ser facilmente obtida, considerando-se F como uma expansão em 

1potências de — , isto é , r

F = a + a r i + a r 2 + a r 3 +... , C5.1. 203
O l  2 3

sendo esta expansão válida para baixas frequências.
A inserção da expressão C5. 1.203 na relação de dispersão

C5.1.113, fornece as sequintes expressões para a velocidade de
1 *fase e coeficiente de atenuação, em função de — e

b *  ( c a *'2 -  s r s »"2 O 2 + i  f V  + I  °2 -  i  DFE ] cfõ2 ] •
C5. 1 . 213
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“ - - S ( ã h ^ - 2 ( D - FE ] ?- + [ BE5 , § FCES

5 3 3 7 2 35 „ 2  2 63 2 33 38 ~ 2 - -8 F D E  + _  FD E - -g D ) a - ) ■
cs. i. 22}

* * v av
Podemos plotar e em função do parâmetro r e da

densidade reduzida p , ondeo

£  = vo ( 1 + Ep>  + I Cp> 2 + I CpÔ32 I CS. a. £33

é a velocidade adiabática do som no gás denso e pode ser obtida da
equação C5.1.11D fazendo w -* O. ^

v av
A figura 1 mostra —  e   versus o parâmetro r,^ v w

para valores da densidade reduzida variando de 0.0 até 0.4.
Quando r cresce C w decresce D, a velocidade de fase v tende a
velocidade adiabática do som v . Além disso, a razão v /\r cresceo o

*com p . o
A densidade reduzida p = 0  corresponde a um gáso

rarefeito, enquanto que p^ = 0.4 corresponde a uma densidade
moderada de aproximadamente 650 amagat para o Hélio, 400 amagat 
para o neônio, 160 amagat para o argônio e 65 amagat para o 
xenônio [13].

V* 2 ~ TEORIAS DE 13 CAMPOS E NAVIER-STOKES-FOURIER
Uma expressão genérica para a relação de dispersão nas 

teorias de 13 campos e Navier-Stokes-Fourier foi obtida em [113 
e [123 sendo escrita como



7 6 

C Ar -z + i Br -l) r' + C C + i Dr -l + Er -z) r 2 + i Fr -l + Gr -z - 1 = O • 

onde os coeficienles A. B, e. D. E. F e G são dados por 

i) Teoria de 13 campos: 

B = 

* 2 * 2 3 * 2 ô ;r e = 1 + 2p ;r + 
5
- e p ~) + 5- e P ;r) - * . 

o o o ap 

D = 3 1 
2 ;r 

E = 

F = 25 1 
32 x · 

o 

) . 

(5.2.1) 

( 1 + 

C5. 2. 2) 

C5. 2 . 3) 

(5. 2. 4) 

(5. 2. 5) 

C5. 2. 6) 

C5. 2. 7) 



ii) Navier-St..okes-Fourier: 

( 1 + * 2p X o 
37 

+ ( 1 + 
140 
37n 

+ 194 ) 
15rr ( 

2 75 96 ) 1 + 9rr + e n) 2 

B = 9 1 
32 x 

32 ) 
9n + ( 1 + 

* 2 * 2 e = 1 + 2p x + 
5
- e P x) o o 

D = 23 1 
32 X ( 1 + 

E = F = G = O . 

122 * 167 
115 POX + 575 

( 1 + 

( 1 + 

32 
69n 

( 1 + 

1344 ) 
17611 

32 ) 
9n 

* 2 Cp X) 
o 

77 

(5. 2. 8) 

( 1 + 

(5. 2. 9) 

C5. 2. 10) 

(5.2.11) 

) . (5 . 2. 12) 

(5. 2. 13) 

Inserindo agora a expressão C5.1.20) na relação de 

dispersão C5.2.1), obt..emos as seguint..es expressêSes para a 

velocidade de fase e coeficient..e de at..enuação, f ã de 1 em unç o e 
r 

* . p • para as t..eorias de 13 campos e Navier-St..okes-Fourier: 
o 
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iO Teoria de 13 campos

1 _ 1 r 1 1 f A , 7 B2 S BD 3 3 BF 9
V  " V  I CC)1/2 ã C Õ 1/Z [ C õ 2 4 C O 4 2 C O 3 2 C O 2

O v

_ W r 1 f B  . D , „ -1 1 f 7 AB
“ v [ 2 C 0 1/2 [ C O 2 C J r 2 C O  [ 2 C O

5 AD 3 AF 33 B3  ̂63 DB2 ^ 33 FB2  ̂35 BD2  o -f-      2 ■+•   —  Ö  4- — :—   —» 5  4* •— —    A, 4*    — 42 C O  2 C O  8 C O  8 C O  8 C O  8 C O

3 BF2 15 BDF 5 BE , 3 BG , 5  D9 _ 1_ DF2
+ 8 C O 2 4 C O 3 2 C O 3 2 C O 2 2 C O 3 8 C

3 FD2 + 3 DE 
8 C O 2 2 C O 2 + I  ^  + §  FE '  s  6 F  + 1  p3 ]  r ' 3 ]  ■ C 5 - ;

i i D Navi er-Stokes-Fourier

1 _ 1 f 1 1 r A 7 B2 5 BD
V  V  C 0 1/2 2 C 0 1/2 I C O 2 4 C O 4 2 C O

l c & 2 ] r ' 2 ] -  c s ;

_ w f 1 f B  D  ̂ -i 1 r 7 AB 5 AD
01 “ [ 2 C Õ 1/2 [ C O 2 C J r 2 C 0 1/2 [ 2 C O  2 C O

e*. ] r - ] .  C5.Í33 B3 63 DB2 35 BD2 5
8 C O 0 + 8 C O 5 8 C O 4 8 CO'

. 140

. 153

. 163

.173



*v
^ Como já foi feito na seçáo anterior, podemos plotar e

av * H
  em funçao do parâmetro r e da densidade reduzida p » paraw o
estas duas teorias.

v av
A figura 2 mostra -- e --- versus o parâmetro r, parav w

valores de p variando de 0.0 até 0.4, na teoria de 13 campos.
°  X Xv av

A figura 3 mostra — e - versus o parâmetro r, para
&valores de p variando de 0.0 até 0.4, na teoria deo

Navi er-Stokes-Fouri er .
Comparando as trés teorias, podemos concluir que a

velocidade de fase apresenta praticamente o mesmo valor nas
teorias de 13 campos e Burnett, sendo menor na teoria de
Navi er-Stokes-Four i er .

No caso de gases ideais para r > 3,125 , onde as 3
teorias sâo praticamente indistinguíveis, os dados experimentais
concordam com os valores calculados . Para 0,156 < r < 0,312 a
teoria de Burnett apresenta os melhores resultados [143.

Devido a falta de dados experimentais para gases
densos não podemos fazer um comentário semelhante, mas o que se
espera é um comportamento parecido.

79
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Figura 1 - RelaçSo de DispersSo para Teoria de Burneti.
v /v e otv /w versus r para p variando de 0.0 até 0.4. o o ^ o
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° m

Figura 2 - Relação de Dispersão para Teoria de 13 Campos.
v /v e av /w versus r para p variando de 0.0 até 0.4.O O G



I*» 
o
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Figura. 3 - Rei ação de Dispersão para Teoria Na vi ei Siokes-Fourier.
v /v e av /w versus r para p variando de 0.0 até 0.4. o o o



As equaçòes C3.2.3CD e C3.3.3ÍD representam as equações 
linearizadas de Burnett para um gás monoatômico denso constitui do 
de esferas rígidas. Verifica-se através da equação C3.3.30D que a 
pressão de um gás denso em repouso é constituída de duas 
contribuições. A primeira corresponde a uma pressão hidrostática, 
enquanto que a segunda é uma função dos segundos gradientes de 
temperatura e densidade. Para o caso de um gás ideal em repouso 
a segunda contribuição se anula.

A solução das teorias de Burnett, 13 Campos e 
Havi er-Stok es-Four i er, correspondendo a uma propagação de ondas 
harmônicas planas de pequenas amplitudes, mostrou que os valores 
obtidos para as velocidades de fase nas três teorias concordam 
para baixas frequências.

Para gases ideais a teoria de Burnett é a que melhor 
concorda com os dados experimentais. Tal afirmação não pode ser 
feita para gases densos devido a falta de dados experimentais, mas 
o que se espera é um comportamento semelhante para esses gases.

VI - CONCLUSÃO
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APÊNDICE

A ~ DINÂMICA DE UMA COLISÃO BINÁRIA

Considere uma colisão entre duas partículas
eletricamente neutras com massas m e m^.a (3

Se desprezarmos os efeitos das forças externas durante o 
curto período da colisão, as equ&çSes de movimento para as duas 
partículas que colidem podem ser escritas como

m x  ^  | | 5_  C A - 1 5
a  i  _  acbc.t

■ ft _ ô$C | r a ^m X. = - — l.—  t CA. B j

1 õvPi

onde xa e yP são os vetores de posição das duas partículas, i i
enquanto que = >P - x°* é o vetor da posição relativa. O
potencial de interação <pC \ x^a |D é suposto esféricamente 
simétrico e de domínio limitado, isto é,

lim <pC | x^a |D = O . C A. 3D
I I - «

Denotaremos por c e c ̂  as velocidades assintóticaso, (3
pré-colisionais das duas partículas e por e suas velocidades 
assintóticas pós-colisionais. Além disso, definimos as velocidades
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relativas assintóticas pré- e pós-colisionais respectivame nte por 

g(3a. = e - e 
(3 a. 

CA. 4) 

= e' - e' 
(3 a. 

CA. 5) 

A adição das equações CA.1) e CA.2) r esulta em 

.. o. .. n 
m X . + m XI' = 0 

a. \. (3 i . 
CA. 6) 

Esta equação nos f'ornece, através de sua i nlegração, e lei de 

conservação de momento linear, que para as velocidades 

assintóticas pré- e pós-colisionais, pode ser escrita como 

m e m e' 
ex a ex ex 

Se multiplicarmos a equação CA.1) por 

CA. 7) 

1 /m e a equação 
ex 

CA.2) por l/m'3 e as s ubtrairmos, obtemos 

CA. 8) 

onde µo./1 = m
0 

m(3 / Cm
0 

+ m(3) representa a massa reduzida. 

A multiplicação escalar da equação CA.8) por x(3a. resulta 

em 

d 
dt p ] = o ' CA. 9) 

enquanto que a sua multiplicaçã o vetorial por x(3cx nos f'ornece 



d 
dt 

= o . C A. 10) 

As equaçõe s CA.9) e CA.10) e x pr e s s am • r e spectivamente. 

a conservação de energia e momento linear durante a colisão. 

Da inte gração da equação CA. 9) dur a nte a col i são e da 

equação CA. 3) s e gue que 

C A. 11) 

Concluimos da equação CA. 11) que os módulos das velocida des 

relativas a ssintól icas pré- e pós-colisiona is são iguais. isto é. 

C A. 12) 

A equação CA.12) pod e ser rees crita. com b a se na equação 

CA.7) da seguinte forma: 

C A. 13) 

Da integração da equação CA.11) obtemos 

= conslante . C A. 14) 

Concluimos então que o movimento relativo entre as partículas está 

confinado a um plano, representado pela Figura A.1. 

86 
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b 

Figura A.1 - Colisão binária 

Se projetarmos o vetor antes da colisão x~a. num plano 

perpendicular à g ~Ct. e o vetor após a colisão x' 
~a. 

num plano 

perpendicular à g~a. e denotarmos b e b' est.as duas projeçe:íes. 

podemos escrever. à part.ir da equação CA.14), que 

g b n - g' b' n 
~a. - ~a. • CA.15) 

onde n é um vetor unitário per pendi cul ar ao plano do movi ment.o 

relativo. Segundo as equaçeses CA.12) e CA.15) concluimos que 

b' = b, sendo b denominado de parâmetro de colisão. 

Na Figura A.1 k~a. é um vetor unitário na direção d e 

C g~a. - g~a. ), denominado de vetor de colisão e x~a. é o ângulo de 

espalhamento. 

O vetor de colisão k~ª bissecta o ângulo entre as 

velocidades relativas assintóticas 

CA.16) 
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segundo a equação CA.12) . ConseqUe nleme nle. podemos escrever 

e' - e' - Cc - e ) - g' g - k(3ex [k(3ex · Cg' - g )) = 
{3 ex {3 ex - {3ex - {3ex - {3ex {3cx 

C A. 1 7) 

Se na equação C A. 16) e li minarmos e' e e alravés da a a 

equação CA.7). oblemos 

e' = 
f3 

e -
f3 

2m 
ex 

m + m 
ex f3 

C A. 18) 

Semelhanlemenle , podemos eliminar e~ e e (3 da equação C A. 18) 

base na equação CA.7) e obler 

com 

e' 
ex 

e ex + 
2m(3 

mcx + m13 
k f3exc k (3cx · ) 

g{3a CA. 19) 

As equaçê5es C A. 18) e C A. 19) nos dão as v elocidades 

assinlólicas pós-colisionais em !'unção das velocidades 

assinlólicas pré-colisionais e do velor de colisão kf3ex. 

Da mesma maneira. poderíamos escrever as equaçê5es CA.18) 

e CA.19) como 

e ex 

e' -
f3 

= e' ex 

CA. 20) 

CA. 21) 

que expressam as velocidades assinlólicas pré-colisionais em 

lermos das velocidades assinlólicas pós-colisionais e do velor de 
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col i s~o kf3a.. 

Ã partir das equações CA.18) a CA.21) é facil verificar 

que o módulo do Jacobiano da transformação de e e 
ex 

em 

e e~ • e~ ) e da transforma ção inversa são iguais a um, isto é, 

1 J = = 

B - O FATOR .:t 

éK.c' e•) 
a' (3 = 1 . CA. 22) 

Quando a densidade do gás cresce, a equação de estado 

térmica desvia da equação de estado térmica de um gás ideal e pode 

ser expressa em ler mos de uma série de potencias i nfi ni la na 

densidade p: 

p pkT C 1 + B CDp + B CDp2 + ... ) . 
m z a 

CB.1) 

A equação CB.1) é chamada de equação de estado virial e 

as quantidades B CD, 
2 

B CD, ... são 
a 

denominadas de segundo, 

terceiro, ... coeficientes viriais. Os coeficientes viriais dependem 

da temperatura T e do tipo do gás, mas são independentes da 

densidade e da pressão. 

Para o caso de gases constituídos de esferas rlgidas, os 

seguintes coeficientes viriais foram determinados [8] e [9]: 

2 
3 5 B b 

a 
B b2 B 0,28695 bs = = 3 rr = 8 = 2 m a 4 

CB. 2) 

B = 0, 1103 b' B = 0,0385 b!5 B = 0.0138 bó 
!5 6 7 

Por outro lado, a equação de estado térmica pode ser 



expressa em lermos do falor x como 

p = p~T C1 + pbx) . 
m 

CB. 3) 

Das equaç~es CB.1 ). CB.2) e CB.3) concluimos que o falor 

X pode ser escrito na forma : 

X = 1 + ~ p: + 0.28595 Cp:)z + 0,1103 Cp:)
3 

+ 0.0386 Cp:)' + 

CB. 4) 

C - CÃLCULO DAS INTEGRAI S 

C.1 - FORMULÃRIO 

No espaço vetorial lri-dimensional s endo e um velor 

desle espaço. valem as seguintes express~es [10J: 

f e .e . /Cc
2
)dc 

1. J 

f e .e .e e 
1. J r & 

z 
/Cc )de 

z 
e 

z 
/Cc )de • 

1 
15 C6 . . 6 

1.J rs 
+ 6 6 

i.r js 
+ 6 6 ) 

i.s jr 
J e' 

z 
/Cc )de 

f e .e .e e e e 
1.Jr&pq 

2 
/Cc )de = -

1- C6 6 6 + 6 6 6 + 6 6 6 
1 05 i.j rso pq i.j rq sp i.j rp sq 

+666 +666 +666 +666 +666 
i.r js; pq i.r jp &q i.r jq s;p i.s; jr pq i.s; jp rq 

+666 +666 +666 +666 +ó6ó 
i.& jq rp i.p rs; jq i.p jr s;q i.p rq j& i.q rs; jp 

+ 6 6 6 
i.q jr &p 

+ 6 . 6 ó . ) 
1.q rp JS 

z 
/Cc )de . 

CC.1) 

cc. 2) 

cc. 3) 

90 
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O valor das integrais definidas

X,
(X 2 *1/2

cZn e~aC dc = J CSn - 1)!! Z o d M M
2 n+ i

CC. 45

X
OC 2

2 n  + 1 - O C  ,c e dc =
o -s' m

n+i CC. 5D

pode ser encontrado em tabelas de integrais. 
As segui ntes f or muias

J . ̂  n ,, Stt nCgk5 dk = py-y-y 9 CC. 65

f k Cg-k5n dk = — t~õ 9n 1 S J  i. * *  n  +  2  v
CC. 75

J kjc Cg-k5" dk = g ™  Cfl^ + n g ^  .n-2 2. CC. 85

í  kik.kkCg-k5n dk = Cn + £ x n + «  ^  [ g2cg .&..t jk

+ 9 A k  + BkV  + Cn ‘  ° 9 .9 Jg k ]  •
CC. 95

X  k . k k ^ C g k } "  dk * Cn + 1 3 c M  3 X n  " S T  ^  [

q*Cô 6 + ô. ô. + 6. 6. 5 + ng Cg.g.ó
i j  r s  i r  j s  t s  j r  v J r s

+ g.g 6. + g.g <5. + g.g <5. + g.g 6 + g g ô 5v r JS t s jr J r is j s tr r s tj

+ Cn - 25gig^grgg CC. 105

sSo válidas para n — O, 1, 2, 3,..



C. 2 - PROCEDI MENTO
Tendo em conta qu© a ©strutura do cálculo é a mesma

tanto para o cálculo dos momentos como para o cálculo das
produções, mostraremos somente o desenvolvimento do cálculo da
produção P.., dada pela equação C 3. 1.365.''J

Consideremos inicialmente que a velocidade relativa g e 
a velocidade do centro de massa G podem ser escritas em função da 
velocidade peculiar na forma

92

g. = C - C. ,
t  V V

G =V
C + C.\ t

CC. 115

CC. 125

A partir destas duas equações podemos facilmente mostrar
que

C. = G. - % g. CC. 135v v 2 v

e que o produto //t> a partir das equações C3.1.405 e CC.135, pode 
ser escrito como

1 «s. . * i- í* m 5 Ç 2m — «2 m «  2
i j + 2 9i9j ~p [ ST J [ 5&T i ÍÕkT i9 i

m
5kT 9.9rS, ) ] CC. 145

onde os termos não lineares foram desprezados.
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Da equação CA. 193, concluímos que o produto C'C' vale

C'C' = C C + Ck Cgk3 + C.k.Cg-kl + k.k Cg • k3 .i j  ij i j Ji- 1 J CC. 153

Substituindo as equações CC. 133 , CC.143, C4.2. 593 e
CC.153 na equação C3. 1.363, obtemos

P. . = a W  | [ CG. - | g.JIc.Cg-O + CG. - | g.Jk.Cg- k3 +

k k Cg • k3‘ v j

m cs! * J g23 - 1 j + G^.g,5*T C g • k3 dkdgdG . CC. 163

Integrando inicialmente esta equaçSo em relação a k, 
utilizando para isto as equações CC.63 a CC.103, e a seguir 
fazendo as i ntegraç6es finais, com auxilio das equações CC.13 a
CC.53, obtemos

1/2_ 16 2 p f knT .
ij “ ~5 a * m [_ m j P<ij> CC. 173

a  / &Z/ â Z / i
Os fatores // ^  ln í  e ^  * > ã x T S T  que SerS°

Í 1 V j t J
utilizados no cálculo dos outros termos valem

" ,  fe 1" 7  - *'°’C  Ç '  * ^ '< T  ’  V -  CC1 83t J i i i V

onde
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,<o>,<0> ,<0> â , /' _ f P ") Í m 1 r _ff. ~sz n V°> ;  -  { i  J l  gSRT J exp [ RT C6‘  + J  ^

m
kT f ^  * r 1 <ü I[ 9r ÖX. r9r T ãx J CC. 195

/ <0> / ; . ’ ■ V  -  -  [  Ê  ) * (  Ss S t  } S ~ p  [  -  S T  ce2  + I  ^

} [ ê  (CT)*tsA  + í râr)‘ [

m
5kT

1 -s 0q
CG2gr - E G G ^  ♦ j s V  -  arJ J CC. 205

1 dx. cbc.. v J õ x. cbc . i J

^ 2 V -1
’ 1 >r Õ>C #X .i j J

~  CG2 +R i

RT - 2 * I  «*>

i_ 2 •) a2T
4 ® J T ax ax ̂  ̂ J

CC. El5

onde os -termos não lineares foram desprezados.

D - OS POLINÓMIOS DE SONINE
Como foi dito na seção IV. 2 , a solução da equação de

Boltzmann através do método de Chapman-Enskog requer a expansão
dos coeficientes em séries de polinómios de Sonine S <n>Cx5. Estesm
estão relacionados com os polinómios associados de Laguerre



através de

S (n>Cx5 = L <rn> Cx5 . CD. 15m n + m ! n + m

Os polinómios associados de Laguerre apresentam uma 
fórmula geral dada por

2 k
i <mVx5 = Y c -1 5k+m________ 5-ü-L?__________- CD. 25n 2 Cn - m - k5ÍCk + m 5 ‘ k !k =0

Estes polinómios formam um conjunto de funçSes ortogonais com 
rei ação a função peso e * x™ no intervalo O < x < cx , isto é,

f* e"x x"1 L(rn>Cx5L<m>Cx5dx = 6 . CD. 35J o n p C n — mj np

Portanto» os polinómios de Sonine apresentam uma fórmula 
geral e uma condição de ortogonali dade expressas» respectivãmente» 
por

n
s ^ o o  = y ,— „ , c - * / . c d . «rn L Cn -k3 í C k + rrOSk !

k -  O

J —x m _(ri) , (p ) , Cn + nD » x  c "pn Ps!*'*e x S C xJS C xDdx-= — --.— — ô CD. 53
O m m  n S np

Como estamos interresados nos polinómios de Sonine de
1 2 ordem n, índice C l + ^5 e variável fiC . As equações CD. 45 e CD. 55

f i cara

S<n> CfíC25 - Y ______ FCn + l + 3X25 2 k CD 6Dl+i/2 - l Cn - kTi k í TCk + m + 3/25 C Jk = O
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f e_̂ C C2l+Z ?̂l+3/2 S(n> C/?C2DS<P> C^C2DdC = ^ rCn+1_+^/'Z2. ó Jo 1 . 1+1/2 1 1+1 / 2 ' 2 n ! np

CD. 75

onde rCm + 1/25 = C2m - 15!! 2""’ n1/2 é a função gama.
Á parti r da equação CD. podemos escrever os três

primeiros polinómios de Soni ne, que sao:

s<o> _ 1 CD. 8D
U l/ 2

s'1’ . I + % - 13C2 . CD.9D
V + l / 2  O

C D. 105
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