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RESUMO

A partir da teoria cinética de gases densos proposta por
Enskog, do método dos momentos de Grad e do método de
Chapman-Enskog, determinamos express@es lineares para o tensor
pressic e para o fluxo de calor correspondentes a terceira
aproximag3io da fungdo de distribuig3o. Estas expressdes s3o
conhecidas na literatura como equagB@es de Burnett.

Nesta aproximag3io obtém-se os efeitos conhecidos como:

i) tensFo térmica, que indica o surgimento de uma tens3o devido a

um segundo gradiente de temperatura.

iid) fluxo de calor viscoso, que indica o surgimento de um fluxo de

calor devido & um segundo gradiente de velocidade.

Analisamos o problema da propagag3io de ondas harménicas
planas com pequenas amplitudes nas tecrias de 13 campos,
Navier-Stokes-Fourier e Burnett. Em cada caso determinamos os
coeficientes de atenuag3o e velocidade de fase e comparamos os

resul tados.
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ABSTRACT

Based on Enskog dense gas theory, Grad method of moments
and on Chapman-Enskog method, we obtain linear expressions for the
pressure tensor and for the heat flux corresponding to the third
aproximation of the distribution function. These expressions are
known as Burnett equations.

This aproximation yields effects known as:

1> thermal stress, which indicates the appearance of a stress due

to a second gradient of temperature.

iid> viscous heat flux, which indicates the appearance of a heat

flux due to a second gradient of velocity.

The problem concerning the propagation of plane harmonic
waves of small amplitude is analyzed for the theories of Burnett,
13-field and Navier-Stokes-Fourier. The phase speed and the
attenuation coefficient are obtained for each theory and the

results are compared.
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I - INTRODUGEO

A teocria cinética considera os gases constituidos de um
numero muito grande de particulas, que na maior parte do tempo
estio se movendo livremente no interior de um determinado volume
gue as contém. O movimento dessas particulas é brevemente
interrompido quando elas se chocam com as paredes do recipiente ou
com outras particulas.

No caso de gases ideais a diferenga entre as dimensSes
das particulas e a distidncia média percorrida por elas entre duas
colisBes consecutivas é muito grande, sendo valida para este tipo
de ga&s a equag3o de Boltzmann.

Em 1922 Enskog [1] propd&s um modelo para gases densos
constituido de particulas esféricas e rigidas, introduzindo duas
modificag®Bes na equagiZo de Boltzmann. A primeira modificag3o
considera que durante uma colisZEo binaria o centro das duas
particulas estZo separados por uma determinada disténcia, e a
segunda considera um aumento na probabilidade de ocorréncia de uma
colis3o para um gas denso.

O objetivo deste trabalho & a determinagio das equagdes
linearizadas de Burnett [2)], que representam a dependéncia do
tensor pressic e do fluxo de calor com as segundas derivadas da
temperatura e velocidade, para um gas monocatémico denso, usando
como base o modelo de Enskog, o método dos momentos de CGrad [3] e

o método de Chapman-Enskog [41].
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Analisamos a solugZFo das equagBes de campo
correspondendo a uma propagagic de ondas harménicas planas na
aproximagXZo de Burnett, 13 campos e Navier-Stokes-Fourier.
Utilizaremos a notag3o cartesiana para tensores com a
convenc¥o de soma de Einstein, assim como a seguinte notag3o:
parenteses ponteagudos envolvendo dois indices representa o

deviante de um tensor; por exemplo




II - FUNDAMENTOS DA TEORIA CINETICA DOS GASES

II.1 DEFINIGBES BASICAS PARA GASES IDEAIS

i) Espago de Fase:

Para gases monoatédmicos ideais, cada atomo pode ser
caracterizado como um ponto num espago hexa-dimensional chamado de
espago u, através de sua posigdo x e velocidade ¢ no instante de
tempo t.
1iD Fung3o de Distribuig¢do:

A fun¢Zo que contém as informa¢gBes caracterizadoras do
espago de fase ¢é a fungio de distribuigio das velocidades

f(x,c,td>, de forma que

f(x,c,td>dxdc c2.1.1>

representa o numero esperado de Atomos situados entre x e x + dx,
com velocidades entre ¢ e ¢ + dc, no instante t.
iiid> Densidade Numérica e de Massa:

A densidade numérica nCx,td & uma propriedade
macroscédpica do gas que pode ser obtida a partir da fung3o de
distribui¢Xo, sendo definida como o numerode Atomos por unidade de

volume na posi¢3o x no instante t, isto €,

n(x,td> = [ fCx,c,tddc . ce.1.2>
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Sendo m a massa de cada atomo de um gi&s monocatédmico, a

densidade na posig3o x no instante t €&

PAx,td = mnCx,td . 2.1.3

iv) Velocidade do Ga&s e Velocidade Peculiar:
Com base na quantidade microscépica mc ., que é o momento
linear de um Atomo com velocidade ci. definimos a densidade de

momento linear pv. através de
L

pv.Cx,td = J mc_ fdc . (2.1.4

O movimento de translagdoc de um Atomo pode ser
especificado em relagio a um referencial que se move com uma
velocidade macroscédpica v. A velocidade do atomo relativa a este
referencial & denominada de velocidade peculiar e denotada por C.

Assim,

C =c¢c = v . 2.1.5%>

Se na equagfo (2.1.4>, substituirmos a velocidade

do &4&tomo pela velocidade peculiar, concluimos que

j mC,Lfdc = pPv, - f mvtfdc =0 . c2.1.8)

v) Energia Interna do Gas:
A partir da quantidade microscdpica %'3— mcz. que €& a

energia cinética de cada atomo, definimos a densidade de energia

pu através de



pulx,td = f % mczjdc . 2.1.7
Substituindo a velocidade peculiar na equag3o (2.1.7> ,

obtemos
1 2
pu = pe + = v c2.1.8>

onde

peCx,t> = [ % mCZfdc . 2.1.9
¢ a densidade de energia interna e %pvz & a densidade de energia
cinética.

Na derivac¢io da equagio (2.1.8> utilizamos a relagdo
2.1.6>.
vid> Temperatura:

A temperatura T de um gis ideal monoatédmico ¢ definida

através da equag¢3o calérica de estado

T, 2.1.10>

V)

]
vl w
3 x

onde k é a constante de Boltzmann.
Igualando as equagBes (2.1.9) e (2.1.103 temos
m

- _mn 2
T = oK f mC“fdc . c2.1.11>



II.2 A EQUAGCAO DE BOLTZMANN

Como fol definido na se¢Zo anterior, o estado de um gas
ideal & caracterizado por uma fung3do de distribuig3o f(x,c,td tal

que

fCx,c,tddxdc ca.2.1>

nos d4 o numero de Atomos entre x e x + dx, com velocidades
entre ¢ e ¢ + dc, no instante t.

Se cada Atomo do gas estiver sujeito a uma forga externa
F(x,t), apdés um intervalo de tempo At, os Atomos ocupard@o uma nova
posi¢do no espago de fase que sera: x + cAt e ¢ + FAt. Sendo
assim, o numero de &tomos que se encontram no elemento de volume
entre x + cAt e (x + cAtdD + dx , com velocidade linear entre c +

FAt e Cc + FAtD + dc, no intervalo de tempo entre t e t + At &

fCx + cAt,c + FAt,t + AtDdxdc . a.2.2

Se ni¥o houvessem colisBes entre os &4tomos as expressfes
(2.2.10 e (C2.2.2) seriam iguais. Contudo, as colisBes alteram a
densidade do numero de Atomos que est3Zo no elemento de volume,
fazendo com que certos &tomos saiam deste elemento, enquanto
outros entram no mesmo. A mudanga do numero de 4Atomos é

proporcional a dx,dc e At, assim

FCx + cAt,c + FAt,t + Atddxdc - f(x,c,tddxdc = PdxdcAt , (2.2.3D
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onde P representa a taxa de mudanga da fungZo de distribui¢Z3o f
devido as colisBes entre os &tomos.

Se dividirmos (2.2.3) por dxdcAt e passarmos ao limite

quando At tende a zero, obtemos
v Lur Y -p. c2.2. 4>

A determinagi3o de P & feita com base nas seguintes
hipoteses:

1) somente as colis®es binarias contribuem para P.

2) a varia¢Zo da densidade de fase durante a colisZo &
pequena, bem como a variag3o espacial durante a ag3o das forgas
interatémicas.

3) em qualquer posigTo x e tempo t as velocidades de
dois &Atomos nio estiFo correlacionadas C(suposigio do caos
molecular).

4> o efeito das forgas externas sobre os &tomos durante
a colis3o €& pequenc em comparag®o com as forgas que agem entre os
dtomos.

Vamos observar agora a colisZo entre dois atomos, um com
velocidade ¢ e o outro com velocidade c,- A figura 2.2.1 mostra o
primeiro Atomo (sem indiced em repouso no plano a, enquanto o
outro &tomo (com indice 1> se aproxima de a segundo um &ngulo reto
com velocidade relativa g = c‘ - ¢c. Este movimento relativo é
ainda caracterizado pelo par&metro de impacto b e pelo &angulo

azimutal e.



Figura 2.2.1 - Geometria de uma colis3o binaria

Podemos dizer que, no tempo dt, todos os &4tomos do tipo
1 com velocidades <, e que se encontram no cilindro de colisZo de
volume gbdbdedt, irZ%oc colidir com um Aatomo com velocidade c
localizado no ponto O. O numero de 4tomos do tipo 1 com

velocidades c, no cilindro de colis3o ¢ dado por

f(x.cl.tbgbdbdsdc1dt . 2.2.9

Se f(x,c,tddxdc representa o© numero de atomos com

velocidades ¢ que se encontram no elemento de volume dx,ent3o

.62

0
0

f(x.c,t)f(x.ct.t)gbdbdcdxdcdcidt > C

representa o numero total de colisBes que ocorrem no elemento de

volume dx e intervalo de tempo dt.
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Dividindo (2.2.6) por dxdcdt e integrando sobre todas as
componentes da velocidade c, de -x a +x , sobre o Angulo azimutal
e de O a 2n e sobre todos os valores do parémetro de impacto b de
0 a +x, obtemos a densidade do numero total de colis@es por
intervalo de tempo dt que anula pontos de fase com velocidade ¢ no

elemento de volume dxdc, isto &,
P = f fo,c,thCx.ci,thbdbdsdc1 . ce.a.7d

H4 colisBes , porém, que criam pontos com velocidade c
no elemento de volume dxdc. Esta criag¢Zo resulta de colis®es de
Atomos, cujas velocidades iniciais s3oc ¢ e c, e vel ocidades
finais ¢ e c» parametro de impacto b e &angulo azimutal n + €.
Esta colisfo & denominada de colis3o de restituig3o, enquanto que

a anterior ¢ conhecida como colis%o direta (vide Figura 2.2.2).

[« \ }Ci Cl\ /C'
i K | S —

& N~ ~ ~

X c! c
(a) 1 1 (b)

Figura 2.2.2 - (ad colis3o direta
(bd> colis3o de restituigdo

Com base na anilise anterior, podemos afirmar que a
densidade do numerc total de colis®es gue ocorrem no elemento de

volume dx e tempo dt, para a colisio de restituig3o, € dada por



fCx,c , LD fCx, ctd g'bdbdede-de dxdt

As equagBes que relacionam as velocidades

fungZo das velocidades iniciais sdo

cc = c + kCg-k> ,

c, =c, - kCg-kd> ,
onde k, definido como
g —g
k =
lg — g |

10

c2.2.8>

finais em

2.2.9

2.2.10>

2.2.11>

é o vetor de colisZo e especifica a direg3o da linha que une o

centro dos Atomos na colisZ¥o. Além disso, como o Jacobiano da

transformag3io de velocidades € unitario temos que

dcdc = dc‘dc-
1 1

Como pela conservag3o da energia

podemos escrever a express3o (2.2.8) na forma

fCx,c",td f(x, c > gbdbdf:dcdcidxdt

2.2.120

2.2.13>

2.2.14>
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A dedugZo das equagBes (2.2.9),(2.2.10) e (2.2.13) pode
ser vista no apéndice A.
Portanto, a densidade do numero total de colis@es por
intervalo de tempo dt, que cria pontos de fase com velocidade ¢ no

elemento de volume dxdc é
P+ = f fo.c'.t)fo.c;.t)gbdbdcdc1 . (2.2.15

Usando os resultados acima, a equagio (2.2.4>, com P =

P+ - P_. fica

% + ¢ U L F 9{_ = [ <rift - 7 fOgbdbdede . (2.2.16d
1

onde utilizamos as seguintes abreviag@es:

-~
n

fix,c,td R f' = flx,c,td ,

2.2.17>

~
nm

fo.ci.tD , f1 = fo.c;,t)

A equagio (2.2.16), chamada de equag3@o de Boltzmann, €&
uma equa¢io que descreve a evolugio da fung3o de distribuigio de

velocidades no espago de fase.

I1I.3 - A EQUAGAO DE ENSKOG PARA UM GAS MONOATOMI CO DENSO

Para gases ideais, onde as dimens@es atdmicas s3o
pequenas se comparadas ao livre caminho médio, a transferéncia de
propriedades atémicas & consequéncia exclusiva do movimento dos
Atomos entre as colis®es. No caso de gases densos a disparidade

entre as dimens®es atémicas e o livre caminho médio torna-se
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pequena, e surge um mecanismo adicional de transferéncia de
momento linear e energia.

Quem primeiro estudou este mecanismo foi Enskog (11,
usando um modelo de esferas rigidas. A vantagem do modelo de
Enskog € que as colis®es sZio instanté&neas e a probabilidade de
colisBes multiplas CcolisBes simulténeas entre mais de dois
dtomos) & desprezada. Neste modelo, momento linear e energia s@3o
transferidos de uma distincia igual a disté&ncia gque separa os
centros dos dois Atomos no instante da colisZo.

Vamos descrever agora as consideragBes feitas por
Enskog.

Considere um gis monocatédmico composto de esferas rigidas
de di&metro a. A figura 2.3.1 representa dois &tomos com

velocidades c e c1 e centros O e O1 no instante da colisZo.

Figura 2.3.1 - Geometria da colis3@o entre duas esferas

O plano que contém g e k forma um &ngulo £ com o plano
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de referencia que contém g . Assim, 6 e & s3%o coordenadas
polares que definem a direg3o de k. Da figura 2.3.1 temos que

b = a senf8, assim

gbdbde = g a’send cos6 déde = aZCg-k)dk , (2.3.1>

onde a’dk = a’sen6 déde denota um elemento de superficie e (g -kd =
g cos8 & a projeg3io de k na direg3o de g.

Como estamos tratando de gases densos, os centros do
dois &tomos que colidem n3o se encontram no mesmo ponto, uma vez
que as dimensBes atdbmicas est3io sendo consideradas. No instante
da colisZo, O esta na posig3o x e O1 na posigd3o x - ak, ent3o f1 =
f Cx.ci,tb deve ser substituida por f1 = f (x - ak,ci.tD. No caso
de uma colisZo inversa, onde c¢c e c, sZio as velocidades apds a
colis3o e -k é€ o vetor de colis3io, O est&4d na posig3ao x e O‘ na
posig3do x + ak e f; = f Cx.c;.t) de ser substituida por f; = f (x
+ ak,c;.t).

Também, em um gis denso, o volume no qual um aAtomo pode
estar situado se reduz e a probabilidade de colisio aumenta. Este
fato ¢ levado em conta quando multiplicamos as expressBes (2.2.6)
e (2.2.14) por um fator y , que & fung3io da posigdo e do tempo. A

fungio x deve ser avaliada no ponto de contacto entre os dois

atomos.
Sendo assim, a forma corrigida das equagBes (2.2.6) e
(2.2.14> ¢é
xCx - % k,tDf(x,c,tdfC(x - ak,ci,t)aZCg-k)dkdcdcidxdt, 2.3.2>
xCx + % k,tdfCx,c, tD fCx + ak,c;,t)aZCg-dekdcdcidxdt. 2.3.4D
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Dividindo as equagBes (2.3.2) e (2.3.3 por dxdcdt e

integrando em relag¢io a c, e k, obtemos

v
]

f xCx — k,tDfCx,c,tdf(x - ak,ci,tDaZCg-dekdci. 2. 3.4>

e

p = j 2Kx +

nw

k,tdfCx,c LD fCx + ak,c?t)aZCg-k)dkdci. c2.3.5

onde P e P+ s¥o, respectivamente, as densidades do numero total
de colis®es por intervalo de tempo dt, que anulam e criam pontos
no espago de fase com velocidade ¢ no elemento de volume dxdc.
Assim, a equag3c que descreve a evolugio da fungdo de
distribui¢cZc de velocidades para um gas denso constituido de

esferas rigidas com diaAmetro a, chamada de equagio de Enskog, é

af af of . a . .
sC T S, EQS-Fk EE; f [ x(x + = k. tdfCx, e, 8D fCx + ak,c .t

- xx - % k, D fCx,c,tdfCx ~ ak,c_,td ] aZCg-dekdc1 . c2.3.8d

Una explicagcZo sobre o fator x pode ser vista no

apéndice B.
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III - O METODO DOS MOMENTOS

Na teoria cinética dos gases, existem dois métodos que
descrevem um estado macroscépico de um gas. Estes dois métodos sao
conhecidos como o método dos momentos de Grad [3] e o método de
Chapman-Enskog [4].

Neste capitulo desenvolveremos uma teoria cinética
para um g&s moderadamente denso de esferas rigidas, baseada no
método do momentos de Grad, com o© objetivo de determinar as
equagBes linearizadas de Burnett para este tipo de gas.

No préximo  capitulo desenvol veremos o método de

Chapman-Enskog com a mesma finalidade.

III.1 - TEORIA CINETICA DE 13 CAMPOS

Un estado macroscépico de um gis monoatédmico denso de
esferas rigidas pode ser caracterizado por 13 campos escalares

assim definidos:

p = J" mfdc - densidade , €3.1.1>

pv, = f mc,_ fdc - momento linear , €3.1.2

_ _ tensor press3o
P = fom C,C fde cinético . (3.1.3

_ m 2 _ fluxo de calor
9 T f 2 C&Zfdc cinético ’ €3.1.4

onde Cié-a velocidade peculiar do gés.



16
Os 13 campos escalares definidos acima, necessitam de 13
equagBes de balango. Estas equagBes s3o obtidas a partir de uma

equag3o de transporte.

III.1.1 - A EQUAGCAO DE TRANSPORTE

Se, nas condi¢®es em que o gas se encontra, as fungdes
f'l.f1 e x forem consideradas suaves, podemos desenvolvé-las em
séries de Taylor em torno do ponto x até termos de segunda ordem
C(tal desenvolvimento serd justificado mais adianted, assim obtemos

a partir da equag3io (2.3.6D

of of of _
6_t.+ci. &i+Fi ‘6—6‘- —PO "‘P1 +P2 » ) (3.1.5>
onde:
.3
P, = x f(f1f - ffodr (3.1.80

ax

N w

af" af
P = ax” flam * f ]ktdF* +

@x 2
l WA 1.
3 , - t Cfif f1f)kidr , 3.1.7>

iw

L

z 2
P = E?X f'_f_il_ - f _i_ii_ K k dr¥ + zg_ f'fii
z e axtaxj 6xiaxj i ax. axj

2

0}

of
1 k3
f oo }ktkjdr +

2
9 x g _ *
,- ——.‘——-jJ‘Cfif fif)k_tkjdl" (3.1.8)

e ar” = a’Cg-kddkde, .

Po’ com xy igual a um, é o termo de colisdo usual da
equagio de Boltzmann para um gas rarefeito. P1 € a primeira
corregio do termo de colisio que leva em considerag3ico o fato do

gas ser denso, e contém somente gradientes de primeira ordem. Pz é
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a segunda corregic do termo de colis3o e abrange gradientes de
segunda ordem e produtos de gradientes.
Multiplicando a equagio (3.1.5> por uma fung3o
arbitraria w(x,c,td, integrando sobre todos os valores de c ,

eliminando as derivadas de y da seguinte forma

a OX - 11 40 -9 | a . g
= Jw Ex_.ffgf + f Ik dl axJ S v x Cf f + £ Pkdl
ar’ af’
_a Sy Py o _a P 4 .
2 I ESZ,LX <fyt f kAl = 3 J ¥ x[ f ax * 18%
af, af
*f o Y faax ]k.‘dr‘ R (3.1.9

onde dI' = ang-dekdctdc e utilizando ainda

C af _ @ [ v
Jw 3 dc = 3 j y f dc J 5t f dc , 3.1.10>
[ of _ @ _ oy
Uw c. 3§idc = Eiijw c. f dc j ci E;if dc , (3.1.11>
i af _ @8 _ 3y

Y Fi Egt dc = sztj; F‘,L f dc I F’.L aCi f dc , 3.1.12>

obtemos

| ®
ey
x
€
~
-~
- s
-~
+
-
>
~
v
x
-
Q
!

%wadc+§;[-[wclfdc-

{34

52 2 ar’ af’
tz I’f [T A PREE g Jx ¥ [f'ax, - fiex

af of
- 1 = (44 9y v
* fs??;j f 6xj ]ki.kj’dr ] J[ ot M Ci 6xt M Fi 6cAL ]fdc
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a of,  of ¥,
+ I x v - ffdr + = J x ¥ [ s 5§T - 5% + f %
of 2
- -2 LA G IL ) ov
fu?x,t ]kidr 2 Ix ax_ffaf * fthktdr 4 .[X (")x_L [
af’ ar’ af of 2 ey’ eéof’
o = Fflam * faae ~ o [xar -7 | xv | o o
axj saxJ 19x axj i) 4 axi axj
af af 2 o %y atyr
- ! lkkdr + 2 | xw | £ 1 ‘
ox.  Ox. i 8 ax. ox . 18% 0OX .
i J J i J i J
azf1 s IR
-/ axiaxj fxaxiaxj _kﬁﬁdr * 8 axiax I x ¥ cfxf N f1f)kﬁﬁdr
az azw
Na equagfo (3.1.13) consideramos a integral
g Cy F, 2 dc = O 3.1.14>
oc, ¥ ' T
pois segundo o teorema da divergéncia podemos escrever (3.1.14)
como:
J%w!—". f e ds . 3.1.15>
s 1 1
Na equag3lo (3.1.15D e, ¢ um vetor unitario e dS o

elemento de 4rea de uma superficie que esta situada em pontos

infinitamente distantes no espago das velocidades.

integral

(32.1.14> resulta do fato de (3.1.15) ser

nula,

A nulidade da

pois a

fungZo de distribuig¢3o f decresce rapidamente para grandes valores

de c.

Vamos modificar agora alguns termos

da

equagdo



(3.1.13), como por exemplo
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a . ’ =_§ ’ ’ c__i
§wacf1f + f, fok.dr ajx w'f f kidr aj" v ff kdl
€3.1.16
=2 *f f kdr - 2 ffkdr = 2 Cy' - ¥ f f k.dIr
2 | XV 7K 2| X¥ I Z | XTI

A primeira igualdade da equagio (3.1.16D

resulta da

troca de velocidades (c.c1) por Cc',c;D. j& a segunda igualdade é

obtida levando-se em conta as equagBes validas para uma colisZo de

restitui¢fo, isto é,

g’ =-g , k! = -k , dcdc1 = dc'dc;

Efetuando operag®es andlogas nos devidos

equagio (3.1.13>, e sabendo que

3f af

1

- = e !
= f&i‘ff,'&[“’f—]'

obtemos

L]
n
oy
<
0
-
Q.
0

!

12
-

I
(WY

(3.1.

termos

3.1.

c3.1.

3.1.

3.1.

2
. - a ’ - a_. —
X I Cy w ffkdl + = Ix Cy wrf, alen f1kikjdr +

175

da

18>

19D

202

212
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a?  Cy' - yd a® o
T J X v v ff e dr o+ g J x Cy' - ¥ ff Kk Kk dr,(3.1.22

ax . 8 0x.
J - J
r aw
S = .‘ Ft EE'L f dc , 3.1.23>
[ [ oy
P “ [6t, + <. axi] f dc , 3.1.24>
~_ , a . o !
P = x Cy' = wff dIr + = x Cyp' — Wwff —=— 1ln = k. dI" +
1 e 1 O . fl i
2
2 g f
a g Cy" - yd a — 1
2 J X 5§t ffakidr * 8 J x Cy WD{ f ox Ox *
(3.1.25%

¥ & a densidade da fungaoc vy, Qi e Qi s¥o os fluxos

cinético C(devido ao escoamento do gas) e potencial (relativo as

colisBes entre os 4Atomosd, S ¢é a densidade de suprimento
relacionada com as forgas externas (daqui para frente sera
desconsiderada a a¢Xo de forgas externas, logo S = 03, P e P sZo

termos de produg3o.
A equag3io de transporte (3.1.19 nos permitira obter

equagBes de balango para os 13 campos escalares.

III.1.2 - AS EQUAGSBES DE BALANGO

Os 13 campos baAsicos escalares definidos no comego desta
se¢¥o, necessitam de 13 equag¢Bes de balango. Estas equagBes s3o

obtidas através da equag3io (3.1.18), substituindo w por m, mc .,

mCC e -1- mCZC,. Assim, temos
i 2 i



1> Balango de massa (y = md:

+ JC pvt)

. =0
v

20
ot

iid> Balango de momento linear (y = mc,‘D:

e C pv,‘)

X
. @ vaivj + pij + p. o _ 0

=3 WS
J

<+

iiid> Balang¢o do tensor press3o (y = mC_‘Cj):

ap. . I v
ij éeCp . v, +p . +p D X J
3t o, Yok Lk R A AT &%,
(?vL -
+Cpy * Py o, =P+ P,
ivD Balango do fluxo de calor C(y = %2- mCzCi):
éq. I ov.
i 8@ Cq v.+qg.+q D 1 i
—_— 4 — + + — 4
3 3 j i ij ij qu qj) axj
av 1
I j _ l é Cp + p.D
* Pyt P Bx 5 Pij ox%, ik ik
1
_ 1 @ Cp.  + p..J> _ ~
55 P oo, % =9t Q.

onde

0
]

" f mctcjc,< f dc ,

2
I a a
= — 'C’ - + - [N eld -
pijk > [mx CC,LC‘i C_‘Cj)fflkkdl I ‘(mx CC,LCj

21

3.1.265

€3.1.27

3.1.28>

€3.1.29

€3.1.30



4=

2
_ 8 f _a" @8 Ve
CCOff, -5;(‘1:1 },—‘kkkldr 5 -é;J my CC{CY - CCOff Kk kar

az ij c?v,L
-2 Imx [cc,L - ©> &%, + e -0 axl]ffikkkldl". €3.1.31)
q. = [ & mc®cc f dc €3.1.32>
ij 2 i * i
I _2 |y fcerd®cr - cod®c |ff kar + a’ mx lcce>®ce
9% T 2 X i N R 8 X i
o s Zoin Lxx.ar - a® s [ [ccrzce
i) 70 3% " F ik 16 &%, X P

- 2 v
2 a e e _ r
(o) C,‘ ffikjkkdr 7 J' my CCFC,L CrCtD ffikjkkdr

ox
- k
az 2 2 avi.
- 2 J mx [cc: 4 - o ] = ff kK, dr . €3.1.33
I =22 | my ccr - C> ffkdr+iz mx CC’
Pi; = 2 X =y i 1] 4 X
(o f
CO ff, ag1n }-kjkkdl" , €3.1.34>
k 1
1 _1 1
aq =3P, ° (3.1.3%
P,lj = f my ccicj - CiCijfidF , (3.1.38
Q = [ Ly lccrd®c, - cod®c |ffar C3.1.37
i 2 i i 1 ’ ’
~ a (o] f a® azvt

az azvj
- Cijkakder -8 ;3_x_:5x_l j my CCJ,L - Ct)ff1kkkldr -
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aZ of af‘ a2
- Z j mxy (C\.CJ - CLCJ) -&k -a—x'—[ kkkldr + § J my (CLCJ
azf’ 8%y
- CtCJ)[ f W - f‘ W ]kkkldr ’ €3.1.38
k L k 1
~ a 2 2 a f a® I 2
Qi = Y I my [CC p) C_l - CCO C,‘]ff1 &jln },—1kjdr -8 me -CC pj Ci
2
2z of of a’? 2 2 [ o7,
b] k i k
azf 22 z’izvr
RN ]kjkkdr "8 f M CCLC T GR moax, N
a2 avr 6vr a2
+ 8 \!- my CCL - CLD 5;-; -a—x—;- ffik‘]kkdr + 8 J my (Cr
avr av,‘ a2 avr c‘;‘vi
-0 5;; axj ff1kjkkdr M) me ccL - &2 axj Ix fftkjkkdr
2 v,
-2 | my |cc'd? - cod®| =—— fFfKkk dI €3.1.3®
16 X o ox, TS e

O sistema de equa¢Bes diferenciais (3.1.26>, (3.1.27),
(3.1.28) e (3.1.29) nZIo pode ser considerado ainda comoc um

sistema de equagBes de campo para os 13 campos escalares: p, Vo

p,Lj e q,t ,pois este contém novas quantidades: ptjk , 1::».lec 0
! ! I P Q ﬁ e 6 As uantidades I
9; » Py K Ty o0 R Ty i’ d Pixk * Pix

»

q , qI , pI_ e qi sZo conhecidas comoc os momentos da fungZo de

i) i) i
distribuig¢io, enquanto que Pij , Qi , gi.j e 6,L como termos de
produgZ3o.

Para que o referido sistema de equagBes diferenciais se

torne um sistema de equa¢Bes de campo, precisamos exprimir estas

novas quantidades como fung®es dos campos basicos p, Vi.’ p,Lj e qi.
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I11.1.3 - DETERMINAGAO DOS TERMOS CONSTITUTIVOS

Para a determina¢Zo dos termos constitutivos, precisamos
de uma fung3io de distribuigdo que seja fungdo dos 13 campos
basicos. Assumiremos f(x,c,tD) como sendo a fungZo de distribuigio

de Grad [3]:

2
_ O m 1 mC™
f =7 {1 + (—-———k,r] T [deCiCj + Eqi[ SkT 1 ]Ct]} > (3.1.400

onde

o _ e m _ mC
f - [ S RT ] exp [ SRT ] (3.1.41>

¢ a fung3io de distribuigio de Maxwell, k ¢é a constante de

Boltzmann e p = p.. - L p & & o deviante do tensor press3o.
i) 3 rrt

J
Substituindo a fun¢3o de distribuig¢Zo de Grad (3.1.40D

wap

nos termos contitutives (3.1.30), (€3.1.31>, (3.1.32, ((3.1.33,
(3.1.34>, (3.1.3%, (3.1.36>, ¢3.1.37>, ,(3.1.38), (3.1.32 e

integrando, obtemos

_2

P = 8 “985 * 90 T 95 o (3.1.42>
5 (_kT)° 7 kT

qu=é‘p(m i ¥z m Pap (3.1.43
2 kT 2 48 1 p°b*x° AP

Py T PPX T 8 T 5 PPX Py, T 3B nx [aaXp
- IACRUA IO -7 Y5 Sl (PR TR Rt €3.1.44D

3ox i) 1B p nx 3 3 5 %) 1.



onde
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2
] 4 48 1 pb xy k 8T
55 PPx Cqb, + ab, * 53952 " 35 nx m [ —é—x-iéjk
LT, LT, 24 3 p"%%% 1 [ o Pap , Paw
ij ik ax, i 25 nx P %, axj
+ f’i(j)o + _a_;_)_(u»<S + _Gie ] 36 1 pzbz;zz 1 8 [
axt axr Jk 6xr ik 175 ny p Ox
10 p..6& + p [} P & + p & +p. &6
3 T<wp o kr k> jr k> ir <ir> jk gr> ik
-4 S (3.1.45
3 Pars ij ’ T
2 2 2 2
5 2 13 17 RT _ 132 1 o b x RT
z Pbx [ mT] % * 10 PPX —m Py 25 X m [
> av(t + 5 avr & _ B 1 pzbzx2 1 2 aq(i
ax . 3 gx i) 125 nx fo) ox
1> T R4
5 9
+ 3 axr 6tj ] , (3.1.462
3 b 24 1 ™7 kT _ a8z’ Pao 54 4
5 PPX 9, 5 H nx m ox. 25 prix  ox_ ' e
172
_ 16 _2 p kT
—-E_:)' a r—n' pd [ m ] P(ij) (3.1.48>
172
_ 32 _2p nkT
1—3 -m-x [ - ] qt R (3.1.49
2. 2 2 12 8v . aq .
144 1 p b x RT <i 6 <i
s £ [nm] . + =5 PbX o, " €3.1.50d
2 P .
kT 1 T 1 kT airs
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p = . press3io do gas ideal
b = e - é? co-volume de um atomo por
3 m unidade de massa
1 _ S 2 mkT Y72 coeficiente de viscosidade cizalhante
H 16a T de um gis ideal
bvi op
Os termos n3o lineares em p(ij>. qt. 5§j. 5§j.5§j e suas

derivadas foram desprezados. O apéndice C traz maiores detalhes

sobre o célculo das integrais.

II1.1.4 - AS EQUAGTES DE CAMPO LINEARIZADAS

Substituindo os termos constitutivos (3.1.42)> a (3.1.51)

nas equa¢®es de balango (3.1.26) a (3.1.29), desprezando os termos

oo V. ot
<ij>’ 9" 3x.’ @x.’' 9x,
. v J J
obtemos um sistema de equa¢gBes linearizadas para os 13 campos que

n3o lineares em V., p e suas derivadas,
14

é
ép avi _
2t TPac ~©°- (3.1.52>
i
avi k éT RT 2 Oy ép
Pt tP 1L +pbd o +—1 14 2cbxy + p°b 30 | x +
i i
2 2
L e 2o ) P a8 1ot (0 8%
5 PPX axj 25 H X x ox _&x 3 ox ox_

2. 2 2 lof d q
_ 24 1 obx 1 5 _
135 H % 5 [ 2 3—:5;: * 3 I A ] =0, (3.1.53
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8q. ov
3 k oT i pkT i
T O S A
_24 1 pb%® K é°T 48 1 p°b x" 7 Pdirs _ 0 (3.1.54)
5 X m 9x ax 25 PILX gx. Ox ’ o

ép . . 8q 1,2
_<ii> ﬁ 1+ 2 obx <t g 48 yI pbx 1 kT 1+
ot 5 5 axj> 5 a x mn
2 b ] AP _ 96 1 p°b*x* k 37T 216 1 p°b%y? [
s axj> 25 UP m 6x<i6xj> 175 Polid 4
2 2 2 2

0 p(tj> + il» e p<'Lk> + 0 p<jk> _ gg 4 p<rk> s -
Ox Ox g ax  ax ax . Ox 17 8x % i)

r r J k i k r k

12

_ 16 _2 e nkT

5 4 X o [ o ] p<ij> N (3.1.55

12 1 p’b x* kT - Vi, B v, , B4 1 B
a5 H X m ox Ox 3 3x ox 125 o x
r ro> 1 r
2 2
20 % 879 y_ _s2 2 e (o) €3.1.56
ox ox_ 3 Fx_ox_ is = X g m 9 - i

As equagBes (3.1.54) e (3.1.858) representam o trago e a

parte sem trago da equagdo (3.1.28D.

III.2 - TEORIA CINETICA DE S5 CAMPOS

Iremos caracterizar agora um estado macroscédpico de um
ghs monoatédmico denso por S campos escalares de densidade p,

vel ocidade v. e temperatura T.
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III.2.1 - A EQUAGAO DE TRANSPORTE

Iremos adotar o mesmo procedimento da segdo I1II.1.1. Se
fizermos o desenvolvimento em séries de Taylor em torno do ponto x
das fung¢gdes f;. f1 e x ate termos de terceira ordem,

multiplicarmos por uma fungZo arbitraria ywcd, onde y €& um

invariante de soma, e integrarmos sobre todos os valores de c,

obtemos:
oV 8 C® + 3D _ ~
-a-f + ?5)—(. 1 1 - S + P » C381)
L
onde
qJ=fodc ) 3.2.2>
§i=fwc f dc , (3.2.3
~ a a’ ) f
= - ‘' - + - - —_ Fa
Qt 5 J x Cy w)fkatdr i J x Cy zp)ff1 alen fiktkjdr
2 62f1 %y
18 x ¥y w)[ s ax ox. /y Ix Ix ]ktkfkdr
J Tk b k
3 p ef éof s .2
a _ . 1 a_ @d .
g XY W 7, 7%, kkkeadl  * 78 % 5%, J x Cv
- ¥ ff1kgﬁkkdr , (3.2.4>

S=j‘F,L?% f dc , 3.2.5
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e
n
(@)

¢z.2.6>

Os termos da equacgio (3.2.1) tém os mesmos significados
fisicos que os termos correspondentes da equag3o (3.1.19).

Na teoria de 5 campos escalares, as equagBes de balango
para estes campos correspondem as equagBes de balango de massa,
momento linear e energia. Por isso na deriva¢gio da equagdo (3.2.1D
escolhemos uma fun¢gZo arbitraria vy, gque depende somente da

vel ocidade c.

III.2.2 - AS EQUACBES DE BALANCO

As 5 equag¢Bes de balango correspondentes aos campos de
densidade p, velocidade v, e temperatura T, s3o obtidas a partir
da equag¢io de transporte (3.2.1) substituindo sucessivamente yw por

1 2 .
m, mc, e 3 mc . Assim, temos:

2

id> Balango de massa (y = md:

+ & C pvi)

8p -
3 5% =0, 3.2.7

iid> Balango de momento linear Cy = mc,L):

1 I1

@ Cpov.)D 8 Cov.v, + p . +p  +p >

Z- P‘ + ax,p“’ PlJ P‘J PLJ
J

=0, (3.2.8
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IX I
+ pov, + + g + , (3.2.9
P2Vt 9, *4q;*a ]
onde
3 azfl a8y

Im _ a . _ T o
Pij = 16 Imx cl Ct)[ s c?xkaxL * f1 ax ox, ]kjkkkt.dr

8f of s

s 2
a _ . 1 a” @& ,
8 J mx CCL <2 ax, 0x, k,ikkkldr ] Ix, Ix J mx CC

- C,‘D fkajkkktdr . (3.2.10D
1 as 2 2 62f1 azf
9, = 33 I"‘X [‘C > - (O ][ f ax oty e ]“ikj“kd‘"
i k L k
s af &f
a N2 _ 2 1
16 '[ my [CC b ([goh) ] ———axt —-—-axk ktkjkkdr‘
a8 62 2 2
+ 55 &—:&k I my [cc > - o ]ffikikjkkdl“ . (3.2.11

Nas equagBes (3.2.72,0(3.2.8> e (3.2.9> n3oc ha termos de
produgio, pois as grandezas massa, momento linear e energia s3o

conservativas ( estamos tratando de colisBes elasticas D.

1 Ix b4 b $ 4
» :? e 4 .. . » . . t’
Agora p_lJ ptJ pu qj q‘l e qJ s3o er mos

constitutivos e devem ser expressos como fung3c dos campos basicos

o v,L e T, para que o sistema de equagBes (3.2.7),0(3.2.8 e

(3.2.9) torne-se um sistema de equagBes de campo.
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III1.2.3 - DETERMINAGAO DOS TERMOS CONSTI TUTIVOS

Inicialmente vamos determinar os termos constitutivos

pfj e qjl expressos pelas equagBes (3.2.10) e (3.2.115.

Como estamos interessados em obter as equagdes
linearizadas de Burnett para um gi&s denso, onde aparecem somente
os gradientes de primeira e segunda ordem dos campos basicos p, vi

e T , devemos utilizar no célculo de p.”. e qx,I a fung3o de

1)
distribui¢Zo de velocidades de Maxwell.
Aqui pode ser visto com maior clareza porque as fungdes
x .f1 e f; na equac3o (2.3.6> foram desenvolvidas em séries de
Taylor em torno do ponto x até termos de terceira ordem.

Substituinde a fungZo de distribui¢iZo de Maxwell em

(3.2.10>, (3.2.11)> e integrando, obtemos

5 @ e kT
+ 5 _—axraxr[x [ = ] —m] 6tj ] , z.2.12>
2 2
2 3 a a v
11 _ 36 1.2 p b x <j 5 r
i T 1B H? —n—[a—am+§'ax,—ax - €3.2.13
r r> J r
Os termos constitutivos ptj' p:j. qJ, e qJI, podem ser

expressos em fung3do de p, v. e T, empregando-se o método de
Chapman—-Enskog [1] e [4]). Este método serd desenvolvido no préximo

capitulo.

De acordo com as equagdes (3.1.445 e (3.1.47> p,x, e q§

LR

s¥o fungBes de p, T, p g. » logo precisamos expressar

.. e
wp J
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p qj como fungdes de p, v. e T. Para tal, wusaremos as

<Ly
equa¢Bes de campo linearizadas (3.1.55) e (3.1.56) e o método de

iteragio de Maxwell (B6].
O primeiro passo desta iterag3o consite em substituir no
lado esquerdo das equag@es (3.1.85) e (3.1.568) os valores de p(, N
L
C ) ~ (o) o
e qi' no equilibrio, que s3o p<tj> = 0 e qL = 0, e obter no lado

direito o primeiro valor da iterag3o

m=_211; 1 + 2 b av<t+§ 1p2b2z 521/2 T
Wp HoX 5 PPX | &x. 5% “ona aT ax _ax.’
1> <i 3>
¢3.2.14>
3 1,2
(w _ _ 75 1 R™T aT
i S—JEaz[mn} (1+5pbx]5§i
2 2
+_—g_prz mkT 1172 aav“’-'-§avr
40 pra 11 ax ax 3 % dx
T r> 1 r
(3.2.15

1) (1)

e
<A qi.

No segundo passo da iterag¢3o substi tuimos p
no lado esquerdo das equagdBes (3.1.55) e (3.1.856), considerando
somemte os termos até gradientes de segunda ordem, obtemos do lado

direito o segundo valor da iteragdo

4 2 2 2 dx a p 9] 1
tgePbx +pb[1 +5pbx]6p]ax“axp+[§}p'r[1
7 96 2 2 2 a*T
+ 5 pcbx + [é—- + 55n ] P bx ] W ’ ¢3.2.165
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1/2
2 75 1 kT oT u 1
B e e - — — — —
9 64xaz(mn] [:'“""Spbx]axi 3[x]p[1+
02v I, 2
_ 6 i2 2.2 2 <i _ 18 M 1_
+‘°bx+[25*25n]pb"]axrax” 4[x]p[1+
2
o v
8 15 8 2. 2 2 r
+ ‘—S—pbx + [2——5 555 ] p bx ] ————-——axiaxr . 3.2.17>

Definimos o tensor press3o total F”_t‘i e o fluxo de calor
1

total Q’: como

* 1 I
Pij = ptj + p,”, + pij (3.2.18>
Q=g +gq +a €3.2.19
. 2 «2)
Substituindo p e q nas equagdes (3.1.44> e

QW i
(3.1.47>, considerando apenas os termos lineares até gradientes de

segunda ordem, obtemos express@es lineares para o tensor pressao

total e fluxo de calor total

* _ H 4 4 48 2 2 2 <i
Pi.j pC1+pb;()é,‘j ZX[1+5pbx+(25+é—E—3n]pbx]ax‘

a p o 1 6 15 132 2.2 2
]*’—ax o " [;] ,ﬁ[l t g Phx Y [§§+a—"’5n]pbx

azT b
14+492' 3,33 +§i K azpbx
izs T izBn | PP X ax _ox 2 Lx) p P
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2 I 2 2.2 2
1 %) %¢p S(u] L eb
pb"*spbap]axraxr%*s[; 5T n 1+
3 o*T
+§pbx]mélj’ (3.2.200
r r
I
x _ A Q 32 2.2 2 aT
Q =" 3 [1*§Pbx*[a—*§5’n]pb ]&‘
e T 21 . 44 z 2 2 18
* [';E] p[i"“‘ob"’“(é‘é' 251:]9”7‘*[125
2\’ I 2
124 3.3 3 <i 15 (u)*1 39
*125n] bx]axax> —z[z] 5[1*—54"‘”‘*[55‘
zV
8 2.2 2 45 40 3,3 3 r
2—5.11] pbx *+ (125 125,-[) pbx ] —__axiax,. ’ (3.2.215
onde
1/2

coeficiente de viscosidade

- zbz _12 mRT
n P x na volumétrica

n

1/2

x

coeficiente de condutividade

64 a° n térmica de um gas ideal

3

9
A = 75 1 [ T ]

As equagBes (3.2.200 e ((3.2.21> sio as equagdes
linearizadas de Burnett para um gas monoatédmico denso de esferas
rigidas.

Se a velocidade do gas for nula Cv,l = 0>, além da
pressZo hidrostatica, existem duas outras contribuig¢gBes para o
aumento da pressZo num gis monocatémico denso. A primeira devido a
um segundo gradiente de temperatura e a segunda devido a um
segundo gradiente da densidade. Isto pode ser visto a partir da

equagio (3.2.20>, fazendo-se i =



1.2 2 2 2 2
* . B4 (K] L, ebx 1 2, %) 9,
P pC1+pbz>+25[x] Ez - [pbx+8pbap i,i,+
1.2 2.2 2 2
6 7] 1 b 3 T
— = —_ + -
t 5 [ X} T - [ 1 5 pPbx ] 3 c3.2.22

Para um gais ideal a pressio ¢ simplesmente a press3o
hidrostatica do gas, nZo havendo nenhuma outra contribuigZo para o
aumento desta. Isto pode ser visto na equagZio anterior fazendo-se

eb = 0O

P = p = =2 (3.2.23

III.2.4 - AS EQUAGOSES DE CAMPO LINEARIZADAS

Substituindo (3.2.20) e (3.2.21) nas equag¢gBes de balango

(3.2.7), (3.2.8, (3.2.9), desprezando os termos n3Zo lineares em

v ,6 % of
i’ 8x. ' éx,

1 t
linearizadas para p, v. e T

e suas derivadas, obtemos um sistema de equagBes

ép i
x t P =0 , (3.2.24>

&v
I, s 4,88 ) 2] [ e
ax[1+5pbx[5+25n]pbx]axr(ax ]

r>

_ (o] r _ o 1 14 44 2 2 2
"a»x_[ax ] 2[;] ,32[1*’5‘Pb><+a—spbx
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132 2.2 2 14 492 3. 38 8 a8 T
* as::]"bx +{125*125n]‘°b" ]?&[axax]

64 M 1 _ pb 1 2 é&x 7] é p
+ == £ p el ex

as[x] P [pbx+89bap]6x,‘[axr6xr

1.2 2. 2 2 2
6 ( u 1 p°b y 3 8 T _
ov 1
3 k 8T RT i 15 g R 6 (<]
z2Pmat T Pm L TP 5 7;5{1*6‘”"*[2—5
2 S

32 2.2 2 T M 1 8 2l

+ﬁn]pbx]6x‘&xt+3[i] E[1+§pbx+[é§
a%v

44 2 2 2 18 124 3,3 3 a <i
+'é§n]‘°b" +[125+15n] b"]axi[axraxr]

15 (221 11 39 8 22 2 45
‘—4[;] 5[1+—§Pbx+[é‘§"§§n]f’bx*[1as

2
o v
40 3,3 8 a r _
i—agn ] pb pd ] -a;t{ &—t—é?r-] = 0 . C3.2.26)

No capitulo B analisaremos uma solugfo para este sistema
e que corresponde no caso de uma propaga¢gXZo de ondas harménicas

planas de pequenas amplitudes.
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IV - O METODO DE CHAPMAN-ENSKOG

O objetivo do método de Chapman-Enskog € determinar os

. . I II 1 I :
termos constitutivos p,‘j, ptj' p_u,.qt. qi e qi , da teoria de B
campos escalares desenvolvida na seg3o III.2, em fung3do dos campos
bisicos p, v, e T.
A idéia basica do método €& escrever a fung3do de

distribui¢ioc como uma série infinita

f =7 M 2 €4.15

) o) T o) (1) (2) -
onde as expressBes f , f + f, f + f + f7,... sdo

aproximag®es sucessivas para a fung3o de distribuig3o f.

IV.1 - A PRIMEIRA APROXIMAGAO DA FUNGAO DE DISTRIBUIGAO

O primeiro termo de f consiste de wuma fung3o de

distribuigZo de Maxwell

£ =21 2 _ g’/zex - me_ C4.1.1>
m | ZnkT P 2kT J ° T

que nos da& os valores locais da densidade, velocidade e
temperatura.

Este termo corresponde A& primeira aproximagdo para a
fungZo de distribui¢®o, e sua dedugdo pode ser vista com mais

detalhes em [4]).
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IV 2 - A SEGUNDA APROXIMAGAO DA FUNGAO DE DISTRIBUICAO

A segunda aproximagZo é
j(O) + fm - f(O)C 1+ ¢(1) 5 C4.2.1>
e consiste de um desvio da fun¢3o de distribuigio de Maxwell,
sendo ¢<1) uma fung3o linear das primeiras derivadas de p, v. e T.
Neste método o desvio ¢u> ¢ determinado a partir da

equagdo

or, o
e s [aenr e [ [ Do e

1 1%

+ J% %x&i Cf;f’ + f1f3kidr* R c4.2.2>
quando nela substituimos o valor da express3o (4.2.1D.

A equag3o (4.2.8> foi obtida de (2.3.6>, expandindo-se
as fungBes Y, f‘1 e _f1 em séries de Taylor em torno do ponto x,
levando-se em conta apenas as primeiras derivadas.

Quando substituimos (4.2.1) no lado esquerdo de (4.2.2),
desprezando os termos envol vendo ¢m, sendo p, v, e T fungSes

de x e t, podemos escrever este lado como

2
(o) 1 ép mC™ 3 1 8T m i 1 8p
4 [Ea_t{——ak’r E)Tat+ﬁcta+cct+vt3[paxi
2 av
mC 3 1 T m r
[aTT é] T ax ' KT Cr 3% ] ] : c4.2.3

A substituig3io de (4.2.10 no primeiro termo do 1lado

direito da equag3do (4.2.20, desprezando os produtos ¢(”¢>;1),

W'’ ' (0) (O) ' (o’
@ ¢1 e sabendo que f f1 = f f1 , nos leva a
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x [ £O5 o e ¢V - o - @*rar™ ¢4.2.4

XI [ ¢(1)

O segundo e terceiro termos da equagio (4.2.2> Ja
envol vem derivadas espaciais, logo devemos desprezar todos os
termos envol vendo ¢>“) quando neles substituirmos a equagio

(4.2.1). Ent3Zo podemos escrever f(O) no lugar de f e estes dois

termos ficam

(o> ) (0) (o) *
ay j f L T&tln Cf )’1 x0dlh . 4.2.5>
. . . o (o) .
Depois de substituir os valores de j'1 , f1 na expressao acima
temos
(0> (O) (5] m 1, .2 1.2, 8T
axJ’fﬁfk_‘[TlnCprD-#-a—k—_-I—zC(C) *i»CCD)g(-.t
av
+ et +ch 7 far c4.2.6
kT ox. ’ T

A integracfo da express3o (4.2.6) em k e C‘ resulta

© i 36 Cln D mC 5

N ov

[ mC 5 .
5 [ [EkT 72'] S ZkT ] &%, ] . c4.2.7

Usando (4.2.3), (4.2.4) e (4.2.7) a equag3io (4.2.2) fica

1t ¢u)] -
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2 av
1 dp mC~ _ 3 1 6T m r
*CC-\*VR[*"‘*( é]f * C—ax.l

p ox. kT éx kT r
3 A9 8
; 2
) a 2 3@ dln T mC™ 5
+ pbx [ Ci. };iln Cox TO + 5 b—;‘i Ci. ( ST = ]
2 év
2 mC S m r
'5 [ [akT é]éir+acicr akT]'aTil]] : c4.2.8

Para que ¢m seja solug3o da equagXo integral (4.2.8> é

necessario que o lado direito desta equagZo satisfaga as condiges

2 av
(o) 1 ép mC 3 1 T m i 1 ép
— — —— = — —— A —— e + — —
J”’f [pat+[2kT B}Tat kT Siat TS Vt)[pax,L
2 av
mC 3 1 8T m a 2
*[am é]TT&lJ'ﬁraxi]+pbx[cb§il"Cpr)
L39CanD . (mcf _5) , 2 mc® _ 57
S t’ix,L i kT c 5 2kT 4 ir
m avr
+ BCiCr m } —a—;l ] ]dc = 0 » 4.2.9
onde y é um invariante de soma, isto é, w; + ' = v, + yw . As

condi¢Bes (4.2.9) sZo consequéncias do resultado que para toda

fung3io fC(x,c.td, temos

(o) (O 1’ (1) 1 (1) (1) (O (O
Jvsror7 e + o7 -¢7 -¢dar = [ ff C

i 1 1

4

A

+ - v, ¥ >dr . 4.2.10D

Esta igualdade ¢ obtida através de arranjos semelhantes
aos empregados na seg3o I1II1.1.1 para dedugZo da equag3o (3.1.160.
Em particular se y for um invariante de soma, a integral (4.2.100

é nula e segue a equagio (4.2.9D.
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A partir da equagZo (4.2.9), segue as seguintes equagBes

i 2
quando y assume os valores m, mc, e 5 mc
1

%‘E + f—ffpvi) =0, C4.2.11D
&v év
i i 8 RT _
[l 3T + pvr @x, + 5§1[ Il o (1 + pbyd ] =0, (4.2.12>
3 k éT 32 R éT kT i
5 e - B + = Jol - Vt P + p — (1 + pby> o = 0 . 4.2.13

t i

As equagBes (4.2.11), (4.2.120 e (4.2.13> sdo as

equa¢Bes de campo para um fluido de Euler.
&v
ap i aT
3 ' 30 e 3 dados pelas equagBes (4.2.110 a

(4.2.13), a equag3o (4.2.8) se reduz a

Eliminando

w, _ 1 o 3 mC™ _ B 1 87
It =3/ [C1+—5_Pbx3[2hT E]Ciféz
2 m avt
+ C1 + 5 pbx> T CLC ] . 4.2.140
A solug3oc geral ¢u) da equagdo (4.2.14>, pode ser
escrita como uma soma entre a solu¢gio da equagico homogénea e uma

combinagXo linear dos gradientes de temperatura e velocidade.

Assim, temos

A av.

m L 2
2———};.—1: BLJ 5?(—1— + 01 + GZrCr + o&ac ’ C4.2.15>

tad L

onde o e o s¥o duas fung®es escalares, o, e A s3io duas
r 1
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fungBes vetoriais e Bu uma fung3o tensorial. A,k e Bq dependem de

C, pe T , enquanto ai. aa~e o nZFo dependem de C.

Substituindo a equagio (4.2.15) na equagdo (4.2.14D

ov.
e igualando os coeficientes de g; e ax" obtemos equagdes
i J
integrais para Ai e Bij que s3o
(o) 3 mc? ]
- I[AH = £ C1 + 5 pbx)[ 5RT = ]C.L , (4.2.16D
_ (o) 2
I[BH] =2 (1 + 5 pbxbcqcj> . C4.2.17>

A equag3o (4.2.17> impBe determinadas restrigdes ao

tensor BU. Se tomarmos © trago e a parte anti-simétrica da

equa¢io (4.2.17), obtemos, respectivamente,

It 1] =0, 4.2.18>
rr
ItB.. 1 = O, (4.2.19
()l
onde B . _ = S (B, - B.D representa a parte anti-simétrica do
Iy 2 1) jt

tensor B, .
13}

Estas equagdes ser 3o satisfeitas se tivermos ,

respectivamente,
B =0, C4.2.20
B. =B, . c4.2.210
Das equag®es (4.2.20) e (4.2.210 concluimos que Bn € um

tensor simétrico sem trago.

De acordo com tecoremas de representagio de funges
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escalares, vetoriais e tensoriais [7], podemos expressar a fung3o
vetorial A&(prT? e a fung3o tensorial simétrica sem trago

BuCC.p.TD como

A = ACCz,p.TDC,‘ , c4.2.22

1

B = Bcc?,p,DC .C_, C4.2.23
) LS

onde ACCz,p.TD e BCCz,p,TD s30o duas fungdes escalares.

A inserg¢Zo das representag@es (4.2.22) e (4.2.23) na

solug3o geral (4.2.185) leva a

c T _im g T
i ox, x 2kT W jo> axj

1

(1)

¢*= -

Hl >

1 2
— + a +a C + acC
x 1 2r r 3

c4.2.24>

As constantes o, o, e o podem ser escolhidas tal que

¢“)satisfa¢a a condigdo

J v £ ¢¥dc = 0, C4.2.25
ou seja,
v
i 1 A T _ 1 m i 2 _
JW [ T Sk T xERT PSS e T A T GG TS ]dc =0
(4.2.262

Esta condig3oc pode ser facilmente verificada a partir
das defini¢Bes dos campos béasicos p, v, e T dadas pelas equagSes
(3.1.1>, €3.1.2> e (2.1.11D.

Assim, se tomarmos ¥ = m, mc, e

2 .
= mc e integrarmos,
1
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obtemos, respectivamente,

a + a =0, c4.2.27>
1 m 3
ml -LAa8 L 4 lcc de =0, C4.2.28
xTaXr 2r ir
a + SKT a = 0 . c4.2.29
1 m 3
Das equagBes (4.2.27) e (4.2.29 podemos concluir que a
=0, = 0, enquanto que a equagdo (4.2.28) mostra que e, é
. éT . _ 1 a 0T
proporcional a 5§i.A351m, e, deve ser da forma o, T 5§r e a
equag3io (4.2.88) e reduz a
m (o A* oT
%
onde A = A - a .
éT ; .
Como < nfo €& nulo, podemos expressar a condig3o
L
(4.2.30) na forma
»* 2 (O
fA C° fdec = O . c4.2.31D
Com base nos resultados acima, podemos escrever a
equag3io (4.2.240 como
*® ov
a _ 1 A aT m L
¢ =" 3 [Tc‘L 3%, * 557 B C.C, 5. ] . C4.2.32

2
Os coeficientes A e B sXo obtidos através da solugao

das equag®es integrais (4.2.16) e (4.2.17), isto é,
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%* _ o 3 mC™ _ S
1ItACc) = f% + g pbx)[ 5RF T 3 ]c,t . C4.2.33
- 1tBC c 1 =2f%%1 + £ pbyoc C C4.2.34D
<L P 5 o T

As equa¢Bes integrais (4.2.33) e (4.2.34> podem ser

escritas em fungXo dos polindmios de Sonine (Apéndice DD

(1) 2. _ 5 _ 2
Saxzc!?c D> = = B3C 4.2.35
(o) 2, _
S, ,(ACD =1, c4.2.36)
como
11A%Cc) = £9C1 + 2 pby s*lcpc® c c4.2.37
i 5 PPX 3,2 i’ T
_ (o) 2 o) 2
I[BC(_LCP] = 2f 1 + 5 ebx2 SS/ZC(?C b C<1Cj> R 4.2.38
=
onde {3 >kT -

Para resolver as equa¢Bes (4.2.37) e (4.2.38) expandimos
*
os coeficientes A e B em séries de peolindmios de Sonine da

seguinte forma

o<
*x_ 2 _ (r> 2
AT, oD = - 3 2 a_scpc® C4.2.39
r=o
o
2 _ (r 2
BCC?, o, D = Brzo b silcpc® C4.2. 40

onde a e br s¥o coeficientes escalares que nio dependem de C.
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O coeficiente A* deve satisfazer a equagdo (4.2.31).

Portanto se substituirmos (4.2.39) em (4.2.31) obtemos

1

82

[ 8
- If(O)ﬁ 2 ar S(r) Czdc
r=o

Jel m 32 (0) (r) _4 -BCZ
—4na(m] rsz Jsa/zss/zc e dc = 0 . C4.2.41)

Usando as equag@es (D.B) e (D.7), do apéndice D, em

(4.2.41)> temos

-2, =o0. C4.2. 42>
2m o
Portanto, concluimos que a, = O e que A;e passa a ser
expresso como
o<
3
A%t oD =-p3Y a s . C4.2.43D

A inserg3o das expressSes (4.2.400 e (4.2.430 nas

equagBes integrais (4.2.37) e (4.2.38), resulta que

(o3
(r) _ o 3 (1)
Br21 a I[Sa/zct] = £7C1 + 5 pbx2 Sa/zct , C4.2. 44>
x
(r> _ (e} 2 (o)
6,20 br I[Ss/ZCde)] =2 f 1 + 5 ebxd S-:’/chcj> . C4.2. 45>
Usando as equagses C4.2. 44> e C4.2.45D0, iremos

. L »*
determinar os coeficientes a e b das expansBes de A e B em
r r

séries de polindmios de Sonine.

(r)

Se multiplicarmos a equagdo (4.2.44> por BSg/z i’
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integrarmos em relagZo a C e utilizarmos a equagZo (D.7), obtemos

o
_ 15 p 3
2 a_a ==L +Zppds . C4.2. 46D

onde

a =-p3° I s‘"’¢c 11s‘®’c14c . C4.2.47D
372 3/2

re

Multiplicando agora a equag3o (4.2.45) por ﬁgs;;; &p

e integrando em relag3o a C, obtemos

1o
ZBb=SQC1+§pbx36 C4.2. 48
rs s m 5 or ' T
=0
onde
g =-7° Js‘”c.c_ 11s‘®’c ¢ 1dc . C4.2.49)
rs s/2 < P s5/2 A P
A equagio (4.2.46) representa um sistema infinito de
equagBes algébricas para os coeficientes a bem como a equag3o

(4.2.48) um sistema infinito de equag¢gBes algébricas para bﬁ
Somente os coeficientes a e bo interessam no célculo dos
coeficientes de transporte e estes sZo obtidos a partir do sistema

de equagBes (4.2.460 e (4.2.48D
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18 p 3
= = + =
Zm c1 5 pPbxd asz ....... &
o] Lo S a
22 2n
0 Lo S a
na nn
a1 = 1im »
n + &
a o a
11 12 in
o Ol e e e e e e e e e e ol
21 22 2n
o o S a
ni n2 nn
4.2.50d
o 2
5 - 1 + 5 pbxd 301 ....... Boh
(6] ﬁ11 ....... an
0 ﬁn1 ....... ﬁnn
b =1lim
° n =+ &
Boo 301 ................ Boh
ﬁ:o ﬁ11 ................ ﬂzn
ﬁno an ................ Bnn
(4.2.51>

Os coeficientes a1 e bo sXeo obtidos com base

num método

de aproximag@es sucessivas. Neste método a aproximgdo de ordem p

para os coeficientes a e bo » denotada por [ailp

dada através do sub-determinante de ordem p. S& iremos

e [b ] é
o' p

considerar

a primeira aproximag3io para os coeficientes a e b que é
1 o

c4.2.52>
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=5 P = 1

by =5 21 + 5 b0 . C4.2.53

(o]0 ]

onde as integrais o, e ﬁoo s3o definidas como
a = -pa° I s‘¥c 11s‘*’c1dc , Ca.2.54

11 372 /2 L

B =-7° J.S“”C_C, 11s'%’c ¢ 1dc . C4.2.55

oo 5/2 <L j 5,2 < P

Para o© c&lculo das integrais o, e ﬁoo mudamos as
varidveis de integrag3o C e C1 e adotamos como novas variaveis a
velocidade relativa g e a velocidade do centro de massa G

definidas por

g=¢C -c¢C, C4.2.55

G = — . C4.2.56D

Como a2 lei de conservagio de momento linear implica que

G' = G, as equagBes (4.2.855) e (4.2.56)0 fornecem
cC=6-1% C =G + % C4.2.57>
z9 ' . z9- - e
C'=G'—1— ! c’ =G’ +1-— ‘ 4.2.88
z 9 ’ z 9 T

dCdC‘ = dgdG . C4.2.59
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Usando as equag@es (2.2.9), (2.2.10>, 4.2.57> e
(4.2.88) podemos escrever o e (3 como
11 oo
_ .3 5 _ 2 1 =2 _ 1 (o) (O)
% B I[E $CG 6595*293][‘5% _B_gi}f:f [
2
2Grgrkng kD aGrg,terg k> + 4Grkrkng k> EG‘,_grerg k>
+Eﬂ%€g-k)z ] a%Cg-k>dkdgdG , C4.2.600
_ _ 3 _ 1 _1 (0 (0)
r300 - 3 _( [ G<i.€7j> e g(LGp e g<j6i.> * 4 g(ng> ] f1 f [
(4.2.61D

2
dekPCg k> gdkng kD>

Integrando as
k, utilizando para isto

e em seguida em relag3o

as equagBes(C.1> a (C.SD,

onde concluimos que a“

Utilizando as

- quDCg'kD] a®Cg-k>dkdgdG.

equagBes (4.2.600 e (4.2.61> em relagdo a

as equag¢gBes (C.B) a (C.10) do apéndice C(C,

as velocidades relativas g e G, utilizando

obtemos
2
=3Se 1, C4.2.62d
11 4 m u
2
_ 5 p 1
{?00 = 2 E ZI » C4.2.63D
= ﬁoo'
equagBes (4.2.62>), (4.2.63, 4.2.52,

(4.2.53), C4.2.43), (4.2.40) e C4.2.32) escrevemos ¢ como
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- E 1 + & _m AL
Y D 1 g bxd kT C&% 6xj> C4.2.64>
IV.3 - A TERCEIRA APROXIMAGCAO DA FUNGCAOC DE DISTRIBUIGXO
A terceira aproximagio é
f<o> + fm + f(z> - f(O)Cl + ¢m + ¢<z>) , C4.3.1>

onde ¢Q)é uma fungZo linear das segundas derivadas de p, vie-T.

O desvio ¢Q)seré determinado a partir da equag3o

~ af’ af

, 1 1 *
ax [ f ax r ax ]ktdr
i )

L

9 + o 8 - Cf f* = f £odr +

at P I, X ~7y 1
2

2 - a f'

a dx . g * a . 1

+J§5x', IS S kT +j§" =

L

a’f 2 ar’ of
1 *® a~ dx . 1 Ll L *®
]kikjdr“ + J z o, [f s ~ /% ]H“,-dr

= f e ex Z 3x. Fx
L J J J
2 4
a g x v ore »*
+ I . o 0%, Crf fika,ijdl" , C4.3.2>

quando nela substituirmos a expressio (4.3.10.

A eguagZo (4.3.2) foi obtida a partir de (2.3.86),
expandindo-se as fun¢gBes Y, f; e f‘ em séries de Taylor em torno
do ponto x, levando-se em conta apenas as primeiras e segundas
deri vadas.

Substituindo (4.3.15 no lado esquerdo da equag3o

(4.3.2), agora desprezando os termos envol vendo ¢Qn temos



2 av
1 op [ mC 3 1 aT m r
+ + e et = - e .3 s —
& VD[pa‘xj‘F‘BkT 2]T6xj+kcraxj
31 3 5 mc? 1 8 aT ut o1
+ é ; S cl1 + “5 prD { E - SRT ] Cr T -a—x—J[ -a—x—r] o ; 5 c1 +
av
2 m a 1 r
+ 5 ebx> kT C(rC=> &J i ax‘ ] ] ] . €4.3.3

A substituigio de (4.3.10 no lado direito da equag3o

C(4.3.2), desprezando os termos n3o lineares, leva a

(0) (0> ' (1)

X f f f Cqb +e - - ¢“’)dr* > f f(m ¢ (z)'

@’ «

Py - 2 _ ¢(2))d1"* 5 J ax f(o>f(o> —ln Cf(O)f(O)

+

1

g ¢ 2 . 9 f
(O0) (O) i * a [{e}] 1
* I fof [ ax. > ]ktdr * J z X [ s Ix ox

2 ,.(O)

L §

({s }] 1

>
- f W ]kikjdl‘ . C4.3.4d

Assim, podemos escrever a equagao (4.3.2) da seguinte
forma

2 ov
@ [Loo, (m2 _3yror, mo 2 3pf1 ., 2
f [56—t+[2hT 2}Tat+chiat+2x pC1+5"b">[
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2 ov
1 dp mC 3 1 0T m r
ES o  G— —— D i P e ——
ch+"53[ axj+[2k'1' 8]T0xj+kcraxj
I 2 I
3 u 1 S _ mC 1 o aT _ 41
Y3 % 5‘1*5913’0[5 an]crf—x[az] x ptt

= m a r _ (o) (0>, (1 '
+-5-pr3 HC“C”?&j[ax‘]]]-xfflf C¢1 + @

_ ¢:1) _ ¢“’>dr" ¥y f f;o>f<o>c¢:z> & ¢(2> _ ¢;2) _ ¢(2)Ddl“*
" % f(O)f‘O)k a_ln cf(m}(m Ddl"* . " j(mf(m a¢:1)
X 1 i ¢?x,L 1 X X 1 ¢3x,L
(1) 2 (o' 2 (O
+ o K dr* 2 a.2 o’ 9 f: : _ o 2 f: K k dl"*
ax. ] i B X [’r o, o s ox, 0% ] i :

(4.3.5>

A multiplicagfo da equagdo (4.3.5) por m, mc. e % mc? e

integragZo sobre todos os valores de c, fornece as equagdes de

campo linearizadas para um fluido de Navier-Stokes. Assim , temos
ap a8 Cpvd _
at.p&i i =0, C4.3.6>
v * I 2 av
- ot 22 =g & = I
p6t+pvrax ax ax[1+5pbx]6x[6x]
r 18 r r>
av av .
—n%[ax’]—gn%[ax“]=o. C4.3.7>
i r r r>
s korT 3 _k_oT  xT asuik(, 3 " o1
Z2 P mat a"m;axiparxi 2 x m 5 PPX % Ox



I sz 2
Pn" =0, C4.3.8)

al®

XI®
3x

3T
gx. ox,
| 8  #

onde p*= Cl1 + pby? é a press3o hidrostatica de um gas denso.

op 0v,‘ aT
Eliminando 3 " 3C € &L dados pelas equagBes (4.3.6D,

C4.3.7) e (4.3.8), da equagdao (4.3.5) temos

LT S PR NSRRI -iie SN -7 STy i -5 SN
4 ¥ m 5 PPX 6xi6x S x m n axiax
- av * b ¢ 2
_1 i op _ M <i
pS | Prax Tax T8y |1tEPPY ) x| ax
. i 18 r r>
2 Y e _ o (Payn 4 3 5
"M ax) "5 Max | ax “x pp s PY 3
(A r r r>
2 v I
_ mC a 3 R aT *x “7r g1
ah'r] % &‘[—Pa"r&r*" &] tx Rt
ev *® 2
2 a i op 1 ép mC
+ — — —— — — psme T
spbe c':<C_;> axj[ er axr+ 6><t ] +ccj+vj>[p6xj + [akT
v I 2 2
_ 3 aT m r 3 u 1 S _mC 1 ¢'T
é] =3 - " 5, T2 x p ¢t * 5 PbY [ra' a_kr] CrTaxraxJ
b ¢ av
_H 1 = _m a ( _r - to) (0> _ 1)’
S 51 *5 ek g C.C axj[ axs) ] ] x [ f, Co,
c1)’ (1) (1) »* (o) (o). (2’ @’ 2 2) 3
¢ —e, —¢ ddAr+ x [ fUf Ce + ¢ -9 - ¢ Odr
& - f‘o’f(o’k a in cf(o>}(o> Ddl’“* " & f(m o 8¢>i”
X 7y i axi 1 X X 7y s ¢?x,t
a¢u> 2 azf(m azf(m

* a o’ 1 (e} 1 *
5% ]kadr * J?" [f % o% 4 0% ]ktkjdr '

C4.3.9
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onde os termos grifados se anulam, de acordo com a equag3o

(4.2.8).

Substituindo os +valores de ¢;” . ¢;” e f;m . f‘ ’

respctivamente, no quarto e quinto termos ddo lado direito da

equagio (4.3.9, integrando o quarto termo em relagZio a k e C‘ e

reagrupando os termos semelhantes obtemos

b 2
1 o 7 1 15 =] 2 1 _2 .« T

1 2 1 2%
3 u 3 2 aT o1 ap
2% b 1 + 35 Pbxd C(C) 5 15 _, + ¥ Ez(l + 5 .ob;()cdc;i 5 -‘5 ’

2

I a v

_ 4 m e 6 i
x pkT (1 T 5 PPXCL * 55 b C GG, % o%,

2

3 M 1 3 iz 7 2 T
+ % p-—_I_-Cl + gpb;@(i + %pbx) [é’ 3C ] C(icp W

J

-2 % 2 S _ pc? r
Y B 1+ = ebx2C1 + pbyd [ 5 rC C‘ ‘772"",
4 pta 2 o*v |
b ¢ 2.2 2 2 I 2.2 2 a’v
18y legbx (38 _pg2) 231 ,Su Lebax ¢ 53
5 x p n 2 ox Ox. 25 x p 173 i Ox O
1% L r ry
I 2.2 2 av 2
i 16 o~ 1 pbx c r _a fw)f(m m cclro?
Sx p n i ax,‘axr 2 1 2kRT
2
2 a v
1.2 1 87T m 1, r »* -
cCHO } < axtaxj + ®T CCr cD axiaxj ]kikjdr
J'f;mf(m C¢;2) + ¢(z) _ ¢;z> _ ¢(2))dr* ) C4.3.100
A solugio geral ¢>(2), da equag3do (4.3.10>, sera uma

soma entre a solug3o da equagio homogénea e uma combinag3o linear
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dos segundos gradientes de densidade, velocidade e temperatura

. 2
&2 1 A a’r _1 B ozp* _1 D a Vi
x i axiaxj x i) axiaxj x ijk ¢?><j6xk
+a + o C +aC?, €4.3.11)
1 2r r 3
onde A, B, , D . , s3oc fun¢gBes tensoriais que dependem de C, p

ij ij ijk
e T, enquanto a e o s3o duas fungBes escalares e o, ¢ uma
fung3do vetorial e estas nZo dependem de C.
Substituindo a equag@o (4.3.110 na equagdo ((4.3.100 e
Bzv‘

L

axjaxk

21 azp*
8% " 9x. 9%
i) i)
e Dijk que s3o

igualando os coeficientes de obtemos

e

w Xlo

equagdes integrais para Aij » L

_1 o 1 3 2 15 B 2 1 2.4
I[AU] =3 f [ 2u T 1 + 5 ebx> [ == 5 pCT o+ 5 3 C ] 6U
3 1 1 3 2 3 1 1
= —_ = - = — s +
+ 5 H 5T 1 + 5 ebx> C(,‘Cj> > H BT 1 + 5 pbxd (1
2.2 2
12 7 _ 2 16 1 1 p'b 3 _ 2
35 pb")[é fc ]Ca% *BH T w [a PG ]‘ﬂ,
az (0) (O m 1 2 1.2 *
= — ¢ = ’ 4.3.12>
] + 5 X ‘[ _{1 f SRTZ ccc™’d cCD Dkikjdr‘
o) pl 1 2
I[BU] = - f [ Ez = 1 + 5 ebxd ] C“Cp , C4.3.13
1 o I m 2 6
D, =7 [“ pET ¢ * 5 PPt * g5 Pk GG, G

1 3 5 2 1



1 2 3 S
B 1 + 5 pbx>C1 + 5 Pbx2 [ 5

1 1

2 1
e ] Cp C3 6i.p6jk * 1z 6i.j6kp * 1z 6';1:61;. .
2.2 2
-9 11 pbx . 1 1 1
s ¥ T n G C36.% *12%5%, * 12 %ulp °

[y

2.2 2
_16 g1 p%% L L
S H S & 2 6i.k6js * 2 6ij6ks 2 ]

0
]
n

2
a (0) (0) m 1 1 *
+ = - ¢ -
> X I f‘ f RT C Ci C_L )k_tkjdl“ i C4.3.14>
Se tomarmos a parte anti-simétrica da equag3o (4.3.125,
obtemos
ITA. .. =0, C4.3.15>
(j
onde A = -3 CA.. - A D representa a parte anti-simétrica do
i 2 i) Jt
tensor A . A equag3o (4.3.15) sera satisfeita se A = 0 ,

3 tij
assim podemos concluir que A_lj €& um tensor simétrico.
A equagZo (4.3.13) também impBe determinadas restrigdes
ao tensor Bi" Se tomarmos o trago e a parte anti-simétrica da

J
equagdoc (4.2.13), obtemos

IfB J =0, C4.3.186d
rr

IB. .1 =0 . C4.3.17D
nyn

As equagdBes (4.3.160 e (4.3.17) ser3do satisfeitas se

Brr = 0 e an] = O , assim concluimos que B 2 ¢é um tensor
b2

simétrico com trago nulo.

S7



Usando novamente os teoremas de representagZo de fungSes

escalares, vetoriais e tensoriais, podemos expressar a fung3o

tensorial simétrica A't.i » a fungio tensorial simétrica de trago

nulo Bij e a fung3o tensorial D‘\jk como

A .=A6 +ACC , €4.3.18>
L) 14y 2 4 p

B.=BCC ., C4.3.19
ij <L P

D =DCC C +DCS6 +DC6 +DCSOS ., C4.3.20
ijk 1. a4 j 2 i jk 3 j ik 4 k i)

onde Ax’ Az' B, Dx’ Dz’ Da e D‘ sZFo fungBes escalares que dependem
de Cz, P e‘T.

Substituindo (4.3.18), (4.3.19) e (4.3.20> na solug3o
geral (4.3.1135, temos

2

2 2
8T a°T a’p
[A1 3 *ACGS B, TP G B ox

J

J

a’v. a%v. v .
C —+ —t  +DC ——
1 < j k> X 9x 2 i OX Ox 3 j 0x Ox

) k r r ] r

]+a +a C + aC?. c4.3.21)
1 2r r 3

As constantes a, o e o podem ser escolhidas tal que

¢‘2) satisfaga a equag3o

Iw £ ¢® de = 0 . C4.3.22

2
Se tomarmos v = m , mc, e mc- e integrarmos, obtemos,

respectivamente,

58



m 0) 62’1‘
‘EI” ax ox_dc t Pa, * 3 pa, =0,

azv_

i o) _
TR A A % o, fdc = pa,_,

m Jkoc:é. + DC&.
b & z v jk 3

1
|
>
-
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€4.3.23

4.3.24>

(4.3.25

Pelas equagSes (4.3.23), (4.3.24) e (4.3.25) devemos ter

2
1 v,
% T X € (16i.j6kr * (zétkéjr * (aétréjk 2 axjaxk .
_l, 9T
%3 3 3x. 0%

2 2 2 *
(2) 1 * 0T a T a p
= - = —_— +
@ x [A1 axi.ax_t Azcdcj) ox 6xJ o C“ » ax_laxj
azv,t - ¢'32vi - azvr
* D1C<icj ck> ax  ox * chi x Ix M Dacj ox Ox
J k r r J r
2
o v
* r
* P& axax ] :
r k
onde:
A=A -fF - z.c .

C4.3.260

C4.3.27

(4.3.28>

(4.3.29

C4.3.30
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D=D - , c4.3.31d
2 2 8

.3

D=D - . c4.3.32)
3 3 2

*
D =D - . ca.3.33
4 4 1

Os coeficientes A, A, B, D, D, D. e D. sXo obtidos
1 2 1 2 3 4
através da solug3io das equagBes integrais (4.3.123, (4.3.13) e

C4.3.14>, ou seja,

2.2 2
. 1 o r 1 3 2 _(2) 16 1 1 pbx 1)
1tAd = x f Lau eT (L +5pbx S+ 5H eT n P ]
s2. 0 g B, cect>® = oy %ar C4.3.34D
8% |7 2KT . "=
_1 o 3 1 1 3 2 oy _ 3 1 1
I[Azcdcp:| T X f [ z ¥ pT (Ll +3pb2 S5, , z ¥ BT €1+

2
3 i (1) a (0) (0) m
t B PP+ 55 PPX S, ] CaCp T2 X .(fa foaRr ¢

1 2

cc'o” - CC‘DZDkdkj)dl"* > C(4.3.35

- _ 1 Lo 11 ] (o)
IlB C(_LCJ_)J = 5 ) [p 52 €1 + 5 pPbX> S_ ]C(,LCP , C4.3.36>

_1 o I m A 6 (0)
I[chacj CbJ ~ 3 f [u SKT 1 + 5 pbx> C1 + 35 ebxd S_”2

2
a (0) (O) m >
]Cde Ck) é pd I f f H k(ikj kk) Cg k>dr » C4.3.37D
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IIDCS. + DCS. +DC&I =
2 i jk 3 ) ik e k i)

-1
x

(1) 1 1 4 11 2
PR S, , C 58,8, *588,7 “gH g5 *g X
3 (1) 1 1 1
(1 +gpbx? S5, ., C 5 61:‘5,& MEY-) 61,'6):: ME) éikéjs 2

1
61:‘51'1: * 1z 61,‘6):: Y1z ’Lkéjs

=

2. 2 2
_16 1 p b x 1 _
B H — © 6'\k6js v E éi.jéks . ]Cn

o+
|
(\V

2
- a (0) (O) m . >
ic X I j’1 f T Cki.éjk + kjé,‘k + kkétjDCQ k>dr , C4.3.38

onde a equag3o (4.3.38) representa um sistema de equagBes para os
coeficientes D* ¥ D* e D*
2 3 4

De acordo com as equagdes (4.3.34), (4.3.35>, (4.3.36),

* > E3 2

C4.3.370) e (4.3.38) os coeficientes Aa’ Az. B, Da' Dz. D3 e D‘

podem ser escritos como uma expansio em séries de polindmios de

Sonine, da seguinte forma

o
* (r) 2
A, = Brzo a_scpc® C4.3.39
o
= (r) 2
A, Brzo a,_ s."cpc® C4.3.400
o
_ (r)> 2
B = rsrzo b s " cpc® C4.3.41>
o
_ (r> 2
D, = -8 Z d_s.cpc® C4.3.42)
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[ ¢
DS = - (32 d s‘cpc® C4.3.43
2 2r “s8r2
r=o .
x
*x (r) 2
D, = /?2 a_ s.cpe C4.3.44D
r=o
x
*®x (r> 2
D, = raE a, s.cpch . C4.3. 45
r=o
O coeficiente A1 deve satisfazer as equagles (4.3.22) e
(4.3.24>, enquanto que os coeficientes Dz , D3 e D4 devem
satisfazer a equagZo (4.3.23). Concluimos ent3o que
m ¥ (O)
- = J A f dc = O , C4.3.46
x 1
—EJA* £ c*dec =0, C4.3.47>
X 1
TJ [D*c,c & + DCC6 +DCCG&. ] £%de = 0 . C4.3. 48
X 2 L s jk 8 j s ik 4 k 8 \)

Substituindo as equagBes (4.3.39), (4.3.43>, (4.3.44> e
(4.3.45) nas equagBes (4.3.46D>, (4.3.47> e (4.3.48>, podemos

concluir que

a =0 , C4.3.48D
10
a =0 , C4.3.49
11
d = d =d = 0 C4.3.500
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, % 3¢ 2 3¢
e que os coeficientes Az' Dz’ Ds e D4 passam a ser escritos como :

x
»* (ry 2
AL =p z a_scpch., C4.3.51)
r=2
x
* (r> 2
D, = fiz a_ scpch C4.3.52)
r'a
x
»x _ (r) 2
D, = raE a_ s;lcpc C4.3.53
r£'s
x
* (r> 2
D, = raz d,_ S0 A C4.3.54D
r<1
A partir das equagBes (4.3.35, (4.3.360 e (4.3.38
iremos determinar os coeficientes a_, b, d_, d e d . Os
a2r r 2r 3r 4r
e d nFo interessam no cAlculo dos coeficientes

coeficientes a
ir ir

de transporte. Inserindo (4.3.40> em (4.3.355, multiplicando por

2_.(8)

S 'C C e integrando em relagdo a C, temos
Ss2 4 p

18 b p 3 2 108 pu' p 3 12

ot ol = - L + - +

Zy pim 1 + 5 ebxd éOG s x pIm c1 5 pbx>C1 35 pbx)éas
a’® 2 (0) (®> m 1,.2 1.2 _(s)

+ = x 3 I f1 f é—}?l—_z cCcc 'O - CCHO )Ss/zcdcj)k(ikj)dr =

&

z o a_ o, C4.3.55)

re 2r

r=o

onde

a = p° [s""’c.c, 11s'")c ¢ 1dcC C4.3.56D

re 5,2 < §> s5/2 G P
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Da mesma forma, inserindo C4.3.41> em (4.3.36D0,

multiplicando por BBS(“C C. e integrando em relag3c a C, temos

s/2 G P
(o4
5 ux e (A
" 5% w1t 5 ePs, =rzo f_b_ . C4.3.57
onde
g =p° j s‘®¢ ¢ 11s8'")c c 1dCc . C4.3.58
rs s/2 < > 5,2 < §

Inserindeo (4.3.52), (4.3.853) e (4.3.54> em (4.3.38),
fazendo j = k , i = ke i = j , multiplicando respectivamente cada
equag3io por {?S(S)C BS(B)C e (?S(S)C e integrando em relag3oc a C
quae p EVZ I 3/2 j 3,2 k d ¢
obtemos
15 ' p T [
2y pm (1 + = pbx>C1 + pbx)é15 -5 ¥ pm 1 + 5 ebx>C1 +

I 2. 2 2 2
3 72 M p P bXx a (0 (@ M _(s)
+ — -— PR — —— T ——— — p—" e
5 pbx)éis 5 x pm n 605 z X B fz s RT Sa/zci.ki.

x
Cg-kddr =2 y (3d +d_+d D, C4.3.59

rs 2r 3r 4r

r<
15 p' p 5 p 2

1 2.2 2 2
3 _ ‘2 yu P pbx _a (0) (0> M _(s)
t 5 PP 5 x pm @ ®0s 2 X8 fo f 0 RT Sa2Si<

x
Cg-kddr =2 y Cd_+3d_+d D, C4.3.600

rs 2r 3r ér
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1 b ¢
185 p o 3 S u ol 4
—_= = = = + -z &£ = = +
Z % pm 1+ 5 pbxd (1 pr)é:s Z x pm 1+ 5 pbx2C1
I 2 2 2 2
3 72 u p pbx a (0) (0) M _(s)
+ - -e—— = = & —_— - pu—— .
s] pbx)éls 5 x pm 124 60s 2 x B fx f RT Sg/zckkk
1
Cg-kddr =z ¥y Cd +d_+3d D>, C4.3.61)
re 2r 3r ér
r=1
onde
r =-p3° Is‘s’c 11s‘"’c 14c . C4.3.62>
rs 3,2 p 372 p
As equagBes (4.3.55) e (4.3.57) representam um sistema
infinito de equa¢®es algébricas para os coeficientes a, e bg

respectivamente. J& as equagBes (4.3.859, (4.3.600 e (4.3.61>
representam sistemas infinitos de equagBes algébricas para os

coeficientes dz’ d e d

r 3r ar’
Somente os coeficientes a_ , b, d ., d e d
20 o 21 31 41
interessam no céilculeo dos coeficientes de transporte. Estes

coeficientes s3o obtidos a partir do sistema de equag¢Bes (4.3.55),
(4.3.57), (4.3.89), (4.3.60) e (4.3.61> com base no mesmo método
de aproximag@es sucessivas visto na segZFo anterior. Iremos também

considerar somente a primeira aproximagfZo para estes coeficientes

dada por
. I 2. 2 2
_[15k P 3 152,24 e o)1
%20 [ 4 x pIm ¢t *+5 pbx) + =5 X pIm P a,, » (4.3.62
5 p' o 2 1
Po =" 2% mp2 St tePX 5 C4.3.64D

ocC
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1 2.2 2
3 u o 2 3 ie pbx 1
d = - = = + = + = + =2 = A& -
21 53 pm [Cl 5 pebx>(C1 5 ebxd 55 - ] Y“’ (4.3.65
15 b p 3 2 2
2.2 2
3 _ 48 pb x 1
+ 5 ebxd 125 - ] > C4.3.66
11
As integrais « y 3 e ¥y s3o definidas como
oo oo 11
a =7 fs‘mc,c 11s'®’c ¢ 14c , C4.3.67
oo 5,2 < P 5/2
B =n fs‘mc c 11s'°c c 1d4c , C4.3.68)
oo s5/2 <G> 5,2 <4 p
y =-p° j—s“’c 11s‘*’c 1dc C4.3.69
11 /2 r 32 r
e valem
= = =-31 pe
aoo ﬁoo Yu z 'JI TR - C4.3.700
O célculo das integrais %o Boo e 7, segue © mesmo
procedimento desenvolvido na seg3o anterior.
Substituindo %o ﬁoo e 7, nas equagBes (4.3.63D,
(4.3.84), (4.3.65) e (4.3.661>, obtemos
1.2 2. 2 2
o s [E) Lk 3 pn? + 32 27bx
2, 3 [p] ¥ m [Cl +5pbx) + 55 - R C4.3.71)
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1.2 1 1 kT 2
= .8 — — = .3.7
bo 2 Cud Cp)s X m 1+ 5 ebxd C4.3.72d
6 (Y2 1 kT 2 3
d21 = - -5— [S ] E ———m [C1 + g PbXD c1 + 5 pr) +
2.2 2
i2 pbx
55 n ] , C4.3.73D
3 (Y21 KT 3 2
d31 = d41 = é {E ] —X— —E [Cl + 5‘ pr)C1 + pb;() - -1—— 1 +
2.2 2
2 3 _ 48 pbx
+ 5 pbxdC1 + 5 ebxd i35 p ] . C4.3.74>
Substituindo a » b , d , d e d em C4.3.400,
20 o 21 31 a1

(4.3.41), (4.3.52), (4.3.83) e (4.3.54) e estas em (4.3.29,

. . 2>
determinamos a expressfo final para ¢

IL2 2.2 2 2
@ _3 (e L 3 ppo? + 32 ebx o’1
¢ 5 [ b ] 52 (Cl + 5 Pbxd" + 55 = ]c(icp 5% 5%

P Ox Ix .
v J

2.2 2 2 av
3 - Bebx )3 . m
+ 5 pbx>C1 + pbxd 25 P ][ e 2RrRT ]CL 6Xi6x
I 2 2.2 2
8 (e} L 2 2 i2ebx =
S[x] z[(1+ PoxCL + = pbxd + 55 —— 5
mCz azv(\.
- ]Ci axraxr>' C(4.3.75>
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IV.4 - CALCULO DOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE

Podemos determinar o tensor pressiZo total e o fluxo de

calor total na aproximagZo de Burnett, substituindo f = f(m(i +

(1) I Ix

(2) . ‘
@ + ¢ D nos termos constitutives p ., p.., P It
1) i) L

r . 11
U % -
dados pelas equagBes (3.1.3D, (3.1.34>, (3.2.10>, (3.1.4>,
(3.1.38> e (3.2.110.
Sendo assim, apds a integragio, obtemos o tensor press3o
total e o fluxo de calor total dados por

I ov

*® _ H 4 4 <i
};’,U_—pC1<l—pbx)<$,Lj 8;{1+§pbx+(§§+-8—§n]pbx]ax

év 1.2

- r - HY L 14 44 2,22 _40
”axréu a[x] pz[1+5"b"+25‘°bx+[125
192 3,3 3 2 20 _ 24 2.2 2 x
2 I 2
8 p 7] 1 15 132 2,2 2
]6x a»“{;é] pT[1+5pb [25 Z5n b
< 1>
14 , 492 3,33 e’T , B4 ()1, 05"
125 = 125n x 3% . 6% 25 | x n
<i i>
2 IL2 2.2 2
2, ox ] 9°° 5 (1] _Leb
pbx + '8_pb55] axrt?xr 6L_] M 5 x eT n 1
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v 1.2
124 3.3 3 «<i _ 18 K 1 11 38
+125n] bx]axrax” 4[5]5[1* Pb"*[as
6zv
8 2.2 2 45 40 3.3 3 r
é’%n]pbx * [f‘éé‘ I‘é's'n]pbz ]a«fx"‘"“ ax_ €4.4.2)

As equacBes (4.4.1> e (4.4.2) s3o iguais as equagdes
(3.2.200) e (3.2.21>, mostrandc que os resultados obtidos pelo
método dos momentos de Grad sZo os mesmos obtidos pelo método de

Chapman-Enskog.



V - PROPAGAGAO DE ONDAS HARMONICAS PLANAS

V.1 - TEORIA DE BURNETT

Para o sistema de egquag¢®es

diferenciais
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parciais

(3.2.24> a (3.2.268) estamos buscando uma solug3do correspondente a

propagagio de ondas harménicas planas longitudinais de pequena

amplitude.
Estas ondas s3Zo definidas de

equilibrio

po = constante ,
To = constante ,
v? = 0
1
e fora do equilibrio
c
wwt ~ kX

c
wwt — k w0
e

tal

forma

que, no

(5.1.10

5.1.2>

(5.1.3>

(5.1.4>

(5.1.82

(8.1.62

Estamos considerando apenas o caso uni-dimensional com a

propagagciZo de onda na diregdo do eixo X, o que ndo provoca perda
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de generalidade. Nas equagBes (5.1.4>, (5.1.5 e (5.1.6), as
amplitudes p, T e Vv sZo consideradas peqguenas, sendo
desprezavél o .produto entre duas (ou mais) delas. A frequéncia
da onda é representada por w Cw > 0), e o numero de onda por k€ =
k* + ik', onde k* > O e a = - k' & o coeficiente de atenuacgXo.

A velocidade de fase & dada por

1

v = w Ck™D~ (S5.1.7>

Inserindo as equagdes (5.1.4>, (5.1.5 e (5.1.86) nas
equagdes (3.2.240, (3.2.25) e (3.2.26), obtemos o seguinte sistema

de equagBes lineares homogéneas para as amplitudes p , v e T

wp - kcpo\—/ =0 , €5.1.8>

dp x Py
44 2 2 2 40 432 3,3 2 20
+%p°b +[125 1851‘:] obx +p°b[1+-5—pbx+[125

_c u 1 6 15 177 2.2 2 14
’3‘[2] pT (1+§‘°obx+ [2—5+25n]pobx N [125

, 867 ] p2b% ] cxS>2 ] T=o0, (5.1.9
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k c
[ e = To 1 + pobx)k +

INEN

2
s it 101 417
[ xj Po [1 * 35 PPX * | 175

472 2,2 2 531 _ 1096 | 3,3 s cs 1 = 3k
] PP X * [ 875 ~ &75n ] PoP X ] <k d ] v [ ZPonm"

I
L;. % [1 + g-pobx + [é_g_ + 22 ] p;bzxz]CkC)z] T=0. (5.1.10

5 25n
Este sistema admite uma solugZo n3o trivial somente se o
determinante correspondente for nulo. Esta solugdoc fornece uma
relag3d3o entre a frequéncia w e o numero de onda k€ chamada de

relagio de dispersZo:

CAr™® +iBr™r° - cer™?- ior™r* - ce + iFr r¥+1 =0 ,

€5.1.113
onde
_105 1 126 % 63 , 3717 x__2 204
A= Tt [ 1 * 105 PoX ¥ [ 105 ' 525 ] CPox * [ 525

>
, 18207 ] Cp:x)s ][ g s 101 % [ 417 _ 472 ] Co*?

S625n 35 Po 175 ~ 175r) ‘Po
531 1096 % _3
+ [ = - i ] Conad ] . ¢5.1.12>

_ 45 1 54 81 =88 »* _2 14
B = 5028 ¢p? [1 * 25 PoX t [§é§+2§n]cpo"3 ][1 * 5 X

44 * _2 40 432 »* _3 *®_ 2
* [ 125 ~ 125n ] Coox2™ + Cpyd [ L5 pPex
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% [_30. _ 54 ] cp*xpz] 9x,, ] . €5.1.13>
o apo

I | 19 4 4 108 * 2 6 3

¢ Cx)z[18[1+5pox+[éTS'+85n]cPox) ][1+§‘°obx
9 32 * 2 21 » 101
+[%+é§n]c90x) ]"’518[1"’901][1"’ 35 PoX

417 _ 472 x_ 2 531 . 1096 % 3 1
[175 175n ] CPx + [875 ¥ 875n ] CPpx2 ] 52 [1 *

»* 6 1S 177 »* _2 14 867 »* _3
Po* ][ 1 +5pPx " [2_5 * Z5n ] CPx> + [185 * 18571] Cepx2 ]

2 3 20 _ 54 2 Ox
_ 91 » »* 2 Oy 6 ]
=gz [t eeix ) %:‘][1 +gex+ (=
32 * _2
+ %n] CpoxD ] ’ (5.1.15>
2 x 1% . 3 * % 2 9x
E=§[1 +p°x] +-5—[1 +2P°X+CPOD -%:] ’ c5.1.16>
_ 231 122 167 1344 * 2
F=z=3 [1 T 118 PoX T [575+575n] CPux? ] : SSh 3. L0
c 1,2
Nas equag@es acima I' = v k y Vv = [ L7 ] € a
o w o 3 m

velocidade adiabitica do som para um g&s monoatémico rarefeito,

_ 3 2 1 ta <
r = 16 CVOD Py mx e p, = pob © a densidade reduzida.
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A velocidade de fase e o coeficiente de atenuag3do podem
ser expressos em fun¢gXo da frequéncia w ( ou do parémetro r O a
partir da relag3o de disperszZo (5.1.112, uma vez que o fator x
seja conhecido.

O fator y seri expresso pela série

x =1+ 2 p: + 0,28505 (p:)z + 0,1103 Cp:>9 + 0,0386 CpZD‘ +

8
¥ 5 .
00,0138 CpoD + ..., (5.1.18>
cujos coeficientes s3do os coeficientes viriais para esferas

rigidas C veja apéndice B D.
Utilizando o método dos aproximantes de Padé [111,
podemos escrever o fator x como
2
1 + 0,3519 p: + 0,0887 Cp:Dz +0,1347 Cp 7

x = = * 2 . 5.1.19
1 - 0,28731 Po ~ 0, 0285 Cpo)

Uma solugXZo aproximada para a relag3io de dispersao pode
ser facilmente obtida, considerando-se ' comoc uma expansio em

poténcias de é , isto & ,
N=a + ar + azr + aar + ..., (5.1.20D

sendo esta expans3io valida para baixas frequéncias.
A inser¢io da express3o (5.1.20) na relagio de dispers3o
(5.1.11>, fornece as sequintes express8Ses para a velocidade de

»
fase e coeficiente de atenuag3o, em fungio de % e e,

2.2

FE 2

<+
<=

7
+ 2D

LA

5 1

(5.1.21>

1 1 2
[ CE)I./Z 56—39/2 [ CE +
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_ W 1 _ 1 1 ] 5 8
a = v, [ éf—b?/z [ D FE ] = + SCEH 1872 { BE™ + = FCE
5 3.3 7 2 35 2 _2 63 2 33 .3 1
(5.1.ea>
3 E 3
Yo v
Podemos plotar — e W €m fungZo do parametro r e da
densidade reduzida p: , onde
% ta] [ * 2 3 * 2 Ox
Ve =V [ 1 + Bpox + 5 Cpoz) + 5 Cpo) 55: ] (5.2.23

¢ a velocidade adiabitica do som no gas denso e pode ser obtida da

equag3io (5.1.11> fazendo w + O. ” s

v av
. o o
A figura 1 mostra v e = versus © parametro r,

para valores da densidade reduzida p: variando de 0.0 até O.4.

Quando r cresce ( w decresce D, a velocidade de fase v tende a

3 2%
velocidade adiabitica do som Vo - Além disso, a razio vo/v cresce
»
com o _.
3
A densidade reduzida po = Q0 corresponde a um das
E
rarefeito, enguanto que Py = 0.4 corresponde a uma densidade

moderada de aproximadamente B350 amagat para o Hélio, 400 amagat
para © nednio, 160 amagat para o argénio e 65 amagat para o

xendnio [13].

V.2 - TEORIAS DE 13 CAMPOS E NAVIER-STOKES-FOURIER

Una express3o genérica para a relagdo de dispers3do nas
teorias de 13 campos e Navier-Stokes-Fourier foi obtida em [11]

e [12) sendo escrita como
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car® + iBr®r* + cc + ior v Er®Hrr+ ifrt+6r -1 =0,
(5.2.1)
onde os coeficientes A, B, C, D, E, F e G sio dados por
i> Teoria de 13 campos:
_ 81 1 72 53 _ % _2 66 11
A= Bz (p? [1 + 27 P, *+ 35 Cog” + Z= Co® + 1 [1 *
6 % [e] *x _2 2 8y
+ ‘3 pox + 2—5 CPOXD ]Cp p) EB: ] » (s5.2.2>
__ 91 16 % 69
B--mz (2% =R x R o
3 S 2 * 2 Ay
+ 5 PoX + 55 Ce x° ]Cpb 55: ] ’ 5.2.3
_ »* 2 * _2 3 ¥ 2 Oy
C=1+2p x+5Cox" +ZCox 3-: . C5.2. 4
31 31 % 139 * _2 5 % .z dx
D = -8- E [1 + éT)- pox + m CPOZD + i——s- CPOXD a—p’: ] » 5.2.85
117 1 88 209 _ x _2 5 _ %2 dx
B - . B + + = s —x . 2.
E 256 cx>2[ 1+ 55 "’ Xt 50 (PX? * 35 (R, EEN ] LS Bt
F=-231 €5.2.7>
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dispers3do (5.2.1), obtemos
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75 4
% C;Dz (5.2.8)
Navier-Stockes-Fourier:
15 1 37 140 2 12
128c>2[1+2‘°7‘ é§[1+37n]c >+é§[1+
164 ¥ _3 36 275 a8 * 2
TB_T;] CPOXD + -6?5- [1 —5-5 C_HDZ ] CPOXD ] » (5.2.9
91 16 69 32 * _2 18
@;[1"—5%* 55[1"6—97:]“’0*’ +a_5[1+
32 % _3 »* 32 * 2 *_ 2 Ox
Sn ] Cox + [ 1+ 5pPx* 35 [ 1Y & ] Crux ] ey %, ]
(5.2.10>
3 2 % _2 3 % 2 Oy
1 + apoz + 5 Cpox) + 5 CpOD 55: " CS5.2.11D
23 1 122 * 167 1344 * _2
F=6G-=0 €5.2.13>

Inserindo agora a

express3io (5.1.20D

as

seguintes

velocidade de fase e coeficiente de atenuag3o,

»*
pO

na

expressdes

para as teorias de 13 campos e Navier-Stokes-Fourier:

relagao de

para a

em fung3lo de % e



1> Teoria de 13 campos
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1;=_1_. -— /2 .....__......1 4/2 éz Zg +§§93+§§_F:2
v oy, LD 3 o) e M-I 4o zZ o
3 p? 1 2 1DF E -2
+ZC€)2 —ZF +é‘——C—+E+G] r ] N (8.2.14>
w D a1 7 AB
a=g [ac_CJ‘/z[cc32+<_:+F]r ‘a‘c‘c‘:“z['a‘f'é:‘
3 2 2 2
+2AD __34AF .33 B ,63DB_ |, 3BFB 35 ED
z o Z o 8 (O 8 (o 8 (OO 8 (o
2 B 2
L 3BF_ 1S BDF SBE _ 3B 5 D _1DF
g8 o 2 O 2o 2o O g8 ¢
2
3 FD 3 DE 1 DG 1 1 2 -3
s> Y3z »2ts ¢tz FE §GF+_F]1— ] (8.2.15
11D Navier-Stokes-Fourier
1.1 1 . _ 1 . A_,7 B° | 5BD,
v oYy ot acoot €o») i do» M-I g ob)
2
3 D -2
+ Z CE)Z ] r ] N (5.2.16>
a_! _.__1 1/ _B_2+9 r-i—___l 2 A_B.4+§é_[33
v o | (D c zcoH Z o 2o
3 2 2 k-1
33 B 63 DB 35 BD 5 D -3
BT BT 8o *§cc‘:>3] r ] €s.2.170
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2
v
o Como ja4 foi feito na se¢3o anterior, podemos plotar ;2 e
ov
%
—;2 em fungZo do parimetro r e da densidade reduzida P, =+ Ppara

estas duas teorias.

* *
A4 ov

. o o
A figura 2 mostra v Vv versus o parametro r, para

valores de p: variando de 0.0 até 0.4, na teoria de 13 campos.

»* €
Vo av
A figura 3 mostra v € —5 versus o parametro r, para
%
valores de Po variando de 0.0 ateée 0.4, na teoria de
Navier-Stokes-Fourier.
Comparando as trés teorias, podemos concluir que a

velocidade de fase apresenta praticamente o© mesmo valor nas
teorias de 13 campos e Burnett, sendo menor na teoria de
Navier -Stokes-Fourier.

No caso de gases ideais para r > 3,125 , onde as 3
teorias s3o praticamente indistinguiveis, os dados experimentais
concordam com ©s valores calculados . Para 0,186 < r < 0,312 a
teoria de Burneit apresenta os melhores resultados [14].

Devido a falta de dados experimentais para gases
densos n3o podemos fazer um comentarioc semelhante, mas o© que se

espera & um comportamento parecido.
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Figura 1 - Rela¢Xo de DispersZo para Teoria de Burnett.

* 3¢ 3¢
vo/v e avo/w versus r para pg variando de 0.0 até 0. 4.
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Figura 2 - RelagZo de Dispers3Zo para Teoria de 13 Campos.

variando de 0.0 até 0O.4.

*
o

E 3
v /v e av_ /W ver

»*
o]

SUs r para p

o
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Figura 3 - Relag¢io de Dispersfo para Teoria Navier-Stokes-Fourier.

3 e »*
vo/v e avo/w versus r para p variando de 0.0 até 0O.4.
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VI - CONCLUSAO

As equagBes (3.2.20) e (3.2.21) representam as equagles
linearizadas de Burnett para um g&s monocatédmico denso constituido
de esferas rigidas. Verifica-se através da equagdo (3.2.200 que a
press%o de um g&s denso em repouso ¢ constituida de duas
contribui¢®es. A primeira corresponde a uma pressZo hidrostatica,
enquanto que a segunda ¢é uma fungdo dos segundos gradientes de
temperatura e densidade. Para o caso de um gas ideal em repouso
a segunda contribuig3o se anula.

A solugiZo das teorias de Burnett, 13 Campos e
Navier -Stokes-Fourier, correspondendo a uma propaga¢io de ondas
harménicas planas de peguenas amplitudes, mostrou que os valores
obtidos para as velocidades de fase nas trés teorias concordam
para baixas frequéncias.

Para gases ideais a teoria de Burnett & a que melhor
concorda com os dados experimentais. Tal afirmagdo n3do pode ser
feita para gases densos devido a falta de dados experimentais, mas

O gque se espera & um comportamento semelhante para esses gases.
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APENDICE

A — DINAMICA DE UMA COLISAO BINARIA

Considere uma colis3o entre duas particulas
eletricamente neutras com massas m, e mﬁ.
Se desprezarmos os efeitos das forgas externas durante o

curto periodo da colisfo, as equa¢gBes de movimento para as duas

particulas gue colidem podem ser escritas como

. 3
m %% = -9l x P CA. 1D
a i a
ax.
1
R
“ e
my VLS xﬁ 12 CA.2)
t ax
t
onde x‘: e x’? s¥o os vetores de posi¢iFo das duas particulas,
enguanto que x{;a = xﬁ - x% & o vetor da posi¢io relativa. O
potencial de interagZ3o ¢>C| x“?cl P ¢ suposto esféricamente
simétrico e de dominio limitado, isto é,
1im ¢ xP* p =0 CA. 3
| x|+ =
Denotaremos por c, € CB as velocidades assintdédticas
pré-colisionais das duas particulas e por c(‘x e cb suas velocidades

assintéticas pédés-colisionais. Além disso, definimos as velocidades
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relativas assintéticas pré- e pds-colisionais respectivamente por

gﬁa = cﬁ - Co CA. 4D

gﬁa 3 o - CA.BD

A adigZo das equagBes (A.1) e CA.2) resulta em

m o™ e m P =g, CA. B

Esta equagZo nos fornece, através de sua integrag3o, e lei de
conservagiao de momento linear, que para as velocidades

assintéticas pré- e pds—-colisionais, pode ser escrita como

m € + m_c_. =m c’ + m ch . CA.7D

Se multiplicarmos a equagZo (CA.1D> por 1/ma e a equago

CA.2> por 1/m_ e as subtrairmos, obtemos

[€]
X
- ad [£1e1
I X = - = — , CA. 8
af? " Ra axﬁa xﬁa
onde =m_m,~/ Cm_ + m)D representa a massa reduzidaza.
Hop ™ Ta o " Mg TP
A multiplicagZo escalar da eguagdo (A.8) por *ﬁa resulta
em
d 4 ¢ 2 _
at[§uwaﬁa3 +¢C|xﬁa I)]—O. CA. 2

enquanto que a sua multiplicagZo vetorial por xﬁa nos fornece
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d . -
ac [ xﬁa x xﬁa ] =0 . CA.10D

As equagBes C(A.9 e (A.10) expressam , respectivamente,
a conservagXZo de energia e momento linear durante a colisZo.

Da integragfo da equag3io CA.9) durante a colisZo e da
equag3o (A. 3D segue que
2 1 2

== pﬁa CgﬁaD. CA.11D

IH

. " _
Hop CxﬂaD + ¢ | X Bex > = z Hop Cgﬁa>

=

Concluimos da equag3ao CA.110 que os médulos das velocidades

relativas assintéticas pré- e pdbs-colisionais s3o iguais, isto €&,

9 = e - CA. 12

A equag3o (A.12) pode ser reescrita, com base na equag3o

CA.7> da seguinte forma:

Da integrag3io da equag3o CA.11)> obtemos

X = constante . CA. 14D

oz Xpa ™ *pa

Concluimos entZo que o movimento relativo entre as particulas estéa

confinado a um plano, representado pela Figura A.1.
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98a

Figura A.1 - Colis3o biné&ria

Se projetarmos o vetor antes da colis3o x num plano

Ba
perpendicular a gfia e o vetor apds a coliszo x'ﬁa num plano
perpendicular a g‘ﬁ,a e denotarmos b e b’ estas duas projegdes,

podemos escrever, a partir da equagao CA.14D, que
bn= 'a b’ n, CA. 15D

onde n & um vetor unitario perpendicular aoc planoc do movimento
relativo. Segundo as equagBes CA.12) e C(A.15) concluimos que
b’ = b, sendo b denominado de parametro de colisao.

Na Figura A.1 kﬁa € um vetor unitario na direg3do cde
C gﬁa - gba ), denominado de vetor de colisZo e xﬁa ¢ o angulo de
espal hamento.

O vetor de colis3o kﬁa bissecta © &ngulo entre as
velocidades relativas assintéticas

9 e P2 = e 52 CA.16D
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segundo a equag3o CA.12). Conseglientemente, podemos escrever

Se na equagdo C(A.16> eliminarmos c;{ & e, através da

equagdo CA.7>, obtemocs

ama fo,. ., Ba
Cﬁ = ﬁ - W k Ck * gﬁa) . CA. 18D

B

Semelhantemente, podemos eliminar c! e cﬁ da equagdo (A. 18> com

base na equagZo CA.7) e obter

2m
c’ =c_ + M - kBaCkBa g
fo3 o ma + m FELe

€

> [ CA. 19

As equagBes (A. 18 e C(CA.19 nos d3o as velocidades
assintdéticas péds-colisionais em fungZo das velocidades

assintéticas pré-colisionais e do vetor de colisZo kﬁa.

Da mesma maneira, poderfiamos escrever as equagdes (A.18)

e CA.18) como

em

[ o . Ba
c,=c¢c, - —— k'""Ck ~ gt D 5 CA. 20D
3 3 ma + m(3 3t
em
c =c' - —L (PP . g0 5, CA. 21
o o m, * mﬁ e

gque expressam as velocidades assintéticas pré-colisiocnais em

termos das velocidades assintéticas péds-colisionais e do vetor de
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colisZ3o kﬁa.

A partir das equagBes (A.18) a C(A.21) ¢é facil verificar
que o médulo do Jacobiano da transformagZo de C( Sq ° 'ﬁ? > em
C c& i ch D e da transformag3Zo inversa sZo iguais a um, isto &,

éCc _,c D aCc’ ,c’D

| J | = ___g_MQ_ = a6 =1 CA. 22
c’,c’D élc _,c D
a 3 a3

B - O FATOR x

Quando a densidade do g&s cresce, a equagZo de estado
térmica desvia da equagZo de estado térmica de um gas ideal e pode
ser expressa em termos de uma série de potencias infinita na
densidade p:

= PRl ¢ 4 + BCDp +BCDA + ... > . CB.1)
m 2 3

A equag3io (B.1> ¢ chamada de equagio de estado virial e
as quantidades BZCT). BSC’D....s'é‘o denomi nadas de segundo,
terceiro,...coeficientes viriais. Os coeficientes viriais dependem
da temperatura T e do tipo do gé&s, mas s3o independentes da
densidade e da press3o.

Para o caso de gases constituidos de esferas rigidas, os

seguintes coeficientes viriais foram determinados [8] e [9]:

B =sbutgn2 , B = 2 b* , B = 0,28695 b° ,
2 3 m 3 8 4
CB. 2>
4 5 [
B, = 0,1103 b , B_ = 0,0386 b ., B, =0.0138 b

Por outro lado, a equagZo de estado térmica pode ser



expressa em termos do fator xy como

= P2l 1+ pby> . CB.3

Das equagBes (B.1>, (B.2) e (B.3) concluimos que o fator

x pode ser escrito na forma

*
1+ 2 p: + 0,28605 Cp:Dz + 0,11038 Cp>® + 0,0386 Cp:>‘ +

x
L

g
N CB. 4>
0,0138 Cp°)5 + ...
C - CALCULO DAS INTEGRAIS

C.1 - FORMULARIO
No espago vetorial tri-dimensional V, sendo c um vetor

deste espago, valem as seguintes expressdes [10]:

2 _ 1 2 2
] c.c; fCchde = 3 <s.U_ J e® f¢e™de €C, 13
[ sese fecde = L C6 5 + 5 6 +<56>_[c‘chz>dc
it jres 15 ij rs ir js is jr ’
cCc.a>
f cccccc chz)dc = -t 6. & & + &6 & 6 + &6 & &
tjrspagq 105 ij rs pq ij rq sp i) rp sq

+ 6 6. 6 + & &6 6 + &6 &6 6 + & 6.6 + &5 &6 6
ir js pq ir jp sq ir jq sp is jr pq is jp rq

+ & & 6 + 65 & & + 65 65 6 + 656 &6 & + 65 & 6,
is jq rp ip rs jq ip jr sq ip rq js iq re jp

+6 .66 +6 & 6> [c° fcede . cc.3
iq jr sp ig rp js

S0
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O valor das integrais definidas

x 2n -a'—z 7{1/2 - 1 _Z_r—\:_i_

[c e °“ dc = = can—ibeea"[-—] z , CC. 4D
o c (a1

x 2n + 1 -acz n! 1 n+i

f c e de = = { — ] . CC.S
o pod a

pode ser encontrado em tabelas de integrais.

As seguintes formulas

n _ en n
j Cg'kd" dk = ——r g CC.8d
[ xcg k" ak = _Ef_ g™t g CC.?
i n + 2 i’

on n-2
th + 15Cn + 3 ¢

[ kkCg k" dk = cg’s. +nggd . cC.8d
(| L] L

n _ 2n n-3 z
f kikjkk(g k> dk = T E5¢n 7 o ¢ [g Cgtéjk

+ gsz,‘k + gké_‘j) + Cn - JLDgAnggk ] » (C.2

[ kkkk g™ dk = en n-4 [
i jr s

{n ¥ 15Cn + 3¢Cn + 5 ¢

4 2

g C(Sijérs * 6i.réjs M étséjr) * ng Cg'xgjérs
+ggéb +ggéb + gjgré.ts + <,:1J.9$<5.ur + grgséijD

iTr js 1Ts jr

+ Cn - aDgigjgrgs ] CC.102

s¥Xo validas para n =0, 1, 2, 3,....
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C.2 - PROCEDIMENTO

Tendo em conta que a estrutura do célculo €& a mesma
tanto para o c4lculo dos momentos como para o célculo das
produg®es, mostraremos somente o desenvolvimento do célculo da
produg3o Ptj’ dada pela equagio (3.1.363.

Consideremos inicialmente que a velocidade relativa g e
a velocidade do centro de massa G podem ser escritas em fungdo da

velocidade peculiar na forma
g =C -C , cC.11>
G = -, cc.12>

A partir destas duas equagBes podemos facilmente mostrar

que
1
cC =606 -39 cC.13

e que o produto f'{x' a partir das equagBes (3.1.400 e (C.13>, pode

ser escrito como

m
* ERT g.ngr ] ] ’ CC.14>

onde os termos nZo lineares foram desprezados.
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Da equagZo (A.19), concluimos que o produto C',tC'j vale
C‘C’ = CC + Ck(Cg'kd + Ck(Cg-kd + k,k,Cg-sz . CC.18>
LI vl vl 3t vl

Substituindo as equa¢gBes (C. 13>, (C.14D, C4.2.59D e

(C.18) na equagdo (3.1.386), obtemos

-1

> gj)k,‘Cg-k) +

= a? -1 :
P'\.i = a my _! [CG,‘ = g_\)ijg kD) + CG.i

2 3
a2 e _m _ m 2 1 2
k,‘ijg kD ] [ - ] [ 5TRT ] exp [ T G + 79 D) ] [
P,.. 2 q. 2z
Teijo> m 1 i m
1+ =5 [kT]caGth+Egigj>+ p[kT][aGi[
1 m

Integrando inicialmente esta equagdo em relag3io a k,
utilizando para isto as equagBes C(C.B a (C.100, e a seguir
fazendo as integra¢®es finais, com auxilio das equagBes C(C. 15 a

(C.5>, obtemos

1,2
_ 16 _2_ p kT
F"J =5 2Xx [ - ] p(i.j> . cC.17D
é f azf azfz
Os fatores ff1 -éf;iln ?-1 e f1 mj + f 5)—(—;—?&:— gue serao

utilizados no cilculo dos outros termos valem

(O

[ f _ o000 8 f o) oy @ Cop — @D
ff’ axiln f1 f _;"1 axiln ?:m + f . 6xi 17, cc.18

onde
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() 2 s
o o) & ! - - e m _ _m CGz-+£- z
ol e i [m}[EnkT] exp{ KT 79°
av
m r 1 87T
o _L = 2 .19
]kT[grﬁxi+Grng@xt] €C.19
e
0,0y @ C@p — @O e z m 2 m 2 1 2
7 &, ! =‘[a}{§rﬁﬁ-} exP["E‘fCG*zg’
2 2
1 m <rs> 1 m
[ (&) con am =5 (]
m 2 1 =2 aqr
si (G'g_ + 26Gg + 7 99> —gr] axt] cc.20d
e
2 2
&%y 8% ¢ 2 s
- LT L - Mg+ =
!y 5% 5% fé‘xtdx [m}[arzk’r} exP[ kT ¢ rtz9°
[
2 2
2 @ p _ _ _ 0 m 2 2 1 8T
][55‘?*5;‘, {3 =T ¢ *49’]Taxax.
L J L J
2m Bzvr
+ 5T Gr 6Xi3X. ] » cc.2a21d

onde os termos n3o lineares foram desprezados.

D - OS POLINOMIOS DE SONINE

Como foi dito na seglo IV. 2 , a solugio da equagio de
Boltzmann através do método de Chapman-Enskog requer a expansdo
dos coeficientes em séries de polindmios de Sonine S;mCx). Estes

estZoc relacionados com os polindmios associados de Laguerre
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através de

Sm CxD CxD . ¢D. 12

n + m'! n+m

Os polindédmios associados de Laguerre apresentam uma

férmula geral dada por

Cn t>2 k

x
Th = m - KDICk + m D¢ k! ¢h.2>

n-m
Lo = 5 -1
n k=zo

Estes polinémios formam um conjunto de fungBes ortogonais com
relagcdo a fung3do peso e x™ no intervalo 0 < x < « , isto &,
& -x m ., (m «m Cn')z
foe™ x" L TOOL Thodx = pmrrs 6 CD. 3
o n p Cn — md) np
Portanto, os polindémios de Sonine apresentam uma férmula

geral e uma condi¢Zo de ortogonalidade expressas, respectivamente,

por
n

) _ Cn + m! N

S Cx)*E SISV I ¢b.4>
k=0

* & o (po {n + md!

[ e x" s Ptxos Phodx = 0 6 CD. 5

o m m n . np

Como estamos interresados nos polindmios de Sonine de

ordem n, indice Cl + %P e variavel BCZ. As equagBes (D. 4> e (D.5D

ficam

n
Ncn + 1 + 3783

(n) 2
Siae,20 02 'kzo Ch = K3Tk TTCK + m + 372

- pchk, (D. 8




86

Ios 2
-3C 2l+2 _l+3/2 _(r) 2 (P 2 _ 1 I'Cn+l1+372)
fo € c r. SLH/ZCBC )Su:/zcﬁc Jdc 2 n ! <Snp'

¢D. 73

onde 'Cm + 12> = Cem - 1211 2 ™ n'"% ¢ a fungzo gama.

A partir da equagZo (D.B> podemos escrever Os trés

primeiros polindmios de Sonine, Jue sao:

s =1, (D. 8
\+1/2

(1) _ 3 _ 2

Sz -t 2 pe €D
2 _1 5 3 _ 5 ~2 1 2.4
1+1/z_§[l+§}[l+§] [z+2]p_+2rgc. (D.10>
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