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RESUMO

No formalismo de Feynman na mecinica estatistica qudntica, a fungio
particao pode ser representada como.uma integral de caminho. O método variacional pro-
posto recentemente por Feynman e Kleinert permite transformar a integral de caminho
numa integral no espaco de fase. no qual as flutuacoes quanticas sao consideradas intro-
duzindo potencial cldssico efeiivo. Este méiodo foi testado com sucesso para poienciais
suaves e para o potencial com a singularidade delta de Dirac.

Nesta dissertagao , nés aplicamos o método para potenciais com singula-
ridade forte :(a) um potencial quadrético e (b) um potencia! linear, ambos com uma parede
rigida na origem. Para que a densidade de probabilidade scja zero na origem, introduzimos

o método de Feynman-Kleinert adaptado.

Primeiro obtivemos o potencial classico efetivo analiticameute e avaliamos
os potenciais cldssicos efetivos, energias livres { ou funcdes particoes ) e densidades de prob-
abilidades numericamente. Por dltimo comparamos nossos resultados com os exatos. os
de Feynman-Kleinert e os semi-clissicos. Nossos resuliados sao bons para osciladores com
baixas freqiiéncias angulares e potenciais lineares fracos, mesmo para baixas temperaturas.
Para osciladores com freqiiéncias angulares altas e potenciais lineares fortes. os resultados

sio validos somente & temperaturas mais altas { 5 > 1).



ABSTRACT

In Feynman’s approach to quantum statistical mechanics, the partition
function can be represented as a path integral. A recently proposed variational method
of Feynmam-Kleinert is able to transformed the path integral into an integral in phase
space, in which the quantum fluctuations have been taken care of by introducing the
effective classical potentential. This method has been tested with succeed for the smooth
potentials and for the singular potential of delta.

In this dissertation, we apply the method to the strong singular potentials:
(a) a quadratic potential and (b} a linear potential both with a rigid wall at the origin. By
satisfying the density of the particle be vanish at the origin, we introduce an adaptated

method of Feynman-Kleinert in order to improve the method.

We first obtain the effective classical potential analytictly and then eval-
vate effective classical potentials, free energies (or partition functions) and the densities
of particle numerically. Finally we compare our results with those of exact, Feynman-
Kleinert and semi- classical. Our results are good for lower angular frequency of oscillator
and for weak linear potential even at lower temperatures. For higher angular frequency of

oscillator and for strong linear potential, our results are valid only in higher temperature

(up to B =¢1).



INTRODUGAO 1

INTRODUCAO

Da mecinica quantica estatistica, sabemos que um sistema em equili'brio
térmico pode estar em qualquer nivel de energia. A probabilidade relativa de que esteja
num estado com energia E; é proporcional a e=PE:i, onde B é o inverso da energia térmica
(8 = 1/kT). A lei exponencial acima ndo é ainda uma verdadeira distribuigio de proba-
bilidade,porque nio est4 normalizada.O fator de normalizacao pode ser escrito como 1/Z,

de modo que a probabilidade do sistema estar num estado de energia E; é :
1 .
pilBi) = e % (1

onde consideramos que nio hd estados degenerados. Esta € a bem conhecida distribuigao
candnica.

Z= Z ¢~ PE (2)

O simbolo ¥ representa um somatério para os estados discretos e uma integral para
os estados continuos. Z é chamada de fungdo partigio .A notagio Z vem do alemio :

Zustandssumme, soma sobre os estados.

Uma normalizacio equivalente cousiste em definir uma energia F' de modo

que:
pi(E;) = e PE~F) (3)

onde F é a chamada energia livre de Helmholtz.Seu valor depende da temperatura, contudo,

os niveis de energia nio dependem.De (2) e (3)-

F=—2hZ (4)

1
p
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Traballiatios apetias coiti sialéliias Unidifetsiohals de ula partictls. Paral
um sistema cldssico os niveis de energia sao continuos, e o somatério deve ser substituido
por uma integral dupla no espago de fase, de coordenada z e de momento p, de modo que
para o hamiltonianos padrao

H=p2m +V(z) (5)

onde m ¢ a massa da particula e V{r) é a encrgia potencial A fungio partisio é dada
1 2zm [® | _a0 -
Za= e dze=FV (2) (6)
f J-w

Esta é a aproximacio semi-cldssica na mecanica quéntica estatiztica

Feynma.n r_\ror_\oc nma anrov_lmaran onde o potencial Vl:r\ da 16\ é sih-
stituido por um potencial efetiva Wo(a')i.l_i Este potencial procura coletar as fintuacoes
quanticas durante o intervalo de tempo imaginirio 34 ,portanto sna introdngan methora n
resultado: obtido por (6). Mais tarde, em 1986, Feynman e Kleynert [2] aperfeicoaram a
aproximagao original de Fevoman introduzindo nm notencial efetivo Wy {r) Este método
foi testado para os potenciais snaves {3,4] e o potencial de singularidade fraca, como o
potencial & de Dirac !5}, com bons resultados.

1. fal
-

Nesta dissertagio , aplicaremos o méiodo de Feynman-Kieyner: (2]

]

potenciais com singuiaridade forie, como o pozencia’; quad-rét-ico do 05CiaGor € O poiencial
sertagao é a comparagao entre os resultados obiidos pela aproximiagao de Feynman-Kisinert

[2] e o0s resultados exaios -obtidos por (2)- e aproximados -obtidos por (€).
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Capitulo 1 - Integrais de caminho de Feynman

1.1 FORMULACAO DE FEYNMAN DA MECANICA QUANTICA
Para sistemas de Hamiltoniano (5), a equacdo de Schrodinger é da forma

__h? 02
2m 0z

(g, 1) +V (2)¥(z, 1) = mg—th, ) (1.1)

Dada a fun¢io de onda ¥(2/, #’), a funcao de onda ¥(2", ") (¢ > ') pode
ser obtida pela resolugdo de (1.1). Entretanto, funcies de onda em tempos diferentes sio

ligadas pela segninte integral:

¥(2", ) = ] " K" o (2, ) (1.2)

onde K(z",#";2',t') é o propagador ou a amplitude de transigio de probabilidade de uma
particula chegar em (z”,¢") vinda de (', ¥').
A acao funcional é definida por

S[z(T)) = :" L(z,2)dT (L.3)

onde a Lagrangiana é dada por

L{z,2) = -’;—‘xz -V{z) (1.4)

Dividindo o intervalo de tempo total t” — ¢’ em N intervalos iguais, (1.3) pode ser escrita

como

S[2(T)] = limp—oo (’i S{n,n 1)) (1.5)

=1
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com

Sn,n—1) = '""2"(;5;-1) _ AW (’_L;:_l)(t" ~¢=NAY)  (L6)

Daqui para frente, usaremos t,, = ¢’ + nAt e z, = z(t' + nAt) para n =0,1,2...N.

Dirac [6] observou que hd uma relacao entre S(n,n — 1)e{zy,t, | Zn—1,tn-1) que é 2

amplitude de transicio de tempo curto.|)e(] s20 ket e bra na notagio de Dirac.
A partir dai, Feynman completou esta relagio como segue 6}
_ 1 1S(n,n—1)
(Znstns]| Zaotytnr) = {m} eXP{—F—} (1.7)

O fator de peso em frente a exponencial deve ter dimensan de inverso de comprimento. De

acordo com a ortonormalidade
(tn,-tn I zn—l,tn—l) - 6(In - zn—l) (1.8)
quando ¢, = {,; obtemos o fator pré exponencial

1
wiag =\ TARAT (19)

A expressio final para a amplitude de transicao com ¢, — ¢, finito é:

g v e
(’""'"""')znli’.“‘m(m?m) / dzy_y / den_a- - / iz, nl;[lexp[.s(n,; 1)]

(1.10)
onde o limite N — 0o & tomado com 2/, ' e 2", t" fixos. £ costumeiro definir aqui uma
nova notagao integral

z",t" . m (N41)
L » Diz(#)) = J‘Pw(_zm = t) / dzn_1 / dzy_g+e- (1.11)

e escrever (1.10)

K(z" th o ¢) = / " oxp [% [ ‘ dtL(z, i)] Diz(t)] (1.12)

z!

Esta expressio é a famosa integral de caminho de Feynman;1,2].

para a amplitude de transicio de todos os caminhos possiveis entre dois pontos fixoes.
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fig 1.1 particula deslocando entre (z’,t') até (z",t") passando por z, , z; etc

E importante provar que as expressdes de Feynman  para
(2", ¢" | ', ¢') satisfazem a equagdn de Schrodinger dependente do tempo. Comegamos

com
(zn,tn 2, ) = /dIN-l(IN,tN leyog v ze—y,iva o) =

[m im ((zx —zn—1)?) iV ((zx + rn-1)/20A8], :
/ dIN 1 27rh1At {2h( At ) h J(zh—l)tﬁ—l !Il,tl;

(1.13)

onde supomos ¢y — {n~; infinitesimal. Introduzindo
§=2zN —IN-1
e fazendo zny — z e t,, — ¢ + At, nés obtemos

[ ime2 VAL
(z,t+ At zy,t1) = 5;%&/_“459@(;';5-’hA)(Z’—f,t!ﬁ,tl) (1.14).

No limite A — 0,3 maior contribuicio para esta integral vem da regiao { = 0. Expandimos
(z,t+ At | 21,t1) e exp(—tV At/h) em poténcias de A¢,

a im VAL
(2, xl,t1)+At(7ﬁ(:t,t | z1,0) =, /2rh:At/ dEexp(m&t) (1 -3 +---+)x
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X [(z,t | z1,8) + €(,%(z,t {2y, 4) + %%(z,t bz, )+ } (1.15)
Substituios as integrais
/_ : exp(g%i) £de = 0 (1.164)
e
[ofgh)e- s o

na equagao (1.15) e obtemos

(zN)t!zl)tl)+At (It’zlitl)"‘

hA 0

(2,t l zl,tl) -— CAtV.(I,t ‘ xl,tl) - mm(z,t l tl,tl) (117)

onde reagrupz .0s e temos

oy 0 hz' 92 ,
thm(z,t | z1,h) = — 33 (.t | 21, h) + V(z)(z, 8 { 21, 44) (1.18)
que é a equagao de Schrodinger.
Na mecinica quantica, o propagador pode ser escrito em termos das
antofuncoes e dos autovalores de energia como :

. r_ ’E. t” — tl
K(2" "2 1) = Z:\h(z”)\}'g(z')ezpi ' “(h )} (1.19)

de (1.18) e (1.7), o propagador (1.10} obedece & equacio de Schrodinger

at” K@ ot ) = - 7‘2) O k(s 2 0) L V(K (" 2 ¢)  (1.20)

\2m ariz
com a condi¢io de contorno

K(z",t" 2" t') = §(z" — 2) (1.21)
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para t" — ¢/
1.2 A MATRIZ DE DENSIDADE NORMALIZADA

Vamos usar o seguinte formalismo para descrever a mecinica quantica es-

tatistica|7]:o sistema quantico pode ser representado por um operador de matriz densidade
pn = Z:wx [ k) (k| (1.22)

que satifaz as seguintes condigoes :

a)| k} é um estado possivel do sistema e {| k}} é um conjunto completo de vetores ortonor-
mais

bj)wx >0

c) kv =1

d)o valor esperado do operador A & dado por

(A) = TrinA = Z_:(k' | BaA | F) = Z;wk(k' | KMk | AV E) = };wk(k | Alk) (1.23)

[
'

onde (i | A | i) é o valor esperado de A no estado | §) e T'r. represenia o traco da mairiz.
Considerando (b),(c) e (1.23) podemos interpretar wy como a probabilidade de o sistema
estar no estado k. Se todos menos um wi 530 zero, nés podemos dizer que o sistema esta

em um estado puro, de outra forma estard num estado misturado.

Na representagio de configuragio , podemos reescrever (1.22) e (1.23)
ple,2) = (e i ) = T usle” [k 1 0) = Vel l) (124
O valor esperado na representagao espacial fica

(A) = Tr(54) = / dz{z" | pA | 2') (1.25)
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Quando o sistema estd em equilibrio térmico, a probabilidade wi dele estar no estado de

energia Ey satisfaz a distribuigao canonica ou

Wi = e PEk (1.26)

substituindo (1.26) na (1.24), obtemos
1 ~BE,
pn(f”, I’) = Z—(E-)' Z‘yk(rn)‘l’k(l")f ﬁE (1.27)

1.3 MATRIZ DE DENSIDADE NAO NORMALIZADA POR INTEGRAL DE CAMINHO

De (1.27), introduzimos a matriz de densidade nao normalizada como
p(e",2) = ; V(") ¥} (') e PEr (1.28)
temos a relagao importante
2(g) = /_ : o, 2)dz! (1.20)
Comparando (1.28) com (1.19) para # =0 e ¢ = ¢, obtemos
p(z",7') = K(z",-iph;2',0) (1.30)

usando (1.12) e (1.30), representamos a matriz de densidade nao normalizada como uma

integral de caminho, ou
bea,mn) = [ (= ”-"—’?+V{z(un]du)uz(u) (131)

O pardmetro s tem dimensdo de "tempo”, mas ndo tem um verdadeiro sentido ffsico.
E apenas um parimetro na expressio para a densidade de matriz p. Contudo, se nés
quizermos fazer uma analogia no nosso raciocinio, podemos considerar # como o tempo
para a particula realizar certo caminho, e interpretar a integral como segue: consideramos

todos os caminhos possiveis, ou movimentos, pelos quais uma particula do sistema pode
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viajar entre a configuragio inicial e final no "tempo” fh. A densidade de matriz p é a
soma das contribui¢oes de cada movimento; a contribuicao de um movimento particular é
a integral "temporal” da "energia” dividido por A para o caminho em questao . Por isso,
a contribuigio de cada caminho na (1.31) é diferente. Aquele caminho que corresponde
uma agio fucional menor contribui mais devido ao sinal da exponencial. A fungao particao
é obtida considerando somente aqueles casos em que a configuragao final é igual a inicial,
e n6s somamos sobre todas as configuracoes possiveis. Este resultado é muito interessante,
porque descreve o comportamento estatisco de um sistema quantico como uma integral

de caminho sem o incomodo imagindrio, ta0 caracteristico da mecinica quantica.
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Capftunlo 2 — Aproximagao Semi-Cléssica

A aproximagao semi-classica para a fungao parti¢ao pode ser obtida pelas
trés maneiras a seguir: integragao no espaco de fase [8); por inducao ,pelo principio da

correspondéncia [8] ou por integrais de caminho 1,7}
a)espago de fase:

Na mecanica classica estatistica, um ponto no espago de fase corresponde
a um estado do sistema. Na mecinica quintica o estado n2o pode ser especificado por um
ponto. De acordo com o principio da incerteza, o estado do sistema n3o pode ser localizado
no espago de fase rais precisamente que uma drea ApAgq (¢ cocrdenada, p momente) da
ordem de h. A precisio do valor de h, contudo, nio pode ser deduzida do prircipio da
incerteza , porque este principio, para ser exato diz: AgAp > 2 (onde Ag e Ap sio desvios
padrio

Uma deducio alternativa para o fator h é a seguinte. Vamos sombrear
caminhos de energia constante para o oscilador harménico,H({g, p) = € =constante, no

espaco cldssico de ¢ e p. O hamiltoniano é igual a

Hmw=ﬂ%?ﬁ+§fu (2.1)

onde v é a fregiiéncia do oscilador. De onde concluimos que os caminhos sao elinses dadas

por
2
[ (2.2)

onde

N = 2me

27emy
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e a 4rea da elipse é a

Tl

a=ray=

fig 2.1 caminhos cléssicos de energia constante no espaco de fase para oscilador

harmonico unidimensional (esbogo)in= numero quantico.

Em particular, deixamos as elipses serem esbogadas como na figura 2.1,

» — l ‘ ry ] - l
para as energias € = €z—1, €n € €n41, oide €, é 0 nivel quantico de energia (¢ = (n+ 3)Av)
para um nimero quéintico grande n. A 4rea entre duas elipses sucessivas na figura 2.1 é
entao a area do espago de fase classico associado com um estado quintico. Nos achamos

entdo , de € e da area

Gn41 —On = (n + g)h ~(n+ %)h =h (2.3)

o que confirma nosso resultado.

‘Nés podemos quebrar a integral cldscica sobre p e ¢ em contribuicies
discretas ( como a soma quintica sobre os estados) de cada area sombreada (de magni-
tude k) porque a integragdo € essencialmente constante através de cada uma dessas dreas

(numeros quinticos altos e altas temperaturas). Entao

//e‘ﬂ”(”'q)dqdp = hze‘ﬁ‘" (2.4)
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de onde tiramos

Zer®Za=1 / / ¢~B8 dgdp (2.5)

com hamiltonianos (5) chegamos a forma para aproximagao semi- cldssica (6)
b)Indugio :
Para Hamiltoniano (5) o somatério (2) deve ser substitufdo pela integral

dupla:
[+ <]
Za= c/ e~ PH dpdx

—c0
onde a constante ¢ tem dimensao de inverso da agao e serd determinada igualando a integral
ao somatdrio quintico para altas temperaturas. Faremos isso para um caso especifico (
oscilador harménico) , mas podemos antecipar que c sempre dependera da constante de
Planck h, o que significa que ndo pode ser obtido por consideragoes puramente cldssicas.

Daf o nome 2 Aproximagao Semi-Cléssica”.

A funcio partigio exata, para um oscilador harménico unidimensional é:

e—ﬁhv/’z

Lez = L (2.6)

a temperaturas altas, quando 1/ hv
1-phv/2 _ 1 -
2z T —phw) - Bhw (27)

e considerando agora o Hamiltoniano

p? 2mra? \
H= o +2r'mq (2.8)

onde ¢ = z e p = mi, na integral (2.5) resulta:

2 = c/m /m dpdq exp [—lﬂ (f— + 252mv2q2)] = ip (2.10)

2m
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De (2.7) e (2.10),¢c = 1/h para satisfazer Z.; = Z..(8 — 0)
Seria preciso um fator 1/h para cada produto dpdz na integral, ou seja, para cada grau
de liberdade. Esta indugao pode ser feita também para potencias diferentes do oscilador
harménico ( por exemplo: poso infinito ).
c)integral de caminho:

Partimos da férmula para densidade como uma integral de caminho, ap-_

resentada no capft-ulo 1
-1 (B [mz2
plaz 1) = / exp ('n‘ L {T +V(zw)] du)Dx(;t) (1.31)
4

A dependéncia do propagador com a temperatura ¢ explicada a seguir: se a temperatura
nao é muito baixa, Sk é pequeno. Calculando a fung2o particdo para qual 7; = 7, cada
caminho comega de z; e pouco tempo depois estd de volta. Como o tempo é pequeno a
pa.rtfcula, nao se afasta muito de sua posicao ; caso se afaste, significa que tem alta energia
cinética, a sua contribuicao para a integral serd pequena. Logo, para temperaturas altas é

vilida a aproximacio : Viz(p)l 2 Viz,]. A matriz densidade torna-se com isso:
L _ Bh
plzy,z1) = e AV (1) l exp| = iz(p\d,u] Dz{y) (2.11)
2 2h 0 ; J Y

Temos uma integral de caminho para uma particula livre na dltima ex-

pressao , o resultado é :

*3 -m [Ph . ( m -m{zz: — ;)21
—_ , = = 1 2
/; [exp( o A ﬁ(ﬂ))]D:‘\ﬂ) ﬁg_—exp[ TR (2.12)

2
1 ap J

Como estamos interessados, para a fungao de particao em gue z; = r; temos para a matriz

densidade
plzi,z1) = \ / Z;r;ﬁe—m'(“) (2.13)

7, = m —BV(z1) ¢4 2.14
cl 27!’h2ﬂ_/e Zy ( )

integrando, temos
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Esta é a férmula para a funcdo particao vélida no limite da mecinica cléssica (equivale a
(1.29)).

Quanticamente, o desvio que a pa.rtfcula deve ter sobre o ponto final é da
ordem de :

AzAp="h

substituindo o desvio do momento , temos

Az
Az—A—t—m =h

considerando o tempo imaginario
At = gk

Az = h\/g (2.15)

A condic3o para a aproximagao semi-classica ser valida é

isolando Az obtemos

1/ Ac

. . ¢ . .
onde Ac é a diferenca entre os niveis de energia.



Capitulo Trés: Aproximagic Original de Feynman 15

Capftulo 3 ~ Aproximacac Original de Feynman

Quando as caracteristicas quanticas de um sistema sao relevantes, a apro-
ximagao semi-classica nao é vdlida. Para estes casos é necessario incluir mudancas no
potencial que resultam do movimento ao longo do ” caminho” (flutuacdes quanticas). Estas

mudangas podem ser feitas de duas formas:

3.1.EXPANSAO EM SERIE
Nés expandimos o potencial em série de Taylor, ao redor de uma posigis

média dada por:
1 o
=g [ sl (3.1)

que é definida para qualquer caminho particular. Nés podemos caracterizar cada caminho
por sua posicao média e efetuar as integragoes sobre todas posigoes médias, ao invés dos

pontos iniciais z;, como est4 feito em (2.11). Deste modo, a fungdo partigao torna- se:
g #1 ~1(m [P* Bh ]
Z= / dr / [exp (—h—{_f #2dp + / Viz(u)ldp }) !DI(;I) (3.2)
-00 E 3} 0 0 H

Nesta expressio os caminhos sdo escolhidos para satisfazerem duas condigoes : (1) que T
dado por (3.1) é fixo e (2) que o ponto inicial e final sao idénticos (o que implica que a
integral sobre todos os caminhos também inclui uma integragao sobre todos pontos finais)

Usando uma expansao em série de Taylor para V(x) sobre o ponto ¥, nés

achamos:

pfh pgh
A V[z(u)ldp = B3V (z) + / (z{w) - 2V (2)d(p)

+% [,ﬁh [2(s) — Z]PV" (T)dp (3.3)
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Devido a expressao (3.1) o segundo termo no lado direito da equacio ¢ zero.

Substituindo a expansao até segunda ordem em (3.2) vem:

Z / dze=6V () / e‘(p( { / 2dp+ pAV(E L L /o ﬁh[z(p)—f}V"po})

2 [ v /exp(- A M 4 (oly) - 2 L2 ) e

Nesta integral de caminho, temos o vinculo da equagio (3.1) que pode ser reescrito:
pA
/ (z-F)dp=0
0
A substituicdo y=2-Fdd o vinculo na forma
ph
/o ydp =0

a integral de caminho na (3.4) é&:

/:.-r(exp{ / my? 1 yﬂv"(r)} )Dy\;ﬂ (3.5)

11—~
O integrando desta integral de caminho é o mesmo que para o oscilador harmonico com
frequéncia dada por w> = —-V"(Z)/m.
Vamos agora aplicar o vinculo para esta integral de caminho no seguinte

modo. Nés multiplicamos a integral de caminho pela funcao é ff P ydp ). Para manipular

a integral com a fungio delta, expressamos esta dltima por sua transformada de Fourier:
6(z) = ] lexp(tkz)] T (3.6)
—00 127

e escrevemos (3.5) como

/ - / ‘j{e‘p [ / ﬁh(mzy H V" 2*‘"’$’) dﬂ} }Dy(u) (3.7)
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Desta forma a integral de caminho tem o vinculo (3.1). A integral (3.7) tem a forma da

integral para o oscilador harménico for¢ado, se interpretarmos m e V" como imaginirios.

O propagador para o oscilador harménico forgado é:{vide apéndice A)

= _mL_. iS’,;/h
K \/ Fxihem(wT)

onde
mw

Su = g {(cos(wT»(z% +22) - 22,3,
422 / £(8) sin(w(t — t,))dt

4220 f() in(w(ts — £))dt

mw

_m22w2 [ o [ j(t)j(s)sin(w(lb—t)siu(w(s—t.,))dadl}

Para obtermos a fungao de partigao integramos sobre todos os valores de z e k. A fungio
de particao obtida por Feynman foi:

z=\/% /_ :( { [V(r) g’ v"(r)] }) (3.8)

Nés vemos que a fungao particao tem a mesma forma que foi derivada sob suposicoes
cldssicas. A tnica diferenca é o termo corretivo que foi adicionado ao potencial. Este termo,

%V” (%) é claramente quantico, como se vé pela inclusao da constante de Planck .

3.2 POTENCIAL EFETIVO

Vamos ir além e procurar algum possi'vel potencial efetivo I/ (F) que,
quando substitui o verdadeiro V (), na equagdo (2.14) possa representar uma boa apro-
ximag3o para a correta funcao pariicao da mecanica quantica. Nos comegamos com a

expressao exata:

7= f_ :exp{—mf(f)}df / exp(% P2dp—1 f (Viz(u) Vriﬂdp>m( ) (3.9)
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Podemos olhar a integral de caminho nesta expresao como representante da média sobre

a funcional ¢/ com

B
r=- [ 0lelw) - vish g 8.10)

onde o processo de média € executado com a fungio peso
exp{—(m/2h) [ 2%dp). Se nés substituirmos esta média de Wima exponencial pela expo-

nencial de uma média, isto-é:

() = e

nés faremos um erro de segunda ordem, com os termos (f)2e(f?). Pelo gréfico verificamos

o sinal da desigualdade : {¢/) > el/)

—/

>~
S S
&>

fig3.1:curva de ¢/, mostrando a média da exponencial e exponencial da média

Nés vamos cbter uma média de f para cada valor de ¥, isto §,

1/{ (—m[ﬂ’*‘i2 “fﬁh{ . S .
=3 [ lexp! — “dy Viz(t) — Vizldt § Dy (3.11)

fn =

onde nés vinculamos a integral para refornar ao seu ponto imicial e para satisiazer os

vinculos dados por T = gy foﬂ M z(u)du. Faremos novamente as subsiituigdes
yty=z() -~z —z{t) =y(t) +7 (3.124)

z(t) = y(t) (3.125)
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logo
1 -m £h ) Bh
n=3 [ eXp<7h— | ydp) [ Wiy -veanyn @13

vamos colocar as seguintes restrigoes :
Bh
WO =vem =y  ["yludn=0 (3.14)

Os vinculos de (3.14) fazem com que a integragio se realize sobre infinitos
caminhos periddicos. A sobreposigao destes caminhos,com as diferengas de fase, fazem com
que a integrag3o seja independente do tempo.Devemos ainda considerar todos os valores

possiveis de Y.

/ / [&p( 2h / ) PV(""TY - V(z)iDy(p)dY (3.15)

Para incluir o vinculo (3.14) usamos novamente (3.6) e a média (f) torna-se

w=o[ [ & j {— ] (fwky\dp}nf(rm V(@)Dy(udy (316

A integral destacada é o propagador para o potencial linear com F' = —ik,vide apéndice(A).

) / / vk, {'{ —ik(—iBR)Y -(.k)"( 'ﬂh) }(v (Z+Y) = V(Z)dY

=) = Elﬁ—%ﬁ L:[V(3+Y) (5)] exp 6;; dY (3.17)

Chamando a aproximagao para a funcio particio Z’, a energia livre de Helmholtz deve ser
F’,Jlembrando que Z' = ¢=FF",

Lembrando a substituigio {ef) — €/} da (3.9) e (3.15) nés temos

7= /:(exp{—ﬂﬂ’(r)-i-l(r)})dr [exp( om / ﬁdp)] ) 9
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onde I(Z) = %1 e a integral destacada ja est4 avaliada em (2.12).Entio podemos escrever:

=¢FF = [ D[ B4z (3.19)
27hf

_ [12m [% —-68Y ?m/Bh? v/ ;

U(r)_\/—zfﬂh /_ _V(E+Y)e d} (3.20)

(3.19) é a aproximagao original de Feynman [1].

onde

Isto significa que nés podemos calcular uma energia livre aproximada de
uma maneira cldssica, substituindo o potencial cléssico V(Z) por um poténcial efetivo U(F),
que depende da temperatura. Observamos que (3.20) pode ser expandida reproduzindo
(3.8). O potencial efetivo é um valor médio de V' (z) tomado sobre pontos préximos a ¥
em uma curva gaussiana, onde o espalhamento médio quadritico, ou desvio padrao da

ai 4 Bh
gausslana € |/ yo.-
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Capitulo 3 — Aproximagio de Feynman-Kleinert

A aproximagio de Feynman - vista na capitulo anterior, foi aperfeicoada
por Feynman e Kleinert [2] em 1986 e independentemente por Giachetti e Tognettil9].

Nesta segao vamos verificar as idéias basicas desta aproximagao seguindo o trabalho de

Janke [10].

A representagao com integral de caminho de uma fungao pariicao tem a

forma (m = 1)

oo oo 1 [Ph 2
VA =/ / Dz () exp [_E/ [? + V(z)]d,u}ur (4.1)
-0 J—00 0

onde supomos que os caminhos z{p) sejam periddicos,z(0) = z(8h).Aqui, o limite para

altas temperaturas (f — 0) corresponde 2 aproximagdo cldssica :

Z(B) = Za = ]_ : ;%e-w (4.2)

onde zo é o caminho médio. Flﬁ foﬁ h z(p)dp. Vamos escrever (4.1) puma forma mais
adaptavel.Para este fim fazemos uso da periodicidade dos caminhos e expandimos em

séries de Fourier.

oo

z(p) =20+ 71(p) =20+ E(zne‘w"” 4 zhetWnH) (4.3)

n=1

onde w, = 27n/fh e z, = zf + iz}™ = 1} .Usando a (4.3), a fungdo parti¢ao pode ser

decomposta como segue:

Z= /m %0 —pWi(zo) _ (~BF (4.4)
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onde (% = 1)

) = [ Deexp [—ﬂ AL | "Vieo+ zn(u))du] (43)
n=1

e
s 00 dxredzsm
Dz = 46
[Coaw=T][[ ] (49
Vamos justificar como o termo de energia cinética em (4.5) foi obtido. A
partir da
z1(p) = Z(znc‘"’"“ + zhe~ nH) 4.7
obtemos
i¥p) = Z(zne“”"“ - z;c‘"’"“)(.t;e""""" - z;€"iH) (4.8)
Usando as seguintes integrais
s .
/ edi(wntwiligy = (4.9)
0
e
g . 0 ;.
ti(wa—w;) gy = ; 8€m #1 4.10)
[) € rap { f o= (4.10}
mostra-se que
P i2 21(.re)2 imy2] 2 2
[) 'f:ﬂzw;;{(fn) +(tn ) J=ﬂzwn!z”! (4‘11)
n n

Observamos que
: -8y o wilzal? _ dI’rledl.tm -szlz 42 _ = ’ 1 1 =1
]Dzl(#)ﬁ Lones nﬂ/ /w2p n_l( uip\ uis T/’ﬁﬁ)

é uma medida gaussiana normalizada.
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Aplicando a desigualdade de Feynman-Jenseni7, nés achamos

8

e W (za) = (¢~ Jo VI > ¢~y Vando = —BWalan) (4.12)

A avaliacao do valor esperado da gaussiana da o potencial efetivo

4 oo 8
Wolea) = 5{ [V eora(bdsto = 5 [~ Dast) (=2 Zoen® [ Vizo i)

(4.14)
A integral (4.14) pode ser reescrita como
dIIedI‘;m dI;edI::,m Bw’lz !2 s W p  —fw
A Y — e ni®*n ™ — nih
Wo(l«'o) W Jf/w?,ﬂ € /o V(Io +Zne +I,€ )dﬂ)
(4.15)

(A rigor,deveriamos ter todo o somatério. Mas como com as trasformacdes que faremas
-~ -~ 3 .

nao aparecerao termos com indices cruzados, trabalhamos somente com um termo, para

depois generalizar.) isto significa que consideramos todas as oscilagies possiveis em torno

de 75, com todas as frequéncias. Escolbemos z de modo que
B . . B
L V(20 + Za6"H + Zhe= 0n8)dp = / V(z)dp = BV (z) (4.16)
0

. { . ’ 3 .
ou seja, a particula oscila em torno de 2, mas "sente”, na média, o potencial V{z).

—iw

Examinamos agora como uma transformagio em zpe®~# + z7e~*“»# correspoude em z.

Faremos esta andlise para depois substituir o termo equivalente em 2 {g), na expouencial

de energia cinética do propagador.

Observamos a equivaléncia :
Zo + Tpe'0nF 4 zhe Wk = 1 (4.18)

2278 coswpp + 22" sinuwpp <=1 - 1 (4.19)
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obtemos

4u? (227 8in® (W )+ 2227 22 ™ c08(Wn ) sin (We p)+22™ sin® (wa pt) ¢ wi{z-2)? (4.19)

Integrando (4.19) sobre g entre 0 e B dividindo por 2 temos

ﬂZw | Zp P Zw'qz 20)? (4.20)
Substituindo (4.20) em (4.12) , chegamos
dz"dr"" (1.' )2 (z — 20)2
H/ 1r/w2,9 Py @/ 3w. -/d:t:ekp2 Ejpp (4.21)
e
1 1 1 1 .
ﬂZ /m- *zfgf’iz*ﬁ“') (422)

—

o termo destacado é igual a -”;,de onde conclufmos

(4.23)

Agora definiremos 02 = §, como o fator de espalhamento gaussiano, e a
constante de normalizagio é \/2702. A distribui¢io gaussiana sobre o potencial pode ser

escrita entao :
(z)ele—=0)?/2 (4.24)

o potencial V,2(zo) é chamado de potencial suavizado. Esta aproximacao , com o fator
0% = ‘1% ainda é equivalente & aproximagZo original de Feynman(1l.
A idéia de Feynman-Kleinert é introduzir um parimetro de curvatura no
potencial{2,9]
Vielu)] = 30%(zo)la(u) - 2o]? + V{z(u) (4.25)
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((zo) é um paraimetro variacional introduzido para minimizar a diferenca (e=/) — e{~/).
Isto necessariamente melhora a aproximagao original de Feynman, que equivale a ((zp) =

0. De (4.12), temos:

/Dzl(ﬂ)c_ﬁ Yo [wi+03 (zmozal® /‘w- —dz;edzzlm_c[wﬁ+02(xo)!§1,.§2

—oo TjWEP
oo w’%
= nl;Il [w;‘{ T QQ(TO)} (4 26)
de (38.3) [11] temos
(2mp—1)2 « (2r3—12)2 N (275-13)2 -
(@rf T 0P (zs) * (Grp-12F + (P(za)) ¥ (@rA-1912 + (o))
| 1 )
Q2(z4) X7 0%(z4) | X (:a(,;o) = Slni%(é(()a):g/% =u (4.27)
rT*‘rf L+ meperey H’m.-s,} ]
e a desigualdade (4.13) torna-se
e=FW(20) = y(e f v d” | 2 ue (f Vdu) = g=6Wi1(z0) (4.28)

onde Viz(p)] = Viz(p)l — 10%(z)lz () ~ zol?

De (4.25) e (4.13) o novo potencial obtido por Feynman-Kieinert foi:

W, =—=lnu+V,

| -

sinh(50/2)

= 5l {“‘BF/T‘} +V,2(zg) — 20202 (4.29)

onde

= o=s [é— coth (ﬂ—> - l}g L (4.30)
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* A iltima igualdade é vélida se § tende a zero. Finalmente, otimizando (4.30) com
respeito a {), e (4.29) com respeito a 02, derivamos

aV 2(20) 32V 21T
2 = 5:;;3{’ o) (4.31)

N3 (z0) =

Verificamos esta igualdade comegando com (4.24). A primeira derivada

de (4.24) com relagao a zp é

0 oo dz e Y2103 hat dz [—(22‘ —-21‘)2] Ay yn)3 02
v Vix)e—(z=%0)?/20% — 0 ip—(2—%0)* /207 1/ (4
3z, /_ « Tora? (z)e / = T (z)

e a segunda derivada, apds as simplificagoes da

3 o dI (—Io +.2" _(2_50)2/252
520/- 21r02V(z) I

* Pode ser vista com ajuda de (37.7) [111.Expandimos o somatério

1 + 1 + 1

9 1 __2_ 1 i, -
ﬂZw,%+ﬂz(:roi ﬂ[(%ﬁ:)‘_!_nz (2_52)‘+92 (27?)‘-;-02

_ 2 ﬁz /22 ﬂz /22 ﬂ2 /22
= B | BTt s T e
2+

— _ﬂ_ 1 + 1 + ) 4
T2 e+ LE T 2+ BE O @2+ SR

= %‘3 e multiplicando e dividindo por {1
1 1 1 ‘ 1 1 2 271
ﬁ[ﬂn(ﬁ"’-&-x? i T (3-:1')'-’-%—:2 (47)2 + 22 )+ﬂﬂ Ry
1 15 = 2 T 1 T 80 ]
= m{coth 5 ﬂﬁj oV iﬁﬂcotn-r—)j—

ﬂ—l2- [ﬂ—20- coth %ﬁ - 1}
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- /m de(:L‘) e—(z=70)* [20° + (20 - :L‘)
-0 \/21ra§ 02 02

Agora, a derivada de (4.24) em relagdo a 0% é

d ® d:L'V(.’L') —(z-zo)2/2o — d:L'V(Z) ¢~ (z—%o) 2 [20° (1‘—2:0)2 _ 1
002 210 W 20° 20%

multiplicando o wltimo resultado por 2 verificamos a igualdade (4.31)

Inserindo ¢2 de (4.30), nés vemos que é, em geral, uma equagio iran-
scendental para o2,que depende de zp e f, e deve ser resolvida numericamente. Para o
oscilador harménico a solugao é )%(xp) = w? e a aproximagao variacional reprocuz a fungéo
de parti¢ao exata. A densidade normalizada pode ser obtida a partir da aproximagao de

Feynman-Kleinert [2,12,13}:

(1'0 _1)2 e—BW1(z)
p(z0) = = / - 2“02 [ 252 N (4.32)

Considerando agora a matriz de densidade nao normalizada

p(Zo) = Ppar + Pimpar

obeservamos pimpqr € igual a zero na origem. Entao ela satisfaz a condigao de contorno
para parede rigida na origem. Procuramos eliminar os termos pares de p(zo). De (4.32),

a nossa aproximagao torna-se :

1 [—(IO - 2)2.‘ ~(—z¢ — 1)2 e—BW1(z) \
z ) = exp) ————— 1 —€x - __ 433’
pal J[o v27‘6~{ p"L 26 J p[ 257 } oL (4.33

Observamos que esta adaptacdo da propriedade da matriz densidade para
a aproximagao de Feynman-Kleinert satisfaz 4 condigao de contorno para parede rigida
na origem, o que no ocorre para a aproximagao de Feynman-Kleynert. Podemos chamar
(4.33) de aproximagio de Feynman- Kleinert adaptada. Uma integragao adicional sobre

zo em (4.33) leva i fungao particao adaptada.
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Capftulo 5 -Comparacao entre os resultados

5.1 OSCILADOR HARMONICO COM PAREDE R{GIDA NA ORIGEM

No primeiro exemplo, testaremos a aproximagao para o potencial do os-

cilador harmonico interagindo com uma parede rigida na origem. O potencial ¢ da forma:

00, se <0
V(z)={%w2z2’ se z>0. (50)

5.1.a CALCULO EXATO

A solugao de autofungoes e auto-valores de energia para este potencial é
ficil de obter, desde que consideremos somente os auto-valores e autofung¢oes impares do

caso do oscilador sem parede rigica.

A energia é dada por

E,,:%hw(n+%) n=13,5"7-- (5.1)

e a fungio partigio é da forma:

oo
Dex = z exp(—FEn) {5.2)
fmpar
quelevaa (h =1)

eﬁw/? c 2
Zer = gy (53

Para a dencidade de narticula normalizada exata, temos pela definiczo

>
o

0
plz) =271 Z L (1) i e FE
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com ¥p(z) = NpDa(\/2wz), onde Dy (y/2wz) é a fungio cilindrica parabélica [14] e N, a

contante de normalizacao . A comparagao entre as densidades é feita apenas para o caso

Mn={ [ dzw,.(ﬂznz}’m (55)

Usando a seguinte integral
se m # n;
[ Dale)Dm(2)ie = {,,,(2,_); sem #1 (5.5)
a constante de normalizacao fica
__V? o
N = wl/4/n! (57)
A partir da
)
Da(y/3z) = 2112 em;[(‘/:‘) e (5.8)
e
Hy(z) = 1e Hy(z) =22 (5.9)
onde H,(z) s30 os polindmios de Hermite [11], temos :
Do(V22) = %12 & Dy(\/22) = 2/2ze~ /2 (5.10)
Através da relagao de recorréncia :
Dp41(v22) = V22 Dp{V22) — pLp—i{V22) (5.1}

e (5.9} podemos calcular Dn(\/Zz) paran > 2. Substituindo os resultados na {35.4) obtemos

a densidade normalizada e exata.
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5.1.b CALCULO SEMI-CLASSICO

Ainda para o caso do oscilador harménico com parede rigida, temos a

aproximagao semi-cldssica que leva a:

1 [® _puterps_ 1
Z= A ¢ = o (5.12)

5.1.c APROXIMAGAO DE FEYNMAN-KLEYNERT

Os procedimentos para se calcular Z pela aproximagio de Feynman -
Kleynert podem ser resumidos como segue {2,5]:
A-Calculamos a versdo suavizada do potencial

o —(z—1')2 /202
Voola) = / 4V (2')e-(s=="/ o1

\/127:0*‘)

onde o termo o2 é dado por :

o2 = Is# { %ﬁncoth(ézg) Z 1} (5.14)

B-Calculamos o parametro auto-consistente:

aVa'z (ﬂ!o) - 32"’02 ('J;'g)

2(p ) =
1 (:to) =2 e axg (5.15)
C- O potencial efetivo é dado por:
_ 1. [sinh(80/2)] Q%*0® .
Wi(z) = B-ln{ e 5 + V() (5.16)
de onde tiramos
Zr i = \/2175 /_ dz exp(—Fi1 (2)) (5.17)

Aplicando o algoritmo para o potencial do oscilador com parede rigida,

temos:



Capitulo cinco: Comparagao entre os resultados 31

A- Potencial suavizado

00 . A — \2
Voa(z) = detu2s exp(f,z—;)-) (5.18)

1
V27502 /.: 2 0?

Fazendo w = 1 e a mudanga de variaveis na (5.18)

f—z=u ,du = dz’;
’=u+72 eser=0—-u=-z.

chegamos 3 expressao

00 —al 0 "
/ du %(u+z)2exp[ - ]=L du lfu2+2uz+zz}e‘"2/2"'

—z /2707 [Eﬁ V2m02 2

0
+ / = %{“2 +2uz + )¢~ 2 (5.19)

-z \/211‘0""

Resolvendo estas integragoes , obtemos

_ V2oze~T/20° g2 4 g2 Vi
Vorle) = S+ |25 } { 1+ erf [7} } (5.20)
Onde erf(z) é a fungio erro [111.Quando z é grande temos V,z(z) = + §o?

B- Parametro auto-consisiente
A primeira derivada do potencial {5.20} em relagio a z leva a:

af-h,elz) %-{-——_—U--i-%:rerf{-%i (5.21)

: V,a(z) = +1erf[‘{ﬁ§=n'~‘(z) (5.22)

rda o

observamos que ﬁ <N <1, quards = =0 e z = oc ocorren: as igualdades da esquerda

direita, respectivamente.
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C-Potencial Efelivo

Substituindo (5.20) e (5.22) na (5.16) obtemos finalmente o potencial efe-

tivo.

1 sinh(ﬂﬂ/2) 2 12 \/_ ‘/_ "'/ a?

5.1d APROXIMACAQ PARA PAREDE RIGIDA

Para aplicarmos a aproximagao de (4.33) para densidade, comecamos com
o potencial do oscilador harménico e repeiimos os procedimentos A.B e C para calcular

Wy(z). Evidentemente, uma integracao adicional sobre zo leva a funcao particao .
5.2 POTENCIAL LINEAR COM PAREDE RIGIDA NA ORIGEM

O segundo exemnlo é um potencial linear interagindo com uma parede

rigida na origem. O potencial é da forma

- _foo, se 2<0; .
Vig)= {ax, se z20. (6.24)

5.2.2 CALCULO EXATO

Nds consideramos a equacao de Schrodinger independente do tempo

h? 42V

~ g +az¥ = BY (5.25)

Introduzindo 2 nova varidvel adimencional

3
X= (2"1“) 7 (5.26)

h-

e o parametro rea!

no
-3

e

cn

2m b
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nés podemos transformar (5.25) em

d?¥

oz el X ¥ =0 (5.28)

As condigoes de contorno sio : ¥(z) tende a zero quando z tende a infinito e ¥{0j =0
A equagdo (5.28) pode ser reescrita:

% +Q¥X)¥ =0 (5.29)

onde Q%(X) = a — X. A solugdo exata de (5.29) é dada pela fungdo de Airy |15}

¥ = Ai(X -a) (5.30)

a menos de uma constante arbitriria. De acordo com as condigoes de quantizagao , nés

temos:
Ai(-a) =0 (5.31)

para estados fmpares.
Os primeiros auto-valores estio tabelados|16] e para os niveis mais altos

podemos usar a aproximagao que segue {15}:

Ai(-X) = X211 (£) cos(§) + f2(€) sin(€)] (5.32)
aqui f() e f2(£) sao
£1(6) = f2(€) = 0.3989423=C (5.33)
e zi é dado por
f = §X3/2

Com isto , temos
Ai(-a) = a*{Ccos(ga“/?) + Csin(%a%)] (5.34)
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e 0 auto-valores satisfazem 3 equagao :

2 ., 2
cos(gai) = —sm(gag) (5.35)
de onde tiramos
2 3%
503 = (—4— + ns) (5.36)
e isolamos a "
3/3x 1
a= [§ (T + mr)J (5.37)
De (5.27) temos . .
2m 3/3xn 8
e finalmente " ;
2m \ ¥ {3 /3%
@R e

@) e

que usaremos para calcular a fungao particao exata.
5.2.b CALCULO SEMI-CLASSICO
No célculo semi-cldssico da funcao particao temos

co_dz— —a.‘t=F(l)= 1
Ee8 P Pe) = g = Jppa

5.2.c APROXIMACAO FEYNMAN-KLEINERT

(5.41)

Lo =
0

Para termos a aproximagao F-K repetiremos os procedimentos A, B e C.

A-Potencial Suavizado
De (5.13) e (5.24) temos

00 dI' b
Voz(z) = [) — az' exp l— 53 J




35

Capitulo cinco: Comparagao entre os resultados

~z2[203
Voz(z) = -a—iﬁ— + 1azerf i ] 8z

(Vo]
B Parimetro auto-consistente
A partir da (5.42) temos

52 V2ae—="/20°

-2
022 Vorlz) = 20, /7 =1

C-Potencial Efetivo
Substituindo (5.42) e (5.43) na (5.16) chegamos

N T et SRV I
Wi(z) ﬂln[ 02 + 27 .2azerf \/iaj+2ar

no limite z — oo Wi(z) — az
5.2d APROXIMACAO PARA PAREDE RIGIDA

Nesse caso, o potencial utilizado é do tipo

V(z) =

e calculamos apenas a fungio particio com a integragio sobre z e zo de (4.33).

COMPARAGAO ENTRE OS RESULTADOS

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

As comparagoes entre resultados sao mostrados nas figuras e tabelas.As

tabelas mostram uma comparagio entre as fungoes partigao exatas e obtidas pelas aprox-

imagoes estudadas, para diversos valores de . Na notagao utilizada Z,; indica a fungio

particdo calculada pelo método adaptado para potenciais com parede rigida. Observamos

que esta adaptagio melhora os resultados para fungao partigao . As trés primeiras tabelas

~ . { . ~ e .
fazem a comparacao para o oscilador com parede rigida e as trés dltimas para o potencial

linear.
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p
0.50

1.00
2.50
5.00

36

TABELA 1 w=1
Zex Zr-k
0.747273 0.986678
0.2580539 0.4799233
2.36773.1072 0.1637728

Za

0.8985896
0.3945586
9.633681.10~2

5.531117.10—4 4.281252.10~2 1.78984.10~2

Comparacio entre fun¢ao particao exata, de Feynman-Kleinert e método adap-

tado para oscilador com parede rigida com w=1

p
0.50

1.00
2.50
9.00

TABELA 2 w=0.5
Zeg Zr-x
1.746742 1.994803
0.7472729 0.9897074
0.1670689 0.381738
2.367733.10~2 0.1593551

Za

1.9024026
0.89°9268
0.2938602
9.649185.10~2

Comparacio entre funcao particao exata, de Feynman-Kleirert e método adap-

tado para oscilador com parede rigida com w =0.5

8
0.50
1.00
2.50
5.00

TABELA 3 w=0.2
Lex JF-K
4.748229 4.997921
2.247083 2.495847
0.747273 0.9912089
0.2580542 0.4805976

Zs
4.905456
2.4046621
0.90007%82
0.3552687

Comparagio entre fungdo partigdo exata, de Feynman-Kleinert e método adap-

tado para oscilador com parede rigida com w =102
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A
0.50

1.00
2.50
5.00

TABELA 4 a=1
Zex Zr-k Zs
0.8054782 0.9925736 0.992317
0.2156648 0.3205455 0.3015027
0.98270.10~3 4.854522.10~2 0.036524
9.345817.10° 5.688524.10~3 1.85428.103

Comparacao entre funcao particao exata, de Feynman-Kleinert e método adap-

tado potencial linear com parede rigida com a =1

p
0.20

1.00
2.50
5.00

TABELA b a=0.56
Les Zr-K Zq
8.674432 8.737352 8.698212
0.536176 0.7123175 0.6983665
6.110877.10~2 0.1443883 0.1294591
2.931035.10~3 3.108553.10~2 1.869711.10~2

Comparaciao entre fungao particio exata, de Feynman-Kleinert e método adap-

tado potencial linear com parede rfgida com a =05

p

0.30
1.00
2.50
5.00

TABELA 6 a=0.2
Zey Zr_k Z,
11.89223 11.96125 11.95877
1.760594 1.915541 1.894585
0.3097244 0.4441557 0.4337029
4.644413.10~2 0.1421062 0.1156533

Comparagio entre fungio partigio exata, de Feynman-Kleinert e método adap-

tado potencial lincar com parede rigida com ¢ =0.2
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Fig 6.1 Potencial cl4ssico efetivo para o oscilador harménico mais parede rigida

para diversos valores de 4.A linha continua representa o potencial cl4ssico
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Fig 5.2 Potencias cldssicos efetivos (linhas tracejadas) de um potencial linear

mais parede rigida na origem, para varios valores de 3. O potencial classico

est4 representado pela linha continuna
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Fig 5.3 Comparacio entre energias livres no oscilador harménico com parede

na origem para w=1
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0.00

energia livre exata
— — energia livre Feynman-H.cinert
----- energia livre classica

+++++ energia livre metodo adoptado

_6.00 AL L L DL UNL UL ML L v D B A

.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Fig 5.4 Comparacao entre energias livres no oscilador harménico com parede.

na origem para w=0.5
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1.00 -
7] w=0.2
1 e a
—1.00
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— — energia livre Feynman—Kleinert
----- energia livre classica
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-3.00
_500 rr¥rroyrrrryrrryrrrriryrri iy T T ary it Ty it v T e rirTT
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Fig 5.6 Comparacao entre energias livres no oscilador harménico com parede

na origem para w =0.2
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7 a=1
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Fig 6.6 Comparacao entre energias livres no potencial linear com parede na

origem para a =1
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Fig 5.7 Comparacao entre energias livres no potencial linear com parede na

origem para a = 0.5
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Fig 6.8 Comparacao entre energias livres no potencial linear com parede na

origem para a = 0.2
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Fig 6.9 Comparagio entre densidades normalizadas no oscilador com w=1e

B=5
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Fig 5.10 Comparagio entre densidades normalizadas no oscilador com w=1e

p=1
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Fig 5.11 Comparacio entre densidades normalizadas no oscilador com w=1e

f=0.1



Capitulo cinco: Comparagao entre os resultados 49

Concluses

A aproximacao de Feynmaun-Kleinert ja foi analizada apresentando resul-
tados bons para potenciais suaves {3,4] e razodveis para poténciais com singularidades nao
muito fortes {5}

Fisicamente, a aproximasao de Feynman-Kleinert é melhor que a semi-
cldssica porque leva as flutuagoes quanticas em conta. Nés podemos ver isto na comparacao
entre os poténciais cldssicos e cldssicos efetivos: com o potencial clissico, a menor energia
que a particula pode ter é zero; a menor energia no potencial efetivo é um pouco mais alta,

portanto mais préxima do estado fundamental da mecinica quantica.

Para os casos estudados os resultados podem ser resumidos da seguinte

forma:

{a) A faixa de temperaturas, ou melhor, inverso de tempertura para o

qual a aproximacao pode ser considerada boa vai até § 2 1.em geral.

(b) Observamos que quanto mais suave o potencial,por exemplo,w = 0,2
ou ¢ = 0,2, a diferenga entre os resultados exatos, aproximagao de Feynman-Kleinert e
semi-cldssica torna-se menor.Podemos atribuir isto ao fato de a condigao % >> Acg ser

vélida numa faixa maior de temperatura (A¢ torna-se menor).

(c) Quanto & densidade, pelos exemplos estudados podemos concluir que
para potenciais com parede rfgida, a aproximacao de Feynman -Kleynert nao apresenta
resultados satisfatérios, devido ao fato de termos uma singularidade muito forte. Acredi-
tamos ser esta singularidade a causa também da aproximagao ser vélida numa faixa menor
de temperatura.

Propomos a densidade adaptada pg que satisfaz a condigao de contorno

na origem (p(z) = 0) e obtemos resultados melkores que os da aproximagao de Feynman-

Kleinert.
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APENDICE A

Este apéndice tem por objetivo dar uma visao geral de como sao obtidas
as acoes cldssicas e 0s propagadores para 0s casos que 830 usados no texto.As passagens nao

sao feitas detalhadamente, por serem manipulagoes algébricas simples, porém trabalhosas.

A.l. Agio cldssica e propagador para uma particula sob a a¢io de uma forga

constante.

A lagrangeana tem a forma

L=gmi® + Tz (A1)
A equagao de Euler-Lagrange leva a
. _ ¥
T= ;1- (A.2)
cuja solugao é :
zo(t) = zo + vol + w (A.3)
¢ 2m

onde zq(t = 0) = zo e za(t = 0) = Vi sao as condigoes iniciais.
Usando (A.3) obtemos
722

Ld'-: m0§+?20+2?!)ot+7 (A4)

DY -

No entanto, devemos escrever L. em termos das condigoes de dois pontos

z(ts) = 24 € z(ty) = z5. Mostramos as relagoes

_T—2%2s ¥
— zdta - zbta + ?tatb (A.5b)

tb - ta 2m
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que substituidas em (A.4) e integradas no tempo nos fornecem a agio cldssica desejada.

1 (m-za)? 72
Sc‘ = Emi%:?t—d)— + 7(30 + Ib)(tb - td) - m(tb - t0)3 (A'G)

o fator pré-exponencial é dado pela formula de Van Vleck- Pauli:

_ 1 o0 0
F(r) = \/27rf’u' (62., Oz S"") (47)
m \1/2
F(T) = (W) (A8)
onde T =1t - ¢,
O propagador é

K=\/;‘%?T;exp{%[%fi+%m%“b)‘ Zm]} 9

A.2. Oscilador Harmonico Simples

A lagrangeana é dada por

L= gmi? — gke? (A.10)

1
2

Aplicando a equagao de Euler-Lagrange obtemos

Za+wizy=0 W2 = % (A.11)
cuja solugao geral pode ser escrita na forma
z.(t) = Acoswt + bsenwt (A.12)

Aplicando as condigoes de dois pontos z(ts) = 7 € z(ta) = Z4, obtemos

zgsenwty — Tpsenwi,
- A.13
senw(ty — t4) (4.13a)
_ T cosWts — Za COS Wi (A.13b)

senw(ty — tg)
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que substituidas em (A.12) nos permite escrever

zgsenw(ty —t) — zysenw(t —1,)

zcl = Sean (A.l4)
Por outro lado, a agao cldssica pode ser escrita como
ty ty 1
Sa=| Lgdt= / im(:tf, - uPzd)dt
ta te
S TSR T o B
= 3MTade i —gm t(%r+wzahdﬂ (A.15)

onde fizemos uma integracao por partes na obtengao de (A.15). Utilizando a equagio de

movimento (A.11) temos entao :
1 . :
S = -2-m[xcz(tb)xd(tb) —za(ta)za(ts)) (A.16)

Usando adequadamente as equagOes (A.12) e (A.13) em (A.16) encontramos finalmente

que:
mw
Scl = ml(tﬁ + 1'%) COS!L’T - 2343&} (A17)
ondeT =1t — t,.
O fator pré-exponencial, obtido por (A.7) é
mw
F(T) = 2wthsenwT
e o propagador procurado é:

— / mw imw 2 _
K= 2nihisenwT exP{2hsean [(za + :L'Z) coswT 220251} (A.18)

A.3. Oscilador Harmoénico Forcado

A lagrangeana é dada por
L=%mﬁ—%mwﬁ+jmz (A.19)
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o que leva a equagao de movimento

g+ wity = % (A.20)

Para calcular a acao cldssica

m t . n 0 2
Sel = 0] (T — w25 + Ezd)dt (A.21)

vamos integrar por partes o primeiro termo do lado direito de (A.21) e usar a equagio de

movimento (A.20) em analogia com o que foi feito para o oscilador harménico simples.Este
procedimento nos leva a

m,. m %
S = ?(zbzb — £,%Z5) — 0 [(t)za(t)dt (A.22)

onde z, = zd(ta)s = zcl(tb) g = i'cl(ta) s € y Ty = Tl

A solugio'zcz da equagdo (A.20) pode ser escrita como a soma da solu¢io da equagdo

homogénea com a solugio particular, isto é

Ze = zp{t) + Zp(t) (A.23)
onde
T + wzzh =0
3 + iz, = L) (A.24)

Impondo que zp(ts) = 0 = zp(ts), as condicdes de dois pontos satisfeitas

por z.(t) e zx(t) s3o as mesmas.Com isto, pode-se mostrar que

zqsenw(ty — &) + Tysenw(t — ¢,) (A.25)
senwl o

ZTh (t) =

Onde T = tb - ta.
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A solucao particular pode ser obtida com o método da funcao de Green, ou seja

z,(l) = [ " a, t')!%dt' (A.26)

onde 2 fungao de Green deve satisfazer a equagao

(di; + w2) G(t, ') = 6(t - 1) (4.27)

Algumas condigoes devem ser impostas sobre G(t,t'). Esta deve ser

.
’

simétrica
G(t,t') =G} (A.28)

e deve satisfazer, além da continuidade em ¢ = #/; s mesmas condigoes que r,(¢) nos

extremos, isto &,

G(ts,t') = 0=G(ty, ) (A.29)

Para encontrar G(t,#') vamos inicialmente considerar ¢ # ' , e assim

G(t, ') + v*G(t,#) =0 (A.30)

cuja solugao é dada por
G(t, t') = A(t')senw(ty — 1) ,parat>t (A.31a)
G(t,t') = B(t')senm(t — ¢t,) ,parat <t' (A.31h)

onde j4 usamos as condigdes (A.29). Temos ainda que determinar A e B.Da condigio de

simetria (A.28) e da continuidade de G(t, ') poderemos escrever que

A(t)senfw(ts — t')] = B(t')senfw(t — ta)] (A.32)

o que nos leva a

Ay  _ B()  _,_
sen[w(t — t5)] ~ sen[w(ty — t')] A =cte (A.33)
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usando (b33) podemos reescrever as solugoes (A.31) na forma compacta.

G(t,t') = dsenfw(t< — t;)]senlw(ty — t5)] (A.34)

onde {5, e {. representam respectivamente o maior e o menor valor entre £ e £

Para determinar o valor de A devemos usar a condigao de descontinuidade
da primeira derivada de G(¢,') em ¢ = ¥, o que pode ser feito integrando-se a equagio
diferencial (A.27) na varidvel ¢ sobre um pequeno intervalo que inclui o ponio singular

t = t'.Temos entao que

t'+e t'4e
/ (fg + sz) dt = / 5(t - #)dt = 1
t de? ¢

iy I—¢
dG dGq
W It:t'+c —W It:t‘—c'—_- 1 (A35)

Substituindo ¢ 1 {A.35) as equgoes (A.31) e tomando o lim,_, obtemos

—wA{sen|w(t' — tg)] cosjw(ts — t')] + cos{w(t’ — ta)]sen{w(ty — ¢')]} =1 (A.36)

Usando as relagdes trigonométricas conhecidas para sen(a + b) e cos(a +b)
e fazendo algumas manipulagoes é ficil encontrar

1
A=-— W (A.37)

Substituindo (A.36) em (A.34) obtemos a expressio da funcao de Green do problema.
l 2
Gt )= _Es_é_f(w_T)sen[w(t( — ts)]sen[w(ts — t5)] (A.38)

e com isto a solucdo particular tem a forma

zp = _;_{[tsen[w(t' — t5)]sen|w(ty — t)]dt' +

~ muwsen(wT)

[ ® f(t')senwlt — ta)jsenfw(ts - t')}dt’} (4.39)
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Podemos entao calcular z;.Usando (A.23), (A.25) e (A.39) encontramos

que
w{zs cos{w(t — ta)] — za cosw(ts — t)]}
sen|wT)]

"W { / f(#') coslw(t — to)]senfwit, — t')|d¢’
- /; f(¢")sen[w(t' — t,)] cos|w(ty — t)]dt’}

taft) =

A partir de (a40) chegamos facilmente as expressﬁespara To € Tp

iy = m%ﬂ(zb cosjwT) — z5) + meenlaT] wT / f(¢)senlw(t' — t;)lat!

2= ﬁ(” costuT] = 2a) + m_se%ﬁm [ ' (¢')senlw(ty - t')]at’

(A.40)

(A.41)

(A.42)

Para encontrar a agdo cldssica, devemos substituir as cquagoes (A.42),

(A.23), (A.25) e (A.39) em (A.22).Isto nos fornece, apés algumas manipulagoes, o resultado

final
{cos[wT](zﬁ +2f) — 22,2,

_ mw

%= oenluT]
42z / f(t)senfw(t — to))dt
2z° / J(t)sen[w(ty — t)]dt

/ / F{t)f (&)senfuw(ts — )]senliw(s — to)|dtds

ts ty
—W ,/: ), f(t) f(8)senfw(t — ta)}sen{w(ts — 8)]dtds}

mzwz

o fator pré exponencial é o mesmo que para o oscilador harménice simples.

A forma final do propagador é entao

_ [ MW sd/h
K 2rihsen{wT ] ¢

(A.43)

(A.44)
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