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Resumo

Através do método de Matsuda e Yoshikawa, estimamos analiticamente a largura das
ilhas magnéticas para um Tokamak de grande razdo de aspecto, devido a campos perturba-
tivos gerados por anéis de corrente. A largura das ilhas magnéticas é proporcional & raiz
quadrada da razdo entre a componente radial do campo perturbativo e o campo poloidal de
equilibrio e também é inversamente proporcional a raiz quadrada do cisalhamento magnético.
A largura das ilhas magnéticas varia com a intensidade da corrente nos anéis e com o nimero
dos mesmos. Obtivemos a sec¢ao de Poincaré das linhas de campo magnético fazendo uma su-
perposi¢ao do campo de equilibrio do Tokamak com o campo perturbativo. Usando o método
de Adams-Moulton, as equacdes das linhas de campo magnético foram integradas numerica-
mente. Nas sec¢oes de Poincaré aparecem ilhas primarias. Ilhas secundarias surgem devido
3 corregao toroidal introduzida no campo magnético toroidal de equilibrio. Os resultados
obtidos pela integracdo numérica concordam com os resultados analiticos para a largura das

ilhas magnéticas.
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ABSTRACT

We estimate magnetic island widths for a large aspect ratio Tokamak due to perturbing
fields generated by ring-shaped coils, through a model introduced by Matsuda and Yoshikawa.
Magnetic island width is proportional to the square root of the ratio between the radial compo-
nent of the perturbing field and equilibrium poloidal field, as well as is inversely proportional
to the square root of magnetic shear. Magnetic island widths vary with current strength in
ring-shaped coils as well as with the number of them. We have obtained a Poincaré section
of the magnetic field lines, making a superposition of the equilibrium Tokamak field with a
perturbing field. The magnetic field line equations were integrated numerically, by means of
the Adams- Moulton method. Primary islands appear in Poincaré sections, and secondary is-
lands show up when a taroidicity correction is introduced into the toroidal magnetic field. The

results obtained by means of numerical integration agree with the ones obtained analytically

as far as magnetic island width is concerned.
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Introducao

O problema da interagao entre a coluna de plasma confinada num Tokamak
e a sua parede interna constitui-se num obstaculo a obtengdo de correntes de plasma de
longa duragdo. Para diminuir a intensidade desta interagao, deseja-se a formagao de uma
camada periférica da coluna de plasma com baixa temperatura, de modo a reduzir os impactos
térmicos sobre a parede interna do Tokamak, e consequentemente a liberacdo de impurezas
por ”sputtering”.

Sabe-se que o aumento do coeficiente de difusdo anoémala de particulas nesta
camada periférica causa seu resfriamento (Engelhardt e Feneberg, 1978), e pode ser con-
seguido a partir da ergodizagao do campo magnético existente nesta regido. A aplicagio de
campos ressonantes externos, gerando cadeias de ilhas magnéticas, é a forma mais utilizada
para produzir campos magnéticos estocasticos em sistemas fechados de confinamento.

Os limitadores magnéticos ergédicos (Feneberg e Wolf, 1981), foram con-
cebidos para gerarem campos estocasticos na camada periférica por meio de campos resso-
nantes criados por correntes externas ao vaso toroidal. Nos ultimos anos, varias experiéncias
realizadas no TEXT (Mc Cool et al.,1989), CSTN-II (Takamura et al.,1987) e em outros
Tokamaks tem demonstrado a eficiéncia deste tipo de limitadores, indicando a diminuic¢ao
de temperatura da camada periférica e a reduc¢do no conteudo de impurezas no interior da
coluna de plasma.

Desde a década de setenta sdo utilizadas hélices enroladas em Tokamaks para
criar cadeias de ilhas magnéticas dentro do plasma, a fim de estudar instabilidades de disrup-
tura (Karger, et al. 1975). Existem problemas técnicos na montagem destes enrolamentos,
como a existéncia de varias janelas no tordide, com as finalidades de diagndstico, vécuo, con-
trole, entre outras. Um problema similar apareceu nos primeiros experimentos de limitadores
magnéticos ergodicos, no qual desenvolveu-se uma configuracao de hélices enroladas (Karger

e Lackner, 1977) e posteriormente outra com espiras em formato de anel (Martin e Taylor,
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1984), ocupando uma menor fragdo do vaso do Tokamak.

Nosso objetivo principal neste traballio é o de estudar a formacao das ilhas
magnéticas formadas a partir de uma perturbagao externa, devida a anéis de corrente (que por
sua vez sao componentes essenciais dos limitadores magnéticos ergddicos), numa aproximagao
de grande razao de aspecto, usando alguns parametros do Tokamak TBR-I, do Instituto de

Fisica da Universidade de Sao Paulo (IFUSP).

No primeiro capitulo, apresentamos o principio de funcionamento de uma
maquina de confinamento do tipo Tokamak ¢ win resumo geral de sua historia. Deserevenmos
as cquagoes fundamentals do equilibrio da Magnétohidrodinamica (MHD), que nos permitem
descrever quantitativamente plasmas a temperaturas termonucleares. Um dos problemas
em Fisica de Plasma relacionada com Fusdao Termonuclear Controlada é obter correntes de
plasma estavels por uin tempo suficientemente longo. O confinamento do plasma em Tokammak
é realizado basicamente pela superposi¢ao de dois campos magnéticos: o campo poloidal
By, criado pela propria corrente de plasma I, e o campo toroidal By, que é gerado por
espiras de corrente localizadas em volta da camara do Tokamak (Furth, 1975). As linhas
de campo magnético repousam sobre superficies chamadas magnéticas, as quais podem ser
caracterizadas por um fluxo magnético ¥ = Wy(r) (Fernandes et al, 1988). A existéncia e a
estabilidade destas superficies sao condigbes necessarias ao confinamento MHD de plasmas
em Tokamak. Uma grandeza fundamental dessas superficies é a transformada rotacional, que
é o angulo poloidal varrido pela linha de campo ao longo de uma volta toroidal (Caldas e
Vannucci, 1985). Na sequéncia, descrevemos os campos de equilibrio de uma coluna cilindrica
de plasma e um perfil de corrente do tipo parabdlico, pois serd este o tipo de perfil empregado

em nosso trabalho.

No segundo capitulo, apresentamos o método de Matsuda e Yoshikawa (Mat-
suda e Yoshikawa, 1975), que é um método analitico para obter a largura das ilhas magnéticas

formadas pela presenga de campos magnéticos ressonantes. Aplicamos este método para es-
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timar a largura das ilhas magnéticas no Tokamak TBR-I. O método nos leva a fazer uma ex-
pansao da transformada rotacional em série de Taylor nas vizinhangas da superficie magnética
ressonante. Quando aplicamos uma perturbagio ao sistema, as superficies magnéticas raci-
onais sao destruidas. A destruigdo das superficies magnéticas implica no aparecimento de
um certo numero de pontos fixos (Teorema de Poincaré-Birkhoff), e tais ilhas se formario
em torno desses pontos fixos, que podem ser hiperbdlicos ou elipticos. Devido & geometria
empregada, supomos que o campo radial de equilibrio é nulo e desprezamos o campo poloidal
perturbativo, pois este é muito pequeno comparado com o campo poloidal de equilibrio. De-

vido a periodicidade nas varidveis 6 e ¢, expandimos o campo radial perturbativo em série

de Fourier dupla.

Tomando os primeiros termos da expansao da transformada rotacional e
utilizando a equagdo das linhas de campo B xdl = 0, chegamos a equagéo do péndulo
simples (Lichtenberg e Lieberman, 1983), tal que a dinamica das linhas de campo magnético
na vizinhanga de uma ressonéncia ¢ analoga ao movimento de uma particula em um potencial

periddico..

Na sequéncia, calculamos analiticamente a largura das ilhas magnéticas e
demonstramos que o campo radial perturbativo pode ser representado por uma maneira al-
ternativa, em série de Fourier dupla. Comentamos a respeito do limitador magnético ergodico
e também sobre como o campo magnético do limitador pode ser calculado num caso simples.
Através do campo magnético do limitador chegamos a uma das férmulas principais para esti-
mar a largura das ilhas magnéticas, que é a componente de Fourier do campo de erro. Além
disso, veremos a aplicagdo numérica das férmulas tedricas para avaliar a largura das ilhas

magnéticas para o TBR-I.

No terceiro capitulo, veremos nogdes sobre o mapeamento das linhas de
campo magnético, via sec¢do de Poincaré. Sabemos que se as linhas de campo fluem so-

bre superficies magnéticas racionais elas produzem na secgio de Poincaré um nimero finito
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de pontos ao longo do circuito. Se as superficies forem irracionais, as interseccdes das li-
nhas magnéticas com o plano de Poincaré devem preencher densamente uma circunferéncia.
Através da equagdo das linhas de campo magnético, mostramos a construgio de um mapea-
mento (Viana e Caldas, 1991), com e sem a corregio toroidal.

Na sequéncia, apresentamos um mapeamento analitico para as linhas de
campo magnético na presenca de anéis de corrente. A idéia basica para este mapeamento é
separar o Tokamak em duas regides, uma chamada de regido difusora ou "kick region”, que
corresponde a extensdao do anel, onde as linhas de campo sofrem um salto radial e poloidal.
A outra regiao é chamada de regido ndo perturbadora ou ”twist region”, na qual as linhas
de campo caminham sobre uma superficie magnética de fluxo constante, sofrendo apenas
deslocamento poloidal, devido & sua transformada rotacional. Assim o mapa de Poincaré ¢
feito numericamente via integragdo das equagdes das linhas de campo. O campo magnético
radial e poloidal devido a presencga de limitadores é calculado no apéndice A. Existem varios
métodos numéricos para integrar sistemas de equagdes diferenciais ordinarias de primeira
ordem. O método usado neste trabalho foi 0 de Adams-Moulton. Finalmente mostramos as
figuras referentes a secgdo de Poincaré para vérias simulag¢oes numéricas com e sem limitador
e o célculo da largura das ilhas magnéticas analiticamente e numericamente (i.¢, diretamente

sobre os mapeamentos).



PRIMEIRO CAPITULO

EQUILIBRIO MHD EM TOKAMAKS.

Neste capitulo veremos algumas nogoes basicas de como é o funcionamento
de um maquina de confinamento do tipo Tokamak e um resumo geral de sua histéria. Quando
tratamos especificamente de equilibrio MHD em Tokamaks, é necessério descrever as equacdes
da MHD para um plasma, que é o elemento principal para a utilizagdo deste tipo de maquina.
Veremos que através das equagbes das linhas de campo magnético é possivel descrever as
superficies magnéticas, e que também: a) elas podem ser caracterizadas por uma funcio
de fluxo magnético ¥; b) uma grandeza caracteristica desta superficie é o chamado fator
de seguranca. Ainda neste contexto, abordaremos o equilibrio de uma coluna cilindrica de

plasma.

1.1 Tokamak

As maquinas de confinamento com geometria toroidal tém se mostrado mais
convenientes que as de geometria linear, uma vez que as primeiras ndo possuem extremidades
por onde as particulas poderiam escapar. O Tokamak, entre outras maquinas de confina-
mento, foi a que apresentou resultados mais promissores no que se refere a obtengao da fusao
termonuclear controlada. A palavra tokamak ¢ um acronimo russo para a frase: “toroidal-
neya kamera magneticheskaya katiucha” (camara toroidal magnética). Os primeiros conceitos
nos quais se baseiam o funcionamento dessa maquina foram desenvolvidos durante a década
de 50, principalmente pelo fisico russo L.A. Artsimovich. A figura (1.1) ilustra o esquema de
como sao produzidos os principais campos de equilibrio de um Tokamak. O campo magnético
toroidal B, é gerado por uma corrente elétrica que percorre um conjunto de espiras exter-
nas enroladas ao redor do torus. A corrente de plasma I, é criada pela variagdo do fluxo
magnético induzido por um transformador elétrico, que por sua vez, gera um campo poloidal
By (Furth,1977). A combinagao entre estas componentes, ditas de "equilibrio”, é a principal

responsavel pelo confinamento do plasma.
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Figura (1. 1) Representacao esquematica de um Tokamak.

Ja na década de 60, alguns Tokamaks entraram em operagao no Instituto
Kurchatov em Moscou. Um acontecimento fundamental ocorreu quando fisicos ocidentais
inspecionaram os tokamaks soviéticos apds os resultados experimentais apresentados na con-
feréncia de Novosibirsk em 1968, patrocinada pela IAEA. Apds um ano, um grupo de fisicos
britanicos especializados em diagnésticos por laser (espalhamento Thomsom), trabalhou no
Instituto Kurchatov e confirmou os resultados anunciados pelos russos e que estavam sendo
encarados como uma certa incredulidade. Também nesse periodo, Artsimovich proferiu uma
série de conferéncias no Instituto Tecnoldégico de Massachussets-EUA. Em 1970, entrava em
operagao o primeiro Tokamak americano, reconstruido de um Stellarator, na Universidade de

Princeton.
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Atualmente existem varios Tokamaks em funcionamento em todo mundo.
H4 os de grande porte, como por exemplo: TFTR de Princeton-EUA e JET na Inglaterra, e
outros de médio e menor porte como: ASDEX na Alemanha e o TBR-1 no Brasil, especifi-

camente no Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo.

1.2 Equilibrio MHD

Na teoria MHD ideal o plasma é descrito como um fluido condutor ideal
(resistividade nula), com energia interna. O sistema de equacdes MHD, a ser apresentado
adiante, é talvez o sistema de equagOes mais simples que permite descrever quantitativamente
plasmas a temperaturas termonucleares. Este sistema de equagdes é, no entanto, um sistema,
nao-linear. Suas solugoes gerais $do ainda quase desconhecidas analiticamente. Mesmo assim,
através de técnicas algumas vezes bastante sofisticadas, este sistema de equagbes tem sido
resolvido com sucesso para descrever o equilibrio ¢ a estabilidade de alguns sistemas de con-
finamento magnético de plasmas.

Um plasma confinado magneticamente esta em equilibrio quando a forga
resultante que atua em todo o volume do plasma é nula. Existem basicamente dois tipos
de forgas na teoria MHD ideal: as forgas ocasionadas por gradientes de pressdo dentro do
plasma e as forgas de Lorentz ocasionadas pela interagio de correntes que circulam no plasma e
campos magnéticos que nele existam. Em um plasma em equilibrio estas forcas se compensam.

Mesmo que este esteja em equilibrio num sistema de confinamento magné-
tico, este equilibrio pode ser instavel. Isto acontece se um pequeno desvio das condigbes de
equilibrio leva o plasma a se afastar do equilibrio, por menor que seja o desvio. No entanto,
a preocupagao basica em Fisica de Plasmas relacionada com Fusao Termonuclear Controlada
nao € obter um plasma absolutamente estavel. O objetivo é que o plasma permanega préximo
das condigdes de equilibrio durante um tempo suficientemente longo para que a energia
produzida por reagbes termonucleares dentro do plasma seja igual ou maior que a energia

gasta para formar o mesmo. Esta condi¢do é expressa pelo criterio de Lawson (Wesson,

1987). O sistema de equagdes MHD é (Bateman, 1978):
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Equacao de conservacao do niimero de particulas:

dp

-a-t+V-(p17)=0 (1.1)
Equacao de movimento:
o120+ (5 V)] = 7x B - Vp (12)
Lei de Ohm generalizada:
E+oxB=n7 (1.3)

V-E=0 (1.4)
VXE=§§ (1.5)
V x B = poJ (1.6)
V-B=0 (1.7)

As grandezas que aparecem nas equagoes de (1.1) a (1.7) sdo p: densidade de
massa do plasma; v: velocidade macroscépica do plasma; j: densidade de corrente no plasma,
B: campo magnético; p: pressdo do plasma; E: campo elétrico; e n: resistividade do plasma.

Este conjunto de equagoes MHD é obtido a partir de equagdes mais gerais que
descrevem o plasma fazendo-se algumas aproximagdes. Por isso, algumas condi¢bes tém que
ser satisfeitas para que este sistema fornega uma descrigdo quantitativa razoavel do plasma.
Em particular, notemos que a corrente de deslocamento foi desprezada na Lei de Faraday,
eq.(1.6). Por isso, as equagbes MHD sé sdo 1teis para descrever fendmenos relativamente
lentos. Além disso, estd incluida no sistema de equagdes MHD a hipdtese de que o plasma é
localmente quase-neutro, isto €, n. |ge] = ni |gi]. Por esta razao, as distribui¢ées macroscdpicas
de carga elétrica ndo fazem parte do conjunto de equagées MHD.

Em se tratando de equilibrio MHD, vamos agora considerar o equilibrio do

plasma confinado por campos magnéticos. Em geral, quando tentamos confinar um plasma

t usamos unidades do sistema MKSA(SI)
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por um campo magnético externo, o plasma modifica este campo. Do ponto de vista global do
plasma, nao € necessario que se conhecam as fungoes de distribuicao de seus diferentes tipos
de particulas. Na maioria dos casos basta conhecer as correntes macroscépicas que circulam
no plasma, a sua pressdo, e os campos externos aplicados. Por isso, as equagoes MHD sao

usualmente empregadas para o estudo de equilibrio de plasmas em altas temperaturas.
1.3 Superficies Magnéticas.

O confinamento de plasmas em Tokamaks é realizado basicamente pela su-
perposicao de dois campos: o campo magnético poloidal By, criado pela propria corrente de
plasma I, e o campo magnético toroidal By, que é criado por espiras de corrente localizadas

em volta da camara do Tokamak, de tal forma que o campo de equilibrio é:
B© = B, + By(r)f (1.8)

Desprezaremos os efeitos de curvatura toroidais adotando uma aproximagao
cilindrica periddica. Nessa configuragao as linhas de campo magnéticas sdo hélices cilindricas.

A equagao que descreve esta linha é:
BO® xdi'=0 (1.9)
e, em coordenadas cilindricas, é expressa por:

dr rdf _ dz

— el (1.10)
B, By B,

Essas linhas repousam sobre superficies chamadas magnéticas, e devido ao
carater periédico do modelo, sao fechadas. Pela geometria usada, essas superficies sao cilin-

dros coaxiais, e podem ser caracterizadas por uma fun¢éo de fluxo magnético ¥ = ¥¢(r), que

é constante para cada superficie e dado por:

BO vy = (1.11)
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Consideremos um plasma em equilibrio (% = 0) e em repouso (v = 0), com condutividade

infinita. Entdo da eq.(1.2) podemos obter que:
Vp=7xB (1.12)
onde p € a pressao e J é a densidade de corrente de plasma. Usando a eq.(1.12), obtemos:

BVp=0 (1.13)

7Vp=0 (1.14)

Essas equacoes mostram que as linhas de campo e as linhas de corrente tém que estar sobre
as superficies p =constante do plasma, as quais sdo também chamadas de isobéricas. Elas
funcionam como diques que impedem a dissolugdo da propria coluna de plasma. A existéncia
e a estabilidade das superficies magnéticas sdo condig¢des necessarias ao confinamento MHD
de plasmas em Tokamaks.

Uma grandeza caracteristica dessa superficie é o chamado fator de seguranga

definido para as linhas de campo como:

q(r) = % (1.15)

Usando a eq.(1.10), B, = By e dz = Rydp, temos:
(1.16)

Podemos escrever:
o(r) = —= (1.17)

onde ¢ é a chamada transformada rotacional da linha de campo, que é o angulo poloidal
varrido pela linha de campo ao longo de uma volta toroidal (Caldas e Vannucci,1985). O
fator de seguranca, caso seja um numero racional, ou seja, a razao de dois ntumeros inteiros,

primos entre si, é dado por:

(1.18)

m
q=—
n
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Y

2nR,

X

Figura (1. 2) Coluna Cilindrica de Plasma, onde a é o raio da coluna.

onde uma linha sobre tal superficie magnética fecha-se sobre si prépria apds n voltas na
diregdo poloidal e m voltas na diregao toroidal. Tais superficies sao ditas racionais; caso
contrario sao irracionais, e as linhas de campo nunca se fecham, preenchendo densamente a

superficie.
1.4 Equilibrio de uma coluna cilindrica de plasma.

A principio podemos tratar o equilibrio MHD em quaisquer coordenadas que
desejarmos, dependendo da geometria do sistema de confinamento. Evidentemente, dificul-
dades aparecem quando resolvemos um problema em que as coordenadas empregadas nao
sdo apropriadas, ou seja, nao condizem com a geometria do problema. Consideremos uma
coluna cilindrica de plasma, com coordenadas r, 6 e z, como mostra a figura (1.2). Supomos
que as grandezas de equilibrio ndo possuem gradientes longitudinais ou azimutais, isto é&,

3

3r = —a% = 0, e que o plasma esteja em repouso. Entdo, usando a equagdo (1.7), obtemos em

funcao desta coordenadas a seguinte expressao:

V.-B=

%a(rBr) 4198y 9B. _ (1.19)

or r 00 0z
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Supondo By = By(r) e B, = By = constante, em sistemas cilindricos com
simetria longitudinal e azimutal, ndo existe componente radial B, do campo magnético.

Tomando somente a componente radial da eq.(1.8) obtemos:

d
Zi% =398, — 7.Bs (1.20)

onde B; e By sao os campos magnéticos na direcao longitudinal e azimutal e jg e j, sao as
densidades de corrente, onde js = 0 para a coluna. Essas densidades de corrente podem ser

escritas em fungao dos campos magnéticos através da lei de Ampere, eq.(1.6) como:

1 dB,
_ 1.21
Jo == (1.21)
e
1 d(rByg)
., = —————— ].2
Iz for dr (1.22)

Substituindo a eq.(1.21) e a eq.(1.22) na eq.(1.20), a expressiao para o gradiente da pressao

fica:

d B} B 1 B?
e (})+ 2H0> oot (1.23)

cujo resultado é a equagao basica para o equilibrio de colunas de plasmas com simétria
cilindrica e que nos relaciona trés perfis: p(r), B,(r) e Bo(r).

Em varios trabalhos tedricos sobre Tokamaks (Fernandes, Heller e Caldas,
1988), e também nesta tese, é utilizado um perfil de densidade de corrente de plasma do tipo

parabdlico (peaked model), que é expresso por:

= r? v

75(r) = jo {1—(5-2-)} 3 (1.24)
Se I, for a corrente elétrica total da coluna de plasma, entéo a sua densidade superficial sera
Je = ‘%’3, onde ds = 2nrdr. Integrando essa expressao e usando a eq.(1.24), obtemos:

__7ra2j0

(1.25)

onde ¥ e jo sdo constantes positivas. Portanto, na auséncia de campos elétricos, a lei de

Amperé fornece para o campo poloidal na regiao 0 < r < a, a expressao:

Be(r) = %—9/ rg.(r)dr (1.26)
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Se substituirmos a eq.(1.24) na eq.(1.26) e integrarmos obtemos:

(12[,L0j0 re .
BG(T) = m {1 -— [1 —_ (—1—2-]7‘”] (127)
sendo:
I
Bo(a) = £22 (1.28)

2ma

Substituindo a eq.(1.25) e eq.(1.28) na eq.(1.27) obtemos:

aBg(a 21741 |
Bo(r):{-;;i_)[l—[l‘(z)]’L] 0<r<a;
aBe(a) e

r )

(1.29)

O fator de seguranga conforme definido pela eq.(1.16), é:

§ -1
2, [1 -[1- (2)21"“] 0<r<ag

2By 2
—-—Q-FOROIPT, a<r<hb

q(r) = (1.30)

Tomando o limite r» -+ 0, temos que:

q(a) = (v + 1)q(0) (1.31)
Assim o fator de seguranga pode ser reescrito como:

2 2 -1
q(a) (% [1—1— - 7'“] 0<r<a
q(a) (—:—) , a<r<b
Outra condi¢ao importante para a coluna cilindrica de plasma ¢ a chamada transformada

rotacional da linha de campo definido na secgdo (1.3), e que é expressa como:

(r) = q%:—) (1.33)

ot 2’/T r\2 a .2 ~+1 .
L(,,):{qé;) (2;)2 [1—[1—(;) ] +] 0<r<ag (130

q(a)(;), a<r<hb

Nas figuras (1.3), (1.4) e (1.5) vemos os gréaficos referentes ao Perfil da Densidade Radial de
Corrente, Perfil Radial do Campo Poloidal e o Perfil Radial do Fator de Seguranca respecti-

vamente.
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Figura (1. 3) Perfil Radial da Densidade de Corrente de Plasma no TBR-I (aproximagéo

cilindrica), com a = 0,08m), g(a) = 5,0, (y = 4,0) e jo = 2,63 x 10°A/m?
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Figura (1. 4) Perfil Radial do Campo Poloidal no TBR-I (aproximagao cilindrica), com

os mesmo dados anteriores e Bg(a) = 0,027
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Figura (1. 5) Perfil Radial do Fator de Seguranga no TBR-I (aproximacéo cilindrica),

com os mesmos dados das figuras anteriores



SEGUNDO CAPITULO

CAMPOS PERTURBATIVOS DEVIDO A ANEIS DE CORRENTE

Neste capitulo mostraremos um método devido a Matsuda e Yoshikawa, que
é na verdade um método analitico para obter a largura das ilhas formadas pela presenca
de campos magnéticos ressonantes devidos a anéis de corrente. Faremos uma expansio da
transformada rotacional nas vizinhangas de uma superficie magnética ressonante. Através
da equacgao da linha de campo magnético e suposigoes de que o campo magnético poloidal
perturbativo é muito pequeno e que o campo radial nao perturbado é nulo, chegaremos na
eq.(2.9), que é uma das equagoes fundamentais para o célculo da largura da ilha magnética.

Veremos como € calculada a largura da ilha magnética, assim como a com-
ponente radial do campo perturbativo que é expresso em termos de uma série de Fourier
dupla. O campo de erro devido a um anel de corrente ¢ mostrado no Apéndice A, tal que
esse resultado nos leva a calcular a componente de Fourler necessaria para estimar a largura

da ilha magnética correspondente.

2.1 Limitador Magnético Ergddico

Como ja comentamos na Introducéo, um dos grandes obstaculos a obtengao
da Fusao Termonuclear Controlada, através de maquinas de confinamento toroidal do tipo
Tokamak, € a impossibilidade de produzir uma corrente de plasma estavel por um tempo sufi-
cientemente longo. Alguns fatores conspiram contra esse objetivo, tais como a contaminagao
de plasma por impurezas internas do Tokamak, que deterioram a qualidade do confinamento.
A liberacao destas impurezas costuma ocorrer quando ha uma sobrecarga de energia sobre
uma regiao do vaso toroidal de ago, ou mesmo, quando a propria coluna de plasma toca essa
regiao.

Para diminuir a intensidade da interagao entre a coluna de plasma confinada

num Tokamak e a sua parede interna, deseja-se a formacao de uma camada periférica da
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Figura (2. 1) Anel de corrente como limitador magnético ergédico.

coluna de plasma com baixa temperatura, de modo a reduzir os impactos sobre a parede
interna do Tokamak, e consequentemente a liberagdo de impurezas por "sputtering”.

Dispositivos destinados a reduzir essa interagao sao denominados limitadores.
Em torno de 1977, Karger, Feneberg e colaboradores do Instituto Max Planck de Munique,
propuseram a ergodizagao do campo magnético periférico em Tokamak, como principio de
funcionamento de um limitador que distribuisse uniformemente ao longo do Tokamak o fluxo
radial de energia. Este limitador foi batizado de Magnético Ergédico (Feneberg, 1977).

Inicialmente foi proposta a utilizagao de hélices condutoras enroladas em
torno do Tokamak, mas o projeto evoluiu para o uso de anéis de corrente, restritos a uma
porcao do vaso toroidal. Os limitadores magnéticos ergodicos foram propostos para gera-
rem campos estocasticos na camada periférica por meio de campos ressonantes criados por
correntes externas no vaso toroidal (Feneberg e Wolf , 1981).

Nos ultimos anos, vérias experiéncias, nas maquinas: TEXT, CSTN-II,
HYBTOK e outras, tém demonstrado a eficiéncia desse tipo de limitadores, indicando a
diminuicdo da temperatura da camada periférica e a redugdo no conteudo de impurezas no
interior da coluna de plasma (Takamura et al., 1987).

A geometria bésica do limitador é mostrada na figura (2.1), de tal forma
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que o anel é constituido por m pares de segmentos de fios condutores na dire¢do toroidal, de
comprimento ¢, pelos quais passam a corrente I. Desprezamos os efeitos de borda causado

pelas porgoes do enrolamento na dire¢io poloidal; e os segmentos de fios vizinhos, ou seja

adjacentes, conduzem correntes elétricas em sentidos contrarios.
2.2 Método de Matsuda e Yoshikawa.

Usaremos um sistema de coordenadas pseudo-toroidais (r, 8, ¢) para descre-
ver superficies magnéticas toroidais e as linhas de forgas magnéticas, onde r é a coordenada
radial, 6 é a coordenada angular e ¢ é a coordenada azimutal. Consideremos a figura (2.2).

Nesse sistema as equagoes das linhas de campo magnético (B x dl = 0) sdo escritas como:

dr rdf  Rody

=Y 2.1
B, By B, (2.1)

onde Ry ¢é o raio maior do Tokamak e fizemos z = Ry na aproximagao de grande razao de

aspecto. Podemos também descrever o fator de seguranga ¢ a transformada rotacional como

sendo:
) = = 202 (22)
2 27df
)= 20 2 2
ou
(r) = &r;%%’_fio_ (2.4)

Seja 79 (como mostra a figura (2.3)), a posi¢do radial de uma superficie
magnética toroidal ressonante, de tal forma que em torno desse ponto, ilhas magnéticas
desenvolvem-se conforme a perturbagao aplicada. Quando aplicamos ao sistema uma per-
turbagao, as superficies magnéticas racionais sdo destruidas. A destruigao dessas superficies
implica no aparecimento de um certo nimero de pontos fixos (Teorema de Poincaré- Birkhoff)
(Lichtenberg e Lieberman, 1983). Em torno destes pontos sao formadas as ilhas magnéticas.

Expandiremos ¢(r) em série de Taylor nas vizinhangas da posigao da su-

perficie magnética ressonante, ou seja em r = rg.

((r) =u(ro) + (r — 7'0)%|r_r0 + o(r — 1o )2

r

—
S
ot

~—
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Figura (2. 2) Coordenadas Pseudo-Toroidais.

Definimos:
r=7Tr-—"Tp
to = ¢(ro) (2.6)
, du

L= E;!r—ro
Usando a eq.(2.3) obtemos a seguinte relagao:

dé 1 ,
- = = 2.7
== 5eln+al) (27)
Fazendo uma superposi¢ao dos campos de equilibrio B(®) e da perturbacio B™) | temos que

as equagoes das linhas de campo ficam:

dr _ rdf _ Rodp (2.8)
B&O) +B£—1) Béo) +Bgl) BEPO) -I-B‘(pl)

Supomos que o campo radial sem perturbagdo é nulo (aproximagéao de grande razao de aspecto

no equilibrio cilindrico), e que o campo poloidal perturbativo é muito pequeno em comparagao

ao campo poloidal de equilibrio, ou seja: Bgl) << Bl(,o). Apos estas consideragoes temos que:
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Figura (2. 3) Superficie Magnética Ressonante e Ilha Magnética.

sendo dz = d(r — rp) = dr , entdo:

de Bgl)(r,ﬁ,go)
rd6 Bgo)(r)

(2.9)

Se admitirmos que ilhas magnéticas sejam pequenas, entdo podemos despre-
zar a variagao radial em B,(nl) e Bgo). Assim o campo radial perturbativo é fun¢ao somente
de (r9,6,¢) e o campo poloidal somente de ry. Devido a periodicidade em 6 e ¢, podemos
expandir o campo radial perturbativo em série de Fourier dupla.

Bﬁl)('f‘o, 6,p) = E[Gm,n sin(mf — np) + a;n’n sin(mf + ny)+

m,n

Cm,n c0s(mé — np) + ci,, , cos(mb + ne)) (2.10)

onde Gm,n, @, oy Cmny Cryn 520 coeficientes de Fourier calculados em r = ro. Os tnicos
termos relevantes nesta série sao aqueles que caracterizam ressonancias.

m

q(ro) = — (2.11)

n
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Na posicao da superficie ressonante temos que:

2 m

glro) = = == (2.12)
Lo n

e da eq.(2.2) tiramos a expressao que caracteriza a condicido de ressonancia:
d(ml —np)=0 (2.13)

Essa equagao nos mostra que nas ressonancias a fase é constante e nas suas vizinhangas ela
oscila lentamente. Os demais termos em (m# — np) oscilam muito rapidamente e em média

se anulam.

Tomando apenas um modo ** da componente radial do campo perturbativo:
1), - _ v .
B£ )(7'0, 0,©) = am,n sin(mb — n) + ¢y, , cos(mb — nyp) (2.14)

definimos que:

— |2 2 [
bm,n - am,n + Cm,n (210)

g = arctan(m) (2.16)

Am n

donde o campo radial perturbativo sera:
BW(14,0,0) = by p sin(m — np + B) (2.17)
Também definimos:
a=mb—np+f (2.18)

assim:
Bﬁl)(ro, 0,p) = by nsina (2.19)
Substituindo a eq.(2.9) na eq.(2.19), obtemos:

dz b, SIN Q0

rodf Bgo)(ro )
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Se derivarmos a em relagéo a 6 temos que:

da dp df
w0 + T (2.21)

, - - d ,
e, como 3 é uma fungdo somente de ¢, n € A pn, €ntao Tg = 0. Usando a eq.(2.7) obtemos:

da 2nmw 5 99
—_—=m-— 2
de (0 + ) (2.22)

Agora, se derivarmos a eq.(2.22), obteremos uma equagao periddica.

P BRI (2.

o 2nm dz

o
[\
W
SN—r

Se substituirmos a eq.(2.9) na eq.(2.23), obtemos:

2 !
da  2n7mred by g

— = 2.24
do? to? Bg(rn) ( )
Definindo:
2nmrol’ byn
A=-— — 2.25
L02 Bg('lo) ( )
a equagao nao linear € reescrita como:
d*a
—— = —Asina 2.26
d6? ( )

Podemos tomar A maior ou igual a zero sem perda de generalidade. Se
ocorrer que A < 0, tomamos simplesmente o seu modulo ou redefinimos o angulo « como:

mé —np + f = a+  tal que
sin(mf — np + ) = —sin(a),

portanto

d*a  2nmrol byn .
= : — sl V) = — sin(c 2.27
T 2 BS(TO)( sin(a)) | A |sin(w) (2.27)

Fazendo uma comparacdo, vemos que a eq.(2.27) é a equagao do péndulo
simples néo linear (Lichtemberg e Lieberman, 1983) e seu comportamento no espago de fase é

mostrado na figura (2.4). Portanto a dinamica das linhas de campo magnético na vizinhanca
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Figura (2. 4) Plano de fase das trajetérias de fase do péndulo simples. O mimero 1

representa no plano de fase as curvas de rotagao, onde E > 2A. O nunero 2 representa as

curvas de libragao, onde E < 24. O numero 3 representa a separatriz de uma ilha, onde

E =2A.

de uma ressonancia é andloga ao movimento de uma particula em um potencial periédico. Se

multiplicarmos a eq.(2.24) por da e integrarmos em 6, temos que:
p q P 40 ) q

1 da

_ .__2:__. —
2(d9) Al —cosa)+ A

Sendo a energia total do péndulo dada por: E = A, logo temos:

1.d
5(-(—1%)2 =FE - A(1 — cosa)
Definindo:
E
2 _
k= 24

temos que, se A maior ou igual a zero, (entdo k maior que zero) temos:

d .
—({g = 2VA(k? - sin

2%y3

2 /

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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da

Assim as variaveis « e 55 descrevem no plano de fase as caracteristicas do sistema préximo

as ressonancias, onde formam-se as ilhas magnéticas que sao formadas a partir da destruigao

das superficies magnéticas racionais.
2.3 Largura das Ilhas Magnéticas

Consideremos a figura (2.5). Sendo z = r — rg, podemos calcular a largura

da ilha magnética como:

6= / dz (2.32)
tlha

Substituindo a eq.(2.20) na eq.(2.32),e usando a eq.(2.31), a largura das ilhas magnéticas

torna-se:

§ = / b'""g;,o f’ll(“) da a9 (2.33)
- 8(ro) \/2(k2 — sin? 5)

Usando a eq.(2.25), obtemos a seguinte relagdo:

70bm n _ (2 A2

Bj(ro) Y

Na separatriz de uma ilha k = 1. Retornando a eq.(2.33) e substituindo a

relacdo acima obtemos:

2 ™ . 2
P V- A2m / sin ada _ ¢ A27T (2.34)
m’Q\/Z - /(1 _ sin? %) T2V A
onde definimos:
T / sin ada (2.35)

\/(1 —sin® §)

Introduzindo os limites de integragao e simplificando a expressao na raiz, temos:

T sinada
T = 22 _— 2.36
f/i V14 cosa ( )

Fazendo a seguinte transformagdo de varidvel: v = cosa, dv = sinada e depois chamando

y =1+ v e dy = dv, temos que:

y=0 7
T— _2\/;7/ g (2.37)
Yy

=2 yi
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Figura (2. 5) Perfil de uma ilha magnética.

Substituindo a eq.(2.37) na eq.(2.34), obtcmos:

. 47'0bm,n (9 38)
BY(ro)VA -
onde o valor de A é expresso como sendo:
o
4= —nrol' 27 by g (2.39)

l,g Bg('l"())

Se substituirmos a eq.(2.39) na eq.(2.38), obteremos a equagao que fornece a largura das ilhas

_ 47‘0 bm,n / Lo
61’1!,7& - \/m Bg(’r'o) l —7‘0(l’ l (240)

2.4 Componente Radial do Campo Perturbativo

magnéticas, dada por:

Como B = B(79,0,¢) € periddica em ambas as variaveis angulares 6 e ¢,
podemos escrevé- la numa série de Fourier dupla como na eq.(2.10). Uma maneira alternativa
de representa-la é

= 2mm'6 2mn'p

[ee]
o 2mm'8 . . 2mnle
B.(r0,0,¢) = Z Z [Am:,n' cos( T ) cos( T ) + B n sin( T ) sin( T )+

m'=0n'=0
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27m'6 2mn'p 2mrm'é 2mn' o
)Slll( T2 ) + Em’ n! Slll( T1 )C’OS( Tz £

D v e cos( ) (2.41)

onde T} e T; sao os periodos fundamentais da variagao de 8 e ¢, respectivamente e m' n'
sao numeros positivos que caracterizam os modos da expansao. As constantes At Bt oty
Doyt Emr o sao coeficientes de Fourier, onde:

2mm'6 27mn'p
Ami nr = 10dp B, (r,0 : 2.42
oz | [ 0doBar6,0) cos T cos( 2 (2.42)

Podemos mostrar este fato, se substituirmos a eq.(2.42) na eq.(2.41), obtendo:

> 4 27m" 6 2rm'6 2mn 2mn'p
A o df cos 1 - “08
z T { , / cos( T ) cos( T ) / dep cos( T, ) cos( T )

"]’/I ‘nlf

"

2rm"9. 2mm'6 2
+B,n,,!nu/d65in( W;l ) cos( ﬂ}n )/d(p sin( il 4
. 1

1 1

2mm 9 27rm'9)/ 2mn" c,,),‘ .(27rn’gp

+ Dt /(19 cos ) cos d sin( — 20s
, ( T ( T @ sin( 7B T,

T '9 27n" 2mn
+E 0 g /d9 sin( 7r77-1 ) cos( - “mm /dnp cos( —Ilf)cos( e )} (2.43)
’ T, T T,

Sendo T o periodo fundamental associado a varidvel @, entao sao vélidas as relagoes (Arfken,

1987):
T Ts . :

/ sin(maz) sin(nz)dz = { 20mn sem #0; (2.44)
0 ' 0 se m=0
! L b se 0 £ O

/ cos(mz) cos(nz)dr = { 70mn sem#0; (2.45)
0 T se m=n=0

T

/ sin(mz) cos(nz)dz = 0 para todo m,n (2.46)
0

Retornando a eq.(2.43), e usando as férmulas acima, chegamos a:

S AAp o [T 27rm' 6 27m'6 /T2 2mn" o 2mn' o
—mn df cos cos dp cos cos
S Ft [ ancos( T cos( T [ dpcos( T eos(T )

m,” ,n]l
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o0
4A .m0 o T T,
"__)“l—(sm” m' __3(‘)”,, nt = A
o, T 2 2 T ’
Analogamente;
4 2mm'6 2mn' o
B g = 10dp B (19,86, ) si i 2.
, TITZ//( wBr(ro,0, ) sin( T ) sin( T ) (2.47)
4 2mm'8 . 2mn'p
Dot s = e / / d8do B, (10,8, o) cos( ”g ) sin( ”Tt*) (2.48)

4

orm'0.  2mn
Epr o = / / d8dip B, (ro, 6, ) sin( e
™ T

cos(

T T,

Se B, for simétrico em relagao ao plano ¢ = 0, entdao temos que B,(ry, 6, ) =
B,(r9,0,—¢) é uma fungio par em ¢ e neste caso so existe a série em cossenos em . Portanto
tiramos que:
Bm’,n’ =0

(2.50)
Dm’,n’ =0

Se B, for simétrico em relagao ao plano § = 0, entao B,(r9,6,¢) = B.(rp,—0,¢) é uma

funcao par em 6 e somente existe a série em cossenos em 6, onde concluimos que:
Bm’,n’ =0
Em’,n' =0

Usando:
2sinacos = sin(a + f) + sin(a — §)

2cosacos ff = cos(a + ) + cos(a — )
2sinasinf = cos(a — ) — cos(a + ()

Obetmos para a eq.(2.41):

5~ g ) eose T,

B.(ro.0,0) = >

m' n!

{(Am,’n, By 2mm'6 N 27m'<,a)
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Anr v Bpyne 2rm'6  2mn'e
+ — + — ) cos -
(— 5 ) cos( T 7 )
Dunt Eprn . 2mrm'0  2mn'e
==+ )il —+ =)
Enit Dyonry . 2rm'8 271n'e ‘
+( 5 T g ) sin( T )} (2.52)
Definiremos m e n e os coeficientes de Fourier como:
2mm/
m =
T,
2.
2mn' (2:53)
n =
Ty
Em' n' = Dm’,n'
Am,n = D) (254)
Em’ n' Dm’ n'
a:n n + (2.55)
' 2
Am’ n' Bm’ n’
Cm,n = o + - (256)
2
' _ Am’,n’ - Bm',n’ 9 =
Cm,n - 2 (""67)
Substituindo as defini¢des acima na eq.(2.52), chegamos na eq.(2.10):
B,(r0,0,¢) = 2 [am,,, sin(mé — ny) + a,,, ,, sin(mé + np)+
Cm,n cos(mb — np) + ¢, ,, cos(mb + ne) (2.58)

2.5 Campo Perturbativo devido a Anéis de Corrente.

Vamos investigar o efeito de p anéis de corrente, cada qual com L trechos
de fios, orientados na direg¢do (¢), conduzindo correntes em sentidos contrarios para fios
adjacentes, tal que existem % pares de flos. A disposi¢do desses anéis € simétrica como
mostra a figura (2.6).

Os periodos fundamentais nas diregoes poloidal e toroidal sdo dados por:

T] =2

2.59
T = 2m (2.59)
[)
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Major axis

Minor oxis

Figura (2. 6) Disposi¢do de um anel de corrente no torus.

Cada anel tem largura g e desprezamos o campo criado pélos trechos de fios na diregao
poloidal, desde que o campo toroidal de equilibrio seja maior do que esta contribui¢do. Des-
prezando o efeito de borda causado pela extensdo finita dos fios, entdo, podemos escrever a

componente radial do campo perturbativo como (cf.apéndice A):

o (L1
Bﬁ”(r,@):ﬁz‘%ﬁ(%) : )sin(gH) (2.60)

onde I é a corrente em cada anel e b € o raio menor do Tokamak.

O campo B,(r¢, 8, ¢) é simétrico em relagdo a troca de (¢ — —). Desenvol-
vendo este campo em série de Fourier dupla, observa-se que somente existe um tnico termo
nao nulo dos coeficientes de Fourier que é E,/ n. A demonstragio da nulidade dos outros
coeficientes encontra-se no Apéndice B.

Trataremos a agdo dos anéis de corrente como uma perturbacao sobre o

sistema em equilibrio MHD, sendo estd perturbagdo dado pela eq.(2.60). Se a dimensao
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"g" do limitador for consideravelmente menor que o comprimento do cilindro (i.e.,27Ry),
podemos modelar a perturbagido como uma seqtiéncia de pulsos do tipo funcao delta. Como
o cilindro tem periodicidade 27 Ry, a perturbagio é aplicada em z = 0,427 Ry, +47 Ry, etc,

Ja que as linhas de campo podem percorrer o cilindro um niunero arbitrariamente grande de

vezes. Assim pode-se simular este comportamento escrevendo:
+ o0
Bi(r,6,z) = Bi(r,0)g > §(z — 27 Ro))
J=00

onde Bi(r,0) é dado pela eq.(2.60) (Viana e Caldas, 1992).

Entretanto, nesta tese usaremos outra dependéncia em z para o campo do
anel. A figura (2.7) mostra a disposi¢ao dos limitadores na forma de pulso quadrado que
usaremos neste trabalho. A expressdao para o campo perturbativo sera:

Bi(r,0,z) = Bi(r,0) , ~-§<z<§;
1\, «, 0 ’%<:§.’1_{;{.9.—%

3
3

Se substituirmos os intervalos de integragio, os periodos fundamentais expressos pela eq.(2.59)

e o campo gerado por um anel, eq.(2.60), a eq.(2.49) torna-se:

4 ar L 7ty
Epi o = @;p),—z/\(rg)/(; df sin (;9) sin(m'6) /_ d cos(pn'p) (2.61)

<

=4
7R,

onde definimos:

“20;: (%)(%_l) = A(ro) (2.62)

Usando a eq.(2.44), a integral em 6 da eq.(2.61) reduz-se a:

2m
/ df sin (§9> sin(m'6) = 7”517-,7”' (2.63)
0

e a outra integral em:

iy 2 ' g
/ ’ dy cos(pn'p) = -— sin (LL J) (2.64)

—g pn! QEZ)-
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Figura (2. 7) Seqiiéncia de Pulsos quadrados para os campos perturbativos.

Portanto temos que:

_ 2 pr'g
Bt = (2 )2 A(r0)7r6L L o sin (2R0) (2.65)

Usando a eq.(2.53) e a eq.(2.59) temos a seguinte condi¢do de ressonancia:
m=m' (2.66)

n = pn' (2.67)

Além disso, para que o tnico coeficiente de Fourier relevante Ep, .+ seja néo nulo na eq.(2.65),

a delta de Kroneker sé sera diferente de zero se:

§=m' (2.68)

Reunindo todas essas exigéncias:

3
I

(2.69)

TS
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e substituindo na eq.(2.65) obtemos que:

. 2p polL froy(4n=1) ng )
Lm',n’ - - ("“) Sin (W (270)

mn 2mb \ b 2R,

Das eq.(2.54), eq.(2.55), €q.(2.56) e da eq.(2.57) podemos tirar que:

o = LI () (1) o
a,'m’n = Qm n (2.72)

Con =0 (2.73)

Conyn = 0 (2.74)

Assim, através da eq.(2.15), vemos que a componente de Fourier do campo

perturbativo necessdria para estimar a largura das ilhas magnéticas ¢ dada por:

b _p olL (ro (n=1) /' ng
n,n — T 2nbh "i)‘) Sin 2*}-33

onde p representa o nimero de anéis.

—
SV
-]
(@]

p—2

2.6 Exemplo Numeérico

Neste exemplo numeérico estimaremos o valor da largura da ilha magnética
para um pequeno Tokamak, o TBR-1, que estda em operagao no IFUSP. Os parametros, nas

unidades MIKSA sédo citados no quadro abaixo ( Nascimento, Caldas e Galvao, 1993):

Raio maior (Ry) 0,30m
Raio menor () 0,11m
Razio de Aspecto (A = Ly 2,7

Raio da coluna de plasma (a) | 0,08m
Campo Toroidal (By) 0,507
Corrente de plasma (Ip) 10,0k A

Consideremos o efeito de p = 1 e p = 4 anéis de largura ¢ = 0,08m e com

L = 14 fios e m = T pares. Usaremos as seguintes condi¢oes de equilibrio: fator de seguranca



Campos perturbativos devidos a anéis de corrente 34

q(0) =1, g(a) = 5,0 e o expoente do perfil de corrente como sendo v = 4. Neste caso, temos

o campo poloidal na borda do plasma By(a) = 0,02T.

Para esse exemplo, escolheremos a superficie magnética ressonante com um
g = T para estudar a formagao da ilha, dentro e fora da coluna de plasma. Da condicao de
ressonancia dada pela eq.(2.69), temos que (m =7 e n = 1) esta localizada fora e (m =T e

n = 2) esta localizada dentro da coluna de plasma.

Para avaliarmos a largura da ilha magnética dada pela eq.(2.40) ¢é necessario
sabermos: 1) a posi¢do da superficie ressonante rg, ii) a componente de Fourier do campo de
erro by, ,, 111) o campo poloidal na superficie ressonante Bg(ro) e aiv) transformada rotacional

e a sua derivada na superficie ressonante ¢y e ¢'.

Podemos calcular a posigao radial da superficie magnética ressonante através

de duas maneiras: Se 7/, < a temos da eq.(2.11) e da eq.(1.32):

Tm/r 2] 7! n. . Tm/n\*
1——( /1) +——q(a)(—i—> -1=0
a m a
Se 1/ > a temos:
m
r n/r =
m/n ng(a)

Ainda, para que possamos calcular a largura da ilha magnética deste exemplo, precisamos
derivar a transformada rotacional dada pela eq.(1.34) na posi¢do radial ressonante, cujo
resultado é:

2 . SN " r 217
e - )]s - ()] o< <

4ra’ C e ]
Gr1)3” a<r<b

Apresentamos em seguida uma tabela que contem os raios de algumas superficies magnéticas
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racionais para o TBR-I (Viana, 1991) com (y = 4; q(a) = 5,0 e a = 0,08m).

mn | q [ry/m(cm)
711170 9,4
712035 67
713123 53
714 1,7 43
715014 33
716 1,1] 21
71711,0 0,0
8 (18,0 10,1
8 121040] 72
8 32,6 5,8
8 14 12,0 4,8
8 15 1,6 3,9
8 16[1,3] 3,0
8 |7 1,1 2,1
8 |8 11,0 0,0

Utilizando uma corrente de 60A e as devidas equagoes, construimos abaixo
um quadro que mostra os valores necessarios para estimar a largura das ilhas magnéticas

para este exemplo numeérico e o valor da largura.

g=" 7/1 7/2
ro(mm) 0,094 0,067
b n(T) |1,006 x 107* |1,308 x 107°
By(ro)(T) 0,017 0,024
to 0,89 1,79
Jim™h) —-19.36 —51,86
6(m) 0,0076 0,0016

varia em funcao da corrente no limitador.

Na figura (2.8), mostramos o grafico de como a largura das ilhas magnéticas
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003

Largura das lhas magneticas (m)

200 400 600 800 1000

Corrente no Imitador (A)

Figura (2. 8) A curva pontilhada e a cheia referem-se as curvas tedricas obtidas atraveés

da eq.(2.40) para um e quatro anéis.



TERCEIRO CAPITULO
MAPEAMENTO DAS LINHAS DE CAMPO MAGNETICO.

Neste capitulo veremos nogdes sobre mapeamentos, seccdo de Poincaré, e
como as linhas de campo magnético sdo mapeadas na presenca e na auséncia de campo
perturbativos, ou seja com e sem anéis de corrente. Introduziremos a corre¢ao toroidal apenas
no campo B, para verificarmos o aparecimento de ilhas secundérias. O comportamento das
linhas de campo serd estudado através da integragao numérica das equagoes das linhas de
campo a partir do método de Adams-Moulton. Como exemplo deste método, veremos a sua

aplicacao ao Tokamak TBR-1 com 1 e 4 limitadores.
3.1 Conceitos Basicos.
3.1.1 Mapeamento

Podemos definir mapeamento como sendo sistemas dindmicos parametriza-

dos por uma variavel discreta n, na forma:t
Xnt1 = F(X,) (3.1)

onde X,, é um vetor m-dimensional de varidveis (X;)n,(X2)n, ..., (Xm)n € F : R™ — R™ é
uma fungao destas componentes. A partir da condigao inicial (X1 )o, ..., (X )o, @ dindmica do
mapeamento resulta por iteragdes sucessivas da eq.(3.1). Um ponto inicial Xy € ™ gera uma
érbita progressiva, ou seja; Xo, X1, X2,...,Xn = F(X, +1) = F*(Xy), onde n > 1. Se F for
inversivel, teremos uma 6rbita regressiva; Xo, X_1,...,X,, = F7}(X, — 1). Normalmente, a
iteragdo de um mapeamento € computacionalmente mais rapida que a solugdo numérica de
um sistema de equagdes diferenciais.

Uma técnica freqlientemente utilizada é a da superficie de secgao de Poincaré

no espago de fase, para o fluxo gerado por sistema de equagoes diferenciais.

t a evolugao no tempo "fisico” nao é considerado em nosso modelo.
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Figura ( 3. 1) Superficie de sec¢do de Poincaré no espaco de fase tridimensional. Os pontos

de intersecgao de uma trajetoria com ela formam um mapeamento, C = f(B) = f(f(A)), etc.

Tomamos os pontos de intersec¢ao das trajetorias de fase geradas pela solugao
do sistema com a superficie de secgdo. A figura (3.1) ilustra que as coordenadas de A de-
terminam univocamente as coordenadas de B e assim por diante, de tal forma que podemos

criar um mapeamento:

B = f(4),C = f(B) = f(f(4)) = f*(A),etc

que pode ser iterado para achar qualquer ponto da intersecgdo a partir de um ponto inicial.

Este é conhecido como mapeamento de Poincaré das trajetdrias de fase do sistema.
3.1.2 Mapeamento das Linhas de Campo Magnético

Analisaremos o comportamento das linhas magnéticas através de uma secgao



Mapeamento das linhas de campo magnético 39

Figura ( 3. 2) Mapeamento de linha de campo magnético por uma sec¢ao de Poincaré.

de Poincaré para o fluxo gerado pelas equagoes das linhas de campo. Inicialmente usaremos
o mapeamento na auséncia de limitadores, conforme a figura (3.2).

Devido ao carater periddico do modelo, as linhas de campo fluem sobre
superficie racionais e produzem na sec¢ao de Poincaré um numero finito de pontos ao longo
do circuito. Se a superficie magnética for irracional, as intersecgoes das linhas com o plano de
Poincaré devem preencher densamente uma curva. Pode ocorrer que os pontos de intersecgao
acabam espalhando-se por uma regiao da superficie, como mostra a figura (3.3). Essa regiao
¢ conhecida na literatura como regiao estocastica, cadtica ou ergddica, e aparece quando as
superficies magnéticas sdo destruidas.

A principio, sem a inclusao de limitadores é possivel determinar analitica-
mente a forma deste mapeamento, gragas a integrabilidade do sistema. Consideremos o nosso
modelo cilindrico com aproximacao de grande razao de aspecto. As equagoes das linhas de

campo sao expressas por:

B® xdl =0 (3.2)
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Figura ( 3. 3) Diferentes comportamentos das linhas de campo através da secgao de

Poincard.

onde temos que, em coordenadas cilindricas (r, 8, z):

dr B,
% " Bo (a)
df  By(r)

dz N T’BO (b)

Usando a eq.(1.20), o campo de equilibrio no Tokamak é dado por:

B, =0 (3.4)

(3.5)

B, = By = cte (3.6)

onde Bg(a) é o campo poloidal dentro da coluna de plasma, a é o raio da coluna de plasma e
v é o expoente do perfil de corrente. Tomando o plano de secgdo em z = 0, denotaremos por

(rn,6n),(rr,07), como mostra a figura (3.4), as coordenadas polares dos pontos de intersecgao
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Figura ( 3. 4) Coordenadas de pontos do mapeamento na geometria cilindica.

das solugoes da eq.(3.2) antes e depois de uma volta completa, respectivamente. Devido a
periodicidade do cilindro, o plano z = 0 é equivalente aos planos z = +27 Ry, +47 Ry, etc.

Assim apds uma volta completa a eq.(3.3a) torna-se:
Tp =7 (3.7)

Se integrarmos a eq.(3.3b) obtemos:

271'ROB9(7'n)

6 =6,
" a rnBo

(3.8)

tal que r é constante ao longo da integragao. Fisicamente, as eq.(3.5) e eq.(3.6), ilustram o
fato de que as superficies magnéticas sao cilindros concéntricos, (como ja foi visto na secgao
(1.3)), sobre os quais fluem as linhas de campo sob a a¢do de uma transformada rotacional

¢. Usando a eq.(1.34), podemos reescrever a eq.(3.8) como:

0r =6, +. (3.9)
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3.1.3 Corregao Toroidal e o Mapeamento.

A corregao toroidal pode ser vista de duas maneiras. A primeira maneira
€ usar sistemas de coordenadas apropriadas desde que conhegamos um equilibrio MHD com
tal simetria (Kucinski et al., 1989). O campo poloidal By como o campo toroidal B, diferem
quando se passa a analisd- los numa geometria toroidal. A outra, é a adicio de correcdes
aos campos By e By, principalmente neste ultimo em relagao a seus valores numa geometria
cilindrica, o que é feito neste trabalho. O efeito principal dessa corregio ¢ a deformacio das
superficies magnéticas e consequentemente o aparecimento de ilhas satélites dentro e fora da

coluna de plasma nas vizinhangas da ilha principal. A corre¢ao no campo toroidal (Viana,

1991), é:
By

B,r 6 = ————
e 9) 1+17{—Ocos(9

(3.10)

onde By ¢é o campo uniforme utilizado no modelo cilindrico ¢ continuam sendo validas, apenas
a eq.(3.4) e a eq.(3.5). Consideremos a figura (3.5), o plano de secgao estd em ¢ = 0, que
equivale a p = +27, +47, etc, de modo que a convengao para as coordenadas na sec¢ao de
Poincaré ainda é a mesma. Mesmo empregando esta correcao toroidal, supomos que a secgao
de Poincaré de uma superficie magnética ainda seja circular. Esta suposi¢ao pode ser empre-
gada se a pressao sobre a coluna de plasma for pequena (isto é, o eixo da coluna de plasmna
ainda coincida com o eixo geométrico da camara). Num tratamento mais sofisticado (Ca-
margo e Caldas, 1990) pode-se observar uma deformacao da secgao circular das superficies

magnéticas. Nessas condigoes, a eq.(3.3a) deve fornecer:

rn =T, (3.11)

n
indicando que as superficies magnéticas sao tordide aninhados. De dz = Rodp, obtem-se o
analogo toroidal da eq.(3.3b).

d_9 _ RyBy(r)

i B, (1+€(r)cosb) (3.12)

onde €(r) = 7% ¢ uma medida local do grau de toroidicidade. Em particular, se r = b, € é o
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Figura ( 3. 8) Coordenadas de pontos no mapeamento na geometria toroidal.

inverso da razao de aspecto. Se integrarmos a eq.(3.12)

/"3 df /2" RoBo(r)
S 2028 dy
9, 1+ ¢€(r)cost 0 r By

Usando novamente o fato que r e € sao constante ao longo da integracdo, e a férmula

(Abramovitz e Stegun, 1965):

do _ 2 . l—et 0
T ecosd = ___”1_62arcan _——1—52 an§

encontramos (Viana, 1991)

7RoBo(r)(1 — €2)2
B()/\('I‘n )T‘n

g, = 2arctan {/\(rn) tan

( )
A( l) 2

onde fizemos

A(ra) = —2n) 71.—_.6_(:’;) (3.14)

Quando tomamos o limite de € — 0, a eq.(3.13) reduz-se a eq.(3.8), que expressa a geometria

cilindrica, sem o efeito toroidal.
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T

Figura ( 3. 6) Divisao do Tokamak na aproximacgdo de grande razao de aspecto em duas

regioes: regiao difusora e regiao nao perturbada na presenga de um andél linitador.

3.2 Mapeamento das Linhas de Campo Magnético na presenga de Anéis de Cor-

rentes.

A idéia basica para esse mapeamento é separarmos o Tokamak em duas
regides, conforme a figura (3.6). Denotaremos por regidao difusora ou "kick region”, aquela
correspondente a extensao do anel, onde as linhas de campo sofrem um salto radial e poloidal.
A outra é chamada de regidao nao perturbada ou "twist region”, na qual as linhas de campo
caminham sobre superficies magnéticas de fluxo ¥ = constante, sofrendo apenas desloca-
mento poloidal, devido & transformada rotacional. O mapeamento da regiao nao perturbadora
é descrito na secgao (3.1.2), de tal forma que precisamos apenas descrever o mapeamento para
a regiao difusora.

Usando a equagao da linha de campo magnético expressa pela eq.(1.10) em

coordenadas cilindricas temos,

== = (3.15)
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onde os campos radial e poloidal para essa regiao sao (cf apéndice A),

pomlI srym=1 :
B (r,0) = — - 1(m .
(r,0) - <b> sin(m#f) (3.16)
By(r,6) = — 2L (T ) 3.17
g(r,0) = ) (b> cos(m#) (3.17)

tal que,

dz —B—O B _ﬂBob

dd By  peml (rym-!
e (g) cos(mf) (3.19)

d B, I m-—1
r _ Hom (g) sin(m6) (3.18)

*®

Para obtermos a posi¢ao (r},;,05,;) a partir de uma posigao inicial (r*,6%) devido a acao
do limitador, podemos integrar de forma aproximada as equagoes de campo sobre a extensao

g do limitador. Assim, a eq.(3.11) e eq.(3.13) tornam-se (Viana e Caldas, 1992),

I o m—1
1‘:;+1 =7, - %g—ob—g (%) sin(m@) (3.20)
pomlg (1 m-2
* x 0 n *
nt1 =0, — “iBy (_l;) cos(m8;) (3.21)

A principio, ndo usaremos este mapa, pois faremos um procedimento numérico.
3.3 Integracao Numérica das Equagoes das Linhas de Campo Magnético.

O estudo da influéncia de campos perturbativos sobre o equilibrio pode ser
feito considerando a superposicao de dois campos (equilibrio 4+ perturbativo). A andlise da
superposig¢ao dos campos ¢ feita através do mapeamento das linhas de campo magnético em
uma secgao reta do Tokamak, de tal forma que as linhas de campo magnético devem satisfazer

a equagao:

Bxdl=0 (3.22)

Se o campo magnético possul simetria translacional, axial ou helicoidal, entao existe uma
funcao de fluxo ¥ que define superficies magnéticas e é constante para cada superficie.
Quando introduzimos o campo magnético perturbativo, o sistema perde sua simetria original

e nao sabemos se podemos definir uma fungao que descreva o comportamento das linhas de
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campo nesta regiao. Desta forma, a maneira mais adequada é integrarmos numericamente a
eq.(3.22) para obtermos o mapa de Poincaré. As equagoes das linhas de campo integradas

numericamenta foram as seguintes:

dr BSO)
il l_?@ =0 (3.23)
/JOIp r2 y-1 . )
d6_ Bgo) B 2-71’7‘—30 1—(1—(1—2-> r < a;
i B0 wol, ‘ (3.24)
m, r>a
para o campo de equilibrio e,
dr B + B pomI rym—1
- = ' - _Z " {_ ; 98"
- BE.O) 5B (b> sin(m#) (3.25)

9 B(o) B(n) N ~ 2\ 71 n o\ =1
4 By + By  _ ol 1_(1_’_> M(’-) cos(mf),  (3.20)

dz B§°) " 27rB, a? "~ mbBy \b
para o campo de equilibrio mais o campo dos anéis.

Para o nosso modelo, com aproximacao cilindrica, a superposi¢ao dos campos
mencionados acima resulta no aparecimento de ilhas magnéticas ao redor das superficies
ressonantes. No outro caso, com a corregao toroidal, como é feita na sec¢ao (3.1.3), é esperado
que aparecam ilhas secundarias ao redor das ilhas principais.

Na literatura existem varios métodos numeéricos para se integrar sistemas de
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Estes métodos numéricos podem ser de
um passo (método de Euler, método de Runge-kutta, etc), e de multiplos passos (Adams-
Bashforth, Adams-Moulton, etc). No método de um passo, é necessario conhecer apenas o
ponto inicial para obter os pontos consecutivos, enquanto que no método de multiplos passos
calcula-se o ponto posterior considerando os pontos anteriores calculados. Neste trabalho de
mestrado damos énfase ao método de Adams-Moulton.

A seguir, veremos os mapeamentos obtidos usando este método com os pa-

rametros do TBR-I para um e quatro limitadores com e sem corre¢ao toroidal. Os cédlculos
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da largura 1 das ilhas magnéticas estao anexos em cada figura, calculadas analiticamente
e numericamente. Somente nao realizamos o calculo da largura das ilhas magnéticas com a
corregao toroidal, pois, efetivamente a formula é diferente e nesse trabalho somente intro-
duzimos a corre¢ao para verificarmos o aparecimento de ilhas secundarias. Os parametros
empregados nas simulagoes numéricas sao os mesmos da secgao (2.6). Todas as figuras que
envolvem os mapeamentos foram integradas a partir de uma condi¢ao inicial. Em funcao da
tabela dos raios das superficies ressonantes, tornou-se mais facil estabelecer esta condicao.
Em todos os mapeamentos com um ou quatro anéis, sem e com corre¢ao toroidal, comegamos
a integragao numérica a partir de r = 0,02m até o raio menor do Tokamak TBR-I1 b =0,11m
e com um angulo poloidal inicial § = 0. O numero de 6rbitas nas figuras nao foram mantidas
fixas, e nem o intervalo entre duas drbitas, pois este foi variado conforme a proximidade de
uma superficie ressonante.

A figura (3.7) mostra o mapeamento com I = 0, onde as superficies ma-
gnéticas sao perfeitas, pois nao existe perturbacio no sistema e consequentemente as ilhas
magnéticas nao aparecem, concordando com a teoria. Nas figuras (3.8), (3.9) e (3.10) sao
mostrados os mapeamentos com o modo ressonante (7/1) para um anel com correntes de
504, 100A e 200A respectivamente. O outro modo ressonante (7/2) nao aparece, porque
a perturbacao no sistema nao € suficiente para excitar significativamente esse modo bem
como os demais. Como existe corrente nos anéis, espera-se que em torno das superficies
ressonantes aparecam ilhas magnéticas. Conforme a intensidade da corrente for aumentada
nos anéis, as larguras das ilhas torna-se mais evidente, como mostram as figuras seguintes.
As figuras (3.11), (3.12) e (3.13) mostram os mapeamentos com quatro anéis com corrente
de 504, 100A e 200A respectivamente. Com quatro anéis os modos de ressonancia internos
sao mais evidentes do que com apenas um anel e, por exemplo, aparece o modo ressonante

(7/2). Neste caso as larguras das ilhas é mais evidente e além de variar com a corrente,

1 denominamos de §; a largura referente ao calculo analitico obtida a partir
da eq.(2.40) e é; referente ao calculo numérico, isto é, a estimativa é feita diretamente sobre

o mapeamento das linhas de campo.
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as larguras também variam com o ntmero de anéis. Nas figuras (3.14), (3.15) e (3.16)
mostramos os mapeamentos com corregao toroidal para um anel com corrente de 504, 1004
e 200A respectivamente. Quando introduzimos a corregao toroidal no sistema, é esperado
que aparecam ilhas secundarias em torno das superficies ressonantes e essas ilhas sao mais
evidentes numa certa regiao mapeamento. As figuras (3.17), (3.18) e (3.19) mostram os
mapeamentos com corre¢ao toroidal para quatro anéis com corrente de 504, 1004 e 2004
respectivamente. Nestas figuras a regiao estocdstica é mais evidente, pois esta aumenta com a
corrente no anel. Este aumento pode ser causado devido a superposigao das ilhas magnéticas.
Nestes mapeamentos, devido a corre¢ao toroidal, as superficies magnéticas sdo deformadas.
Em nossos mapeamentos, tornou-se mais evidente o aparecimento das ilhas
magnéticas em torno das superficies ressonantes quando a corrente nos anéis era aumen-
tada e também em funcao do nimero destes anéis. Através destes mapcamentos, a largura
das ilhas magnéticas foram medidas diretamente com uma régua. Os resultados obtidos nu-
mericamente quando, comparados com a previsao tedrica exposta no segundo capitulo, foram
6timos e demonstraram que o método de Matsuda e Yoshikawa para o nosso modelo cilindrico
é satisfatério. A tabela a seguir mostra os valores das larguras das ilhas magnéticas obtidas

analiticamente e numericamente.

Numero de anéis |Corrente (A) 81(m) d2(m) Porcentagem
4 200 1,5x 1072 |1,4 x 102 6,6
4 100 1,06 x 107% 19,6 x 107° 9,4
4 50 7.5 %1073 16,5 x 10~° 13,3
1 200 7,5 x 107 6,5 x 107 13,3
1 100 5,3 x 107 [4,7 x 1073 11,3
1 50 3,7x107° |3,2x107? 13,5

onde:

61 é a largura das ilhas medida analiticamente.

b2 € a largura das ilhas medida numericamente.
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Conclusao

Como vimos no inicio da introdugdo, os anéis de corrente sio componentes essenciais dos
Limitadores Magnéticos Ergddicos, dentro da concepgao original de Martin e Taylor (1984),
posteriormente aperfeicoado por Yu e De Grassie (1986). Nosso tratamento de anéis de
corrente esta mais diretamente vinculado a concepgao de Martin e Taylor, que supoe pares de
fios 1gualmente espagados; ao passo que as modificagoes introduzidas pelo projeto de Yu e De
Grassie ( e posteriormente por Takamura e colaboradores (1988)) visam espagar os trechos
de fios no limitador de maneira a reproduzir o passo das linhas de campo numa geometria
efetivamente toroidal. Um estudo deste tipo esta sendo conduzido, no momento, no Instituto
de Fisica da USP para o Tokamak TBR-I (Silva ¢ Caldas, 1993).

A énfase maior deste traballhio, no entanto, reside na descrigao de anéis de corrente como
elementos passivels de criar campos magnéticos ressonantes em Tokamaks, com o objetivo de
favorecer o aparecimento de ilhas magnéticas. Quando tais 1lhas sdo criadas na periferia da
camara toroidal, as condi¢oes sao propicias para o emprego deste tipo de dispositivo como
Limitador Magnético Ergodico. Entretanto, a obtencdao de uma regiao periférica predomi-
nantemente estocdstica de linhas de campo magnético sé é possivel com a mtrodugao de uma
corre¢ao toroidal no campo de equilibrio.

Este fato, claramente observado nas simulagoes numéricas do terceiro capitulo, pode ser
explicado pelo fato de que a correcao toroidal no campo BEOO) provoca o aparecimento de ilhas
magnéticas satélites as ilhas principais geradas pelo campo perturbativo dos anéis de corrente.
A interacao entre tais ilhas, via mecanismos de "overlapping”, por exemplo (Lichtenberg e
Lieberman, 1983), esta associada a formagao de estocasticidade em larga escala.

Entretanto, a ferramenta tedrica empregada nesta tese, o método de Matsuda e Yoshi-
kawa, ainda nao é suficientemente poderosa para levar este tipo de efeito (corregao toroidal).
Pretendemos na seqtiéncia imediata desta dissertagao, estudar o método empregado na mesma

para a descrigao destes e outros efeitos. Desta forma, acreditamos ser possivel fornecer uma
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descrigao tedrica bastante satisfatéria nas situagoes mais realistas do projeto e construgao do
Limitador Magnético Ergédico na nova maquina toroidal do IFUSP, atualmente em fase de
montagem.

Isto porque, grande parte dos estudos sobre formagao e destrui¢ao de ilhas magnéticas
em Tokamaks sao feitas a partir do uso da Teoria Canénica de Perturbagoes (Hamiltoniana),
cujo emprego € limitado pelas dificuldades matematicas encontradas (Viana, 1993). O método
usado nesta dissertacdo, pelo contrario, é simples de adaptar em circunstancias diversas, desde
que conhecamos em detalhe a expansao em séries de Fourier dos campo perturbativos.

Em particular, na auséncia de corregao toroidal, o acordo entre as previsoes tedricas do
método (para as larguras das ilhas) e os resultados estimados diretamente sobre os mapea-
mentos obtidos numericamente é bastante bom, levando em conta as diversas simplificagoes
existentes em nosso modelo. Outro ponto a ser ressaltado é o uso de mais anéis (p = 4 por
exemplo), é recomendado por aumentar a eficiéncia dos mesmos em relagao ao caso de um
tinico anel (como no modelo de Martin e Taylor).

Podemos chamar a atengio, também, sobre as possibilidades do uso deste tipo de con-
figuragao na geragao de ilhas magnéticas no interior da coluna de plasma, ¢ nao s6 na periféria.
Além da liberdade de escolher o valor de m = ]7 pares de fios, que determina a localizagao
das superficies ressonantes que cedem lugar as ilhas; é possivel observar mesmo no caso de
m = 7 (ilha (7/1) bastante periférica) o aparecimento de outras ilhas, como a (7/2) que pode
ser observadas em algumas figuras do capitulo 3. Isto nos fez especular sobre o possivel uso
de anéis de corrente no lugar de hélices enroladas no vaso toroidal, que apresentam problemas
técnicos associados a exiguidade de espago util ao longo do vaso toroidal do Tokamak. Este
estudo sistematico estd sendo planejado como uma das extensdes futuras a serem feitas a

partir deste trabalho.
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Apéndice A

Calculo do campo magnético gerado por um anel

de corrente em geometria cilindrica.

Introduzimos este apéndice em nosso trabalho para deixar claro de onde
a eq.(2.60) foi obtida. Reproduzimos aqui somente os passos essenciais do calculo para a
obtencao do campo magnético gerado por um anel de corrente de extensao infinita em ge-
ometria cilindrica que nao é encontrado na literatura. Primeiramente, vamos considerar a
auséncia de correntes internas (V x B= ) no problema. Como V.B=0,o0 campo magnético

pode ser obtido a partir de um potencial escalar magnético @;, sendo:
B=V®; — V&, = (A=1)

O laplaciano deste potencial em coordenadas cilindricas (r, 6, z) é dado por:

) i 19?9, 2P,
190, 09 0*P OI):O (A-2)

R N R TI R,

Nosso problema consiste na superposigao de campos gerados por grades de fios retos e muitos
longos na diregdo z (que gera campos nas diregoes radiais e azimutais) e um campo magnético

uniforme Byz. A solugdo da eq.(A-2) deve ser consistente com este fato:
O(r,0,z) = Boz + ¥Y(r,0) (A-3)

tal que B, = (V®), = %‘?— = By. Logo, precisamos resolver a equacao:

190 0¥,  10%

(2 = A-4
ror or )+ r 06? 0 ( )
Agora faremos a seguinte separagao de variavel:
U(r,60) = R(r).0(8) (A-5)
Se substituirmos a eq.(A-5) na eq.(A-4), obtemos:
r?d*R  rdR 1d°0
——_— oy T ) A-6
Ra? "Rdr ' 6 (4 -6)
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1 d°0

o =" (4~7)

onde A é a constante de separagdo. A solugdo da eq.(A-7) sera:
O(8) = aexp(VA) + Bexp(—VA0) (A—8)
As solucoes em 6 devem ser periddicas, 1.é.
O(8) = 0(0 + 27)
e para garantir a univocidade da solugdo, temos que impor:
A= -N? (A-9)

donde:
O(8) = Asin N0 + Bcos N6 (A - 10)

E suficiente tomar apenas a solucio senoidal, ou seja B = 0. A eq.(A-6), em vista da eq.(A-9)

fica:
9 d*R dR

. 2p /
gt~ N'R=0 (4-11)

r

A solugao geral desta equagao é da forma (Jackson, 1983):
R(r) =arN + br= " (A —12)

A partir da eq.(A-12) e da eq.(A-10), a solugdo geral serd uma superposigao dos diversos

harmonicos (em N):
cO

U(r,0) = z (ar™ +br~N)Asin N8
N=1

onde faremos ad = Ay e bA = By. Assim a eq.(A-3) torna-se:

®(r,0,z) = Boz+ »_(Anr" + Byr™")sin N6 (A —13)
N=1
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Se adotassemos N = 0, teriamos solugées do tipo Inr, as quais divergem na origem. Na regiio
interna do Tokamak (0 < r < b), a solucdo em r~% diverge na origem, e deve ser excluida

fazendo By = 0. Assim:

o0
Q'(r,8,z) = Boz + E AnrNsin N (A —14)
N=1
Na regiao externa do Tokamak (r > b) ndo deve haver campo magnético na dire¢ao z (como
num solenoide infinito). Portanto ndo ha o termo uniforme Byz. Além disso, o potencial
. . ; . . 7 .
deve anular-se assintoticamente (r — c0), o que exclui os termos do tipo 7. Assim Ay =0,
donde:
(o)
®°(r,0,z) = S BnrY sin N§ (A-15)
—

N=1

Analisaremos agora o caso de um fio retilineo (em r = b e § = 0). Conside-

remos a figura (A-1):

\
e

>
3

Figura (A-1) Secgao de um Tokamak na aproximagio de grande razao de aspecto.
A densidade superficial de corrente é:
U=1.2 (A —16)
Onde ¢, ¢ singular, pois representa o efeito de um fio retilinio fino, dado por:

I
1o = 8(6) (A—17)
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Desenvolvendo a fungao delta em série de Fourier de modo a reter os harmonicos em N,

oo

‘ 1 — 1 ‘ :
6(6) = oy + L . cos Nf (A —-18)
N=1
tal que
I I &
L= — os N6
=gt — [;1 cos |
ou
o0
SURRE ST
N=
onde
i
b0 = 5 (A —19)
e
I
(1:)nv = — o8 N6 (A —20)
Na parede do Tokamak (r = b) devem ser satisfeitas coudig¢oes de contorno

para os campos, e podemos toma-los diretamente sobre os harmonicos da corrente eq.(A-19)

¢ eq.(A-20) e dos potencials internos ou externos:

' =dy+ Y ()N (4 —21)
N=1
(' )n = AxrN sin N6 (4 —22)
=) () (A —23)
N=1
(®°)y = By~ sin N (A —24)

Assim as componentes radiais do campo magnético nas regioes externa e interna sao:
(Bi)y = NAnrN " Tsin N§ (A —25)
(BS)y = NByr"N"1sin N (A —26)

Usando o mesmo procedimento, podemos expressar o campo poloidal externo e interno, tal
que:

(Bé)N = NAnrN 1 cos N6 (A —27)
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(Bg)y = NByr™N ' cos N (4 - 28)

Para calcularmos os coeficientes Ay ¢ By, usaremos duas condi¢oes de con-
torno fundamentais sobre os vetores de campo. A primeira condi¢ao é que a componente

normal do campo magnético seja continua através da interface. Assim:
(B = BY) - |,mp= 0 (A —29)
Em termos dos harmonicos temos:
(BN = (B (4 - 30)
Se susbtituirmos a eq.(A-25) e eq.(A-26) na eq.(A-30), obtemos que:
By = -0V Ay (A —31)

A outra condigao de contorno sobre o campo H pode ser obtida pela aplicagio

da lei circuital de Ampére dada pela eq.(1.6). Logo temos que (Jackson, 1983):
g X (H® = HY) |pmp=1T (A —32)

onde essa equagao mostra a descontinuidade da componente tangencial da intensidade ma-

gnética na interface em r = b, tal que:

- 1 -
H=—B
Ko
Portanto temos que:
(B§)n = (By)n = polr:)n (A —33)

Agora se substituirmos a eq.(A-27), eq.(A-28) e eq.(A-20) na eq.(A-33), obtemos o seguinte

resultado para o coeficiente An:

ol
N 2n NN ( )
e consequentemente:
_ o IOV .
By = —— (A —35)

2N
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Com os resultados dos Ax e By, os potenciais interno e externo tornam-se respectivamente:

oo N
i Mol =1 (r .
@(7,9,4)—.804"'272 N(g) sin N6 (A—36)

N=1

@(,9)_.’9—2 (> sin N6 (A —37)

Consideremos agora o caso de 2m fios retilineos e figura (A4 — 2):

<.

Figura (A-2) Scc¢io reta de um Tokamak na aproximagao de grande razao de aspecto.

Conforme a figura (A-2), wmn fio genérico 7 sera descrito pelas equagoes.

T (A —38)

A contribuicao do j-ésimo fio sera no interior do Tokamak e o duplo sinal refere-se aos sentidos
alternados da corrente em segmentos opostos da grade de fios. Assim,

i) =Boz~ flﬂ(i” Z (;) sin[N (6 — E)] (A - 39)

m

tal que a contribuicao dos 2m fios serd a soma das contribui¢oes individuais ao potencial.

2m—1

L(I)J)( 1)

2m—1

AN 17 .
Z( 1)1307—“—0522%&) sin N(9 — L) (A4 — 40)

27 m
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tal que
2m—1
Boz ) (=17 =0
=0
logo
@‘—--MiiﬁN2§1‘1J'N9 Al 441
- ' —~ N\b (— ) Sll'l[ ( - m)] (‘ - )

= ]:0
A segunda somatdria da eq.(A-42) pode ser expressa por (Viana e Caldas, 1991):

20-1 i, _ .

E(—l)’sinN{m( “L)}:{Qmsm]\m seN:(up-{il‘)l; |

- m 0 caso contrario (A — 42)

=0

=2m Sill(NG)(SN’(QI,_*_l)m

onde fizemos | = m e Nm = N e p = 0,1,2.... Substituindo a eq.(A-43) na eq.(A-42),

obtemos:

oo N
; pomlI T . N¢6 ‘
(b == - . E <'I;> Sin _]\7_61\]»(21’4'1)"' (A - 43)

m
N=1
O potencial interno é diferente de zero se N = (2p 4+ 1)m for igual a m. Tomando o primeiro

termo, ou seja usando p = 0, o potencial interno nao é nulo, logo temos que:

) ] I . m
¢t =L (7—> sinmé (A —44)

m \ b

Logo as componentes do campo magnético sao:

N\ m—1
Bi(r,0) = -1 ——~ (%) sinmé (A —45)

m—1
Bi(r,0) = ———— (~> cos mb (A —46)
s b



Apéndice B
Verificacao dos outros coeficientes de Fourier.

Neste apéndice demonstraremos que A n'y, Bt o' € Dy s sdo coeficientes

nulos. Usando a eq.(2.38) temos:

Am n =

2mm'6 2mn'y
T //d@dc,oB (r,8,¢) cos(- N;: -) cos( _%_‘r?_) (B-1)

Substituindo os periodos fundamentais Ty e T3, os intervalos de integragao e o préprio campo

magnético B.(r,8,¢) dado pela eq.(2.59), obtemos que:

27 L
2
Apr nr = / d9/ dgpA 7g)sm — cos( mn~)(0s( (B —2)
‘,7r-
p
onde fizemos
, polL v 1,
0) = =) B -3
Aro) = B () (-3
tal que
o L# Ty
At = A(ro)/ sin — cos(m 9)d9/ cos(pn’p)dyp (B —4)
’ (2 )? e
Usando a eq.(2.45) temos que:
2w
Lo -
/ sin — cos(m'8)df = 0 (B —5)
0 <
portanto
Am’,n’ =0 (B - 6)
Tomando a eq.(2.39) e fazendo o mesmo procedimento temos:
4 Lo 7hs
B = @) P A( 0)/ bln—sm(m 9)d9/ sin(pn'@)dyp (B-17)
i
7R,
sendo "
/ ’ sin(pn’p)dy =0 (B —38)
.

ZH,
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pois essa integral tem intervalo simétrico e a funcéo é impar. Logo,
Bm',n’ =0 (B - 9)
Fazendo o mesmo procedimento e usando a eq.(2.40) temos:
4 i Lf e
D, o = —~—p—‘A(r0) sin — cos(m'6)d6 sin(pn'p)de (B —10)
, (2m)? 0 2 ' -t ' ’
k IR,
Conforme a eq.(B-5) e a eq.(B-8), temos que:
Dm',n' =0 (B——ll)

o que comprovam que estes coeficientes de Fourier sao nulos.
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