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Resumo

Neste trabalho primeiro fazemos uma revisao da chamada funcdo de Green semi-
classica. Em seguida calculamos tais fungbes de Green para duas classes importantes
de potenciais: (1) Potenciais Constantes por Partes (PCP) e (2) potenciais que pos-
suam estados ligados que possam ser escritos como soma de barreiras e potenciais
degraus, por exemplo, pocos quinticos. Para PCP, a funciao de Green encontrada
é de fato a funcdo de Green exata do sistema. Para sistemas ligados, mostramos
que dos pdlos das funcdes de Green obtemos expressdes analiticas para suas autoe-
nergias, cujos resultados sdo muito bons quando comparados aos valores calculados
numericamente. Calculamos também o desdobramento de energia (“energy split-
ting”) e o deslocamento de energia (“energy shift”) para os autoestados de pogos
duplos simétricos e assimétricos, respectivamente. Nossas expressdes sdo as mesmas
que as semiclassicas, entretanto, com um indice de Maslov dependente da energia.
Isto explica o porqué de nossos resultados serem muito melhores que os semicléssicos
usuais. Finalmente, mostramos como a funcdo de Green semiclassica generalizada

pode ser usada no estudo de potenciais que possuam quase-estados.

vi



Abstract

In this work we first make a review of the called generalized semiclassical Green’s
function. Then we calculate this Green’s function for two important classes of po-
tentials: (1) piecewise constant potentials (PCP) and (2) bounded potentials which
can be written as a sum of barrier and step potentials, e.g., quantum wells. For the
PCP the resulting Green’s function is indeed exact. For bounded system we show
that from the poles of the Green’s functions we obtain analytical expressions for the
eigenvalues and the results are very good when compared with the values calculate
numerically. We also calculate the energy splitting and energy shift for the eigen-
values of symmetric and asymmetric double wells, respectively. Our expressions are
the same as the semiclassical formulas, but with a energy dependent Maslov index.
This explain why our results are very much better than the usual semiclassical ones.
Finally, we show as the generalized semiclassical Green’s function can be used in the

study of potentials which have quasi-states.
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Introducao

A Mecanica Quantica (MQ) teve seu inicio como uma tentativa de se entender
fatos que classicamente ndo podiam ser explicados. No comego do século, fendmenos
tais como a radiacdo de corpo negro, efeito foto-elétrico e a estrutura discreta do
espectro de emissdo atomica levaram cientistas a reformular a Fisica Cldssica. No
inicio, tentou-se apenas uma reestruturacido das idéias classicas, moldando-as de
forma a abranger os novos fenémenos que estavam surgindo. Dentre estas tentativas
(e que costumamos chamar de antiga MQ) a mais importante é devido a Niels Bohr
que, com seus postulados, descreveu os valores corretos dos niveis de energia do
atomo de Hidrogénio. Bohr associou ao elétron, trajetérias bem definidas, érbitas
em torno do nicleo atémico, e propés que o momento angular destas érbitas fosse

quantizado através da relagio
f pgdq = nh, (1)

onde n é um nimero inteiro e % é a constante de Planck (h = 6,62608 x 10734Js)
dividida por 2w, constante esta introduzida por Planck no estudo da radiacdo de

COrpo negro.

Alguns anos depois, Schrédinger, Heisenberg, Born e outros formularam a MQ
como é conhecida nos dias atuais. Porém MQ moderna ndo permite que as particulas
sejam pensadas como estruturas pontuais que seguem trajetérias com posicao e mo-
mento bem definidos. Este fato € expresso pelo principio da incerteza de Heisenberg,

segundo o qual, ndo podemos determinar simultaneamente o momento e a posigao
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de uma particula com precisdo melhor do que aquela permitida pelo principio da
incerteza. Assim, a visdo quantica mostra que no mundo sub-atémico a Mecanica

Cléssica (MC) ndo se aplica.

Entretanto, o comportamento quantico é basicamente caracterizado pela cons-
tante de Planck e, portanto, a transi¢cdo do quantico para o cldssico di-se quando A
€ pequeno comparado aos outros parametros relevantes do sistema. Assim, a associ-
acdo da MC com a MQ ainda pode existir, mas com de um ponto de vista diferente
daquele pensado na antiga MQ. Estruturas cldssicas tais como 6rbitas periddicas,
agOes classicas, etc., podem ser usadas n3o para descrever o problema fisico em si,
mas sim, para construir objetos matematicos tais como fun¢do de onda e fungio de
Green que fornecem toda a informagao sobre o sistema em questdo. Este procedi-
mento é chamado de aproximacao semiclassica em MQ e é um campo de pesquisa de

intenso trabalho [1-8].

As aproximacdes semiclassicas sao de grande interesse, ndo somente no entendi-
mento dos fundamentos da mecénica quantica, mas também como uma ferramenta
pratica para os calculos, usuais em areas tao distintas como fisica nuclear e matéria
condensada. Em algumas situagGes, entretanto, a aproximacio semiclassica pode
nao fornecer resultados com a precisdo desejada. Por exemplo, para os niveis de me-
nor energia de algumas classes de potenciais unidimensionais (1D) as autoenergias
obtidas através de célculos semiclassicos podem desviar das autoenergias exatas por
volta de 10% [9]. Também, quando aplicados a potenciais constantes por partes, os
resultados da aproximacdo WKB ! (esta aproximagcéo consiste na expansdo da equa-
cdo de Schroedinger em poténcias de ki, para maiores informagdes ver apéndice A)

sao pobres.

O desenvolvimento tecnoldgico permite hoje em dia a construgdo de estruturas

unidimensionais microscépicas regulares tais como pogos quanticos e super-redes [10],

1Devido a G. Wentzel, H. A. Kramers e L. Brillouin
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onde fenémenos quanticos séo relevantes. Assim do ponto de vista prético é de gran-
de importéancia possuir formas diferentes de obter as autoenergias de sistemas 1D.
Obviamente, existem técnicas numéricas tal como o método de Noumerov (ver apén-
dice C), mas em algumas situacdes é mais apropriado um método analitico, como por
exemplo, para investigar a influéncia de diferentes fatores na separagio (“splitting”)
de energia em pocos duplos que representam: sistemas quimicos como a molécula de
amonia [11]; jungdes de dupla-camada [12]; e pontos quinticos (“quantum dots”™) [13].
Uma possivel candidata para fornecer métodos analiticos para a solugdo de tais sis-
temas seria a aproximagao semicldssica usual, mas como descrito anteriormente esta

pode nao ser satisfatéria em alguns sistemas tais como pogos quanticos.

A literatura [14-17] tem mostrado que melhorias na fungdo de Green semiclassica
de Van Vleck-Gutzwiller [8] podem ser alcangadas escrevendo-se a funcio de Green
semiclassica G como uma soma sobre caminhos cldssicos, contanto que incorpore-se
efeitos quanticos locais através de uma amplitude semicléssica generalizada. De fato,
esta idéia foi usada com sucesso para estudar espalhamento por miltiplos potenciais
em 1D [18,19]. Nesta monografia mostraremos que tal funcdo de Green semicléssica
generalizada pode ser facilmente construida para sistemas quénticos ligados e em
especial para pocos quanticos, sendo portanto, uma extensido e uma melhoria de

técnicas semicladssicas no estudo de problemas em 1D.

O presente trabalho tem como objetivo obter a fungdo de Green semicldssica
(@) para sistemas ligados e a partir dos pélos de G obter expressdes analiticas para
suas autoenergias. Como iremos mostrar, nossas expressdes finais sdo generalizagdes
das férmulas semicléssicas usuais, pois possuem um indice de Maslov dependente da
energia. Isto faz com que os nossos resultados analiticos sejam muito precisos quando
comparados aos calculos numéricos. Aplicamos, entdo, nossos resultados no calculo
de diversas grandezas de interesse, como o desdobramento e deslocamento de energia
em pocos duplos simétricos e assimétricos, respectivamente, e também no estudo de

sistemas que possuam quase-estados.



Capitulo 1

Aproximacoes semiclassicas

1.1 Descrevendo a Mecanica Quantica a partir de

objetos classicos

Os conceitos fundamentais da MQ ndo podem ser obtidos da MC. No entanto,
em alguns casos, muito do comportamento quintico pode ser entendido a partir da
conexao com a dinamica do sistema cléssico andlogo: estamos entido no limite semi-
classico da MQ. Em termos concretos, o limite semicldssico da MQ é dado quando a
constante de Planck A torna-se pequena ao ser comparada as grandezas caracteristi-
cas do sistema, que por abuso de linguagem escrevemos A — 0. Um método muito
util que segue tal linha é o método da aproximagdo WKB. Nesta aproximag3o, faz-se
uma proposta para a fungio de onda do sistema como sendo ¢ = Aexp [(i/k)S], onde
S é a agdo classica e A a amplitude da funcao de onda. Aqui observamos a associagio
de um objeto classico, a agdo cldssica, com a funcdo de onda da MQ, exemplificando
o uso de estruturas classicas para calcular quantidades quanticas. Substituindo %
dada acima na equagdo de Schrodinger e expandindo a equagdo resultante em po-

téncias de £, no limite semicléssico, ou seja A — 0 obtemos, em ordem zero de #, a
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equagao de Hamilton-Jacobi da MC. Para sistemas ligados os autoestados de energia
podem ser obtidos semiclassicamente da aproximacao EBK !, na qual os autoesta-
dos de energia sdo obtidos da equagio de quantizacio § pdg = 2mh(n + $/4), onde
n=0,1, 2, 3 ..., éum nimero (chamado indice de Maslov) inteiro e a integral

é realizada sobre uma drbita fechada do movimento da particula.

Além da funcdo de onda, outros objetos matemdaticos em MQ também possuem
uma descrigao semicldssica muito interessante, em especial a fungdo de Green, que
fornece toda a informagcdo sobre o sistema quantico (autoestados, autoenergias, evo-
lugdo temporal do sistema apés uma transformada de Fourier, etc), essa funcdo serd

o objeto de nosso maior interesse ao longo deste trabalho.

A seguir faremos uma breve discussdo sobre o propagador e a funcdo de Green e

como ambos sao calculados semiclassicamente.

1.2 O propagador semiclassico

O limite semiclassico também pode ser aplicado ao propagador usual em MQ.
O propagador fornece a evolugido temporal do sistema quantico, ou seja, dado um
estado quantico em um tempo ¢g, podemos encontrar o estado quantico em ¢ (¢ > to)
através da integral do produto do propagador e da funcdo de onda do estado inicial,
ou seja:

() = /t K (2, 20;t, t0)4 (%0, to)dzo. (1.1)

Na abordagem de Feynman da MQ [20] o propagador é dado pela soma de todos os
possiveis caminhos para uma particula sair de um ponto a e chegar em um ponto b,

modulado pela respectiva agio classica (C = (2mikie/m)/?, & = dz/dt)

1 ; dz, dz dzn-
— Tim — (i/R)S(b,e) 9T1 GT2 N-1 -
K(b,a) B-I;%C//'”/e cC O (1.2)

1Devido & Einstein-Brillouin-Keller
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onde
ty
S(b,a) = / L(z,z,8)dt, (1.3)
ta

e pode ser escrito numa notagdo mais compacta,
b i
K(b,a) =/ enStaD[r(1))]. (1.4)

No limite semicléssico (& — 0), a exponencial da agio no propagador (eis(b"‘)) varia
muito rapidamente entre os varios caminhos possiveis de a até b, fazendo com que
as amplitudes destes caminhos sofram interferéncia destrutiva cancelando-se mutu-
amente. Entretanto, a interferéncia destrutiva nio acontece na vizinhanca daqueles
caminhos especiais Z’s, para os quais AS é pequeno sob pequenas variagdes dos
caminhos. De fato, da MC [21] estes T’s sdo0 as trajetdrias cldssicas que unem os
pontos a e b. Entdo, no limite semiclassico as trajetérias que mais contribuem para

o propagador (1.4) sdo justamente as trajetdrias clissicas T’s [8, 22].

Matematicamente, o processo correto para tomar o limite semicldssico do pro-
pagador € expandir a acdo em (1.4) em torno da trajetéria cldssica até o termo de
segunda ordem, negligenciando termos de ordem superior. O termo de ordem mais
baixa é a prépria agao da trajetdria classica, o termo de primeira ordem, que re-
presenta a derivada da acdo cléssica é nulo [21]. O termo de segunda ordem foi
analisado por Marston Morse [8]. Morse demonstrou que, para intervalos de tempo
suficientemente pequenos, a variagdo de segunda ordem, considerada como uma for-
ma quadréatica dos deslocamentos §z de todos os possiveis caminhos ao redor de uma
dada trajetéria é positiva e, portanto, a trajetéria classica para intervalos de tempo
suficientemente curtos é de fato um minimo entre todos os possiveis caminhos. Neste
termo de segunda ordem existe uma série de tempos distintos que sdo chamados de
conjugados de t, (tempo inicial) e a medida que o intervalo de tempo aumenta, a
segunda variagdo adquire um autovalor negativo cada vez que t;, (tempo final) passa

por um tempo conjugado.

Apés feita a expansdo até segunda ordem, a integragio sobre dz pode ser efetuada,
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uma vez que este termo é quadratico. Em coordenadas generalizadas a solugdo final

é (para detalhes da obtencdo ver [23])

Koci(qh, th; Gar ta) = Z (27rh)‘f/2\/ﬁexp (%S(qb,tb; Qarta) — n%), (1.5)

trajetdrias
cldssicas

onde

9%S
M = det (— aqbaqa) , (1.6)

provém do termo de segunda ordem da aproximagio. x é chamado de indice de
Morse e é o nimero de tempos conjugados no intervalo ¢, — ¢, (ou seja o nimero
de auto-valores negativos do termo de segunda ordem) e f é a dimensdo do espago.
Esta formula foi primeiramente escrita por Van Vleck em 1928 [24], logo depois do

desenvolvimento da equagdo de Schrodinger.

1.3 A funcao de Green semiclassica

A funcdo de Green na MQ é um objeto matemdético importante definido pela

equagao
(E - HI)IG(r,¥; B) = §(r —¥'), (1.7)
onde H(r) é o operador Hamiltoniano, definido como
R _,
H(r) = —%V + V(r). (1.8)

No apéndice B apresentamos uma discussdo completa sobre as propriedades de G.

O nosso interesse é a funcdo de Green no limite semicldssico, a qual é obtida

tomando-se a transformada de Fourier da férmula de Van Vleck (1.5),

Got(gs, 903 E) = / Koo, ts; go, ta)er Bt (1.9)
0

Calcular a integral em (1.9) ndo é uma tarefa ficil. Para tal, usamos o méto-

do de fase estaciondria, onde precisamos calcular o ponto estacionario do expoente
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S(gv, s, gas ta) + Et, como funcio do tempo. Os cdlculos sdo discutidos em [7] e
fornecem a seguinte forma para a funcdo de Green semicléssica de Van Vleck e

Gutzwiller [8]

Gscl(‘lb, Ga; ) (2 ﬁ)L_ Z V ( 1)f+1Dcl exp [—z 277] €xp [ Scl(qba gi; )]
trajetérias

clissicas

(1.10)
onde
2
Dy = ——. det’(— aS“) (1.11)
|98l gl 09504a
1)
S(qb,qa;E)=/ pdg. (1.12)

da
Nas equagbes acima f é a dimensdo do espaco, 7 é o niimero de pontos conjugados

entre g, e g, com energia E constante. Pontos conjugados sdo os pontos da trajetoria
nos quais o determinante (—925/8g,8g,) torna-se singular. Os termos || e lga| em
D, s3o as velocidades nos pontos g, € gy, respectivamente e D é interpretada como
a densidade de caminhos e é chamada de amplitude semicléssica. O fator (—1)/*!

assegura que a expressao sob a raiz seja positiva para trajetérias curtas.

A express3o det’ em (1.11) indica a omissdo da primeira linha e coluna da matriz
(—8%5/8qs0q,). Este determinante é igual a 1 para sistemas unidimensionais. S é a

acdo da particula entre os pontos ¢, € g.

A expressdo (1.10) e seu trago, a férmula do trago de Gutzwiller [8], fornecem
bons resultados na resolucdo semiclassica de sistemas quénticos, como a particula
livre em dimensGes impares (onde na realidade fornecem os resultados exatos), o
problema de Kepler anisotrépico, o dtomo de Hélio [8,25-27], etc. De fato, esta

expressao fornece resultados exatos para potenciais quadraticos em 1-D.

Apesar do sucesso dos resultados semiclassicos, alguns problemas, tais como tu-
nelamento, ndo podem ser descritos adequadamente pelo método semiclassico usual,
isto é, considerando somente as trajetérias que sdo solucbes reais da equagdo de

Hamilton-Jacobi. Desta forma, é interessante tentar melhorar a expressio (1.10),
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sem modificar muito sua estrutura. Observando cuidadosamente esta equagio, nota-
mos que uma das fontes de problemas estd associada aos pontos de retorno cléssico
(onde E = V). Nestes pontos a velocidade da particula |q| é nula fazendo com que
o termo D, divirja. Assim, uma tentativa de melhorar esta expressao é justamente
modificar a amplitude semicldssica D. No préximo capitulo discutiremos uma pos-
sibilidade de generalizagdo da fungido de Green semicldssica seguindo esta linha de

raciocinio.



Capitulo 2

Generalizacao da funcao de Green

semiclassica

2.1 Uma proposta de generalizacao do método se-

miclassico

Existem diferentes maneiras de se tentar melhorar a aproximagcao semicléssica pa-
ra o propagador e a funcdo de Green. Por exemplo: (i) uso de trajetérias complexas
estendendo as varidveis cldssicas para o plano complexo. Desta forma, obtém-se tra-
jetorias com valores complexos dentro das regides classicamente proibidas [28-33].
Recentemente, tunelamento multidimensional [34] e tunelamento caético [35, 36]
foram discutidos desta forma. (ii) No dominio do tempo, considerando a representa-
¢ao inicial do propagador semiclédssico em termos da propagacdo de pacotes de ondas
Gaussianos procedendo somente com tempos reais e trajetérias classicas [37-39].
(iii) Considerar para o sistema uma versdo semicldssica da mecanica de matrizes de
Heisenberg, a qual de uma certa forma ‘evita’ o problema de conexido das regides

cléssicas distintas ( [40,41] e referéncias 14 contidas).

10



2.2 Fungao de Green para um inico potencial de suporte compacto

11

Apesar de existirem os métodos citados no paragrafo anterior, seria muito bom
melhorar a equacdo (1.10) sem modificar muito a sua forma, pois esta é fisicamente
intuitiva e possui uma estrutura matematica simples, evitando técnicas relativamen-
te complicadas como as usadas nos métodos j4 mencionados. Atualmente, alguns
resultados na literatura [14, 15] mostram que efeitos ndo cléssicos podem ser incor-
porados na férmula semiclissica através de uma amplitude semicldssica W, com a
funcdo de Green entdo sendo escrita como Gy = D, Wexp [i/hSq)], com W mais
geral do que a densidade de caminhos D,;. Para alguns exemplos especificos, foi mos-
trado que a transformada de Fourier exata para G (o propagador) pode ser escrita
como uma férmula semiclassica generalizada. Em um trabalho recente, MGE da Luz
e colaboradores [18] mostraram que para potenciais de suporte compacto a fungdo
de Green exata pode ser escrita na forma G, = ), Wexp[i/hSq]. Nas proximas

secOes passamos a discutir tais resultados.

2.2 Funcao de Green para um unico potencial de

suporte compacto

V(x) V(x)

Figura 2.1: Exemplos de potenciais de suporte compacto

Aqui iremos seguir as idéias expostas na referéncia [18] para obter a funcdo de
Green para um tnico potencial de suporte compacto, como aqueles da fig. 2.1.Sendo

{%n,¥x} o grupo completo de solugdes da equagio de Schrodinger para o potencial
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acima (%, e ¥ sendo, respectivamente, a funcdo de onda para os estados ligados e
estados de espalhamento com energias E,, e A*k?/(2m)), a funcio de Green associada
ao deslocamento de uma particula entre os pontos z; € z; com energia E, pode ser

obtida através da expanséo espectral da fun¢do de Green (ver apéndice B)

G = G(e'l')(:l)f $,;E)+G(e'e')($f,$,;E)
Z¢n($f)¢ z;) / dk¢k($f)¢k($)

U (2.1)

onde G(*!) representa a fungio de Green associada aos estados ligados (el.) e Glee)

a funcdo de Green associada aos estados de espalhamento (e.e.).

As solugdes de espalhamento ¢,(ci)($) de uma onda plana chegando da esquerda

(+) e da direita (—) sdo dadas por

<
exp [+ikz] + R (k) exp [Fikz] z<a para(+)

z>b  para(-)

#@) = 2= ADu@ +BORaz)  a<a<b (22)
T (k) exp [tikz] =>b  para(4)
\ r<a para(-)

onde R®F), A®) BE) T sio coeficientes quanticos obtidos das condigdes de con-
torno, a e b estio representados na fig. 2.1. Note que escrevemos 7 (k) no lugar de
T@E)(K), pois TH(k).= TN k) =T [42]. ui(z) e si(z) sdo duas solugdes (funda-
mentais) independentes da equagdo de Schrodinger na regido onde V(z) # 0, o que
corresponde, para £ > V (E < V), a ondas propagando (decaindo) para a direita
(esquerda), respectivamente. Mencionamos também que quando a fungdo de onda
de espalhamento é propriamente estendida para o plano complexo-k (na localizagéo

de uma energia de ligagio) entdo o resultado é a fungio de onda do estado ligado.

Vamos assumir que G(*/) = 0 na equagcio (2.1). Isto é legitimo para potenciais
que ndo permitem estados ligados [43]. Na referéncia [18] os autores argumentam
que os resultados finais também sdo validos para potenciais atrativos, mas isto nao

sera discutido aqui.
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Por conveniéncia, vamos analisar as possibilidades: (——) z;, z; < a; (—+) z; <
aezs>b; (+—)z; > bezs <a;e(++) zi, z; > b. Entdo, inserindo as equagdes

(2.2) em (2.1), e calculando as integrais [18], encontramos

Gax(zp,aik) = o {explikle; — i) + RO (k) explFik(es + )]} (23)
e
Giz(zs,zi5k) = %T(k)exp[ikmf—xil]. (2.4)

Queremos chamar a atencdo para o formato das fun¢des de Green obtidas. Pa-
ra o caso de reflexdo (Gxx(zy,zi,k)), o primeiro termo representa a propagagio
de uma particula livre entre os pontos z; € z; e o segundo a propagagdo de uma
particula livre entre os pontos z; e z; sendo refletida pelo potencial em questao.
No caso de transmissdo (G+x(zy,zi; k)), o Unico termo representa a propagacio de
uma particula livre entre os pontos z; e z; sendo transmitida através do potencial.
Assim vemos que G nas equagdes acima, estd escrita como uma soma de caminhos,
Geen = D> Wexp[(i/h)S], porém W estd relacionado com os coeficientes quinticos de

transmissdo e reflexdo e ndo mais com as amplitudes semicldssicas usuais, eq. (1.10).

2.3 Potenciais de suporte compacto segmentados

O passo natural agora é estender esta construcdo para o potencial dado por

N

V(z) =) V(a), (2.5)

—
figura 2.2. Neste caso, no entanto (ver [18]), ndo é interessante utilizar a expansao
espectral para a funcdo de Green (2.1). O método mais apropriado é a expansao
perturbativa da funcdo de Green. Suponha que podemos escrever o Hamiltoniano

como H = H + V, onde H é o Hamiltoniano do sistema no perturbado e seja Ga
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V(x)

@

WVG) V(3) /

Figura 2.2: Soma de varios potencias de suporte compacto

(¢))

fungdo de Green para H. Entdo G para o H total é dado por (ver apéndice B, eq.
(C.42))

G(zs,3i32) = Gz, 12) + / dz1G(zg, 215 2)V (21)G (21, 25 2)

+[ dzodz,G(2 5, T2; 2)V (22) G (22, 245 2)V (2,)G(21, 255 2) + ... . (2.6)

O procedimento a seguir é trabalhado em detalhes na ref. [18]. Os potenciais
individuais s#o adicionados um de cada vez no cilculo, ou seja, supomos H = H® +
V() e obtem-se GV de (2.6). Depois, faz-se H = H + V®, com H = H® 4+ v
(para o qual j& se conhece G™)) e de (2.6) obtem-se G(?). Isso ¢ realizado até que
todos os potenciais tenham sido inseridos no Hamiltoniano. Mais especificamente,
consideramos primeiro o Hamiltoniano da particula livre, H® = —(%%, entao
G© ¢ a funcio de Green da particula livre e V(z) um tnico potencial V(1). Entdo
de (2.6), GM) ¢ dada como uma série de integrais sobre as agdes classicas e sobre
V(). Nesta expansio de GV podemos associar formalmente a V() seus respectivos
coeficientes de reflexio e transmissio R() e 7(1) . Neste momento, tem-se em méos
a fungéio de Green G(!) para o potencial V = V(). O préximo passo é adicionar a
perturbagio devido ao potencial V(2), tendo a fun¢io de Green G; como a fungdo

de Green do problema nio perturbado. Entio, H©) = —(;‘—:J;d;; + VD), V(z) =v®
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e a equagdo (2.6) leva a uma série envolvendo R, TM), acdes classicas e V(2.
Novamente podemos identificar na série expressdes correspondendo aos R(?) e 72
associados com o potencial V(®. O processo é repetido recursivamente até que todos
os N potenciais V(")’s sejam incluidos [18]. Todas as séries se reduzem a uma soma
infinita composta de amplitudes quinticas, que podem ser somadas exatamente por

serem séries geométricas.

Uma andlise cuidadosa das funcbes de Green obtidas através destas séries, revela
que a fungdo de Green pode ser colocada exatamente na seguinte forma (para z, z;

fora das regides da agdo dos potenciais) [18],

m 1
Gen(@r,3i5K) = = 3 Wewexp [3-Su(z, i ) (2.7)

onde ce é entendido como ‘caminho de espalhamento’, S.. e W, sdo, respectivamente,
sua acao classica e amplitude correspondente. Desta forma, vemos que os efeitos
nio classicos sdo introduzidos na férmula semicléssica usual através dessa amplitude
semicldssica generalizada, que depende dos coeficientes de reflexdo e transmissio dos

potenciais individuais V(9)’s,

Antes de discutir a expressdo acima em mais detalhes, é interessante comparar
(2.7) com a férmula de Van Vleck-Gutzwiller (1.10) para f = 1. Vemos que as
equagdes (1.10) e (2.7). sdo similares, com o termo m/(fk)*W., fazendo o papel do
termo /D, exp [—iwn/2]. Entretanto, W, é mais geral que a amplitude semiclassica
pois leva em conta efeitos puramente quanticos, como tunelamento. Para o caso
de tunelamento, W é igual ao coeficiente transmisséo e ndo diverge nos pontos de

retorno cléssicos.

Em (2.7), um ‘caminho de espalhamento’ representa uma trajetéria onde a par-
ticula comega em z;, sofre miiltiplas reflexdes entre as paredes dos potenciais e final-
mente chega em z;. Os pesos W, sdo construidos da seguinte maneira. Cada vez
que a particula se choca contra um V), esta pode ser refletida ou transmitida pelo

potencial. No primeiro caso, W,, ganha um fator R\ (reflexio) e no segundo, ganha



2.4 Como utilizar a funcdo de Green generalizada

16

um fator T'() (transmisséo). W., total é ent3o o produto de todas as amplitudes par-
ciais para aquele caminho de espalhamento particular. S.. é a acdo cléssica para ‘o
caminho de espalhamento livre’, ou seja, é dado por S, = kL., onde L., é o compri-
mento total da trajetéria da particula (sempre tomado fora das regides de agao dos
potenciais de suporte compacto). Notar que aqui estamos usando R e T ao invés de
R e T (os coeficientes de reflexdo e transmissdo quanticos). Isto é feito por uma sim-
ples comodidade do célculo e temos que R* = R* exp [+2ikc] e T = T exp [—ikd],
com c o ponto de retorno da particula ao ser refletida pelo potencial e d a largura do

suporte compacto do potencial.

Na férmula (2.7) é preciso fazer a soma de um nimero infinito de ‘caminhos de
espalhamento’, o que a principio pode parecer muito dificil. Entretanto, tal célcu-
lo pode ser feito por uma simples classificagdo diagramatica das trajetérias, a qual
¢ uma forma pratica para identificar e efetuar as séries geométricas mencionadas
anteriormente. Esta classificacio dos caminhos é discutida em detalhe em [18] e
sera exemplificada na préxima se¢do para a obtencdo da funcido de Green semiclas-
sica generalizada para Potenciais Constantes por Partes (PCP). PCP sdo 1teis para
descrever sistemas realisticos na matéria condensada, tais como pontos quanticos e
super-redes [10]. Os célculos, a seguir, representam o primeiro resultado novo obtido

em nosso trabalho.

2.4 Como utilizar a funcao de Green generalizada

No sentido de fornecer um exemplo de como a férmula (2.7) é utilizada e como

as séries geométricas aparecem, vamos considerar os potenciais de suporte compacto

idénticos na fig. 2.3(a).

Precisamos somar todos os possiveis caminhos para uma particula sair do ponto

z; e chegar ao ponto z;. Como mostrado na fig. 2.3, vamos considerar o caso onde
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particula é transmitida através das barreiras. A particula deixa z; < z; vai até z;.
No ponto z;, a particula pode tunelar ou ser refletida. Como estamos interessados
na fungio de Green com ponto de chegada z, ndo consideramos a reflexdo. Entdo,a
particula tunela até z,. Neste caminho W,, ganha uma contribui¢do T, com T o
coeficiente de transmissdo do potencial V. Entre os pontos z; e z3 a particula sofre
M multiplas reflexdes. Por simplicidade vamos assumir que os potenciais sdo idénticos
e simétricos, ent3o a contribuigio para W, é [R]*M, onde R é o coeficiente de reflexio
do potencial V. Se os potenciais fossem diferentes o processo seria o mesmo, porém
teriamos que utilizar os coeficientes de reflexdo de cada potencial. Em seguida, a
particula tunela para z, e W, novamente ganha a contribui¢éo T e finalmente chega
até z;. As figuras fig. 2.3(b)-(d) mostram trés exemplos esquematicos para estes ce.
A funcdo de Green semicléssica generalizada é entdo a soma de todos esses caminhos

e é escrita como (E = h%k?/2m)

m

Ggen(zf,2i, E) = W{T exp [1k(z1 — ;)]
X Z [R]*M exp [ik(2M + 1)(z3 — 5)]
M=0
xT exp [ik(zs — z4)]}
m . .
= WTS‘L exp [tk(z1 — z;) + tk(z5 — z4)], (2.8)

onde
i _ T? exp [1k(z3 — z2)]
&* 1 — R?exp[tk(zs — z2)]’

é o coeficiente de transmisséo total do potencial V + V.

(2.9)

O método acima consiste em fazer a soma dos ce, mas quando o numero de
potenciais aumenta isso pode ser bastante tedioso de ser feito. No entanto existe
uma forma mais simples e direta para que a soma acima seja realizada. Esta forma
consiste em uma classificacdo diagramatica dos possiveis ce e sera descrita como

segue.

A particula deixa o ponto z;, chega ao ponto z; e tunela até o ponto z;. Neste
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Figura 2.3: Grupo de caminhos para uma particula sair do ponto z; e chegar no

ponto z;
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ponto z; o grupo das todas as possiveis trajetérias pode ser chamado de P, como
mostra a fig. 2.3(a). P, possui duas contribui¢bes: 1) propagacio até z3 seguido de
reflexdo e um grupo de possiveis trajetérias P,, fig. 2.3(a); 2) propagacio até z3,

transmissao até z4 e finalmente chegando em z;. Assim a forma de G,..(zy,z;, E),

P1 € P2 sao
Geen(zf,2:, E) = ;%exp lik(z, — z,)]T A, (2.10)
: RP,
P, = exp [ik(z3 — z2)] (2.11)
T exp [ik(zs — z4)],
P2 = exp [Zk($3 - $2)]RP1 (212)

onde o ‘{’ representa a divisdo da trajetéria. A forma equivalente de P, é

P, = exp [tk(z3 — z2)](RP; + T exp [ik(z; — z4)])- (2.13)

Resolvendo (2.12) e (2.13) para P, temos
_ Texplik(za — o)) explik(a; — 2)]
b= ek — )] (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.10) obtemos novamente a equacio (2.8). Este método sera

utilizado nas préximas segoes.

2.5 Aplicacao do método semiclassico generaliza-

do a PCP

Esta secdo tem como objetivo generalizar os resultados obtidos na tese de mes-
trado de Vicentini [44]. PCP sdo uma classe de potenciais onde, novamente a apro-
ximag&o semicléssica (1.10) e WKB néo fornecem resultados satisfatérios devido as
descontinuidades destes potenciais. Os PCP s3o dados por (ver fig. 2.4)

up se <z (regido 0)
V(z) =4 u; se z; <z <zjy1=z;+d; (regido j) (2.15)

Up S€ T > Tn (regido n)
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Os valores u;, d; e z; sdo, respectivamente, a altura do potencial, o comprimento
da regido j e a localizacdo do j-ésimo ponto de descontinuidade. Sem perda de

generalidade, vamos supor ug = 0 e ; = 0. Vamos introduzir também os niimeros

de onda nas diferentes regides com k; = /2m(E — u;)/h = iu;. No sentido de se
obter as equagbes em uma forma geral, ndo iremos distinguir os casos em que k; é

real ou imagindrio (iu;), exceto quando mencionado.

V&)

X1 Xs X3 X4 X

Figura 2.4: Exemplo de PCP com quatro pontos de descontinuidade

2.5.1 A construcao da funcao exata

A fungio de Green é dada pela equagdo (2.7), que aqui reescrevemos na seguinte

forma:

G (25,2403 E) = 5

exp [ Scammho(xln Za; kO)] (2.16)

c&mmhoa
onde S..mizno(Zb Za; ko) = A f:: Kecaminno dZ € j € [, indicam, respectivamente, a quais
regides z, e z; pertencem. Para o caso mais simples onde temos apenas um ponto
de descontinuidade, n = 1, se z, e z; pertencentes & mesma regiao, fig. 2.5(a), 7 =0

el =0, os dois possiveis caminhos fornecem:

G (zp, 70; E) = h’;‘k {exp[zkolzb—-:cal]+a dexpl-iko(zs +z)]} . (217)
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Se z, e =, pertencentes a regides diferentes, fig. 2.5(b) , 7 = 0 e [ = 1, o dnico

caminho fornece

(1)(“, z.;E) = ﬁz\/lﬁ a0 ) exp [i(k1zs + Koza)]- (2.18)

(@ ®

v

Xa Xp Xa Xy,

Figura 2.5: Potencial com um ponto de descontinuidade (a) para z; € z; pertencendo

a mesma regido e (b) para z; e z; pertencendo a regides diferentes

O primeiro termo na (2.17) é a contribuicdo do caminho cléssico direto entre os
pontos z, € z;. Mas o segundo termo (inico) em (2.17) ((2.18)) é a contribuicdo
do caminho refletido (transmitido) que é cldssico quando k; é imagindrio (real) e
quantico quando k; € real (imagindrio). Os coeficientes a’s, como mostrado em [18],
sdo de fato os coeficientes quinticos (a menos de uma fase) das fungdes de onda.

Assim, os coeficientes a’s para um tnico ponto de descontinuidade sio escritos [45]

W _ko—k W _ [k 2ko 919
%00 ko + Ky ° %ol ko ko + ky’ (2.19)
os quais fornecem as funcdes de Green corretas em (2.17)-(2.18). Similarmente,
temos [45]
W) = 0 W _ [k _2k 9.90
G110 = ~Gop € G1p0= ki ko + ki (2.20)

Observe que se k; for real, Ia((,f(),l2 (|aﬁ|2) |a(1)|2 (|a£f(), ?) sdo, respectivamente,
as probabilidades de reflexdo e transmissio para ondas planas vindas da esquerda
(direita) [46).

Para calcular a fungdo exata para n pontos de descontinuidade, dado que pa-

ra PCP ndo hd superposicido dos potenciais, utilizamos os coeficientes dados nas
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equagdes (2.19) e (2.20) como blocos de construgio. Para tanto, vamos resumir e

generalizar esses coeficientes como

) = —¢ = ki1 — k;
.7 1,j-1 5 kj—l + kj
= [k 2k
ERY kj—1 ki1 +k;
G [Rim 2k
.71.7-1 - k] kj_]_ +k]' (2.21)

Os superescritos indicam o j-ésimo ponto de descontinuidade e os subscritos repre-

sentam, respectivamente, as regides antes e depois da reflexdo ou transmissio.

Com base no que foi exposto na segdo 2.3, estabelecemos as seguintes regras:

1. propagacdo de y até z na regido j produz exp [t1k;|z — y|];

2. reflexdo no ponto de descontinuidade z; para a esquerda (direita) produz um

fator ¥ (a (J))’

j=1,j-1 J,J

3. transmissdo através do ponto de descontinuidade z; da esquerda (direita) pro-

duz um fator ag’)l J(a(’)_l)

Com estas regras em mente, a fungéo de Green (2.6) pode ser reescrita como

ng;)(a:b,za; E)= \/—1 z Hf,., (2.22)
3

caminho r
onde a soma é sobre todos os possiveis caminhos cldssicos e f,’s sdo os fatores apro-
priados das regras 1-3 associados a cada caminho conectando z, e z;. Notamos que

(2.22) pode ser pensada como uma versio exata da aproximagao em [47).

Em principio, as partes mais dificeis no calculo da expressao acima sdo enumerar
todos os caminhos e somar suas contribuicées. Entretanto, como vimos na secao 2.3,

(2.22) é sempre uma série geométrica e, portanto, pode ser somada exatamente.
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2.5.2 Dois pontos de descontinuidade

No sentido de deixar o assunto mais claro, primeiramente vamos calcular (2.22)
para n = 2, fig. 2.6(a). Na fig. 2.6(b)-(d), mostramos trés possiveis caminhos no caso
de z,, 2, < z; = 0. Usando as regras 1-3 da secdo anterior, as contribuicdes dos

caminhos mostradas na figura 2.6 sdo:

o figura 2.6 (b) exp [tko|zy — .||,
e figura 2.6 (c) all eXp [—iko(zs + z0)] €

o figura 2.6 (d) agli[a(lzz]zagliaglgexp[ —tko(zy + 24)]-

Coletando todas as possiveis trajetérias, temos:

(2)(11:;,, z.; E) = k (exp [tkolzs — z4|] + Arexp [—iko(zs + z4)]), (2.23)
0

com
()53 g (! exp [2ink; dy]
A — a(l) (1)a(1) [a(2)]n a(l) n-1 exp 22nk1d1] = a(l) + aO 1%1,1¥1,0 1¢1
w0 ¥ itis ; | [ 1-— aﬂag zexp [2ik1d,]
(2.24)

Ap acima é o coeficiente de reflexdo total para o potencial.

Ana.légamente, se £, < 0 e z; > 75, entao

G’E,?%(zb, z.; E) = Arexp [tky(zy — dy) — tkoz,)), (2.25)

hzx/k k,
com

ad (1) ,,(2)
. n ) ag 101 2 €xp [k1d;
Ar = aglgaﬁ), exp [ik1dy] E [aﬁaﬁ] exp [2ink;d;] = 01912 X [F1di]

- 1- aﬁaﬁ exp [2ik,d,] .
(2.26)

sendo o coeficiente de reflexdo total do potencial.

Note que Ag e Arexp[—ikod;] sdo, respectivamente, as amplitudes semiclassi-

cas generalizadas de reflexdo e transmissdo totais para uma onda plana vindo da
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Figura 2.6: (a) Potencial para n = 2.(b)-(d) Representacéo esquematica de trés

possiveis caminhos para G®)(z;,z,; E) no caso de 3, z, < 0.
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esquerda [46]. Para o caso de 0 < z, < z3 e T > 2,

G (zp, 2 E) = (Ar exp [ika(zs — di) + iky(dy — 2,)]

ihz\/ kik;

+AI €Xp [Zkz(.‘tb - dl) + Zkl (dl + .’IIa)]), (227)
onde
(2) X (2) (1) a{)
Ap = a [a17a; 1]" exp [2ink,d)] =
1,2 ; 1,1%1,1 [ 1 1] 1 _ a(llgagzg exp [2zk1d1]
(05§ [ 40 aila’)
Ar = ay,a a; 16y 11" exp [2ink dy] = . (2.28
1,1%11 g[ 1,191, 1 [ 1 1] 1— a(llzaggz exp [2ik1d1] ( )

Todas as outras fungdes de Green para as diferentes possibilidades para os pontos

finals sdo obtidas da mesma forma.

As equagdes (2.23)-(2.28) (e também (2.17)- (2.20)) reproduzem as equagdes da
Ref. [48]. Adicionalmente, com a ajuda de (2.21) podemos facilmente derivar de
(2.25) e (2.26) que: (a) Ar = —1 e At = 0 para o potencial de uma parede infinita; e
(b) Ar = R®) = —y/(1+v) e Ar = T®) = 1/(1+7), v = im)/koh?, (fazendo uz = 0
e tomando o limite d; — 0 e u; — oo, mas mantendo u;d; = A) para o potencial-
delta com intensidade A. Com isso, as fungdes de Green para estes sistemas [49-51]

sao0 obtidas exatamente como casos especiais de nossos resultados.

2.5.3 N pontos de descontinuidade

Para um n geral, os infinitos caminhos conectando os pontos z, com z; em (2.22)
devem ser todos somados. Como sdo sempre séries geométricas [18] podemos sempre

realizar a soma exatamente. Para isso utilizaremos o método discutido na segdo 2.4.

Por simplicidade vamos fazer =, > z,. Uma vez conhecido a qual regido z, e zp
pertencem, podemos dividir o potencial em trés blocos: o bloco da esquerda (L), que

inclui todas as partes & esquerda de z; se z; < T, < Zj41; o bloco da direita (R),
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R T M

L k; M k R

z; Zq Tj41 Z) Tp T4l

Figura 2.7: Divisdo do potencial PCP em blocos para o cdlculo da fun¢ido de Green
para' N pontos de descontinuidade. Os A’s representam as amplitudes em cada um

dos pontos de descontinuidades mencionados no texto.

que inclui todas as partes a direita de z14; se z; < zp < Zy41; € 0 bloco do meio (M),
que inclui as partes entre z;+; e ;. As regides j e [, onde estdo situados z, e z
sdo excluidos na definicdo dos blocos, fig 2.7. Para escrevermos as equagoes, AS,;_,")
representa: se p = ¢ a amplitude de reflexdo no ponto de descontinuidade ¢ entre as
regides t e v e se p # ¢ a amplitude de transmissdo no ponto de descontinuidade ¢

entre as regides t e v.

Uma particula inicialmente em z, pode: (1) ir diretamente para z = z;+1, (2)
ir para 3 esquerda, bater no potencial V) em z = z; e entdo ir para & direita e
chegar ao ponto z = z;4;. Em analogia com a secdo 2.4, existe um grupo infinito de
possiveis caminhos para uma particula deixar z = z;4;, € vamos chamaé-los de P;3,
fig. 2.8. Entdo, pela ref. [18] e regras (1)-(3) da secdo 2.5.1, a funcdo de Green pode

ser escrita como

G(’;)(xb 2 E) - m €xXp [ikj(mj+1 - %)]Plz
7  vay Z

— : (2.29)
1 \/kik Ag-fj’-l) exp [tkj(zo — ;) + tk;d;] Pra.
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L M R
Py, Py3
- i
Zj To Tj+l ;T Tp Tiyr

Figura 2.8: Grupos de caminhos P;; e P,3 para PCP

Qualquer caminho em P, pertence a uma das duas possibilidades: (1) transmis-
sio através de VU*1), seguida por uma das trajetérias no grupo Py3, ou (2) reflexdo

por V(*1) e entdo por V), finalmente alcancando novamente z = z;4,. Entdo, Pip

é dado por
A p
Pa={ o (2.30)
A;T ALY exp [2ik;d;) Pr.
De forma similar, temos (fig. 2.8)
(
exp [ikl(.’l:b - a?z)]
exp [tki(ziy1 — T
Po={ ' . plik{an (,".1]1) (2.31)
Az+1,j €xp [Zkldl] . A,j" Pys3
PRl g 46 o 1o

Observe que a particula finalmente alcanga z; pela esquerda ou pela direita, fig. 2.9.
Esta pode, uma vez na regido z; < z < zi41, voltar para a regiao z; < T < Tj41,
sendo refletida para a frente e para trds. Todas estas possibilidades sdo levadas em

conta em (2.31).

Ent3o, da secio 2.4 as formas equivalentes das (2.29)-(2.31) sao

Pz = AYT Py + AYH AP exp [2ik;d;] Prs. (2.32)
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L k; M ki R
T —-—
Zj ZTa Tjt1 T Ty Tt

Figura 2.9: Sentidos para os quais uma particula pode deixar z, e chegar a z;

Pys = expliki(zy — z1)] + Aff,"'l’") exp [ikldz]{ exp [tki(zi41 — 7b)]
+ explikid]{A{{ ) Py + AL AYY exp 2ik;d;) Prp } } (2.33)

Resolvendo (2.32) e (2:33) e substituindo o resultado em (2.29), finalmente obte-

mos a fungdo de Green ezata para o PCP,
+1,1
n_AG

ih?\/k;ky BJ(.’,‘)
"‘Ag,lf ™) exp [tkj(zj41 — o) + thid) + ki(z141 — z3)]

G (2p, 203 E) = exp [tk;(zj41 — Ta) + iki(zs — 2:)]

+A§"1:;-1) exp [ikj(xa —z;) + tk;d; + ki(zp — z,)]
+A§31)Ag,+1’") exp [ik;j(z, — ;) + ik;d; + ikidy + ki (2141 — xb)]},
(2.34)

BY = (- AGPAY exploik;dy]) (1 Al AL exp 2ikid))
—AGP AL ALTOALTY exp 2ilksds + ) (233)

Os quatro termos em (2.34) correspondem respectivamente as contribuigdes dos
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caminhos deixando z, parae alcangando z; da: direita e esquerda; direita e direita; es-
querda e esquerda ; esquerda e direita. As amplitudes Agfl’l), Aff,’j +1) ,Ag.f,“’l),Ag;-j +1),
sao devidas ao bloco M; Agj’-l) aLe Afl,'" 1™ a R. Elas sdo obtidas através das seguintes
relaces de recursdo (0 < s<r—-1,1<r <n)

(s+1)a(s+1)A(s+2,r)

a
A(s+1,1‘) = a(s+1) + 5,541 "s41,57 "ot 54l €exp [2ik‘s+1ds+1]
* s’s 1- agﬁﬂﬂAgﬁ?}% €xXp [2ik,+1d_,+1]
(r) _(r)  Alr=1,5+1)
a a A
A(S;H’r) — as',-) + roy—=1%r=1,r‘*r—1,r—1 exp [2Zk —ld _1],
7 B agr—)1,r—1A£r——1f;s—+11) exp [2ik,_1d,1]
(2.36)
com AP = A —0e(0<s<r-2,2<r<n)
(s+1) 4(s+2,r)
a A
Ags;'- )= ciasteas s €xXp [2iks+1 ds+1]
’ 1- ai:-'i2+1A.£:jf;21 exp [2ik;+1ds41]
(r) (r—1,5+1)
a A
AlrstD) = rr-1r-ls exp [2tk,_1d,—
g =0l AT ep i ] el
(2.37)

(rr) _ () (s+1,s+1) __ (s+1)
com Ar—l,r - ar—l,r € As+1,s - as+1,.s'

Para o caso de z, e z; pertencendo a mesma regido (I = j), temos

m 1
ih’k; 1 — APD AL exp [2ik;d;]
X { exp [ik;(zp — z4)] + Ag;'l’") exp [tk; (2241 — T4 — b))

G.S:;) (xb, Za; E) =

+A§-{1’-1) exp [ikj(zo + 2 — 22;))
+A§31)A§-’7;'1’") exp [tk;j(zo — zb + 2dj)]}. (2-38)

Aqui devemos notar que considerando cada bloco, estamos de fato calculando
as suas amplitudes quanticas. Entdo, temos os casos interessantes de reflexdo total

(I =37 =0) e a transmissdo total(! = 0,j = n)

G’((,"g (zpy 203 E) = - ? {exp [iko(zp — 4)] + A&’,") exp [—tko(z, + xb)]}
’ Zh ko
G((,’:,),(xb, z.; E) = —EL———A&’:‘) exp [tkn(zp + z5) — tkoZ,)- (2.39)

ih?v/kokn
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A&(,") e Ag,’l") sao, respectivamente, as amplitudes de reflexdo e transmissdo total

para uma onda vindo da direita.

O traco da funcdo de Green, dado por

9(E) = [ 6(z,; E)da, (2.40)

€ muito util na andlise do espectro de energia de um sistema quéintico [8,52]. Como
exemplo vamos considerar uma série de barreiras tipo PCP confinadas em uma caixa

infinita, neste caso temos ug = u, = 0o em (2.15). A partir de (2.38) temos que para

esse caso (2.40) resulta em

)(E) m nz—l ﬁ Z 2A(J’1)A(J+l ™) exp [2tk;d;]
Gor ih? 4 k- ih? _ A(_],_l) G
j=t1 33 ‘g

+ﬁ§ ( ’_423'1) + Agg';l»ﬂ )sin [kds) exp [ik;d;]
ih? 1- Ag‘f}l)Ag;-l’n) exp [2ik;d;] ki

(2.41)

Na equagdo acima as somas representam, respectivamente, as contribuigées de todas
as Orbitas de comprimento zero, 6rbitas periddicas, ou seja caminhos deixando z,
para a direita (esquerda) e chegando em z, = z, pela esquerda (direita) e érbitas
nao periddicas, isto é caminhos deixando o ponto z, para a direita (esquerda) e

chegando no ponto z;, = z, direita (esquerda).

Para exemplificar a aplicacdo da funcdo de Green semiclassica generalizada para
PCP, vamos aplici-la para o pogo duplo infinito assimétrico (pdia), ou seja (2.15)
com n = 4 e up = ug = 00. Por conveniéncia, somente consideramos os casos que z,

estd na mesma regido z;. Das equagdes (2.38) e (2.36)-(2.37), obtemos

g = B _ik; O) exeo [ik:
G~ = ik’k;1 — RY) R(_j)(exP[ ikjza) + RZ exp [zija])
x ((exp [ikjzi] + BY exp [~ik;za]), (2.42)

onde RY) = RY) exp [2ikjzj11], RY) = RY exp [-2ik;z;], RY =RY =1, RY =
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R2,3, R(_2) = Rz,l €

T (bar) 2R
Rg) = R(1b;r) [1 (b] ) -2
L 1 _ R ar Rl 3
RO _ plan) 7 (bar)]sz

— = ,2

(2.43)
(bar) (bar) «~ . - . .
onde R:s ' e Trs ' sdo os coeficientes de reflexdo e transmissdo para a barreira.

O traco da fungao de Green é facilmente derivado de (2.41) e dos coeficientes
R acima. Vamos calculd-la para uma barreira quadrada localizada no centro de
uma poc¢o quadrado infinito, ou seja, k; = k3, d; = dsz , 'R(s) =RY = RW ¢
Rff) = R(z) R, Entso, escrevendo g*%e) = g(p dia) | g (” dia) 4 glod 4ia) temos

(pdia) m 2_(1_1 d,
% 7 P k2)
(pdia) _ 2m [dz ( [’R,(2)]2 exp [2tkad,) ) B 11- ( R(1) exp [2ik;d;] )]
Gop Zﬁ2 ky \1 — [’R,(2)]2 exp [22k2d2] ky \1 -RO) exp [2Zk1d1]
2m 71 RML 1
(pdia) _ 27°) — . ]
Yonp k2 [k% (1 T RM exp [QZkldl]) sin [k1d1] exp [Zkldll
1 R(2) _ .
+-]‘g (1 — [ROP2 exp [2ik; d1]) sin [kd;] exp [”ﬁzdz]] ) (2.44)

onde g{*** @) ¢ a contribuicio das érbitas periédicas de comprimento zero, g+ é a

P
contribuicido das érbitas periédicas de comprimento ndo nulo e ggﬁ‘f,i“) a contribuigdo
das érbitas ndo-periédicas. Comparando a equagio acima com a férmula do trago na
ref. [48] é observado que apesar de ambas estarem relacionadas com 6rbitas periédi-
cas, a férmula do trago ndo fornece as amplitudes quanticas corretas que aparecem
em (2.44). Se u; = 0, um caixa infinita de comprimento L = 2d; + ds, (2.44), fornece:

) = ky L/(2E), g% = (kyL)(cot ky L +1)/(2E) e g% = —1/(2E), os quais sio

resultados exatos.
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2.6 Funcoes de Green assintoticas

Para potenciais segmentados, isto é, para potenciais escritos como a soma de
potenciais individuais que ndo apresentam uma regido de sobreposi¢io, podemos
obter a fungdo de Green exata [18]. A pergunta natural que surge é, entdo, se uma
funcdo de Green generalizada, ou seja, uma férmula do tipo (2.7) pode ser estendida
para outras situagdes. MGE da Luz e colaboradores [19] mostraram que na verdade,
isto pode ser feito para potenciais unidimensionais genéricos V'(z) = } . VU (z) que
possuam a propriedade de que VU (|z| = o0) — 0, qualquer que seja j, ou seja,
cada V) se anula assintoticamente. Neste caso porém, (2.7) é uma aproximagio,
pois para obté-la: (1) utiliza-se a funcdo de Green assintética, (2) considera-se que um
potencial V%) na regiso entre os seus pontos de retorno cldssico nio “sente” os outros
potenciais V®)’s , ou seja, a regido de sobreposigio dos potenciais n3o é muito grande,
de tal forma que possamos utilizar os coeficientes de transmissio e reflexsio 7V e
RY) individuais. Apesar destas consideracdes, como os autores discutem em [19] os
resultados sdo muito bons e se mostram melhores que o semicldssico usual quando

utilizados para calcular espalhamento.

Aqui faremos um breve sumério de como obter uma expressao do tipo (2.7) para
os V(z) acima (para uma discussdo detalhada ver [19]). Considere um simples V'(z)
que decai assintoticamente para |z| — 0o. Suas funcdes de onda de espalhamento
assintdticas z/),(:t)(z) sao ondas planas chegando da esquerda (+) e da direita (-),

dadas por

1 exp [+ikz] + R®) (k) exp [Fikz], = — Foo

(£) T)~R
SR o T (k) exp [£ikz], z = oo

(2.45)

As fungdes de Green assintéticas sdo obtidas inserindo-se (2.45) em (2.1) e supondo-se

novamente G+ = 0.

Aqui precisamos fazer algumas consideragdes com relagdo aos pélos dos coeficien-

tes quanticos 7 e R na metade superior do plano complexo, pois para a resolugao de
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(2.1) usamos integragio no plano complexo sendo o contorno um semi-circulo tomado
justamente nesta regido. Para V ndo-negativo em todo o espago, isto é, barreiras,
os polos: (i) estdo ausentes quando V tem suporte compacto ou decaimento do tipo
Gaussiano; (ii) existem quando V decai exponencialmente, neste caso os pélos apa-
recem a uma distancia finita do eixo real [43]. Resolvendo as integrais a contribuigao
destes pdlos fornece termos na forma C exp[—c(|zy| + |z:|)], com C limitadoe ¢ > 0.
No limite assintético de |z| — oo eles decaem exponencialmente e portanto podem

ser desconsiderados. Assim, finalmente temos [19]

Gix(zf,zi; E) —=T (k) explik|z; — z;l], (2.46)

h2k

Gez(ar,2i B) = —{ expliklas — ] + R&)(k) explFik(z +2:)] } 247

As expressoOes acima s3o aplicaveis a potenciais que no limite assintético tendem a
zero pelo menos exponencialmente [19]. Para potenciais com decaimento mais lento,
apesar de existirem estudos sobre seus espectros continuos [53], ndo existe resultados
gerais, até onde sabemos, considerando a estrutura dos pélos de suas amplitudes
quanticas. Entdo, ndo podemos em principio garantir que as equagdes (2.46) e (2.47)
sejam também vélidas para estes tipos de problemas. Entretanto, lembramos que o
ponto principal da obtengio de (2.46) e (2.47) é ter todas as contribuicées dos pélos
de R e T anulando-se exponencialmente quando |z|] — co. Assim, as fun¢des de

Green (2.46) e (2.47) sdo validas para qualquer V em que isto seja o caso.

Para calcular a fun¢ido de Green generalizada para o caso mais geral de V =
)IF V), os autores em [19] mostraram que é mais apropriado escrever (2.46) e (2.47)

como
Geslzp zik) = f,;":—k{exmiskxf,z;]
+ R (k) exp [F 5 (Su(z1, 20) + Si(wi,20))] }

Guz(zs k) = gT*(k>exp[q:g<sk(zf,xo)+sk(z,-,z:r»]. (248)
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Em (2.48), Sk € a agdo cldssica, zo’s sBo apenas os pontos de referéncia (escolhido
de acordo com a conveniéncia, ver préximo capitulo) e R e T sio as amplitudes
semiclassicas generalizadas e estdo relacionados com os coeficientes quanticos R e T

por fases dependentes da energia, ver segao 3.2.

De posse das funcoes de Green acima, o procedimento entao é inteiramente anélo-
go ao discutido na segdo 2.3, ou seja, usar recursivamente a expansio em série (2.6)
e assim ir adicionando potencial a potencial para obtermos a férmula final, que é

entao ﬁna-].mente escrita como
gen 7 2% Ece ce h ce I Rad 3]

Em um ce, entretanto, a particula nunca entra na regido classicamente proibida, a
particula tunela ou € refletida por estas regiGes. Os pesos W, sdo construidos como
segue: cada vez que a particula bate num ponto de retorno classico associado a 14528
esta pode ser refletida ou transmitida pelo potencial. No primeiro caso, W, ganha
um fator R e no segundo, ganha um fator T\). O peso total W., é entio o produto

de todas as amplitudes parciais para aquele ce particular.

Este resultado é bastante geral e foi usado com grande sucesso no estudo de es-
palhamento em cadeias unidimensionais [19]. Entretanto, tal procedimento também
pode ser usado na andlise de sistemas ligados. No restante da presente monografia
iremos discutir como isto pode ser feito e apresentar aplicagdes a diversos problemas,

principalmente na andlise de pogos quanticos (simples e duplos).



Capitulo 3

Funcoes de Green semiclassicas
generalizadas para sistemas ligados

e quase-estados

3.1 Pocos quanticos

A idéia principal dos capitulos anteriores é a obtencio da funcdo de Green de
espalhamento para um potencial geral V, escrevendo V como soma de potenciais
individuais V), onde cada V) se anula assintoticamente. A idéia aqui é que po-
demos fazer este mesmo tipo de composicdo para construir potenciais que permitem
estados ligados. Desta forma um pogo simples pode ser escrito como a soma de dois
potenciais degraus: o degrau da esquerda e o degrau da direita, fig. 3.1 (a). De forma
analoga, um poco duplo € uma soma de trés potenciais: o potencial da esquerda, o

potencial da direita e uma barreira simples entre eles, fig. 3.1 (b).

De acordo com os capitulos anteriores a funcdo de Green semiclassica generalizada

35
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Figura 3.1: (a) Um poco simples é escrito como a soma de dois potenciais, (b) Um
pogo duplo € escrito como a soma e trés potenciais. z; e =, s3o os pontos de retorno

a esquerda e 3 direita do potencial, respectivamente

é, entaO, da.da- por
gen thk Ece ce h ce ] ’

Aqui, ce é entendido como ‘caminho de espalhamento’ com S., e W, sendo sua agio
classica e amplitude correspondente. Para uma dada energia E vamos assumir que
os pontos z; e z; estdo na regido classicamente permitida. As amplitudes W,. sao
construidas seguindo-se as idéias ja expostas nas secOes anteriores. Entdo, cada vez
que a particula bate num ponto de retorno classico (quando E = V) associado ao
potencial em questdo, ganha uma amplitude R se for refletida e T se for transmitida
pelo potencial. A amplitude total W €, entdo, o produto de todas as amplitudes

parciais para este ce particular.

Todas as amplitudes R e T que sao necessarias para construir os W’s estao re-
lacionados aos coeficientes quanticos de reflexdo e transmissdo usuais R e 7 dos
potenciais individuais que compde o pogo, através de fases dependentes da energia.
Estas fases sdo obtidas através da comparagido direta entre a funcdo de Green as-
sintética com a fungdo de Green semicléssica generalizada. Os superescritos (+) e
(—) s3o utilizados para denotar as amplitudes de uma onda plana vindo da esquerda

e da direita, respectivamente. Para uma dada energia chamaremos zo o ponto de
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retorno classico, que é o ponto onde E =V, ver fig. 3.2(a). Se E > V para qualquer
z, nao existe o ponto de retorno cldssico, porém quanticamente a particula “sente
um ponto de retorno” do potencial. Assim, para os calculos, é utilizado o valor de
z para o qual o potencial individual é maximo, ver fig. 3.2(b). A acdo cléssica de
uma particula indo de z, até z; é representada por S*) = +kk J. :a *dz \/_1_—7(_:1:)/_E ,
onde os sinais + s3o para levar em conta o sentido do movimento. Para todos os ca-
sos temos (E = (kk)?/(2m)). Para o caso R, considerando os potenciais individuais
na fig. 3.1 (a) e (b), com z¢ representando o ponto de retorno cldssico apropriado

(fig. 3-2) correspondente temos [19]
R® = R* exp [ik|z s + x| — %S(i)(zo, z;) — %S(i)(m £%o)], (3.2)

e para T, considerando uma barreira como aquela entre os potenciais na fig. 3.1 (b),

podemos escrever
T = T exp [ik|z; — zi| - ﬁs(i)(zrmxi) - Es(i)(xfaxi)] (3.3)

Ent3o, nas equagdes, acima o limite assintético de z; — Foo, 5 — Foo (caso de
reflexdo) e z; = +oo0, z; — Foo (caso de transmissdo) para os S’s deve ser tomado
explicitamente. Com isto os termos em z; e z; se cancelam e finalmente temos as

relagdes entre as amplitudes semicléssicas e os coeficientes quanticos

R = Rexp[—ipr(E)]
T = Texp|—ipr(E)]. (3.4)

As fases pgr(FE) e ¢1(E) sdo dependentes da energia pois os pontos de retorno de-

pendem da energia da particula.

Para se obter a fun¢io de Green para um pogo de potencial seguimos os mesmos
passos das segdes 2.4 e 2.5 . Para o potencial simples, a soma é feita sobre todos os
caminhos de espalhamento, os quais sdo trajetérias onde a particula deixa z;, sofre
miultiplas reflexdes entre as paredes do poco e finalmente chega a z; (ambos z; e z;

estdo dentro do pogo). Uma particula inicialmente em z; pode chegar até o ponto
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(@) (b)
V() T
———————— ll
Ponto de retorno ﬂl’onto de retorno
cldssico A
T Tf To T; Ty o

Figura 3.2: Pontos de retorno classico para potenciais (a) quando £ < V(z) (b)

quando E > V(z).

z; indo diretamente para a direita ou indo para a esquerda, sendo refletida pelo
potencial em z; e entdo indo para a direita e chegando a zs. Na verdade, existe um
grupo infinito de possiveis caminhos para uma particula sair de z;, vamos chama-lo
de P. Outra possibilidade ¢ inicialmente em z;, ir para & direita, ser refletida pelo
potencial em z, e alcangar z; pela direita. Novamente, existe um grupo infinito de

possiveis caminhos para uma particula sair de z,, e vamos chama-lo de P,, ver fig 3.3.

Vi VB Perr
—

I Z; Ty Zy

Figura 3.3: Grupos de caminhos para o poco simples. V| e V, sao respectivamente

os potenciais da esquerda e direita, utilizados para construir o poco simples.

Como a funcio de Green € a soma de todos os possiveis caminhos cldssicos onde
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a particula sai de z; e chega a 4, devemos somar todos eles
m
G::n(x.fa Tiy k) = mgpm (35)

z- s ) S ) S
Jps = €XP [ES}: (zf,2:)] + exp[%SZ (zr,z:)|R-P- + exp [%ka(a:,,z,-)]Rsz, (3.6)

R2k? o8 T2 [ VP(z)
E = om e Sk (.’Ez,l’l) = hk [,n dzy/1 — T (3.7)

Nas equagdes acima S*(zi, z;) é a agdo para uma particula se deslocando do ponto

com

z; até z; no sentido da direita para a esquerda.

Agora, P, é composto de um caminho direto alcangando z; pela esquerda e outro

que é reflexdo em z, seguida por um dos caminhos do grupo F;,

P = exp [=57(c1,21)] + exp [ 5E'(e+, 21)| B, Pr. (38)

Da mesma forma,
P, = exp[£87(a1,3,)] + exp [ 7 (a1, 2.)| RuP. (3.9)

Substituindo a eq. (3.8) em (3.9) e a eq. (3.9) em (3.8), temos

i

1 ‘ L s
P=— {exp [%S,fs(:z:f,x;)] + R, exp [%5,’: (zr,z1)] exp [h

Jos SP (2, zr)]} ., (3.10)

P=— exp[is’;z(zf,zr)l+Rzexp[isf(zr,xz)lexp[is::*(zf,xz)]}, (3.11)
fos h ) )

onde

Jrs =1 — R.Rjexp [%251:(%, )] (3.12)

e foi utilizada a propriedade exp [£57°(z1,72)] = exp[£5%%(22,21)]. Entdo, substi-
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tuindo as equagdes (3.10) e (3.11) para P, e P, na equagio (3.6), temos

1 i,
i = {5
ps [ v

A

+ Reexp [21ST (@, ) + 5% (21,2,)]

N

B
+ Riexp [£[57 (a1, :) + S7* (25, 20)]

—

c

+ B Ryexp (187 (21,2:) + 87" (20, ) + 5734 (w1, )] } (3.13)

—

D

7

Podemos ainda fazer algumas modificagdes na equagio (3.13), escrevendo as agdes
classicas em termos de z,.

Termo A(Ver fig. 3.4 (a) e (b))
Sk (zf,2:) = S’ (2r, 23), +5%3 (2, )

Termo B Nao é necessério fazer nenhuma mudanca neste termo.

Termo C(Ver fig. 3.4 (c) e (d))

Sz z) + SP(zp,m) = SP(zi,zi) + SE (24, 1)
= S (2r,21) — S (zr, i) + P (21, 1) — SB° (21, 24)

= =50(zr @) - STi(2s,20) + SE (2, 20) + P (20, 21)
Termo D(Ver fig. 3.4 (e) e (f))

SP% (@, z) + SP (25, 20) + SE (20, 7))
= Sp(zi,m) + S2(zs,2) + ¢ (2, 71)
= Sp(z,, 1) — SE(2r, 2i) + ST (24, 20) + SP¥ (21, 1)

=S (zry z:) + ST (25, 2/) + 255° (r, 71).

]
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(a) (b)
== )
(+)4:
Z; Ty z; Zs
() (d
+)
= .___(i)_i:
S
SHilg
Tf z; Zr
) ®
(+) <t
— +
~ = S O T
S
T; Ty Ti Zf

Figura 3.4: (a) e (b) relagéo entre as agdes cléssicas para o Termo A, (c) e (d)
relagdo entre as agdes classicas para o Termo C, (e) e (f) relacio entre as agdes
classicas para o Termo D. Os sinais (+) e (—) indicam se o termo é somado ou

subtraido, respectivamente.
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Utilizando estas relagdes na equagéo (3.13), podemos escrever g, como,

Ops = exp [2’1531}:;(1'” .’Bl)/h] { exp [;_.[_22-511:3(:”” -Tl) Sps(xr, . ) (iIIf, mr)]]

R, exp [i[—zs”(x,,xz) + 8P(2r, 1) + 57421 2,)]]
+Byexp [1~57 (a0, 1) — 7 (21, )]
+R, R, exp [-ﬁ[—S,fs(z,, ;) + ST (zy, x,)]]} (3.14)

Substituindo esta equagdo na equagio (3.5) e fatorando-a, podemos finalmente es-
crever a funcdo de Green para o pogo simples como

m

iRk fps
(exp [—— (s, zr)] + R.exp [——SP (zf’xr)]>

sem(ar:f, zik) = exp [2¢SE°(z,, z1) /A]

x (exp =238 (or ) + ' (ary 23]

+ Riexp [—%S’,’:s(xr,x;)]) . (3.15)

Usando o mesmo procedimento acima, mas agora escrevendo as agdes cldssicas
em termos de z;, podemos também escrever a fun¢do de Green como
m 1

ih2k fos
(eXP [_—Spk(xh z;)] + R;exp [%stk(xz, :r,)])

G::n (z.fa Zi; k)

— exp [215Y (zr, 1) /1]

x (oxp [31-2iST (2rs20) + SE (21,20
+ Beexpl- ST (ap,ai)]) (3.16)

As equagbes (3.15) e (3.16) sdo formas equivalentes da fun¢ido de Green para

poco simples. Na primeira, as acdes classicas sdo escritas em termos do ponto z, e

na segunda em termos de z;.

Para o poco duplo seguimos o mesmo procedimento, mas agora além das reflexdes

sofridas nas paredes do potencial da esquerda e da direita existe a possibilidade de
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reflexdo e transmissdo na barreira interna. Cada vez que a particula é refletida no
potencial da esquerda ganha um coeficiente R; e na direita R,. Para o caso de reflexdo
na barreira interna, devemos considerar ou R* ou R~ como contribui¢io para W..,
dependendo se a dire¢do de incidéncia da particula é pela esquerda ou direita. Aqui
somente iremos considerar barreiras simétricas, entio R* = R~ = R, mas para uma
barreira assimétrica o método pode ser utilizado da mesma forma. Se a particula for
transmitida pela barreira a contribuicdo para W, é T. Quatro exemplos esquematicos

de tais caminhos de espalhamento sio representados na fig 3.5 (a)-(d).

Figura 3.5: Quatro exemplos esquematicos de ce para um pogo duplo.

A funcao de Green semiclassica € calculada como segue. Uma particula inicial-
mente em z; pode ir para a direita ou para a esquerda. No primeiro caso, ela pode
ser refletida e ganhar um fator R ou pode tunelar e ganhar um fator T'. No segundo

caso, a particula somente pode ser refletida pelo potencial e ganhar um fator R,
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desta forma

m
Gggn(w.f’ zi, k) = m—gpth (317)

com g,q dado por (ver fig. 3.6)

gpd = (exp [%Sk(m—, ;)] + Riexp [%(S_k(xz, z;) + Sk(z-, z1))])(RP- + TP,), (3.18)

R2k? 2 .V
E = o © Sk(z2, 1) = ﬁk/;l dzy[1— Ldlg—xl. (3.19)

e
ik

]

.'Z)f Z,

Figura 3.6: Grupos de ce para o poco duplo. z; e z, sio os pontos de retorno 3
esquerda e direita a respectivamente e V; e V, sdo os potenciais que juntamente com

a barreira sao utilizados para a construgdo do poco duplo.

Onde os termos P_ e P, sao dados por

P_= —exp [%Sk(m_ yo)|RiT Py, (3.20)

Ze
fi
onde fl =1- RlReXp [%Sk(x+aml)],

” |
Py = exp[5-5u(as, 24)] + exp [ Su(ar, o4 )| R P, (3.21)

P, = exp [%S_k(a: 1,2,)] + exp [%Sk(z,, z4)|(RPy + TP.). (3.22)

Usando as equagdes (3.20)-(3.22) encontramos a forma de P,

P = (exp [5k(an o)) + B explL(Sulan2s) + (Selana))),  (323)
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onde f, =1 — R.Rexp [%Sk(xf,$+)] ¢

2 |
f=1= R exp [ (Su(amsm) + Sulep,z)]

Agora, notando que (RP; + TP_) = TP,/ f; e substituindo os resultados acima

em 3.17, obtemos a fungido de Green semicléssica para o potencial duplo,

mrl

X (exp [%Sk(z_, z;)] + Riexp [%(Sk(x_, 1) + S—_k(z1, z,))])

Gpd (zf,a:,-; k)

gen

x (exp [354(@1,24)] + B exp [ (Sular, 1) + s-k(zf,xr»]) -
(3.24)

com

fri= £:5i = fofi - TR Riexp [ (Sulom,m) + Su(enas)l. (329)

O mesmo procedimento pode ser utilizado para potenciais mais complicados, por
exemplo, para super-redes, os quais podem ser entendidos como um pogo simples
com um grande ndimero de barreiras dentro dele. Obviamente, existe uma grande
proliferagio das diferentes classes de ce para tais sistemas. Entretanto, como foi
visto na secdo 2.5 para PCP, existe um método simples para fazer a soma destes
possiveis caminhos exatamente e assim os calculos podem ser efetuados de forma

fechada obtendo-se a fungido de Green para o sistema.

3.2 Os autovalores de energia

Os autovalores de energia de um sistema podem ser obtidos através dos pélos de
sua respectiva funcdo de Green. Das equagdes (3.15) e (3.24) vemos que os pélos sdo

obtidos das raizes de f,, = 0 para o pogo simples e f,¢ = 0 para o pogo duplo.
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Com a finalidade de testar nosso método calculamos os autovalores de sistemas
ligados utilizando os potenciais degraus de Woods-Saxon V}¥S(z;¢;a) = Vo/(1 +
exp [—a(z % ¢)]) e a barreira de Rosen-Morse VM = W,/ cosh? [8z] para construi-

los. Com estes elementos construimos os seguintes pogos

VP = V_I?Vs(a:;a;az) +')’V—vvs(x;b; a,-),

yrd = yP L VRM (3.26)

As amplitudes quanticas para os potenciais de Woods-Saxon, RY® e para o a
barreira de Rosen-Morse, R*M e TFM  como vimos estio relacionadas aos coeficientes
quanticos através de fases. Os coeficientes quinticos para estes potenciais sdo dados
por [19,54, 55] (s = (=1 + /1 — 8mW,/(BR)?)/2, E = h%k?/2m)

REM _ I(—ik/B — s)I'(—ik/B + s + 1)T(—ik/B)

T(—s)T'(s + DT(<ik/B) ! (3:27)
_ k T(—ik/B — s)T(—ik/B+s+1)
T = iB T(—ik/B+ )I(—ik/B+1) ° (3:28)
para o potencial de Rosen-Morse e (k = \/ 2m(E — Vo) /h?)
RS _ ['(2ik/a)T(—i(k + &)/a)[(1 —i(k + &)/ ) (3.29)

"~ T(=2ik/)T(i(k + &)/a)T(1 +i(k — £)/a)’
para o potencial de Woods-Saxon. Analisando-se as agdes cldssicas e tomando-se

o limite assintético como descrito na segido 3.1, as fases sio obtidas e dadas por

(e=WLH/E, e = W/E) [19]
o = (Ve - D[~ 1]l - 2vEIn [VE + 11}, (3.30)
oS = %{(\/_1 “e—1)ln[d—vI—elnfe—201 +vIze)|+2m[2}. (3.31)

Entao, finalmente obtemos

REM - REM exp [—iptM]

TRM TEM exp [—ip™M]

RYS = RWSexp[-ip"¥] (3.32)
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Para a construgio da funcio de Green semicléssica generalizada utilizamos os coefi-

cientes RFM TREM er, frs ¢ RRM TRM o RYS em fr.

Para comparar com os autovalores analiticos obtidos dos pélos das funcoes de
Green, calculamos numericamente os autovalores para estes mesmos pogos quanticos
utilizando o método de Noumerov [apéndice C]. Este método pode ser aplicado para
qualquer potencial unidimensional [56, 57]. Para os cilculos utilizamos unidades
atémicas, i = 1 e 2m = 1. O célculos foram realizados para os pocos quéinticos que
estao mostrados nas figuras 3.7 & 3.12 e os resultados estio nas tabelas 3.1 & 3.6.
As linhas tracejadas nas figuras representam valores numéricos dos niveis quinticos
mostrados nas tabelas. Para calcular as agdes cldssicas que aparecem em f*° e
f?%, podemos utilizar as expressées analiticas em [19] ou integrar numericamente.

Seguimos o segundo método por ser rdpido e bastante simples.

Como podemos ver, os resultados obtidos com nosso método semicldssico ge-
neralizado estdo apresentam uma concordincia muito boa quando comparados aos
autovalores obtidos numericamente, mostrando uma grande acuracia do método. Co-
mo discutido em [19], se os potenciais individuais que formam o sistema estiverem
muito préximos um dos outros o uso de suas amplitudes quanticas para construir
a fungdo de Green generalizada pode ndo fornecer resultados muito bons. Na figu-
ra 3.10 mostramos um exemplo onde existe uma grande superposi¢io dos potenciais
da esquerda e da direita que compde o pogo simples. A linha tracejada é referente ao
grafico do potencial da esquerda sozinho. Da tabela 3.4 vemos que mesmo nesse caso

o erro para os autovalores é menor que 0.5%, o que mostra a robustez do método.

Outro ponto importante é que técnicas numéricas como o Noumerov requerem
integracdo dentro das regides classicamente proibidas. Para autovalores perto do
topo do poco, a integragio deve ser estendida profundamente nestas regices se dese-
jamos manter uma dada precisdo numérica. Isto deixa os cdlculos mais demorados

e precisamos adaptar o intervalo de integragio(ver apéndice C) de acordo com cada
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autovalor considerado. Experimentamos este tipo de problema para obter o autova-
lor mais alto para o pogo mostrado na figura 3.9, o qual ests muito préximo da borda
¥Vo = 0.028 do potencial degrau da direita. Foi necessirio utilizar um intervalo de
integragdo muito grande dentro da regido classicamente proibida para garantirmos
a precisdo numérica. Por outro lado, o nosso método semiclassico generalizado nio
apresentou nenhuma dificuldade para o célculo deste autovalor, pois fornece todos
os autoestados com o mesmo grau de precisdo sem precisarmos no preocupar em que

intervalo de energia os autoestados estio.



3.2 Os autovalores de energia

49

Tabela 3.1: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.7 em unidades até-

micas

-100

=50 0

50 100

Figura 3.7: ¢ = ¢, =50 o = 0.15, V5, = 0.04, v = 1.0

Numérico Analitico Erro (%)
0.00150456 | 0.00150464 | 0.00531717
0.00528784 | 0.00528786 | 0.00037823
0.01050917 | 0.01050918 | 0.00009515
0.01667766 | 0.01667766 | 0.00000000
0.02338294 | 0.02338294 | 0.00000000
0.03014811 | 0.03014811 | 0.00000000
0.03623996 | 0.03623996 | 0.00000000
0.03995042 | 0.03993635 | 0.03521865

0.0399436 0.039944 | 0.00100100
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Tabela 3.2: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.8 em unidades at6-

micas

-100

-50 0

50 100

Figura 3.8: ¢ =¢, =50 @ = 0.3, V, = 0.04, v = 1.0

Numérico Analitico Erro (%)
0.00098255 | 0.00098255 | 0.00000000
0.00385552 | 0.00385552 | 0.00000000
0.00843030 | 0.00843030 | 0.00000000
0.01445880 | 0.01445880 | 0.00000000
0.02163861 | 0.02163861 | 0.00000000
0.02953379 | 0.02953379 | 0.00000000
0.03721154 | 0.03721154 | 0.00000000
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Tabela 3.3: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.9 em unidades ato-

micas

0.

0.

0.

-100

-50 0

50 100

Figura 3.9: ¢ =¢ =50 o =0.1, 0, = 0.3 V5 = 0.04, v = 0.7

Numérico Analitico Erro (%)
0.00150959 | 0.00150942 | 0.01126134
0.00516995 | 0.00516985 | 0.00193425
0.01017936 | 0.01017934 | 0.00019648
0.01606319 | 0.01606318 | 0.00006225
0.02235325 | 0.02235326 | 0.00004474
0.02797069 | 0.02797014 | 0.00196634
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-100 -50 0 50 100

Figura 3.10: ¢, =¢, =10 @ = 0.1, V5 = 0.04, y = 1.0

Numérico Analitico Erro (%)

0.02670993 | 0.02682786 | 0.44150615
0.03518302 | 0.03524278 | 0.16984043
0.03956491 | 0.03955708 | 0.01978774

Tabela 3.4: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.10 em unidades

atomicas
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Figura 3.11: ¢ =50, ¢, =101 a=0.3,8=0.2, V, =0.04, w =1,y = 1.0

Tabela 3.5: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.11 em unidades

atomicas

Numérico Analitico Erro (%)
0.00099911 | 0.00099911 | 0.00000000
0.00386143 | 0.00386143 | 0.00000000
0.00416368 | 0.00416369 | 0.00024017
0.00865882 | 0.00865882 | 0.00000000
0.01425565 | 0.01425570 | 0.00035074
0.01551761 | 0.01551761 | 0.00000000
0.02253780 | 0.02253780 | 0.00000000
0.02863433 | 0.02863433 | 0.00000000
0.03203045 | 0.03203045 | 0.00000000
0.03920422 | 0.03920422 | 0.00000000
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Figura 3.12: ¢ = ¢ =50 a=0.3,3=0.2, Vo = 0.04, w = 0.6, v = 1.0

Tabela 3.6: Autovalores de energia para o potencial da figura 3.12 em unidades

atomicas

0.

-100

50 100

Numérico Analitico Erro (%)
0.00338435 | 0.00338436 | 0.00029548
0.00413574 | 0.00413575 | 0.00024179
0.01228692 | 0.01228692 | 0.00000000
0.01523671 | 0.01523671 | 0.00000000
0.02511372 | 0.02511372 | 0.00000000
0.03057469 | 0.03057469 | 0.00000000
0.03912227 | 0.03912227 | 0.00000000
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3.3 Um indice de Maslov generalizado

Nesta secdo mostraremos porque os nossos resultados sio tio melhores que os
métodos semicléssicos usuais. Assim iremos reescrever nossos resultados de tal forma

que possam ser comparados as férmulas semiclassicas presentes na literatura.

No pogo simples para obter os autovalores de energia, devemos fazer a equagio

(3.12) igual a zero. Assim:

RrRzexp[%2Sk(x,,:z:1)] = 1,

R-Riexp [%25,‘:’(2:,,2:1) -t —ip,] = 1. (3.33)

Para estados ligados, as energias da particula sdo sempre menores que a altura ma-
xima dos potenciais degraus e assim os coeficientes de reflexio do degrau tém a
propriedade |R|?> = 1. Desta forma, podemos escrever os coeficientes na forma,

Ri = e~ (B)/h ¢ R, = e*¢r(E)/A Entio, da equacio acima:

exp [+ (257 (2, 20) — w(E)] = 1, (3.34)

a qual pode ser escrita na forma:
fp”’(a:)d:c = 2nmh + u(E)k (3.35)

com p(E) = ¢.(E) + &1(E) + ¢-(E) + ¢i(E). Quando esta equacio é comparada a
condicdo de quantizagio WKB usual (apéndice C equagdo (A.44)), a diferenca estd
no termo u(E) dependente da energia, o qual pode ser entendido como um indice
de Maslov generalizado. Note que no apéndice C, o indice de Maslov assume apenas
os valores 2 ou 4, dependendo se o potencial é finito ou infinito, respectivamente.
Isto explica porque nossos resultados sdo melhores do que aqueles da aproximacio
WKB usual. A idéia de um indice de Maslov ndo-inteiro ja havia sido proposto
na literatura [4-6], mas aqui nosso método fornece uma forma simples e direta de

construir tais indices.
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Para o potencial duplo, os autovalores de energia sdo obtidos igualando a equacso

(3.25) a zero. Isto é:

o .
(1- RRexp[3-57(a-, 2)]) (1 - BiRexp [%s,fd(m,, z.)))
—T?R,. Ryexp [?‘i—z(S’,’:d(x_,a:,) + 82z, z4))] = 0. (3.36)

Lembrando que R = Rexp [—ip(E)] e T = T exp[—ip(E)] (ver secio 3.2) e sendo
os coeficientes quanticos nimeros complexos, podemos escrever R = rexp [—i¢(E)]
e T = texp[—i¢:(E)], onde r e t sdo nimeros reais. A equagio acima pode entdo

ser escrita como:

(1-rexp [%’is;:d(x_, 21) — (@i E) + $i(E) + o(E) + $(E))]

x (1 rexp 287z, 2.) - i(%(E) +6.(E) + ¢(E) + $(E))]

exp[ (S" (2=, 21) + 57 (2r, 24)
—i(pr(E) + 6:(E) + ¢i(E) + $i(E) + 20(E) + 24:(E))] =

N

(3.37)

No apéndice D, mostramos que para alguns potenciais, podemos escrever a fase
para o coeficiente de transmissdo como funcdo da fase do coeficiente de reflexdo,
&(E) = ¢(E) + A(F), com A(E) = £n/2. Entdo podemos reescrever (3.37) na

forma
(1 —rexp [%S,’:d(x_, ) — mr(E)])
x(1—rexp [giszd(z,, z4) — ipu(E)))
—t?exp [ 2 (5P (@mr ) + STy 24))
—i(ur(E) + wm(E) + 2A( E))]

(3.38)

comuy=pi+dr+o+odep = +é +¢+ ¢ Em (3.38) podemos constatar a
contribuicdo de trés érbitas fundamentais: uma delas confinadas no lado esquerdo,

outra no lado direito e uma terceira que cobre o pogo duplo com um todo, fig. 3.13.
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Figura 3.13: Orbitas para o pogo duplo de potencial

Fazendo o produto em (3.38), usando a relagdo r? + t2 = 1 e também usando

exp [£2iA] = —1, entdo (5, = 2574 (z,; 24 )/h — pr € 81 = 25%(z_, z)) [k — )
1+4exp[iS +i5,] - r(exp 5] + exp [z.g',]) = 0. (3.39)

Como vimos na secdo anterior, a equagdo acima fornece resultados muito precisos

para os autovalores dos pocos duplos.

Para comparar nosso resultado com o resultado WKB, precisamos escrever a
equagdo (3.38) em uma forma mais apropriada. Neste sentido, vamos reescrever a

equagdo (3.38) para o caso do pogo duplo simétrico. Neste caso y; = pr = p e

SP(z_,z;) = SP%(z,, z4) = ST, assim
(1-rexpl2sy — in(EN) + £ exp 57 = 0, (3.40)
que podemos fatorar em
(1-(r—it)exp [%fs,fd —in(EN) (1— (r + it) exp [%"s,gd —in(E))) =0, (3.41)
ou ainda (x = arctan[t/r])

exp [%is,f" —iu(E)] = (r £ it) = exp [£ix] (3.42)
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onde foi utilizada a relagdo r? + 1> = 1. Utilizando S? = f:_: p*(z)dz, encontramos
a condigdo de quantizacio para um pogo duplo simétrico (n = 0,1,2,...)

2 [
z p*(z)dz = 2n7 + u(E) £ x(E). (3.43)

T4

O regime da aproximacio WKB é para t < 1, entdo para t pequeno, r2 = 1 — ¢2 —

r=+1-12 &~ 1, x = t. Semiclassicamente, o coeficiente de transmissio é dado
por [58] t? = |T|* = exp [—(2/R) [7* |p**(z)|dz] e a equagdo acima fica
2 Ty T4
7| @i = uB) zen-/m) [ @i, (G4
T4 z—

a qual concorda com a férmula WKB usual [55, 58] para os autovalores de um pogo

duplo simétrico a menos de um indice de Maslov u(E) dependente da energia.

3.4 O desdobramento de energia para pocos du-

plos

Nosso método também fornece resultados para o “splitting” de energia de um
poco duplo devido ao fenémeno de tunelamento. Seja Ey um autovalor de energia
de um dos pogos individuais isolados do pogo duplo, por exemplo o da direita. Esta
energia é obtida através da regra de quantizagdo:

2% .
exp [gzspd(znm; Eo) — in(Eo)] = 1.

Pela equacdo (3.42), devido ao efeito de tunelamento, teremos duas energias E4

correspondentes aos sinais + desta equacdo, as quais s3o energias acima e abaixo de
Eq. O “splitting” de energia é AE = AE, — AE_, onde AE; = E4 — Ey. Para t
pequeno, as energias F4 nao diferem muito de Ey, entdo podemos expandir a equagdo
(3.42) em torno de Ey (S(E) = LS?(E) — iu(E), Ex = E e f' = df/dz)

S(E) = S(Eo)+ S'(Eo)(E—Eo)+...

X(E) = x(Eo)+x'(Eo)(E—Eo)+... . (3.45)
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Substituindo esta expansio na equagio (3.42), temos:

S(Eo) — 2nm + x(Eo) + (S (Eo) F x'(Eo))(E — Eo) = 0, (3.46)
, _ +x(FEo)
($'(Eo) F x'(Eo))’ (347)

Subtraindo as expressdes (+) e (—), encontramos

_ (o)™ (2, 24) (Bo) — i (o))
(357 (2, 24)(Eo) — 1 (Bo)]? — X" (Eo)

(3.48)

2 !
Para ¢ pequeno, x ~ t e podemos desprezar o termo ¢t comparado com (%S”d -u),
com isso, da equagio acima temos

2( Eo)

A8 = 57 By — (Bl

Precisamos calcular a derivada da agdo

d ’r dz
S (E p”dda: =m | — 3.49
( 0) dE B oy p”d(a:) 5, ( )
Definindo a integral acima como
r dx T
—_— = — (3.50)
/z+ pi(z)  mw

onde w ¢ a freqiiéncia de oscilagdo para uma érbita classica nos pogos. Usando a

expressao semiclassica para t, finalmente obtemos:

AE= —renlg [ o)l (3.51)

Esta expressao concorda com a férmula semicldssica usual para o “splitting” de ener-
gia em um pogo duplo simétrico [59], no caso em que possamos considerar u'(Ep) = 0.
A resposta WKB melhorada para “splitting” de energia do estado fundamental de
um pogo duplo é dado por [60]

= ——¢€eXp|— d.'B T .
AB="Zepl-z [ 17l (3.52)
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onde temos o fator 71;; ao invés do usual 1 [55], e e é o niimero de Euler. Este
novo fator (7-}-3—;), que é uma correcdo ao WKB usual, é obtido utilizando para o
estado fundamental do poco duplo o estado fundamental de um oscilador harménico
e em [55] este é obtido através das férmulas de conexdo WKB. Novamente, nosso
método se mostra melhor que outros métodos semicléssicos, fornecendo uma férmula
analitica para o “splitting” de energia sem a necessidade de nenhuma aproximacio

para a funcdo de onda do sistema.

Para o pogo duplo assimétrico consideramos o deslocamento “shift” que a energia
dos pogos isolados (por exemplo o pogo da esquerda) sofre devido ao tunelamento
que surge quando juntamos os dois pogos para formar o pogo duplo. Vamos definir as
energias ndo perturbadas dos pocos da esquerda e da direita, respectivamente como

E? e E?, obtidos das regras de quantizagio:

exp[iSi(E})) = 1,
exp [i5,(E%)] = 1. (3.53)

com 5 = %‘S{’d —iu e S = 2f.ﬁ')’,"?"’ — ig,. Seja AE; = E; — E? onde E), a energia do
poco duplo originada pela perturbacio devido ao tunelamento. Vamos reescrever a

equagdo (3.39) na forma:

. _ltexp [2S1+1S,] _o. (3.54)

(exp [45)] + exp [25',])

Para AE; pequeno, podemos expandir a equagdo acima em torno de E?, obtendo:

[T _ Ll+exp (S + Si)]]
exp [:S1] + exp [15,]

4 [r: _ i(gz + S’r) exp [2(5’1 + S'r)]
E? exp [151] + exp [i5,]

(exp [151] + exp [151])? E
Usando a primeira das equagdes na (3.53), temos:
15(1 — exp[iS,])
-1 = AFE; =0, 3.56
r )lE?+(r+ 1+ exp [iS)] )E? l (3.56)
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resolvendo para AE;

AR = (=n(-epld) |
(L + expli3,]) + i5;(1 — exp [i37]) |y

Agora, vamos supor que os pogos da direita e da esquerda ndo sdo muito diferentes,

(3.57)

de tal forma que AE = E} — E? seja um nimero pequeno. Desta forma, podemos

expandir S’r(E,o) nas vizinhancas de E?, até a primeira ordem
5 (E?) = 5,(BY) + 5,(E?)(EP — E?), (3.58)
e usando a segunda relagéo da equagdo (3.53), notamos que:

exp[i5.(E)] = expli5,(E?) +iS,(E?)(E? — EP)]
= exp[i5(E?)(Ef — EP)]
= 1+i5.(E°)(E? - E?). (3.59)

Substituindo este resultado na equagdo (3.57) encontramos AE = E? — E?

Am = (=rEESEAE) 3:50)
r (E9)(2 + i5.(B)AE) + 5(ED)S.(E)AE

com AE = E? — E?. Usando as relagdes:

1
r = \/1—t2z1—§t2+...

. —t't ,
Y= L AT ~ —t't, (3.61)

dE V1-1¢2

a equagdo (3.60) fica:

AE, = (£*(ED)/2)(2 + i5,(EQ)AE)
Tt (EDH(ER)(2 +i5.(ED)AE) + 5,(EP)S.(ER)AE

(3.62)

Para ¢ pequeno, AE em 3.62 € pequeno e podemos desprezar os termos(t2( E?)/2(i5.(E°)AE)

e—t'(EP)t(E®)(2+iS,(E°)AE). Utilizando a relacso semicléssica para o ¢, finalmente
podemos escrever o desdobramento de energia para um poco duplo assimétrico

_ exp[—2 [** |p"(z)|da]
(2574 (BY) — uy(EL)I2S (Ej) — py(ER)]

Esta expressao concorda com o resultado semicldssico usual [59], se o indice de

AE,

(3.63)

Maslov for independente da energia.
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3.5 Aplicacao da funcao de Green generalizada

para o estudo de quase-estados

Em fisica atémica, molecular, nuclear e de particulas [45, 61],encontramos com
freqiiéncia situaces onde observamos picos muito pronunciados na amplitude do co-
eficiente de transmissdo de uma onda espalhada por um potencial. Isto ocorre devido
ao fato do potencial suportar estados quase-ligados. Vamos aplicar a funcio de Green

semicldssica para estudar tais problemas. Inicialmente, faremos breve discussio do

V(z)

PawaT

Figura 3.14: Exemplo de barreira que suporta quase-estados

que sao estados quase-ligados. Para exemplificar, consideramos o potencial mostrado
na fig. 3.14. Vamos considerar a fungio de onda do sistema, que inicialmente é uma
h2k2

onda plana incidente da esquerda com energia E = 5> entao a funcdo de onda de

espalhamento é dada por

1 exp [+ikz] + R™H)(k) exp [—ikz], = — —o0
R —— . 3.64
wila) V2m | T(k)exp [+ikz), T — 400 (364

Supondo que a altura dos potenciais & esquerda e & direita fossem infinitas, entio
seria possivel uma particula permanecer confinada na regido entre z_ e z., ou seja,
o sistema teria estados ligados, com energia F bem definida. Estes sio estados

ligados genuinos no sentido de que sdo autoestados do Hamiltoniano: sio estados
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estaciondrios com um tempo de vida infinito. O principio da incerteza de Heisenberg
diz que AEAt = h, entdo se a energia possui incerteza nula o tempo de vida do estado

deve ser infinito [61].

Na situagdo de uma barreira finita (fig. 3.14), a particula pode ficar confinada,
mas néo necessariamente. Uma particula inicialmente entre z_ e z, tem uma proba-
bilidade de escapar desta regido, mesmo se E < V;, devido ao tunelamento quantico.
Entretanto, para algumas energias particulares chamadas de quase-energias a parti-
cula pode ficar aprisionada por um longo tempo. O valor dessas energias e o tempo
caracteristico de aprisionamento depende da forma do potencial. Voltando & dis-
cussao do espalhamento de uma onda plana, a situagio torna-se muito interessante

quando a energia da particula incidente for préxima & energia de um quase-estado

Eincidente ~ quasge-estado* (3 . 65)

Neste intervalo de energia, o médulo quadrado do coeficiente de transmissio exibe
picos e a energia do maximo do pico € a prépria energia do quase-estado. A largura
desses quase-estados representada pela letra I' [45], e é definida através da largura

da meia altura do pico do coeficiente de transmissio, como mostrado na fig. 3.15.

T2

DN =

E, E

Figura 3.15: Exemplo de como calcular a energia do quase-estado E,; e sua largura

Iy

Vamos agora considerar o caso onde um dos lados do potencial é infinito, fig 3.16.
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Neste caso, o sistema também pode possuir quase-estados, pois uma particula confi-
nada neste potencial pode tunelar através da barreira da direita. A fungio de onda

de espalhamento de uma onda incidente pela direita é agora dada por:
Yi(z) = \/_{ exp [—ikz] + R(k) exp [ikz]}, z — co. (3.66)

Por analogia com o caso anterior, poderiamos fazer um grafico do médulo do co-

Figura 3.16: Potencial com o lado esquerdo infinito

eficiente de reflexdo |R|? como fungdo da energia para identificar os quase-estados.
O problema é que o potencial & esquerda ¢ infinito, o que leva o coeficiente de re-
flexdo a ter o valor |R|? = 1 para todos os valores de energia. Logo nio podemos
tirar informacao dos quase-estados de um potencial desta forma. Propomos, ent3o,
um método usando a fungido de Green generalizada para obter informagdes sobre os

quase-estados para este tipo de potencial.

Para simplificar os cdlculos, vamos considerar o caso de uma barreira quadrada
finita com uma parede infinita em z = 0, como mostrado na figura 3.17. A funcdo
de Green é facilmente obtida utilizando-se os passos da segio 2.5. Sendo R e T os
coeficientes de reflexdo e transmissdo da barreira quadrada e R, o coeficiente de

reflexdo da parede infinita, os possiveis caminhos fornecem:

GP (x5, i3 k) = = (Texp [ik(z; — 25 — d)] + TRoo exp [ik(z; — z; — d)) Pp),
(3.67)



3.5 Aplicagao da fungiio de Green generalizada para o estudo de quase-estados 65

V(z)
Pp
=
E [x
Py
Ty T T4 z; z

Figura 3.17: Barreira finita com uma parede infinita e os grupos de caminhos possi-

veis para a construcio da funcao de Green.

com

exp [tkz exp [tkz

Py = p [ikz ] P, = p [ikzy] , (3.69)

Rexp [ikL] Py Reoexp [tkL] Pp
sendo o grupo de caminhos possiveis para uma particula deixar os pontos z = 0 e
z = z._, respectivamente. Das equagbes acima, escrevendo Pp e P; na sua forma
equivalente (ver secio 2.4) e resolvendo o sistema de equagdes, temos: -
1 . . .
Pp = f—(exp [ikz ] + Rexp [2ik L] exp [—ikzy)), (3.69)
J
com f, = 1 — RRoexp [2ikL]. Entdo, substituindo Pp em (3.67) e simplificando

finalmente encontramos a funcdo de Green

T . : :
Gt (zs,zi5k) = %};—; exp [ik(z; — d)] (exp [—ikzj] + Roo exp [ikzy]).  (3.70)

Para a barreira infinita, temos R, = —1 entéio (f, = 1 + Rexp [2ikL])

GP_(zg,zi;k) = %Z’,- exp [ik(z; — d)] (exp [—ikz] — exp [ikz]), (3.71)
& ih’k f,
ou
G® k) = o T exp lik(a: — d)]sin [k 3.72
(21,25 K) = s exp k(o ) sn o), 372

A funcdo de Green Gi..(z ¢, z;; k) para um sistema quantico pode ser interpretada

como a amplitude de probabilidade de uma particula sair de um ponto z; e chegar
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ao ponto z; [62] com energia E fixa. Ent3o, na equacio (3.72), podemos interpretar
amplitude 4 = ?7; como sendo a amplitude de probabilidade para que uma particula
saia do ponto z; e chegue ao ponto z; com energia E. Se o potencial suportar
um quase-estado, uma onda incidente com energia E préxima desta energia, ters
uma probabilidade muito grande de tunelar, entrando na regiio de confinamento.
Desta forma, num grafico de A2 = lfli,’-l2 como fungdo de E, teremos picos cada vez
que a energia E for préxima de E,,sc.cstaa0, Ver fig. 3.18. Com isto, podemos entdo,
tirar a informagao das energias dos quase-estados e suas respectivas larguras. Aqui
um detalhe: técnico, a amplitude A% = I%P nao estd normalizada, mas isto ndo
acarreta nenhum problema, uma vez que, estamos somente interessados na energia e

na largura do quase-estado.

|A*

N =
S

e
o

14, Iy

E, E, E

Figura 3.18: Comportamento tipico para um potencial que possue dois quase-estados.

A; e A; sdo as alturas dos picos 1 e 2, respectivamente.

Para exemplificar, calculamos a probabilidade reflexdo e transmissio para uma
barreira retangular com os pardmetros Vp = 0.01, d = (2, —z_) =12, Ai=2m =1
e z_ = 120.6, fig. 3.19(a), bem como o comportamento de |A|?, fig. 3.19(b). Fica

nitido, entao, a presenca dos quase-estados no grafico de |.A|? como funcio de energia.

Podemos generalizar nossos resultados para quaisquer barreiras como mostradas

na fig. 3.16. Para isso utilizamos o raciocinio similar aquele aplicado para determinar
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S
0. 4
0 - <
%o. & P
0. 1
Ny
0 1 2 3 4 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E/Vo E/Vo

Figura 3.19: (a) Variagdo dos coeficientes de transmissdo (linha cheia) e reflexio
(linha tracejada) para o potencial da figura 3.17, (b) Comportamento da amplitude

|A|? = |Z|? como fungio da energia.
os autoestados de pocos quanticos. Assim escrevemos a amplitude .4 como
T
|AP? = I7l2, (3.73)

onde T' é a amplitude generalizada de transmissdo da barreira associada ao coeficiente

de transmissao através de uma fase dependente da energia e
f=1-RR, exp[%S(z-, z4+; E)), (3.74)

onde S(z_,z4; E) a é agdo cléssica, R a amplitude semicldssica generalizada para
coeficiente de reflexdo da barreira e Ry, a amplitude semicléssica generalizada da

parede infinita. Como |Ry|*=1, podemos escrever R, = exp [—i¢(E)], e assim:

f=1- Rexp[1S(z-,24; E) - 4(E)) (3.75)



Conclusao

Neste trabalho, utilizamos uma fun¢do de Green semicléssica generalizada Ggen,
a qual é uma extensdo da funcdo de Green semicléssica de Van Vleck-Gutzwiller.
Nossa Ggen é também dada por uma soma sobre trajetérias classicas, mas que leva
em conta, efeitos quanticos locais, através de coeficientes de transmissio e reflexio

dos potenciais individuais usados para construir o potencial total V(z) do sistema.

De tal f6rmula, obtemos a fungio de Green exata para potenciais constantes por
partes (PCP), o que generaliza varios resultados j& descritos na literatura [44, 48].
Como exemplo, obtivemos o trago de Gy, para uma barreira retangular localizada
no centro de um pogo infinito. Este caso é ilustrativo, quando comparado 3 férmula
do trago semicléssico, pois mostra que a férmula semicléssica usual, nio fornece as

amplitudes quanticas corretas para tais tipos de sistemas.

Também aplicamos o método para sistemas ligados, ou mais especificamente para
pogos simples e duplos, obtendo suas fungées de Green. Através dos pélos das Gyen’s,
obtivemos férmulas analiticas para os autovalores de energia destes problemas. Os
célculos mostraram 6tima concordéncia com os resultados numéricos, mesmo quando

os potenciais estdo muito proximos uns dos outros, situacio onde, & principio, o

método nao deveria ser tao bom.

Nossos resultados sao melhores que os da aproximagcio semiclassica usual, devido

a0 aparecimento em nossas expressoes, por exemplo, para o “splittine” de energia
9 b

68
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no pogos simétricos e “shift” de energia para pogos assimétricos (que sdo andlogas
as férmulas semicléssicas), de indices de Maslov que sio dependentes da energia.
De fato, nosso método fornece uma forma construtiva para obter se os indices de
Maslov nao-inteiros, que j4 haviam sido propostos na literatura [4-6], mas que aqui
sdo obtidos de uma forma sistemética e que podem ser facilmente estendidos para

situagbes mais complicadas que as discutidas em [4-6].

Como proposta de possiveis continuagdes do presente trabalho, utilizando-se fun-
¢bes de Green semicldssicas generalizadas, citamos as seguintes: (i) estudo de trans-
porte em sistemas unidimensionais (1D) em estado sélido tais como em super-redes
e em pontos quénticos (“quantum dots”). Podem ser usadas no estudo da localiza-
¢ao de Anderson em redes unidimensionais desordenadas, bem como no estudo de
espalhamento em sistemas que possuem caos quantico tipo “wave chaos” [63]; (ii)
para a dedugdo da férmula do “splitting” de energia, baseado em alguns exemplos,
assumimos que podiamos escrever os coeficientes de transmissio e reflexio como
T = texp[—i¢y(E)] e R = rexp[—i¢(E)], onde existe uma relacdo entre as fases
¢:(E) e $(E) dada por ¢;(E) = #(E) + A(E) com A = +Z. Temos como proposta
para trabalho futuro, demonstrar analiticamente que isto é vélido para qualquer tipo
de potencial; (iii) o método semicléssico generalizado mostrou-se 1til para o estudo
de quase-estados, na determinagdo tanto das quase-energias como de suas larguras.
Propusemos também uma forma de tentar relacionar a largura desses quase-estados
com o “shift” de energia em pocos duplos assimétricos. Pretendemos concluir tal

estudo brevemente.

Finalmente, mencionamos que um desafio muito interessante é tentar estender
a presente idéia para problemas em duas dimensdes, mas que possuem canais 1D.
Estes canais seriam regides onde o potencial V(z,y) desse origem a corredores uni-
dimensionais preferenciais e que, portanto, poderiam ser tratados como uma cadeia
1D, assim nossa funcdo de Green semicldssica generalizada poderia ser usada para

calcular transporte ao longo destes corredores.



Apéndice A

O método WKB

O método da aproximag¢io WKB ¢ discutido em muitos livros textos [64] e neste

apéndice serd apresentado em maiores detalhes.

A.1 Principio da Correspondéncia

Do principio da correspondéncia de Bohr, esperamos uma transi¢io gradual da
mecanica quantica para a mecénica clissica no limite i — 0, o que corresponde a
ndmeros quanticos elevados. Equivalentemente, podemos dizer que neste dominio
classico, o comprimento de onda de Broglie é pequeno comparado as distancias ca-
racteristicas do problema. Como o comprimento de onda de Broglie varia somente
em virtude da variacdo do potencial, esta tltima condi¢do pode ser incorporada no
critério que o comprimento de onda quéntico nao varie apreciavelmente na distincia

de um comprimento de onda. Uma variagdo no comprimento de onda numa distancia

oz é

d\
6A = E&x.
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Em um comprimento de onda (6z = ))

oA = —\

z

No dominio cléssico, §A < M. Isto fornece o critério
oA
|T ‘-— <1 (A.1)

Em termos do momento p encontramos

(;) = P =m[E-V),

dY) _ KA _ K[, VY
de =~ pt dz ~ pt ™z
ou
& _ mhdv
dz ~ p3 dz’

Desta forma, a condi¢do (A.l) para o comportamento perto do dominio cldssico

torna-se

IS_)_\_ ‘mth’< 1 (A2)

A.2 A expansao WKB

A equagdo de Schrédinger independente do tempo é dada por
h2
~ 5= VH(x) + V(x)$(x) = Ey(x). (A3)

Para um potencial que varie lentamente com X, ou seja, que respeite a condigio
(A.2), esperamos que a fun¢do de onda seja parecida com a de uma particula sobre

acao de um potencial constante

¢(x) — Aeik-x = Aeip-x/h.
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Isto nos leva a procurar solugdes da equagio de Schridinger na formas:
P(z) = thoe’ /A, (A.4)
onde 5(x) é uma fungdo qualquer. Substituindo na equagio de Schrédinger, temos
[VS(x))? — ihV2S(x) = 2m[E — V(x)]. (A.5)

Por simplicidade vamos considerar aqui, somente o caso unidimensional, entdo a

equacdo acima toma a forma (p? = 2m[E — V(z)]),
2 2

Como estamos interessados nas solugdes da equagio de Schrédinger no regime semi-

classico, b — 0, vamos expandir S(z) em série
_ 2
S(z) = So(z) + 8S:(z) + ES(a:) +.... (A7)
Substituindo esta expansdo em (A.6) temos
_[0%\* 05005, i8S
0 = [(5;) —p] +2h<6m dz 2 9z?

85,85 85.\* .8%S
+ h? [8: a; + ( a:;) —i azzl] + O¥(R). (A.8)

Igualando a zero

95\ _

ax - p7

85,88, _ i8S,

P 9z - 295" (A.9)
95, 05, (651)2 _ o5
Oz Oz oz — C 9z2”

Integrando a primeira destas equagdes encontramos:

So =+ / " p(z)dz, (A.10)

Zo
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ou, em termos do nimero-de onda k = p/A

So = :l:h/ k(z)dz. (A.11)
Zo
Substituindo este resultado na segunda equagio em (A.9) e integrando
1 05\ i
ou, equivalentemente
: 1
1S)
el = —. A.l3
7 (A.13)

Substituindo as equagdes (A.10) e (A.12) na equagio (A.4) encontramos a fungdo de

onda na forma

b(z) = % eG/M [ pds _% =(i/%) [ piz_ (A.14)

Nas regides classicamente proibidas, onde E < V, p é um ntimero imaginario puro
de tal forma que os expoentes séo reais. A funcio de onda nestas regides pode ser
escrita

A _(1/n)fpdz+_£_e(1/h)fpdr, (A.15)

o= ¢ N

A.3 Aplicacao para Estados Ligados

Sejam z = z; e z = z, ( &1 < z,) pontos de retorno classico (tal que V(z;) =
V(z,) = E). Vamos admitir que a curva de energia potencial é tal que V(z) < E
para z, < z < z, ver fig. A.1. Para z < z; a fungdo de onda é do tipo dado em

(A.15) com A" =0 ,

bi(z) = \]/Bm exp [/m) [ K da), (A16)

e para £ > . com B =0

!

Yrr(z) = jm exp [—(1/5)/:17 dx]- (A.17)

Na regido classicamente permitida (z; < z < z,), a fungdo de onda é oscilatéria
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Yrr

Regido III

Figura A.1: Dominios relevantes para a aproximagio WKB para estados ligados

e real, entao precisamos de uma combinagio linear real para a funcio onda WKB

(A.14). Vamos escrever como

_ C . [1 /” ]
= —sin | = dz+6| >z, A.18
¢II ‘\/ﬁ ﬁ - p j l ( )

D 1 [ ]
H=—sin [-—/ dr+46| z<gz,, A.19
Yir /P A P | ( )

onde ¢ é uma fase. As constantes A, B', C, D e § sio determinadas fazendo compa-
racao das fungdes de onda nos pontos de retorno cléssico. Porém, como as funcdes de
onda WKB néo séo vélidas para os pontos de retorno, pois nestes pontos a condicio
(A.2) é violada, isso deve ser feito da seguinte forma: a equaco de Schrddinger é
resolvida exatamente ao redor dos pontos de retorno utilizando potenciais que mime-
tizem aproximadamente o comportamento do potencial V' (z) nessa regido. A forma
assintética dessas solugdes exatas séo utilizadas para igualar ¢y com ¥7; e %j; com
Y111 Neste sentido, vamos aproximar V/(z) por um potencial linear em z ao redor
de z;

V(z) = Viz) = E — Fi(z — ), (A.20)

e de forma similar ao redor de z,

V(z) =V.(z) = E + F.(z — =), (A.21)



A.3 Aplicagao para Estados Ligados

75

onde F; e F, sdo os valores absolutos das inclinagdes de V(z) nos pontos z; e z,,

respectivamente (ver fig. A.2). A equagdo de Schrédinger é escrita

% + g%éﬂ(:c —z)p=0 <z pertodexz; e (A.22)
d? 2mF.,
d—:;f - T;Zf (z — z )P =0 z perto de z,. (A.23)

Podemos simplificar as equagdes acima através de uma mudanca de varidvel

———

T Ty

Figura A.2: Potenciais lineares aproximados Vi(z) e V,(z) vélidos nas vizinhangas

dos pontos de retorno z; e z,, respectivamente.

£=— (2’“” )1/3 (e — a) (A.24)

em (A.22) e

e- (2 )lls(z—xr) (A.25)

em (A.23). Ambas equagdes reduzem para a mesma equagio,

d*y _
& =0 (A.26)

As solugdes desta equagdo sdo chamadas funcées de Airy e sao denotadas por

Ai(§) e Bi(£). As funcdes de onda devem aproximar-se de zero para r < z; e
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T > z,. Estas regides correspondem a valores elevados de |£|. Para estes valores de

¢ a forma assintética das funcdes de Ai(€) sdo

Ai(€) ~ W;—éﬁexp [—253/2] £>0, (A.27)

Da equagdo (A.24), £ < 0 para = > z; € £ > 0 para z < z; e da equagdo (A.25),
£ <0paraz < z,ef>0paraz >z, (ver fig. A.3). Assim, a solugio (A.27) é

valida para z > z, e z < z; e a solucdo (A.28) para z; < z < z,. Nas vizinhangas

Z; X,

Figura A.3: Comportamento de £ nos dominios

de z;, de (A.20), temos

p=2m(E - Vi) ~ \/2mF(z — z), (A.29)

e a integral sobre p para z < z; é

) 0 q
/ pdz = / pd(x—x;):—\/2mF1/ Vq dq
z 0

(z—z1)
= —-2;\/2mF1($ - z1)3/2

- _ggs/z, (A.30)
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€ para r > x;

/pda: = 253/2
2 3

= 2-¢2 ¢<u (A.31)

As funges de onda WKB t; e 17;, quando escritas em termos de €, ficam

'}

b= e |26, (A32)
O C 12
i = ggin |30 +4], (A.33)

comparando com as fungdes de Airy, vemos que § = 7+ Assim as funcdes de onda

WKB séo dadas por

(e) = == e [a/m) [ ] (A34)
w-Selfred]
v = % sin [% / " pdz+ g] (A.36)

$unr(z) = jI;TI exp [_(1/5) . dx]. (A.37)

Para que as expressdes (A.35) e (A.36) sejam a mesma na regido z; < z < z, a
soma das fases do senos deve ser um miltiplo integral de 7
1 [* T
—/ pdr+ - =(n+1)r (A.38)
b Jz, 2

com C = (-1)"D. Consegiientemente

1 [* 1
');i- . Y4 dr = (n + 5)11’, (A39)

ou

2/ rp dz = (n+ -;—)27rh, (A.40)

z1
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que pode ser reescrita na forma
fp dr = 2nmh + 7k, (A.41)

onde §p dz = 2 f_,:’ p dz é a integral sobre o periodo completo do movimento se-
miclassico. Esta condi¢do determina os estados estaciondrios de uma particula no
regime semiclassico. A equagdo (A.41) corresponde a regra de quantizacio de Bohr-

Sommerfeld da antiga teoria quantica.

Um valor diferente da fase § é obtido se o potencial for infinito em z = z;. A
condicdo de contorno para a funcdo de onda em z = z; é entdo ¥; = 0 e a fase ¢

deve ser zero na funcdo de onda WKB, tal que

Yr = 0 paraz <z
(A.42)
o 1 [
Y;; = ——=sin [—/ pda:] para z > 1
II \/I_) 3 -
o que nos leva a equagio:
fp dz = 2nmh + 27h, (A.43)
Essas duas equagbes podem ser agrupadas numa mesma equagio,
fp dz = 2n7h + gwh, (A.44)

onde p € o indice de Maslov total correspondendo a duas reflexdes em um periodo

de oscilagdo (1 = 2 para um potencial finito e u = 4 para um potencial infinito) [5].



Apéndice B

Integracao Numérica da Equacao

de Schrédinger

Este apéndice descreve o método de Noumerov para a integracio da equagio de

Schrédinger independente do tempo e é baseada em [56, 57].

B.1 O Método Noumerov

A equagdo de Schrodinger em uma dimenséo é dada por

BB L viepis) - Blo) ®1)
que pode ser reescrita na forma
() _
2 = j(W(), (8.2
onde
() = Z21V(z) ~ B (8.3)

Aqui, V(z) é a fungdo da energia potencial, m a massa da particula e % é a constante

de Planck dividida por 27. Assumimos que o potencial V(z) suporta um ou mais

79
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estados ligados. As func¢bes de onda aceitdveis para os estados ligados devem ser
continuas, possuir sua primeira derivada continua e satisfazerem as condigdes de

contorno
¥(z) “25° 0. (B.4)

Se a equagdo (B.1) for a equagio de Schrédinger radial, entdo a forga centrifuga deve

estar incluida em V(z) e a condigio de contorno em —oo é trocada por
$(0) = 0. (B.5)

As solugdes para os estados ligados da equagdo (B.1) tém propriedades bem conhe-
cidas [45]. Nenhum dos niveis de energia do espectro discreto sio degenerados e se
os autovalores forem arranjados em ordem crescente de energia, a fun¢io de onda v,

correspondente ao autovalor E, tem n nds.

Do ponto de vista matemadtico, (B.1) é uma equacio diferencial linear, de se-
gunda ordem. O método para resolver esta equagdo numericamente é o método de

Noumerov.

Vamos expandir as fungdes de onda ¥(z + k) e ¢(z — h), onde h e um pequeno
intervalo de z(ndo confundir com a constante de Planck), numa série de Taylor ao

redor do ponto z,
[> <)

hn
blz+h)=) —v®, (B.6)
n=0
R TR < N g
b—h)= D - Y i), (B.7)
n=0,par n=0,impar

onde %™ é a n-ésima derivada de 1(z) calculada no ponto z. Somando as equagdes
(B.7) e (B.6)

1 1 h* h®
sE+h) +d(@—h)] =g+ k% + p@ 1+ 2y + .. (B
e derivando esta 1dltima duas vezes, temos

4 6
-;—[zb(z)(a: +h) + p@P(z — h)] = @ + -;-hzzb(“) + %zp(s) + %w@) +.... (B9
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Multiplicando (B.9) pelo fator ’1‘—; e subtraindo o resultado de (B.8), eliminamos o

termo proporcional a (4. Assim,

@_ ke
¥+ 33 hz‘bz ETRAMREEE

§[¢(z +h)+9(z—h)] - ﬂ[zb(”(z +h)+$P(@-h).  (B.10)

Substituindo 1%(? na equagio acima pela expressio f(z)y(z) a equagdo (B.2), e

introduzindo a notacgao

T() =4 @)= 2 2 (@) - ) B.1)

obtemos a férmula bésica do método de Noumerov:

[2+ 10T (2)(z) — %z/)“” +.

[1-T(z+R)¢p(z+ k)] +[1 = T(z — h)]p(z — h), (B.12)
ou ignorando o termo de ordem k8, podemos escrever
[1—=T(z + h)J(z+ k)] — [2+ 10T (z)]¢(z) + [1 — T(z — h)]sb(z — k) = 0. (B.13)

Se ¥(z) e ¥(z — k) sdo conhecidos, podemos encontrar ¥)(z + h) diretamente da

equagdo (B.13). Os valores de T'(z) sdo conhecidos através do potencial V(z).

A equagdo (B.13) é uma relagdo de recorréncia de trés termos e esta pode ser
transformada em uma relagdo de dois termos mais simples de ser utilizada. Para

isso, vamos definir

F. =1 -T,]¢n, (B.14)
onde
Yn = P(2a), (B.15)
€
h2
T, = ﬁf(x,,). (B.16)

Substituindo (B.14) na equagdo (B.13) podemos escrever

Fn+1 - UnFn + F -1 = 0, (B17)
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onde

24107,
Un=S—7—

A vantagem desta transformagio é que uma multiplicagio a menos é necessaria para

(B.18)

cada célculo de ¢(z). Vamos definir a razio

Ry = Foy1/F,. (B.19)

Dividindo a equacdo (B.17) por F, e utilizando a equagio (B.19) obtemos uma

relacdo de recursdo de dois termos

1
Roy’

Usando o mesmo procedimento podemos escrever uma relagao de recorréncia para

calcular R, a partir de R,

anUn'—

(B.20)

&:m-i (B21)

+1

com
F'n.—-l
Fn )

Se temos o valor de R, e El__;’ podemos calcular a funcdo de onda para os pontos

R =

(B.22)

Znt1, Ty € Tp—1 & menos de um fator de normalizagio

R
i1 = No——, B.23
¢ +1 (1 _ Tn+1) ( )
1
1 =N . B.24
¥t (1 = Th41)Rn—1 ( )
O valor de NV pode ser encontrado determinando o maximo da funcdo de onda, assim:
-1
maz(i(z))

B.2 Iteracao do Método de Noumerov

Para se fazer a integracao da equacdo de Schrodinger sdo utilizados os passos

seguintes. A coordenada z € divididaem N +1 passos de intervalo igual a k, do ponto
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zo a0 ponto zn. Os pontos zo e zx sdo colocados nas regides classicamente proibidas.
E escolhida uma energia E inicial e a equacdo (B.2) é integrada numericamente

através do método de Noumerov.

Isto é feito em duas etapas: 1) integragdo a partir de zo em diregdo a zpr (zpr >
To) iterando a equagdo (B.20). O valor correspondente as condigdes 1(zo) = 0 e
P(z1) # 0 é Ry = oo; 2) integragio a partir de zy em direcdo a zp (zy < zn)
iterando a equagédo (B.21). O valor que corresponde a ¥ (zn) = 0 € ¥(zn-1) #0 é
Ry = 0. O ponto zps € a coordenada z onde a relagio R, < 0 ocorre pela primeira
vez, ou seja quando % troca de sinal pela primeira vez. E realizada a contagem de
nos da funcao de onda que energia E. Se a contagem do nimero de nés for maior do
que o numero de nés da funcdo de onda desejada, entdo a energia E inicial é muito
alta e um novo valor da energia, menor que E inicial é escolhido; se a contagem de
no6s é menor do que o nimero de nds da fungio de onda desejada, entdo a energia é

muito baixa e um novo valor de energia, maior que F inicial é escolhido.

Um procedimento de bisecdo pode ser utilizado para inicialmente isolar, num
pequeno intervalo de energia, um tnico autovalor com um nidmero de nés especificos.
Podemos escolher inicialmente dois valores de energia como sendo a energia méaxima

e minima, Ey e Er de tal forma que o autovalor desejado esteja no intervalo
E;L <E, < Ejy. (B.25)
Entdo a energia E € escolhida ser igual a
1
E = E(EL + EH), (B.26)

a equagdo de Schrédinger é integrada para esta energia e os nds sdo contados. Se o
nimero de ndés ng for maior que n (nimero de nds desejado), atribuimos Ey = E,
se for menor atribuimos £, = E. Se ng = n, ndo é possivel dizer se a energia
estd acima ou abaixo do autovalor E, simplesmente pela contagem de nés. Neste

caso calculamos uma corregédo de segunda ordem D(E). Para calcular este D(E)
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notamos das defini¢des de R, e R, que, dadas as equacdes (B.19) e (B.22), a igualdade

Rm = z2— é verdadeira somente se E é um autovalor. Segue, entdo que a fungao
R4
1
D(F) = < — Ryp (B.27)
R4

é zero quando F é um autovalor.

B.3 As Funcoes de Onda

Com a energia igual ao valor E,, encontrado através do método descrito na secio
anterior a equagdo (B.20) é resolvida para os valores R;, Rs,...Rp e a equacio
(B.21) é resolvida para RN-1, ij—z, ...Ry. O proximo passo é calcular o valor de
F,.. Como a normalizagdo da fun¢do de onda é arbitriria, podemos fazer Fyy = 1

sem problemas. Os valores de F), para n < M sio calculados iterativamente com a

equacao
F, n+1
n = , B.28
Fo= (B.28)
e os valores de F), para n > M sao calculados iterativamente com a equagao
F,= (B.29)
R,

O valor da fungéo de onda em cada ponto pode entdo ser calculada usando a equagio

(B.30)



Apéndice C

Funcoes de Green Independentes

do Tempo

Neste apéndice, fungoes de Green independentes do tempo para o Hamiltoniano

serao definidas e suas propriedades principais serdo apresentadas [52].

C.1 Formalismo

As fungbes de Green podem ser definidas como as solugdes da equagdo diferencial
nio homogénea

[z — H(r)|G(r, T3 2) = 8(x — 1), (C.1)

sujeita a certas condigGes de contorno para r ou r’. Geralmente, z é uma variavel
complexa com E = Re(z), n = Im(z) e H(r) é o operador Hamiltoniano indepen-
dente do tempo, que possui as propriedades de ser linear, Hermitiano e o conjunto

de suas autofuncoes, associadas a equagio de autovalor,

'H(r)z/;n(r) = En"/)n(r), (C2)
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formar um conjunto completo, {t,(r)}, que satisfaz as mesmas condigdes de contorno

de G(r,r';z). O conjunto de autofungdes {1,(r)} pode ser considerado ortonormal

sem perda de generalidade

/ Yr(r)Pm(r)dr = nm. (C.3)

O fato das autofungdes formarem um conjunto completo é expresso matematicamente

por:
/ Be(ri)dk + 3 palr)er(r) = 8(r — 1), (C.4)
onde k representa o espectro continuo e n o espectro discreto de H(r).
Ao trabalhar com fung¢des de Green é conveniente introduzir um espaco vetorial

abstrato. A forma mais conveniente para introduzir este espago é através da notagao

bra e ket de Dirac [65]. A notacdo é a seguinte

Pa(r) = (r|thn), (C.5)
o(r — r)YH(r) = (r|H|r'), (C.6)
G(r,r'; z) = (r|G(2)|r"), (C.7)
(rlr'y = é(r - 1), (C.8)

/dr|r)(r] =1, (C.9)

nessa nova notagao

(= H)G(2) = 1, (C.10)
Hl|pn) = Enlthn), (C.11)
(Yn|tbm) = nm, (C.12)
[ 1dulai+ 3 )l = 1. (C.13)

A vantagem de usar a notagdo de Dirac é que as manipulagdes algébricas sio facili-

tadas e ndo ficamos restritos & representacdo de posigio.
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Se todos os autovalores de z—H sdo nio nulos, ou seja z # {E,}, entdo a equagio

(C.10) pode ser resolvida formalmente

1
z—H

G(z) = (C.14)

Multiplicando a equagédo (C.14) pela equacdo (C.13)

Gle) = =7 [ 10e)teldk + 3 Il (C15)

e utilizando a relagdo F(O)|¢n) = F(An)|9n), onde O é um operador, A, seu autova-
lor e F(O) é uma fungio desse operador. Esta relagido pode ser provada expandindo

a funcdo F(O) numa série de Taylor. Entdo, utilizando a equagéo (C.11), a equagao

(C.15) fica

ou na representagio de posigdo

Gle,es2) = [ DEVEE) | 5 dullale) (C.17)

Como H é um operador Hermitiano, todos os seus autovalores {E,} sdo reais. Con-
seqiientemente, se Im{z} # 0 e z # {E,}, significa que G(z) é uma funcio analitica
no plano z complexo, exceto naqueles pontos ou porgdes do eixo z real que corres-
pondem aos autovalores de . Como pode ser visto da equagdo (C.16) ou (C.17),
G(z) possui pélos simples na localizagdo dos autovalores discretos de H; o contrério
também é verdade: os pdlos de G(z) fornecem os autovalores do espectro discreto
de H. Se z = E, onde E pertence ao espectro continuo de H, G(r,r’; z) ndo é bem
definida desde que o integrando em (C.17) possui uma singularidade. Entretanto,
pode-se tentar definir G(r,r’; z) aplicando-se o procedimento de limites. Em casos
usuais, onde os autoestados associados com o espectro continuo ndo decaem quando
r — 00, os limites laterais de G(r,r’; E + in) quando n — 0% existem, mas sdo
diferentes. Conseqiientemente, este tipo de espectro continuo produz uma linha de

corte em G(z) ao longo do eixo z real.
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Para E pertencendo ao espectro continuo podemos definir duas funcdes de Green

GH(r,r'; E) = lim G(r,r'; E + i), (C.18)
n—0t

GO)(r,r; E) = lim G(r,r; E — in), (C.19)
n—0t

com definigdes similares para para o operadores correspondentes, Gt (E) e G(-)(z).
Da equagédo (C.17) temos
G*(r,r';z) = G(r',r; 2*). (C.20)

Se z éreal, z = E e E # {E,}, segue de (C.20) que G(r,r’; E) é Hermitiano;
em particular G(r,r; E) é real. Por outro lado , para E pertencendo ao espectro

continuo, da equacdo (C.20) temos

GO (r,r; E) = [GH)(r',r; E)]*, (C.21)
a qual mostra que
Re[GO)(r,r; E)] = Re|GH)(x,r; E)], (C.22)
Im[GO(r,r; E)] = —Im[GH)(x,r; E)]. (C.23)
Usando a identidade
Jim - j: = P% T ind(z), (C.24)

onde P significa valor principal de Cauchy, juntamente com a equagdo (C.17) a

descontinuidade
G(E) = GH(E) - GU)(E), (C.25)
pOde ser expressa. como
Glr,x'; E) = —2mi / §(E — Eu)ypu()i(r)dk — 2mi 3" 6(E — Eo)u(t)(r).

(C.26)
Para o elemento de matriz da diagonal principal, de (C.17) e (C.24), podemos escrever

G®(r,r;E) = P{ / dkll’kz(?%%ir) +Z ¢n(r)¢ (r)}

7 inf [ 68~ BOwIE(IdE + 0 6(E - EJa(e)5(6).
(C.27)
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Integrando (C.27) sobre r

TrH{G®(E)} = P{ / dk- . =+

~ z—F

F in] / S(E-Edk+Y 8(E—E)}.  (C28)

A quantidade [&(E — Ex)dk + ., 6(E — E,) é a densidade de estados (DE) em E,
N(E). N(FE)dE fornece o nimero de estados no intervalo [E, E+dE]. A quantidade

i E) = [ 8B - Bywoie)dh + Y 8(E - Ebu(is®),  (C29)
¢ a densidade de estados por unidade de volun:e. Obviamente,
N(E) = / o(r; E)dr. (C.30)
Usando as equagdes (C.26,C.27,C.28,C.29) podemos escrever

1 1 —
p(r; E) :FWIm{G (r,r; E)} 57 G(r,r; E), (C.31)

N(E) = q:%Im{Tr{G(*)(E)}}. (C.32)
G(z) pode ser expressa em termos da descontinuidade (C.25)

G(r,r';E) = /—‘+°° dE { /5(E - Ek)dkM + 25 E—E )¢n(r)¢*( )}

z—FE
i G(r,r; E)
onde utilizamos a equagdo (C.26) e a proprieda.de de filtragem da funcao delta
1 6(E - E,)
= d ———2 34
z—E, —oo E z—F (C.34)
Em particular os elementos de matriz da diagonal principal de G s3o
+o00 .
G(r,r; E) = / dE ’;(r_ ‘?. (C.35)

Notamos que p(r; E) versus E pode consistir de uma soma de funcdes & (corres-
pondendo ao espectro discreto de H) mais uma fungdo continua (correspondendo ao
espectro continuo de H) como mostrado em (C.29). A equagdo (C.35) mostra que a
DE por unidade de volume (isto ¢, a parte imaginaria de FG*(r,r; E)/n) permite o

célculo de G(r,r; E) (ambos Re{G} e Im{G} para todos os valores de z = E + in).



C.2 Fungao de Green e Teoria de Perturbacio

90

C.2 Funcao de Green e Teoria de Perturbagao

O problema de encontrar os autovalores do Hamiltoniano H = H + V pode ser
resolvido em trés passos: 1) calcular a funcio de Green G correspondendo a H; 2)
expressar G(z) como uma série perturbativa em termos de G(z) e V, onde G(z) é
a funcdo de Green associada com H; e 3) extrair de G(z) a informagéo sobre os

autovalores e autofuncdes de H.

C.2.1 Expansao Perturbativa da Funcao de Green

Um problema muito importante e comum é o caso onde o Hamiltoniano de uma
particula H pode ser separado em uma parte nio perturbada H e uma perturbagio

V, de tal forma que
H=H+V. (C.36)

E admitido que H é tal que seus autovalores e autofuncdes podem ser obtidos

facilmente. A questdo é determinar os autovalores e autofungdes de H.

A funcio de Green G(z) e G(z) correspondendo a H e H, sio respectivamente,

1
z—H
1

G(2) = e (C.37)

G(z) =

— (C.38)

Usando as equagdes (C.36) e (C.37) podemos reescrever a equagio (C.38) da

seguinte forma

1 1
¢ = Tpov = (e - D1 - 5]
G(2)

v (C.39)
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Como V' é considerado uma perturbagdo, vamos expandir o operador -1—_—51(27 em
uma série
G=G+GVG+GVGVG+... . (C.40)

Note que na equacdo acima nao podemos inverter a ordem dos operadores, pois os

operadores podem nio comutar.

A equagao acima pode ser reescrita na forma compacta

G = G+GV(G+GVEG+...
G+ GVG. (C.41)

Na representagdo de posicdo, a equagdo (C.40) fica
G(rs, 155 2) = G(re, 15, 2) + /drlé(rf,rl; 2)V(r1)G(r1,1i; 2)
+ / dradry G(re, 125 2)V(r2)G(rz,r1; 2)V(r1)G(ry, 155 2) + ... . (C.42)

A equagido (C.42) é a expansdo perturbativa da fungio de Green.



Apéndice D

Variacao da fase A para os
coeficientes de reflexao e

transmissao para alguns potenciais

Neste apéndice mostramos que para alguns potenciais existe uma relagio entre
as fases dos coeficientes quanticos de reflexdo e transmissiao R e 7 que usamos na

secao 3.3.

D.1 Exemplos

Na segao 3.3 escrevemos os coeficientes de reflexdo e transmissdo como

R = rexp[—ig(E)],
T = texp|—i¢:(E)]. (D.1)

com r e t nimeros reais tendo a propriedade % + t2 = 1. Aqui, mostramos grafica-

mente que para os potenciais delta de Dirac, barreira quadrada e Rosen-Morse, as
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fases ¢(E) e ¢:(E) obedecem a relacio
¢(E) = ¢(E) + A(E), (D-2)

onde A(E) = +m/2. Nas figuras temos os valores numéricos A =2m =1, A = Vp =
Wo=1,d=3e S =0.1.

1
0.8 ////’——— (a) (b)
. Q
l:!_;0.6 % B—l
0.4 \ H 2
0.2
0 ---------
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
E E

Figura D.1: (a) Variacdo dos coeficientes de transmissdo (Trans.) e reflexdo (Ref.)

como fungéo de energia (b) Variacdo da fase A para uma delta de Dirac: V(z) =

Aé(z)

Ref.

o o o o
Trans.
Al (w/2)

o N & o 0o

i L
0 0.05 0.1 0.15 0.2

E E

Figura D.2: (a) Variacdo dos coeficientes de transmissdo (Trans.) e reflexdo (Ref.)
como funcdo de energia (b) Variacdo da fase A para a barreira quadrada: V(z) =V,

se 0 < z < d e V(z) = 0 em outra situacdo
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(b)

Ref.

© o o o
Trans.
A/ (m/2)

O NN » o 0 B

0 1 2 3 4 0 2 4 6 8 10 12

Figura D.3: (a) Variagdo dos coeficientes de transmissdo (Trans.) e reflexdo (Ref.)
como fungdo de energia (b) Variacdo da fase A para o potencial de Rosen-Morse:

V(z) = Wy/ cosh? Bz



Apéndice E

Largura de quase-estados e

desdobramento de energia

E.1 Relacao entre largura de quase-estados e des-

dobramento de energia

Outro problema muito interessante reside na pergunta: existe alguma relacio
entre a largura de quase-estados e o desdobramento de energia em pogos duplos?
Esta questdo foi levantada inicialmente por Miller em 1979 [59]. Dado um potencial
V(z) como na fig. 3.17, que possue quase-estados, podemos pensar em trés formas
diferentes, nas quais um pogo duplo assimétrico pode se transformar em V/(z) como
na fig. 3.17: fazendo L — oo na fig. E.1, fazendo W, — 0 na fig.E.2 ou fazendo
a — 0 na fig.E.3. Assim, a pergunta levantada por Miller poderia ser respondida

através da comparagdo do desdobramento de energia (como fungio dos pardmetros

L, Wy ou @) com T do potencial da fig. 3.17

Para exemplificar o procedimento, vamos analisar o caso proposto na fig. E.1.
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V(z)

‘/0 ——————————————————

Figura E.1: No potencial acima fazendo I — 0o obtemos o potencial da figura 3.17.

V(z)

Wo """~~~

‘Vo ------

L d L z

Figura E.2: No potencial acima fazendo W, — 0 obtemos o potencial da figura 3.17

V(z)

L d L z

Figura E.3: No potencial acima fazendo a — 0 obtemos o potencial da figura 3.17
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Primeiramente calculamos a energia do estado fundamental do potencial da fig. E.4,
Eps(L), o qual sabemos ser obtido da equagio transcendental, ytan[kL] = —k,
onde k = {/2mE/h® e p = \/2m/ﬁ2(% — E). Também, calculamos a energia do

estado fundamental do potencial da fig. E.1, E,4(L). A diferenca entre estas energias

depende dos comprimentos L e L, ou seja
AE(L, L) = | Eyu(L) — Epu(L)). (E1)

Dessa forma, podemos fazer , — co em AE(L,L) e comparar este resultado com
a largura do quase-estado associado ao potencial da fig. 3.17. Até o momento do
fechamento desta monografia, ndo tinhamos ainda resultados definitivos sobre este

estudo. Tal andlise é uma das propostas de continuacio do trabalho desenvolvido no

Mestrado.

V(z)

Vo ______

Figura E.4: Potencial para o célculo de E, (L)
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