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RESUMO

A extensdo dos métodos da teoria cinética classica ao dominio relativis-
tico e as estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein permite o estudo dos
fenémenos de transporte em alguns sistemas de grande importancia do pon-
to de vista de suas aplicagbes. Em astrofisica, por exemplo, frequentemente
se encontram gases relativisticos, degenerados e ionizados. Neste trabalho,
estudou-se a condutividade elétrica de misturas de elétrons e ions que cons-
tituem o chamado plasma Lorentziano, bem como de misturas de elétrons e
fétons. Ambas as misturas estdo sujeitas a agdo de campos eletromagnéticos
suficientemente fracos para que a freqiéncia de ciclotron dos elétrons se-
ja muito menor do que a freqiiéncia de colisbes entre os elétrons e o outro
constituinte da mistura. Supde-se que os fenémenos ndo se afastam significa-
tivamente do equilibrio, de modo que se utiliza uma teoria linear. Para evitar
a complexidade do termo de colisbes da equagdo de Boltzmann relativistica e
desta forma tornar possivel o calculo dos coeficientes de transporte, utilizou-
se a equagdo modelo de Anderson e Witting. Tal modelo é uma extensao ao
dominio relativistico do modelo BGK. Sdo apresentadas expansoes dos coe-
ficientes de condutividade para varios limites assintéticos importantes, ou
seja, para elétrons ultra-relativisticos ou nao-relativisticos e completamente
degenerados ou nao-degenerados.



ABSTRACT

The methods of classical kinetic theory can be extended to the relativistic do-
main and to the Fermi-Dirac and Bose-Einstein statistics, allowing the study
of transport phenomena in some systems of great importance with respect
to its applications. In this work, the electrical and thermal conductivities of
mixtures of electrons and ions - the Lorentzian plasma - and of electrons and
photons were studied. Both mixtures are supposed to be under the action of
electromagnetic fields so weak that the electron cyclotron frequency is much
less than the frequency of the collisions between electrons and ions (or pho-
tons). The phenomena concerned in this work are supposed as sufficiently
close to equilibrium that a linear thermodynamic theory can be applied.
The Anderson-Witting relaxation model was used to avoid the complexity
of Boltzmann equation’s collision term. Under the above mentioned restric-
tions, the transport coefficients were calculated. Expansions for important
asymptotic limits were obtained through computer programs, by considering
that the electrons can be modelled as a non-relativistic (or ultra-relativistic)
gas and as a non-degenerate (or completely degenerate) gas.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Critério para uma analise relativistica

Ao longo deste trabalho, freqlientemente se encontrara o parametro (. Este parame-
tro, definido em termos da temperatura 7', da constante de Boltzmann & e da massa

de repouso da particula m, é dado por

mc?

(=" (1.1)

Em termos de ( é que se pode decidir sobre a necessidade de se descrever o gas
em termos da teoria cinética relativistica. Se T é suficientemente grande, ou m é
suficientemente pequeno, ( — 0 e se diz que se trata de um regime ultra-relativis-
tico. Quanto T ¢ suficientemente pequeno, ou m é suficientemente grande, ( — o
e o regime € nio-relativistico. Valores intermedirios para ( implicam um regime
relativistico.

Como ( depende de m e T, é importante observar que no caso de uma mistura,
mesmo que se considere a temperatura de cada componente como sendo a tempera-
tura da mistura, a diferenca de massas entre as particulas de cada constituinte pode

implicar que diferentes componentes estejam em diferentes regimes.
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1.2 Breve histérico da teoria

Poucos anos depois da publicagdo, em 1905, do famoso artigo de Einstein sobre
a eletrodinamica dos corpos em movimento, Juttner deu os primeiros passos para
generalizar a teoria cinética dos gases ao dominio relativistico. Deduzindo em 1911
a forma relativistica da funcao de distribuicao de Maxwell em equilibrio [1, 2] e em
1928 a func¢ao de distribuigao relativistica, em equilibrio, para sistemas de boésons e
férmions [3], ele inicia o desenvolvimento da teoria cinética de gases relativisticos.

O préximo passo no desenvolvimento da teoria foi o estabelecimento da equagao
de Boltzmann relativistica, por volta de 1940. Destaca-se ai o trabalho de Lichne-
rowitz e Marrot [4], o primeiro a incluir o efeito das colisdes.

O calculo dos coeficientes de transporte para sistemas relativisticos se tornou
possivel com a adaptagido dos métodos cldssicos de Chapman-Enskog e Grad, feita
na década de 60 por Israel [5], Kelly [6], Chernikov [7], Vignon [8], Marle [9] e pelo
grupo liderado por de Groot [11]. Esses cdlculos podem se tornar impraticaveis, em
virtude da dificuldade de se manipular o termo de colisdes da equacao de Boltzmann.
Isto motivou o desenvolvimento seguinte na teoria cinética relativistica, que veio no
fim da década de 60, quando modelos do tipo BGK [12] foram propostos para gases
relativisticos por Marle [13] e Anderson e Witting [14, 15].

A teoria cinética relativistica ndo se limita a estatistica de Maxwell-Boltzmann
ou ao caso de gases constituidos de particulas neutras. De fato, muitas de suas apli-
cagOes mals importantes se encontram na astrofisica, como o estudo dos fenémenos
de transporte em anas brancas. Como apresentado no cléssico trabalho de Chandra-
sekhar [10], a degenerescéncia é fundamental para a compreensio de anas brancas,
que por sua vez sao constituidas por uma mistura de elétrons e {ons, ou seja, trata-se
de um gés ionizado.

O estudo de coeficientes de transporte para gases ionizados, relativisticos e de-
generados vem sendo realizado praticamente desde o final da década de 60 e, por
seu interesse tanto do ponto de vista da teoria cinética quanto por suas potenciais

aplicagOes, prossegue até hoje.
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1.3 Objetivos desta dissertacao

O célculo dos coeficientes de transporte para sistemas compostos por gases rela-
tivisticos tem despertado interesse nas ltimas décadas em especial por suas possiveis
aplicagdes a dreas como a astrofisica. Em particular, pode-se destacar a série de pu-
blicagdes de Erkelens e Leeuwen (de [23] a [24]), que desenvolvem a teoria cinética
para um plasma relativistico, chegando a calcular os coeficientes de transporte para
vérias misturas de particulas tais como elétrons, pdsitrons, fétons e prétons. Esses
coeficientes, contudo, envolvem integrais muito dificeis de se estimar numericamen-
te, e que se tornam ainda mais complexas quando se consideram gases quanticos. A
substituicao do termo de colisées da equacao de Boltzmann por um modelo como o
de Marle [13] ou o de Anderson e Witting [14, 15] permite contornar este problema,
facilitando os célculos.

A condutividade elétrica de uma mistura de elétrons e prétons foi calculada por
Kremer [16, 17]. Os célculos foram feitos com a aproximagido que o fluxo de calor
na mistura se devia somente aos fluxos de difusdao parcial de cada constituinte e
utilizando-se o modelo cinético de Marle, que é a primeira extensao relativistica do
modelo cinético BGK.

Esta dissertacao se baseia em metodologia semelhante para estudar a condutivi-
dade elétrica em plasmas de Lorentz e em misturas de elétrons e fétons, mas inclui a
contribui¢ao do fluxo de calor parcial devido aos elétrons e leva em conta também a
possibilidade de degenerescéncia. Além disso, adota o modelo cinético de Anderson
e Witting, adequado para a analise de regimes ultra-relativisticos.

A presenga do fluxo de calor devido aos elétrons implica maior complexidade nos
calculos para a obtencao da lei de Ohm para as misturas aqui estudadas. Por isso,
optou-se por analisar misturas em que os elétrons se encontram em certos casos-
limite, ou seja, regimes ultra-relativisticos ou nao relativisticos e completamente

degenerados ou nao-degenerados.
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1.4 Notacao e definicoes

Um quadrivetor é um vetor que se transforma de acordo com !

!
A = AZAP, (1.2)
sendo
Wl o2 R
Y Y Y Y
vt utel e 40348 (v=1)v12? (v=1)v'e®
o _ v b Bk B
Ag = , (1.3)
2 (y=1)v20! vl 4yv202 40803 (v=1)v2 3
T b Gk Bk
— ﬁ L’Y___IM ('7—1)‘“3”2 viyl 420292 440348
Ve EE Bk o7
onde v!, v? e v® sao as componentes do vetor velocidade relativa v entre dois refe-

rencials inerciais quaisquer e

1

Neste trabalho dois tipos de componentes de quadrivetores sdao consideradas:

(1.4)

as componentes contravariantes, denotadas por A® e as componentes covariantes,

denotadas por A,. A relagdo entre ambas se da através de
Aa == gaBAB, (1.5)

onde g, € o tensor métrico do espaco quadridimensional de Minkowski,

+1 0 0 O
0 -1 0 0
Gopp = . (1.6)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

A matriz inversa de g,z é a matriz g®? tal que

9apg”? = 8] (1.7)

INeste trabalho se utiliza a convengio de soma de Einstein. Indices gregos repetidos implicam

soma sobre os indices de 0 a 3, enquanto que indices latinos repetidos implicam soma sobre os

indices de 1 a 3.



1.4 Notagao e definigoes

O tensor J7 é o delta de Kronecker, cujas componentes sao iguais a 1 sempre que

o = v e iguals a 0 quando a # 7.

O tensor de Levi-Civita €*#"® tem componentes iguais a 1 (ou -1) quando a, 3,7, ¢

é permutagao par (ou impar) de 0,1,2,3, e componentes iguais a 0 quando «,3,7,9

nao é permutacao de 0,1,2,3.

Por ultimo, vale comentar que em algumas situacgGes € util expressar o produto

Pl €.xx COMO 0 determinante

5o &2

B sB

6045'}'56“”{/\ — 5# 61/
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Capitulo 2

Fundamentos de teoria cinética

relativistica

O objetivo deste capitulo é apresentar a equacdo de Boltzmann relativistica para
uma mistura de gases degenerados, a0 mesmo tempo em que se introduzem conceitos

importantes da teoria cinética relativistica.

2.1 Gases simples nao-degenerados

E conveniente iniciar esta breve exposi¢ao dos principios da teoria cinética rela-
tivistica analisando um gés simples (no sentido de que nao se trata de uma mistura)
e nao-degenerado, e sé depois avangar para o caso de maior interesse para este tra-
balho, ou seja, misturas de gases ionizados, relativisticos e degenerados.

Cada uma das particulas do gas pode ser caracterizada por suas coordenadas
espago-temporais z* = (ct,Z) e pelo quadrivetor quantidade de movimento p* =
(p°, p). Num nivel macroscépico, entretanto, o estudo de um gas relativistico re-
quer grandezas como o quadrifluxo de particulas, o tensor energia-momento e outros

momentos da fun¢do de distribui¢do f(Z,7,t). Esta é definida de modo tal que
N(t) = f(,p,t)d°zd’p = f(Z, §, t)dz' dz*dz>dp’ dp*dp® (2.1)

é o nimero de particulas que no instante de tempo ¢ tém quantidade de movimento
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entre p e p+ dp e ocupam a posicao entre ¥ e T + dZ. O espago hexa-dimensional
caracterizado pelas trés coordenadas de posi¢ao z!,z%,z° e pelas trés coordenadas
de quantidade de movimento p', p%, p®> no instante ¢ serd chamado, neste trabalho,
de espago u(t).

O nimero de particulas contidas no elemento de volume du(t) = d*zd®p é o
mesmo em qualquer sistema de referéncia, portanto se trata de um invariante de
Lorentz. Para saber se a funcdo de distribuicdo f(&,7,t) também o é, resta a tarefa
de mostrar que du(t) é um invariante de Lorentz; isso € feito no apéndice A. Como o
produto f(Z,p,t)du(t) é um invariante de Lorentz, assim como du(t), conclui-se que
f(Z,p,t) é um invariante de Lorentz.

E interessante analisar como evolui o nimero de particulas contidas no elemento

de volume du(t) a medida em que o tempo evolui. Seja, como em (2.1),

N(t) = f(Z, 5, t)d*edp. (2.2)
Como du(t) = d®zd°p,
N(t) = f(Z,5,t)du(t). (2.3)
Num tempo t + At,
N(t+ At) = f(Z + AZ,p+ Ap,t + At)du(t + At). (2.4)

Devido as colisdes entre as particulas, em geral N(t + At) é diferente de N(t). E

conveniente definir AN como
AN = f(&+ A%, 5+ Aft+ Adu(t + Ab) — f(@,5,D)du(t).  (25)

Considera-se aqui o caso em que cada uma das particulas que compdem o gas
esta sujeita a uma forca externa F. Assim, pode-se escrever Ap = FAt. Além disso,
é evidente que AZ = vAt.

Cada uma das coordenadas do espaco yx no tempo t + At se relaciona as coorde-
nadas do espaco p no tempo t de tal forma que se pode expressar du(t) em termos de

du(t+ At) através de du(t + At) = |J|du(t), onde J é o Jacobiano da transformagao,
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definido por

dxl(t+At) Azl (t+At) Bzl (t4At)

3z (2) 372 (1) s 3p3(2)
Az (t+At)  9z?(t+At) 8z (1+At)

J = dzl(t) d8z2(t) tte apd(t)
apd(t+At)  9pd(t+At) ap3(t+At)

dzl(t) 9z2(t) co ap3(¢)

Desprezando termos de ordens iguais ou superiores a quadratica em At, J pode

Ser exXpresso como
OF:
Jp'

Analisando a (2.5) se observa que resta ainda a tarefa de expressar a funcao de

J=1+

At (2.6)

distribuicdo no instante t + At em termos da funcdo de distribuicao no instante ¢;
pode-se fazer isso expandindo f(Z+ AZ,p+ Ap,t + At) em série de Taylor em torno

do ponto (&, 7,t). Esta expansdo pode ser aproximada como

eman  OF L Of i Of
f(Z+ AZ,p+ Ap,t+ At) = f(Z,p,t) + —G?At + %Ax + o Ap'. (2.7)

As equagdes (2.5) a (2.7) e as definicdes de AZ e Ap respectivamente em termos
deveF permitem que se obtenha a taxa temporal de variacao de N,

AN _[df ,8f  OfF
P R =R ]d”(”- (28)

Trabalhando no dominio relativistico, sempre é importante identificar quais sao
as grandezas invariantes de Lorentz. Na equacdo (2.8), AN é um invariante escalar.
Se At é medido em um referencial em repouso em relagdo ao gas, At = A7 e a razao
AN/At é um invariante escalar. No caso mais geral, a transformacao entre At e At

é dada em termos de vy por

At = yAr, (2.9)
de modo que
AN AN
NN (2.10)

Multiplicando ambos os lados de (2.8) por v a equacdo se torna uma igualdade
entre invariantes escalares

AN _[or | Lor |, ofF
At ) 3t+vaxi op'
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oy [F vl 4 [ .11

Para desenvolver o primeiro termo do lado direito da equagdo (2.11), pode-se

utilizar a expressao (A.4) para obter a relagao
vt = —— (2.12)

de modo que

N EZOL'3 N V1)) R/ . A

ot " oz] V|6t T P ox m

- p®" Oz¢ m' Oz

No lado direito da equagdo (2.11) pode-se ainda analisar o termo vdfF*/dp'.
Aqui nao se trabalha mais simplesmente com a for¢a F*, mas com o quadrivetor
forca de Minkowski (K*) = (K° K), cuja defini¢io se encontra no apéndice A. Uma
analise das expressoes (A.1) a (A.5) torna razoavel a defini¢do de F em termos de
K como

-  mckK

F==3

Escrevendo cuidadosamente a derivada 8/9p' em termos de 9/9p° e 9/3p através

. (2.14)

da regra da cadeia e considerando que, sendo a forga de Minkowski ortogonal ao

quadrimomento,

K°po = Ko — K -5 =0, (2.15)
o termo yOfF*/0p* pode ser desenvolvido de modo a se verificar que

dfF _ afKe

v o = o (2.16)

Portanto se a forga externa for associada a uma forga de Minkowski a equagdo

(2.8) pode ser reescrita de forma que ambos os lados sdo invariantes de Lorentz:

AN ¢ [ _,Of ofK*
— +m
Op™

At p° P ze

du(t). (2.17)
A determinacao da taxa de variagdo AN é feita sob as seguintes hipdteses:

e Somente interagdes entre pares de particulas siao levadas em consideragio. Esta

aproximacao € satisfatéria para gases suficientemente diluidos;
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e A func¢do de distribui¢do pode ser considerada constante ao longo de distancias
menores que o livre caminho médio, bem como ao longo de um intervalo de

tempo menor do que o tempo transcorrido entre duas colisoes;

e O efeito das forcas externas nao ¢ suficiente para que entre uma colisao e outra

a trajetéria de cada uma das particulas do gas se curve significativamente;

e Postula-se a auséncia de correlagdes entre as particulas antes e depois de cada

colisdo.

E conveniente distinguir duas contribui¢des para a taxa de variagao de NV; a pri-
meira corresponde as particulas que entram no elemento de volume, enquanto que a
segunda contribuicado se relaciona as particulas que saem do elemento de volume. Es-

crevendo AN em termos da diferenca entre as taxas de entrada e saida das particulas

AA_ZZ _ (%y - (%]tz)—. (2.18)

No apéndice B se discute a dinamica de uma colisao binaria e se encontram as

no elemento de volume,

seguintes expressdes para (AN)* e (AN)~ em termos do angulo sélido €2, da secao

transversal diferencial de choque o e do médulo da velocidade relativa de Mgller g *:
(AN)* = / / &5 )f(Z, 5. ,t)g 0 d &p. &z’ d*p' At (2.19)
Q Jp!

(AN)- = / £@,5,)f (&, o t)godVE pudzd®pAt. (2.20)
Q Jpa
Na teoria cinética nao-relativistica, o moédulo das velocidades relativas assinté-
ticas pré e pés-colisionais é sempre igual, ou seja, g = ¢g'. No caso relativistico,
contudo, g em geral nio é igual a g .

Pelo Teorema de Liouville pode-se afirmar que o elemento de volume do sistema

no espago de fase ndo se altera, ou seja, é vélida a equagao
godQdPp, dPxd®pAt = g' o dQ d®p, d®z d®p At (2.21)

10 asterisco (*) serve para estabelecer uma diferenciagio entre as particulas que colidem, en-

quanto que as linhas (’) servem para denotar grandezas pds-colisionais.
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No apéndice A mostra-se que d®zAt = d®z'At’, de modo que a equacio anterior

resulta em
/ godQd®p,d®p = / godQ &p.dp . (2.22)
Q Q'
As equagdes (2.17) a (2.22) podem ser combinadas de tal modo que se obtém

]% [p" 68 ;; + mag ;i a] Pad’p = / (fof = £ f)godQd’p.dxd’p, (2.23)

onde f. = f(Z,5.,t), f = f(&F 1), f- = f(Z,F.t) e f = f(£,5,1). Identificando

o fluxo invariante de Lorentz F' como

0,0 0,0
1
F:E&g=p“¢6-af—7anﬁ (2.24)
c c c

chega-se & equacao de Boltzmann relativistica, proposta pela primeira vez por Lich-

nerowitz e Marrot [4]

LOf  ofke

P oz T m apa =/(f*f _f*f)FO'dQ

d®p.
o (2.25)

p

2.2 Gases degenerados

O lado direito da equagdo de Boltzmann relativistica (2.25) é chamado de termo de
colisdo. O termo de colisdo se altera quando se considera o caso mais geral em que
o gas é simples e degenerado, e a equacdo assim obtida é a chamada equagao de
Uehling-Uhlenbeck [18].

Para obter a equagao de Uehling-Uhlenbeck relativistica a partir da equagao
de Boltzmann, deve-se levar em conta que o numero de estados disponiveis a uma
particula com degenerescéncia de spin g, num elemento de volume d3zd®p é propor-
cional ao produto entre o elemento de volume e o fator de degenerescéncia e inver-

samente proporcional a h3, sendo h a constante de Planck? h = 6.626 x 10734J-s.

2Uma hipétese fundamental da mecanica estatistica estabelece que em principio a probabilidade
de uma particula ocupar um determinado estado quantico é a prépria probabilidade que a mesma

particula tem de ocupar um volume A2 do espago u.
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Supde-se assim que o nimero de estados disponiveis é g,d*zd>p/h>, onde

gs = 2s+ 1 para particulas de massa de repouso nao-nula,
gs = 2s para particulas de massa de repouso nula.
Para elétrons, por exemplo, s = % egs =2.
No caso em que cada um dos estados possiveis num certo elemento de volume

esta ocupado,

dizd®
fddp = g, L (2.26)
portanto neste caso
=@t =15 (2.27)

No caso de férmions sé6 podem ocorrer colisdes que resultem na entrada de
particulas que venham a ocupar estados disponiveis, i.e., ndo ocupados. O numero

de estados disponiveis num certo elemento de volume é

(1 — ﬁi) dzd®p. (2.28)

gs

No caso de bésons ocorrem preferencialmente colisdes que levem a entrada de
particulas que venham a ocupar estados que ja estao preenchidos, ou seja, a presenga
de uma particula com coordenadas entre Z, 5 e Z+AZ, f+Aj aumenta a probabilidade
de entrada de particulas nesse exato elemento de volume do espago . Quanto mais
particulas no elemento, maior a probabilidade de entrada de novas particulas nesse
mesmo elemento. Analogamente & equacgao anterior, para bésons é valido afirmar
que cada uma das fung¢des de distribuicdo pds-colisionais que aparecem no termo de

colisao da equagao de Boltzmann é multiplicada por
B3
(1 1 ) , (2.29)
s
enquanto que as fungdes de distribuigdo pré-colisionais sdo multiplicadas por

(1422, o0

gs

Tails consideracoes resultam na seguinte generalizacao da equagao de Boltzmann

para um gas simples, degenerado, relativistico e sujeito a acao de forcas externas:

LOF  BfK* , R\ L Fh?
Pt = [ |1 En) 7 (1 0)
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13 13 3
—f. <1 + ef*_h> f (1 + efgh )] Fadﬂdp‘g*, (2.31)
onde

€ = +1 para bosons,
e =0  para o caso cléassico,
e = —1 para férmions.

Esta equacdo € fundamental para qualquer estudo de coeficientes de transporte
para gases quanticos relativisticos.

No caso de uma mistura de v gases constituintes, a generalizagao da equagao
(2.31) pode ser feita de forma simples, devido & sua estrutura. Em uma mistura, o
conjunto de particulas idénticas que forma cada componente a, com (a = 1,...,v),
comporta-se como se fosse um gas unico exceto quando colide com particulas de um
outro componente da mistura. O lado esquerdo da equacdo nao depende das colisdes,
portanto permanece inalterado para cada componente da mistura. O lado direito,
que € o termo de coliséo, é a soma de cada um dos possiveis pares de colisoes. Assim,

para uma mistura de gases pode-se escrever as v equagoes

JOf. BfKE L , Fuuh® £b3
paaxa+ma apg _—;/I:fa*<1+€ fb(1+6

s s

! h3 ’h3 3 .
——fa* <1 + C-fL> fe (1 + €fb )} Fbaabadﬂbad—?—, (2.32)

s s pb*

coma=1,...,v.

2.3 A equacao de transporte

Cada uma das particulas do gas tem massa de repouso m e carga elétrica q. Neste
trabalho se supde que a forca que atua sobre cada particula é de natureza eletro-

magnética (cf. apéndice C) de modo que

Ko = 1pesls (2.33)

C m
Considerando (2.33), multiplicando a equacdo (2.31) por uma funcdo arbitraria

Y (z*,p*) e integrando em d3p/p°, o uso de propriedades de simetria do termo de
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colisdao permite obter a chamada equagio geral de transporte:

o « O qd a3 oY d®p

g [ w1 = [ o+ o] 15
1 N B3N R
=1 [wru—v-w|n 1+ L) 1 (1445

—fx <1+eféh3)f<1+ef'h3>] Fo de p-&p : (2.34)

s s P p°

O lado direito da equagéo (2.34) é conhecido como termo de producdo e se anula

para qualquer funcido de distribuicdo quando ¥ é tal que

b4 b =1 + P, (2.35)

sendo que neste caso se diz que 1 é um invariante de soma.
Como demonstrado em [19], um invariante de soma é uma combinagéo linear de

uma constante e do quadrivetor energia-momento p*, ou seja,
Y =a" +b,p", (2.36)

onde a* é uma constante e b, é um quadrivetor que nio depende de p,,.
Pode-se obter a equacao geral de transporte para o caso de uma mistura. A
equagao (2.32) foi obtida considerando-se que uma mistura de v constituintes pode

ser caracterizada pelo conjunto de v fun¢ées de distribuigao
f(Z, Pa,t) = fa, a=1,2,..,v. (2.37)

Analogamente ao que foi exposto pela equagdo (2.33), cada uma das particulas
do constituinte a tem massa de repouso m, e carga elétrica g,, de modo que, estando
a mistura sob a agao de campos eletromagnéticos,

Ko = %o posPab (2.38)

¢ c mg

Para obter a equacdo de transporte para o constituinte a da mistura no caso em

que as particulas estdo sob a acdo de campos eletromagnéticos, substitui-se (2.38) na
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(2.32) e multiplica-se a equagao resultante por uma fungao arbitraria ¥, = ¥(z*,p%).

Integrando sobre todos os valores de d®p, /p° chega-se a

) wr @Pa «0%a | Qa pop 0%
axa/l/)apafaﬁ_\/[pagx_a‘*‘?}? aﬁa fa a

1 < ' "h3 B3 d3py d3p,
== /(zba—zba)fa (1+6f; )fb (1+5fb >Fbaabadﬂba—p—?- Pe (239)
b=1

s s b pa

[\

Somando a equacdo anterior sobre cada um dos v constituintes da mistura e

utilizando propriedades de simetria do termo de colisdo chega-se a equagao geral de
transporte para a mistura

3
Z/wa :fa pa Z/': 61/)‘1 _aFaBpaBgi:] fadpga

1 - ' ’ flh3> ( f;h3) d pbdpa
=3 a.+ — Yq — a 1+€a_ 1+€ Faaadﬂa
5 Esz / (Yo + ¥y — Ya — Do), ( =) b o= ) Praondl g =

(2.40)

Um invariante de soma para o constituinte a é uma combinagdo linear de uma

constante e do quadrivetor energia-momento p%, ou seja,

Yo = a, + bauph, (2.41)

onde a; é uma constante e b,, € um quadrivetor que nao depende de p,,.

2.4 Descricao macroscopica

Do ponto de vista da termodinamica, um gas relativistico pode ser descrito através
dos seus campos bésicos, que sdo momentos da funcdo de distribui¢ao. Para um
componente a da mistura, os momentos de primeira ordem (quadrifluxo parcial de
particulas), segunda ordem (tensor energia-momento parcial) e terceira ordem séo

respectivamente definidos através das equagoes

d>p,
pY

N¥ = / P F(F i) (2.42)

3
12 = ¢ [ pinf(E )2 (2.43)

a
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1% v, o = = d3pa
THo = c/pg‘papaf(x,pa,t) . (2.44)

a

Os momentos de primeira e segunda ordem para a mistura sao definidos em ter-
mos das somas, sobre todos os ¥ componentes da mistura, dos respectivos momentos

de cada componente:
Ne=Y"Ng, Tf=) T (2.45)
a=1 a=1

Para a descrigao macroscépica de fluidos relativisticos se introduz a quadriveloci-
dade hidrodindmica U*(z"). A quadrivelocidade hidrodinamica é definida de modo

tal que satisfaca a relacao

U*U, = . (2.46)
Define-se a partir da quadrivelocidade hidrodinamica o projetor
1
A¥ = g — SU*U". (2.47)
c
O projetor A*¥ é tal que A*'U, = 0 e tem as seguintes propriedades:
A*A L, =AY, ALAY =A%, AL =3. (2.48)

Um referencial que se desloca junto com o fluido é conveniente para varios célculos
na teoria cinética relativistica. Esse referencial é conhecido como referencial de Lo-
rentz em repouso no fluido, sendo representado pelo indice R.

No referencial de Lorentz em repouso no fluido a quadrivelocidade hidrodinamica

e o projetor sao respectivamente expressos por

Ur = (c,0,0,0), (2.49)
00 0 0
0 -1 0 0
AB = (2.50)
0 0 -1 0
00 0 -1

Com o auxilio do projetor pode-se simetrizar um tensor t*¥, obtendo o tensor

t) = —(AEAY + AVAR)ET. (2.51)

1
2
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Define-se o deviante de um tensor como
W) — ) _ LA 4lom)
t =t - gA“ JAVSR AP (2.52)

A derivada contravariante 0* é decomposta em relagao a quadrivelocidade hidro-
dinamica U* como

1
9= SU"D + V", (2.53)

onde D = U*9, e V¥ = A* 9, sdo respectivamente a derivada temporal convectiva
e o operador gradiente.
Fisicamente, a quadrivelocidade hidrodinamica pode ser interpretada de duas

maneiras diferentes, que dao origem as descri¢oes de Eckart e de Landau.

2.4.1 A descricao de Eckart

Segundo Eckart [20] a quadrivelocidade hidrodinadmica esta relacionada ao quadri-

fluxo de particulas N# através de

u
U* = c—N—-, (2.54)
NeN,
ou seja,
N¥ =nU*, (2.55)

onde n = ¢~'y/N2N, é a densidade do nimero de particulas. De fato U*U, = ¢?
e em consequéncia a quadrivelocidade hidrodinamica tem somente 3 componentes
independentes.

Quanto ao quadrifluxo parcial de particulas, nesta descrigao ele € decomposto

como

N& = n,U* + J2, (2.56)

onde n, € a densidade do numero de particulas do componente a e J& é o fluxo de

difusdo parcial definido por

&Cp,
J;"=Agc/pffa P,

. (2.57)
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Considerando que N* = > N2 en = ) _ n, as decomposigdes (2.55) e
(2.56) implicam

XV: Jo =0, (2.58)
a=1

ou seja, existem somente v — 1 fluxos de difusdo parcial linearmente independentes
numa mistura de v componentes.
Com base em Stueckelberg e Wanders [21] e Hebenstreit [22] escreve-se o tensor

energia-momento parcial como
[0 27 [ 1 a a
T3P =l — (pa + wa) A% + U (g} + hJY)

1 a Jo €ala 1o
+§Uﬁ(qg + h%LJ) + ‘;—ZU U, (2.59)
onde p, e p&aﬁ) sao respectivamente a pressao parcial e o seu deviante, w, € a pressao
dindmica parcial, g% é o fluxo de calor parcial, A% = p,/n. + €, é a entalpia parcial
em equilibrio por particula e e, a energia parcial por particula. Somando o tensor

energia-momento parcial sobre todos os ¥ componentes da mistura, resulta o tensor

energia-momento da mistura
1
T = p®) — (p+ w)A% + (U + UPq™) + SUUP,  (2.60)
c c

sendo as quantidades da mistura identificadas como

(aB) _ v v oT (aB)
P = (ARAY = SAMA)T Zp (2.61)
1 14 v
p+w= —§AWT‘“’ = Zpa + Z Wa, (2.62)
a=1 a=1
1 , -
e= gUHT“ U, = gnaea, (2.63)
= ALU,T™ =Y (¢8 + hpJ2). (2.64)

a=1

A pressio dindmica w, o fluxo de calor ¢* e o deviante do tensor pressio p{*#!
obedecem as seguintes equagoes constitutivas, de acordo com a termodinamica dos

fluidos relativisticos para processos préximos do equilibrio [25]:

w=—-nV,U" (2.65)
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¢ =\ <V“T - %DU“) : (2.66)
P =2 VU, (2.67)

Essas sao as leis de Navier-Stokes e Fourier. As quantidades a esquerda sao fluxos
termodinamicos, que por sua vez sdo proporcionais as forcas termodinamicas. Os
coeficientes que aparecem nas leis de Navier-Stokes e Fourier sao chamados de coefici-
entes de transporte: 7 € a viscosidade volumétrica, u é a viscosidade de cisalhamento

e A é a condutividade térmica.

2.4.2 A descrigao de Landau

Outra decomposi¢ao para o quadrifluxo de particulas e para o tensor energia-momen-
to é devida a Landau e Lifshitz [26]. Em termos da quadrivelocidade hidrodinamica

U} o quadrifluxo de particulas e o tensor energia-momento sao dados por

N* =n U8 + J°, (2.68)
o a ern o
T = p™ — (b + w1) 03" + UL UL, (2.69)
sendo
v v 1 v
L =9"—-5ULUL. (2.70)

O quadrivetor J* denota a componente do quadrifluxo de particulas que é per-
pendicular & quadrivelocidade, ou seja, J*Ur, = 0. Para estudar a relagdao entre a

decomposicao de Eckart e a de Landau, considera-se que
U =U>+U°. (2.71)
Sendo U* igual a zero em equilibrio e U*U,, desprezivel para processos proximos
do equilibrio,
UgUro =~ ¢ +2UU°. (2.72)
Como UgUr, = c¢* conclui-se que nesta aproximagao U, e U sao perpendicu-

lares. Quanto ao quadrifluxo de particulas, igualando suas decomposi¢des nas duas

descrigdes citadas,

nU* = n U2 + J°, (2.73)
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multiplicando a equagao (2.73) por UL, e usando as relagdes J*Ur, = 0, UUL, = ¢?,
chega-se a

n=ng. (2.74)

Este resultado implica que para processos préximos ao equilibrio a densidade do

numero de particulas nao depende da descrigao adotada.
Das equagdes (2.71) e (2.73),

_Je

n

U = (2.75)

Viu-se anteriormente que o tensor energia-momento pode ser decomposto na des-

cricao de Eckart como
1
T8 = pl*8) _ (p + @)A® + = (U*¢® + UPq®) + =U°U”. (2.76)
c c

Na descricao de Landau, o mesmo tensor é decomposto como exposto na equagao
(2.69). Para processos préximos do equilibrio, o uso de (2.71) e a definicdo de entalpia

por particula hg [ = e +pr/nr permitem reescrever o tensor energia-momento como

h
T = pi” — (pr + w1 )A™ — Z2(UTP + UPT®) + LML ey, (2.77)

2
A comparagao entre (2.76) e (2.77) permite concluir que

s o ¢ 1 e
pL=p, er=e wp=uw, p=plh go= 5 (2.78)

desta forma o quadrifluxo de particulas e o tensor energia-momento podem ser de-
compostos, na descricao de Landau, como

(07

N =nUg - L, (2.79)
Taﬁ — p(aﬁ) _ (p + w)ALB + —CE-UL Ug, (280)

enquanto que a relacao entre as quadrivelocidades hidrodinamicas em processos

proximos ao equilibrio é dada por

U® =Ug — n—,llz 3 (2.81)
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As equagdes (2.56), (2.81) e (2.60) podem ser combinadas de modo que se obte-
nha, na descri¢do de Landau, o quadrifluxo parcial de particulas e o tensor energia-

momento parcial:

nqeq*

N* = n,Ue + Jo = 22 2.82
a n UL + ']a nhE ( )

a (o7 1 o a naha

TP = p*® — (po + @) AT + 5UR <q§ + h%JP — 7ﬁqﬁ>
C nnge
1 B o a Ja nah% o €aNa 110778

+Z§UL qa + h’EJa - _nhE q + C2 ULUL (2.83)

Tais decomposicdes sao importantes e serdo utilizadas nos capitulos seguintes.



Capitulo 3

A funcao de distribuicao

3.1 Gas em equilibrio

O calculo dos coeficientes de transporte para um gas relativistico, quer se trate de
uma mistura ou de um gas simples, envolve expansdes em torno da funcao de distri-
buigao em equilibrio. Desta forma, é necessario apresentar as fungdes de distribuicao
no equilibrio e préximo ao equilibrio.

Inicialmente, é importante definir um quadrivetor que serd mencionado ao longo
deste capitulo. Trata-se do quadrivetor fluxo de entropia S*, que pode ser decom-

posto como

S* = nsU* + ¢*, (3.1)

sendo a entropia por particula definida como s = S*U,/(nc?) e ¢* = A*S¥ corres-
pondendo a componente do quadrivetor fluxo de entropia que é ortogonal a quadri-
velocidade hidrodinamica.

A equacgao de transporte para o constituinte ¢ de uma mistura de gases dege-
nerados é dada por (2.39). Supondo que o gis analisado se constitua de um sé

componente, para maior simplicidade, a substituicao de 1 dado por

Y = —kc [m (fg}i) -~ (1 + 6]?;3) In (1 + ”f)] (3:2)
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na equagao (2.39) permite que se identifiquem as seguintes grandezas:

h? s R\ &
§* = /paf [—kcln <fgs ) + ke (1 n eji’h3) In (1 + 6’;5 )] p—(;”, (3.3)
/fﬂ fof (1 + €fh®/g.)(1 + efuh/g5) (Hef_hi)

L f(L+ef'h3/gs)(1 + ef.h®/ gs) g

f. h3> {f F(L+efh®/g)(1+efuh®/gs) ] d°p. d°p
X (14 e= . - - FodQ . 3.4
( TS0+ e/ R a1+ <fFfg.) 2 O
Com as identidades (3.3) e (3.4) se pode escrever a equagdo de balanco do qua-

drifluxo de entropia

0,5% = . (3.5)

Para verificar que o termo de producdo ¢ é positivo semi-definido, identifica-se na
(3.4)

_ fof (L+efh®/gs)(1 + efuh®/gs)

Ff(L+ef'R?/gs)(1 + ef h®/gs)

de modo que, como as fung¢bes de distribui¢do sdo sempre grandezas positivas, o

(3-6)

termo que define o sinal do integrando na (3.4) é a expressédo (z — 1)ln(z), sendo z

sempre positivo. As propriedades dos logaritmos permitem afirmar que

(z — 1)ln(z) > 0 para todo z >0, z # 1
(z—1)ln(z) =0 para z=1,

de modo que o termo de producéo ¢ é sempre maior ou igual a zero. Este resultado é

conhecido em teoria cinética como Teorema H, e continua vélido quando se simplifica

o termo de colisao da equagao de Boltzmann por meio de modelos de colisao analogos

ao BGK. Quando z = 1, ¢ = 0, o que significa que a producio de entropia é minima,

ou seja, o gas atingiu o equilibrio. Assim, no equilibrio z = 1 e conclui-se da (3.6)

f.f (1 +efh3> (1 +ef*h3> = f.f (1+eflh3> <1+ th). (3.7)
9s 9s s s

A funcio de distribuicdo f no equilibrio serd denotada por f(%), de modo que a

que

equagdo (3.7) pode ser reescrita como

s (0)4,3 0)13 '(0),3 '0)73
£O5FO <1+efgh ) <1+e———f* h ) = fOf© (1+efgh ) (1+ef*gh )
S gs S s

(3-8)
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Comparando (3.8) e (2.31), verifica-se que no equilibrio o termo de colisdao da
equagao de Boltzmann se anula, ou seja, no equilibrio o nimero de pontos destruidos
no espaco de fase u pelas colisbes diretas é igual ao nimero de pontos criados pelas
colisoes de restituigao.

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equagao (3.8), chega-se a

f(O) f(o)
In{ ——————]+1In - =
1+ efOh3/g, 1+ ef,fo)h?’/gs

f’(O) f;(O)
ln<1+€f,(0)h3/gs)+ln T g ) (3.9)

concluindo-se entdo que In[f(© /(14 ¢f(@h3/g,)] é um invariante de soma. De acordo

com (2.36), o invariante de soma pode ser escrito como

fO© .
8 (1 Fefora]g, ) = T4t BR) (310)
ou seja,
3
©_ _ 9/
o= S (3.11)
sendo a = —A — In(g,/h®). Resta agora determinar os parametros a e B*.

Para determinar esses parametros, assume-se inicialmente que num referencial

local de Lorentz em repouso no fluido,

(Bg) = (i,ﬁ), (3.12)
mc
sendo ¢ um parametro a ser determinado.
Como B?* é um quadrivetor,
C2
BgzBr, = B°B, = —ra (3.13)
Derivando esta equagao em relacao a B,
o¢ _ (me)?
= ——B°. .14
B, ;B (3.14)

Por outro lado, a substituigao da fungao de distribui¢ao em equilibrio na defini¢do

do quadrifluxo de particulas resulta em

a a gs/h3 dsp
NE = C/p g_—m—_'—e?. (315)
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E Gtil definir a integral Z como

gS/h3 dsp
Y

eatB%a — ¢ p

de modo que
ONg e 0T
da 0B,

(3.16)

(3.17)

No referencial local de Lorentz em repouso no fluido pode-se usar coordenadas

esféricas

d®p = |p|*senfd|p|dhds
e, como em Chandrasekhar [10], é conveniente introduzir ¥ tal que

Pog
Ba o = — =
RP me

(coshd,

|7]? = p2 — m?*c? = m®c*senh??,

dI5
_I‘Zl = dJ
p

de modo que as integrais (3.15) e (3.16) podem ser escritas em termos de

Jnm(C,a)=/ senh™Jcosh ﬂdﬂ.
0

e(coshﬂ-—a — €

b

Como (Ug) = (c,0) implica Ng = nU§ = (nc,0), as integrais (3.15) e

resultam em

n= 47r(mc)3—g—33-,]21,

7= 47r(mc)2%,]20.

Derivando n em relagdo a a e Z em relagao a ( e usando as relagoes

0dpm n—1 m
9a = C. Jn—2,m+1 + —C_Jn,m—la
OJpm  n—1 m+1 _ 0Jnmi
BC - = C Jn—2,m+2 - C Jn,m - —T,
chega-se a
on 1 0T

da~  mcdC

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.16)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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As equagdes (3.14), (3.16), (3.27) e a defini¢do do quadrifluxo de particulas per-

mitem identificar o quadrivetor B como

B = ye. (3.28)

mc?

Para identificar os dois parametros restantes, calcula-se o valor em equilibrio da
entropia por particula (denotada por sg), que a partir da funcdo de distribuicao em

equilibrio e das expressoes para S e s é dada por

3.3
sE=k<——C—e—a+4—7r£mc &J‘;o), (3.29)
mc n

sendo sua diferencial dsg dada por
k¢
dsp = — (de — Ldn) . (3.30)

Comparando a equagdo (3.30) com a equagao de Gibbs,
1 P
dsg = T (de - ;dn) , (3.31)

identifica-se o parametro ¢ como

mc?

=77 (3.32)

ou seja, trata-se do mesmo parametro apresentado em (1.1) quando se discutiu o
critério para a necessidade de uma teoria cinética relativistica.
As defini¢oes de n, ne e p em termos do tensor energia-momento permitem en-

contrar, no equilibrio, as expressoes

n = dr(me )3i; o, (3.33)

ne = 4rmic ﬁng, (3.34)
4m gs

P=7 m* 5h3J4o, (3.35)

de modo que (3.29) permite identificar o parametro a como

a=

e—Tsp+ ) . (3.36)

kT ( kT’
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onde
ug =€e—Tsg+p/n (3.37)
é o potencial quimico no equilibrio.
Identificados os parametros a, ( e B* chega-se a fun¢do de distribui¢do rela-

tivistica em equilibrio

gs/h3

f(O) =
—kg U%pa :
e kT kT — €

(3.38)

Com a identificagdo do parametro a, as integrais definidas em (3.22) podem
ser escritas como Jy,((, g). O uso de propriedades das fungbes trigonométricas

hiperbélicas permite reescrever J,,., ({, pg) em termos das integrais I,({, ug) definidas

coImno
o cosh(nd)
In(Ca/-LE) = /0‘ e—n5/KT+(coshd __ edﬂ (339)
De fato, limitando-se as integrais utilizadas até agora, pode-se verificar que
1 1 1
o1 = Z(Ia — L), Jyp= §(14 —Io), Jo= 5(14 — 41, + 31,), (3.40)

sendo que outras relagdes semelhantes podem ser encontradas no apéndice D.
Quando € = 0 ou no limite em que para € # 0, e #/*T > 1, o gés ndo mais
precisa ser considerado quantico e as integrais (3.39) podem ser escritas em termos

da fun¢do modificada de Bessel de segunda espécie definida por

K. (¢) = /“’0 e~ cosh (nd)dd. (3.41)

0

De fato, analisando (3.39) e (3.41) se conclui que no limite considerado
L(¢, u8) — e*#/M KL (C). (3.42)

Expansdes de K,,({) em poténcias de ( permitem obter os valores assintéticos de
varias grandezas termodinamicas associadas a um gis em cada um dos possiveis li-
mites (ndo-relativistico ou ultra-relativistico). Tais expansdes podem ser consultadas
através do apéndice D.

A densidade do niimero de particulas pode ser expressa, no caso nao-degenerado

e nao relativistico, como

n = drm?ckT I N TF/2C. (3.43)

h3 ¢




3.1 Gas em equilibrio

29

O caso nao degenerado corresponde a e #2/*¥T > 1, e o caso nio-relativistico cor-
responde a ¢ > 1; assim, um gas nio-degenerado e nao-relativistico é caracterizado
por e “8/KT+C 5 1. A equagdo (3.43) juntamente com essas condiges resulta na
conhecida condi¢do para que um gas possa ser tratado como nao-degenerado (vide,

por exemplo, [27]):

n h? z
— 1. 3.44
gs (271’ka) < (3.44)

No caso de um gés relativistico e completamente degenerado, e~#&/FT+¢ « 1.
E assim conveniente definir uo = pe/kT — (, e neste caso e~ < 1. Limitando a

analise a férmions, pode-se escrever as integrais

senh?¥cosh?

e—uo gl(coshd-1) _ 1

d9, (3.45)

o 2 2
_ 459, 450s senh“dcosh“d
ne = 4rm®c ﬁng = 4mm®c ﬁ/(; g ey 1d19, (3.46)
4 s Js gs [T senh*?
p= gﬂ-m“c ﬁJm = 47rm4c5ﬁ ey 1d19, (3.47)
como
Ip
n= 47r(mc)3%%/ senh®¥coshddd, (3.48)
0
Ip
ne = 47rm4c5%/ senh®9¥cosh?ddd, (3.49)
0
4 gs [°F
p = -—mmc®Z senh*ddy. 3.50
3
3 R3 Jo

Ao passar do conjunto de equacdes (3.45) a (3.47) ao conjunto (3.48) a (3.50),
os integrandos foram consideravelmente simplificados a partir da observacao de que
no primeiro conjunto, a condicdao de completa degenerescéncia implica que os deno-
minadores dos integrandos tendem ao infinito quando coshd > 1 4 uo/( e tendem a
1 quando cosh? < 1 + uo/(. Deste modo, considerando-se na integracdo somente os
valores de ¥ tais que cosh? < 1 + uo/(, mudam os limites superiores da integragao,
que passa a ser feita somente até o maximo valor de ¥ que torna unitario o deno-

minador do integrando. Da (3.19), ¥ = arccosh(po/mc); em termos da componente
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temporal do momento de Fermi pf, define-se ¥ como

Py p}
Y = arccosh—>= = arccoshy/1 + —EF_z
mc m-“c

E
= arcsenh (%) = arccosh (—i + 1) . (3.51)

mc?
Na (3.51), pr é o médulo do momento de Fermi e a Er é a energia de Fermi. A

integragao das equacdes (3.48) a (3.50) resulta em

4T Js

n = —?,—(mc)“q’ﬁxs, (352)

T 459
ne = em’c —I:ng(x), (3.53)

_ T 459
p=gme ﬁf(x), (3.54)

onde

z=PE (3.55)

me
G(z) = 3z(2z® 4+ 1)V1 + 22 — 3arcsenhz, (3.56)
F(z) = z(22® — 3)V/1 + 2% + 3arcsenhz. (3.57)

No caso de gases de férmions completamente degenerados, expansoes em poténci-
as de z resultam em valores assintéticos para as grandezas termodinamicas, no regime
ndo-relativistico (z < 1) ou no regime ultra-relativistico (z > 1). Tais expansoes
podem ser feitas facilmente através de programas de manipulagdo algébrica como o
Maple.

As integrais Jun(pE, () sdo uteis para o caso de um gas consituido por particulas
de massa de repouso nao-nula. No caso em que isso nao se verifica, a substituigao de
varidveis que foi feita para se obter as integrais J,m(1E, () ndo mais é vélida; neste

caso, a substiui¢ido é dada por
CPo

BRPa = ﬁa (3-58)
51* = p3, (3.59)
g =2 (3.60)

kT’
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de modo que n, ne e p podem ser escritas como

3
n=4n s <£> ia, (3.61)

h3 \ ¢
ne = 47rc% (¥>4 ia, (3.62)
p= %ne, (3.63)
com -
i) = /0 iz, (3.64)

No caso de misturas, no equilibrio a fungao de distribuicao do constituinte a se

reduz a uma funcdo de distribuicdo da mesma forma que a (3.38):

gs/hS

f(O) —
a _¥gE 4 U%paa
e~ kT T

(3.65)

— 6.
3.2 Gas préoximo ao equilibrio

Neste trabalho o interesse esta centrado em misturas de gases relativisticos, em
situagOes proximas ao equilibrio. A determinacao dos coeficientes de transporte,
objetivo deste trabalho, requer o conhecimento da func¢ido de distribuicao fora do
equilibrio, f, em termos de uma expansio em torno da funcdo de distribuigdo no
equilibrio, f(®). Essa funcio de distribuigdo é a funcio de Grad, que é encontrada

através do processo de maximizacao da entropia por particula s dada por

3
nce nc s

gs efh®\] &p
—(1 In{1 — 3.66
(1 ) (1 50) | 5 20
sujeita aos 14 vinculos !
d®p
NaULa = CULa/pa —pT, (367)

A equagio (3.67) fornece um vinculo, a (3.68) fornece quatro vinculos e a (3.69), nove vinculos,

perfazendo o total de 14 vinculos.
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d®p
10 = Vo [ 175, (3.68)

dp
TOP*ULe = cULq /P(WPB)Pafp—m

A maximizagdo da entropia sujeita a esses vinculos é equivalente, segundo o

(3.69)

calculo variacional, a maximizagao do funcional

_ K o fr gs efh®\] &°p
F——EULa/p flln(gs)—<1+€fh3)ln(l+ ’ )];0—

& & &
—)\cULa/Pafp—f - )\acULB/PaPpr—f - )‘(aB)CUL'y/p< P'p’ ra (3.70)

sendo A, A, e A(4p) multiplicadores de Lagrange.

Da equacgao de Euler-Lagrange,

OF k i gs efh’
W_O—__)_BZ{ln(gs )— <1+6fh3>ln(1+ 7 )

1 Js efh? 1 €h3/ g,
* [? Tt (1 * T) B (1 * efh3/gs) Tt eth/gs]}

—Xc = Aacp® = Aapycp®p® = 0. (3.71)

Da equagdo (3.71), apds simplificacdes e operagdes com os logaritmos, vem

gS/h3

f= exp[(nc?/k)(X + Aap* + /\<a[3>)p°‘p5] —€

(3.72)

Expressando cada um dos multiplicadores de Lagrange como a soma de termos

no equilibrio e fora do equilibrio (identificados através do indice NE),

A= XF 4 \NE (3.73)
Ao = AE L NVE (3.74)
Magy = Aoays (3.75)

sendo )\(Eaﬁ) = 0, para que no equilibrio f se reduza a f(®, a (3.72) se torna

gS/h3

I = Sl TRV + XEpm) expl(nct/K)(WE + NEpe + N{E ph)] — ¢

(3.76)
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Considerando que o gés esteja suficientemente préximo ao equilibrio, ou seja, que

ANE \NE )\?L g) sejam suficientemente pequenos,

e"a"l'BaPa nC2

f=fO {1 ——————[A\VE L \VEp )\(ag)papﬁ]} . (3.77)

e—atB%%Pa — ¢ L

No préximo capitulo a fungio de distribuigdo (3.77) sera utilizada como aproxi-
macao para a fungdo de distribui¢do de elétrons numa mistura binaria, constituida
de elétrons+fétons ou elétrons+ions, e os multiplicadores de Lagrange serao encon-

trados.



Capitulo 4

(GGases 10onizados

4.1 O modelo de Anderson e Witting

Uma mistura binaria de gases relativisticos degenerados pode ser caracterizada pelo

conjunto de fungoes de distribuicao

fa‘—'f(SC,ﬁa,t), a=1,2. (4‘1)

que satisfazem a equagdo de Boltzmann na forma

WOfe | 0fKS < [( fa*h3> ( fth)
Pegga T ™ 0 _;/ Jou (I Lt

s s

d h3 "13 .
_fa* (1 + efa—;—> fb <1 + Cf;h )] Fyo0badQ, dppb (42)
s s bx

Neste trabalho, se supoe que as particulas que compoem a mistura estao sujeitas

a agdo de campos eletromagnéticos, de modo que

Ko = Lo pasles (4.3)

¢ c Mg

e assim a equacgao de transporte para o componente a é dada por

6 o) dspa, 8¢a a aﬁ 8¢a
axa/d’apafa—;;g—'—/l: “ 5z a+_F paﬁa a:| fa

' "B3 13 &£,
= %Z/(t/za—wa)fa (1 +ef;s >fb <1+ef”h )Fbaobadﬂbadpb The (44)

b=1 s b Do
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e para a mistura,

/m e Pa 2/{ 8wa+ana5 gzb;]f paa

& , B3 fih? #py Cp,
52/1/) +¢b—¢a—¢b)fa(1+e : )fb<1+e - )Fbaabadnba 2o

(4.5)

Analisando a equacao de Boltzmann (4.2), verifica-se que a complexidade do seu
termo de colisdes pode tornar impraticavel o estudo de uma simples mistura binaria.
Como comentado na introducao, isso motivou a introducgao de equagées-modelo, que
simplificam o termo de colisao mas preservam propriedades fisicas importantes.

O primeiro dos modelos na teoria cinética relativistica foi proposto por Marle
[13]. O termo de colisao do modelo relativistico de Marle é idéntico ao termo de

colisao do modelo classico BGK [12]:

C(f) = —=(f - 1), (4.6)

sendo 7 um tempo de relaxacao, usualmente da ordem do tempo entre duas colisoes
sucessivas.

Poucos anos depois, Anderson e Witting [14, 15] propuseram um outro modelo,
motivados pelo fato de que o modelo de Marle n3o era satisfatério para limites ultra-
relativisticos (como no caso de fétons, por exemplo). No modelo de Anderson e

Witting o termo de colisbes da equagao de Boltzmann é substituido por

e(f) = — L2 - jo, (.7)

A escolha do termo de colisdo nao é arbitraria; na verdade, ele deve satisfazer as

seguintes propriedades:

e Se ¥ é um invariante de soma,

/ ¢C(f)€53 =0, (4.8)
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e Se 1 é dado por
_ fh3 Gs €fh3
pooteln () - (e g)n (o)) o

[eenZE =0 (410)

entao

A condigdo (4.8) implica que as leis de conservagdo do numero de particulas,
da quantidade de movimento e da energia devem ser preservadas pelo modelo; a
condigdo (4.10) implica que o teorema H é satisfeito. Para verificar essas condigdes,
usualmente quando se trabalha com o modelo de Marle a descricao adotada é a de
Eckart, enquanto que o modelo de Anderson e Witting é utilizado em conjunto com
a descrigao de Landau.

O objetivo do trabalho é a andlise dos fenmenos de transporte em uma mistura
binaria, seja ela elétrons+fétons ou elétrons+ions. Considera-se que o fluxo de calor
total da mistura esta relacionado aos fluxos de difusdao de ambos os constituintes e ao
fluxo de calor parcial devido aos elétrons, como se pode observar através da equacao
(2.64). Pode-se ainda verificar através da equacao (2.58) que o fluxo de difusdo parcial
devido aos elétrons se relaciona de maneira simples ao fluxo de difusdo parcial devido
aos fons (ou fétons).

Todo o trabalho pode se basear entdo na equacao de Boltzmann, com o modelo
de Anderson e Witting, para os elétrons; a equacdo de Boltzmann para o outro
constituinte da mistura sé seria necessaria caso se levasse em conta o fluxo de calor
parcial devido a esse outro constituinte. O lado direito da equagdo de Boltzmann
envolve um tempo caracteristico 7, relacionado a colisdes entre as particulas; para
saber quais colisbes sdo importantes e quais podem ser desprezadas, levam-se em

conta as seguintes consideragoes:

¢ A mistura elétron+ion a ser aqui considerada é o chamado plasma Lorentziano
[29, 30, 31], composto por elétrons de carga —e e massa m, e ions de carga Ze
€ Massa Mo, = ZMmy, onde m, é a massa do préton e Z > 1. Assim, a massa

do fon é muito maior do que a massa do elétron. No plasma Lorentziano, se
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supde que os elétrons interagem com os ions, mas nio entre si; desta forma,
colisdes entre elétrons e ions sdo consideradas como muito mais importantes do
que as colisdes elétron-elétron. De fato, pode-se mostrar que a freqiéncia v,
das colisdes elétron-elétron é proporcional a densidade do numero de elétrons
n. e & secgdo de choque para tal processo, que por sua vez é proporcional a
(e-e)?. Analo te, a freqliéncia d lisdes elétron-i  é ional

) gamente, a frequéncia das colisdes elétron-ion v,; é proporciona

a! (Ze-e)’n; = €*Zn., de modo que se Z >> 1 entdo v > Ve;

e Quanto a mistura elétron+féton, novamente as colisdes elétron-elétron sao des-

prezadas face as colisGes entre elétrons e fétons (espalhamento Compton, cf.

[11]).

A equacao de Boltzmann satisfeita pela funcido de distribui¢ao dos elétrons f,
no modelo de Anderson-Witting e com as consideragoes que foram apresentadas, se

reduz a uma forma simples:

o Ofe

ofe Uf Pea
P! gga

de a@ (0)
+ L petp it = - ) , 4.11
¢ a oz cz’reb (f fe ) ( )

sendo 7., o tempo entre as colisoes elétron-ion (b = ¢) ou elétron-féton (b = f).

4.2 Determinacao da funcao de distribuicao

Para processos proximos ao equilibrio, a fungdo de distribuicao f. deve ser encontrada
~ ~ . . o o~ . . 0
em termos de uma expansao em torno da funcao de distribui¢do no equilibrio, fe( )

Para isso, reescreve-se a equagdo (3.77) como

) e"ae‘i'BgPea n C2 NE NE
fe= 1O\~ —Ema - AVE + MEpe + XetasypZpl] ¢ - (4.12)
Considerando as decomposi¢des
ANE = NULo + AesAs (4.13)

'Pela condigdo de quase-neutralidade, as concentragdes de elétrons e ions estio ligadas entre si

pela relagdo n, = Zn;.
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1

1
)\e(aﬁ) = AeULaULB + §AW(AZQUL5 + AZBULQ) —+ Aen,g (A}IIQA%B — 3

A’IYJ‘SALQB> )
(4.14)

obtém-se da (4.12)

ff‘ = fe(O) {1 - ;

e"ae+B?Pea + 1 k

-ae'l'BgPea necz

[)\iVE + S\eULap(: + S\eﬁAﬁapS + AeULaUL[BPgPE

1 1
+§A67(AZaULB + AZBULa)pgpf + Ae"/5 (AZaAi/B - gA’IY,JALaﬁ> pgpf] } : (415)

Identificando
B = %%EUE’ (4.16)
e fazendo a substituicao de variaveis
PeCe

ngea =

= (.coshz, (4.17)

e

seguem as igualdades, utilizando coordenadas polares

d*p. = |p.|*senbdl5.|dbds, (4.18)
|}3‘e|2 = on - mec2 = mgczsenhzx, (4,19)
el _ g4, (4.20)

DPeo

Os célculos serao feitos, por conveniéncia, no referencial de Lorentz em repouso

no fluido. Neste referencial, (U%) = (c,0) e

0000
0100

Agy = (4.21)
0010
0001

Para encontrar os multiplicadores de Lagrange, é 1til considerar que o quadrifluxo

parcial de elétrons é definido, na descricdo de Landau, como segue da (2.82)

d3
Ne = / cp% f. e
P

neq*

= ncUg +J2 — (4.22)
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No referencial de Lorentz em repouso no fluido o quadrifluxo de particulas ¢ tal

que sua projecao em Ur, € dada por
NZUpq = nc?, (4.23)

e como n. é interpretado como a densidade parcial do nimero de elétrons, que é uma

grandeza em equilibrio, a parte fora do equilibrio da projecao N3Uy, € nula, ou seja,

pe
[t - 1= <o (4.24)
De
Com o auxilio de (4.16) a (4.20) e da definicao das integrais Jpm ((e, ae)
> senh™Jcosh™d
Jnm(gey ae) = / ebcoshd—ae _ ¢ dﬂ’ (425)
a equacdo (4.24) fornece
ANE O | CekT;\eajn + Ae(gekT)Za']”’ = 0. (4.26)
Oa. da. da.

Por outro lado, a projecao A?aNf fornece

> 3
SoplJw0 L e pra, 2 o 3kh <J3 "e%). (4.27)

e Jda. * da.  4Amn.gomic’ \"° " nhg

As equagoes (4.26) e (4.27) sao tudo o que se pode obter com o primeiro momento
da funcdo de distribuicdo dos elétrons, ou seja, o quadrifluxo de elétrons. Para
encontrar todos os 6 multiplicadores de Lagrange sdo necessarias mais 4 equagoes,
que serao obtidas a partir do segundo momento da fun¢ao de distribuicido dos elétrons,
ou seja, a partir do tensor energia-momento parcial devido aos elétrons.

Na descricao de Landau, da equacdo (2.83) vem que

a 1 (e e nehe
129 = o) = (o w0y + U (o + b2 - kg )
c nhg

€elle

UsUs . (4.28)

1 nehs
_UB oy pe go Te'E o
+c2 L (qe + EYe nhE q ) + c2

Fazendo a projecao Ur,UrsT>?, chega-se a equacio

0J24
da.

20 | (kI 4 (ra,

)\N
€ Oa.

=0. (4.29)
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A projecio Ar.sT*? resulta em

oJ X aJ. ,0J. 3kh3
NgUJ40 41 2 _ _ 4.30
Ae da, Ae(CET) Oa. + Ae(CRT)’ da. 47rm§c7gsnewe’ (4.30)
enquanto que a projecao AZaTe"ﬁ fornece
Iy 3J41 8J42 3]€h3 neh%
4 = . . . 4.31
Aevy da. + (kT Ae, da, 4rmd g, Gey + hpJey — nhg 1% ( )

A dltima das equagdes de que se necessita para determinar os multiplicadores de

Lagrange é obtida a partir da projegao
Y OAS 1 ¥ aB
LaALB - §AL ALO‘ﬁ Te

e corresponde a
8 mgsnem®c® dJso

15 kh3 Ja
Dispondo das 6 equacdes (4.26) a (4.32) pode-se determinar os multiplicadores

A = plrd), (4.32)

de Lagrange:
kh?

3 w
NE _ €/ e e .2
A - _Zn c77rm4gs D (J24J22 - (']23) )7 (433)
3 = 3 h3 L *
Ae = 4n.drmig,TC D (J21J24 J33J32) (4.34)
3 3 .
Ao = T 4n cTnmig, T?C2k D (J21J23 (J22)°), (4.35)
3 3 kh?
Aea:_ —J§ cx eea _eea
4m§c9gsne7rnhE[ J51(geanh + hpJeanhp — nehipga)
+J 52 (Mme€® Jeanhp — mec?neqa)l/(J12 050 — (J51)?), (4.36)
A = —§ h3 [J. ( 2J h 2 )
T A mSOT (oganemnhg LAV o€ JealtE T MTeC Teda
-JZO(QeanhE + h%JeanhE n tha)] /(']Zo ' (J4.1)2)7 (4.37)
15kh3
Acap = Pe(aB)- (4.38)

© 8mg.m. m8c®Jg,
Para expressar de maneira mais compacta os multiplicadores de Lagrange, utili-

zaram-se as seguintes defini¢Ges:

Jnm e e
Ton(Gerag) = Zomitnte) (4.39)
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Jn I I

.
23 24

4.3 Equacoes de balanco

Uma vez encontrados os multiplicadores de Lagrange (4.33) a (4.38) pode-se deter-
minar a fungdo de distribuicdo dos elétrons para processos proximos ao equilibrio
(4.12). Desta forma, pode-se obter o terceiro momento da funcdo de distribuigao
dos elétrons, i.e., o terceiro momento parcial, e sua respectiva equagao de balango.
Projegbes sobre as equacdes de balanco do terceiro momento parcial e do tensor
energia-momento parcial, juntamente com a equagdo de balango do quadrifluxo par-
cial de particulas, permitirao a obtencdo do quadrivetor corrente elétrica e do fluxo

de calor parcial devido aos elétrons.

4.3.1 Equagao de balanco do quadrifluxo

parcial de particulas

Multiplicando a equagao (4.11) por cd®p./p?, integrando e levando em conta a defi-
ni¢ao do quadrifluxo parcial de particulas como o primeiro momento da fungao de
distribuicao f., chega-se a

dNg  Ug

oz C2Tep

(Nea — NealE), (4.41)

sendo que, na descricdo de Landau,

n.q*
N& =nUf + J% — . 4.42
e NelVp, + e TLhE ( )
Identificando
0 1
e Oy = C—ZULQD + Va, (4.43)

levando em conta a defini¢ao do fluxo de difusao parcial e recordando que os processos

sao proximos ao equilibrio, a equacdo de balango do quadrifluxo parcial de particulas,
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ou equagao da continuidade, é expressa por

Dne + neVeULy + V¥Jeo = 0. (4.44)

4.3.2 Equacgao de balango do tensor energia-momento

parcial

Para obter a equagao de balango para o tensor energia-momento parcial devido aos
elétrons, novamente deve-se partir da equagdo de Boltzmann para os elétrons, no
modelo de Anderson e Witting. De fato a multiplicacdo da equacdo (4.11) por

cpSd>p. /p° e subseqiente integragao resulta em

0,24 = Lot = - SE(126 ~ T2p) (4.49)
c C*Tep
sendo
To%5 = —p A% + & ”CULUL, (4.46)

N o . neh
TP = pl*) — (p. + @.)AY + C_zUL (qeﬁ +hgJ? — n—Eq5>

1 % e o
+§U5( + hGJS — nhjqa) +5 UsU®. (4.47)

4.3.3 Equacgao de balango do terceiro momento parcial

Como mencionado anteriormente, o cdlculo dos multiplicadores de Lagrange e con-
sequentemente o conhecimento da fun¢do de distribuicdo f. permite que se obtenha
o terceiro momento parcial, de cuja equagdo de balango resultam, através de pro-
jecoes apropriadas, equacoes de campo que envolvem o fluxo de calor parcial dos
elétrons, o fluxo de difusdo parcial (relacionado ao quadrivetor corrente elétrica), e
as viscosidades volumétrica e de cisalhamento.

O terceiro momento da func¢io de distribui¢do f. é definido por

TQB’Y = c/fepepepe (4'48)
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A fungao de distribuigao (4.15), com os multiplicadores de Lagrange (4.33) a

(4.34), pode ser escrita como

"ac+B¢ Pea 3h3 w
— 0 € € o Te *\2
fe= fe( ) {1 - e—c+Bgpea } | 47rm4c5g5 [_‘D—(J24J22 - (st) )

ULape We * 7o * 7o We ULO!p? 2 o Te .
mec? D (J23J22 J21J24) - _D—((—Tn_;—c—2)_)2—(J21J23 - (J22)2)

P~ —J31(qeanhg + hJeanhp — neh%qn) + Jiy(mec? Jeqnhg — meczneqa)]
mec’nhg Jiadio — (J41)?

B ULsp® p® [J;l(mecheanhE — mec®neqy) — J3o(geanthe + hgJeanhp — neh%qa)]

mictnhg J22dgo — (J51)?
3 Pe(ap)Pe Pe
Telal)lele | L 4.49
2 m 2ctJg, ] } ( )

A substitui¢do da funcao de distribuicdo (4.49) na defini¢do (4.48) resulta em

varias integrais que se reduzem a combinacdes das seguintes integrais

/f0)¢npepepe ) (450)
ae+BePea dpe

/f -—ae+Bcpea+1pepepe pe ’ (451)

"ae+Bepea d

©) ¢ Pe

/f —ae+nge°+1pepepepe pg ) (452)
_a€+Bepea d

94— ppEe, 4.53

/ fe ¢ne_a¢ B +1pepepepepe 0 (4.53)

onde ¢, = (peoU5)™, com n inteiro.
As integrais (4.50) a (4.53) podem ser reescritas em termos das seguintes repre-

sentacdes, que envolvem a quadrivelocidade hidrodinamica e o projetor na descrigdo

de Landau:

(0) d3pe arrBrry
fe ¢nPePePep—o=-AlULULUL

e

+A(AFPUL + ADUL + APUR), (4.54)
(O ae+Be Pea o ﬁ A/d?’ IB
/f "ae+B°‘pe°+1pepepe pe _BIUL UZ

+B5(A3°U7 + ASUE + ADUR), (4.55)
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—ae+BePea d
(0) ¢ Pe Brrvyrrs
/fe ¢‘n e_ae_*_ngea + 1pepepepe p - ClULU ULUL

e

+Co(ALAR 1 ASTAP 4 APPADY + C5(ASULUY

+APURUY + ADURUR + ASPULUY + ADURUS + A URUD), (4.56)

/ % _—+Bi pi TPePPlpept dp}: = DIUFULULURUL + Dao(AF°ATUY
FASTARUSL + APADUS + ADARUE + APPAYUR + AP ATPUS
FATAPUL + APAPUE + APAPUE + ASPAYUY + AP AU

+ALAPUY + AP APUE + ASPATPUL + ASPATUE) + Ds(ASPURULUS

TAPULULUR + APUPULUE + APUPUTUS + AP URULUS + AP U U US
+AURUIUL + AP USURU? + APURUPUL + APURURUY). (4.57)

Os coeficientes Ay, A,, ..., D3 podem ser determinados através de um processo
que, embora trabalhoso, envolve somente propriedades simples da quadrivelocidade
hidrodinamica e do projetor, bem como substitui¢oes de variaveis que ja foram uti-
lizadas anteriormente neste trabalho. Parte do trabalho necessario para encontrar
cada um dos coeficientes estd descrito no apéndice E. Com estas consideragoes, o

terceiro momento parcial dos elétrons pode ser finalmente escrito como
47
T:B’Y = {47rm;:’c3(gs/h3)J23U£‘ULBUZ - —?)—mics(gs/hS)Jﬂ(AzﬁUz

WeMe

ATUL + ADUR) + =5

| ST~ UB)UEUEUL — T Ui — (5
(AO‘BUW + AMUL + ABWUL) + J{4(J53J2°2 J2°1J2°4)U§U5U2
~J5(J3s T3 = 5 T3 (BF Uz +ADUL + ADUR)
T35~ () )UEUEUY

—Ta( 5 T3 = (I (AFPUL + ATUE + ADUR)]

_l Me 7o —J31(geonhg + hJeonhy — noh%q, ) + J3p(mectJeonhpy — mecn.q,)
5nhg * J22J30 — (J51)?
X(AFPAY + ATAY + AFAD)
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L_Me e —J3,(qeonhe + hgJeonhy — nehqs) + Jih(mectJeonhg — mec®neqs)
nhpc? *? 5230 — (Ji1)?
X (AULUY + AP URUY + AY URUY)
1 m. e [—J3(geonhE + R Jeonhe — nehSqs) + J3 (Mmec?Jeonhg — mec®negs) |
5nhg L i — (J51)?

<(AFAT + ATAY + AFAT)
. “JZo(eranhE + heEJeanhE - neh%qa) + le(meC2Jeo-nhE — meczneqa)-
nhge?"* | It — ()2

x(AFTULUL + ALTURUL + AYURUY)

Me

1 pesg)
2 Jg

+5 P g [ULATPAY + AFAY) + UR (AP AT + AT AY)

+URAZAY + azap)] | (4.58)
No equilibrio, (4.58) se reduz a

4

TP\ g = 4nm®c3(g, /%) JosURUSUT — 3

mec*(gs/h°) Ju(ATPUL+ATUL +ADUR).
(4.59)
Para encontrar a equagio de balango de T*?” basta multiplicar a equagio modelo

(4.11) por cp?p?d®p./p°. Integrando a equagio resultante, chega-se a

0T — T (PO, 190 4 P, T2%) = —SEE(T08 — T%5). (4.60)

CTep

A substituigdo de (4.58) e (4.59) na equagéo de balanco (4.60) resulta na seguinte
equagao, apos serem descartados os produtos de termos ortogonais entre si e os termos

de ordem superior em relagdo as grandezas fora do equilibrio:
4
Oe {47rm§ce’(gs [h®) JasUg UL UY ~ ?”mgcf’(gs /h3)Ja(AFPUY

[o fo% qe o
+AL‘YUI€ + A?UL)} - {FB [P M (Pe + @e)AL,

e(o
1 . nehy 1 .
+§ULa(qz + hpJ7 — ;}qu) + c_gUZ(qea + hgJes —

nehy
i ©)

€eMle o
+—c-2—ULaUz] + F7 [Pe(f) — (pe + we)ALaﬁ

nehg
nhg

nehg

1 1
F—U B e 18 B UB e
2 Lo(q. + hEJ; ¢’) + 2 1(Gec T hEJes — nhg 90)
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€elle B
+ 2 ULUUL] }
(]LOI We 3 . o 7o . @ . . . . a
=~ o, {—D—me [6—2J23<J24J22 = (J)WULULUY — Ja (503, = (J3) )AL U
3 * ® L [ ] [ o L d L L ] L L] [ed
+ 59545 5 = I3 ULULUL — Ja(J5ed3, — J51 T3 AU

3 { ] L ] (] (] [0 4 (] * * L o
+§J25(J21J23 - (J22)2)ULU5UZ - 43(']21J23 - (J22)2)A§WUL

me o [—J51(@eonhE + hgJeonhg — neh%q,) + J;z(mecheanhE — meczneq(,)
nhpc? “ L Ji2 0 — (le)2

x(ALURUL + AT'URUY)

+

_ome ., [ —J30(geonhE + hSJeonhs — nehqs) + J5(Mec®Jeonhp — mec*neg,)
nhgc? 43 i Ji2ddo — (J51)2
x (AP URUL + AP URUY)
1 pe(sq)
T3,

meJoUS (ABPAY 4+ Ai“A#)} (4.61)

4.4 Projecoes sobre as equacoes de balanco

Pode-se tomar algumas projecoes sobre as equagoes de balanco para se obter um
sistema de equagbes que, uma vez resolvido, resulta em expressées para o fluxo de
calor parcial devido aos elétrons, o quadrivetor corrente elétrica, a pressao dindmica
parcial e o deviante do tensor pressao parcial. Ao longo dos calculos realizados no
intuito de obter as proje¢Ges aqui apresentadas, utilizaram-se propriedades do tensor
campo eletromagnético que sdo apresentadas no apéndice C. Note-se em especial
a decomposi¢ao do tensor campo eletromagnético em termos da quadrivelocidade
hidrodinamica.

Como visto em (4.44), a equagdo de balango do primeiro momento parcial, ou

seja, do quadrifluxo parcial de particulas, é dada por
Dn, +n.V°UL, + V°®Jeq = 0. (4.62)

A projecao UL, sobre a equagdo de balango do tensor energia-momento parcial

devido aos elétrons (4.45) resulta em

chs
neDe. + p.V UL + Vo (q;’ + hgJY — Zth"‘> =0, (4.63)
E
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que € a equagao de balango da energia por particula.

No caso de um fluido ndo-viscoso e ndo-condutor de calor, as equacdes (4.62) e

(4.63) se reduzem as equagdes de um fluido de Euler:
Dn, +n.V,U* =0, (4.64)

neDe. + pe VU = 0. (4.65)

Outra projegdo importante sobre a equagdo (4.45) é A;%, que resulta em

1 ge 8 Ge N
e elte [ — v e — Nege v v BVB
—cz(p + eene) DU; — V'p. — nege. EV + B Jep = ke qs
1 nehs
= VLRSI — = Eg 4.66
czTeb <qe + E']e nhE q ) ) ( 6 )

que é a equagao de balan¢o para o momento linear parcial.
A projecao UrgUr., sobre a equagdo de balanco do terceiro momento parcial (4.61)
fornece

47rm§c7(gs/h3) (JZ'BDae + J3y g:DT + J23V,4 UL> 8§m§C7(gs/h3)J4lvaUz

mec? we

= -3

S3slJ5adss = (J3a)2) + J5ulJ5a 5y — Iy J5a] + Tl d5s — (J32)°]} -
(4.67)

Teb
A projecao A7 ,zUL, sobre (4.61) resulta em

4rm3c®(gs/h®)J2s DU — ?m 5¢°(gs/h°) [~2Ju DU}

. Ce . 9e o € Tlehe
e <J42TV/\T +J5 V7, || + :B’\ Geo + hgJes — hg %

Me .

—¢ep.E* — geeen B = Eip—t
y [—le(qi‘nhE + hgJ2nhg — n.h%q?) + Joh(mectJinhg — meczneq’\)]
Ji2di — (J5)?
me . [—J(@2nhe + hgJinhg — n.h%q?) + J5 (mec?J2nhg — m.c?n.q")
[ J2di — (Jh)? ] 7

+
TebnhE 43

(4.68)
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e finalmente a projegao A7zA7 — (1/3)A}7Apg, permite obter a equagio

8w e T Me 5 T
5 (9 W) Ia VU + 22 (BYp, ) + Bp ) = ~ . (469)
c Teb Je0

Para encontrar a Lei de Ohm e a expressdo para o fluxo de calor parcial devido
aos elétrons, utilizam-se as equagdes (4.66) e (4.68). Contudo, é necessario observar

que:

e O fluxo de calor é expresso pela (2.64), que, no caso de uma mistura bindria
constituida por elétrons (indice €) e fétons ou ions (indice b), pode ser escrita
como

¢ = AU T™ = (g2 + ¢ + hpJ + hyJ}). (4.70)

Neste trabalho, como ja comentado anteriormente, se supoe que o fluxo de calor
total esta relacionado aos fluxos de difusdo parcial de cada constituinte e ao

fluxo de calor devido aos elétrons. Desta forma, se despreza gj'.

e Na descricao macroscopica de gases relativisticos ionizados sujeitos a campos
eletromagnéticos é conveniente introduzir o quadrivetor corrente elétrica, defi-

nido em termos dos fluxos de difusdao parcial como
1% = quea + qu:. (471)

Com o auxilio desta defini¢do, as equagdes (4.66) e (4.68) podem ser reescritas

em termos do quadrivetor corrente, uma vez conhecida a natureza da mistura.

Tais consideracbes permitem reescrever as equagdes (4.66) e (4.68) respectiva-

mente como

ehe e b elve
_lelg (V"T - %DUE) (kT 0, + g B*) + —JNE__pusy, _ %N pus,

T che(qe — qv) cnhg
1 nphl 1 h%hS
= - v — v 4.72
Py the © 1o b (g — @b) " (4.72)
p€m6C8J22c2 v T v e v v
——J‘mi;——— vT — C_ZDUL —nehE(k‘TV ae-{—qu )
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qenbh% vo qehEhE vo
+ B¢, + —————=—B"1,
cnhg c(qe — @)hE
Mme

—_ v b o 70 7o
= T rnhe (Ut = (U5 (il = Jii i)+ mecin

me
Tesnhe(J50d5 — (J51)?)(ge — qb)
x {I'[nhghy(Ji0Jss — Ji1Jss) — mec®nhl(J5 T3 — (J5))]} -

— (J)N}

(4.73)

Para que fique mais claro o tipo de inversao de tensores que serd necessaria

para a determinagdo da lei de Ohm e do fluxo de calor parcial devido aos elétrons,

reescrevem-se as equagoes (4.72) e (4.73) como

Aft +Cfl + I°[DB% + Gg") + ¢?[EBY + Fg*,] = 0,

HfL +Cfl + I°[DBY% + Lg*) + ¢¢[T B + Kg%] = 0,

onde
14 v T v
fh= V T—;DUL s

fe=(kTV'a. + ¢.E"),
nehf
T M
C= —Ne,
qeh%
~ chu(g. — @)’

GeTle
E=— ,
cnhg

A=—

nbh%
A2Tynhg’
hihg
"~ ra(ge — @)he’
eCeCzJ‘Zz

Pem
H= "=
hgT Jso ’

F=

_ qenbh%
CnhEheE ’

Me

= boye 7o . 7o
’C - TebnhEh (J ‘;2 (J‘Il)z)[nbhE(v]‘;() 43 J41 )

(4.74)

(4.75)

(4.76)
(4.77)
(4.78)
(4.79)

(4.80)

(4.81)
(4.82)
(4.83)
(4.84)

(4.85)
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+mec’ne(J5 I35 — (J52)*)]; (4.86)
L = me [nhe hb (Jo Jo _ J. J. )
Tesnhphg(Ji0di — (J51)) (e — @) EUEL40%43 Y4142
—mec’nhip (S5 I35 — (J52)*))- (4.87)

Para resolver o sistema de equagdes (4.74), (4.75) é necessario inverter tensores
do tipo
X** = K,¢°* + K,B*® + K;3;B%B"* + K,B% BB, (4.88)

o que pode ser feito assumindo-se uma representacao matricial genérica para o tensor
(X~1)*P e resolvendo a equacio matricial que resulta do produto de X** por sua
inversa. Isso foi feito através do programa de manipulacdo algébrica Maple, e a

inversa encontrada é

1 1 1 1
(X~ = g1 {Kf +;K32” + K1 Koz — S Kja — SKoKaa® - §K§x3} &

~K,K;B*? + {—-;-Kgx -~ K K3+ K2+ K; Kz + %Ksz} B B
~K\K4B*B".B"", (4.89)

sendo

z = B¥ B, (4.90)

1
K = l{? + ZKlKg.’Ez -+ K]Z ,3$ - %Klez.'E - %K1K2K4$2 - %KIKZ.’IJB (491)

O uso de (4.89) resulta em expressdes para o fluxo de calor parcial devido aos

elétrons e para o quadrivetor corrente elétrica da forma
ol = [A8°, + AIBS, + A'B°,B% + Al B°, B~ B’, + AV B}, B“. BB,
AVBe B BB B (v'r — Lpue
+A, B, 06,0 V] - g L
+ [BJ6°, + BB’ + B} B°,B%, + B/'' BB B", + B}V B}, B“ B B’,

+BY B%,B% BB B,] (kTV"a, + q.E"), (4.92)
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I7 = (A5, + A{B°, + A'B°,B% + A" B7,B“ B", + A]Y B}, B“ B, B’,
g T v T v
+A! B°,B“B",B; B’ (v T - ZZ;DUL>
+[BY69, + B! B, + B/'B7,B% + B/''B°, B~ B", + B! B}, B“ B, B',
+B} B7, B~ BB B’ | (kTV*a. + q.E*), (4.93)

onde A2, ..., BY sao combinagdes > de A, ..., L e de z = B B;,.
Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton, exposto no apéndice F com base em
[32], o fluxo de calor parcial devido aos elétrons e a lei de Ohm podem ser reescritos

de maneira equivalente, porém mais compacta:

T
¢ = [@'6°, + 9''B7, + o''B,B" + ' B°, B4 B’ ] (V”T - EDUZ>

+[@V6%, + "B, + @"'B7,B* + ®V!!'B? B“ B"| (kTV'a. + ¢.E*), (4.94)
17 =[0's5, + "B, + Q' B°,B" + OV B, B4 B, (V”T —~ %DU{)
+ [V, + QVIBo, + VB, B* + QVIB°, B4 B")| (kTV¥a. + ¢.E*), (4.95)

sendo ®7, ..., QVHT combinagdes de A, ..., £ e de B(1), ..., B(4), cujas definigdes se
encontram no apéndice F. Os termos ®7, ..., ®'V sdo os coeficientes de condutividade
térmica; QY ..., QY 530 os coeficientes de condutividade elétrica; os demais sdo
termos cruzados. De fato, ®V, ..., ®VI 530 os coeficientes do efeito eletro-térmico
(i.e., a parte do fluxo de calor associada ao campo elétrico) enquanto que O/, ..., QY
sdo os coeficientes do efeito termo-elétrico (i.e., a parte da corrente elétrica associada
ao gradiente de temperatura).

E impraticavel trabalhar com a lei de Ohm ou com o fluxo de calor dados nesta
forma. Assim, optou-se por certos casos limite, analisando-se misturas de ions ou

fotons com

1. Elétrons ultra-relativisticos e nao-degenerados;

2Tais combinagdes - bem como as que aparecem logo a seguir quando se apresentam os coefi-
cientes ®7, ..., QVIII _ 530 excessivamente extensas, de modo que se optou por nio inclui-las no

texto desta dissertacao.
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2. Elétrons nao-relativisticos e nao-degenerados;
3. Elétrons nao-relativisticos e completamente degenerados;
4. Elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados.

Nos casos 1 e 2, o parametro (. foi considerado como o mais importante para as
simplificagOes e expansdes em série de poténcias. Nos casos 3 e 4, dois parametros se
apresentavam como igualmente importantes. Trata-se dos parametros (. e zf; este
tltimo é definido pela equagdo (3.56). Observe-se que (. e zz' tém igual comporta-
mento assintético nos limites nado-relativisticos e ultra-relativisticos. Considerou-se
que ' ~ a(,, onde a é um parametro auxiliar introduzido para estabelecer uma
relagio entre zz' e (. de modo que as expansdes em séries fossem feitas em termos
de zz'.

Quando se tratava de misturas de elétrons e ions, considerava-se ainda que

=1 &1, (4.96)

Mion

de modo que se dispunha de mais um parametro para efeito de simplificagoes.
Outro parametro importante nas expressdes que seguem é a freqiiéncia de ciclo-
tron (ou de Larmor) do elétron w.; definida em termos da intensidade B do vetor

inducao magnética por
_2m

eB

Tei me

Wes

(4.97)

Utilizando w,;, uma simplificacdo adicional para os coeficientes de transporte pode
ser obtida observando uma das condi¢bes assumidas como validas na dedugao da
equacao de Boltzmann relativistica. De fato, se o efeito das for¢as externas nao é
suficiente para curvar significativamente a trajetoria das particulas entre duas colisoes
sucessivas, pode-se afirmar que o tempo caracteristico para uma translagdo completa
do elétron, 7, é muito maior do que o tempo caracteristico entre duas colisoes

elétron-ion, 7.;, ou elétron-foton, 7.y. Desta forma,

&1 (4.98)

Tei
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e
L3 (4.99)
Tei
Levando em conta a definicao (4.97), pode-se afirmar que
WeiTes K 1 (4100)
e
WeiTes K 1. (4101)

Para proceder a uma analise dos coeficientes, levam-se em conta novamente as

expressoes para o fluxo de calor e a lei de Ohm:
T
o __ Ico II po III Ro o T v v
¢ = [0'6°%, + @B, + "B’ B* + ®'VB?, B“ B’ | (v T - EEDUL>
+[@V6°, + @V'B%, + @B’ B% + @V B° B~ B" ] (kTV"a. + q.E*), (4.102)
T
I°=[0'¢,+ Q"B + Q"' B°,B" + 0'VB?, B~ B’,] <V"T — c—zDU}j)
+[QY6, + Q"B + Q"B B* + Q"' B’ B4 B"| (kTVa. + ¢.E*). (4.103)

Algumas comparacoes entre os coeficientes de transporte podem ser feitas. Antes

disso, é conveniente reescrever as duas ultimas equagdes como
o *I co *II pxo *I1II pxo * *IV npxo p*xu p*7 v T v
qe=[<I> 8, + @B, + "B B + & BuBTBU] VT — =DUy
c

+ [‘I’*V(Say + @*VIB*TJ + Q*VIIB*ZB*;; + Q*VIIIB*ZB*iB*Z] (kTvuae + quu) ,
(4.104)
I° = [Q*Ié‘ay + Q*IIB*?/ + Q*IIIB*ZB*;; + Q*IVB*ZB*;;B*Z] (VVT _ z;DUE)
C

+ [Q*VJUV + Q*VIB*z + Q*VIIB*ZB*I% + Q*V]IIB*ZB*;;B*T/] (kTvuae + quw) ,

(4.105)
onde se definem
B*
*Uo__ v
B, ¢B’
q)*I — q)I



4.4 Projegoes sobre as equacoes de balango

54

11 — (I)III(CB)2 — gl (cmewci>2’

N3
q)*IV — @IV(CB)S — @IV (Cmewcz) ’
Q*V — q)V

VI _ VI _ &V [ €MeWc
V! = oV 1(cB) = & (—e ),
-\ 2
(D*VII — @VII(CB)2 — (DVII (szwcz) ,
VI = gVII( B) — gVII (cmewci)s

€

Q*I — QI

Q= QII(CB) —olI (cmewci) ’

QT _ QIII(CB)2 — ol (cmewci>2’

\3
Qv — QIV(CB)S — v (Cmewm) 7

Q*V — QV

b

Qv = QV1(cB) = V! (M) ’

«VII _ QVII 2 aVII [ €Mewei\?
OV = QV(cB)2 = O (———e )
SVIII _ VI . p\3 _ oVII [ CMeWei\?
VI = QVII(.BY = Q) (——e )
Escrevendo o fluxo de calor e a lei de Ohm na forma (4.104), (4.105), é possivel

comparar de forma simples cada um dos coeficientes que multiplica os mesmos gra-

dientes. As comparagdes serdo feitas entre os coeficientes dentro de cada conjunto
[q)*I’ q)*II’ @*III7 ‘I)*IV],

[@*V @*VI (I)*VII @*VIII]
[Q*I Q*II Q*III Q*IV]

[Q*V’ Q*VI’ Q*VII’ Q*VIII]

b

sendo esses conjuntos tais que cada um deles retne coeficientes de mesma di-
mensao.
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4.5 Coeficientes de transporte

Os coeficientes de transporte obtidos através de expansoes realizadas por programas
que utilizam o Maple estao listados a seguir. Uma primeira observacao é que em pra-
ticamente todos os coeficientes obtidos para o caso de elétrons ultra-relativisticos
nio aparecem os fatores (1), ..., B(4). A tnica excegdo é o coeficiente QV!! pa-
ra uma mistura de elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados e ions
nao-relativisticos e nao-degenerados. Quando se trata dos casos de elétrons nao-
relativisticos, por outro lado, a situacdo se altera: em quase todos os coeficientes
obtidos aparece a dependéncia em relagdo a B(1), ..., 5(4), ou seja, aparece explici-
tamente uma dependéncia em relagdo ao campo magnético.

Vale observar que z. = n./n e 2y = ny/n sao respectivamente as fragdes parciais

dos elétrons e dos fé6tons nas misturas consideradas.

4.5.1 Elétrons ultra-relativisticos

Seguem os coeficientes obtidos para misturas em que os elétrons se encontram no

regime ultra-relativistico.

Elétrons ultra-relativisticos e nao-degenerados e ions nao-relativisticos e

nao-degenerados

Neste caso,

(e X1

m
f=— <« 1.

0on

Efetuaram-se inicialmente expansdes para (. — 0 e posteriormente expansoes
para £ — 0. Nenhum dos coeficientes assim obtidos depende do campo magnético,
pois ndo aparecem os fatores (1), ..., 5(4).

kTeinec?

o7 = 0.060—="(.,
0.060— ¢
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o1 — o_QgiT_ezi_cECe’
Me
oI _ g 12kr neez 2
k 3
o RA— ogggige’
Cm

®Y = 0.25n.c?7.;,

CTe2 e

oV =0.12

Ces

ne'r3 62 2
e

oV — 0.048

6

VT — 0,00067<T4E" 3
m

e
e

ker,; Z3¢2
Qf = 12,947 R T2 L
mioncg
v n ket 22452
O = —18.72—7,
ket Z53¢?
Qi — 93, 4n____
3 0 czmionCZ ’
k‘e47'4 ZG§2
v _
0 = —10.56W,
v Ne€Te; Z3E2
Q 23'12W’
Z4€2
vl — _4.8n e T, ’
cmioncz
QvH neesrgzsgz
= om
4Ze§2
QvHI _ nee'r
204 csmion(ez

No caso que est4 sendo analisado, os coeficientes ®*I, V' Q* e QO*V sio os mais

importantes. De fato, dentro de cada um dos conjuntos

[‘b*l, Q*II, @*III, @*IV]’

[@*V, @*VI, @*VII’ @*VIII]

7
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[Q*I, Q*II’ Q*III’ Q*IV],

[Qa«V7 Q*VI, Q*VII, Q*VIII]

a ordem de magnitude dos coeficientes diminui da esquerda para a direita de um
fator multiplicativo we;7e; < 1.

Desta forma, é possivel reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso

COo1mo
v kTeinec? " T .,
qe = [0-0607_(6] (V T — EDUL> + [0.25neC27'ei]
x (kTV°a,+ q.E%), (4.106)
- nekeTe,-Z3§2 - T - neeTeiZ3€2 o o
I° = [12.24—m—:| (V T — c_ZDUL> + {3.12W‘] (kTv ae+ q.E )
(4.107)

Outra comparacao que pode ser feita é entre os coeficientes associados ao fluxo de
calor e os correspondentes coeficientes associados a lei de Ohm. De fato, analisando
o médulo das razdes entre os coeficientes dominantes ®//Qf e @V /QV e deixando de

lado fatores numéricos chega-se a

@ | |l |«
mec2Q ~ Z4¢4 ’
q)V 2
€ ~ S |« 1,
mec2QV Z3¢3

pois se considera que no limite de elétrons ultra-relativisticos (. — 0. Desta forma,
no caso aqui analisado, os coeficientes associados a lei de Ohm sao mais significativos

que os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor.

Elétrons ultra-relativisticos e nao-degenerados e fétons

Neste caso,

Ce < 1.

Efetuaram-se expansoes para (, — 0. Nenhum dos coeficientes assim obtidos
depende do campo magnético, pois ndo aparecem os fatores B(1), ..., 3(4). Pode-se
perceber ainda que, a medida em que a fragdo parcial dos elétrons z. diminui, o

moédulo de cada um dos coeficientes também diminui.



4.5 Coeficientes de transporte

58

c2knze7'ef
0.026z. — 0.28°

—62 + 4.5z, )cz.nkT2e
&7 = —0.00038. f
m.(0.026z. — 0.28)2

€27 knz. (7.4 — 0.92z, +0.02522)

&l = —0.077

€

e

& = —0.00038

m2(0.026z, — 0.28)3

e*r knz.(0.024z2 — 0.27z. — 0.83)
®'V = 0.00038—L < ° 3
m3¢(0.026z, — 0.28)3 =

2
O = —0.070—reC Tef
0.026z, — 0.28’

(=91 + 3.9z, )cr2,enz.
&V = —0.00010 ef
m4(0.026z, — 0.28)2

ne.e?73;(0.025z2 — 0.87z. + 10)

e

€9

®VH = —0.00010
m2(0.026z, — 0.28)3

SVIIT _ o oo10 " 5ee Ter(=0-64z. +0.0592; ~1.3) s
m3c(0.026z, — 0.28)3

O = —20ekznCref[—0.222°107 + 0.2022107 — 440000z, + 17000z’ — 1200z
+39z1* + 0.562510" — 0.102710% — 130000z + 650000x2° — 0.562°107 — 0.13z°10°

+0.102210° + 0.142°%10% + 43000]/[m.(—32 + 3222 + 95z, — 95z2)

x(15z, — 28)(z> — 1522 + 7222 — 12022 + 98z, — 30)?],

O = —50077 e?kz.n(?[0.222210" — 86000022 + 170000z, — 40000z:2 + 4600223
—320z1* — 0.442%107 + 0.7027107 + 220000z} — 800000z1° + 11z2° + 0.2623107

+0.7825107 — 0.522210" — 0.882%10" — 14000]/[m?c(—32 + 322> + 95z, — 95z2)

x (152, — 28)%(z% — 1522 + 7222 — 12022 + 98z, — 30)?],

QM = —800nz ks e?(3[0.222210" — 0.252210°

+0.33z.10% — 0.533:?1()10 + 0.213::31010 _ 0-68%24109
—0.242%10" + 0202710 + 0.1021'10"* — 0.1721°10"" + 0.17z1510°

+0.112310" + 0.782310™° — 0.352210"° — 0.142810™* + 2222
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—230000 + 35000z2° — 150022° — 500000z + 0.45z.7107
—0.33z16108]/[m3c?(—32 + 3223 + 95z, — 95z2)
x (152, — 28)%(z® — 1522 + 7222 — 12022 + 98z, — 30)?),

O = —400nz ket (2[0.752210"°+0.302210%—0.702,10" —0.252.?10'°+0.112,°10"
—0.3922*10° — 0.702310%° 4+ 0.502710%° + 0.4621110%° — 0.6521°10'° + 0.1121°10°
—0.422210% 4 0.102310%° — 0.152210° — 0.282°10"° + 3322 + 34000z°
—1500z2° — 410000z:® + 0.352.7107 — 0.222.°10°
+650000]/ [m?éc®(—32 + 3222 + 95z, — 9527)

x (152, — 28)%(z® — 15z + 7223 — 12022 + 98z, — 30)°],

QY = —40[nz.ers(92° — 450022 + 1500z, — 13022 + 800z + 7500z° — 210
+6000z° — 8500z* — 27002°)(. /[m.(—32 + 322 + 95z, — 9527)

x (152, — 28)(z> — 1522 + 7223 — 12022 + 98z, — 30)],

OV = —40nz.e*r2,¢2[(0.872210" — 0.3222107 + 620000z, — 150000z}
419000213 —1200z1* —0.172810% +0.2927108 4840000z * —0.3321°10" — 56000+ 33z,°
+0.992%107 + 322°10% — 0.202210% — 0.342%10%]/[em?(—32 + 322> + 95z, — 9522)
x (15z, — 28)%(z® — 15z + 7223 — 12022 + 98z, — 30)?),

Q" = —160072;%2.n(2[0.332710™ — 0.432210° + 0.582.107 — 0.73z°10°
+0.3021%10° — 0.93z2* — 0.9321410% — 0.332%10"° 4 0.302710"° + 0.15z.'10™°
—0.24z1°10%° + 0.2421°10® 4 0.182°10° — 380000 + 0.132210"°
—0.552%10° — 0.222810'° 4 322! 4 4500z1°
—19022° — 6300028 4+ 63000027 — 0.48226107]/[m3c?(—32 + 3222 + 95z, — 95z2)
x (152, — 28)%(z® — 1522 4+ 7223 — 12022 + 98z, — 30)°),

QYT = —8007 e*z.n([0.132310" +0.2222107 — 650000z, —0.40z,10° +0.182,°10°
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—0.6522*10% — 0.122510™° 4 0.852710° + 0.75z1'10° — 0.112.°10" + 0.18z.°10°
+0.1823107 + 65000 + 0.182210° — 0.412%10° — 0.452°10° + 922
+7500z2° — 35022° — 8000012 + 600000z ."
—0.38216107)/[mc3 (=32 + 3222 + 95z, — 9522)

x (152, — 28)%*(z% — 1522 + 7222 — 12022 + 98z, — 30)°).

Assim como no caso anterior, aqui também os coeficientes ®*7, *V, Q* e O*V

sao os mais importantes. De fato, em cada um dos quatro conjuntos de coeficientes
[@*I’ @*II’ @*III, @*IV],

[@*V’ @*VI’ @*VI], ‘D*VIII]’
[Q*I’ Q*II’ Q*III’ Q*IV]’
[Q*V’ Q*VI’ Q*VII, Q*VIII]’
a ordem de magnitude cal de um fator multiplicativo weTef(e < 1 da esquerda para
g f
a direita.

Desta forma, é possivel reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso

como

Eknz,tes NTC 7oy

o T (24
0.026z, — 0.28] (V T=aP UL) - [0.0700'026% ~0.28

x (kTV°a, + q.E°), (4.108)

¢ = — |0.077

17 = — {20ekz n(eT.;[—0.2222107 + 0.202210" — 440000z, + 17000z}> — 1200z}°
+39z,* + 0.562210" — 0.102710® — 130000z}! + 650000z'° — 0.5622107 — 0.132210°
+0.102210° 4 0.142°10° + 43000]/[m.(—32 + 3222 + 95z, — 95z2)
x(15z, — 28)(z5 — 15z; + 72z2 — 12022 + 98z, — 30)?]}

X (V"T — ;F—ZDUE)

— {40[nz.er.(92° — 450022 + 1500z, — 1302% + 800z7 + 7500z° — 210
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+6000z° — 8500z — 27002°)(.]/[me(—32 + 3222 + 95z, — 9522)
x (152, — 28)(z° — 1522 + 7222 — 12022 + 98z, — 30)]}
x (kTV’a.+ q.E°). (4.109)

Para comparar entre si os coeficientes associados a lei de Ohm e ao fluxo de calor,
pode-se efetuar as divisdes ®7/Q e ®V/QV. Para obter uma primeira aproximacio,
tomaram-se os médulos de cada coeficiente, desprezaram-se fatores numéricos e a

complexa dependéncia em z.:

e®! N 1 > 1
mee2Q | 7| ¢. ’

ed” 1 > 1
me.c2QV | Ce ’

pois no caso de elétrons ultra-relativisticos, {, — 0. Deste modo, para este caso os
coeficientes associados ao fluxo de calor sdo mais significativos que os correspondentes

coeficientes associados a lei de Ohm.

Elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados e ions

nao-relativisticos e nao-degenerados

Neste caso,

Ce < 1,

x}l <1,

Mme
€= < 1.

Mion

Efetuaram-se inicialmente expansdes para z3' =~ a(. — 0 e posteriormente ex-

pansdes para £ — 0. Apenas o coeficiente QV# depende do campo magnético, através

de B(2).

o — 16 2t ({mic’nT.ik
E] h3 ’

_ 32a%(.miciTerzk
3 h3 ’

q)II —
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oI _ 64 x%(emeca’rezTSik
T3 A3 ’
2,3 4
v _ 16zplcine’rgk
3 h3 ’
2
_ lcnety
— 5 .4
2 %

)
(I>V

2
oVl — _lcneerﬂ-
= —=,

2 mexy

2.3
VI — 3nee’Ty
T2 m2z8°

e F

3.4
VI _ 1nee'r,

3,77
2cmizy

3 2 32
ol — 16 Teikzp(emneems,, c°¢

3 nh3 ’
3 2 2£2
QH . 16 Tékl’p(eﬂnee MionC § Z
3 nh3 ’
oIl — _ 128 en £3132%( kTlc 23
R h3nt2 ’
Ct
2 4 72
oV — Ee‘ineg'”xFCekTeiZ
3 h3m;onn ’
Zenr,;
vV _ eler
Qv = ZheTe
MionM
2,24 7442 2
QVI _46 neTeiZ 5 7I'
= 2 2
CTN 5, M T
4,525
Qv — Zitgn e ﬂ(2)§-1
zpncim? ’

won

e'et
4

ion

4,24 74
Qanen'r-Z
nedm

Novamente os coeficientes ®*/, ®*V, O*I e O*V s30 os mais importantes. De fato,

analisando cada um dos quatro conjuntos de coeficientes
[@*I, (D*II, q)*III’ (D*IV]’

[@*V’ é*VI’ @*VII, @*VIII]

)

[Q*I, Q*II, Q*III, Q*IV],
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% *VI yxVII *VIII
[, Q775,77 @,

a ordem de magnitude cai de um fator multiplicativo wy;7e;/zr < 1 da esquerda
para a direita nos dois primeiros conjuntos de coeficientes, enquanto que nos dois
ultimos (os que se relacionam a lei de Ohm) a andlise é um pouco mais delicada.
Mesmo assim, observando as dependéncias em wy;7.; < 1 e especialmenteem zg > 1,
pode-se concluir que 2*! e Q*V sio os termos dominantes. Desta forma, é possivel

reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso como

4,35 2,
< = [Expfemec Wre,k] (V"T 3 %DUZ) N [lc neT32:|
c

3 h3 2 z%
x (kTV°ae+ ¢.E%), (4.110)
" 16 Te;kx%(mn.em? €2 " T Zenlte;
"= I:? nh3 Vi - ZEDUL + MionT
X (kTvaae + qua) . (4111)

Efetuando as divisdes ®//Qf e ®V /QY em uma primeira aproximagao, tomaram-

se os médulos de cada coeficiente e desprezaram-se fatores numéricos, de modo que

ed’!

TN
~ > 1,
mec2QM Ne
e®” | n <1
M2V | " | Zzin b ’

pois no caso de elétrons ultra-relativisticos, g — oco. Deste modo, para este caso
o coeficiente de condutividade térmica é mais significativo do que o coeficiente do
efeito termo-elétrico, enquanto que no caso dos coeficientes associados ao gradiente
de potencial quimico (Va.) a situagido se inverte: o coeficiente de condutividade

elétrica € mais significativo do que o coeficiente do efeito eletro-térmico.

Elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados e fétons

Neste caso,

k1

!t < 1.
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Efetuaram-se expansdes para z5' =~ a(. — 0. Novamente nenhum dos coeficien-
tes obtidos depende do campo magnético, pois os fatores (1), ..., 3(4) estao ausentes;
além disso, a medida em que z. diminui, o médulo dos coeficientes relacionados ao

gradiente de potencial quimico (V?a.) também diminui.

_ 16 Pagplekreymm?

1
¢ 3 h3 ’
ol — 32 c*mlalCentlike
3 h3 ’
ur | 64 € Catkrdmcim,
*T=3 B3 ’
v 16 c2kxpCe7':fe37r
e T e
oV — l a:en'refc2
2 $F4 ’
oVl — _Leref’exen

2 mexpd ’

3 2
VIl — -3_Tef zTene

2 zpbm.2’

3, 4
VI _ 1 nz.e 7y

2 zp'm3c’
ol — ETef:C%(ekwemZ@(l - z.)
3 h3 ?

g 4 Tzfm%cekwe2c2me(4 — 4z, — CIJFCe.Ie)
=3 = ,
QI — 4 (zrlez. + 122, — 12)72 kzpl.me’c

3 3 )

O = L krd etrl(ah ot + 20zl

—20z% izt + 20823232 — 4162223.(2 + 20825 (P22 + 160025 2%.(% — 4800z2x%(?
+4800222%.¢2 —1600222% (2 +76802° £ (. — 3072022 £ (. +4608023 z (. — 30720222 £ (,
+7680zF .z + 614425 — 3072025 + 614402° — 6144022 + 30720z, — 6144)]/
(=14 z)(—4 + 4ze + zrlez.)’meh),

Qv — 1 Tepexen(4 + zpleze — 4ze)

4 MZF ’
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vi_ l'rffe2:1:en(4 + zpoxe — 4T.)

2,72 ’
4 micTy

Q

Qvil _ 1 Tffe3:ven(4 + zpl.z. — 4z.)

3.2..3 ’
4 mciTy

QvHL — ——%T:fe%en[M + 2pleze — 42,)(—9216222%(? + 36864222%(?
+1792002° z p(. — 358400z%z (. + 358400222 r (. — 1792002227 (, — 1623222
—92162822¢2 + 28255 + 48282%¢2 — 9625 x> + 4825l
+249623 23.(3 — 249622 23.¢3 + 83223.(322 + 36864x32%.(* — 5529622257
498304z, + 16282%.¢° — 8322823.¢3 — 358402827 (. + 35840z (..
24576022 + 983042 — 245760z + 3276802 — 163842°
—16384)]/[mic* (=1 + z.)°(—4 + 4z, + zr(ez.)’zE].

Os coeficientes ®*/, &V, Q*/ e 0*Y sao os mais importantes. De fato, em cada
um dos quatro conjuntos de coeficientes

[(I)*I, q)*II7 @*1117 @*IV],

[@:«V7 @*VI, @*VII’ q)*VIII]

[Q*I Q*II Q*III Q*IV]
[Q*V’ Q*VI’ Q*VII7 Q*VIII],

a ordem de magnitude cai de um fator multiplicativo wyTes/zr <« 1 da esquerda

para a direita.

Desta forma, é possivel reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso

como
s 16 Pztlkrepmm? ” T . . 1 z.nTefc? ” ”
qe—[? s VT“EEDUL + 2 ot (kTV°ae+ ¢.E%),
(4.112)
" 16 7 rr3(kmem?ic®(1 — z.) v T _ .
I = [? - V°T — DU}

4 [_1_ Tefeten(4 4+ ploxe — 4%)] (kTVa. + ¢.E°). (4.113)
4 MeZF
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Para comparar entre si os coeficientes associados ao fluxo de calor e a lei de Ohm,
pode-se efetuar as divisdes ®1/Qf e ®V/QV. Para obter uma primeira aproximagao,
tomaram-se os médulos de cada coeficiente e desprezaram-se fatores numeéricos, de

modo que as razoes sao dadas por

e®’
m.eqr| =l > L
e®V N <1
m.c2QV |~ z3 ’

pois no caso de elétrons ultra-relativisticos, xp — oo0. Deste modo, para este caso o
coeficiente de condutividade térmica é mais significativo que o coeficiente do efeito
termo-elétrico, enquanto que para os coeficientes associados ao gradiente de potencial

quimico (V¥a,), a situacdo se inverte.

4.5.2 Elétrons nao-relativisticos

Simplificagdes muito significativas sdo possiveis para os casos de misturas com elé-
trons nao-relativisticos, cujos coeficientes em geral dependem dos parametros 5(1),
...y B(4). Para isso, basta considerar (4.98) a (4.101) e, para facilitar eventuais

comparagdes de ordens de grandeza dos termos que compdem cada coeficiente,

escrever
B(n) = (e¢B)"B*(n) (4.114)
e considerar que a equagao (4.97) fornece
n (Me, \"
B" = ( - wa) . (4.115)

Os coeficientes obtidos pelos programas foram submetidos a tais simplificagoes.
Para nao estender desnecessariamente esta dissertagao, optou-se por mostrar aqui

somente os coeficientes ja simplificados.

Elétrons e ions nao-relativisticos e nao-degenerados

Neste caso,

e >1
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£ <« 1.

Mion

¢ =

Efetuaram-se inicialmente expansbes para {, — 0o e posteriormente expan-

soes para £ — 0. Pode-se observar que todos os coeficientes dependem do campo

magnético através de B(1), ..., B(4).

Taknee’B(1)B(4)

@ 5 ez 20nc3 6—5,
o _5 Toknee®(— ﬂ(s) (1)5(3))5-5,
QOnCB
I __572'7"%6 (= 5(53); ,3(1),3(2))6_5’
gk e 5 ;8 1 —/3 2 -5
o s =)
v _ 635 5n.e’B(1)B(4) ,_

o' =~ T £,

_ 63575n.e(B(4) — B(1)B(3)) ,—s
oV = 2 T £,
gy _ 635 7En (BB = 6(3)) s

8 ME,, €32 ’

vir _ 635 Tonee’(B(1)? — B(2)) ,—s

YU T e
1_le nekTegeﬂ( )B(4) .

= 16 cmé £
m_ 1 enkti((B(1)B(3) - B4)) ,-
=1 Emé,, "
QI — 1 e®nkrd((B(1)B(2) — ﬁ(3))€-e

16 mé ’
v _ 1 enkrd((B(1)? - B(2)) .-
= 16 csmfm &
_ 1 nef728(1 )5(4)
0" = 16 csmfon
QVI — _inee67—ei(ﬂ(1)lg(3) - 13(4))5—6

5m®
16 cmsg,,
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QvII _ Lneeerg(ﬂ(l)ﬁ@) - 5(3))6-6
16 Acmé ’
QVII _ ___1_"e667'2(ﬁ(1)2 —B(2))

-6
16 . cSmb &

ton
Neste caso, todos os coeficientes dependem do campo magnético, através dos

parametros (1), ..., 8(4). Uma anélise dos conjuntos de coeficientes

[Q*I, @*II’ (D*III, q)*IV],

*V Fa«VI xxVII xxVIII
(27", @™, @, @7,

[Q*I Q*II Q*III Q*IV]
[Q*V Q*VI Q*VII Q*VIII]

revela neste caso que nio se pode destacar alguns coeficientes como sendo os do-
minantes. De fato, cada um dos conjuntos se compde de coeficientes de mesma
dimensao.

Para comparar os coeficientes relacionados ao fluxo de calor com os correspon-
dentes coeficientes da lei de Ohm, optou-se por analisar as razdes ®//Qf e &V /QV,

sujeitas as mesmas simplificacdes ja citadas anteriormente:

ed! N <1
m.e2QI| 7|, ’
edV |1 <1
m.c2QV | |2 ’

pois no limite de elétrons ndo-relativisticos, { — oo. Desta forma, neste caso os
coeficientes de condutividade associados a lei de Ohm sdo mais significativos do que

os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor.

Elétrons nao-relativisticos e nao-degenerados e fétons

Neste caso,

(e > 1.

Efetuaram-se expansdes para (. — o0o. Neste caso, todos os coeficientes que

aparecem na lei de Ohm dependem do campo magnético; o mesmo nao acontece com
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os coeficientes associados ao fluxo de calor. Pode-se ainda observar que o médulo de

todos os coeficientes diminui 2 medida em que z. se aproxima de zero.

45

q)l = ?xenk’refc2,
2

z.nkT ec
II ¢ ef

& =40———,
me

oI — 115 xenkrffez

2 m2
ol — 4_5xenk7':fe3
2 cm?
oV — 35 n:ceTefc2
=3 A
oV — 35nxerffec
mCCe ’
32
VI _ EnxeTefe
2 miC

4 3
VI — 35 NTeTs€

T2 m3c(,

o _ L rhatrieknB@)B(

256  ASméw2(l —z.)?
qu _ _ L Fnrgetal(efra(B(1)BE) — B(4)) + 16t mich)(C
~ 256 cSmem?r2(1 — z.)? ’
QI _ 1 ee're"frfia::kn(ﬁ(l)ﬂ@) - B(3))¢E
256 ASmér(l — z)? ’
qv _ _ L wietkn(8n®mic’ + 2ri(B(1)7 — B(2)))¢
T 256 Smér2(1 — x, )? ’

qv — 1 x:nesrffréﬁ(l)ﬂ(@(f
256 Sméni(l—z.)?

ovi__ ! zene’rly (e*74(B(1)B(3) — B(4)) + 16m*mec)(?
~ 256 Smém?ri(1 — z.)? ’
Qv _ 1 zine®rlTa(B(DB(2) — B(3))¢2
256 Smér2(1l — z.)? ’
QVII _ _ 1 zinelr;(8nmic? + e*r5(B(1)” — B(2)))¢e

256 Smén?(1 — z.)?
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Neste caso, € necessario fazer uma distingao entre os coeficientes associados ao
fluxo de calor e os coeficientes relacionados a lei de Ohm. De fato, os coeficientes

associados aos conjuntos
(@, @1 111 g1V,
(@Y, &V @*VII gV
s3o tais que ®*! e ®*V s3o os termos dominantes; em cada conjunto, da esquerda para

a direita os coeficientes sdo cada vez menores, por um fator multiplicativo w7y < 1.

Assim, o fluxo de calor pode ser escrito como

v 45 2 - T - 35 n:veTefc2
q. = |:—§—$enk7'ef6jl (V T — gDUL) =+ |:—2——Ce——

X (kTV?a. + g.E°). (4.116)
Quanto aos coeficientes associados aos conjuntos
[Q1, Q11 Q<11 Q*IV],
[QFY, VI Q=VI VI,

sao todos de mesma ordem, dentro de cada conjunto.
Para comparar os coeficientes associados ao fluxo de calor e a lei de Ohm, pode-se
analisar as razdes ®7/Qf e ®V/QV. Com as simplificacdes ja4 mencionadas anterior-

mente, e definindo os fatores adimensionais

p(1) = ’Bc%), (4.117)
pr(4) = ég))4, (4.118)
chega-se a
e®! (1-=z.)? !
mel |~ | (@ @arer |
ed®V (1—=z.)? 1
me @ |~ |G D @) wares B |

pois no limite de elétrons nao-relativisticos, (¢ — oco. Desta forma, os coeficientes
associados a lei de Ohm s3o mais significativos que os correspondentes coeficientes

associados ao fluxo de calor.
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Elétrons nao-relativisticos e completamente degenerados e ions

nao-relativisticos e nao-degenerados

Neste caso,

Ce > 1,

>,

Me
= < 1.

Mion
Efetuaram-se inicialmente expansdes para z7' ~ a(. — oo e posteriormente
expansbes para ¢ — 0. Pode-se observar que, com a excegdo de 0V, todos os

coeficientes obtidos dependem do campo magnético.

zZe ane Cekﬁ( ),6( )

¢’ = —512 = £,

ol — _51226 NeTe; Cek$;(£g4) 5(1)5(3))5—4,
e — _519 ZelzgneT, Cec3(5( )B(2) — ﬂ(?’))g—‘;,
q)IV — 512Z6 ane g;rrfﬁ( ) /8(2))6—4’
o = ao06 27 ;ii(IW) -
oVl — _40962651}3ne7‘3£§$)5(3) —B4) ¢
(DVII = 4096 ZCSIIJ}:?TL i/f(ls)ﬁ(Q) - ﬁ(s))§—4’
VI — 4096 Zezin,, 2331(5(1)2 - 5(2))5—4,

CMon
QI _ 1 skCE ( )

24171677, ’
4096 :vFTe,Z cinmdm?

1 Cke®n2t8B(3) .,

e'ct
246 mS ’
4096 xFTe,Z ctnmém: .

QI — 1 n2e’k(.756(2)
4096 xFTe,Z2c4n7r6mwn

QII=_

&7,
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v 1 (ketn?Ts

— e'ct 6—7
- 6 .2 .3 3.-6,,4 ?
4096 =55 cAnZ3mems,,

v 1 2e®n2B(1)B(4)

T 131072 2% Z3nrintms

£°,
non

Qv — 1 eG"ETg(ﬂ(l)ﬂ(?’) - B4)) .o
= 9 73 .5 -2_8 6 £,
131072 zRZ3cntimdm;,,
QVII = 1 Tiesnﬁ(ﬁ(l)ﬁ(2) —B(3)) .o
- 9 73 50 2 8,6 £,
131072 z%Z3cPnTimdms
QviI _ 1 niesni(ﬁ(l)z - B(2))

-9
T 131072 z%Z3cEnrimdme <

Neste caso, cada um dos conjuntos de coeficientes
I eIl GIII IV
[@* ) @ M @ K @ ]’

[q)*V, Q*VI’ @*VII, (D*VIII]

[Q*I Q*II Q*III Q*IV]
[Q*V Q*VI Q*VII Q*VIII]

se constitui de termos de mesma ordem de grandeza. N&o é possivel determinar
os termos dominantes. Desta forma, o que resta a fazer é comparar entre si os
coeficientes associados ao fluxo de calor e a lei de Ohm, através das razoes

| nZ%€2R*(1)(weiTei)”

~
ne

ed!
mec2Q!

<<]~,

e®V
mec:QV

pois para elétrons nao-relativisticos, zr — 0. Deste modo, os coeficientes associados

nZ*z ¢

Te

~
~

<1,

a lei de Ohm sao mais significativos do que os correspondentes coeficientes associados

ao fluxo de calor.

Elétrons nao-relativisticos e completamente degenerados e fétons

Neste caso,

Ce>1
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zpt > 1.

Efetuaram-se expansdes para 27’ ~ a, — 0o. Todos os coeficientes relacionados
a lei de Ohm dependem do campo magnético, ao contrario dos demais coeficientes.
Além disso, com excecao dos coeficientes de condutividade elétrica (i.e., OV,

QVHI) 6 médulo dos coeficientes diminui quando z. se aproxima de zero.

ol = xeCekTefncz,

2
ol — T (kT nec
Me ’
ol — zeCekTs e’
m2 ’
e
4,3
oV — xe(ekrefne
= —t
mic

1

v 4 2
o' = aneTef:ch ,

VI 1 nx, Tfexpc

-5
2 Me

3 2.4

VIl — 3NTTsCTF

4 m? ’

V1T — 1nz. efe T

4 m3c
r_ 1 kGnzete2elrB(1)B(4) (=1 + z.)
1024 zp8cPmim,b ’
gt _ L klnz 72e?(—16m*c*m? + e*5(8(4) — B(1)8(3)))(1 — z.)
1024 z$cSTims ’
i1 ke ra(8(3) - 61BN\ - 2.
1024 x?,—-c57r4m6 ’
v _ 1 kenahetri(<8etmin? 4 726(2) — rA()) (1 - =)
T 1024 z%.cSmims ’
qv - __ 1 elfentB(1)B(4) (1 — zo)’
T 2048 zp9C.cSmim, 8 ’
Qvi— L tZefn(e*r4(6(1)8(3) — B(4)) + 167*c*mg)(1 — z.)”

~ 2048 23 (ocomime
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Qvil — _ 1 Te2f66m'c4i(1 —z.)*(B(1)B(2) — B(3))

2048 z%(.ASmimS ’
v _ L Thetnri(l -z Xm0 ~ B(2) + SetmEn?)
2048 3 (ePTimS '

E conveniente analisar inicialmente os coeficientes associados ao fluxo de calor,
ou seja,

[(I)*I @*II q)*III q)*IV]
[@*V @*VI q)*VII (D*VIII]-

Neste caso, os coeficientes mais importantes siao ®*! e @Y. Dentro de cada con-
junto de coeficientes, da esquerda para a direita os sucessivos coeficientes diminuem

por um fator w7y < 1. Desta forma, pode-se reescrever o fluxo de calor como

1
6 = [eelehresne’] (VUT - gDUZ> + [ane'refx‘}:cz]

x (kTV?a. + q.E°). (4.119)
Quanto aos coeficientes associados a lei de Ohm,
[Q*I Q*II Q*III Q*IV]

*V «VI «VII *VIII
(@, Q7 , Q, Qrr ],

em cada conjunto de coeficientes, ndo hé diferenca de ordem de grandeza. Pode-se
apenas comparar os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor e a lei

de Ohm através de razdes entre ®1 e Q! e entre ®¥ e QV:

e®! N z$ <1
mec2M ~ B*(1)8*(4)(ze — 1)(weiTer) ’

ed” | T TR <1
me?QV |~ | B=(1)8*(4)(ze — 12 (waires)|

pois no limite de elétrons nao-relativisticos, zr — 0. Desta forma, os coeficientes
associados a lei de Ohm sdo mais significativos que os correspondentes coeficientes

associados ao fluxo de calor.



Capitulo 5

Comnsideracoes finais

Neste trabalho, obtiveram-se os coeficientes de condutividade térmica e elétrica e
os coeficientes associados a efeitos cruzados para misturas de elétrons com fétons
ou ions de carga Z > 1, submetidos a campos eletromagnéticos. Por razées de or-
dem pratica, os coeficientes apresentados correspondem a certos limites importantes
calculados com ajuda computacional. Tais limites se referem aos casos de elétrons
ndo-relativisticos ou ultra-relativisticos e ndo-degenerados ou completamente dege-
nerados.

Para proceder a uma analise dos coeficientes, levam-se em conta novamente as

expressoes para o fluxo de calor e a lei de Ohm:
T
¢ = [®'67, + @' B, + "' B, B", + @'V B, B4 B’ (V"T — C—ZDUE)
+[@V6, + @V'B%, + V!B’ B% + @B B~ B,| (kTV'ac + ¢.E*), (5.1)
I° =06, + "B, + Q"B B4 + OV B, B~ B’] (V”T - g—;—DUE)
C
+[Q¥6, + VB, + Q¥'B7,B% + Q' B’ B4 B"| (kTV”a. + ¢.E*).  (5.2)
Para facilitar a comparacao entre

o Coeficientes de uma mesma lei (i.e., fluxo de calor ou lei de Ohm) e associados

aos mesmos gradientes;

e Coeficientes de leis diferentes, mas associados aos mesmos gradientes,



pode-se reescrever (5.1) e (5.2) como
g — [@*[évu + @*IIB*Z + @*IIIB*ZB*;; + @*IVB*ZB*ﬁB*Z] (VVT _ —DUZ>

+[8V67, + &V 1B + Q*VIIB*ZB*‘;j 4 @*VIIIB*L;B*;;B*‘;] (kTV"a. + g.E*),
(5.3)
7 = (@169, + QI Bo 4 Q-1 B s 4 IV pro g p*7] (VVT _ —DUZ)
+[QV6, + VB 4 QVIpr pre VI B pu 1] (KT a, + q.E”).
(5.4)
Pode-se resumir a andlise dos coeficientes obtidos comentando algumas carac-

teristicas de cada uma das misturas consideradas:

e Elétrons ultra-relativisticos e nao-degenerados e ions nao-relativisti-
cos e nao-degenerados: Nenhum dos coeficientes ®7, ..., V! depende do
campo magnético; os coeficientes relacionados a lei de Ohm sdo mais significa-

tivos que os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor;

e Elétrons ultra-relativisticos e nao-degenerados e fétons: Nenhum dos
coeficientes ®1, ..., OV depende do campo magnético; os coeficientes associa-
dos ao fluxo de calor sdo mais significativos que os correspondentes coeficientes

associados a lei de Ohm;

e Elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados e ions nao-
relativisticos e niao-degenerados: Somente o coeficiente V! depende do
campo magnético; os coeficientes de condutividade térmica sdo mais significa-
tivos que os correspondentes coeficientes associados a lei de Ohm; para os coefi-
cientes de condutividade associados ao gradiente de potencial quimico (V7a,),

a situacao se inverte;

e Elétrons ultra-relativisticos e completamente degenerados e fétons:
Nenhum dos coeficientes ®7, ..., Q¥ depende do campo magnético; assim
como no caso anterior, os coeficientes de condutividade térmica sdo mais sig-

nificativos que os correspondentes coeficientes associados a lei de Ohm; para
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os coeficientes de condutividade associados ao gradiente de potencial quimico

(V?a,), a situagdo se inverte;

¢ Elétrons e ions nao-relativisticos e nao-degenerados: Todos os coefici-
entes ®Z, ..., QY dependem do campo magnético; os coeficientes associados
a lei de Ohm sdo mais significativos que os correspondentes coeficientes asso-

ciados ao fluxo de calor;

e Elétrons nao-relativisticos e nao-degenerados e fétons: Os coeficientes
@1, ..., ®V1! nzo dependem do campo magnético, enquanto que os coeficientes
associados a lei de Ohm dependem do campo, através de (1), ..., 5(4); os coefi-
cientes relacionados a lei de Ohm sao mais significativos que os correspondentes

coeficientes do fluxo de calor;

e Elétrons nao-relativisticos e completamente degenerados e ions nao-
relativisticos e nao-degenerados: O unico coeficiente que nao depende do
campo magnético é Q'V; novamente, os coeficientes associados a lei de Ohm
sao mais significativos que os correspondentes coeficientes relacionados ao fluxo

de calor;

e Elétrons nao-relativisticos e completamente degenerados e fétons: Os

coeficientes ®7, ..., @V

nao dependem do campo magnético, enquanto que
os demais coeficientes dependem; mais uma vez, os coeficientes associados a lei
de Ohm s3o mais significativos que os correspondentes coeficientes associados

ao fluxo de calor.

Numa analise dos coeficientes que foram obtidos, um dos aspectos que se nota
com mais clareza é o fato de que no regime de elétrons ultra-relativisticos, quase
nenhum dos coeficientes depende do campo magnético através de 3(1), ..., 3(4). No
caso de elétrons nao-relativisticos, a situagio é inversa, ou seja, praticamente todos
os coeficientes incluem os fatores 3(1), ..., 5(4).

Outra caracteristica interessante é que para elétrons nio-relativisticos, os coe-

ficientes de condutividade associados a lei de Ohm apresentaram-se sempre mais
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significativos que os correspondentes coeficientes de condutividade associados ao flu-
xo de calor.

Por ultimo, considerando a possibilidade de seqiéncia do trabalho, deve-se le-
var em conta que certos procedimentos matematicos utilizados neste trabalho - tais
como a inversdo de tensores € o uso do teorema de Cayley-Hamilton num espago
quadridimensional que admite a métrica de Minkowski - sao 1teis para o estudo da
viscosidade de cisalhamento, obtida a partir da equacdo (4.69). Provavelmente nao
serdo necessarias modificagdes muito significativas nos programas utilizados para o

estudo do fluxo de calor e da lei de Ohm.



Apendice A

Elementos de mecanica

relativistica

Rednem-se aqui algumas definigdes e resultados da mecanica relativistica que foram

utilizados ao longo desta dissertagao.

A.1 Algumas definicoes

A velocidade de uma particula é definida em termos do quadrivetor

o dz®
ut = ——, (A.1)

tal que u®u, = c®. Na equagdo acima, d7 = dt1/1 — v2/c? é a diferencial do tempo
préprio; além disso, (%) = (2°, Z), sendo 2° = ct.
O quadrivetor aceleragao ¢é definido como

_du°‘
T odr

wa

(A2)

Em termos da massa de repouso m de uma particula, o quadrivetor quantidade

de movimento é definido como

p* = mu®, (A.3)
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e suas componentes contravariantes sao

() = ( mc muv

v
V1- v/’ V1 —v?/c?

O quadrivetor forga é definido através de
dp® du®
~dr " ar

sendo X'* conhecido como forca de Minkowski. Como u%*u, = ¢, pode-se verificar

) = (p", D) (A.4)

K« = mw?, (A.5)
que a forca de Minkowski é ortogonal a quadrivelocidade e ao quadrimomento, ou
seja,

K%uqs =0, K%, =0. (A.6)

A.2 Invariantes de Lorentz na teoria cinética

Se A% é um quadrivetor,
A'™ = A3AP (A.7)
e o elemento de volume no espago quadridimensional gerado pelo quadrivetor é um

invariante escalar, pois
dA°dA dA?dA® = |J|dA°dA'dA%dA® (A.8)

e pode ser verificado que para esta transformacio o Jacobiano é igual a 1.

Em teoria cinética é comum encontrar razdes como dA'dA?dA3/A°. Pode-se
mostrar que essa razao € um invariante escalar, ainda que o seu numerador nao o
seja.

Para maior facilidade de céalculo, considera-se aqui o caso de dois sistemas inerciais
de referéncia, R e R, de modo que R se desloca com velocidade de médulo v em
relagdo a R, sendo essa velocidade na diregdo do eixo z (cf. figura A.1). A matriz

Ag neste caso se reduz a

¥y —v* 00
i 0 0
A= T T , (A.9)
B8
0 0 10
0 0 01
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Evento *

e

z z

Figura A.1: O referencial inercial (z',y’, 2) se afasta do referencial inercial (z,y, 2)

com velocidade v.

ou seja,

40 _ A®— Alv/ec 4, _ Al — A%/c
V1 —v2/c? V1 —v2/c?

A transformacio de (A', A%, A%) para (A, A2, A®) é tal que

A% =A%, AR =A%

dA'dA%dA® = |J|dAdA?dA",
sendo J dado por

v 0 v 0 v 0
(1) s sk
J = 0 1 0 |
0 0 1

_ o (p_vox
=7 c0A! )’

Supondo que o produto A*A, é constante, e utilizando a propriedade

«0Ay | 0A°
Aom = ga
chega-se a
0A° A

AAl ~ A,

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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O Jacobiano da transformacio, com o auxilio das equacdes anteriores, pode ser

escrito como

1

%
=2

assim a equacgdo (A.1l) implica que a razao considerada é de fato um invariante

J (A.15)

escalar:
dA'dA*dA®  dAdA?dA"
A0 - A0 '

Como ja foi mencionado no inicio do capitulo 2, o estado do gas no espago de

(A.16)

fase u e num referencial inercial R é caracterizado por uma func¢ao de distribuigao
f(Z,p,t), de modo que o nimero de particulas do gs contidas no elemento de volume
du(t) = &Pzd®p é

N(t) = £(3, 7, t)du(?). (A17)

O nimero de particulas contidas no elemento de volume du(t) = d*zd®p é um
invariante escalar. Além disso, como o quadrimomento (p*) = (p°,p) é um qua-
drivetor, segue do que foi visto anteriormente que d°p/p° também é um invariante
escalar.

Escolhendo agora um referencial inercial denotado por R’ como sendo o referencial
em repouso, e considerando que R se afasta de R com velocidade de médulo v ao

longo do eixo x, a transformagdo entre os elementos de volume em cada um dos

3 'U23l 13/

além disso segue da (A4) que

referenciais é dada por

/ 1
p°=—p’. (A.19)
~

Das equagoes (A.18) e (A.19) e do fato de que d°p/p° é um invariante de Lorentz

segue que

d3 ]. ! d3 ' 1 1 / 1
dczd®p = d%p—fpo = ;dBm p%po = %d% Epy=dzdp. (A.20)

Conclui-se que o elemento de volume du(t) = d®zd>p é um invariante de Lorentz.



Apéndice B
Dinamica da colisao binaria

Considere-se o caso em que dois feixes de particulas colidem. Um dos feixes se compoe
de particulas com velocidade ¥ = ¢p/p°, enquanto que o outro feixe é denotado pelo
indice x e tem velocidade v, = cp,/p2.

A colisdo sera analisada inicialmente sob o ponto de vista do referencial no qual as
particulas sem {ndice estdo em repouso, ou seja, ¥ = 0. Neste referencial, o nimero de
particulas contidas no elemento de volume d°p serd denotado por dn = f(&, p,t)d>p,
e conseqiientemente o nimero de particulas contidas no elemento de volume d*zd>p
é dado por dnd>z.

As particulas do feixe * colidem com as particulas do feixe que esta em repouso
no referencial aqui adotado. Tomando um elemento de volume préprio d®z, = dV,,
o ndimero total de particulas ai contidas é dn.dV, = dn.dV//1 —v2,/c?, onde v,
¢ a velocidade relativa entre os feixes. O elemento de volume dV pode ser escrito
em termos do cilindro de colisdo de base odf) e altura v,.dt, sendo dt a diferencial
do tempo préprio e o a sec¢ao de choque para este processo de espalhamento. Com
1sso, pode-se escrever o numero total de colisdes como o produto dos numeros de

particulas com velocidades ¥ e v,

* d *
dn gy = dnd® s ———(0dQv,a At). (B.1)

V 1 .—vzel/c2 V 1 —vrel/c

Considerando agora o caso mais geral em que ¢ # 0 com o auxilio da equagao

dnd3z
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(A.4) e da velocidade relativa de Mgller, conveniente para simplificagoes,

1 P>
g= \/(5“2 — ) — (T x 8)? = v Tl (B.2)

onde se define como em [16],

Vret = _—_1——)\/(52 ) - Laxay, (B.3)

1 —(0-7./c?
a equagao (B.1) se torna

dn,
V 1- vrz'el/c2

Integrando a iltima equacdo sobre as quantidades de movimento p. e sobre o

dnd®z dV = f(Z,5,t)d°pf (Z, Pu, t)dpagodQd’z At. (B.4)

angulo solido 2, encontra-se o numero de particulas que deixam o elemento de volume
dcxd>p:
AN = [ [ &5 5 oddp.dsdpht. (B.5)
Q ﬁt

Considerando agora uma colisdo entre dois feixes de particulas com velocidades
- ! ] ! - ] , , .
U, = cp,./p.° eV = cp /p°, o nimero de particulas que deixam o elemento de
1 i . lé B
volume d®z d°p e entram no elemento de volume d*zd®p pode ser obtido por analise

semelhante a utilizada para encontrar a (B.5):

(AN)* = /Q | / FGF DFE . )g o dY Ep. Ec Ep . (B.6)
Px



Apéndice C

Tensor campo eletromagnético

C.1 Introducao

O tensor campo eletromagnético é um tensor anti-simétrico tal que
0 —-E' —-E* -F°
E' 0 —cB® cB?
E? c¢B? 0 —cB!
E? —cB?* c¢B! 0

(FP) = , (C.1)

0 E? E? E?
—-E' 0 —cB® cB?
(Fup) = : (C.2)
—-E? ¢B? 0 —cB!
—E®* —cB?* cB! 0
sendo E = (E, E?, E3) o vetor campo elétrico e B = (B!, B?, B®) o vetor indugio
magnética.
Em termos do tensor campo eletromagnético F*?, a equagao de movimento de

uma particula com carga elétrica ¢ no campo eletromagnético é dada por

dp® g rap
e suas componentes espaciais se reduzem a expressao da forca de Lorentz
dv - L o=
— =q[E + (¥ x B)]. (C.4)
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C.2 Decomposicao em termos da quadrivelocida-

de hidrodinamica

De acordo com van Erkelens e van Leeuwen [23] pode-se decompor o tensor campo
eletromagnético F*# em duas partes, uma paralela & quadrivelocidade U* e a outra

perpendicular a ela:
FoP = cl—z(F‘”Uﬂ,UB — FPUU®) + ASF AL (C.5)
Introduzindo o quadrivetor E e o tensor B*? definidos por
E® = %FﬂﬂUﬁ, B*f = —A2F A, (C.6)
pode-se escrever F*? como
Fof = %(EaUﬁ — EPU®) — B*A. (C.7)

Num referencial de Lorentz em repouso no fluido as componentes espaciais da
quadrivelocidade hidrodinamica se anulam. De fato, (Ug) = (¢,0) e em consequéncia
da definigdo do tensor campo eletromagnético e da sua decomposi¢ido em termos da

quadrivelocidade hidrodinamica, considera-se que
(E*)=(0,E), B*=B=0, BY=—cé*B, (C.8)

de modo que se pode identificar E* com o campo elétrico e B*# com o tensor fluxo de
inducao magnética. Para obter uma decomposi¢ao analoga do tensor campo eletro-

magnético em termos da quadrivelocidade na descri¢ao de Landau, basta substituir

U® por U¥.



Apéndice D
Funcoes especiais

Na teoria cinética relativistica é muito importante a identificacdo de certas funcdes es-
peciais, cujas propriedades, muitas delas tabeladas em manuais, tornam mais praticos
calculos que de outra maneira seriam extremamente trabalhosos. Algumas das ex-
pansoes em séries e relagOes entre varias das fungdes especiais utilizadas ao longo

deste trabalho sao aqui apresentadas.

D.1 Expansoes da funcao K,(()

A func¢do modificada de Bessel de segunda espécie é muito util quando se consideram
gases nao-degenerados. Expansdes para K,(() em poténcias de { permitem analisar
situacoes nos limites em que o gas se encontra no regime ultra-relativistico ou no
regime nao-relativistico.

Sendo K,({) definida por
K.({) = / e~ cosh(nd)dd, (D.1)
0
sua expansao para ( > 1 é
_[n1 4n? —1 (4n? —1)(4n® - 9)
0= [z [+ U+

(4n® — 1)(4n* — 9)(4n® — 25)
3I(E0)° +o].

(D.2)



D.2 Relagoes entre as integrais J,m, J;., In 88
enquanto que para ( < 1,
n— 0o n+2k
1 <= (n—k—1)! ¢
K.() =35 ) (-1 + (1" Z [ln_
2 &~ k(%) Ok n+k 2

1 1

sendo ¥ (n) definida em termos da constante de Euler v = 0.577215... como

P(n+1) = —7+Z%, P(1) = —v.

D.2 Relacoes entre as integrais J,,,, J: , I,

nm?

As integrais Jum(C, pE), € I.(C, #E) sdo respectivamente definidas como

(¢, a) =/ senh”dcosh 0d19,
0

eCcosh19—a, — €

o cosh(nd)
In(g,NE) = /0 e—;;,E/k:T+cosh19 d'&’

— €

(D.4)

(D.5)

(D.6)

e a integral J;,. (¢, ug) é a derivada de J, ,((, pg) em relagido a a = ug/kT. O uso

de relagoes simples entre as funcdes trigonométricas hiperbdlicas permitem verificar

as seguintes relagdes, que sao muito uteis:

1 1
Ja1 = Z(Is ~ L), Ja= §(14 — Iy),
1 1
Jao = §(14 —4l,+3h), Ju= 16(15 33+ 25),
1
J2.1 = Z—(I?)a J2.2 = E(?’L?’ + Il)’
. 1 . 1
J23 = ﬁ(14+12)’ J24 = W(515+913+211),
.3 .1
Jio = Q(Ia -nh), Ji= 2(14 — L),
. 1 . 3
J42 == T’6—E(515—313—211), J43 - W(Ie—]z)
[ ] 5 (]
J60 - ﬁ([s - 3[3 + 2[1), ']61 = ——C(3IG - 8[4 + 5.[2)

(D.7)
(D.8)
(D.9)
(D.10)
(D.11)
(D.12)

(D.13)



Apéendice E

Calculos relativos a determinacao
do terceiro momento parcial dos

elétrons

Para encontrar o terceiro momento parcial dos elétrons, € necessario escrever as inte-
grais envolvidas no calculo em termos de certas representagdes, mostradas em (4.54)
a (4.57). Essas representacdes envolvem coeficientes cuja determinagao requer deter-
minadas projegoes, bem como substituicdes de variaveis e identificacGes das integrais
resultantes em termos de J,, e J. . Neste apéndice, se esboga o procedimento

utilizado para encontrar tais coeficientes.

e Da (4.54),

d>p.
/ FO¢npepfpy pf = LURULUL

e

+A(ASPUT + AP UE + ADUR). (E.1)

A projegao UroUrgUL, sobre a equagdo (E.1) resulta em

1 d>pe
= 5 [ v, (E2)

€
enquanto que a projecao Up,Ap, fornece

1

T 32

d3p.
A; /(P?ULa)H"ALBwPfPfo—p%- (E.3)

e
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e Da (4.55),

0) —ae+Bapea d3 .
/f( e—tet+B&pea + ],pcpepe p = BIULU U’V

+B,(ASPUY + APUL + ADUR).

A projegdo Up,UrgUL, sobre a equagdo (4.55) resulta em

1 o n e-ae"'BgPea d3
B, = c_ﬁ/(pe ULoz)3+ fe( )

—ae+Be°‘Pea + 1 p

e a projecao Ur,Aprp, permite afirmar que

1
3c?

e—ae‘f’BgPea d3pe

e—ae+BgPea +1 pg '

B, = / (P2ULa) " ALp 2 pY f1©

e Da (4.56),

e ae+Be Pea d3 o
/f(0)¢n —ae+BgPpea + lpepepepe pe = CIUL UgU’YUL

+CZ(A 6Aﬁ’y + Aa’YAéﬁ + AaﬁAév) + C3(A5aULUL

APURUT + ATURUS + ASPULUL + A URUL + AP URDY),

A projegdo UpoUrgUr,ULs sobre (E.7) resulta em

L [ g, oyt &
e

Cl = —ae‘f'Be Pea + 1 p ’

3B
a projecao Arq.sAr,s fornece

e-ae'f‘BaPea d3

)

1 a\n (o7
= 15 [ (Wb Moot Aurstltd) e

e por fim a projecédo Ap,sUr,ULs resulta em

1

n e—ae'.'BgPea d3 R
I3 = 37/(ALaﬁPePe)(ULaJDe)2+ b

_a¢+BSPea +1 p(e) )

e Da (4.57),

) e—ae+BgPea
/ g, Pt
€ p

—ae+Bgpea + 1

e

(E4)

(E.8)

(E.10)

= DyURUSULULUR + Do(ASPAY US
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FAPALUL + APATUL + AP APUR + APAYUE + AP AP UE
FATAPUL + AFPAPUL + AP AYPUL + AFPAY U + AP ALY
+APATUL + ATATPUL + AP AP UL + ATPATUE) + Da(AFPURULUR
FAPULULUL + APULULUL + ASPURULUS + A URULUS + A UL US

+APPUUIUE + APURULUR + APURURUS + AYURUSUY).  (E.11)

A projecdo UroUrgUr,UrsULgs sobre a (E.11) resulta em

1 a\5+n e—ae+ngea d3pe
D, = o0 (ULap?) g=aetBEpea 41 p0 (E.12)
a projecao AragAr,sULs fornece
1 e—ae'*‘ngea d3p
_ (¢ § AM\1+n ¢
D: =12 / (Brappepe)(Arspipe) (s VD) ™" gy 0 (E.13)
e através da projecdo Ar,sUr,UrLsULg, se verifica que
1 n e—ae+BgPea d3p
D3 =55 (Arappepl)(ptULg)* : (E.14)

e—ae+BgPea +1 pg :

Os coeficientes A;, A, ..., D3 podem ser escritos em termos de

* senh™Jcosh™y

T (Cor ) = /0 4o, (E.15)

eCecoshﬂ—ae + 1

e(ecoshﬁ
(e(ecosln?—ae + 1 )2

bastando para isso considerar um referencial de Lorentz em repouso no fluido e

J;m(Ce,ae)-—-/ senh™Jcosh™d dd, (E.16)
0

utilizar a substitui¢ao de variaveis

Blpex = PeCe = (,coshd, (E.17)
mec
e as igualdades
Fp. = |5 [*sendd|5.|dod, (E.18)
|pe|? = p%, — m%c? = m2c*senh?d, (E.19)
A5l _

. (E.20)
Deo
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Convém lembrar que no referencial de Lorentz em repouso no fluido o projetor

toma a forma

0 0 0 0

W |0 -1 0 o0
ALr = ; (E.21)

0 0 -1 O

0 0 0 -1

de maneira que se pode considerar

Araspp? = —((p2)* + (#2)* + (2)%) = —|p.|* (E.22)



Apeéendice F
Teorema de Cayley-Hamilton

De acordo com a equagdo (1.7),

gaﬂgﬁ’y = 627 (Fl)

sendo que J) pode ser representado por

1 000
0100
0 = (F.2)
0 010
0 0 01
Neste apéndice, é conveniente introduzir as notagoes
ler Ao on) 1 oy & &n
I Ty%, - T, = m‘ggigign N SRR i (F.3)
@ o an L BiBsBuper e on
Tl l[Bsz 2ﬁ2 oo Tn Bn] = ;!-JB:,anﬁnTl lél T2 252 .« e Tn Bn, (F.4)
(o1 [ an) — 1 ,é ,é ,én ayQ2...0n & a an
Tl [51 T2 2ﬁ2 et Tn Bn] - (n!)Z B:,B;...Bnaallaj...&nTl lész 26'2 c . ’Tn Bn7 (F‘5)

onde Ty, T, ..., T,, sdo tensores de segunda ordem num espago m-dimensional, e

591012...9"

&1&3...0n €

alaz.._an6&1&2m&n’ (F.G)

B1B2..bn _ _B1fBa..5in
JB:B:Bn - 63152 B 661,32...,31” (F?)
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sendo €*1%2%n € 5,. 3, tensores de Levi-Civita de n-ésima ordem que obedecem

a relagdes analogas a (1.8):

A

"€81Bs..Bn =

o1
o3

a2
5a1

QAn
5&1

1
5ﬁ1
B2
5 1

Bn
55 1

o
6&2

a2
6a2

Qn
o5

b1
6[32
B2
6,32

B
552

al
o5t

a2
5an

o)
oan

B
5[3"

B2
5B n

5én

(F.9)

Em quatro dimensées pode-se verificar que é valida a seguinte identidade:

[or oz os oy gas]
r [[131 §2T gsT 445 235] —O’

(F.10)

que é um caso especifico de uma relagdo mais geral, valida para qualquer tensor T'

de segunda ordem: se o espago € m-dimensional,

Tl

aq

81" B2

a2

m

am am+ﬂ
. . tT 5 ﬁm+1]

=0.

(F.11)

Pode-se reescrever a equagao (F.10) através da equagéo (F.5) como

Q12030405

Sz asas 5!31525354/35 T5<1

B162B3B4Bs

B

ou, em termos de determinantes como em (F.8) e (F.9),

o2 a3 &4 Qs
TR TR T80

&y oy mmas mag fas
DD Ty T, T3 T°3,6°5, = 0,

onde

2
o
2
o2

as
o5

o2
o2z
2
o2

os
o

2
o
oae
o2

as
5&3

2
o2
o2
o1

as
5a4

Oz
05
Oz
N

as
52

0, (F.12)

(F.13)

(F.14)
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s dp 0% o3 o
5 S o 6% o
% 0 o o | (F.15)
5 05 o5 S o

Bs Bs <Bs <Bs Bs
5ﬁ1 652 5,33 6[34 5,35

D,

Desenvolvendo os determinantes (F.14) e (F.15) que aparecem na equacéo (F.13)
e utilizando a defini¢do (F.5), chega-se a expressdo do teorema de Cayley-Hamilton

para o tensor de segunda ordem 7' num espaco quadridimensional:

o [Ol o o . ] a [Ot o a ] o [O( &4 ]
8T 5, T3, T3, T — TT 5, T3, T 5y + T T T 5, T3,
—T* T, T7T + T 17, T%,T% = 0. (F.16)

Para o tensor fluxo de inducdo magnética B%;, o teorema de Cayley-Hamilton

pode ser escrito como
6°58(4) — B*36(3) + B*,B"38(2) — B* B",B°38(1) + BQWBA’UB”,\B’\B =0, (F.17)

onde se definiram £(1), 8(2), B(3) e #(4) como

B(1) = B, = 62163 B% (F.18)
8(2) = B, B = ponnsh Bty B, (F.19)
8(3) = B, B3, B,
= genEnbihe B BT, (£ 20)
B(4) = B, B3, B, B
= snameshhbi gt B Bt BY (F21)

Com o auxilio da equacdo (F.17) é que se passou de expressdes da forma (4.92),

(4.93) as equagdes

T
¢l = [®'69, + @' B7, + "' B°, B + &'V B°, B~ B’ (V"T - c—zDUZ)
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+[@V6, + V!B, + VB, B + @V'B° B“B" | (kTV'a. + ¢.E*), (F.22)
I° = [Qf6°, + Q" B, + Q''B°, B%, + Q' B°, B~ B’ | (V"T - §5DU5>
+[QYs%, + QB + QY Be B + QY B°, B4 B"] (kTV¥a. + ¢.E*), (F.23)

como exposto no capitulo 4. Neste processo se introduzem nos coeficientes de trans-

porte os fatores 8(1), ..., 5(4).
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