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RESUM O

A extensão dos métodos da teoria cinética clássica ao domínio relativís- 
tico e às estatísticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein permite o estudo dos 
fenômenos de transporte em alguns sistemas de grande importância do pon­
to de vista de suas aplicações. Em astrofísica, por exemplo, freqüentemente 
se encontram ga.ses relativísticos, degenerados e ionizados. Neste trabalho, 
estudou-se a condutividade elétrica de misturas de elétrons e íons que cons­
tituem o chamado plasma Lorentziano, bem como de misturas de elétrons e 
fótons. Ambas as misturas estão sujeitas à ação de campos eletromagnéticos 
suficientemente fracos para que a freqüência de cíclotron dos elétrons se­
ja  muito menor do que a freqüência de colisões entre os elétrons e o outro 
constituinte da mistura. Supõe-se que os fenômenos não se afastam significa­
tivamente do equilíbrio, de modo que se utiliza uma teoria linear. Para evitar 
a complexidade do termo de colisões da equação de Boltzmann relativística e 
desta forma tornar possível o cálculo dos coeficientes de transporte, utilizou- 
se a equação modelo de Anderson e Witting. Tal modelo é uma extensão ao 
domínio relativístico do modelo BGK. São apresentadas expansões dos coe­
ficientes de condutividade para vários limites assintóticos importantes, ou 
seja, para elétrons ultra-relativísticos ou não-relativísticos e completamente 
degenerados ou não-degenerados.



A B STR A C T

The methods of classical kinetic theory can be extended to the relativistic do­
main and to the Fermi-Dirac and Bose-Einstein statistics, allowing the study 
of transport phenomena in some systems of great importance with respect 
to its applications. In this work, the electrical and thermal conductivities of 
mixtures of electrons and ions - the Lorentzian plasma - and of electrons and 
photons were studied. Both mixtures are supposed to be under the action of 
electromagnetic fields so weak that the electron cyclotron frequency is much 
less than the frequency of the collisions between electrons and ions (or pho­
tons). The phenomena concerned in this work are supposed as sufficiently 
close to equilibrium that a linear thermodynamic theory can be applied. 
The Anderson-Witting relaxation model was used to avoid the complexity 
of Boltzmann equation’s collision term. Under the above mentioned restric­
tions, the transport coefficients were calculated. Expansions for important 
asymptotic limits were obtained through computer programs, by considering 
that the electrons can be modelled as a non-relativistic (or ultra-relativistic) 
gas and as a non-degenerate (or completely degenerate) gas.



C apítulo 1 

Introdução

1.1 C ritério  para um a análise re la tiv ística

Ao longo deste trabalho, freqüentemente se encontrará o parâmetro £. Este parâme­

tro, definido em termos da tem peratura T, da constante de Boltzmann k e da massa 

de repouso da partícula m, é dado por

< =  w -  (L1)

Em termos de £ é que se pode decidir sobre a necessidade de se descrever o gás 

em termos da teoria cinética relativística. Se T  é suficientemente grande, ou m  é 

suficientemente pequeno, £ 0  e se diz que se tra ta  de um regime ultra-relativís-

tico. Quanto T  é suficientemente pequeno, ou m é suficientemente grande, £ —»■ oo 

e o regime é não-relativístico. Valores intermediários para £ implicam um regime 

relativístico.

Como £ depende de m e T, é importante observar que no caso de uma mistura, 

mesmo que se considere a tem peratura de cada componente como sendo a tempera­

tura da mistura, a diferença de massas entre as partículas de cada constituinte pode 

implicar que diferentes componentes estejam em diferentes regimes.
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1.2 B reve h istórico  da teor ia

Poucos anos depois da publicação, em 1905, do famoso artigo de Einstein sobre 

a eletrodinâmica dos corpos em movimento, Jüttner deu os primeiros passos para 

generalizar a teoria cinética dos gases ao domínio relativístico. Deduzindo em 1911 

a forma relativística da função de distribuição de Maxwell em equilíbrio [1 , 2 ] e em 

1928 a função de distribuição relativística, em equilíbrio, para sistemas de bósons e 

férmions [3 ], ele inicia o desenvolvimento da teoria cinética de gases relativísticos.

O próximo passo no desenvolvimento da teoria foi o estabelecimento da equação 

de Boltzmann relativística, por volta de 1940. Destaca-se aí o trabalho de Lichne- 

rowitz e Marrot [4], o primeiro a incluir o efeito das colisões.

O cálculo dos coeficientes de transporte para sistemas relativísticos se tornou 

possível com a adaptação dos métodos clássicos de Chapman-Enskog e Grad, feita 

na década de 60 por Israel [5], Kelly [6 ], Chernikov [7], Vignon [8 ], Marle [9] e pelo 

grupo liderado por de Groot [1 1 ]. Esses cálculos podem se tornar impraticáveis, em 

virtude da dificuldade de se manipular o termo de colisões da equação de Boltzmann. 

Isto motivou o desenvolvimento seguinte na teoria cinética relativística, que veio no 

fim da década de 60, quando modelos do tipo BGK [1 2 ] foram propostos para gases 

relativísticos por Marle [13] e Anderson e W itting [14, 15].

A teoria cinética relativística não se lim ita à estatística de Maxwell-Boltzmann 

ou ao caso de gases constituídos de partículas neutras. De fato, muitas de suas apli­

cações mais importantes se encontram na astrofísica, como o estudo dos fenômenos 

de transporte em anãs brancas. Como apresentado no clássico trabalho de Chandra- 

sekhar [1 0 ], a degenerescência é fundamental para a compreensão de anãs brancas, 

que por sua vez são constituídas por uma m istura de elétrons e íons, ou seja, trata-se 

de um gás ionizado.

O estudo de coeficientes de transporte para gases ionizados, relativísticos e de­

generados vem sendo realizado praticamente desde o final da década de 60 e, por 

seu interesse tanto do ponto de vista da teoria cinética quanto por suas potenciais 

aplicações, prossegue até hoje.
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1.3 O b jetivos d esta  d issertação

O cálculo dos coeficientes de transporte para sistemas compostos por gases rela- 

tivísticos tem despertado interesse nas últimas décadas em especial por suas possíveis 

aplicações a áreas como a astrofísica. Em particular, pode-se destacar a série de pu­

blicações de Erkelens e Leeuwen (de [23] a [24]), que desenvolvem a teoria cinética 

para um plasma relativístico, chegando a calcular os coeficientes de transporte para 

várias misturas de partículas tais como elétrons, pósitrons, fótons e prótons. Esses 

coeficientes, contudo, envolvem integrais muito difíceis de se estimar numericamen­

te, e que se tornam ainda mais complexas quando se consideram gases quânticos. A 

substituição do termo de colisões da equação de Boltzmann por um modelo como o 

de Marle [13] ou o de Anderson e W itting [14, 15] permite contornar este problema, 

facilitando os cálculos.

A condutividade elétrica de uma m istura de elétrons e prótons foi calculada por 

Kremer [16, 17]. Os cálculos foram feitos com a aproximação que o fluxo de calor 

na m istura se devia somente aos fluxos de difusão parcial de cada constituinte e 

utilizando-se o modelo cinético de Marle, que é a primeira extensão relativística do 

modelo cinético BGK.

Esta dissertação se baseia em metodologia semelhante para estudar a condutivi­

dade elétrica em plasmas de Lorentz e em misturas de elétrons e fótons, mas inclui a 

contribuição do fluxo de calor parcial devido aos elétrons e leva em conta também a 

possibilidade de degenerescência. Além disso, adota o modelo cinético de Anderson 

e Witting, adequado para a análise de regimes ultra-relativísticos.

A presença do fluxo de calor devido aos elétrons implica maior complexidade nos 

cálculos para a obtenção da lei de Ohm para as misturas aqui estudadas. Por isso, 

optou-se por analisar misturas em que os elétrons se encontram em certos casos- 

limite, ou seja, regimes ultra-relativísticos ou não relativísticos e completamente 

degenerados ou não-degenerados.
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1.4 N otação  e definições

Um quadrivetor é um vetor que se transforma de acordo com 1

Á a = A^A*3, (1.2)

sendo

AaA/5
- 7 -

~ 7 t
yv1 v1 +v2 v2 H-t'3 v3 

\ v \2  

('y—l)v2v1
w

_  t/f. ( 7 -IHV - 7 M2

—7 —' C
(7 —í )^1^2

H2
t»1 -f7V2 v2+t/31/2

üi2
(7 —l)At/2

UI2

- 7 *
(7 - ih

lvp
(7 —l)t»2-y3

w
-\-v2 v2 +71/3 v3

Üí2

(1.3)

/

onde u1, u2 e v3 são as componentes do vetor velocidade relativa v entre dois refe­

renciais inerciais quaisquer e

7 =  —/ = •  (1-4)
y / l  ~  |w|2/c 2

Neste trabalho dois tipos de componentes de quadrivetores são consideradas: 

as componentes contravariantes, denotadas por A a e as componentes covariantes, 

denotadas por A a. A relação entre ambas se dá através de

A a =  ga/sA0,

onde ga0 é o tensor métrico do espaço quadridimensional de Minkowski,

(1.5)

9oc(3 —

(
+ 1 0 0 0

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

\

V
A matriz inversa de gap é a matriz gal3 tal que

(1.6)

g*0g‘,/?7 _  ^7 (1.7)

1 Neste trabalho se utiliza a convenção de soma de Einstein. índices gregos repetidos implicam

soma sobre os índices de 0 a 3, enquanto que índices latinos repetidos implicam soma sobre os

índices de 1 a 3.
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0  tensor 52 é o delta de Kronecker, cujas componentes são iguais a 1 sempre que 

a = 7  e iguais a 0  quando a 7  ̂ 7 .

0  tensor de Levi-Civita ea^y5 tem componentes iguais a 1 (ou -1 ) quando cc, /3,7 , d 

é permutação par (ou ímpar) de 0 ,1 ,2 ,3, e componentes iguais a 0  quando o, 

não é permutação de 0 ,1 ,2 ,3.

Por último, vale comentar que em algumas situações é útil expressar o produto 

ea/?'y5eíti/KA como o determinante



Capítulo 2

Fundam entos de teoria cinética  

relativística

0  objetivo deste capítulo é apresentar a equação de Boltzmann relativística para 

uma mistura de gases degenerados, ao mesmo tempo em que se introduzem conceitos 

importantes da teoria cinética relativística.

2.1 G ases sim ples não-degenerados

E conveniente iniciar esta breve exposição dos princípios da teoria cinética rela­

tivística analisando um gás simples (no sentido de que não se tra ta  de uma mistura) 

e não-degenerado, e só depois avançar para o caso de maior interesse para este tra­

balho, ou seja, misturas de gases ionizados, relativísticos e degenerados.

Cada uma das partículas do gás pode ser caracterizada por suas coordenadas 

espaço-temporais x a =  (ct, x) e pelo quadrivetor quantidade de movimento pa =  

(p°,p). Num nível macroscópico, entretanto, o estudo de um gás relativístico re­

quer grandezas como o quadrifluxo de partículas, o tensor energia-momento e outros 

momentos da função de distribuição f ( x ,p , t ) .  Esta é definida de modo tal que

N(t)  =  f ( x ,p , t ) d 3xd3p =  f ( x , p , t ) d x l dx2dx3dp1dp2dp3 (2-1)

é o número de partículas que no instante de tempo t têm quantidade de movimento
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entre p e p + dp e ocupam a posição entre x  e x + dx. O espaço hexa-dimensional 

caracterizado pelas três coordenadas de posição 2:1, x 2. x 3 e pelas três coordenadas 

de quantidade de movimento p1, p2, p3 no instante t será chamado, neste trabalho, 

de espaço p(t).

O número de partículas contidas no elemento de volume dp{t) = d3xd3p é o 

mesmo em qualquer sistema de referência, portanto se tra ta  de um invariante de 

Lorentz. Para saber se a função de distribuição /(:?, p, t) também o é, resta a tarefa 

de mostrar que dp(t) é um invariante de Lorentz; isso é feito no apêndice A. Como o 

produto f (x ,p , t )dp( t )  é um invariante de Lorentz, assim como dp(t), conclui-se que 

/(:?, p, í) é um invariante de Lorentz.

É interessante analisar como evolui o número de partículas contidas no elemento 

de volume dp{t) à medida em que o tempo evolui. Seja, como em (2.1),

N(t)  =  f ( x , p , t ) d 3xd3p. (2.2)

Como dp(t) =  d3xd3p ,

N(t)  =  f (x ,p , t )dp ( t ) .  (2.3)

Num tempo t + Aí,

N(t  + At) =  f ( x  +  A x ,p  +  A p, í +  A t)dp(t + At). (2-4)

Devido às colisões entre as partículas, em geral N(t  +  At) é diferente de N(t).  É 

conveniente definir A N  como

A N  =  f ( x  + A x,p  +  Ap, t +  A t)dp(t  -|- A t) — f(ôc,p, t)dfi(t). (2-5)

Considera-se aqui o caso em que cada uma das partículas que compõem o gás 

está sujeita a uma força externa T . Assim, pode-se escrever Ap =  T A t .  Além disso, 

é evidente que A x  =  vAt.

Cada uma das coordenadas do espaço p no tempo t +  A t se relaciona às coorde­

nadas do espaço p no tempo í de tal forma que se pode expressar dp(t) em termos de 

dp(t + At)  através de dp(t +  At) =  \J\dp(t)1 onde J  é o Jacobiano da transformação,
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definido por
dx1 (í-f At) dx1 (í+At) dx1 (t+At)

dx1 (í) dx2(t) dpz(t)
dx2(t+At) dx2(t-\-At) dx2(t+At)

J  = dx1 (t) dx2(t) dp3(t)

dp3(t+At) dp3(t+At) dp3 (t+At)
dx1 (t) dx2(t) dpz(t)

Desprezando termos de ordens iguais ou superiores à quadrática em At, J  pode 

ser expresso como
FiT'

(2.6)d P
J =  1 +  — Aí.

dpl
Analisando a (2.5) se observa que resta ainda a tarefa de expressar a função de 

distribuição no instante í +  Aí em termos da função de distribuição no instante í; 

pode-se fazer isso expandindo f ( x  +  A x , p  + Ap, t + Aí) em série de Taylor em torno 

do ponto {x,p,t) .  Esta expansão pode ser aproximada como

f ( x  + A x , p  + A p , t  +  Aí) «  f { x ,p , t )  + r ^ A í  +  +  ^ |- A p \  (2.7)

As equações (2.5) a (2.7) e as definições de A x  e Ap respectivamente em termos 

de v e T  permitem que se obtenha a taxa temporal de variação de N ,

A N
Aí

3 f  , a /  , a / r
dt V d x% dp%

(2.8)

Trabalhando no domínio relativístico, sempre é importante identificar quais são 

as grandezas invariantes de Lorentz. Na equação (2.8), A N  é um invariante escalar. 

Se Aí é medido em um referencial em repouso em relação ao gás, A í =  A r e a razão 

A N / A t  é um invariante escalar. No caso mais geral, a transformação entre Aí e A r 

é dada em termos de 7  por

A í =  7 A r, (2-9)

de modo que
A N  A N  

= 7-1 a • (2 -1 0 )A r  ' A í v ;
Multiplicando ambos os lados de (2.8) por 7  a equação se torna uma igualdade

entre invariantes escalares

7-
A N
A t = 7

3 f  , d f  d f P
dt d x % dpl
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= 7 W .  . a/ '
d ï  + V â ? + 7

■0 / . P
(2.11)

Para desenvolver o primeiro termo do lado direito da equação (2.11), pode-se 

utilizar a expressão (A.4) para obter a relação

cp
(2.12)

de modo que

' d f
7

i d f  1 

+  ^ =  7 ÊL + cp% df
dt p° dx l

C7 d f 1____ a/ (2.13)
dx^ m dx^

No lado direito da equação (2.11) pode-se ainda analisar o termo ^ d  f  J-* ( dp*. 

Aqui não se trabalha mais simplesmente com a força J - \  mas com o quadrivetor 

força de Minkowski {K,a) = (/C°,1C), cuja definição se encontra no apêndice A. Uma 

análise das expressões (A .l) a (A.5) torna razoável a definição de T  em termos de 

JC como

T  =
mcfC

p°
(2.14)

Escrevendo cuidadosamente a derivada d /dp* em termos de d/dp° e d /dp  através 

da regra da cadeia e considerando que, sendo a força de Minkowski ortogonal ao 

quadrimomento,

K aPa = K°p0 - ) C - p  = 0, (2.15)

o termo 7 d f T * / dp1 pode ser desenvolvido de modo a se verificar que

d f P  d f K a
7- (2.16)

dp% dpa

Portanto se a força externa for associada a uma força de Minkowski a equação

(2.8) pode ser reescrita de forma que ambos os lados são invariantes de Lorentz:

A N
~ÃT pU

' « d f  dffCcp +  m-
dxa dpa

(2.17)

A determinação da taxa de variação A N  é feita sob as seguintes hipóteses:

• Somente interações entre pares de partículas são levadas em consideração. Esta 

aproximação é satisfatória para gases suficientemente diluídos;



2.1 Gases sim ples não-degenerados 11

• A função de distribuição pode ser considerada constante ao longo de distâncias 

menores que o livre caminho médio, bem como ao longo de um intervalo de 

tempo menor do que o tempo transcorrido entre duas colisões;

• 0  efeito das forças externas não é suficiente para que entre uma colisão e outra 

a trajetória de cada uma das partículas do gás se curve significativamente;

• Postula-se a ausência de correlações entre as partículas antes e depois de cada 

colisão.

É conveniente distinguir duas contribuições para a taxa de variação de N ; a pri­

meira corresponde às partículas que entram no elemento de volume, enquanto que a 

segunda contribuição se relaciona às partículas que saem do elemento de volume. Es­

crevendo A N  em termos da diferença entre as taxas de entrada e saída das partículas 

no elemento de volume,

A N _ Í A N y  / A N  
At  ~  \  At  )  V A í

(2.18)

No apêndice B se discute a dinâmica de uma colisão binária e se encontram as 

seguintes expressões para (AiV)+ e (A N )~  em termos do ângulo sólido O, da seção 

transversal diferencial de choque cr e do módulo da velocidade relativa de Mpller g b

(AiV)+ =  í  f  f ( x , p ' , t ) f ( x , p ^ , t ) g a  dCl'cPpJd3x d?p A t ' , (2.19)
J  J  p*

(AN)~  = í I f ( x ,p , t ) f ( x ,p * , t ) 9crdCld3pxd3xd3pAt.  (2.20)
J  í í  W P«

Na teoria cinética não-relativística, o módulo das velocidades relativas assintó- 

ticas pré e pós-colisionais é sempre igual, ou seja, g = g . No caso relativístico, 

contudo, g em geral não é igual a g .

Pelo Teorema de Liouville pode-se afirmar que o elemento de volume do sistema 

no espaço de fase não se altera, ou seja, é válida a equação

gadQd3p*d3xd3pAt  — g cr'dVt d3p j d 3x d3p A t . (2.21)
xO asterisco (*) serve para estabelecer uma diferenciação entre as partículas que colidem, en­

quanto que as linhas (’) servem para denotar grandezas pós-colisionais.
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No apêndice A mostra-se que d3x A t  = d3x ' A t \  de modo que a equação anterior 

resulta em

í  gadQd3p*d3p — í  g cr dCl dPp^dPp . (2 .2 2 )
Jü Jn ' '

As equações (2.17) a (2.22) podem ser combinadas de tal modo que se obtém

pO
\ d f  d f K “
P õ  1" m d3xd3p =  J \ f ' j '  -  f j ) g a d ü d 3pxd3xd3p, (2.23)

d x a dpa

onde / '  = f ( x ,p « , t ) ,  f  = f ( x , p ' , t ), /* =  f ( x , p x,t)  e /  =  f ( x ,p , t ) .  Identificando 

o fluxo invariante de Lorentz F  como

F  = ^ g = -  ~2{v x u*)2 , (2.24)
C C V c r

chega-se à equação de Boltzmann relativística, proposta pela primeira vez por Lich- 

nerowitz e Marrot [4]

a d f  d f K a f í s , r, j ^ d3P* ,0 0 «̂
p d ^  + m ~ d ^ ~  =  J (f J  ~  f * f ) F a d ü ~ £ -  (2-25)

2.2 G ases degenerados

0  lado direito da equação de Boltzmann relativística (2.25) é chamado de termo de 

colisão. O termo de colisão se altera quando se considera o caso mais geral em que 

o gás é simples e degenerado, e a equação assim obtida é a chamada equação de 

Uehling-Uhlenbeck [18].

Para obter a equação de Uehling-Uhlenbeck relativística a partir da equação 

de Boltzmann, deve-se levar em conta que o número de estados disponíveis a uma 

partícula com degenerescência de spin gs num elemento de volume d3xd3p é propor­

cional ao produto entre o elemento de volume e o fator de degenerescência e inver­

samente proporcional a h3, sendo h a constante de Planck2 h =  6.626 x 10~34J-s.
2Uma hipótese fundamental da mecânica estatística estabelece que em princípio a probabilidade 

de uma partícula ocupar um determinado estado quântico é a própria probabilidade que a mesma 

partícula tem de ocupar um volume h3 do espaço p.
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Supõe-se assim que o número de estados disponíveis é gs<Pxd^p/h3, onde

gs = 2s —|- 1 para partículas de massa de repouso não-nula, 

gs =  2 s para partículas de massa de repouso nula.

Para elétrons, por exemplo, s = |  e gs =  2.

No caso em que cada um dos estados possíveis num certo elemento de volume 

está ocupado,

f d 3xd3p = g/  ^ 3  P, (2.26)

portanto neste caso

/  = /(x ,j? ,í) = f§. (2.27)

No caso de férm ions só podem ocorrer colisões que resultem na entrada de 

partículas que venham a ocupar estados disponíveis, i.e., não ocupados. 0  número 

de estados disponíveis num certo elemento de volume é

f h 3\
1 -  -—  d3xd3p. (2.28)

9s )

No caso de bósons ocorrem preferencialmente colisões que levem à entrada de 

partículas que venham a ocupar estados que já  estão preenchidos, ou seja, a presença 

de uma partícula com coordenadas entre x , p e  x+A x, p+A p aum enta a probabilidade 

de entrada de partículas nesse exato elemento de volume do espaço g. Quanto mais 

partículas no elemento, maior a probabilidade de entrada de novas partículas nesse 

mesmo elemento. Analogamente à equação anterior, para bósons é válido afirmar 

que cada uma das funções de distribuição pós-colisionais que aparecem no termo de 

colisão da equação de Boltzmann é multiplicada por

( l  +  A )  , (2.29)

enquanto que as funções de distribuição pré-colisionais são multiplicadas por

f'h3\
1 +  —  ) . (2.30)

9s J

Tais considerações resultam na seguinte generalização da equação de Boltzmann 

para um gás simples, degenerado, relativístico e sujeito à ação de forças externas:

a d f  , _ d f K a f  ( ,  , U h 3\  ,, /  , j h 3\



2.3 A equação de transporte 14

_ / , 1 +  £^ W i  +  £/ V
9s 9s

Fcrdil
d3p«

~ W '
(2.31)

onde
e =  + 1  para bósons,

e =  0  para o caso clássico,

e =  — 1 para férmions.

Esta equação é fundamental para qualquer estudo de coeficientes de transporte 

para gases quânticos relativísticos.

No caso de uma m istura de v gases constituintes, a generalização da equação 

(2.31) pode ser feita de forma simples, devido à sua estrutura. Em uma mistura, o 

conjunto de partículas idênticas que forma cada componente a, com (a =  1 , . .  ., z/), 

comporta-se como se fosse um gás único exceto quando colide com partículas de um 

outro componente da mistura. 0  lado esquerdo da equação não depende das colisões, 

portanto permanece inalterado para cada componente da mistura. 0  lado direito,

que é o termo de colisão, é a soma de cada um dos possíveis pares de colisões. Assim,

para uma m istura de gases pode-se escrever as u equações

d x c dpi = y j  \ L
6=1 J

. , fa*h3\  , (  f bh3 
1 +  e ) f b 1 +  e

9s

9s J  V 9s
FhaabadÜba

P t
(2.32)

com a = 1 , . . . ,  v.

2.3 A  equação de tran sp orte

Cada uma das partículas do gás tem massa de repouso m  e carga elétrica q. Neste 

trabalho se supõe que a força que atua sobre cada partícula é de natureza eletro­

magnética (cf. apêndice C) de modo que

K a =  - F al*— . (2.33)
c m

Considerando (2.33), multiplicando a equação (2.31) por uma função arbitrária 

'ip(xaipa) e integrando em d?p/p°, o uso de propriedades de simetria do termo de
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colisão permite obter a chamada equação geral de transporte:

d
dx°

r í i
pO

-  £ /(* + * -* ■  -  </>;> [/; ( i + M )  /  ( 1 + Æ )

d3px d3p^ ( 1 + M ) f í 1 + M ) ] F ^ 1 X .  (2.34)
V  9s J  \  9s J  J P°

0  lado direito da equação (2.34) é conhecido como termo de produção e se anula 

para qualquer função de distribuição quando ip é tal que

0  +  0 * =  +  v>*, (2.35)

sendo que neste caso se diz que 'ip é um in v a rian te  de som a.

Como demonstrado em [19], um invariante de soma é uma combinação linear de 

uma constante e do quadrivetor energia-momento ou seja,

iP =  a* + (2.36)

onde a* é uma constante e é um quadrivetor que não depende de

Pode-se obter a equação geral de transporte para o caso de uma mistura. A 

equação (2.32) foi obtida considerando-se que uma m istura de v constituintes pode 

ser caracterizada pelo conjunto de v funções de distribuição

f ( x , p a, t ) =  / a, a =  1 , 2 ,..., u. (2.37)

Analogamente ao que foi exposto pela equação (2.33), cada uma das partículas 

do constituinte a tem massa de repouso m a e carga elétrica qai de modo que, estando 

a m istura sob a ação de campos eletromagnéticos,

  da jpccpPciP
m„

(2.38)

Para obter a equação de transporte para o constituinte a da m istura no caso em 

que as partículas estão sob a ação de campos eletromagnéticos, substitui-se (2.38) na
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(2.32) e multiplica-se a equação resultante por uma função arbitrária ipa = x *\Pa).

Integrando sobre todos os valores de d3pajp°a chega-se a

dtp g 

dPa.

J ' bh 3

f
“ Pa

d3pb d3pa
= \ i l  f t á  -  W / -  ( 1 + e— )  h  ( 1 + 1—  ) (2.39)

 ̂ (,_! J \  9s /  V 9s J Pb Pa

Somando a equação anterior sobre cada um dos v  constituintes da mistura e 

utilizando propriedades de simetria do termo de colisão chega-se à equação geral de 

transporte para a mistura

 ̂ y -' f  I a r  d3Pa f  \ a <?a 9lpa
^  Y .  /  M . - j f  - Y , J \ P ' ë ^  +  7 f  ^T .  / -  Z .  I I f t —  + ^ r  ~ p .e

a = l

f
“ P°a

= \  ±  h * : + * ;  ■-  *.■- « / .  ( i + M )  h  ( í + M )
a j,=1 J \  9s J \  9s /  Pb Pa

(2.40)

Um invariante de soma para o constituinte a é uma combinação linear de uma 

constante e do quadrivetor energia-momento ou seja,

V’a — "i ^afiPa i (2.41)

onde a* é uma constante e bafl é um quadrivetor que não depende de pafí.

2.4 D escrição  m acroscópica

Do ponto de vista da termodinâmica, um gás relativístico pode ser descrito através 

dos seus campos básicos, que são momentos da função de distribuição. Para um

componente a da mistura, os momentos de primeira ordem (quadrifluxo parcial de

partículas), segunda ordem (tensor energia-momento parcial) e terceira ordem são 

respectivamente definidos através das equações

« :  = c f  (2.42)
J  r  a

T r  =  c / í< X /(x , ? . , < ) % ,  (2.43)
J  r  a
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Tr °  = c j  (2-44)

Os momentos de primeira e segunda ordem para a mistura são definidos em ter­

mos das somas, sobre todos os 1/  componentes da mistura, dos respectivos momentos 

de cada componente:
l/ l■/

= Y  K ,  T«e = Y ,  T f .  (2.45)
a=l a = l

Para a descrição macroscópica de fluidos relativísticos se introduz a quadriveloci- 

dade hidrodinâmica A quadrivelocidade hidrodinâmica é definida de modo

tal que satisfaça a relação

í / mí/m =  c2. (2.46)

Define-se a partir da quadrivelocidade hidrodinâmica o projetor

A ^  =  g»v -  - í r l W '.  (2.47)
c2

0  projetor A M" é tal que A**"(/„ =  0 e tem as seguintes propriedades:

A ^ A ^  =  A£, A^A1"7 =  A*“7, A£ =  3. (2.48)

Um referencial que se desloca junto com o fluido é conveniente para vários cálculos 

na teoria cinética relativística. Esse referencial é conhecido como referencial de Lo- 

rentz em repouso no fluido, sendo representado pelo índice R.

No referencial de Lorentz em repouso no fluido a quadrivelocidade hidrodinâmica 

e o projetor 'são respectivamente expressos por

U r  =  (c, 0 , 0 , 0 ),

^ 0 0 0 0

0 - 1 0  0  

0  0 - 1 0  

y 0 0 0 - 1

(2.49)

(2.50)

Com o auxílio do projetor pode-se simetrizar um tensor t obtendo o tensor

=  - ( A £ A ut  +  A£A£)f7T.
Li

(2.51)
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Define-se o deviante de um tensor como

*</*«/> _  *(H _  I a ^ A „ t W .  (2.52)
3

A derivada contravariante d M é decomposta em relação à quadrivelocidade hidro­

dinâmica como

d » = + V **, (2.53)

onde D = U^dn e V M =  são respectivamente a derivada temporal convectiva

e o operador gradiente.

Fisicamente, a quadrivelocidade hidrodinâmica pode ser interpretada de duas

maneiras diferentes, que dão origem às descrições de Eckart e de Landau.

2.4.1 A  descrição de Eckart

Segundo Eckart [20] a quadrivelocidade hidrodinâmica está relacionada ao quadri- 

fiuxo de partículas através de

N M
f /M =  c—= ,  (2.54)

ou seja,

N M = nU», (2.55)

onde n =  c~1y /N aN a é a densidade do número de partículas. De fato =  c2

e em conseqüência a quadrivelocidade hidrodinâmica tem somente 3 componentes 

independentes.

Quanto ao quadrifluxo parcial de partículas, nesta descrição ele é decomposto 

como

K  = n .U a +  j ; ,  (2.56)

onde na é a densidade do número de partículas do componente a e J “ é o fluxo de 

difusão parcial definido por

= (2.57)
J  r  a
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Considerando que N a = X^a=i e n — S a= i as decomposições (2.55) e 

(2.56) implicam
1/

Y .  ■>° =  <2-58)
a=l

ou seja, existem somente v — 1 fluxos de difusão parcial linearmente independentes 

numa m istura de v  componentes.

Com base em Stueckelberg e Wanders [21] e Hebenstreit [22] escreve-se o tensor 

energia-momento parcial como

T f  =  -  (p. +  +  h%J*)

+ \ u e (q: + h%JZ) + (2.59)
cl &

onde pa e p são respectivamente a pressão parcial e o seu deviante, voa é a pressão 

dinâmica parcial, q" é o fluxo de calor parcial, haE — pa/ n a + ea é a entalpia parcial

em equilíbrio por partícula e ea a energia parcial por partícula. Somando o tensor

energia-momento parcial sobre todos os v componentes da mistura, resulta o tensor 

energia-momento da mistura

T a/3 =  p (a/?) -  (p + w )A a? +  \ ( U aqP + U^qa) +  (2.60)
c2 c2

sendo as quantidades da mistura identificadas como
i 17

p(aP) = (A »A v _  A ^ AffT) T ^  = P{f \  (2.61)
a=1

p  + tu = = Y^Pa  +  (2-62)
a=l a=l

1 17
ne =  - U ^ U v  = n aea, (2.63)

C a= 1
V

<f =  A :U ,T - ’  =  Y (<6 +  hV i ) -  (2-64)
a=l

A pressão dinâmica w,  o fluxo de calor f e o  deviante do tensor pressão p(a^  

obedecem às seguintes equações constitutivas, de acordo com a termodinâmica dos 

fluidos relativísticos para processos próximos do equilíbrio [25]:

o? =  - r ç V ^ ,  (2.65)
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-  ^ D U ^ j  , (2 .6 6 )

p^  =  2 p V {tiUu). (2.67)

Essas são as leis de Navier-Stokes e Fourier. As quantidades à esquerda são fluxos 

termodinâmicos, que por sua vez são proporcionais às forças termodinâmicas. Os 

coeficientes que aparecem nas leis de Navier-Stokes e Fourier são chamados de coefici­

entes de transporte: rj é a viscosidade volumétrica, jtíéa  viscosidade de cisalhamento 

e A é a condutividade térmica.

2.4.2 A descrição de Landau

Outra decomposição para o quadrifluxo de partículas e para o tensor energia-momen- 

to é devida a Landau e Lifshitz [26]. Em termos da quadrivelocidade hidrodinâmica 

U£ o quadrifluxo de partículas e o tensor energia-momento são dados por

N a =  n LUl + J a, (2.68)

T»0 =  p<“»  -  ( P 1  +  w l ) A f  +  ej^rU °LU l  (2.69)

sendo

A f  =  < r  -  (2.70)

O quadrivetor J a denota a componente do quadrifluxo de partículas que é per­

pendicular à quadrivelocidade, ou seja, J aULa =  0. Para estudar a relação entre a 

decomposição de Eckart e a de Landau, considera-se que

UZ = Ua + U a. (2.71)

Sendo Ua igual a zero em equilíbrio e UaUa desprezível para processos próximos 

do equilíbrio,

UZÜLa »  c2 +  W aUa. (2.72)

Como U^Uloc =  c2 conclui-se que nesta aproximação Ua e lÂa são perpendicu­

lares. Quanto ao quadrifluxo de partículas, igualando suas decomposições nas duas 

descrições citadas,

nUa = n LUZ + J a, (2.73)

=  A V MT
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multiplicando a equação (2.73) por Ulo e usando as relações 3 aUj_,a =  0, UaULa =  c2, 

chega-se a

n =  nj_,. (2-74)

Este resultado implica que para processos próximos ao equilíbrio a densidade do 

número de partículas não depende da descrição adotada.

Das equações (2.71) e (2.73),

W  =  -  — . (2.75)
n

Viu-se anteriormente que o tensor energia-momento pode ser decomposto na des­

crição de Eckart como

r */3 =  p(c,p) _ ( p + +  l ( í 7 « /  +  u pqa) + ^ UaUP. (2.76)

Na descrição de Landau, o mesmo tensor é decomposto como exposto na equação 

(2.69). Para processos próximos do equilíbrio, o uso de (2.71) e a definição de entalpia 

por partícula He ,l =  e l+ A l /wl  permitem reescrever o tensor energia-momento como

T«P = p<«0> _  +  CTl) a ^  -  ^ ( U aJ P  +  UpJ a) +  ^ ± U aU0. (2.77)
cl CÁ

A comparação entre (2.76) e (2.77) permite concluir que

PL =P, eL = e, w L = w, p{̂ ] =  P{ap\  3 a =  -  j ~ q a , (2.78)
tlE

desta forma o quadrifluxo de partículas e o tensor energia-momento podem ser de­

compostos, na descrição de Landau, como

N a = nU l  -  f - ,  (2.79)
h,E

T «e =  p{c0) _  +  +  (2.80)

enquanto que a relação entre as quadrivelocidades hidrodinâmicas em processos 

próximos ao equilíbrio é dada por
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As equações (2.56), (2.81) e (2.60) podem ser combinadas de modo que se obte­

nha, na descrição de Landau, o quadrifluxo parcial de partículas e o tensor energia- 

momento parcial:

N ; =  n ju t  +  J : -  (2.82)

T f  =  P<“«  -  (p. 4- +  ± U Î  (« f  +  h % 4  -

+ ^ £  (<& +  -  ^ « “)  +  ^ V Í U l  (2.83)

Tais decomposições são importantes e serão utilizadas nos capítulos seguintes.



Capítulo 3 

A função de distribuição

3.1 Gás em  equilíbrio

0  cálculo dos coeficientes de transporte para um gás relativístico, quer se trate de 

uma m istura ou de um gás simples, envolve expansões em torno da função de distri­

buição em equilíbrio. Desta forma, é necessário apresentar as funções de distribuição 

no equilíbrio e próximo ao equilíbrio.

Inicialmente, é importante definir um quadrivetor que será mencionado ao longo 

deste capítulo. Trata-se do quadrivetor fluxo de entropia 5'M, que pode ser decom­

posto como

S» =  nsUM +  4 > (3.1)

sendo a entropia por partícula definida como s = S^U^Knc2) e <f>̂ = A ^ S 1' corres­

pondendo à componente do quadrivetor fluxo de entropia que é ortogonal à quadri- 

velocidade hidrodinâmica.

A equação de transporte para o constituinte a de uma m istura de gases dege­

nerados é dada por (2.39). Supondo que o gás analisado se constitua de um só 

componente, para maior simplicidade, a substituição de tf) dado por
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na equação (2.39) permite que se identifiquem as seguintes grandezas:

= M -
5 a =  I pa f  I -fcdn  ( — ^ + k c ( l  + ln (1 +  ^ (3-3)

fcc f  / ' / ' ( 1  +  e /f i3/ ^ ) ( l  +  ef*h3/ g s) í  / V

4 J J*J “ / . / (  1 +  e/ ' ^ 3/ ^ ) ( l  +  t f * 3/ * )  V *

I 1 , / > 3\  |7 * / ( 1  +  e /fi3/& ) ( l  +  ef*h3/ g s ) _  ' 
3T /  L /* / ( l  +  í f h 3/ g s)( 1 +  e f l h3/ g s)

F a i 0 * £ * l .  (3.4)p0 pO

Com as identidades (3.3) e (3.4) se pode escrever a equação de balanço do qua- 

drifluxo de entropia

daS a = ç. (3.5)

Para verificar que o termo de produção ç é positivo semi-definido, identifica-se na 

(3.4)
f J  (1  +  cfh3/gs)(l +  ef*h3/gs) .

* /* /( !  +  z f 'h 3/gs)( 1 +  e / > 3/ * )  1 ^
de modo que, como as funções de distribuição são sempre grandezas positivas, o 

termo que define o sinal do integrando na (3.4) é a expressão (x — l)ln(x), sendo x 

sempre positivo. As propriedades dos logaritmos permitem afirmar que

(x — l)ln(x) > 0  para todo x > 0 ,

(x — l)ln(x) =  0  para x =  1 , 

de modo que o termo de produção ç é sempre maior ou igual a zero. Este resultado é 

conhecido em teoria cinética como Teorema Tf, e continua válido quando se simplifica 

o termo de colisão da equação de Boltzmann por meio de modelos de colisão análogos 

ao BGK. Quando x =  1 , ç =  0, o que significa que a produção de entropia é mínima, 

ou seja, o gás atingiu o equilíbrio. Assim, no equilíbrio x =  1 e conclui-se da (3.6) 

que

f J  ( ,  + J J t )  b  + J J t )  = ( ,  + J J t )  U  + M )  . (3.7)
V  g* )  \ 9s )  \ gs J  \ gs J

A função de distribuição /  no equilíbrio será denotada por de modo que a 

equação (3.7) pode ser reescrita como

/;<°>/<°> ( j  +  £Z ! ^ ! )  =  /(«I/««) (x  +  e£ ^ h ! )  ^  +  .

(3.8)
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Comparando (3.8) e (2.31), verifica-se que no equilíbrio o termo de colisão da 

equação de Boltzmann se anula, ou seja, no equilíbrio o número de pontos destruídos 

no espaço de fase /j, pelas colisões diretas é igual ao número de pontos criados pelas 

colisões de restituição.

Tomando o logaritmo de ambos os lados da equação (3.8), chega-se a

h l . ,  f f . . .  W  /10)
.1 + e / w / s . /  V l - M / i V / , ,

K r ^ f e ) +ln( í T í f c ) ’ ( 3 ' 9 )

concluindo-se então que ln[/(°)/(l +  £ f ^ h 3/ g s)] é um invariante de soma. De acordo 

com (2.36), o invariante de soma pode ser escrito como

( 3 - 1 0 )

ou seja,

/ <0) =  t S i - S  t3-11)

sendo a =  —A  — \n(gs/h 3). Resta agora determinar os parâmetros a e B a.

Para determinar esses parâmetros, assume-se inicialmente que num referencial 

local de Lorentz em repouso no fluido,

, õ ) ,  (3.12)
\ m c  J

sendo Ç um parâmetro a ser determinado.

Como B a é um quadrivetor,

B aRB Ra = B aB a = - Ç ^ .  (3.13)
m^c1

Derivando esta equação em relação a B a ,

dÇ (roc)2
B a. (3.14)

d B a C

Por outro lado, a substituição da função de distribuição em equilíbrio na definição 

do quadrifluxo de partículas resulta em

N i
f  9 s / h 3 d3p~ C J P e-a+B“pQ _  e pO ■ (3.15)



3.1 Gás em  equilíbrio 26

É útil definir a integral X como

gs/ h 3 d3p*r_ [  9s/h d p ̂ J e-a+B°pa _  e p0 ’ (3.16)

de modo que

No referencial local de Lorentz em repouso no fluido pode-se usar coordenadas 

esféricas

d3p =  \p\2sen0d\p\d9d<j> (3.18)

e, como em Cliandrasekhar [1 0 ], é conveniente introduzir í) tal que

B rP<x — =  Ccosh^i (3.19)mc

| p \2 =  Pq — m 2c2 =  m 2c2senh2ú, (3.20)

f - « .  (3-21)

de modo que as integrais (3.15) e (3.16) podem ser escritas em termos de

senh71̂  cosli771 $ 
e C c o s h ,-a _  c (3.22)

Como (Ur ) =  (c, 0) implica Nr = tiUr  =  (nc, 0), as integrais (3.15) e (3.16) 

resultam em

n — 47r(mc)3 | ^ J 2i, (3.23)ha

X =  4n(mc)2^ r  J20. (3.24)
hr

Derivando n em relação a a e X em relação a (  e usando as relações

& Jnm Tl 1 m
"1“ j. Jn,m—1? (3.25)

d a  C ' C

Õ J n m    U 1 j  T il 1 j. d J j i , m+l  f  ̂
^ ^  J n —2, m+2 7  J n ,m  — d ( l  5 ^O.^OJ

chega-se a
<9n 1 dX
da mc dÇ

(3.27)
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As equações (3.14), (3.16), (3.27) e a definição do quadrifluxo de partículas per­

mitem identificar o quadrivetor B a como

B a =  —-—rUa . (3.28)
mcl

Para identificar os dois parâmetros restantes, calcula-se o valor em equilíbrio da

entropia por partícula (denotada por sE), que a partir da função de distribuição em

equilíbrio e das expressões para S a e s é dada por

, (  C , 4ttC m3c3 gs \
SE ~  V rnc? 6 ~ a ~ 3 ----~ h ?  ) ’ (3.29)

sendo sua diferencial (Lse dada por

dsE = (de -  4 dn)  . (3.30)
mcz \ nz /

Comparando a equação (3.30) com a equação de Gibbs,

dsE =  (de ~  ^ dn)  > (3-31)

identifica-se o parâmetro (  como

C =  (3.32)

ou seja, trata-se do mesmo parâmetro apresentado em (1 -1 ) quando se discutiu o 

critério para a necessidade de uma teoria cinética relativística.

As definições de n, ne e p em termos do tensor energia-momento permitem en­

contrar, no equilíbrio, as expressões

n =  47r(mc)3 ^ j J 2i, (3.33)

ne =  47rm4c5 j^rJ22, (3.34)há

P =  ^ - m 4c5^ J 40, (3.35)3 hó

de modo que (3.29) permite identificar o parâmetro a como



3.1 Gás em  equilíbrio 28

onde

He = e — TsE + p/n  (3.37)

é o potencial químico no equilíbrio.

Identificados os parâmetros a, ( e B a chega-se à função de distribuição rela- 

tivística em equilíbrio

/ <0) =  J + J L  ■ (3-38)
e  kT  ' kT — t

Com a identificação do parâmetro a, as integrais definidas em (3 .2 2 ) podem 

ser escritas como Jmn(Ç-, He)- 0  uso de propriedades das funções trigonométricas 

hiperbólicas permite reescrever He) em termos das integrais Iu( ( ,h e )  definidas

como

(3-39)
j  o

De fato, limitando-se às integrais utilizadas até agora, pode-se verificar que

= \ ( h  ~  h ) ,  J22 = \ { h - I o ) ,  J4o = l ( h - 4 I 2 + 3Io), (3.40)

sendo que outras relações semelhantes podem ser encontradas no apêndice D.

Quando e =  0  ou no limite em que para e ^  0, e~p'B^kT 1 , o gás não mais 

precisa ser considerado quântico e as integrais (3.39) podem ser escritas em termos 

da função modificada de Bessel de segunda espécie definida por
roo

K n(() = /  e -CcosMcosh(m?)dtf. (3.41)
J  o

De fato, analisando (3.39) e (3.41) se conclui que no limite considerado

Iu((,He ) — >e ^ kTK n((). (3.42)

Expansões de K n(() em potências de (  permitem obter os valores assintóticos de 

várias grandezas termodinâmicas associadas a um gás em cada um dos possíveis li­

mites (não-relativístico ou ultra-relativístico). Tais expansões podem ser consultadas 

através do apêndice D.

A densidade do número de partículas pode ser expressa, no caso não-degenerado 

e não relativístico, como

n =  47t m 2ckT (3.43)
hr eç
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0  caso não degenerado corresponde a e~tIF̂ kr >  1 , e o  caso não-relativístico cor­

responde a C 1 ; assim, um gás não-degenerado e não-relativístico é caracterizado 

por e~tJ’E/kT+l' 1 . A equação (3.43) juntam ente com essas condições resulta na 

conhecida condição para que um gás possa ser tratado como não-degenerado (vide, 

por exemplo, [27]):

No caso de um gás relativístico e completamente degenerado, e~MB///cT_K 1. 

É assim conveniente definir uq = fiEjkT — e neste caso e~u° <C 1. Limitando a 

análise a fermions, pode-se escrever as integrais

. / x-íds x . , x̂ <7s í°° senh2í?coshí9n — 47r(mc) — J 2i =  47r(mc) — /---------T(—rr—rr--- -d'à, (3.45)v J h3 v h3 J0 e-uoe<:(cosM-i) _  ! v j

, cQs T . - qs f°° senh2i?cosh2 t?
ne =  Attm c 7 W 2 2  =  47rm c —  /  ------------— j-r—-r----------d d , (3.46)h 3 h 3 J q e - « o e C (cosh i9-i) _  \   ̂ >

4  4 5 9 s  T À 4 5 9» í°°  senh4 í?p = - 7rm c t ^ J 40 =  47rm c —  /----------- -r,—t-t—, ---- -dv , (3-47)3 h3 h3 J0 e~u° eC(cosh,?_1) -  1 v ;

como

n =  47r(mc)3|^- f  senh2i?cosht?cW, (3.48)
h J  o

f

ne = 4irm4c5yt; /  senh2 i9cosh2 i9cW, (3.49)
h J  o

p =  ã 7rr77'4c5 f |  í  senh4 t9di9. (3.50)3 h J q

Ao passar do conjunto de equações (3.45) a (3.47) ao conjunto (3.48) a (3.50), 

os integrandos foram consideravelmente simplificados a partir da observação de que 

no primeiro conjunto, a condição de completa degenerescência implica que os deno­

minadores dos integrandos tendem ao infinito quando coshi? >  1 +  «o/C e tendem a 

1 quando coshi? < 1 +  «o/C- Deste modo, considerando-se na integração somente os 

valores de 'õ tais que cosht? <  1 +  «o/C> mudam os limites superiores da integração, 

que passa a ser feita somente até o máximo valor de 'â que torna unitário o deno­

minador do integrando. Da (3.19), d =  àvccosh(po/ mc); em termos da componente
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temporal do momento de Fermi Pq , define-se dp como

PF / P2"dp =  arccosh-^- =  arccoshA/ 1 +
mo V m 2c2

= arcsenh ( ^ - )  =  arccosh ( — +  1 ) . (3.51)
\mcJ \ m c l J

Na (3.51), pf  é o módulo do momento de Fermi e a E f é a energia de Fermi. A 

integração das equações (3.48) a (3.50) resulta em

n = Y ^ mC^h3x3' 3̂'52^

ne =  ^ m 4c5 ||Ç /(x ), (3.53)
6 hó

P =  ^ m 4e5|||.F (x ), (3’54)

onde

x =  ^ ,  (3.55)
mc

Ç(x) =  3x(2x2 +  1 ) \ / 1 +  x 2 — 3 arcsenhx, (3.56)

T{x)  =  x(2x2 — 3 ) \/ l  +  x 2 +  3arcsenhx. (3.57)

No caso de gases de férmions completamente degenerados, expansões em potênci­

as de x resultam em valores assintóticos para as grandezas termodinâmicas, no regime 

não-relativístico (x 1 ) ou no regime ultra-relativístico (x 1 ). Tais expansões 

podem ser feitas facilmente através de programas de manipulação algébrica como o 

Maple.

As integrais Jnm{pE-> C) são úteis para o caso de um gás consituído por partículas

de massa de repouso não-nula. No caso em que isso não se verifica, a substituição de

variáveis que foi feita para se obter as integrais Jnm(pE, C) não mais é válida; neste 

caso, a substiuição é dada por

«&>. =  f p  (3.58)

IpT =  P l  (3-59)

* =  f f . (3 -6°)
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de modo que n, ne e p podem ser escritas como

!2' (3-61) 

= 47t c —  m 4ne =  4 ttc^ | J  *3 > (3.62)

P = (3-63)

com
n oo n/ oo x n

e-»B/kT+x _  edx ' (3‘64)

No caso de misturas, no equilíbrio a função de distribuição do constituinte a se 

reduz a uma função de distribuição da mesma forma que a (3.38):

/ i 0) =  , J ; l - i ------ ■ (3-65)e kT  ' kT — t

3.2 Gás próxim o ao equ ilíbrio

Neste trabalho o interesse está centrado em misturas de gases relativísticos, em

situações próximas ao equilíbrio. A determinação dos coeficientes de transporte, 

objetivo deste trabalho, requer o conhecimento da função de distribuição fora do 

equilíbrio, / ,  em termos de uma expansão em torno da função de distribuição no 

equilíbrio, Essa função de distribuição é a função de Grad, que é encontrada 

através do processo de maximização da entropia por partícula s dada por

' fh? '= S aULa = — ULa [  paf  
ncz nc J

- ( 1  +  - £ A i  J i  +  e f h 3

ln

z fh 3J  V 9.
sujeita aos 14 vínculos 1

„ » A P

9s 

d3p
(3 -66) pV

N cULa = cULaJ  paf (3.67)

XA equação (3.67) fornece um vínculo, a (3.68) fornece quatro vínculos e a (3.69), nove vínculos, 

perfazendo o total de 14 vínculos.
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T ^ U l* =  cULa / , v A
TW)*Ulc = cU,'La ' f £ iJ n *

(3.68)

(3.69)

A maximização da entropia sujeita a esses vínculos é equivalente, segundo o 

cálculo variacional, à maximização do funcional

F = - — UL 
nc „ / í */ l n l ^ W l +  *

9»
ln 1 +

efh3 <Pp
p°

-A  cULa í  -  A„c Ulb -  \{ap)cUisi f  p < W / t -  (3'7°)
J P J P J P

sendo A, AQ e \ ap) multiplicadores de Lagrange.

Da equação de Euler-Lagrange,

+ / ln 1 +
e/A3

-  1 +

e/A3

1

9s  

ch3/gs
J  e f 2h3 \  gs J  \  t f h z/gs )  1 +  e fh 3/gs_

—Ac — A acpa — \ (ap)cpap13 =  0. (3-71)

Da equação (3.71), após simplificações e operações com os logaritmos, vem

9 s / h 3
f  = (3.72)

exp[(rac2 /A)(A +  Aapa +  A(ap))papp] -  e

Expressando cada um dos multiplicadores de Lagrange como a soma de termos 

no equilíbrio e fora do equilíbrio (identificados através do índice N E ) ,

\  = Xa + XNE,

k  = k + A r ,

\  _  \ N E
{<*0) ~  (a@)i

(3.73)

(3.74)

(3.75)

sendo A ^^  =  0, para que no equilíbrio /  se reduza à f ^ ° \  a (3.72) se torna

/  =
9 s / h 3

exp[(nc2/A)(A-B +  AEpa)] exp[(nc2/fc)(AAr-E +  X^Epa +  A — £
. (3.76)
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Considerando que o gás esteja suficientemente próximo ao equilíbrio, ou seja, que 

XNE, ■> sej am suficientemente pequenos,

f  = I 1 -  - ^ ~ t [xN E + N V  +  • <3-77>

No próximo capítulo a função de distribuição (3.77) será utilizada como aproxi­

mação para a função de distribuição de elétrons numa m istura binária, constituída 

de elétrons+fótons ou elétrons+íons, e os multiplicadores de Lagrange serão encon­

trados.



C apítulo 4

Gases ionizados

4.1 O m od elo  de A n d erson  e W ittin g

Uma mistura binária de gases relativísticos degenerados pode ser caracterizada pelo 

conjunto de funções de distribuição

fa = f ( x , p a,t) ,  a = l , 2 .

que satisfazem à equação de Boltzmann na forma

2

(4.1)

a d f a , d f x :
Pa—  + m ad x a i + ^ V » ( i + ^ )

9* 9 s

— fa* ( 1 +  e
C h * FbaabadÜba 

Pb*
(4.2)

9 s  /  \  9 s

Neste trabalho, se supõe que as partículas que compõem a m istura estão sujeitas 

à ação de campos eletromagnéticos, de modo que

j ç a    9 a p a ß P aß

c m a

e assim a equação de transporte para o componente a é dada por

(4.3)

JCL n
P°a■gp J  -  J  [ p . g p  +  ~ F

=  *•>/• ( l  +  f - f )  h  ( l  +  M )  W (4.4)
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e para a mistura,

- d3pa
a n 

Pa

= \  [ Ma + t i  -  tía -  0 b)fa ( l  + \  f b í  1 +  \  Fba(Jbad ü ba —5^ —^ .
Z a Ò=1 J \  9s J \  9s J Pb Pa

(4.5)

Analisando a equação de Boltzmann (4.2), verifica-se que a complexidade do seu 

termo de colisões pode tornar impraticável o estudo de uma simples m istura binária. 

Como comentado na introdução, isso motivou a introdução de equações-modelo, que 

simplificam o termo de colisão mas preservam propriedades físicas importantes.

0  primeiro dos modelos na teoria cinética relativística foi proposto por Marle 

[13]. 0  termo de colisão do modelo relativístico de Marle é idêntico ao termo de 

colisão do modelo clássico BGK [1 2 ]:

C(f)  =  - - ( /  -  / <0)), (4.6)
T

sendo r  um tempo de relaxação, usualmente da ordem do tempo entre duas colisões 

sucessivas.

Poucos anos depois, Anderson e W itting [14, 15] propuseram um outro modelo, 

motivados pelo fato de que o modelo de Marle não era satisfatório para limites ultra- 

relativísticos (como no caso de fótons, por exemplo). No modelo de Anderson e 

W itting o termo de colisões da equação de Boltzmann é substituído por

c ( / )  =  - ^ r L( / - / (°>). (4.7)
C T

A escolha do termo de colisão não é arbitrária; na verdade, ele deve satisfazer às 

seguintes propriedades:

• Se xp é um invariante de soma,

/  W )f ir  = o; <4-8)

_ d
dx
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• Se V’ é dado por

(4.9) 

então J > 0. (4.10)

A condição (4.8) implica que as leis de conservação do número de partículas, 

da quantidade de movimento e da energia devem ser preservadas pelo modelo; a 

condição (4.10) implica que o teorema Ti é satisfeito. Para verificar essas condições, 

usualmente quando se trabalha com o modelo de Marle a descrição adotada é a de 

Eckart, enquanto que o modelo de Anderson e W itting é utilizado em conjunto com 

a descrição de Landau.

O objetivo do trabalho é a análise dos fenômenos de transporte em uma mistura 

binária, seja ela elétrons+fótons ou elétrons+íons. Considera-se que o fluxo de calor 

total da m istura está relacionado aos fluxos de difusão de ambos os constituintes e ao 

fluxo de calor parcial devido aos elétrons, como se pode observar através da equação 

(2.64). Pode-se ainda verificar através da equação (2.58) que o fluxo de difusão parcial 

devido aos elétrons se relaciona de maneira simples ao fluxo de difusão parcial devido 

aos íons (ou fótons).

Todo o trabalho pode se basear então na equação de Boltzmann, com o modelo 

de Anderson e W itting, para os elétrons; a equação de Boltzmann para o outro 

constituinte da m istura só seria necessária caso se levasse em conta o fluxo de calor 

parcial devido a esse outro constituinte. O lado direito da equação de Boltzmann 

envolve um tempo característico r ,  relacionado a colisões entre as partículas; para 

saber quais colisões são importantes e quais podem ser desprezadas, levam-se em 

conta as seguintes considerações:

• A m istura elétron+íon a ser aqui considerada é o chamado plasma Lorentziano 

[29, 30, 31], composto por elétrons de carga —e e massa m e e íons de carga Ze 

e massa rr i ion =  Z m p, onde m p é a massa do próton e Z >  1 . Assim, a massa 

do íon é muito maior do que a massa do elétron. No plasma Lorentziano, se

ijj =  —kc ln ( f f£_
V 9s

-  1 +
9s

e f h 3
ln 1 +

tfh 3
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supõe que os elétrons interagem com os íons, mas não entre si; desta forma, 

colisões entre elétrons e íons são consideradas como muito mais importantes do 

que as colisões elétron-elétron. De fato, pode-se mostrar que a freqüência uee 

das colisões elétron-elétron é proporcional à densidade do número de elétrons 

ne e à secção de choque para tal processo, que por sua vez é proporcional a 

(e • e)2. Analogamente, a freqüência das colisões elétron-íon uei é proporcional 

a1 (Ze • e)2rii = e4Z n e, de modo que se 2  >  1 então vei uee;

• Quanto à m istura elétron+fóton, novamente as colisões elétron-elétron são des­

prezadas face às colisões entre elétrons e fótons (espalhamento Compton, cf. 

[11])-

A equação de Boltzmann satisfeita pela função de distribuição dos elétrons / e, 

no modelo de Anderson-Witting e com as considerações que foram apresentadas, se 

reduz a uma forma simples:

%  +  -  /f> ) , (4.1D

sendo r e(, o tempo entre as colisões elétron-íon (ò =  i) ou elétron-fóton (ò =  / ) .

4.2 D eterm in ação  da função de d istr ib u ição

Para processos próximos ao equilíbrio, a função de distribuição f e deve ser encontrada 

em termos de uma expansão em torno da função de distribuição no equilíbrio, / i ° \  

Para isso, reescreve-se a equação (3.77) como

/■ =  ^  { '  -  + • ( « 2> 

Considerando as decomposições

=  K U La + Àe/?A ja , (4.13)
xPela condição de quase-neutralidade, as concentrações de elétrons e íons estão ligadas entre si 

pela relação ne = Zn{.
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=  A'Ul„Uu  +  ÍA „ (A Í„ £ /i0  +  A J g U ^ )  +  A „ s U ^ A i g  -  ^ A f A ^  ,

(4.14)

obtém-se da (4.12)

í ,  =  / i 0) 1 i - g —ae+^^pea  ̂ ]ç A™ +  A .tW ?  +  K e A l X  +  A .Uu .Ul^ IP ,

+ Í A „ ( A L t /w  +  A l g U ^ p t t f  +  A«,* ( A i X e  -  j A Í 5Am )  tfp f  } .  (4.15)

Identificando

b; = - ^ u i ,
m ec2

e fazendo a substituição de variáveis

P°Ce
■B gPea — ~ —  =  CeCO sha:, m ec

seguem as igualdades, utilizando coordenadas polares

(4.16)

(4.17)

d3pe =  \pe\2sen6d\pe\d0d(j), 

\pe\2 =  pl o — m ec2 =  m2c2 senh2 :r,

d|pe = dx.
PeO

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Os cálculos serão feitos, por conveniência, no referencial de Lorentz em repouso 

no fluido. Neste referencial, (Ua) =  (c, 0) e

A" —

0 1 0  0 

0 0 1 0  

0 0 0 1

(4.21)

/

Para encontrar os multiplicadores de Lagrange, é útil considerar que o quadrifluxo 

parcial de elétrons é definido, na descrição de Landau, como segue da (2.82)
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No referencial de Lorentz em repouso no fluido o quadrifluxo de partículas é tal 

que sua projeção em Ulo é dada por

N?ULa =  n ec2, (4.23)

e como ne é interpretado como a densidade parcial do número de elétrons, que é uma 

grandeza em equilíbrio, a parte fora do equilíbrio da projeção N^U lo é nula, ou seja,

/ cp“A f , -  / í 0 ) ) ^ r  =  « •  <4 -2 4 )

Com o auxílio de (4.16) a (4.20) e da definição das integrais J nm(Ce?ae)

f°° senhnúcoshmú . .
J n m { ( e , a e) =  eCcoshtf-ae _  e ’ (4.25)

a equação (4.24) fornece

+ CekT Ae——- +  Ae(CeA-,T)2— ^  = 0. (4.26)
oae oae oae

Por outro lado, a projeção & laN e fornece

~ dJw dJ$\ _  3kh 3 f  T n eq/s^ (A 07^
e/3 o 4* Çek-L Ae 3̂ - — I Jefj , I • (4.27)

aae oae ^irnegsm^c ' \  n/ig /

As equações (4.26) e (4.27) são tudo o que se pode obter com o primeiro momento 

da função de distribuição dos elétrons, ou seja, o quadrifluxo de elétrons. Para 

encontrar todos os 6  multiplicadores de Lagrange são necessárias mais 4 equações, 

que serão obtidas a partir do segundo momento da função de distribuição dos elétrons, 

ou seja, a partir do tensor energia-momento parcial devido aos elétrons.

Na descrição de Landau, da equação (2.83) vem que

T f  =  -  (p. +  w , ) A f  + ± U i  ( , ?  +  h%J? -

+ ^ UL («." +  hV t  ~  + eĴ U i U l  (4.28)

Fazendo a projeção Ui aU , chega-se à equação



4.2 D eterm inação da função de distribuição 40

A projeção A LafiT^  resulta em

A + X . ( ç , k T ) ^  +  A«(Ç./=T)2| A  =  -  - c . ,  (4.30)
aae oae dae 47rm*c7gsn e

enquanto que a projeção A 1LaT ^  fornece

+  CefcTAe7 d ^  =  4 7 r m ^ g sn e +  ~  ^  ' (4‘31)

A última das equações de que se necessita para determinar os multiplicadores de 

Lagrange é obtida a partir da projeção

( a L ,a í„  -  T f

e corresponde a
í =  (S)  (4 32)

15 khó oae

Dispondo das 6 equações (4.26) a (4.32) pode-se determinar os multiplicadores 

de Lagrange:

(4 -33)

( 4 ' 3 4 )

a - = - L , c ? 4 !  -  (r ” n  ( 4 - 3 5 )

3 kh3
Ka = 7 —5 -9--------- T -[ -Jh{qeanhE +  heEJ eanhE -  n eheEqa)

x. ?Tig C 7Xp 7T*71/fb "p)

" b ^ 4 2 Jea^hE TYleC ^eÇa)\/{^42^40 (^4l) )’ (4.36)
3 h3

Aea =  ~ - -_  . T [J41(meC J eaTlhE TTleC Tleqa'')
4 m lc 9TÇegsn ennhE L

*̂40i^eoJ^^E 4~ hEJeanhE nehEqa)] / (^ 4o<̂ 42 (*̂ 41) )> (^‘̂ ^)

15fc/i3 , .

“ s -  ( 38)

Para expressar de maneira mais compacta os multiplicadores de Lagrange, utili- 

zaram-se as seguintes definições:

T» (/■ „ \ _  ^^m(Ce?ae) ÍA Qn̂"nm(Cej^e) ^  5 (4.39)
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V  =
21 J 22 23

^22 J 24

^ 40 J 4 I J 42

(4.40)

4.3 E quações de balanço

Uma vez encontrados os multiplicadores de Lagrange (4.33) a (4.38) pode-se deter­

minar a função de distribuição dos elétrons para processos próximos ao equilíbrio 

(4.12). Desta forma, pode-se obter o terceiro momento da função de distribuição 

dos elétrons, i.e., o terceiro momento parcial, e sua respectiva equação de balanço. 

Projeções sobre as equações de balanço do terceiro momento parcial e do tensor 

energia-momento parcial, juntam ente com a equação de balanço do quadrifluxo par­

cial de partículas, permitirão a obtenção do quadrivetor corrente elétrica e do fluxo 

de calor parcial devido aos elétrons.

4.3.1 Equação de balanço do quadrifluxo 

parcial de partículas

Multiplicando a equação (4.11) por cd3pe/p°, integrando e levando em conta a defi­

nição do quadrifluxo parcial de partículas como o primeiro momento da função de 

distribuição f e, chega-se a

d N a U?
=  ( 4 '4 1 )

sendo que, na descrição de Landau,

Identificando

N ; =  n ,U i  +  j :  -  (4.42)

d  =  a» =  \ u l „D  + V .,  (4.43)
d x a c2

levando em conta a definição do fluxo de difusão parcial e recordando que os processos 

são próximos ao equilíbrio, a equação de balanço do quadrifluxo parcial de partículas,
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ou equação da continuidade, é expressa por

Dne +  n e'V°‘ULa +  V °Jea =  0. (4.44)

4.3.2 Equação de balanço do tensor energia-m om ento  

parcial

Para obter a equação de balanço para o tensor energia-momento parcial devido aos 

elétrons, novamente deve-se partir da equação de Boltzmann para os elétrons, no 

modelo de Anderson e Witting. De fato a multiplicação da equação (4.11) por 

cp”d3pe/Pe e subseqüente integração resulta em

d j , T f  -  — F^Nej,  = -  T?*\e ), (4.45)
£ £ 7*eò

sendo

T;*\e =  -P .A  l* +  ^ U l U t , (4.46)

T f  =  +  We)Af  +  I c /£  { i  + AfeJ* -  ^ £ v )

+5 í/i («•“ + -  7̂ 7 «“) + ^ r uZuZ- (4-47)

4.3.3 Equação de balanço do terceiro m om ento parcial

Como mencionado anteriormente, o cálculo dos multiplicadores de Lagrange e con­

seqüentemente o conhecimento da função de distribuição f e permite que se obtenha 

o terceiro momento parcial, de cuja equação de balanço resultam, através de pro­

jeções apropriadas, equações de campo que envolvem o fluxo de calor parcial dos 

elétrons, o fluxo de difusão parcial (relacionado ao quadrivetor corrente elétrica), e 

as viscosidades volumétrica e de cisalhamento.

O terceiro momento da função de distribuição f e é definido por
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A função de distribuição (4.15), com os multiplicadores de Lagrange (4.33) a 

(4.34), pode ser escrita como

e- a*+B?p*° 3  h3
f.  =  / i 0) \ i e - a e+ B ? p ea _|_ j  4 T r m ^ c 5g s

Uj_,aPe ^ e  / r® r® j * j •  \  iJ^LcxPe ~) ( y  y  ( j»  \2^
V 23" 2 2  " 2 1 " 2 4 /  — -i~> \ J 2 \ J 2Z \ J 22)  )m Pc2 X> (m ec2)2

t f
m ec2nJiE

UlppÇp Z
rrilc4nhE

-J l\{qeanhE +  h%JeanhE -  n eheEqa) +  J l2{Tnec2J eanhE -  m ec2n eqa)
•/«■ /«  -  « i ) 2

^41 ( j2%çC J eanhE 1T le C n e Ça ) ^ 4 0 ”b h ^ J eaTlhE ^ e ^ £ ^ a )

j  *2̂ 40 (J4I )2

5Pe{a/3)PeP^e'
2  m 2c4 Jg0

(4.49)

A substituição da função de distribuição (4.49) na definição (4.48) resulta em 

várias integrais que se reduzem a combinações das seguintes integrais

/
/

(4.50)

r  p  — ae+B^Pecc d ^  Ti

f  f > ^ e- ^ + B ir„ + l p y . p 2 po . (4.51)

r f<°U e " ‘ , + s í v “  y , ’ / 1’'
/ e  e - a e+ S ? P e o  _|_ ^ e P e P e P e  ’ (4.52)

r í O ) ,  e - a e + S “ P -  na n 0 n- y X n <f>d 3 P e  
Je 4>n e - a e+ B ? Pea _|_ -\PePePePePe ’ (4.53)

onde <f>n = (pea[/£)” , com n inteiro.

As integrais (4.50) a (4.53) podem ser reescritas em termos das seguintes repre­

sentações, que envolvem a quadrivelocidade hidrodinâmica e o projetor na descrição 

de Landau:

/i°W ? )> ?  =  A ,U IU [U I/ Pe

/
+ ^ 2( A f  WL +  +  A f  { /£ ),

+ = B i U i U Í V l

+B2( A f U l  +  A ^ t /f  +  A fV £ ),

(4.54)

(4.55)
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/ / i 0)* » , , p°p0,p > l - £ -  =  W i U tU lU i
ree - a e+ B ^ p eCí _j_ l

+ e 2Í A f A f  +  A F A ?  +  A jf  a £ )  +  C3(A Í ’ U[Ul

+ A f  U£Ul 4- A Í X t ^  +  A T U l U l  + A T U Í U l  4- A p U ^ U l )<*7 T T ^ T T s ,/?7 r r a r r í ' (4.56)

/
 ̂— de+S^PeQ

j P ^ p I p I p Í ^ T -  =  V iU lV lU lU ÍU *  +  V 2( A f A l ‘UÍf ^ óe ^ g-Ae+^^Pea _|_ ~ ~ ~ ~ ~

+ A ^ A f  U t  +  A f A ^ U l  + A ^ A ^ U l  4- A 6L*A l ‘U£ + A ^ A ^ U t

+ A ^ A  J f í/f  +  A I * A I ‘U[ + A l ‘Al*U[ + A f A  S*IPL 4- A£*A f  £/’

+A ?  A ?  Ul + A ^ A  l*Ul  4- A f A f u t  4- A ^ A f ü i )  +  X>3(A f U l U l U Í

+ A ? u l u i v í  4- A f u i u i v i  4- A f u l u i u í  +  A ^ U i U *  + A ^U IU IU *

+A  i*UtlPLUÍ 4- At V I U i U *  +  A l* U iU ÍU l  4- A » í/JC /f (72). (4.57)

Os coeficientes .4i, .4 .2 , ..., X>3 podem ser determinados através de um processo 

que, embora trabalhoso, envolve somente propriedades simples da quadrivelocidade 

hidrodinâmica e do projetor, bem como substituições de variáveis que já  foram uti­

lizadas anteriormente neste trabalho. Parte do trabalho necessário para encontrar 

cada um dos coeficientes está descrito no apêndice E. Com estas considerações, o 

terceiro momento parcial dos elétrons pode ser finalmente escrito como

Air
T f •> =  { i n m lc 3(g ,/h3)J23UlUlU2 -  ^ - m l c s(g ,/h3) M A f U l

A f U i  4- A  i 3Ul)  +
w em e

V ;J’M A  -  {J' f í2) u t u í u i  -  r „ ( r 2i . f 2 -  ( j 2-3)2)

X

1 m e 
5 nhE

( A f u i  +  A ? u [  + A  p u i )  + ~^r2i W '22 -  r 2l r 2t) v i u i u i

~ J i 2{J23J22 ~  J2\ l 2t){Ai^U2  +  A l UÍ 4- A sh 'Ul)

+ f -  ( r 22 f w i v í u i

-  ( J v f K A f U l  4- A ? U l + Ai?ui)_

-JZiiqeanliE +  hEJe<rnhE — n ehEqa) + J l2(mec2JecTnhE — m ec2n eqa)
J42J40 (^4 1  )2

x (A íí A2 '  +  A r A ?  +  A r A f ’)
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uIiec2 42

1 m  
+  r

5 nliE^61

m e /•
nhEc2

' -Jh{<lecnhE +  heEJetTnhE -  n eheEqa) +  JZ2(mec2JecrnhE -  m ec2n eqa)
J 4 2 ^ 4 0  ~  (^ 4 1  ) 2

x ( A f U Í U l  + A f U t U l  +  A f U t U l )

-JZojqeanhE +  heEJe<7nhE -  n eheEqa) +  J l ^ m ^ 2 Je<7nhE -  m ^ n ^ )
J * 2  J * o  — { J 4 1 ) 2 

x ( A r A f  +  A ^ A f  +  A r A f )

-Jlo{qegnhE +  heEJeanhE -  n eheEqa) +  J ^ ( m ec2J tanhE -  m ec2n eqa)

x

9 / •^ ^60
ê 61

^42^40 (^4l) 2

( A f U Í l P L +  A f t / ^ t / 2  +  A J U i U l )

Ul( A ?  A ?  +  A | ‘A f ) +  £ /£ (A f  A ?  + A f  A ^ )

+ í / f ( A J J A ^  +  A “ * A ? ) ]  } . 

No equilíbrio, (4.58) se reduz a

(4.58)

47T
T f ' \ B = 4 i ,m \c \g , lh* )J23UiU tirL - — m \ c \ g J h * ) J i l ( A l f,Ul + ò .’[ 'U l + A!Í'U°L).

(4.59)

Para encontrar a equação de balanço de Tea/?7  basta multiplicar a equação modelo 

(4.11) por cpfp7 d3pe/pg. Integrando a equação resultante, chega-se a

Q  r£Oífi~i   rjig p  _|_ j p p  'J3<70\   ULot

C ”  * C2Teb
(Tea/?7 -  T f 1 Is ) . (4.60)

A substituição de (4.58) e (4.59) na equação de balanço (4.60) resulta na seguinte 

equação, após serem descartados os produtos de termos ortogonais entre si e os termos 

de ordem superior em relação às grandezas fora do equilíbrio:

d„ U n m lc3(g,/h3)J23UlU[U2 -  y m * c 5(S,/A 3V « ( A f

+ A ? U l +  A p U Í ) }  -  ^  { f * '  [?e(;> -  (p, +  zuc)A 7
Ler

n Ph
+  - % Í M £  +  h%J2 -  ^ ç 7) +  ^ i r L{qe<T +  h%Jec -

eÊn,
T - V u U l

nliE 

+  F 7<T

n ehE
nhp. 9<t)

Pe(g > -  (Pe +  ^ e )A L/

+ - , u u <6+ k y f  -  +  V í ( 9 »  +  aé ‘/»  -  n ’h%nh.E nhi Qg)
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UL/Cx f  ^
c2reb {V

-m P t J U A A  -  ( A z f W i u l u i  -  r „ W 22 -  (r23j ‘) A ? u iPll

+ - 2Jlt W v  -  W M u l u z  -  j ;2(j ;3j 22 -

+ t2A A A A  -  (r 22f ) u i u l u i  -  r i3w 23 -  (r22f ) ^ u i

m P
nhEc2

m„

J l42

íe J • 
nhEc2 43

-JZ ijq e vn h E  +  heE J eanhE -  neheE qa) +  JZ2(mec2J e<7nhE -  m e ^ n ^ )

J*2 ~  ('̂ 41 )2

x (A ? U Z U Z  + A ? U i U l )
-Jlo{qe<rnhE  +  heE J e(TnhE -  n ^ q ^ )  +  J \ x{rne<? J eanhE -  me^n^qc)

J42̂ *0 ~ ( 4̂1 )2
x ( A Í ' V Í U l  + A - £ V lV l )

(4.61)

4.4 P rojeções sobre as equações de balanço

Pode-se tomar algumas projeções sobre as equações de balanço para se obter um 

sistema de equações que, uma vez resolvido, resulta em expressões para o fluxo de 

calor parcial devido aos elétrons, o quadrivetor corrente elétrica, a pressão dinâmica 

parcial e o deviante do tensor pressão parcial. Ao longo dos cálculos realizados no 

intuito de obter as projeções aqui apresentadas, utilizaram-se propriedades do tensor 

campo eletromagnético que são apresentadas no apêndice C. Note-se em especial 

a decomposição do tensor campo eletromagnético em termos da quadrivelocidade 

hidrodinâmica.

Como visto em (4.44), a equação de balanço do primeiro momento parcial, ou 

seja, do quadrifluxo parcial de partículas, é dada por

Dne +  n eV aULa +  V aJea = 0. (4.62)

A projeção UEa sobre a equação de balanço do tensor energia-momento parcial 

devido aos elétrons (4.45) resulta em
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que é a equação de balanço da energia por partícula.

No caso de um fluido não-viscoso e não-condutor de calor, as equações (4.62) e 

(4.63) se reduzem às equações de um fluido de Euler:

D ne +  neV aUa =  0, (4.64)

n eDee + p eV aUl = 0. (4.65)

O utra projeção importante sobre a equação (4.45) é A L“ , que resulta em

\ ( p e + een e)DUl -  V > e -  neqt E v +  — B ^ J ep -
c nnE

1

c2re 6

c

I ue TV n ehE
nhE

€  + h%re - (4.66)

que é a equação de balanço para o momento linear parcial.

A projeção UE$Ui^ sobre a equação de balanço do terceiro momento parcial (4.61) 

fornece

Airmlc7(gs/ h 3) ( j ; 3Dae + J ^ D T  +  J23V au A  +  y m 5ec7(gs/h 3)J41V aUl

= - 3
771 eC UJe

-  ( j 2-3)2] +  j 2-4 [ j2v 2*2 -  -  ( ^ 2)2]} •Teb V

A projeção sobre (4.61) resulta em

Anr
4*m:c5(g,/h')J,3DUt -  — m 'c5(ÿ,/A3) [ - 2 Jn DUxL

(4.67)

+ I q„ +  h’EJ „  -
c \  ntiE Qcr

-qepeE x -  qeeeneE x =
m,

Tei,nhE 42

x ~Jl\(qen hE +  heEJ XnhE — n eheEqx) +  J l2(m ec2J xnhE — m ec2n eqx)

m e
Tebn h E

Jl-43

-  m 2
'J40(*?en ^g +  hEJ xnhE — nehEqx) +  J^rrieC2 J xnhE -  m ec2n eqx)

J 4 2 ^ 4 0  (  ̂ 41 ) 2
(4.68)
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e finalmente a projeção — (1/3)A£t A l /?7  permite obter a equação

— r n l ^ . / h 3) ^ ^  +  £ ( B (4-69)
O C ' ' Teb J 60

Para encontrar a Lei de Ohm e a expressão para o fluxo de calor parcial devido 

aos elétrons, utilizam-se as equações (4.66) e (4.68). Contudo, é necessário observar 

que:

• 0  fluxo de calor é expresso pela (2.64), que, no caso de uma m istura binária 

constituída por elétrons (índice e) e fótons ou íons (índice ò), pode ser escrita 

como

<f =  A = («? +  qt +  h y ;  +  h y ? ) .  (4.70)

Neste trabalho, como já  comentado anteriormente, se supõe que o fluxo de calor 

total está relacionado aos fluxos de difusão parcial de cada constituinte e ao 

fluxo de calor devido aos elétrons. Desta forma, se despreza qb.

• Na descrição macroscópica de gases relativísticos ionizados sujeitos a campos 

eletromagnéticos é conveniente introduzir o quadrivetor corrente elétrica, defi­

nido em termos dos fluxos de difusão parcial como

r  =  q, j ;  + qtj ; .  (4 .71)

Com o auxílio desta definição, as equações (4.66) e (4.68) podem ser reescritas 

em termos do quadrivetor corrente, uma vez conhecida a natureza da mistura.

Tais considerações permitem reescrever as equações (4.66) e (4.68) respectiva­

mente como

n *hE ( V uT  _  L d u z ) -  ne[ k T V vat + qeE ‘/) +  , B vp qe&
T  \  c2 )  chE(qe — qb) cnhE '

1 r ib h p  „  1 h bF h p  Tl, , ,

=  — 2---------------“  2 U (  J  ’ 4‘72)c z T eb n h E  C T eb h E { q e -  q b)

pem eÇeJ l2c2
J40 T

( v uT  -  ^ D U l j  -  n ^ i k T V ^ a e  +  qtE v)
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qenbhbE qeheEhbE
B v°qea +  r  ^  B™1*

m e
rebnhE(J*0Jl2 -  (J41)2)

m,

cnhE c(qe -  qb)hE

{que[nbhbE{Jl0Jlz -  r 41r 42) + m ec2n e(r41r 43 -  (j ; 2)2)]}

TebTlhE{ J40J42 (°̂ 41 Çò)
x {nnh% hbE(Ji„rtz -  j^ j;2) -  m'C2nh\(rn riz -  (y4-2)2) ] } . (4 .73)

Para que fique mais claro o tipo de inversão de tensores que será necessária

para a determinação da lei de Ohm e do fluxo de calor parcial devido aos elétrons,

reescrevem-se as equações (4.72) e (4.73) como

A f í  +  C/< +  +  5<ff ] +  q tl£ B ^  + Fg"t ] = 0, (4.74)

n f t  + C f í  +  I*[VB"t  +  £ 9 -*] +  q f l J B \  +  K.g^\ =  0, (4.75)

onde

r h = (V T -  ^ D U l^ j  , (4.76)

re =  { k T V vat +  q ^ ) ,  (4.77)

A = - ^  (4.78)

C =  —n e, (4.79)

v  = u T*1* v  (4-8°)C n E y(Je Cfaj

£ = _ q en*_
cnriE

^ - - 5 = 4 - .  (4-82)czrebnhE

5  =  ê r cl( q , - qi,)hE' (4'83)

«  =  ( 4  84)
/ i^ r  J 40

J  =  ( 4 '8 5 )

K =  r.,n he h‘E(J-Jra  -  ~
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- m ^ n h bE(J-n J-i3 -  (J4*2)2)]. (4.87)

Para resolver o sistema de equações (4.74), (4.75) é necessário inverter tensores 

do tipo

X ap = K xgap +  K 2B ap +  K3B%BjI3 + K 4B % B \B Tp, (4.88)

o que pode ser feito assumindo-se uma representação matricial genérica para o tensor 

(X _1)a/? e resolvendo a equação matricial que resulta do produto de X a/3 por sua 

inversa. Isso foi feito através do programa de manipulação algébrica Map/e, e a 

inversa encontrada é

p r 1)“* =  K - 1 | K l  +  l- K \ x 2 +  K xK 3x -  l- K \ x  -  l- K 2K 4x 2 -  9 ^

- K XK 2B ^  -  K \K 3 + K l  +  I<2K 4x +  I t f 4v j  B % B ^

- K XK 4B % B \B T̂  (4.89)

sendo

x =  B XiBiX (4.90)

e

K  = K l  +  \ k xK 2x2 +  K 2xK 3x -  \ k xK \ x -  \ k xK 2K 4x2 -  l- K xK 2Ax z. (4.91)
4 2 2 8

O uso de (4.89) resulta em expressões para o fluxo de calor parcial devido aos

elétrons e para o quadrivetor corrente elétrica da forma

€  =  [A °K  +  +  A ^ B ^ B 't +  A',1' +  A™ B \ B \ B \ B \

+ A vt B°„B“, B \ B \ B i„] ( v T  -  | f £ / £ )

+ [B°/C +  +  B f  B ^ B ^ B i

+ BV, B \ B \ B \ B \ B \ ]  ikTV~a,  +  ,< £ “ ), (4.92)
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r  =  +  A j  B i  + +  a ‘v

+ A * B \ B “tB \ B \ B \ }  ( v ‘ T - ^ D U l \

+ [B °í' +  B/ B"„ +  B ^ B ^ B ' +  B lu B \ B “TB T„ +  B{v B ^ B “rB\B%

+ B Y B ^ B “TB \B \B % ]  (k T V -a t +  ? .£ " ) ,  (4.93)

onde .4°, ..., são combinações 2 de .4, ..., £  e de x =

Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton, exposto no apêndice F com base em 

[32], o fluxo de calor parcial devido aos elétrons e a lei de Ohm podem ser reescritos 

de maneira equivalente, porém mais compacta:

ql = [&8ffv +  +  $ UI B ^ B »  +  $ IV B ^ B l ]  ( v " T  -  ^ D U ^ j

+ [$v 5 \  +  $ VIB*v + $ VIIB \ B ^  +  ^ VIIIB \B ^ TB TI]  ( k T V uae +  qeE v) , (4.94)

r  = +  Çln B°v +  ÜHIB ^ B ^  +  ÜI V (V "T  -  ^ D U ^ j

+ [Üv 5 l  +  ÜVIB \  +  Üv n B ^  +  ÜVIIIB ^ B ^ B \ )  ( k T V vae + qeE1' ) , (4.95)

sendo $ 7, ..., ü v n I  combinações de A ,  ..., C e de f3( 1 ), ..., ,5(4), cujas definições se 

encontram no apêndice F. Os termos $ 7, ..., $ /v são os coeficientes de condutividade 

térmica; Clv , ..., í lv i n  são os coeficientes de condutividade elétrica; os demais são 

termos cruzados. De fato, ..., $>VI 11 são os coeficientes do efeito eletro-térmico 

(i.e., a parte do fluxo de calor associada ao campo elétrico) enquanto que fU, ..., ClIV 

são os coeficientes do efeito termo-elétrico (i.e., a parte da corrente elétrica associada 

ao gradiente de tem peratura).

É impraticável trabalhar com a lei de Ohm ou com o fluxo de calor dados nesta 

forma. Assim, optou-se por certos casos limite, analisando-se misturas de íons ou 

fótons com

1 . Elétrons ultra-relativ ísticos e não-degenerados;
2 Tais combinações - bem como as que aparecem logo a seguir quando se apresentam os coefi­

cientes O7, ..., ÇlVI11 - são excessivamente extensas, de modo que se optou por não incluí-las no

texto desta dissertação.
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2. Elétrons não-relativísticos e não-degenerados;

3. Elétrons não-relativísticos e com pletam ente degenerados;

4. Elétrons ultra-relativísticos e com pletam ente degenerados.

Nos casos 1 e 2, o parâmetro (e foi considerado como o mais im portante para as 

simplificações e expansões em série de potências. Nos casos 3 e 4, dois parâmetros se 

apresentavam como igualmente importantes. Trata-se dos parâmetros Ce e XF', este 

último é definido pela equação (3.56). Observe-se que Ce e x~f~ têm  igual comporta­

mento assintótico nos limites não-relativísticos e ultra-relativísticos. Considerou-se 

que xj? «  a (e, onde a  é um parâmetro auxiliar introduzido para estabelecer uma 

relação entre x j 1 e Ce de modo que as expansões em séries fossem feitas em termos 

de Xp1.

Quando se tratava de misturas de elétrons e íons, considerava-se ainda que

C =  — « 1 ,  (4.96)
Wlion

de modo que se dispunha de mais um parâmetro para efeito de simplificações.

Outro parâmetro importante nas expressões que seguem é a freqüência de cíclo- 

tron (ou de Larmor) do elétron coci definida em termos da intensidade B  do vetor 

indução magnética por
2 7T eB

u>ci =  —  =  — • (4-97)
7~ci 77ie

Utilizando a;CÍ-, uma simplificação adicional para os coeficientes de transporte pode 

ser obtida observando uma das condições assumidas como válidas na dedução da 

equação de Boltzmann relativística. De fato, se o efeito das forças externas não é 

suficiente para curvar significativamente a trajetória das partículas entre duas colisões 

sucessivas, pode-se afirmar que o tempo característico para uma translação completa 

do elétron, rc,-, é muito maior do que o tempo característico entre duas colisões 

elétron-íon, r e,-, ou elétron-fóton, re/. Desta forma,



4.4 Projeções sobre as equações de balanço 53

—  <  1. (4.99)
Tri

Levando em conta a definição (4.97), pode-se afirmar que

UciTei <  1 (4.100)

e

UciTef <  1- (4.101)

Para proceder a uma análise dos coeficientes, levam-se em conta novamente as 

expressões para o fluxo de calor e a lei de Ohm:

qae =  [$ 7Ú* +  $ n B au + ^ 1IIB ^ B til/ + § IV B \B » tB tu] (V "T  -  ^ D U Z j

+ [$v <  ̂+  § V1B°V + ^ VIIB^B^  +  $ VHIB^B»tB tu\ (kTV^üe +  qeE v) , (4.102)

r  =  [íí7<P„ +  O77B°v +  ÜIH B^B^  +  n IVB ^ B ^ B l]  -  ^ D U ^ j

+  [íiv <P„ +  n VIB°u +  ÜVIIB \ B 1 + ÜVIHB ^ B ^ B l]  {kTV^a, +  qeE u) . (4.103)

Algumas comparações entre os coeficientes de transporte podem ser feitas. Antes 

disso, é conveniente reescrever as duas últimas equações como

q° =  +  §*UB ™ +  $*IIIB ™B *» +  ^ * i v j _  ^ D U ^ j

+ [$*v 5 \  +  $*VIB*l +  $*v u +  $*v i n B * lB m»B*l] (JfeTV"«« + qeE u) , 

(4.104) 

r  =  [rr7̂ ,  +  n*u B*i +  ç r m b ^ b ** +  n*IVb ^ b ^ b * ]  ( v vt -  ^ D u ^ j 

+  [n*v 8 \  +  n*VIB*l +  íY v n B^B*»  +  ü*v m B*lB *»B *Tu\ {kT V yae +  qtE v) , 

(4.105)

onde se definem
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r / / /  =  2 =  q iii

$*/v =  $ /v (c5 )3 =  $ /v ^

<Ty =  $ y ,

$*V / =  $v^/( c 5 )  =  q v i  ?

ÍT 77 =  Ün (cB) = O77 ,

i r 7" = fim (c5 )2 = íím  y ,

n ./v  =  n /v (d5)3 =  n /v

íT y =  Qy ,

ÍTy/ =  Oy 7(ci?) =  ÜVI ,

ÍT y 7 7  =  ü VII{ c B f  = ü v n  ( p í ^ 2 ,

n*VHI = ü VIII{ c B f  = ü v ih  ( ^ ^ . y .

Escrevendo o fluxo de calor e a lei de Ohm na forma (4.104), (4.105), é possível 

comparar de forma simples cada um dos coeficientes que multiplica os mesmos gra­

dientes. As comparações serão feitas entre os coeficientes dentro de cada conjunto

$ * /j r5 $*UI, $ * í y ] 5 

[$*V? Q *VI^*VII^*VIII^

[ í r 7 , f r 77, í r 777, f r 7y],

[ í r y , f r y 7 , f r y 77, í r y777],

sendo esses conjuntos tais que cada um deles reúne coeficientes de m esm a  di- 

m ensão.
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4.5 C oeficien tes de tran sp orte

Os coeficientes de transporte obtidos através de expansões realizadas por programas 

que utilizam o Maple estão listados a seguir. Uma primeira observação é que em pra­

ticamente todos os coeficientes obtidos para o caso de elétrons ultra-relativ ísticos  

não aparecem os fatores /3(1), /3(4). A única exceção é o coeficiente Clv n  pa­

ra uma mistura de elétrons ultra-relativísticos e completamente degenerados e íons 

não-relativísticos e não-degenerados. Quando se tra ta  dos casos de elétrons não- 

relativísticos, por outro lado, a situação se altera: em quase todos os coeficientes 

obtidos aparece a dependência em relação a /?(1), /5(4), ou seja, aparece explici­

tamente uma dependência em relação ao campo magnético.

Vale observar que x e = ne/ n e x j  = n j /n  são respectivamente as frações parciais 

dos elétrons e dos fótons nas misturas consideradas.

4.5.1 Elétrons ultra-relativísticos

Seguem os coeficientes obtidos para misturas em que os elétrons se encontram no 

regime ultra-relativístico.

Elétrons u ltra-relativ ísticos e não-degenerados e íons não-relativ ísticos e 

não-degenerados

Neste caso,

Ce «  1

e
Tne

Í = — L~ <  1 -Wlion
Efetuaram-se inicialmente expansões para Çe —!► 0 e posteriormente expansões 

para £ —> 0. Nenhum dos coeficientes assim obtidos depende do campo magnético, 

pois não aparecem os fatores /3(1), ..., /3(4).

* /  =  0 . 0 6 0 ^ 4 ,
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=  0.23 M f í l f  (ti
m e

4 m  =  0 1 2 í ^ í ! ( 2

m l

= _ 0 . 0 9 9 Í ^ C . 3,cmf

$ v = 0.25 n ec2rej-,

=  0 . i 2 ^ â í C e ,m e

<&VÍ/ =  0 . 0 4 8 ^ C e 2,m l

§ v m  = 0.0096— -^ C3,
crriç

n ' =  u M n' ker' iZy ,
'HlionÇe

í í "  = -18.72-"'*:e2T“ Z4Ç2C777,? ’lon̂ e

ü , n  _  2 3  „ f ' k f r l & e  
"  í m L  C l  ’

n  = — ~i?nií~~Õ ’° ''SonSe

n v  =  3.12 n «eTriZy ,
mionCe

ÜVI =  _ 4 8 2 £ ^ Ü
CmionQ 

ç ) V i i  =  R n e e 3 r ^ Z y 2

c2m l nQ  ’

n V / / / _  o fi, n ee4re t^ 6í 2 

-  ■2077, ̂ >e

No caso que está sendo analisado, os coeficientes 5>*y , íí*J e íl*v  são os mais 

importantes. De fato, dentro de cada um dos conjuntos
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[ft*7 , í r í í , í r m , í r ÍV], 

[n*v ,n * v í ,n * v" ,í í* v /í/],

a ordem de magnitude dos coeficientes diminui da esquerda para a direita de um 

fator multiplicativo coc,rei 1 .

Desta forma, é possível reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso 

como

Ve = 0 M 0 kTeine°2 J
z t

'Ce (V "T  -  ^ D U l j  + [0.25 n ec2re%]

X (fcrV CTae +  qeE°) ,

I a = 12.24
n ekeTeiZ 3( 2 

tTlionÇe
T
c2

V eT  -  - D U Í  ) + eiz 3e
TR-ionCe

(4.106)

3.12"'e" 'e* V  ( k T V aae +  çe£ T ).

(4.107)

Outra comparação que pode ser feita é entre os coeficientes associados ao fluxo de 

calor e os correspondentes coeficientes associados à lei de Ohm. De fato, analisando 

o módulo das razões entre os coeficientes dominantes e e deixando de

lado fatores numéricos chega-se a

/-3
<  1 ,

<  1 ,

e ¥ Ce3
nie^Cl1

/-N-/

z 4c4

e<S>v Ce2
m ec2Qy

rs_/

z 3e
pois se considera que no limite de elétrons ultra-relativísticos (e —>■ 0. Desta forma, 

no caso aqui analisado, os coeficientes associados à lei de Ohm são mais significativos 

que os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor.

Elétrons u ltra-relativ ísticos e não-degenerados e fótons

Neste caso,

Ca «  1 .

Efetuaram-se expansões para Ce —> 0. Nenhum dos coeficientes assim obtidos 

depende do campo magnético, pois não aparecem os fatores /3(1), ..., ó(4). Pode-se 

perceber ainda que, à medida em que a fração parcial dos elétrons x e diminui, o 

módulo de cada um dos coeficientes também diminui.



4.5 C oeficientes de transporte 58

§ n  -  .

<f>IH = -0.00038
e2Tçjknxe(7.4 — 0.92xe + 0.025a3)

$ IV = 0.00038

m 3(0.026ae -  0.28)3 *

e3Tçjknxe(0.024a:3 — 0.27ae — 0.83) 
ra3c(0.026ae -  0.28)3 ^-e ’

q V I I I

$ VH = - 0 .0 0 0 1

$ yí =  - 0 .

=  0.00010
m3c(0.026ae -  0.28)3

ü 1 =  —20e k x en ( eTej [—0.22a9107 +  0.20a3 107 -  440000ae +  17000a42 -  1200a48 

+39a44 +  0.56a8107 -  0.10a7 108 -  130000a:“  +  650000a4° -  0.56a8107 -  0.13a8108 

+0.10a4 108 +  0.14a8108 +  43000]/[me(-3 2  +  32a:8 +  95ae -  95a:3) 

x(15ae -  28)(x 5e -  15a:4 +  72a8 -  120a3 +  98ae -  30)2],

Ün  = —500r3y e2k x enC,l[0.22a9 107 -  860000a3 +  170000ae -  40000a43 +  4600a43 

-3 2 0 a44 -  0.44af 107 +  0.70a7107 +  220000a44 -  800000a40 +  1 1 a 45 +  0.26a8107 

+0.78a8107 -  0.52a4107 -  0.88a®107 -  14000]/[m3c(-3 2  +  32a8 +  95ae -  95a3) 

x(15ae -  28)3(a8 -  15a4 +  72a8 -  120a3 +  98ae -  30)2],

ÜHI =  -8 0 0 n aefcr8/ e8Ce3[0.22a®1044 -  0.25a3109 

+0.33ae108 -  0.53a421010 +  0.21a48104° -  0.68a44109 

—0.24a81041 +  0.20a7 1044 +  0.10a441044 -  0.17a4O1044 +  0.17a45109 

+0.11af IO10 +  0.78a81040 -  0.35a4 1040 -  0.14a81014 +  2 2 a 34
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- 2 3 0 0 0 0  +  3 5 0 0 0 x * 9 -  1 5 0 0 x f  -  5 0 0 0 0 0 x * 8 +  0 .4 5 x * 7 10 7 

—0.33X g6 108] / [ r a 3c2( —32  +  3 2 x 3 +  9 5 x e — 9 5 x 2) 

x ( 1 5 x e -  2 8 )3(Xg -  1 5 x 4 +  72x 3 -  1 2 0 x 2 +  9 8 x e -  3 0 ) 3],

ÇlIV =  -400nXeA:e4re4/ Ce4[0.75x®10lo+0.30x2108-0.70xel07-0 .2 5 x f l0 lo+0.11x^31010 

—0.39xg4109 -  OJOxflO10 + 0.50x71010 + 0.46x“ l010 -  0.65x*°1010 + 0.11x^5109 

—0.42x3108 + O.lOXglO10 -  0.15x4109 -  0.28x81010 + 33x21 +  34000xf 

-1 5 00x f -  410000Xg8 + 0.35Xg7107 -  0 .22xfl08 

+650000]/[m4c3(—32 + 32x3 + 95xe -  95x2) 

x(15xe -  28)3(x3 -  15x4 + 72x3 -  120x2 + 98xe -  30)3],

Q v  =  —4 0 [ n x ee r e/ ( 9 x 9 — 4 5 0 0 x 2 +  1 5 0 0 x e — 1 3 0 x 8 +  8 0 0 x 7 +  7 5 0 0 x 3 — 210  

+ 6 0 0 0 x 3 -  8 5 0 0 x 4 -  2 7 0 0 X g )(e/ [ m e( —32 +  3 2 x 3 +  9 5 x e -  9 5 x 2) 

x ( 1 5 x e -  2 8 ) ( x 3 -  1 5 x 4 +  7 2 x 3 -  1 2 0 x 2 +  9 8 x e -  3 0 )] ,

ÇlVI = -4 0 n x ee2Te2/ Ce2[(0.87x9107 -  0.32x2107 +  620000xe -  150000x*2 

+ 190 0 0 x f-1 2 0 0 x 44-0 .1 7 x 8108 +  0.29x7108 +  840000x“ -0 .3 3 x 4O107-5 6 0 0 0 + 3 3 x f 

+0.99x3107 + 32Xgl08 -  0.20x4 108 -  0.34x8108]/[cm2(-3 2  +  32x3 + 95xe -  95x2) 

x(15xe -  28)2(x3 -  15x4 +  72x3 -  120x2 +  98xe -  30)2],

Ü v n  =  -16 0 0 T g 3/ e3x enC3 [0 .3 3 x 9 10 1° -  0 .4 3 x 2 108 +  0 .5 8 x e 107 -  0 .7 3 x * 2109 

+ 0 .3 0 X g 3 109 -  0.93X g4 -  0 .9 3 x g 4 108 -  0 .3 3 x 81010 +  0 . 3 0 x j l 0 10 +  0 .1 5 x “ l 0 10 

—0 .2 4 X g °1 0 10 +  0 .24X g5 108 +  0 .1 8 x 3109 -  3 8 0 0 0 0  +  0 .1 3 x 8 1 0 10 

—0 .5 5 x 4109 -  0 .2 2 X g l0 10 +  3 x 21 +  4 5 0 0 x * 9 

— 1 9 0 x 20 -  6 3 0 0 0 x g 8 +  630000X g7 -  0 .4 8 x ^ 6 107] / [ m f c 2( - 3 2  +  3 2 x 3 +  9 5 x e -  9 5 x 2) 

x ( 1 5 x e -  2 8 )3(Xg -  1 5 x 4 +  7 2 x 3 -  1 2 0 x 2 +  9 8 x e -  3 0 )3],

ÜVHI = -800rg4/ e4xenC4[0.13x910lo +  0.22x2107-650000xe - 0 .4 0 x f l0 9 +  0 .18xfl09
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- 0 .6 5 x * 4108 -  0 .1 2 x f l0 * °  +  0 .8 5 x 7109 +  0 .7 5 x * * 1 0 9 -  0 .1 1 x * °1 0 * °  +  0.18a;*5108 

+ 0 .1 8 x 3 107 +  6 5 0 0 0  +  0 .1 8 x 5 109 -  0 .4 1 x 4 108 -  0 .4 5 x f l 0 9 +  9 x 21 

+ 7 5 0 0 x * 9 -  3 5 0 x f  -  80000a;*8 +  600000a;*7 

- 0 .3 8 x * 6 107] / [ m 4c3 ( - 3 2  +  32a:3 +  9 5 x e -  9 5 x 2) 

x ( 1 5 x e -  2 8 )3 ( x 5 -  15a:4 +  72a;3 -  1 2 0 x 2 +  9 8 x e -  3 0 )3].

Assim como no caso anterior, aqui também os coeficientes $*7, #*v , íl*1 e fl*v 

são os mais importantes. De fato, em cada um dos quatro conjuntos de coeficientes

[$*í , r í7 , r m , r ív ], 

[d*7, n*77, r r 777, n*IV], 

[n*v ,n*v i ,çi*v i l ,n*v i n ],

a ordem de magnitude cai de um fator multiplicativo 0JciTejCe C  1 da esquerda para 

a direita.

Desta forma, é possível reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso 

como

<?e = 0 .0 7 7
c2knxeref ] T  n TT(r\  [n n x ec2ref

0 .0 2 6 x e -  0 .2 8
V CTT -  ^ D U [  \  - 0 .0 7 0

0 .0 2 6 x e -  0 .2 8

x (k T V °a e + qeE a) , (4.108

I a = -  {20efca;enCeTe/[-0.22a:9 107 +  0.20x2107 -  440000xe +  17000a;*2 -  1 2 0 0 x *3 

+39x*4 +  0.56x8107 -  0.10x7 108 -  130000a:** +  650000x*° -  0.56xfl07 -  0.13x5108 

+0.10x4 108 +  0.14Xgl08 +  43000]/[m e(-3 2  +  32x3 +  95xe -  95x2) 

x(15xe -  28) (x5 -  15x4 +  72xf -  120x2 +  98xe -  30)2]}

X -  l DUl )

-  {40[nxeere/(9x9 -  4500x2 +  1500xe -  130x8 +  800x7 +  7500x3 -  210
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+6000*2 -  8500a£ -  2700*2)Ce]/[me(-3 2  +  32*2 +  95*e -  95x2e) 

x(15*e -  28)(x* -  15*2 +  12xl  -  l20xl +  98*e -  30)]}

x (k T V aae +  qeE c) . (4.109)

Para comparar entre si os coeficientes associados à lei de Ohm e ao fluxo de calor, 

pode-se efetuar as divisões /Cl1 e <f>v /£lv . Para obter uma primeira aproximação, 

tomaram-se os módulos de cada coeficiente, desprezaram-se fatores numéricos e a 

complexa dependência em x e:

m ec

v

m, >c2Clv

»  1 ,

»  1 ,

pois no caso de elétrons ultra-relativísticos, Ce 0. Deste modo, para este caso os 

coeficientes associados ao fluxo de calor são mais significativos que os correspondentes 

coeficientes associados à lei de Ohm.

E létrons u ltra-relativ ísticos e com pletam ente degenerados e íons 

não-relativ ísticos e não-degenerados

Neste caso,

Ce

Xp1 <  1 ,

Tíle
c =  — -  «  1 .m ;

Efetuaram-se inicialmente expansões para xj.1 «  a (e —> 0  e posteriormente ex­

pansões para £ —> 0. Apenas o coeficiente í lv n  depende do campo magnético, através 

de /5(2).

=

16 Xp(em^C57TTelk
Y  P  ’
32 x^p^em^TTeT^k

" Y  h3 ’
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* l l l  _  6 4  x 2FÇem ec3ne2T^k
3 h3

IV _  16 x FCeC2Tre3T^k
“ 3 h3
*  Y i  ̂ n eTeí'

=  2  xf. ’

$V7 =  1 cneerei
2  m ex̂ F ’

v í/ =  3 n ee2T3t 
2  m lx F ’ 

^ y / / 7  _  1 n ee3Tg{
2  cm \x7F ’

_  16 Teik x 3FCeTTneemfonc3( 2
nh3

ç^ll  ̂^ T^ knrít.Tíjj  16 T2ik x 3F(en n ee2m ionc2Ç2Z
3 nh3

Çl111 =
IU _  128 e3n eÇ37r3x2F(ekT3icZ3

3 /i3nr3

ÍV _  16 e4n Ê̂7Tx'jp^ekr^Z 2
3 h3m ionn 

i„ _  Z en 2eTei 
YR'ion'ft'

0 VÍ =  4 e n êretZ S 7r
cm2onnT2

ÇfVii _  Z 4T3in le50(2) t 
xFnc4mf0n

Vffl e4nl rei^4ÜVU1 =
ncPmf^ton

Novamente os coeficientes $*v , í l*7 e Í7*v são os mais importantes. De fato, 

analisando cada um dos quatro conjuntos de coeficientes

$ * í í í 5 $*ÍV],

[ÍTJ, fl*7í, ÍT 777, ÍT /V],
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[çi*v ,n*v i ,a*v i l ,n*v in ],

a ordem de magnitude cai de um fator multiplicativo u ciTei/x p  C  1 da esquerda 

para a direita nos dois primeiros conjuntos de coeficientes, enquanto que nos dois 

últimos (os que se relacionam à lei de Ohm) a análise é um pouco mais delicada. 

Mesmo assim, observando as dependências emeociTei <  1 e especialmente em xp  1, 

pode-se concluir que Cl*1 e fl*v  são os termos dominantes. Desta forma, é possível 

reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso como

16 XF(em lc5TTTeik
h3

V °T r D U i  +
1 c2neTei

X I

x (k T V aae +  qeE a) ,

I a =
16 Teik x p (eirneem2onc3Ç2 
3 nh3

V aT  -  - D U ?  +
Z en2eTei

(4.110)

(4.111)x (k T V aae +  qeE a) .

Efetuando as divisões e <f>v /f fv em uma primeira aproximação, tomaram-

se os módulos de cada coeficiente e desprezaram-se fatores numéricos, de modo que

>  1 , 

«  1 ,

xpn
rrie&Çt1 n e

e $ v n
m ec2Çlv ZXprieÇ

pois no caso de elétrons ultra-relativísticos, xp  —»• oo. Deste modo, para este caso 

o coeficiente de condutividade térmica é mais significativo do que o coeficiente do 

efeito termo-elétrico, enquanto que no caso dos coeficientes associados ao gradiente 

de potencial químico (X7uae) a situação se inverte: o coeficiente de condutividade 

elétrica é mais significativo do que o coeficiente do efeito eletro-térmico.

Elétrons u ltra-relativ ísticos e com pletam ente degenerados e fótons

Neste caso,

Ce «  1
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Efetuaram-se expansões para Xp1 & a (e —>• 0. Novamente nenhum dos coeficien­

tes obtidos depende do campo magnético, pois os fatores / ? ( 1 ) , / ? ( 4 )  estão ausentes; 

além disso, à medida em que x e diminui, o módulo dos coeficientes relacionados ao 

gradiente de potencial químico (V^Oe) também diminui.

j  _  16 c^x^CeJcTejirml
~ T  Ã5 ’

u  _  32 c4m 2ex3F(eirT2f ke
=  ’

u i  _  64 e2ÇeXpkTgjTvc3m e
~  Y  h3 ’

JV _  16 c2kxF(eT4f e3F
~ T h3 ’

II•©* 1 xen re/C2

2 X/r4 ’

1II 1 cref 2exen
~ 2 m ex F5 ’

§ VH = 3 ref 3x ene2
2 xF6m e2 ’

§ VIU = 1 n xee3ref 4
2 xF7m 3c ’

n I  _  16 Tef X 3F ( ek 7 r e m 2ec 3 ( 1 -  xe)
~  3 fi3 ’

n// _ 4 T2f x2F(ekTre2c2me(4 -  4xe — xFÇexe)
=  3 P  ’

r> /// _  4  ( XF<^eXe +  12;Ee -  1 2 )r e3/ A:xFCe7re3c  
“  3 Ã5 ’

ÜIV =  ~ Ç ekT*f eAn[(x3FC,txl + 20x4FÇ*x5e

- 20x4FÇ4x4e + 208x5ex3F ( 3 -  4 1 6 *e4 Ce3 +  2 0 8 x 1 c3 ®3 +  1 6 0 0 x 3 x^Ce -  4 8 0 0 x^xK e

+4800x3x^Ce - 1 600x3xK e +  7680x® X F(e-  30720x j x F( e +46080x3x F(e-  30720x3xFCe

+ 7 6 8 0 x K e ® e  +  6 1 4 4 x 3 -  3 0 7 2 0 x *  +  6 1 4 4 0 x 3 -  6 1 4 4 0 x 3 +  3 0 7 2 0 x e -  6 1 4 4 ) ] /  

[(-1  +  X e ) ( — 4 +  4xe +  X F C e ® e ) 3 » ^ e f i 3] ,

_  1 Tefexen(4 + xFÇex e -  4xe)
A ’4 meXF
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q VI _  1 r ;/ e‘exen(4 +  x FÇex e 
~  4 m lcxp

ÜVH = -
1 T*je3x en (4 +  x F(ex e -  4xe)

m 3c2x 3F

ÜVUI =  —- ^ - r e4/ e4a;en[(4 +  xFÇex e -  4xe)(-9216x2xF( 2 +  36864x3Xp.Ce2 
25o 

+179200x3xFCe -  358400x4xFCe +  358400x3xFCe -  179200x2x FCe -  16xFCeXe 

—9216XgXF ĝ +  XgXFCg +  48XgXFCe — 96xF£gXg +  48xF C4Xg 

+2496x 5ex 3FÇ3 -  2496x4x3 (e3 +  8Z2x3F( 3x 3e +  36864x^^Ce2 -  55296x44C e  

+98304xe +  16xfxF£g — 8Z2x®xF( 3 — 35840Xg£FCe +  35840xF£e2:e 

—245760a;2 +  98304xg -  245760a;4 +  327680xf -  16384a;3 

-16384)]/[m 4c3( - l  +  x e)3( - 4  +  4xe +  a;FCea+)3z F]-

Os coeficientes $*7, <5* ,̂ Q,*1 e Q*v são os mais importantes. De fato, em cada 

um dos quatro conjuntos de coeficientes

[3)*  ̂$ * J / 7 $*íy ]?

[ D ^ í r ^ r r ^ í r ^ ] ,

[ÍTV, Ü*VI, tt*v n , ÍT v i n ],

a ordem de magnitude cai de um fator multiplicativo u clrej / x F <C 1 da esquerda 

para a direita.

Desta forma, é possível reescrever o fluxo de calor e a lei de Ohm para este caso 

como

€  =
16 C XFÇekTefTTm'

h 3
T
7

V eT  -  — DU[ ) +
1 x enTefC2
2 x F 4

r  =

+

16 TefXFÇeknemlc3(l — x e)
y  y

1 r e/eæen(4 +  x F(ex e — 4xe)
4 m exF

(k T V cae + qeE ° ) , 

(4.112)

V*T -  ^ D U £

{k T V °a e +  qeE c) . (4.113)
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Para comparar entre si os coeficientes associados ao fluxo de calor e à lei de Ohm, 

pode-se efetuar as divisões &1 / f l 1 e 4 >v / í í y . Para obter uma primeira aproximação, 

tomaram-se os módulos de cada coeficiente e desprezaram-se fatores numéricos, de 

modo que as razões são dadas por

e ¥
m ec2ÜJ

e $ v 1

m ec2í l v _3Xp

X p \  1 ,  

«  1 ,

pois no caso de elétrons ultra-relativísticos, xp —> oo. Deste modo, para este caso o 

coeficiente de condutividade térmica é mais significativo que o coeficiente do efeito 

termo-elétrico, enquanto que para os coeficientes associados ao gradiente de potencial 

químico ( V X ) ,  a situação se inverte.

4.5.2 Elétrons não-relativísticos

Simplificações muito significativas são possíveis para os casos de misturas com elé­

trons não-relativísticos, cujos coeficientes em geral dependem dos parâmetros /?(1 ), 

..., /3(4). Para isso, basta considerar (4.98) a (4.101) e, para facilitar eventuais 

comparações de ordens de grandeza dos termos que compõem cada coeficiente, 

escrever

J3(n) = (cB)n/3*(n) (4.114)

e considerar que a equação (4.97) fornece

(4.115)

Os coeficientes obtidos pelos programas foram submetidos a tais simplificações. 

Para não estender desnecessariamente esta dissertação, optou-se por mostrar aqui 

somente os coeficientes já  simplificados.

Elétrons e íons não-relativ ísticos e não-degenerados

Neste caso,

Ce >  1
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m e
f  ~  <  1 -

rm%on
Efetuaram-se inicialmente expansões para (e oo e posteriormente expan­

sões para £ —*■(). Pode-se observar que todos os coeficientes dependem do campo 

magnético através de 1 ), /3(4).

q I = _ 5 ^ K e j W ( 4 ) ^ 5

ÔJ7 _  r T!iknee5( - P ( 4) + fl(l)ft(3)) 5
ton

Q in  =  5Tfikn ee5{ -P (  3) +  /3(l)ft(2)) 5 

$ /v  =  5 r ê r e ee5 ( ^ ( l ) 2 ~ /3(2 ) ) ^ _ 5

™ L c3

v =  635re6-nee5/?(l)/?(4) 5

8  rn%n(?Q C ’

VJ =  635 r*.nee5 (ff(4) -  ff(l)ff(3)) 5

8  m ln<?Q Ç ’
y n  =  635 T^nee5(/3( l)/9(2) -  ft(3)) 5

8  mL^Ce2 C ’
yVm = 635r£nee5(/3(l)2 -f f (2 ) )  5

8  m L c 3 C2 Ç ’

q I _  J _ e V f c r J Ç e ^ W ( 4 ) 6
16 c5m l. 5 ’ion

0 li  _  1 e6 nefcrêÇe(^(l)^ (3 ) -  /3(4)) 6

16 c5mL 5 ’ton
0 m  _  1 e6nefcre6-Ce(^ (l)^ (2 ) - ^ ( 3 ) ) ^ _ 6 

16 c5mfon ^ ’

0 /v =  1 e6nefcT«-Çe(/?(l) 2 - f f ( 2 )) 6

16 c5mL 4 ’ton

v  _  1 n ee6Tê ( l ) / ? ( 4 ) ^_6 

16 c3m?on f  ’

0 v /  _  1 n ee 6r £ ( /? ( l ) f f ( 3 )  - f t ( 4 ) )  6

16 c5m®on Ç ’
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n v ii  = 1 nee6Tê (/3(l)/3(2) -  (3(3) ) , _ 6

16 c5min

ü v m  =
16 c5mf.

Neste caso, todos os coeficientes dependem do campo magnético, através dos 

parâmetros ..., /3(4). Uma análise dos conjuntos de coeficientes

[n*7, n*7í, n*íjrz, 

[n*v ,Q,*VI,n*v n , w VI11},

revela neste caso que não se pode destacar alguns coeficientes como sendo os do­

minantes. De fato, cada um dos conjuntos se compõe de coeficientes de mesma 

dimensão.

Para comparar os coeficientes relacionados ao fluxo de calor com os correspon­

dentes coeficientes da lei de Ohm, optou-se por analisar as razões & /Q,1 e $ v /Q,v , 

sujeitas às mesmas simplificações já  citadas anteriormente:

<  1 , 

<  1 ,

e ¥ 1

meC2^!1
rv-i

Cê

e$ y r 1

m ec2Qv Q
pois no limite de elétrons não-relativísticos, (e —¥ oo. Desta forma, neste caso os 

coeficientes de condutividade associados à lei de Ohm são mais significativos do que 

os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor.

Elétrons não-relativ ísticos e não-degenerados e fótons

Neste caso,

Ce >  1 .

Efetuaram-se expansões para Ce oo. Neste caso, todos os coeficientes que 

aparecem na lei de Ohm dependem do campo magnético; o mesmo não acontece com
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os coeficientes associados ao fluxo de calor. Pode-se ainda observar que o módulo de 

todos os coeficientes diminui à medida em que x e se aproxima de zero.

* /  4 5  7 2$  =  — x enkTefc ,

TT x en k r 2fec
=  40— eJ — ,

m e

n i  _  11 b x en k r ^ e 2 
~ ~ 2  m l  ’

^ IV _  45 x enkr*f e3
2  cm

y _  35 n x eTejc2 
- _ 2~ Ce ’ 

... n x er 2fec 
=  35 e/  -, 

m eÇe 

foVii _  115 n x eTeje  
2  m*Ce ’, = 35 n x e r ^ e 3

2  m f c C e  

1 7-e/®er«'e6fcn^ ( 4 )^(l)C
4
e

2 ’256 c5m f7T2(l — x e)

_  1 fcnre4/ e2^ ( e 4r^(^(l)/?(3) -  ft(4)) +  167r4m 4 c4)Ç4

256 c5ra®7r2r 2 ( l  — x e) 2

~ 777 =  1 e6T?f T?iX4ekn(l3(l)/3(2) ~/3(3))Ç4 

256 c5m®7T2(l — x e ) 2 ’

7V 1 T?f x*e4kn(8n2m 2ec2 +  e 2r 2 ( £ ( l ) 2 -  /?(2)))Ce4
ÜJV =

256 c5m f7r2(l — x e ) 2

_  1 a;4ne6r 4/ r 2 ^(l)/3(4)Ce3

256 c5mg7T2(l — x e ) 2

a y j  =  1 a:4 ne2r 4/ (e4 r 4 (^(l)/3(3) -  /3(4)) +  167r4m 4c4 )Ce3

256 c5m f7T2r 2(l — x e ) 2

n v / / =  1 x í ne*Tí f T*(P( 1 )^ (2 ) ~^(3))Ce
256 c5m®7r2(l — x e ) 2 ’

3̂I X ,/ÍC / _ rl O/l //6-C T C /..ML/lll — U l I I K
fi

1 x4ne4r 4/ (87r2m 2c2 +  e2r 2 ( ^ ( l ) 2 -  /?(2)))Ce3

256 c5mf7r2(l — æe)2
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Neste caso, é necessário fazer uma distinção entre os coeficientes associados ao 

fluxo de calor e os coeficientes relacionados à lei de Ohm. De fato, os coeficientes 

associados aos conjuntos

são tais que e são os termos dominantes; em cada conjunto, da esquerda para 

a direita os coeficientes são cada vez menores, por um fator multiplicativo wc,re/  1 . 

Assim, o fluxo de calor pode ser escrito como

<fe = f  x-nkT” *‘
35 n x e Te/ c 2 

T  Ce

(4 .1 1 6 )x (kTW a ae +  qeE ° ) .

Quanto aos coeficientes associados aos conjuntos

[ í r ^ í r ^ í r ^ f r ^ ] ,

são todos de mesma ordem, dentro de cada conjunto.

Para comparar os coeficientes associados ao fluxo de calor e à lei de Ohm, pode-se 

analisar as razões & /Cl1 e Com as simplificações já  mencionadas anterior­

mente, e definindo os fatores adimensionais

r (i) =

/T(4) = m
(c s r

(4.117)

(4 .1 1 8 )

chega-se a
e ¥ r̂ j (1  -  Xe) 2

rrie&Çt1 Ç*xlf3*(l)/3*(4)(uciTef)3

e$ y (1 - Z e ) 2

m ec2fiy Cea:e^*(1 )/5*(4 )(üJciTeff «  1 ,

pois no limite de elétrons não-relativísticos, (e —>■ oo. Desta forma, os coeficientes 

associados à lei de Ohm são mais significativos que os correspondentes coeficientes 

associados ao fluxo de calor.
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Elétrons não-relativ ísticos e com pletam ente degenerados e íons 

não-relativísticos e não-degenerados

Neste caso,

Ce »  1 ,

Xpl >  1 ,

TTle
£ =  —  «  1 .

^ io n

Efetuaram-se inicialmente expansões para Xp1 ~  a (e —> oo e posteriormente 

expansões para £ —¥ 0. Pode-se observar que, com a exceção de todos os

coeficientes obtidos dependem do campo magnético.

= 512^ e 5^F»e-rêCefc/3( l)/?(4) 4
c3 m? ’ion

Qíi =  512Ze5neT*(ekx9p(l3(4) -  /?(l)/?(3)),_4

ô 777 _  c1 0 ^ e 5^ n er êCefc(^(l)^(2 ) ~ ^ ( 3 ) ) ^ _ 4

c3mfon 4 ’

$ 7v =  5 1 2 Ze5 4 .ner£Çefc(ff(l) 2 -  /3(2)) 4

c3m? ’

=  4096£ £ í ? ! h z M M i l r ->£ - 4

(^roL

$V7 =  1 0 0 6 Ze5 affnerg(ft(l)/?(3) ~ r 4
c3m l„ ’

$ V/J =  iQQ6 Ze5a:^ ner^ ^ ( 1)/?(2) ~  /̂ C3))^

$ v jj /  _  m f>fi'^e5a:̂ 2neT^r^ ^ ^ ^ 2 ~  4
* ’

o /  =  1 n 2 e5fcÇerĉ ( 4 )  7

4 0 9 6  XpTeiZ 2c4mr6mfon

O 77   1 Çek e 5n 2er ^ ( 3) 7

4 0 9 6  x^ reiZ 2c4m :6m^on

r y l l l  _  1 n l e5k Ç e l~ á /3 {2 )  £-7
4 0 9 6  x | . r eíZ 2c4n7r6m fon
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ü iv  _  1 Ceke4n2eTe6- 7
4096 XpTçic3n Z 3iT6rntn,

ü v = i  T ^ n i m m  r - 9

131072 x \ Z 3â n T l ^ 8m\on

Qvi = 1 e ^ f r3 ( l( l ) /? (3 ) - /? (4 ) )  9

131072 x \ Z 3é>nrli'K8m\on ’

qVJ/ _  1 r a e6ne(/^(-*-)/^(^) ~  ^(^)) r̂-9
131072 XpZ3c5nT^Tr8mfon

q v i u  _  1 nee6r i|( /? ( l ) 2 — /3(2)) 9

131072 x9FZ 3c ,n r 3iTrsm^on

Neste caso, cada um dos conjuntos de coeficientes

[<ry ,$ * y í ,< ry / / ,< ry /í /], 

[n*J, si*íjr, n*777, n*rv],

[D*y , 0 *y í , f r y / / , í r y //í],

se constitui de termos de mesma ordem de grandeza. Não é possível determinar 

os termos dominantes. Desta forma, o que resta a fazer é comparar entre si os 

coeficientes associados ao fluxo de calor e à lei de Ohm, através das razões

<  1 ,
n Z 3£ 3 x jr5/?* ( 1 ) ( 0üci Tei )7

rrieĈ Q1 TIq

e $ y n Z 4x2p£>4
m ec2Çlv n e «  1 ,

pois para elétrons não-relativísticos, xp  —>• 0. Deste modo, os coeficientes associados 

à lei de Ohm são mais significativos do que os correspondentes coeficientes associados 

ao fluxo de calor.

Elétrons não-relativísticos e com pletam ente degenerados e fótons

Neste caso,

Ce »  1
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e

X p 1 >  1.

Efetuaram-se expansões para Xp1 ~  a ( e —>■ oo. Todos os coeficientes relacionados 

à lei de Ohm dependem do campo magnético, ao contrário dos demais coeficientes. 

Além disso, com exceção dos coeficientes de condutividade elétrica (i.e., Qv , ..., 

Çlv i n ) o módulo dos coeficientes diminui quando x e se aproxima de zero.

=  x eCekrefnc2, 

=
// -js çÇçkTg jTlúC

m e
u i  _  XeÇekT*f ne2

rríl

IV x eCekT f̂ ne3$ IV =
m^cr> ?

^ n x eTefXpC2,

v/ _  1 nxer 2f expC 
2  m e ’

VII _  3  n x er 3je 2xp
~ 4  m* »

V I I I  _  1 n x er 4f e3x 4F

4 m 3c ’

_  1 k ( en x eTej 2eeTci4l3 (l)/3 (4 ) ( - 1  +  x e)
1024 x p 6c57r4m e6

„  _  1 kÇen x eT2f e2(-167r4c4m 4 +  e4r^(/3(4) -  ff(l)/?(3)))(l -  x e)
1024 x |.c57r4mf

n ///  = ___1 kÇen x eT2f e6T^(0(3) -  ft(l)/?(2))(l -  xe)
1024 XpCsir4m,G ’

1 kC„nx*.T2re4T2(—Rc2m.2 ir2
a IV =

IV _  1 kCen x eT2f e4r ^ ( -8 c 2m 2eTr2 +  e2r^/3(2 ) -  e2r ^ ( l ) 2)(l -  xe)
1024 x^c57T4m®

 ___ 1_ re/2e6n rej4^( 1)^(4) (1 -  x e ) 2
■9/’ /o5/7r4/y-)o ̂ 62048 x p 9(ec5ir4m

(e4T4-(ff(l)ff(3 )-/3 (4 ))4  
2048 x|.CeC57r4m'

 1 Te2 .e2n(e4 r 4-(^(1)^(3) -  0 (4)) +  167r4c4 m4)(l -  xe ) 2
?
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ÜVII =
1 'Te/e6n rC1 ( 1 -  æe)2 (/3(l)^(2) -  /3(3))

2048 x fCeC57T4m 6

DV777 =
1 r e2/ e4n r 2 .( l  -  x e ) 2(e 2r 2 ( /9 ( l ) 2 -  /3 (2 ))  +  8 c2m 27r2)

2048 a:̂ CeC57r4mf

É conveniente analisar inicialmente os coeficientes associados ao fluxo de calor, 

ou seja,

<è>*/ 7 5 $*ÍV],

Neste caso, os coeficientes mais importantes são 4>*7 e $*v . Dentro de cada con­

junto de coeficientes, da esquerda para a direita os sucessivos coeficientes diminuem 

por um fator u>dTef  <C 1. Desta forma, pode-se reescrever o fluxo de calor como

'1
<fe =  [xe(ekrefnc2] ( v ' T - ^ D U í )  +

x (kTV^de + qeE c) . 

Quanto aos coeficientes associados à lei de Ohm,

-nxeTefX4Fc2

(4 .1 1 9 )

[ í r 7 , í r 77, r r 777, í r 7y],

[D*y , íT y / , ü*v n , Çl*v i n ],

em cada conjunto de coeficientes, não há diferença de ordem de grandeza. Pode-se 

apenas comparar os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor e à lei 

de Ohm através de razões entre $ 7 e fí7 e entre 4>y e í)v :

e$ 7

m ec20 7

x\
/3*(l)/?*(4)(xe -  1 ){uJciTef)

m ec2Vlv
x ex P

« 1 ,/3*(l)/9*(4)(xe -  l ) 2(o>ciTef)  

pois no limite de elétrons não-relativísticos, xp  —> 0 . Desta forma, os coeficientes 

associados à lei de Ohm são mais significativos que os correspondentes coeficientes 

associados ao fluxo de calor.



Capítulo 5 

Considerações finais

Neste trabalho, obtiveram-se os coeficientes de condutividade térmica e elétrica e 

os coeficientes associados a efeitos cruzados para misturas de elétrons com fótons 

ou íons de carga Z  1 , submetidos a campos eletromagnéticos. Por razões de or­

dem prática, os coeficientes apresentados correspondem a certos limites importantes 

calculados com ajuda computacional. Tais limites se referem aos casos de elétrons 

não-relativísticos ou ultra-relativísticos e não-degenerados ou completamente dege­

nerados.

Para proceder a uma análise dos coeficientes, levam-se em conta novamente as 

expressões para o fluxo de calor e a lei de Ohm:

ql = +  $ n B l  +  +  ¥ v B ^ B ^ B TV} ^ V T  -  ^ D U l j

+ [$v 6 l  +  +  4>v n B \ B +  ^ VIIIB \ B ^ B \ ]  { k T V vat +  qeE v) , (5.1)

r  =  [íM * +  n n B l  +  Üi n  B ^ B ^  + ÜIVB ^ B ^ B l ]  ( v ^ T  -  

+ [nv S l  + ÜVIB l  +  Üv n B ^ B ^  +  í lVIIIB ^ B tir B T1/] { k T V vae +  qeE v) . (5.2)

Para facilitar a comparação entre

• Coeficientes de uma mesma lei (i.e., fluxo de calor ou lei de Ohm) e associados 

aos mesmos gradientes;

• Coeficientes de leis diferentes, mas associados aos mesmos gradientes,
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pode-se reescrever (5.1) e (5.2) como

ql =  +  $*n B*l + $*IUB ^ B * »  +  $ m I V ( v " T  -  ^ D U ^ j

+  [$*v 5au + $*VIB*l +  $*VIIB ” B Z  + $*v i n B*lB*»B*l] (fcrV "ae +  qeE u) ,

(5.3)

r  =  [íi*l6°v +  n*n B*i +  ç r i n B*iB*» + n*IVb* ib*»b*i\  ( v ut  -  ^ D u ^ j  

+  [n*v s \  +  ü*v i b * i  +  c r VIIB*iB*$ +  a*VHIb*ib*»b*i}  ( +  ' ) .

(5.4)

Pode-se resumir a análise dos coeficientes obtidos comentando algumas carac­

terísticas de cada uma das misturas consideradas:

• E létrons u ltra-relativ ísticos e não-degenerados e íons não-relativísti- 

cos e não-degenerados: Nenhum dos coeficientes ..., ÇlVHI depende do 

campo magnético; os coeficientes relacionados à lei de Ohm são mais significa­

tivos que os correspondentes coeficientes associados ao fluxo de calor;

• E létrons u ltra-relativ ísticos e não-degenerados e fótons: Nenhum dos 

coeficientes 3>7, ..., ÇlVHI depende do campo magnético; os coeficientes associa­

dos ao fluxo de calor são mais significativos que os correspondentes coeficientes 

associados à lei de Ohm;

• E létrons u ltra-relativ ísticos e com pletam ente degenerados e íons não- 

relativ ísticos e não-degenerados: Somente o coeficiente ÜVI1 depende do 

campo magnético; os coeficientes de condutividade térmica são mais significa­

tivos que os correspondentes coeficientes associados à lei de Ohm; para os coefi­

cientes de condutividade associados ao gradiente de potencial químico (V^Oe), 

a situação se inverte;

• E létrons u ltra-relativ ísticos e com pletam ente degenerados e fótons:

Nenhum dos coeficientes ..., ü v n i  depende do campo magnético; assim 

como no caso anterior, os coeficientes de condutividade térmica são mais sig­

nificativos que os correspondentes coeficientes associados à lei de Ohm; para
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os coeficientes de condutividade associados ao gradiente de potencial químico 

(VCTae), a situação se inverte;

• E létrons e íons não-relativ ísticos e não-degenerados: Todos os coefici­

entes f l v in  dependem do campo magnético; os coeficientes associados 

à lei de Ohm são mais significativos que os correspondentes coeficientes asso­

ciados ao fluxo de calor;

• E létrons não-relativ ísticos e não-degenerados e fótons: Os coeficientes

não dependem do campo magnético, enquanto que os coeficientes 

associados à lei de Ohm dependem do campo, através de (5(1) ,. .. ,  /5(4); os coefi­

cientes relacionados à lei de Ohm são mais significativos que os correspondentes 

coeficientes do fluxo de calor;

• E létrons não-relativísticos e com pletam ente degenerados e íons não- 

relativ ísticos e não-degenerados: 0  único coeficiente que não depende do 

campo magnético é Í2ív ; novamente, os coeficientes associados à lei de Ohm 

são mais significativos que os correspondentes coeficientes relacionados ao fluxo 

de calor;

• E létrons não-relativísticos e com pletam ente degenerados e fótons: Os

coeficientes ..., § v i n  não dependem do campo magnético, enquanto que 

os demais coeficientes dependem; mais uma vez, os coeficientes associados à lei 

de Ohm são mais significativos que os correspondentes coeficientes associados 

ao fluxo de calor.

Numa análise dos coeficientes que foram obtidos, um dos aspectos que se nota 

com mais clareza é o fato de que no regime de elétrons ultra-relativísticos, quase 

nenhum dos coeficientes depende do campo magnético através de /3(1), ..., /3(4). No 

caso de elétrons não-relativísticos, a situação é inversa, ou seja, praticamente todos 

os coeficientes incluem os fatores /5(1), ..., /?(4 ).

Outra característica interessante é que para elétrons não-relativísticos, os coe­

ficientes de condutividade associados à lei de Ohm apresentaram-se sempre mais
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significativos que os correspondentes coeficientes de condutividade associados ao flu­

xo de calor.

Por último, considerando a possibilidade de seqüência do trabalho, deve-se le­

var em conta que certos procedimentos matemáticos utilizados neste trabalho - tais 

como a inversão de tensores e o uso do teorema de Cayley-Hamilton num espaço 

quadridimensional que admite a métrica de Minkowski - são úteis para o estudo da 

viscosidade de cisalhamento, obtida a partir da equação (4.69). Provavelmente não 

serão necessárias modificações muito significativas nos programas utilizados para o 

estudo do fluxo de calor e da lei de Ohm.



Elem entos de m ecânica  

relativística

A pêndice A

Reúnem-se aqui algumas definições e resultados da mecânica relativística que foram 

utilizados ao longo desta dissertação.

A .l  A lgum as defin ições

A v eloc idade  de uma partícula é definida em termos do quadrivetor

dxa
«■ =  - 3 P  (A.1)

tal que uaua =  c2. Na equação acima, dr = dt^J  1 — v2/c2 é a diferencial do tempo 

próprio; além disso, (x“ ) =  (x°,x), sendo x° = ct.

0  quadrivetor aceleração  é definido como

dua
u a =  (A.2)

dr

Em termos da massa de repouso m  de uma partícula, o quadrivetor q u a n tid ad e  

de m o v im en to  é definido como

Oi Oip = mu  , (A.3)
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e suas componentes contravariantes são

/ I me m v  \ , n -* / *

0  quadrivetor fo rça  é definido através de
dpa du01 N

K  =  —j— =  m —— =  m u  , (A.5)
a r  a r

sendo K a conhecido como força de Minkowski. Como uaua = c2, pode-se verificar

que a força de Minkowski é ortogonal à quadrivelocidade e ao quadrimomento, ou

seja,

K aua =  0, K apa =  0. (A.6 )

A .2 Invariantes de Lorentz na teor ia  c in ética

Se A a é um quadrivetor,

Á a = ApA13 (A.7)

e o elemento de volume no espaço quadridimensional gerado pelo quadrivetor é um 

invariante escalar, pois

d A ^ d Á 1 d Á 2 d Á 3 = \J\dA°dA1dA2dA3 (A.8 )

e pode ser verificado que para esta transformação o Jacobiano é igual a 1 .

Em teoria cinética é comum encontrar razões como dA ídA2dA3/A°. Pode-se 

mostrar que essa razão é um invariante escalar, ainda que o seu numerador não o 

seja.

Para maior facilidade de cálculo, considera-se aqui o caso de dois sistemas inerciais 

de referência, R  e R ', de modo que R' se desloca com velocidade de módulo v em 

relação a R, sendo essa velocidade na direção do eixo x (cf. figura A .l). A matriz

Aß neste caso se reduz a

A% =

(
7 - 7  ~c 0 0

V

- 1 c 7 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

\

(A.9)
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Figura A.l: 0  referencial inercial (x ,y  , z  ) se afasta do referencial inercial (x ,y ,z )  

com velocidade v.

ou seja,

Á °  =  A xv /c  _  A1 A°v/c  ^ , 2 _  ^ 2  ^ , 3 _
y / l  — U2 /c 2 ? y / l  — V2/c2 ?

A transformação de (A1, A2, A3) para (A*1, A<2, A*3) é tal que

dAl dA2dÁ* = \J \d Á l d Á 2d Á z,

sendo J  dado por

J  =
7

0

0

> c d A 2

i

o

' c d  A 3

0

1

(A. 10)

(A .ll)

H cô A 1/ '

Supondo que o produto A aA a é constante, e utilizando a propriedade

a ^  = a A a "

chega-se a

d A'* a d A'i

dA° A x 
d A l ~  ~  A /

(A.12)

(A.13)

(A-14)
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0  Jacobiano da transformação, com o auxílio das equações anteriores, pode ser 

escrito como

J  =  (A-15)
^-0

assim a equação (A .ll)  implica que a razão considerada é de fato um invariante 

escalar:
dA1dA2dAz d Á H Á 2d Á z _
— 4 Õ—  =  j r 0 ■

Como já  foi mencionado no início do capítulo 2 , o estado do gás no espaço de 

fase jj, e num referencial inercial R  é caracterizado por uma função de distribuição 

f ( x , p , t), de modo que o número de partículas do gás contidas no elemento de volume 

dp(t) = <Rxdzp é

N(t) = f(x ,p ,t)d(x(t).  (A.17)

O número de partículas contidas no elemento de volume dfi(t) = dzxdzp é um

invariante escalar. Além disso, como o quadrimomento (pa ) =  (p°,p) é um qua- 

drivetor, segue do que foi visto anteriormente que dzp/p° também é um invariante 

escalar.

Escolhendo agora um referencial inercial denotado por R,' como sendo o referencial 

em repouso, e considerando que R  se afasta de R' com velocidade de módulo v ao 

longo do eixo x, a transformação entre os elementos de volume em cada um dos 

referenciais é dada por
v 2 ,3 ' 1— d x =  -  
cl 7

além disso segue da (A4) que

dzx =  \J 1 ---- 2 <̂ x ' ~  ~d3x i (A.18)

p °  = -p° .  (A.19)
7

Das equações (A .18) e (A .19) e do fato de que cRp/p° é um invariante de Lorentz 

segue que

dzxdzp =  dzx^-^-p° = — dzx ^-Jf-p° =  —dzx d zp 7  =  dzx dzp . (A.2 0 )
7  p 0 7

Conclui-se que o elemento de volume d/j,(t) = d3xd3p é um invariante de Lorentz.



A pêndice B

D inâm ica da colisão binária

Considere-se o caso em que dois feixes de partículas colidem. Um dos feixes se compõe 

de partículas com velocidade v =  cp/p°, enquanto que o outro feixe é denotado pelo 

índice * e tem velocidade u* =  cp*/p°.

A colisão será analisada inicialmente sob o ponto de vista do referencial no qual as 

partículas sem índice estão em repouso, ou seja, v =  0. Neste referencial, o número de 

partículas contidas no elemento de volume d?p será denotado por dn =  f ( x ,p , t ) d 3p, 

e conseqüentemente o número de partículas contidas no elemento de volume d3xd3p 

é dado por dnd3x.

As partículas do feixe * colidem com as partículas do feixe que está em repouso 

no referencial aqui adotado. Tomando um elemento de volume próprio d3 x* =  dV*,

o número total de partículas aí contidas é dn*dV* =  dn*dV/ y / l  — Vlel!C2’ onde vrei 

é a velocidade relativa entre os feixes. O elemento de volume dV  pode ser escrito 

em termos do cilindro de colisão de base adíl e altura vreidt, sendo dt a diferencial 

do tempo próprio e cr a secção de choque para este processo de espalhamento. Com 

isso, pode-se escrever o número total de colisões como o produto dos números de 

partículas com velocidades v e vm

dnd3x — ^U* — dV  =  dnd3x — ^n* = (gdÇlvreiAt). (B.l)
V l - v 2ei /c 2 V 1 — vle il°2

Considerando agora o caso mais geral em que v ^  0 com o auxílio da equação



84

(A.4) e da velocidade relativa de M0 ller, conveniente para simplificações,

g =  J i v 2 - t £ )  -  \ ( v  x V* ) 2 = V r e i (B.2) 
V c p p*o

onde se define como em [16],

Vr* = i _  (g* g. /e ») \ l (g 2  ~  w  ~  ^ x ° -)2’ (B-3)

a equação (B .l) se torna

(J/Th
dnd3x —. * = d V  =  /(x ,p , t)d3p f(x ,  p*,t)d3p*gcrdÇld3x A t.  (B.4)

V 1 -  Vrel/C2

Integrando a últim a equação sobre as quantidades de movimento p* e sobre o 

ângulo sólido íi, encontra-se o número de partículas que deixam o elemento de volume 

d3xd?p\

(A N )~  = í  í  f ( x ,p ^ t ) f ( x ,p x^t)gcrdCld3pílcd3xd3pAt.  (B.5)
J q, Jp*

Considerando agora uma colisão entre dois feixes de partículas com velocidades 

v* — CP*/P*'° e v '  = cp '/p ° ,  o número de partículas que deixam o elemento de 

volume d3x'd3p e entram no elemento de volume d3xd3p pode ser obtido por análise 

semelhante à utilizada para encontrar a (B.5 ):

( A N )+ = í  í  f ( x ,p  ' , t ) f (x ,p ^ , t )g 'a 'd t i 'd 3p j d 3x'd3p A t ' . (B.6 )
J  Cl J p l



Tensor cam po eletrom agnético

A pêndice C

C .l In trodução

0  tensor campo eletromagnético é um tensor anti-simétrico tal que

(.Faß) =

/
0

E 1

- E 1

0

E 2 cB3

_ E 2 - E 3 

- cB 3 cB 2 

0 - c B 1

\

V E 3 - c B 2 cB 1 0

(C.l)

/

(Fap) =

/ E 2 E 3 \

- c B 3 cB 2 

0 - c B 1 

c B 1 0

(C.2)

/

0 E 1

-E 1 0

-E 2 cB3 

- E 3 - c B 2

sendo E = (E l , E 2, E 3) o vetor campo elétrico e B  =  (J91, jB2, I?3) o vetor indução 

magnética.

Em termos do tensor campo eletromagnético F ai3, a equação de movimento de 

uma partícula com carga elétrica q no campo eletromagnético é dada por

(C.3)^  =  q- F ° \
dr c

e suas componentes espaciais se reduzem à expressão da força de Lorentz

f t =  , [ £  +  (5 x B)]. (C.4)
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C. 2 D ecom p osição  em  term os da quadrivelo  cida­

de h idrod inâm ica

De acordo com van Erkelens e van Leeuwen [23] pode-se decompor o tensor campo 

eletromagnético F a>3 em duas partes, uma paralela à quadrivelocidade lJa e a outra 

perpendicular a ela:

F aí3 = -i-ÍF^fXvt/^ -  F^U-yUa) + A ^ F ^ A 0. (C.5)

Introduzindo o quadrivetor E a e o tensor B a(3 definidos por

£a  =  B a0 =  — A “F 7 ÍA f, (C.6 )
c

pode-se escrever F a^ como

F a0 = ~{EaU0 -  E 0Ua) -  B a0. (C.7)
c

Num referencial de Lorentz em repouso no fluido as componentes espaciais da 

quadrivelocidade hidrodinâmica se anulam. De fato, (í/r ) =  (c, 0) e em conseqüência 

da definição do tensor campo eletromagnético e da sua decomposição em termos da 

quadrivelocidade hidrodinâmica, considera-se que

(E Q) = (0 , Ê), B 0a = B a0 = 0, B ij = - céjkB k, (C.8 )

de modo que se pode identificar E a com o campo elétrico e B aí3 com o tensor fluxo de 

indução magnética. Para obter uma decomposição análoga do tensor campo eletro­

magnético em termos da quadrivelocidade na descrição de Landau, basta substituir 

Ua por U£.



A pêndice D  

Funções especiais

Na. teoria cinética relativísticaé muito importante a identificação de certas funções es­

peciais, cujas propriedades, muitas delas tabeladas em manuais, tornam  mais práticos 

cálculos que de outra maneira seriam extremamente trabalhosos. Algumas das ex­

pansões em séries e relações entre várias das funções especiais utilizadas ao longo 

deste trabalho são aqui apresentadas.

D .l  E xpansões da função K „ ( C )

A função modificada de Bessel de segunda espécie é muito útil quando se consideram 

gases não-degenerados. Expansões para K n(Q em potências de Ç permitem analisar 

situações nos limites em que o gás se encontra no regime ultra-relativístico ou no 

regime não-relativístico.

Sendo K n(Q definida por

roo

K n(() = /  e -CcosWcosh (nú)dú, (D.l)
J  0

sua expansão para (  1 é

«•<« - S
4n2 — 1 (4n2 — l)(4n 2 — 9)

+  8 C +  2!(8C) 2

(4n2 — l)(4n 2 — 9)(4n2 — 25)
3!(8C)3 + " '

(D.2)
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enquanto que para Ç <C 1 ,

I  V ^ Í - 1  -  1)! , _ 1 xn+i Y"-' (2) [1 Ç

5S  ( « ( i r “  5

~^<í>(k +  1 ) -  i</>(n +  k +  1 ) (D.3)

sendo t/>(n) definida em termos da constante de Euler 7  =  0.577215... como

n 1
t/>(n +  l) =  - 7  +  J ^ t , ^(1) = - 7 -  (D-4)

k— 1

D .2 R elações en tre as in tegrais Jnm, J*m, / n

As integrais Jnm(Ç, H e ) ,  e In(Ç,HE) são respectivamente definidas como

7°° senhnúcoshmú
Jnm(C,a) = J 0 eCcosM_ a _  e *>, (D.5)

I- í t  \ -  í°° cosh(m?) J a m
I ti{ ( , H e ) I B / k T + c o shtf _  e  ’ ( D - 6 )

t/ 0
e a integral J*m(£,//£) é a derivada de Jn,m(Ç, H e ) em relação a a =  ^ / f e T .  O uso 

de relações simples entre as funções trigonométricas hiperbólicas permitem verificar 

as seguintes relações, que são muito úteis:

=  = (D.7)

J 40 =  —(/4  — 4 /2  4- 3/o); J 41 =  — V 3 2 /i), (D.8 )

•S. =  J ( Í 2), JJ2 =  ^ ( 3 / s  +  / ,) ,  (D.9)

^ 3  =  A ( /4  +  / 2), ^ 4  =  747(5/5 +  9/3 +  2 /,), (D.10)
2Ç 16Ç

■r. 0 =  A ( / s -  / ,) ,  =  A ( / 4  _  / ,) ,  (D .ii)

•/,*, =  A j(5 /3  -  3/s -  2 / ,) ,  j 4-, =  2 L (/„ _  h ) t  (D.12)

Jà  =  j j r ( / s  -  3 / 3  +  2 /,) , =  ^ ( 3 / 5  -  8 / 4  +  5 /2). (D.13)



Cálculos relativos à determ inação  

do terceiro m om ento parcial dos 

elétrons

Para encontrar o terceiro momento parcial dos elétrons, é necessário escrever as inte­

grais envolvidas no cálculo em termos de certas representações, mostradas em (4.54) 

a (4.57). Essas representações envolvem coeficientes cuja determinação requer deter­

minadas projeções, bem como substituições de variáveis e identificações das integrais 

resultantes em termos de Jnm e J*m. Neste apêndice, se esboça o procedimento 

utilizado para encontrar tais coeficientes.

• Da (4.54),

í  =  A i U i V l V l
J  Pe

+ A 2( A f U l  +  A T  Ui +  A T U i ) .  (E .l)

A projeção UlcxUlpUisi sobre a equação (E .l) resulta em

A ' =  è  f  ( P ? ^ ) 3+“/ l 0)^ i , (E.2 )
c  J  Pe

enquanto que a projeção fornece

A pêndice E

A2=ò J  (e -3)
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Da (4.55),

/
-&e~\~BePect ,d3Pef(°)(k ______________ rPrP rP  — =  B ,U ? U ß lP

6 e - a e + ß ? p eQ _|_ 1 PePePe ^  & 1 U L U L U L

+B2( A ? U l  +  A f  t/£ + A f U i ) .  (E.4)

A projeção UlqULß U sobre a equação (4.55) resulta em

1 r p~0,e-\-B̂ Pea fj r̂)
ß- =  ?  /  ( P ? ^ ) 3+" / ] 0)e_ ..+B. „ .  +  1 ^ ,  (E.5)

e a projeção ULa^Lß-y permite afirmar que

0 2  =  3 ? / ( P ? ^ ) 1+"A ^ r f / i 0)e- l i Z T l  ! (E-6)

Da (4.56),

=  w i v l u i v i

+C2( A l ‘ A f  +  A f A *3  +  A f A " )  +  C ,(A i)7/f//2  

+ A f  C f t f  +  A f i / f  C/£ +  A f  C /f tf  +  A f  t/£c/l +  A ^ U t U i ) ,  (E.7)

A projeção ULaULßUl~,Ul& sobre (E.7) resulta em

c . =  ? /  ( ^ r " e_a,+B?p, .  +  1 ^ .  (E.8 )

a projeção A ^ ß A ^ s  fornece

1 7  e ae~i~B£PeCi fĴ T)
C 2 = l E j  (^ « P e )W( ^ p “p f ) ( A W > e ) el ae+B?pea +  1 ^  (E-9)

e por fim a projeção A^ßUi^Uhh  resulta em

23 =  3 ? / (A ^ ^ ) ( ^ P ? ) 2t % - C ^ r +  ! ^  (E-10)

Da (4.57),

p — tte+ß^Pea /7 r̂)
+ 1 r t â r t á r t - j T  = V A t u i u i u p J *  +  ® ,( A f  a  ? u *l

1
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+ A “7 A f [ / f  +  A fA ^ u £  +  A j7A %Ul + A ^ A ^ U l  +  A f  A 7 0 f/£ 

+ A “7 A ^C /f +  A f A ^ U l  +  A ^ A ^ t / f  +  A f A s*lTL +  A “ 0 A f  t / 7  

+ A f  A f  IPL +  A ^ A ^ U l  +  A f A ^ U l  +  A f  A ̂ U { )  +  V 3( A fU Z U 5LU£

+ a ^ u [u [ u £  + A f u l u z u i  + A f u £ u i u sL +  A fzu zu [u £  +  a ?  u i u iu i  

+ a  l* u zu zu sL + A i5u zu £ u í  +  a i *u z u £ u í  + A [ ^ t / £ í / 7). (e .i i)

A projeção t/LaUlçUl^Ul$UL<t> sobre a (E .1 1 ) resulta em

1 f  e—°e+BeP«<» (fèn
3 -o j  (R 12>

a projeção A l« /?A ^ 5Í7 lç> fornece

1 /* j p-ae+BJpea J3„
=  1 5 ?  J  +  1 - J Í - <E-13>

e através da projeção AiapUl^UlsUl<i>, se verifica que

»3 =  3 ^ /  ( e_ C ^ r +  "i ^  <E' 14>

Os coeficientes «4.x, -4 .2 , •••, 2^3 podem ser escritos em termos de

r°° sGnHni?coshm?9 
Jnm{Çe, CLe) =  T + Y ^ ’ (E.15)

e
roo gCeCosĥ

Jnm((e,ae) = Jo s e n h ^ c o s h ^ ^ ^ j ^ - ^ d í ? ,  (E.16)

bastando para isso considerar um referencial de Lorentz em repouso no fluido e 

utilizar a substituição de variáveis

v°CB Qepea =  ^  =  Cecoshtf, (E.17)
m ec

e as igualdades

d3pe =  \pe\2sen6d\pe\d6d(j), (E.18)

|pe | 2 =  pio ~  m ec2 =  WgC2Senh2 l9, (E .19)

® -  =  dtf. (E.20)
Pe 0



92

Convém lembrar que no referencial de Lorentz em repouso no fluido o projetor 

toma a forma
/

A a/S —L R  —

\

0 0 0 0

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

\

(E.21)

/
de maneira que se pode considerar

A =  - ( ( r i ) 2 +  ( r i ) 2 +  ( r i )2) = - Ip . l2. (E.2 2 )



A pêndice F

Teorem a de C ayley-H am ilton

De acordo com a equação (1.7),

SrtS*  =  K ,

sendo que 62 pode ser representado por

/ 1 0  0 0 

0 1 0  0 

0 0 1 0  

0 0 0 1

Neste apêndice, é conveniente introduzir as notações

rp[OL\ rpOL2 rpOtn] __ ?Ot\Ot2 rpÕt\ rpÕí2 rpÕín
1 1 ß i  2 ß 2 ' ' m 1 n ßn n \  1 5 2 *”5n  1 ß i  2 ß 2 * * n /5n ’

rpai rpOL2 rpotn    ̂ --ßn rpct\ rpot2 rpOin
2 1 [ ß l 2  ß 2 * * * 1 n  ßn]  n \ ° ß l ß 2 ~ . ß n 1 l  ß 1 ± 2 ß 2 * * n  ß n  ^

-»[<* 1' # ' l—•». HP&2 qpC.,̂    ________ ’ i ’ / " h
■*1 [/?i 2 f o - - ' Xn /?„] — ^n |^2 °Pi02-PnUãiã2...ãn-Li 2 fa ’ ' n fr,’

onde Ti, T2 , ..., Tn são tensores de segunda ordem num espaço m-dimensional, e

_^ß\ß2—ßn ̂ a\a2. ..anrjtã\ 'J'ä2 rpãn

(F .l)

(F.2 )

(F.3)

(F.4)

(F.5)

faia2-On _ ,aia2...a„
ãiã2...ãn — taia2-On)

c ß 1ß 2 . . .ßn
0 ß l ß 2 - ß n t ß l ß i - ß n e ß  l ß 2 . . .ßn ,

(F.6 )

(F.7)
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sendo 6ai“2- an, tensores de Levi-Civita de n-ésima ordem que obedecem

a relações análogas à (1 .8 ):

a i a 2 . . . a n ,_  _c caiûl2...û!n

J3\(32-Pnen

8?1ot 1 5?1 ■OL2 . .  cOin
5a-2<*l ST  • . .  5a-2Oin

8-nai «2 •• C
rPi
Pi 4 i •• ■ 4 :

r h  
°Pi $ •••• t

Sn
Pl t  ■ ■ 4 :

(F.8 )

(F.9)

Em quatro dimensões pode-se verificar que é válida a seguinte identidade:

que é um caso específico de uma relação mais geral, válida para qualquer tensor T  

de segunda ordem: se o espaço é m-dimensional,

Pode-se reescrever a equação (F. 1 0 ) através da equação (F.5) como

caia20lzO:4Ols £ p l0 2 0 3 0 4 0 5 q n ã i rp&2 rpÕ3 r p ã 4 cãs __
Oãl52ã3ã4ã5O/31/?2/?304/?5-1 /jj fi2 j33 04 05 ~  ’

ou, em termos de determinantes como em (F.8 ) e (F.9),

(F .ll)

(F.12)

A P a T “! T a\ T al T a\ 8a|  =  0,
P l  P2 P3 P4 P5

(F.13)

onde

P i =

j ? 1«1 í ? 1
oe2

í ? 1«3 í ? 10:4

«1 ST«2 s tOi 3 «4

í ? 3«1 £?3«2 í ? 3«3
í ? 3O 4 á?3<*5

ST «2 <*3 STOt 4 STa 5

«1 í ? 5«2 ST»3 5? 5Of4 6? 5 «5

(F.14)
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Vo =

8101 °01 4 i 4 i 4 :
£01
03

Í02
°01 % %

!02
°03

Sj03
°0l 4 i 4 : 4 :

S03
03

Sj04
°0i * k 4 : 4 :

Z0n
03

£05
°0l s k 4 ; 4 : 8hO03

(F.15)

Desenvolvendo os determinantes (F .14) e (F.15) que aparecem na equação (F.13) 

e utilizando a definição (F.5), chega-se à expressão do teorema de Cayley-Hamilton 

para o tensor de segunda ordem T  num espaço quadridimensional:

ca rp[ori rp a2 rpaz rpoi^\ rpa rpa 2 qna Ú nnoi npl rp\ot\ rpOt2]
[Pl Pz P4] P 'V'*- fí-L[Pl P2 Pz]

^ 1] , rpa  rprf rpa r p \

0X [01 * 0i]

(F.16)

Para o tensor fluxo de indução magnética B af3j o teorema de Cayley-Hamilton 

pode ser escrito como

í “„/?(4) -  B % m  + B \ B ^ 0 ( 2 )  -  B \B r „ B % 0 (  1) +  B \ I P , B \ B \  = 0. (F.17)

onde se definiram /3(1), 0 (2), 0(3) e 0(4) como

,9(1) =  8 «  =  S ^ B \ ,

0(2) = B \ B ° f 2] =  

0(2) = B % B \ B ^ a]

  1^2013X010203 f íãi  p ã2 pc<3
“  36° 5l«253° 0̂ 0203 D -^D $

0(4) = B \

1

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.2 1 )576 01020204 px @2“ 03 04~

Com o auxílio da equação (F.17) é que se passou de expressões da forma (4.92), 

(4.93) às equações

<?e =  +  $ u B l  +  & UB \B %  +  $ IVB^B»rB \]  ( W  -  ^ D U [ j
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+  [^VS°„ +  $ V7£* +  § v n J  (k T V uae +  qeE v) , (F.2 2 )

r  = [íí7^  +  ü n B cu +  íím £* +  ÜIV B ^ B ^ B l ]  ( v " T  -  ^ D U ^ j

+ [üy S°v +  ÇlVIB au +  n VIIB ^ B »  +  ÜVIIIB clxB ,íTB Tl/} { k T V uae +  qeE v) , (F.23)

como exposto no capítulo 4. Neste processo se introduzem nos coeficientes de trans­

porte os fatores ,5(1), /?(4).
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