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Resumo

A equacao generalizada de Langevin € aplicavel a uma variedade de problemas fisicos
e pode ser derivada de um modelo hamiltoniano que consiste em um sistema acoplado
a um banho de osciladores que estao desacoplados entre si. Neste trabalho propusemos
um modelo para um banho finito e a tempo discreto. A partir do modelo proposto, de-
rivamos e estudamos o que chamamos de mapa generalizado. Mostramos que o mapa
proposto atinge um estado estavel através da obtencao de uma forma nao usual de rela-
¢ao de flutuacao-dissipacao. As solucoes analiticas para os mapas do banho térmico foram
encontradas e mostramos que a dissipacao surge naturalmente no sistema proposto. En-
contramos a distribuicao de equilibrio para o banho, de maneira a interpreta-lo como um
reservatorio térmico a uma dada temperatura. Como exemplo, aplicamos o mapa em
problemas como a particula livre, o que caracteriza um movimento browniano e exemplos
referentes ao sistema sujeito a um potencial que pode apresentar caos. Conjecturamos
que nosso mapa ¢ também aplicavel a uma grande variedade de fenomenos fisicos onde o

ambiente considerado esteja sujeito a impulsos periédicos.
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Abstract

The generalized Langevin equation is applicable to a large variety of physical systems
and can be obtained from a Hamiltonian microscopic model, which consists of a system
coupled to a bath of uncoupled harmonic oscillators. In this work we proposed a model for
a discrete time finite bath. Starting from the proposed model we derive a generalized map.
Throught to a nonusual fluctuation-dissipation relation it is shown that the proposed map
reach a stable state. The analytical solutions for the bath maps are obtained and we shown
that the dissipation naturally arises in our model. We found the equilibrium distribution
for the bath in the sense of a thermal bath, for which we can set a temperature. As
an example, we apply the map in problems like free particle, in a Brownian-like motion,
and a chaotic system. Further we conjecture that our map are also applicable to a large

variety of physical systems, where the environment is subject to periodic kicks.
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Capitulo

Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos ocupa-se do estudo das propriedades matemaéticas de
um sistema que modela um problema fisico [1-5]. Na prética, estes sistemas podem ser
caracterizados por um conjunto de variaveis de estado, que fornecem toda a informagao

sobre o estado do sistema em um determinado tempo.

Alguns dos problemas fisicos conhecidos sao trataveis apenas quando se considera um
sistema isolado. Contudo, os processos ditos irreversiveis s6 sao passiveis de investigacao
se considerarmos um sistema em contato com um banho. Modelos como estes permitem
o estudo detalhado das propriedades do banho e auxiliam na compreensao dos processos

irreversiveis, bem como a sua origem microscopica.

Os modelos microscopicos usualmente tratam o banho térmico como composto de
infinitos osciladores harmonicos desacoplados entre si, porém todos acoplados ao sistema
[6-9]. Como consequéncia, os efeitos do ambiente podem ser inteiramente descritos pela

densidade espectral do banho, usualmente denotada por J(w) e definida como [10]:

W) =23 D 5w — w) (1.1)

miwy;

Um exemplo de problema que é tratado sob esta perspectiva é o complexo de antenas
coletoras de luz, presente em alguns tipos de bactéria [11]. Na figura 1.1 é apresentada

uma célula que compoe o complexo.

As partes coloridas em verde e amarelo correspondem aos pigmentos responsaveis pela
absorcao da luz em um processo de fotossintese. O interesse neste tipo de modelo, para
o caso apresentado na figura 1.1, é descrever a influéncia das flutuagoes térmicas sobre o

sistema central, que interage com os fonons do banho térmico.



Figura 1.1: Representacao esquemaética de uma unidade celular do complexo coletor de
luz. Esta figura foi extraida da referéncia [11].

Para o caso do complexo de antenas coletoras de luz a densidade espectral dos fonons é

obtida experimentalmente no trabalho [11]. Mostramos esta densidade espectral na figura
1.2.
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Figura 1.2: A densidade espectral obtida experimentalmente dos fonons que fazem o papel
do banho térmico para o caso do complexo de antenas coletoras de luz. Esta figura foi
extraida da referéncia [11].

’

E interessante notar da figura 1.2, que embora a densidade espectral seja dada por
uma func¢ao continua das frequéncias dos fonons, w, algumas frequéncias se destacam nas

interacoes do sistema com o banho.

Com efeito, o problema exposto acima poderia ser naturalmente modelado por um
sistema imerso em banho térmico cujo nimero de osciladores seja finito. Este é o sentido
do termo banho estruturado empregado aqui: um banho finito onde apenas algumas

frequéncias sao importantes para as interagoes estudadas.

No caso classico a tempo continuo, um modelo microscépico como o do sistema imerso



em banho térmico ja foi amplamente estudado, de maneira que, para um acoplamento bili-
near fraco nas coordenadas do banho e do sistema, a equacao de movimento para o sistema
corresponde a chamada equagao generalizada de Langevin [6-8]. O termo generalizado
se refere ao fato de que as propriedades detalhadas do meio podem ser estudadas em
tais modelos, como o papel da memoria e dissipagao. De fato, varios processos naturais
sao dependentes de algum fator de memoria [12, 13]. Colocada deste modo, a equagao
inclui os efeitos de memoria e ruido, bem como a dissipacao induzida pelo banho, algo
nao considerado - por exemplo - na abordagem de P. Langevin do movimento browniano

[14].
A forma geral da equacao generalizada de Langevin é escrita como segue [6]:

d*7(t)
dt?

+VV(7) + / t K(t — )7t dt' = D(t), (1.2)

onde 7(t) é o vetor posi¢ao da particula do sistema no instante t, VV(7) consiste em uma
forca externa aplicada no sistema e 5(15) corresponde a forca flutuante. A integral que
contém todo o histérico do movimento é chamada integral de memdria e a matriz K(t —t')
denota o niucleo de meméria dissipativo, que se relaciona com a forca flutuante através do

teorema da flutuagao-dissipagao, cuja relacao classica é expressa por [15, 16]:
<<f><t> ® cIS(t')> = kpTK(t — 1), (1.3)

sendo kp a constante de Boltzmann, 7" a temperatura do meio e (-) denotando a média

realizada no ensemble.

Como um outro exemplo que considera o nimero finito de constituintes no banho
térmico, podemos citar os trabalhos referentes as trocas de energia e efeitos sobre a dina-
mica e o transporte de particulas com potencial nao-linear, com possivel comportamento
cadtico [17, 18]. Em um outro trabalho, mostrou-se que um nimero finito de constituintes
cadticos pode termalizar e representar um banho térmico a uma dada temperatura [19].
Também foram investigadas propriedades gerais quando mais de um sistema é acoplado

a um banho por meio dos modelos microscépicos [20].

Para os sistemas quanticos, a equagao generalizada de Langevin também foi derivada
e estudada nos trabalhos [6, 21, 22], sendo que 0 modelo microscépico de Caldeira-Leggett
foi inicialmente proposto para o estudo da origem da dissipacao e efeitos de tunelamento

na mecanica quantica [22].

Nos problemas quanticos, os interesses sao variados e, além da dissipacao e tunelamen-



tos supracitados, podemos contabilizar o interesse na descoeréncia e taxas de decaimento
de particulas em armadilhas 6pticas, onde se considera a abordagem do sistema imerso

em banho térmico [10].

Além da importancia e variedade de fenomenos que podem ser descritos pela abor-
dagem do sistema imerso em banho térmico, também devemos levar em consideracao os
problemas onde constantemente as interagoes variam com o tempo. Por exemplo, em
trabalhos recentes, atomos inicialmente preparados em condensado de Bose-Einstein sao
submetidos a interagoes pulsadas com “LASERS” [23-26]. Este tipo de intera¢ao pode ser

modelada através de impulsos periodicos.

Em um outro trabalho, devido aos efeitos gerados pela dinamica nao-linear do am-
biente estudado, as interacoes e o banho finito foram descritos com impulsos periédicos
(27, 28].

Os impulsos periddicos aos quais nos referimos podem ser modelados por potenciais
que constantemente sao ativados e desativados com uma certa periodicidade, dada pelo
chamado tempo de “kick” [1, 4, 29]. Matematicamente, isto pode ser feito pela introdugao
da delta de Dirac juntamente com o potencial na hamiltoniana que descreve o problema.
Fisicamente, podemos visualizar que entre os “kicks”, ou impulsos, a particula de massa
m se move livremente, de maneira que o potencial é ativado durante o “kick”. Ao longo
desta tese, utilizamos varias vezes o termo impulsos periddicos, ou “kicks”, representando
sinonimos. Este procedimento conduz a um sistema dinamico a tempo discreto, quando

as equacoes de movimento sao integradas entre os “kicks” [1-3].

Diante destas consideragoes, podemos questionar a respeito das propriedades do meio
quando o banho é estruturado e cujas interacoes sao representadas por impulsos periodicos.
Uma questao que naturalmente se coloca é a respeito dos efeitos, sobre as propriedades
cléssicas, quando o banho considerado é finito (estruturado) e cujas interagoes sao ligadas
e desligadas constantemente. Sem considerar os efeitos do banho térmico, jé foi mostrado
rigorosamente que se um mapa simplético for definido em um dado espaco S, entao um
mapa definido em um subespaco de S apresenta propriedades semelhantes as da equacao
de Langevin [30]. Posteriormente, uma discretizagao do modelo microscépico de Caldeira-
Leggett foi proposta sem considerar explicitamente os tempos de “kick” [31] nas varidveis

angulo-acao [32, 33].

Estes desenvolvimentos forneceram uma compreensao a respeito do que se pode obter
com a discretizacao temporal da equagao de Langevin. Contudo, ainda resiste a duvida a

respeito da influéncia de um ambiente formado por sistemas dinamicos a tempo discreto



e o efeito dos impulsos periddicos - distintos ou nao - na dinamica destes sistemas.

E neste panorama que esta tese é desenvolvida, tendo como ponto de partida o modelo
de Caldeira-Leggett efetuando uma conexao com a teoria de sistemas dinamicos e, mais

especificamente os sistemas a tempo discreto.

Propusemos, e estudamos nesta tese um modelo microscopico de banho estruturado,
cujas interacoes sao dadas por impulsos periédicos. Derivamos um mapa a partir do
modelo proposto, com o objetivo de representar um sistema imerso em banho térmico, cujo
acoplamento inicialmente é bilinear nas coordenadas de posicao de cada um dos elementos
do banho e o sistema. Para isto, neste trabalho efetuamos calculos analiticos com o auxilio
de computagao simbdlica (como o “software” Mathematica) e calculos numéricos através de
programacao em linguagem C. Fizemos uso de elementos da teoria dos sistemas dinamicos

e da mecanica estatistica classica.

Esta tese estd estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos os princi-
pais conceitos ligados a teoria dos sistemas dinamicos, utilizados neste trabalho. Iniciamos
pela defini¢ao de um sistema dinamico e discutimos aspectos gerais que serao utilizados ao
longo de todos os outros capitulos. Posteriormente, no Capitulo 3, fazemos uma revisao
em torno da equagao generalizada de Langevin com uma introducgao histérica, iniciando
pelo movimento browniano e a abordagem do sistema imerso em banho de osciladores
harmonicos, resultando na equacao generalizada de Langevin. O modelo proposto para o
estudo e os resultados analiticos deste trabalho estao descritos no Capitulo 4, onde pro-
pomos e estudamos o que chamamos de mapa generalizado. No Capitulo 5 apresentamos
a investigacao numérica que resulta do mapa generalizado. Finalmente, apresentamos as

conclusoes e trabalhos futuros no capitulo 6.



Capitulo

Os sistemas dinamicos

Neste capitulo forneceremos os fundamentos da teoria de sistemas dinamicos. Ini-
ciaremos pela definicado de um sistema dinamico e, nas se¢oes posteriores, mostraremos
como ¢é feita a andlise de um sistema dinamico em termos da estabilidade dos pontos de
equilibrio. Também apresentaremos a definicao de um sistema dinamico hamiltoniano,

que sera amplamente utilizada ao longo da tese.

2.1 A definicao de um sistema dinamico

A teoria dos sistemas dinamicos trata dos sistemas matematicos cujas variaveis de
estado se alteram a medida que o tempo evolui. Logo, um sistema dinamico consiste de
uma prescri¢ao, ou seja, uma lei matematica para a evolucao temporal das variaveis que

caracterizam o estado do sistema. Um sistema dinamico é expresso da seguinte maneira:

dr(t)
dt

= F(7), (2.1)

sendo 7(t) uma funcdo do tempo correspondente ao vetor das varidveis de estado do

sistema e F(r) correspondendo a forma funcional, na forma vetorial, da lei de evolugao.

Um sistema dinamico onde o tempo ¢ flui continuamente, como na equacao (2.1), é
chamado na literatura de sistema dinamico a tempo continuo ou, mais precisamente, um

fluxo [1, 2, 4, 5].

Em contrapartida, a teoria dos sistemas dinamicos também estuda sistemas matema-
ticos onde o tempo varia discretamente, os mapas(1, 2, 4]. Véarios sdo os motivos para o

estudo de um mapa. Uma das razoes é o ganho de tempo computacional em investiga-
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¢oes numéricas. O outro motivo é que alguns fenomenos fisicos podem ser notavelmente
modelados por sistemas a tempo discretos. Mostraremos alguns exemplos ao longo deste

capitulo.

Um mapa é expresso matematicamente como segue:

o1 = M(), (2.2)

sendo agora 7, o vetor de estado na iterada n, sendo n € Z e M(7,) a lei de evolugao a

tempo discreto, expressa na forma matricial.

Como exemplo de um mapa, vamos considerar o problema da dinamica populacional.
Suponhamos que uma dada populacao inicial de bactérias dobre a cada hora em um
ambiente limitado, 7. e., que no tempo atual a populagao seja o dobro do que era ha uma
hora. Em uma situagao como esta, é intuitivo que o niimero de bactérias nao cresce ad
infinitum, pois hd um espaco limitado para isto, além do tempo de vida usual da bactéria
2, 5].

Uma forma de modelar matematicamente a situacao supracitada é dada pelo conhe-
cido mapa logistico [1, 2, 5]:
Tpr1 = 1, (1 —zy,). (2.3)

Embora o modelo logistico (a tempo continuo) para o crescimento populacional tenha
sido popularizado por R. May (1936-), foi proposto inicialmente por P. F. Verhulst (1804-
1849), em contraposicao ao modelo de T. R. Malthus (1766-1834), que admite crescimento

populacional exponencial [5].

A expressao (2.3) deve ser vista da seguinte maneira: a cada novo tempo, ou iterada
n (com n € Z), a populacao é dada pela varidvel de estado z. Tal prescrigao diz como a
populacao de bactérias deve crescer com o passar do tempo, sendo r relacionado com a

taxa de natalidade das bactérias.

Diferente de outros modelos populacionais, o mapa logistico (2.3), prevé também o
fato de que a populacao nao pode crescer continuamente, devido justamente ao termo

logistico (1 — z,,), que estd relacionado com a capacidade do ambiente.

Os modelos como o mapa logistico tém grande importancia na biologia em problemas
como a competicao entre espécies. Consideremos a situagao em que coelhos e ovelhas
competem pelo mesmo recurso em um ambiente limitado. Tal situacao pode ser descrita
matematicamente com o auxilio de termos logisticos e podemos inferir a partir do estudo

destes modelos uma lei ja conhecida: que duas espécies distintas competindo pelo mesmo
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recurso em um ambiente de capacidade limitada, ndo podem coexistir [5].

Um mapa pode ser obtido pela discretizacao temporal de um fluxo. Uma maneira
usual de se fazer isto consiste do método das seccoes de Poincaré. Este método consiste em
considerar inicialmente um fluxo cujo espaco de fases é N-dimensional. Posteriormente
uma superficie ¥ é judiciosamente escolhida de modo que as trajetérias no espaco de
fases N-dimensional, interceptem a superficie e o ponto de intersec¢ao seja marcado. Em
particular, Poincaré mostrou que todas as propriedades dinamicas do sistema original sao
preservadas no mapa. Por exemplo, uma trajetoria periddica, da origem a uma Orbita
periédica no espago (/N — 1)-dimensional da superficie . A figura 2.1 ilustra a construgao

das secgoes de Poincaré.

x3

r*

X1

Figura 2.1: Representagao da superficie ¥ e de trajetérias do sistema continuo que in-
terceptam a superficie de Poincaré com os respectivos pontos marcados. Note que uma
trajetoria periddica fechada é marcada como um ponto fixo do mapa.

Os pontos marcados na superficie de Poincaré Y correspondem a orbita discreta do

n—1

n_p, sendo n o numero de iteradas do

mapa. Rigorosamente, formam o conjunto {7}

mapa, e 7y a condicao inicial.
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2.2 A estabilidade das 4orbitas

O estudo de um sistema através da teoria de sistema dinamicos envolve encontrar os

pontos de equilibrio (ou pontos fixos) e conhecer a estabilidade destes pontos.

Como ilustragao, consideremos um fluxo dado pela expressao (2.1). Um ponto de

equilibrio para o fluxo consiste de um ponto 7* para o qual F (77*) = 0.

A estabilidade dos pontos de equilibrio é um conceito local. Isto significa que o inte-
resse é na vizinhanca linear dos pontos de equilibrio. Para tanto, podemos introduzir uma
perturbagao 7j(t) na vizinhanga do ponto de equilibrio e, consequentemente, expandirmos

em série de Taylor como segue:

— P

F+1q) = F@H) +DFF) i+ O(n2)
~ DF(r) -1, (2.4)

O termo DF () corresponde & matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio 77*.
Considere um sistema N-dimensional tal que 7(t) = [r(¢), 7@ (#), ..., 7™ ()] e também

F(t) = [FOF), FO(R), ..., F™(]. Logo, a matriz jacobiana fica determinada por:

[or()  gr®m AFM ]
or(1) or(2) o or(N)
aF@  9r®?) oF(2)
= D e @ttt gr )
DF(F) = |2 o= oo (2.5)
oFN)  gp@V) oFWV)
L or() or(2) o ar(N) |

Como estamos interessados na estabilidade linear, entao podemos desprezar os termos
quadréticos na perturbagao, na equagao (2.4), o que conduz ao conjunto de equagoes

linearizadas para a perturbacao:

— = DF(H)i(1). (2.6)

Isto conduz ao problema de autovalores e autovetores do tipo DF (77*)'@ = A7, sendo
U;} o conjunto dos autovetores da matriz jacobiana e A; o autovalor correspondente ao
J J J J

j-ésimo autovetor.

Quase toda a discussao a respeito da estabilidade dos pontos de equilibrio em fluxos

vale para os mapas, em especial a linearizacao do sistema e obtencao de informagao a partir



2.3. Os sistemas dinamicos hamiltonianos 10

dos autovalores da matriz jacobiana. A rigor, para os mapas, os pontos de equilibrio sao
denominados pontos fixos. Uma representacao pictérica de um ponto fixo para um mapa

¢ dada pelo ponto r* na figura 2.1.

Consideremos uma aplicacio 7, — M(7,). Um ponto fixo r* para o mapa é um ponto
para o qual ocorre: /\/l(r?") = r*. Se voltarmos nossa atencao as seccoes de Poincaré,
veremos que ha ainda um outro comportamento possivel na transicao fluxo-mapa que
precisamos distinguir: o das 6rbitas periddicas, que correspondem as trajetérias continuas

também periddicas.

A definicdo dos sistemas dinamicos discretos mostra que a iterada atual depende
da iterada anterior. Usualmente a forma funcional da lei de evolugao para um mapa é
representada como uma funcao, invertivel ou nao, que pode ser real. Assim sendo, deve
ser Obvio que iterar um mapa significa compor a funcao com ela mesma. Em outras
palavras, dada uma condicdo inicial 75 com M(7),) sendo a forma funcional do mapa,

entao podemos definir a n-ésima iterada do mapa como sendo:
7 = MU(7), (2.7)

o que nos conduz a definicao de uma oOrbita peridédica de periodo p: consiste dos pontos
formados pelo conjunto {7}~ desde que 7, = 7%. Nos termos da definicio (2.7), podemos

expressar um ponto de periodo p como sendo:

7, = MPI(7). (2.8)

2.3 Os sistemas dinamicos hamiltonianos

Os sistemas hamiltonianos sao caracterizados por uma variedade de dimensao par,
chamado espaco de fases, uma estrutura simplética e uma funcao sobre esta variedade,
que é denominada de hamiltoniana. Tal funcao fornece toda a informacao do problema
de interesse. Em particular, as equacoes de movimento associadas ao problema estudado

sao inteiramente determinadas pelas equagoes canonicas, ou de Hamilton.

Chamamos de espaco de fases o espago matematico formado pelas variaveis de estado
do sistema. No caso dos sistemas hamiltonianos, se ¢ e p forem as coordenadas de posicao
e momentum generalizados, respectivamente, entao um ponto (p, ¢) neste espaco especifica

um estado do sistema.

A fungao hamiltoniana é proveniente do Principio da Minima A¢ao (ou Principio de
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Hamilton) e as equagoes de movimento do sistema podem ser obtidas inteiramente com o

conhecimento de tal funcao.

Considere uma func¢ao hamiltoniana H(p, ¢,t), como sendo fungao da posigao ¢, do

momentum p e do tempo t. As equacoes de movimento, ou de Hamilton, sao dadas por:

dp(t)  OH(p,q,t)
At _@—q’ (2.9)
dg(t) — OH(p,q,t)
= o (2.10)

Para um sistema auténomo, i. e., onde H(p,q) nao apresenta dependéncia temporal

explicita, temos:

dH(p,q) dq(t)@H(p,q)+dp(t)(’9H(p,q)

dt o dt dq dt op
__dg(t) dp(t) | dp(t)dq(t)
- at dt |t dt (2.10)
dH(p,q)
y7 = 0. (2.12)

Se pudermos identificar a funcao hamiltoniana como sendo a energia total do sistema,

entao a expressao (2.12) corresponde ao Principio da Conservagao da Energia.

Diante disto, podemos agora discutir as propriedades fundamentais de tais sistemas.

2.4 A estrutura simplética e o teorema de Liouville

Os sistemas hamiltonianos constituem uma classe restrita de sistemas fisicos. Ha
uma estrutura definida sobre o espaco de fases, chamada estrutura simplética, conforme
comentamos na se¢ao 2.3. Para compreender como se define esta estrutura, considere que
7= (P, X) é um vetor no espaco de fases e que a equagao de movimento associada é dada
por:

dr’

= F(7). (2.13)

Considere também que a funcio F(7) admite a seguinte forma:

OH (p,q)
dq

9H(p.q)
ﬁ(?*)—J[ v ] (2.14)
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0 -1
) o

e também utilizamos a seguinte notagao

sendo

0H(p,q) _ <3H (P, Q)/8p> ‘ (2.16)

or dH (p,q)/9q

Consequentemente, todo sistema que pode ser escrito na forma (2.13) com F(7) obe-

decendo (2.14) é dito simplético.

Uma das propriedades mais importantes associadas aos sistemas hamiltonianos é o
fato do sistema preservar o volume no espaco de fases. Este resultado corresponde ao
teorema de Liouville e é uma consequéncia de transformagcoes simpléticas, as quais nao
entraremos em detalhes. Por ora, cabe comentarmos que em uma transformacao simplé-

tica, o determinante da matriz jacobiana associada ao sistema é sempre igual a unidade.

Em resumo, o teorema de Liouville afirma que a nuvem de pontos representativos,
constituidos pelas condigoes iniciais, se move como um fluido incompressivel, onde o vo-

lume da nuvem permanece constante.

2.5 A analise da dindmica dos sistemas a tempo dis-

creto

Iniciamos este capitulo com a definicao de um sistema dinamico na se¢ao 2.1. Também
naquela secao apresentamos as seccoes de Poincaré. Uma forma pratica de efetuar a
discretizacao no sentido de Poincaré consiste em substituir os termos de potencial em
uma funcao hamiltoniana pela insercao de impulsos periédicos. Vamos abrir esta secao
descrevendo em detalhes a discretizagao para um sistema hamiltoniano, fato que sera

amplamente utilizado neste trabalho.

Para efetuarmos este procedimento, iniciamos pela fungao hamiltoniana H(p,z,t)
onde inserimos termos de impulsos periddicos, usualmente chamados “kicks”, no termo
de potencial. Isto equivale a sistemas fisicos cujo potencial é “ligado” e “desligado” em

instantes de tempo regulares:

Hp,2.1) = % V@Y e (; _ n) | (2.17)
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As equagoes de Hamilton (2.9) e (2.10) s@o escritas como seguem para o sistema (2.17):

dp OV (1) & t

p t_ 2.1
dt oz 25(7 n), (2.18)
dx
dt

, (2.19)

SRS

sendo m a massa do sistema.

Entre os impulsos, i. e., n <t/7 < n-+ 1, e o momentum permanece constante, sendo

que a posi¢ao varia como:

x(nt+¢€) = z(nt)+ %p(m- +¢€),

e
Tpyl = Tp+ —Pnitl, (220)
m

sendo € € R pequeno e onde adotamos a notagao x(nt + €) — x,41 € z(n7) = x,. Em
outras palavras, tomamos um € pequeno para denotar o fato de que avaliamos a variavel

no instante imediatamente apds o “kick”.

Para obtermos uma expressao de recorréncia também para o momentum, analisamos
)
dois instantes entre um “kick”: imediatamente antes e imediatamente depois. Deste modo,

podemos integrar entre os “kicks”:

/:j [p+V’(;c)5 (; _nﬂ v o

p(nt+¢€) —pnt —e) + V'(x,)Tr = 0.

Consequentemente:
oV (z)
ox

: (2.21)

T=xnp

Pn41 = DPn — T

no limite € — 0, onde utilizamos a notac¢ao p(nt + €) = p,11 e p(nT — €) = p,. Também

fizemos V'(z) = —mgg(f) ep= d’;—iﬂ.

O conjunto de relagoes de recorréncia (2.21) e (2.20) constituem um mapa que apre-
senta estrutura simplética. Trata-se de um sistema dinamico a tempo discreto hamil-
toniano. De fato, é possivel demonstrar de maneira geral o resultado obtido: dado um

sistema hamiltoniano com impulsos periddicos a tempo 7, entao a sua discretizacao fica
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inteiramente determinada por [29]:

Pot1 = Pn—7VV(20), (2.22)

— — T —
Tpy1 = Tn+ —Dnyi, (2.23)
m

com VV (&) denotando o gradiente do potencial.

Uma analise da estabilidade linear de um sistema dinamico a tempo discreto consiste
inicialmente em encontrar os pontos fixos do mapa. Posteriormente, a matriz jacobiana
nos pontos fixos é calculada e, entao, os autovalores e autovetores fornecem informagoes

a respeito da estabilidade de tais pontos.

Conforme comentamos na secao 2.1, um ponto fixo do mapa pode ser classificado
quanto a sua estabilidade como sendo estavel ou instavel. Também mostramos qualita-
tivamente que estas informagoes sao extraidas do sistema linearizado, o que, em outras

palavras, remete a um problema de autovalores e autovetores.

Vamos considerar um mapa hamiltoniano bidimensional para fins ilustrativos. Assim,

das expressoes (2.22) e (2.23), obtém-se o mapa com momentum dado pela equacao (2.21)

R

5= sen (27x,,), limitando o

e posicao (2.20). Um sistema dinamico para o qual V'(x,) =
espago de fases para [0,1) nas duas varidveis, ¢ conhecido como o mapa padrao® [34].
Apobs a proposicao deste mapa, muitos sistemas fisicos que podiam ser modelados por
este sistema foram descobertos. Um exemplo é o chamado rotor pulsado, que consiste
de uma barra, livre da acao gravitacional, presa por uma extremidade sendo que a outra

extremidade ¢ livre, a qual é sujeita a impulsos periédicos [1].
O mapa padrao é expresso por:

Pnil = Dn— 2£ sen (2mz,) (mod 1), (2.24)
77
Tpy1 = Tp+Ppyr (mod 1), (2.25)

proveniente da hamiltoniana dada por

2 o]
H(p,q,t) = % + % cos (2m,) Y 0 (; - n) : (2.26)

n=0

Outra aplicagdo do mapa padrao é no acoplamento de varios mapas do tipo (2.24) e

(2.25), o que pode ser utilizado para o estudo de confinamento de plasmas em tokamaks

'Proposto inicialmente por B. V. Chirikov (1976) este mapa leva o nome de padrdo por ser um
paradigma de um mapa hamiltoniano que pode apresentar caos.
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35).

Também podemos citar como exemplo de aplicacao da versao quantizada do mapa
padrao, os trabalhos experimentais com atomos frios inicialmente preparados em um con-
densado de Bose-Einstein [23-26]. Nestes experimentos, uma amostra de dtomos frios
interage com a onda estacionaria de um “LASER”, cuja frequéncia é wy. Uma ilustragao
de um sistema de dois niveis, tratdvel pelo modelo descrito em [25] ¢ mostrado na figura

2.2. A frequéncia de ressonancia do sistema quantico é wy.

2 A A

LASER ha, o

1 A Y

Figura 2.2: Um sistema de dois niveis de energia. A dessintonia corresponde a diferenga
entre a frequéncia do sistema quantico e do “LASER”.

Os atomos no condensado de Bose-Einstein sao sujeitos a “kicks” periédicos devido
a dessintonia do “LASER”. A dessintonia corresponde justamente a diferenca entre a
frequéncia de ressonancia do sistema quantico e a frequéncia do “LASER”. Consequente-

mente, A = A(wy —wr) # 0. O “LASER” é pulsado com periodo 7 e devido a dessintonia,

a dinamica toda dos atomos fica inteiramente determinada pelo operador hamiltoniano:

~D oo
o Z . t
H—;—HCOSQZ E;S(;—n), (2.27)

que é a versao quantizada do rotor pulsado. A constante x no rotor pulsado cldssico
(2.26) corresponde a intensidade do torque aplicado a barra fixa por uma extremidade.
No caso quantico (2.27), o parametro de nao-linearidade depende da “dessintonia” A e
do tempo de “kick” do “LASER”: k o< QegetivaT, sendo que a frequéncia efetiva é definida
por Qeetiva = 22/A. A frequéncia ) corresponde & frequéncia de Rabi, que caracteriza
o acoplamento radiacao-matéria. Este tipo de modelo pode ainda apresentar um tipo de

comportamento bastante peculiar, que é chamado caotico.

Para a andlise de um sistema dinamico, além de encontrar os pontos fixos e sua esta-
bilidade, é usualmente efetuado o estudo numérico de quantidades extremamente impor-
tantes na caracterizacao dos sistemas de interesse. Uma destas quantidades intimamente
ligadas com a estabilidade dos pontos consiste dos expoentes de Lyapunov|[l, 2, 5, 36].
Neste sentido é possivel afirmar, pelo conhecimento dos expoentes de Lyapunov, que con-

sistem de uma medida do afastamento de trajetérias com condigoes iniciais proximas, se
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o sistema pode apresentar um dos sintomas do caos. Esta caracteristica é chamada de
dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Cabe ressaltar que este tipo de comportamento

aparece somente em sistemas deterministicos.

Outro aspecto importante que deve ser levado em consideracao para afirmar se ha
comportamento cadtico em um sistema é garantir que o espago de fases acessivel as érbi-
tas seja limitado. A dependéncia sensivel as condigoes iniciais, que é um diagndstico para
sistemas que apresentam caos, leva a divergéncia exponencial de duas condic¢oes iniciais
proximas. Logo, se nao garantirmos que o espaco de fases acessivel seja limitado, tere-
mos divergencia exponencial mesmo em um sistema linear, como por exemplo o sistema

seguinte:

dr _
dt

com = z(t) e a > 0. Este sistema corresponde a um sistema dinamico linear. Seja

az, (2.28)

§2(0) = 2M(0) — 2P (0) a diferenca entre duas condicdes iniciais 1 e 2, distintas. Esta

diferenga evoluida de acordo com a lei (2.28) fornecera:

dox(t)

—= = adx(t),

dt

ox(t) = ettt (2.29)

A diferenca entre trajetérias com condigoes iniciais proximas no sistema (2.28) ird

divergir exponencialmente, embora nao se trate de um sistema dinamico caotico.

A condicao de limitacao para o espaco de fases implica que devemos ter um fluxo
bidimensional nao-autonomo ou um mapa unidimensional nao-invertivel para que possa
existir caos. De fato, o teorema de Poincaré-Bendixson afirma que em fluxos bidimensio-
nais s6 podem existir pontos de equilibrio e/ou ciclos-limite e nenhuma trajetéria cadtica

ocorre [4, 5, 37].

Para mensurar esta divergéncia exponencial sao empregados os expoentes de Lyapu-
nov, definidos pelo logaritmo dos autovalores do produto da matriz jacobiana em cada
ponto, o que corresponde na pratica as iteracoes de um mapa, no caso discreto. Deste
modo, se ¥; corresponder ao j-ésimo autovetor, entao o j-ésimo expoente de Lyapunov é

definido como a norma do produto da matriz jacobiana com o j-ésimo autovetor:
.1 [n] =
h; = lim —In|[[DM™ - 4], (2.30)
n—oo 1

o que corresponde ao logaritmo dos autovalores.
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Consequentemente, para um sistema N-dimensional, teremos N expoentes de Lya-
punov, associados com a expansao e contracao de uma regiao de condicoes iniciais sob
a acao do mapa M, no caso discreto. Deste modo, para um sistema unidimensional,
como o mapa logistico, havera somente um expoente de Lyapunov. Um sistema dinamico
apresentard caos, nas condigoes ja descritas acima, se pelo menos um dos expoentes de
Lyapunov for positivo. Para os sistemas hamiltonianos, como se trata de um espaco de
fases conjugado com dimensao 2N, entao existirao 2N expoentes de Lyapunov e é possi-
vel demonstrar, a partir da estrutura simplética, que estes expoentes ocorrem sempre aos
pares, isto é: Y . h; = 0. Se Y . h; < 0, entdo o sistema é dissipativo, pois ha contracao

de volume no espaco de fases.

Considerando um sistema unidimensional, o expoente de Lyapunov associado a uma

trajetoria fica inteiramente definido pela soma dos logaritmos:

n—oo M

n—1
1
h=lim = In|DM(z;)], (2.31)
=0

com DM(x;) denotando a derivada do mapa no ponto x = z; da trajetoria.

Além dos expoentes de Lyapunov, podemos obter um panorama global do sistema
dependente de um ou mais parametros através de um espacgo de parametros. No caso de
um mapa definido a um parametro, podemos fazer uso do diagrama de bifurcagao. O
expoente de Lyapunov e o diagrama de bifurcacao para o mapa logistico sao mostrados

na figura 2.3

Na figura 2.3 é possivel verificarmos a transicao para o caos. Para 0 < r < 3, a solucao
converge para um ponto fixo que muda de posicao com o aumento do parametro. Em
r ~ 3,1 surge a primeira bifurcacao: x, converge para um Orbita de periodo 2. Embora
ocorra a duplicacao do periodo, a solugao que era estavel antes nao deixa de existir: a
sua estabilidade ¢é alterada, e passa a ser uma solucao instavel. Finalmente para r > 3,5
ha o surgimento da regiao cadtica, em razao das infinitas érbitas instaveis imersas no
atrator. Deste modo, o expoente de Lyapunov correspondente passa a ser positivo: ha

tantas orbitas instaveis que quaisquer condigoes iniciais préximas divergem.

Feita esta introducao tedrica a respeito dos aspectos principais da teoria dos sistemas
dinamicos, vamos estudar um sistema dinamico a tempo continuo, a equacao de Langevin

e, posteriormente, o sistema dinamico a tempo discreto proposto nesta tese.
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Figura 2.3: (a) O diagrama de bifurcagoes para o mapa logistico, dado pela solugao em
fungao do parametro de controle. (b) O corresponde valor do expoente de Lyapunov
também em funcao do parametro.



Capitulo

A equacao generalizada de Langevin

Vamos tratar neste capitulo da derivagao da equacao generalizada de Langevin através
de um modelo microscopico. Para isto, apresentaremos um tratamento historico que se
inicia pela investigacao do movimento browniano, que possibilitou o desenvolvimento da

equacao de Langevin.

3.1 O movimento browniano

Um fato bastante conhecido e descrito na literatura é a observagao experimental do
movimento conhecido como browniano. Em 1827, o botanico inglés R. Brown (1773-1858)
observou que pequenos graos de pdlen suspensos na agua experimentavam um movimento

bastante irregular, semelhante ao descrito na figura 3.1.

Anteriormente as observagoes de R. Brown, pensava-se que o movimento era devido
a “seres vivos”, hipdtese esta que nao se confirmou, em razao do mesmo movimento ser
observado para particulas inorganicas. Contudo, o proprio Brown ressaltou em seu artigo

que a sua observac¢ao nao era a primeira a respeito [38].

Alguns fisicos contemporaneos de Brown, como E. Mach (1838-1916), apresentavam
criticas em relagao a existéncia dos dtomos, pela caréncia de evidéncias a respeito [39].
O jesuita J. Delsaux, em 1877, forneceu a explicacao correta do movimento browniano,
atribuindo o efeito as colisoes das moléculas da agua com a particula suspensa. Era uma
evidéncia em favor da existéncia dos atomos. Desenvolvimentos posteriores auxiliaram

imensamente na explicacao deste curioso fenomeno.

A primeira descri¢cao matematica do movimento browniano foi proposta por W. Suther-

19
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Figura 3.1: Trajetoria simulada computacionalmente de uma particula browniana que vai
do ponto A até o ponto B, marcados na figura com um X.

land (1859-1911), A. Einstein (1879-1955) e M. Smoluchowski (1872-1917) de maneira in-
dependente. No trabalho de Einstein, a descricao do movimento assentava-se sobre duas
duas proposicoes: a de que um conjunto de particulas brownianas deve realizar um mo-
vimento independente umas das outras e a da independéncia do estado de uma particula

em relacao aos estados anteriores [40].

Se considerarmos que o movimento limita-se a uma dimensao, entao podemos escrever
a fracao de particulas que se desloca entre x e x 4+ dx em um dado intervalo de tempo ot
[41]:

% = p(0x)ddx, (3.1)

sendo p(dx) a distribui¢do da varidavel dx normalizada.
O ndmero de particulas por unidade de comprimento, n(z,t), entre z e  + dz no
instante t + Jt é, entao,
[ee]

n(x,t + dt)dx = / n(x + ox)p(dx)ddxdz. (3.2)

—0o0

Devido ao fato de que, tanto dt quanto dx sao pequenos (para englobar as condigoes

de independéncia comentadas anteriormente), é possivel expandir n(z,t + dt) e n(x + dx)
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até termos de primeira ordem, de maneira que a expressao resultante seja:

on(z,t) 0?n(x,t)

o P o (3:3)
sendo que
1 [ 622
D=— — i 4
= /_ oo (3.4)

Uma equagao do tipo (3.3) ja era conhecida como uma equagao de difusao, sendo D o
coeficiente de difusao, embora Sutherland e Einstein tenham sido os primeiros a deriva-la

para o problema da particula browniana.

Uma descricao matematica mais simples do que a proposta por Einstein, é a do fisico
francés Paul Langevin (1872-1946). A vantagem da descri¢ao de Langevin, em comparagao
com a de Einstein, é o emprego da segunda lei de Newton, associada com a hipodtese da
equiparticao da energia. Considere uma particula de massa M imersa em um liquido.
A influéncia do meio sobre a particula browniana pode ser decomposta em duas partes.
Primeiro uma forga de viscosidade, proporcional ao momentum da particula em suspensao
e, segundo, uma forga estocéstica expressa por F'(¢). Deste modo, a segunda lei de Newton

¢ escrita como segue:

dP
— =—-)\P+F .
I A (1), (3.5)

sendo P = P(t) = MV (t) o momentum da particula, —AP o termo associado a dissipagao,
em razao das forgas viscosas, e F(t) a forga aleatéria. E necessrio um pouco mais de
atencdo ao conjunto de todas as forgas F(t) no tempo ¢ > 0: o efeito médio de todas as
realizacoes é nulo, representando uma homogeneidade no efeito das colisoes da particula
com as moléculas do liquido. Uma outra hipdtese assumida por Langevin foi que tais
colisoes sao independentes, de modo que a autocorrelacao entre as forcas em tempos
distintos seja delta correlacionada. A média no ensemble, desta forma, devera resultar

elm.:

(F(t)) = 0, (3.6)
(F()F(t)) = Co(t—1t), (3.7)

sendo a constante C' = 2M\kgT determinada com o auxilio de resultado proveniente da
teoria cinética dos gases, onde kg corresponde a constante de Boltzmann e T" a tempera-

tura.
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A expressao (3.7) equivale a tomar para F'(t) uma distribuigao estocastica, de forma

! Na prética, ao escolhermos forcas que cor-

que esta corresponda a um ruido branco
respondam a (3.6) e (3.7), dizemos que o processo de interacdo é markoviano, pois nao
depende dos estados anteriores. Em outras palavras, nao apresenta efeitos de memoria, o

que esta de acordo com as duas proposicoes de Einstein descritas anteriormente.

Embora o movimento browniano seja muito bem descrito pela abordagem de Langevin,
ainda ha questoes que devem ser consideradas. Quando as forgas F'(t) sao escolhidas de
modo que o processo seja markoviano, alguns detalhes especificos do meio sao inacessiveis.

Na secao seguinte discutiremos como incluir explicitamente as propriedades do meio.

3.2 O sistema imerso em banho de osciladores harmo-

nicos

Uma caracteristica da descricao de Langevin, apresentada na secao anterior, é que,
evidentemente, nao se tem uma forma funcional para as forgas F'(t) que atuam na particula
em suspensao. Por outro lado, outras questoes passaram a fazer parte de problemas
relacionados com o movimento browniano. Uma delas, e talvez a mais proeminente, é
se ha alguma conexao de fato microscopica das forcas viscosas com a forga estocdstica.

Outra questao que aparece é sobre o efeito da memoria das colisdes ocorridas.

Uma maneira de representar o liquido no qual a particula esta suspensa é considerar o
fluido como um reservatorio sendo constituido por N osciladores harmonicos desacoplados
entre si, cada qual com frequéncia de oscilagao w;, para i =1,2,..., N. Este modelo foi
inicialmente proposto no contexto do estudo da dissipacao em sistemas quanticos, bem
como de problemas de tunelamento [10, 22]. A rigor, os efeitos de dissipagao podem
ser amplamente estudados em sistemas abertos, onde se considera um ambiente externo

acoplado ao sistema.

Com efeito, a forma de se fazer isto é por meio do modelo de Caldeira-Leggett, descrito

pela hamiltoniana [22]:

P? Nt/ omw?
H=— X S 2 ) T X ()] . .
2M—|—V( )—i—;[(zmi—k 5 xl> go(:):)} (3.8)

As letras maiusculas da hamiltoniana (3.8) correspondem as variaveis e parametros

1O ruido é dito branco quando a transformada de Fourier da funcdo de autocorrelacio é independente
da frequéncia. Neste caso, considere t — ¢/ = T'. Logo: ffooo e “TKy§(T)dT = Ky, sendo K, constante.
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do sistema ao passo que as letras minusculas denotam as varidveis do banho. O par
conjugado posi¢ao-momentum da particula do sistema é (X, P), enquanto (x;, p;) é o par
conjugado posi¢ao-momentum do i-ésimo oscilador do banho, sendo ¢+ = 1,2,..., N. A
particula do sistema possui massa M e os N osciladores do banho apresentam, cada um,
massa m; e frequéncia w;. O termo responsével pela interacao é dado por ), I Xp(x;),
sendo I'; o parametro de acoplamento entre o sistema e o i-ésimo oscilador e ¢(z;) é uma

funcao da coordenada dos osciladores.

A situacdo modelada pela fun¢ao hamiltoniana (3.8) estd representada na figura 3.2.

BANHO

Figura 3.2: Uma representacao pictérica da situacao modelada pela hamiltoniana 3.8.
Nesta situa¢@o o banho térmico é constituido por N = 8 osciladores harmoénicos (azul) e
o sistema (vermelho) corresponde a uma particula sujeita a um potencial V' (X).

Na figura 3.2, o reservatoério térmico é constituido por N osciladores harmonicos,
representados pelos circulos azuis e o sistema é representado pelo circulo vermelho maior.
E importante ressaltar que neste modelo as interacoes se dao apenas entre sistema e
oscilador individualmente, e cada oscilador nao ¢é interagente de maneira explicita com os
demais. As interacoes sao representadas pelas conexoes entre banho e sistema e o tamanho

das linhas representa, pictoricamente, a intensidade do acoplamento sistema-oscilador, I';.

Neste modelo, é usual considerar o acoplamento entre sistema e cada um dos oscila-
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dores como sendo linear na posicao de cada um dos osciladores do banho e da posicao do

sistema, i. e., ®(z;) = z;.

As equagoes de Hamilton para (3.8), com ¢(x;) = z; (acoplamento bilinear), fornecem:

P V(X))
% - aX + ; 1 Fil’i (39)
dX P
— = — 3.10
dt M (3.10)
dp;

b _ —mwiz; + ;X (3.11)
dt
dzx; Pi

= —. 3.12

A forma de abordar este problema é estudar o comportamento coletivo a partir da
solugao das equagoes do banho. Com a finalidade de obtermos a solu¢ao da posigao de
cada oscilador do banho em funcao do tempo, podemos empregar a transformagao de

Laplace.

Apéds combinarmos as equagoes (3.11) e (3.12), temos a equacao de movimento em
x;(t) para o banho:

dz(t)
dt

onde empregamos a notacao &(t) = para a derivada.

A transformada de Laplace é definida como sendo:
cifoy= [ rwea (314
0

Tomando a transformada de Laplace de ambos os lados da equacao de movimento

(3.13), resulta em:

m L3 ()} + muwll {zi(t)y — T,L{X(t)} = 0. (3.15)

Decorre da definicao da transformada de Laplace a propriedade:
!
C{fOm} =s'L{fB} =D U0, (3.16)

j=1

sendo aqui [ a ordem da derivada e f(¢) uma funcao qualquer do tempo, [ vezes derivavel.
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Considerando que a ordem da derivada é [ = 2 na equagao (3.15), vem:

™m; [525 {z;(t)} — sx;(0) — :UZ(O)} + miwfﬁ {z;()} =T, L{X(t)} = 0,
(2 + W)L {m(t)} — s2:(0) — &(0) ;—c (X)) = o,

S 1 Fz
i(0) — ri(0) — ————~
32+w§I() sz—l—wfx() mi(s? + w?)

L{ai(t)} -

LIX(H)} = 0. (3.17)

Tomando a transformada de Laplace inversa da expressao (3.17), obtemos:

L)L | | 027 | | 027 | e x| o
Resulta disto que:
z;(t) = 24(0) cos (wit) + %pim) + % /0 X (s) sen [w;(t — s)]ds. (3.18)

O terceiro termo do lado direito da equagao (3.18) é definida e contém todo o histérico
desde a condicao inicial até o tempo t. Em nenhum momento assumimos ser o processo
markoviano, de modo que nao contivesse termos de memoaria para tempos suficientemente

longos.

Podemos estudar com mais detalhes a solugao (3.18), quando substituida na expressao

(3.9), se resolvermos a integral que aparece em (3.18) por partes:

/ sen [wi(t — )] X (s)ds = L) _ <os@it) g / st =9l ¢ g (319)

Wi Wy Wi

A substituigao da integral (3.19) na solugao do banho (3.18) conduz a:

xi(t) = x;(0)cos (wit) + %ﬁi@) + mIZLZX(t)
_ ml;c:?X(O) cos (w;t) — mlzci)? /0 cos [wi(t — 5)] X (s)ds. (3.20)
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Levando a equacao (3.20) na equacao (3.9), resulta:

N

Cil_ltj = —mgg?() + ;Fi [m(O) cos (wit) +pi(0)%]

+ in [LQX@)— FiQX(O)COS(wit)}

i—1 m;w; m;w;

2 t .
— Z — / cos [w;(t — $)] X (s)ds. (3.21)
—1 Wi Jo
1=
Podemos reescrever a equagao de movimento (3.21) ao separarmos termos associa-
dos somente ao banho e o termo que contém todo o histérico da particula do sistema.

Procedendo deste modo e efetuando a troca s = ¢/, ficamos com:

dP aVefetlvo( = 12
= ax / K(t—t) z; o~ 12 )cos (wit),  (3.22)
sendo que

N

= ; I; {xz(()) cos (w;t) +pi(0)w} , (3.23)

m;ws

e corresponde a forca flutuante. Esta forca representa as interagoes microscopicas do
meio com o sistema e tem papel inteiramente analogo ao da F'(t) descrito pela teoria de

Langevin.

O termo associado a memoria e a dissipacao ¢ definido por:

N
Kit—t)= Z 2 cos [w;(t — t')], (3.24)
=1 7,
que é o nucleo de memoéria. Vemos que a integral que aparece entre tempos distintos,
calculada sobre o niicleo de meméria na equacio (3.22), apresenta um termo X (') que

corresponde ao momentum do sistema.

A equagao (3.22) é a equacao de Langevin generalizada, cuja forga flutuante F(t) é
dada pela expressao (3.23) e o nucleo de meméria K (t —t') é definido pela equacao (3.24).
Se todos os termos de memoria forem desprezados e garantirmos que F(t) corresponda
a uma distribuicao gaussiana centrada em zero?, entdo obteremos novamente a descricao
do movimento browniano e X () denotard a posicao e P(t) o momentum da particula

browniana.

20s detalhes mateméticos das propriedades estatisticas se encontram na secdo 3.3
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Colocada na forma (3.22), fica evidente que o sistema estd sujeito a um potencial

efetivo que é definido por:

2

V;zfetivo(X) = V(X) - E 2m%w2X(t)27 (325)
i=1 s
de modo que
Wotetio(X) V(X)) o= T2
= - X(t). .2
0X 0X ; miw? ®) (3:26)

Um outro termo da equagao (3.22) que precisamos devotar nossa atengao é aquele
dependente da condicao inicial do sistema: — Zf\;l %if (0) cos (w;t). Em simulagoes
numéricas, como as que descreveremos no capitulo 5, é usual tomarmos X (0) = 0, em
razao da interacao no tempo ¢t = 0 ser nula entre sistema e banho. Contudo, no caso
em que X(0) # 0, entdo héd uma forca adicional. E comum redefinir a for¢a flutuante
em termos deste novo termo [6, 10]. Isto, porém, forga a redefinicdo da distribuigao
utilizada no tratamento estatistico, que sera discutido na se¢ao seguinte, de maneira que
deve apresentar um termo de “shift” para compensar o termo de for¢a adicional quando

X(0) # 0 for escolhida.

3.3 O tratamento estatistico

Conforme vimos, a equacao de Langevin para o movimento browniano, bem como a
equacao generalizada de Langevin, consiste em um sistema estocédstico em razao das forgas
que fazem o papel do banho térmico serem geradas aleatoriamente. Como consequéncia,
um tratamento integravel para todo o tempo ¢t > 0 se torna inviavel, o que implica a

necessidade de um tratamento estatistico.

Neste ponto é importante relembrarmos aqui a formulacao do teorema da equiparticao
da energia. Em resumo este teorema afirma que um sistema fisico com muitos graus de
liberdade e em equilibrio térmico, a energia cinética é distribuida igualmente entre os
graus de liberdade quadraticos. Consideremos novamente a situacao descrita pela figura
3.2. Se, por hipétese, os N osciladores harmonicos que compoe o banho estiverem em

equilibrio térmico em t = 0, entao devemos ter:

2 2
Miwi /2 i) _ 1
5 (x7) + om; B (3.27)

1

BT kg correspondendo a constante

para cada um dos osciladores do banho, sendo g =
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de Boltzmann e T' a temperatura do banho. As médias sao realizadas sobre o ensemble,
ou seja, em varias realizagoes. Este resultado permanece valido no ensemble canonico ou

microcanonico e também com as médias efetuadas no tempo sob a hipdtese da ergodici-
dade.

Em outros termos, podemos atribuir uma funcao de distribuicao microcanonica para
a distribuicao das condigoes iniciais considerando as energias de cada um dos osciladores

individualmente:

p(x0,p0) = Zyc0(H (20, po) — E;), (3.28)

ou ainda, as realizagoes podem ser tomadas no ensemble candnico, atribuindo uma tem-

peratura 7" ao banho térmico

p(xo,p0) = Zg' e PH@oro), (3.29)

As constantes de normalizacao destas expressoes correspondem a funcao de particao

destas distribuicos:

Zuse = H1 /_ Z S{H[2:(0), pi(0)] — Ei}dodpo, (3.30)

para o ensemble microcanonico e

N oe]
Ze=1] / e PHE 02O g2,(0)dp; (0), (3.31)
i=1v 7%

para o ensemble canonico, onde a integral é tomada sobre as condigoes iniciais conside-

rando todos os N graus de liberdade do banho.

Considerando o banho térmico composto de osciladores harmonicos, entao é possivel
efetuar o tratamento estatistico através de quantidades como a média e o desvio quadratico

médio da posi¢ao e momentum.

Com efeito, uma das dificuldades em explicar um movimento como o browniano con-
siste na observacao da velocidade do objeto macroscopico sujeito a interagoes microscopi-
cas. Embora a energia cinética média possa ser determinada pelo teorema da equiparticao
da energia, continuamente a molécula muda sua dire¢ao e o problema passa a ser o da
determinacao da distancia percorrida por tal molécula. De fato, das proposicoes de inde-
pendéncia de Einstein para o movimento browniano, cada colisao da particula browniana

é independente das demais. Assim, para cada realizacao, havera em outra realizagao o ca-
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minho simétrico entre duas colisoes, de maneira que a média do deslocamento da particula

browniana sera nulo.

No modelo de Caldeira-Leggett apresentado na segao anterior, nada afirmamos so-
bre a independéncia das colisdes. Na sua forma mais geral, que corresponde a derivagao
da equagdo generalizada de Langevin (3.22), temos uma forma funcional para a forga
flutuante F'(t), equacao (3.23), que corresponde a resposta do banho ao sistema e nao
assumimos ser o processo markoviano. Neste ponto, esta passa a ser a questao das propri-
edades da forca flutuante. No sentido de Langevin, devemos esperar média nula de F'(t)

nas realizacoes do banho, mas nao necessariamente uma funcao delta na autocorrelacao.

A média no ensemble canonico da forga flutuante é calculada por meio de:

(F(0) = YT (00 cos () + ((0) 2] (3.2

m;w;

A funcao particao canonica para o conjunto de N osciladores harmonicos do banho é

dada por:

_ (%)Nﬂ% (3.34)

=1

7 = lj"[l /_ T exp {—5 <pi(0)2 + m;“’? xi(O)Q)]dzi(O)dpi(O) (3.33)

Para o calculo das médias, observamos que a funcao hamiltoniana somente dos osci-
ladores harmonicos é uma forma quadratica nas coordenadas do banho, entao é evidente

que as integrais que dependam da distribuicao (3.29) serao gaussianas:

/: exp [—(ay® + by + ¢)|dy = \/gexp (g — c> : (3.35)

um resultado ja conhecido.

Logo,

/ " 2(0)p((0), pi(0))dxdp? = 0, (3.36)
/ " pu(0)p(i(0), pi(0))dr dpf = 0. (3.37)

o0
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Assim, para a forca flutuante:
(F(t)) = 0. (3.38)

A forma de avaliarmos a conexao entre colisoes sucessivas é justamente através da

fungao de autocorrelagao de F'(t) em tempos distintos:

<Iz’ (O)I?i (0)>

(t—t
- sen [w;( )]

(F(t)F Z r? {<a: cos (w;t) cos (wit") +

+ < {(0)° >sen (w;t) sen (wit’)}. (3.39)

mz

Como as integrais referentes as médias sao gaussianas e a hamiltoniana nao apresenta

termos cruzados, temos:

(z:(0)pi(0)) = 0, (3.40)
(iop) = el (3.41)
(pi(0)%) = % (3.42)

Portanto, a fungao de autocorrelagao (3.39) resulta em:

2

(F(H)F /:%Z s cos et — ). (3.43)

’L

A comparacao da equagao (3.43) com a expressao do ntcleo de memoria (3.24) nos

permite escrever:
K(t—1)

(FOFE) =—F3

(3.44)

Este belissimo resultado, conhecido como relacao de flutuacao-dissipagao, tem um
significado profundo: trata-se da conexao entre a forca flutuante e o nicleo de meméria,
associado também a dissipacao devida ao meio no qual o sistema esta imerso. Em outras
palavras, é a relagao (3.44) que permite afirmar que a dissipagdo em razao do meio tem
a mesma origem microscopica das forgas que impulsionam constantemente a particula
do sistema. Em particular, a propriedade (3.7), apresentada no inicio deste capitulo,
corresponde ao teorema de flutuacao-dissipacao também. No entanto, como comentamos,

alguns detalhes do meio sao desconhecidos naquela abordagem.
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3.4 A descricao do movimento browniano através de

um mapa

Com o desenvolvimento da teoria de sistemas dinamicos, C. Beck e colaboradores

estudaram as propriedades de um mapa do tipo Kaplan-Yorke, dado por [42]:

Lpy = 1-2L2, (3.45)
Yn+1 - AYn + Ln+1. (346)

Embora este sistema seja deterministico, pode ocorrer caos em razao do termo qua-
dratico em L, na equacdo (3.45). Assim, o comportamento exibido pelo mapa do tipo
Kaplan-Yorke é muito semelhante ao comportamento da equacgao de Langevin. Para des-
crever a particula browniana, Beck supos que a coordenada L do mapa (3.45) agisse como
a forca flutuante e a trajetoria undimensional da particula fica inteiramente determinada
por:

sendo r, a posigao da particula no instante n. Note que na expressao (3.46), a varidvel
Y,, representa o momentum da particula e o mapa (3.45) fornece o anédlogo discreto da
forca flutuante na abordagem de Langevin. A partir do acoplamento de mapas do tipo

Kaplan-Yorke, é possivel descrever a dinamica de particulas brownianas interagentes [43].

A razao pela qual o mapa de Beck descreve bem o movimento browniano, é justamente
devido ao mapa cadtico representar a for¢a flutuante. Em um mapa cadtico, a densidade
de probabilidade pode ser gaussiana de modo que a descricao é bastante similar a de P.
Langevin. Em particular, a figura 3.1 que ilustra o movimento browniano na abertura
deste capitulo, pode ser gerada com o mapa de Beck, dado pelas expressoes (3.45), (3.46)

e (3.47), generalizado para duas dimensoes.



Capitulo

O mapa generalizado

Neste capitulo temos como o objetivo apresentar o modelo proposto para investigagao,

bem como os resultados analiticos obtidos nesta tese que foram publicados [44].

4.1 O modelo proposto

Iniciamos o estudo com a hamiltoniana dependente do tempo:

H(t) = Hs(t) + Hi(t) + Hal?), (4.1)
sendo
Ho(t) — %+v<x>§a(£—n), (4.2)
Hi(t) = —émixi(s (; —n), (4.3)
Hp(t) = é [2];’2% mi“;izx? g(s (; —n)] , (4.4)

onde Hg(t), Hg(t) e H(t) correspondem as hamiltonianas do sistema, banho e interagao,
respectivamente. O impulso periédico, aqui representado por y >, d (f — n), é entendido
da seguinte maneira: o potencial é “ligado” nos tempos em que ocorre o “kick”. Entre os
impulsos periédicos, de intervalo 7, a particula do sistema ou os osciladores do banho se

movem como particulas livres.

Nestas expressoes, as letras maitsculas correspondem a variaveis e parametros do

32
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sistema ao passo que as letras minusculas denotam as variaveis do banho. Ainda com
base nas hamiltonianas dadas, (X, P) é o par conjugado posi¢gdo-momentum da particula
do sistema central, enquanto (z;,p;) é o par conjugado posigao-momentum do i-ésimo

oscilador do banho, sendo ¢ =1,2,..., N.

De maneira equivalente a apresentada anteriormente no modelo sem impulsos periédi-
cos, o parametro I'; corresponde ao acoplamento, que é bilinear nas coordenadas do banho
e do sistema. O parametro M representa a massa da particula do sistema central, imerso
em banho de osciladores harmonicos, cada um com massa m; e frequéncia de oscilagao
igual aw; (1 =1,2,...,N).

Com tal estrutura para a hamiltoniana dependente do tempo, podemos proceder da

maneira apresentada no capitulo 2 com a finalidade de obtermos a discretizacao para o

sistema:
Py = P,—7 algg?() +7 i Tz, (4.5)
X=Xn i=1
X1 = X+ %Pml. (4.6)
Para o banho de osciladores temos:
Pl = o —mwlTal) + 71X, (4.7)
xSJ)rl = ¥+ mlsz)rl (4.8)

7

Com o objetivo de compreendermos o banho de osciladores com “kick”, podemos
construir o espaco de fases de um unico oscilador (i. e. com I'; = 0) para frequéncias
distintas. Consideremos inicialmente massas iguais (m; = 1M, com M sendo a unidade
de massa) e 7 = 17", com T sendo a unidade de tempo. A figura 4.1 mostra o espaco de
fases para trés trajetérias do mapa do banho (com I'; = 0), iniciando todas com a mesma

condicao inicial, porém com frequéncias w distintas.

Conforme observamos na figura 4.1, as orbitas de um tunico oscilador com “kick”
formam elipses no espaco de fases. Se compararmos com o espaco de fases de um oscilador
harmonico a tempo continuo, veremos que o efeito do “kick” é rotacionar o semi-eixo
maior das elipses por um angulo que é dependente da frequéncia. Neste sentido, é natural

esperarmos que a forma quadratica h(z,,p,) = ax® + bp? + cx,p, seja uma constante de
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Figura 4.1: Espaco de fases para uma tnica condicao inicial (9, po) = (0, v/2) mostrando
o efeito de variar a frequéncia w, para wr = 0,2 (6rbita em preto), wr = 0,8 (vermelho)
e wr = 1,1 (azul).

movimento. Matematicamente, podemos expressar esta condigao por:

lim h<xn+17pn+1) - h(xmpn)
T—0 T

—0, (4.9)

onde omitimos o indice ¢ por se tratar de um tnico oscilador.

Desta maneira, obtemos para um oscilador com “kick”:

¥+ — — —ap, (4.10)
m

a menos de uma constante multiplicativa. Na expressao (4.10), h(x,p) é a constante de
movimento de um oscilador com “kick”; sendo m a sua massa e w a frequéncia de oscilagao.

Omitimos o indice n do tempo discreto devido a constancia da (4.10) para qualquer tempo.

Com a finalidade de evitarmos problemas de escalas de tempo nas simulagoes numéri-
cas e também de estudarmos a dinamica do mapa proposto, podemos reescrever os mapas
do sistema (4.5), (4.6) e do banho (4.7), (4.8) com o emprego de variaveis adimensionais.
Isto é feito pela atribuicao de variaveis caracteristicas ao problema e que contenham as
dimensoes a serem eliminadas. Vamos iniciar o processo de adimensionalizagao através

do mapa do banho.
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A andlise dimensional da constante de movimento h(z, p) evidencia o fato de que esta
quantidade tem dimensao! de energia, i. e., ML*T2  Assim, podemos dividir ambos
os lados da equagao (4.10) por uma quantidade E com dimensao de energia. Em outras

palavras:

h(z,p)  mw? , P> w3T

_ _ A1
E o8 Tomg  287P (4.11)

a exemplo do que é feito no caso do oscilador harmonico a tempo continuo, isto é, sem

impulsos periodicos.

E evidente que agora a quantidade expressa pela equagao (4.11) é adimensional, pois £
também tem dimensao de energia. Isto sugere uma escolha natural para o par conjugado

adimensional (Z,,, p,). Matematicamente:

o)

| o)
= N (4.13)

de modo que possamos definir as posicoes e momenta caracteristicos para o banho.

Com a escolha acima, a constante (4.11) se torna:

-2
%—gp, (4.14)
onde definimos o parametro adimensional k; = w;7, para cada oscilador. A expressao
(4.14) evidencia o fato ja mostrado numericamente: que as dérbitas obedecem a equagao
de uma elipse rotacionada no espaco de fases (z,p). E trivial mostrar que os semi-eixos
maiores das drbitas elipticas nas coordenadas adimensionais (z, p) estao todos orientados
com angulo ¢ = 7/4 rad. Nesta escala, a inclinagao de cada uma das érbitas independe da
frequéncia w;, sendo que agora o efeito do aumento do parametro associado de frequéncia
k; correspondera a um achatamento das orbitas em relagao aos semi-eixos menores e a um

alongamento correspondente nos semi-eixos maiores.

Pela atribuicao de varidveis caracteristicas, podemos escrever para a posicao do sis-

tema:

_ _ T P _
Xpo1 =X+ — == ) P,uq. 4.15

+1 ( i Xc> +1 ( )
O termo entre parénteses na expressao (4.15) pode ser naturalmente tomado como a

unidade, uma vez que contém as variaveis caracteristicas. Daqui por diante, as variaveis

1 Utilizamos aqui, naturalmente, os padroes do Sistema Internacional de Unidades.
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adimensionais serao mostradas sem a barra superior, para simplificagao na notacao.

Com o intuito da adimensionalizacao do sistema, podemos expressar as razoes das

grandezas caracteristicas:

Pe

o m;w ( )
X, T

— = — 4.17
P. M’ ( )

onde o Indice ¢ nas variaveis denota o fato de serem grandezas caracteristicas.

Com os procedimentos acima descritos para o sistema e para o banho, teremos para

os termos de acoplamento:

TI'x,

= v, 4.18

P ot (4.18)
I X, Vi

_ 4.19

Pe ki7 ( )

sendo 7; o parametro de acoplamento adimensional.

Deste modo, as escolhas (4.12), (4.13), (4.18) ¢ (4.19) conduzem ao mapa:

ov(X N 4
Py = p— 200 +3 72, (4.20)
0X |x—x. p—
Xn+1 = Xn + Pn+1; (421)
p,(fil = p,(f) — kixg) + %Xn, (4.22)
JZS-)i-l = xﬁf) + kz‘pSJ)rl- (4.23)

Este mapeamento permite o estudo no sentido da teoria de sistemas dinamicos, bem
como da analise de quantidades estatisticas associadas, como serao mostradas nas segoes
seguintes. Iniciaremos com uma analise do mapa somente para o banho de osciladores na

secao que segue.

4.2 O mapa harmonico

Nesta secao vamos considerar o mapa somente para o banho de osciladores, isto €, o
mapa (4.22) e (4.23) com 7; = 0. O propésito disto é encontrarmos as solugdes para o
mapa do banho e estudarmos o ambiente pulsado, de maneira andloga ao que se faz na

derivacao da equacao generalizada de Langevin no capitulo 3
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O mapa para um oscilador harmonico pulsado é, entao, escrito como segue:

P+t = D — kay (4.24)
Tpt1 = Tp+ kDpoit, (4.25)

sendo k proporcional a frequéncia do oscilador, conforme a adimensionalizacao feita na

secao anterior.

A exemplo do que fizemos na secao anterior, podemos construir o espaco de fases
do mapa composto pelas expressoes (4.24) e (4.25). Selecionamos uma condigao inicial,
dada por (zo,po) = (0,v/2), e iteramos o mapa. A figura 4.2 apresenta o espaco de fases
para o mapa de um unico oscilador com “kick” com trés valores distintos do parametro de

frequéncia adimensional k.

2 T T T I T
! k=11
1 _
RN A— AR l
al _
I k=08 |
) . | . i . | .
25 1 0 1 2
X

=}

Figura 4.2: Espaco de fases para uma tinica condicao inicial (g, p) = (0,+/2) contendo
trés orbitas para valores distintos do parametro k: k = 0,2 (6rbita em preto), k = 0,8
(vermelho) e k = 1,1 (azul).

Na figura 4.2 é possivel perceber que a alteracao provocada nas érbitas, em decorréncia
da escolhas das frequéncias, é o alongamento na direcao do semi-eixo maior da elipse e o

achatamento na direcao do semi-eixo menor da elipse.

O mapa dado pelas equagoes (4.24) e (4.25) é linear em (z,p). Como consequéncia, a

matriz dos coeficientes coincide com a matriz jacobiana do sistema dinamico, de tal forma
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que podemos fazer:

(x") - 1:[ DM (@, pw) <x°> , (4.26)

DPn n'—0 Do

onde consideramos (zg, py) a condicao inicial do mapa e DM a matriz jacobiana, conforme

apresentada no capitulo 2, sendo aqui igual a

DM (2, py) = (1 ::2 li) : (4.27)

independente do ponto calculado, por se tratar de um sistema linear, de modo que passa-
remos a chamar a matriz apenas de DM. Como consequéncia, resulta para o produtoério

da equagao (4.26):

n—1

1] M@, po) = DM™, (4.28)

n'=0
que é uma matriz quadrada de ordem 2. Sejam 7 5 os autovetores da matriz DM™. A
diagonalizacao é feita com a definicao da matriz dos autovetores, a qual chamaremos aqui
de P e definida por:
P = [171 172} ; (4.29)

de maneira que a matriz diagonalizada possa ser escrita
D =P Y(DM)P, (4.30)

cujos elementos da diagonal principal sao os autovalores da matriz original.

A diagonalizacao de DM™ resulta na matriz:

<2—k2+k\/k2—4>n 0
2

D" = (4.31)

2 k2—kvEZ—4 )"
0 2
Podemos aqui tomar apenas o termo entre parénteses dos elementos matriciais, os

quais chamaremos de A; e As:

k? k? —4
ANo=1——=k .
1,2 5 1

(4.32)

Verificamos que no espago de fases as drbitas correspondem a orbitas fechadas para
cada um dos osciladores, desde que a frequéncia obedeca a condicao 0 < k < 2, o que

correspondem a funcgoes limitadas no espaco de fases. Logo, podemos reescrever os auto-
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valores (4.32) da seguinte maneira:

K k2
ALQ =1- ? +aky/1 — Z, (433)

com ¢ sendo a unidade imaginéria.

Como A 5 correspondem a nimeros complexos de médulo unitario, podemos identifica-

los com a forma polar, o que resulta para os autovalores (4.33):
A1 = cos(0) £isen(0), (4.34)
desde que
ky/1—k?/4
f = arctan (—/) (4.35)

1— k22

Empregando o mesmo raciocinio utilizado acima, podemos entao escrever os autova-

lores da matriz diagonalizada (4.31), os quais chamaremos de oy :
012 = [cos (0) £ isen (0)]", (4.36)
e que, pela formula de de Moivre, resulta em:

012 = cos (nf) £ i sen (nd). (4.37)

Podemos rearranjar o sistema (4.26) de modo a obtermos, pelas propriedades da

multiplicacao de matrizes e da matriz identidade,

p <$”> — prp! (x()) . (4.38)
Pn Po

Como consequéncia, temos as solugoes para o mapa harmonico, ao resolvermos o
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sistema linear (4.38):

29 = |cos(nb;) — _ kL sen (nb;) x(()i)
_ 2./1— k2/4
+ _; sen (nf;) | pt” (4.39)
V1 k2 /4 L
0 — | —_ sen(nb, 29
k- ,
+ |cos (nb;) + ————— sen (nb; o8 4.40
[ (1) e sen >]po (4.40)

Nas expressoes (4.39) e (4.40) colocamos o indice i com a finalidade de evidenciar que
as solucoes sao validas para cada um dos N osciladores do banho de maneira independente.
E importante notar que qualquer condicao inicial diverge para k > 2. Do ponto de vista

da teoria de sistemas dinamicos, tais pontos se tornam instaveis.

De posse dos resultados para um tnico oscilador com impulsos periddicos, podemos
calcular a distribuicao tanto para a posicao quanto para o momentum de cada oscilador,

definida por: .
O(z) = A/_ d(h(x,p) — E)dp, (4.41)

o0
com E sendo o valor da constante de movimento no instante inicial e A a constante de
normalizacao. Omitimos aqui o indice da iterada n, pois estamos interessados na forma

funcional para ®(z) e pelo fato também de que h(x,, pn) = h(Tpi1, Pus1)-

Para calcularmos estas distribuicoes, utilizamos da seguinte propriedade da funcao

delta de uma funcao r : R — R, com z pertencente ao dominio da funcao:

Sr(x)] =Y oz — ;) (4.42)

— ()]

onde a soma se estende a todas as rafzes da funcao r(z) e r'(z;) denota a derivada de r(z)

no ponto r = x;.

A realizacao do célculo da distribuigao (4.41) tanto para a posi¢cao quanto para o
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momentum, respectivamente, fornece:

1/m
O(z) = i (4.43)
_2F .2
1T kzja 7
1/7
D(p) = __r (4.44)
_2FE 2
k22 P

Na figura 4.3 apresentamos tanto o histograma, obtido numericamente, quanto a dis-
tribuigao analitica dada pelas equagoes (4.43) e (4.44) para a posigdo e momentum do
mapa harmonico. Geramos numericamente uma trajetoria e, a partir das séries temporais

da posicao e do momentum, o histograma é obtido.

S

d(x,)

-~ -
——— — — — ——

1
N

N

—~
RS

@(p,)

-~ —_—

N
=
o
=
N

Figura 4.3: As distribuigoes para a (a) posi¢ao e para o (b) momentum de um oscilador
com impulsos periddicos com £ = 0,8. Em cinza estd mostrado o histograma da série
temporal, tanto de x,, quanto de p,, e as curvas pretas sao dadas pelas equagoes (4.43) e
(4.44).

Das distribuigoes (4.43) e (4.44), temos que a amplitude é dada por:

| 2E
B= TP (4.45)

ou seja, difere da amplitude do oscilador harmonico a tempo continuo [45] em razao dos

impulsos periddicos. De fato, este é um dos efeitos da introducao dos “kicks”.
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Estudamos até agora um tinico mapa harmoénico de modo a compreender a dinamica de
cada um dos mapas que compodem o banho térmico. Algo interessante de se notar, porém,
¢ que o mapa padrao dado pelas relagoes (2.25) e (2.24) se reduz ao mapa harmonico, no

limite de deslocamentos pequenos.

4.3 O sistema imerso em banho harmonico discreto

Com o objetivo de obtermos agora a solucao explicita inclusive para o caso v; # 0,

2

mostramos alguns coeficientes de xg, po e { X, }2,_,, na tabela 4.1, para as trés primeiras

iteradas do mapa da coordenada do banho, dado pela equagao (4.23), com ~; # 0.

Para construir a tabela 4.1, fazemos:

) = (= kD) + kpf) + X,
o) = (1= 3K+ k)t + k(2 — k)py’ + 12— k)Xo + 21Xy,

e tomamos os coeficientes das condigoes iniciais do banho e do sistema, com as iteradas

do sistema implicitas.

Tabela 4.1: Os coeficientes das primeiras iteradas do mapa harmonico acoplado ao sistema
central.

n ‘ Zo ]{fpo Z—zXO ‘ ’klzXl ‘ %XQ
1 1—k? 1 1 7 4
2 1—3k* + k4 2 — k? 2 — k2 1 7
311 —6Kk>+5k*—kS | 3—4k?>+k* |3 —4k>+k*|2—k? 1

A partir da tabela 4.1 é possivel percebermos que a geracao dos coeficientes pode ser

dada por meio do mapa:

g = o = kA (4.46)

o= f0+ g9, (4.47)
cujas condicoes iniciais devem necessariamente satisfazer: g(()i) =1-k2 éi) = 1, indepen-
dentemente do oscilador.

Os resultados acima combinados, tanto das solugdes (4.39) e (4.40) quanto da tabela

(4.1), permitem escrevermos a solugao explicita nas coordenadas do banho de osciladores
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harmonicos com ~; # 0:

n—1
:c,(f) = gffllfcgl) + kifézllpél) + 7 Z Xn'fr(;zn’—l’ (4.48)
n'/=0
. . . . . Yi nl ; ;
ps) = —kifﬁ?lxé” + (9521 + /f?fﬁi)l)péz) + k_l Z X (gszn’fl + kz?fr(ﬁnul)' (4.49)
" n'=0

Identificando as solugbes dadas pelas equagoes (4.39) e (4.40) com as solugoes (4.48)
e (4.49) para ; = 0, resulta em:

g9 = cos[(n+1)6;) — 211{:#2/4 sen [(n + 1)6;] (4.50)

fr(f) = ;sen[(n—l—l)ei], (4.51)

kin/1— k2/4

para os coeficientes da solucao em qualquer tempo n.

4.4 A relacao de flutuacao-dissipacao

Podemos agora trabalhar de maneira semelhante ao desenvolvimento da equagao ge-

neralizada de Langevin, a qual foi desenvolvida no capitulo 3.

Vamos considerar novamente o mapa para o momentum do sistema, dado pela ex-
pressao (4.20). Podemos notar que ha uma dependéncia no acoplamento exatamente na

posigao de cada oscilador do banho. A substituigdo da solucao (4.48) no mapa (4.20)

resulta em:
N n—1
ov(X )G D) i
Pra=Po- 200|137, [ggzlxgwifgzlpy+7izng,szn,_l - 5)
X=Xn =1 n'=0

Note que a equagao (4.52) é o andlogo a tempo discreto da equagao (3.21). A ultima
parcela do lado direito da expressao (4.52) contém um termo com uma soma dos tempos,
que ¢é andlogo a integral de memdria na (3.21). Isto sugere que termos de memdria
e, eventualmente, dissipacao, devem surgir de tal parcela. E possivel rearranjar esta
parcela, de maneira semelhante ao que se faz na integragao por partes para o tempo

continuo, procedendo da maneira como segue, com o emprego do mapa dos coeficientes
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(4.46) e (4.47) em tempos distintos:

i) (@)

n—1

) gn n'—2  p—n/—
> X f = § X [ o 1] (4.53)
=0 i

Apés as modificagoes necessérias (cf. Apéndice B), chegamos a:

(4.54)

n—1
ZXn/fy(fzn’—l = % [ ()X gn— X Zgn n’—l
i=0 !

n/=1

onde fizemos uso do mapa (4.21).

A equagao (4.54) substituida no mapa (4.52) resulta em:

avefetivo (X)
Poi = Pm —o— . +F, - Z Ky Py — Z ngn )Xo (4.55)
Xn+1 - Xn -+ Pn+17 (456)

onde o potencial efetivo ¢ definido como

2X2
Vefetivo (Xn Z T (457)

e F,, é a forca definida por:

F, = Z% 922 + kif ] (4.58)

Esta forca tem papel semelhante a forca flutuante da equacao de Langevin. De fato,
o mapa dado pelas equagdes (4.55) e (4.56) fornece a dinamica para o sistema de uma

particula sujeita a um potencial Vefetivo(X7), cujo ambiente constitui um banho pulsado.

O termo K, ,, corresponde ao niucleo de memoria e é definido aqui por:
N 2
_ Z i ()
Kn,n’ = (?) 9n_n/—1- (459)

E de grande importancia ressaltarmos o fato de que na derivagdo do mapa (4.55)
nao assumimos ser infinito o nimero de osciladores do banho. Também cabe lembrar
a analogia imediata da relagao (4.55) com o caso continuo, dado pela equagao (3.22).

Também aqui aparece um termo de forga similar ao que aparece na equagao generalizada
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de Langevin, dado pela soma: — Zfil Z—zgn,lXo.

Conforme comentamos acima, a forca F), representa as interacoes microscépicas entre
as particulas do banho e do sistema para cada iterada do mapa. Por conseguinte, para que
possamos interpretar o mapa proposto neste capitulo no sentido de Langevin, esperamos
que esta forca flutuante discreta apresente as propriedades da forca flutuante da equagao
continua de Langevin. Em primeiro lugar, ¢é razoavel esperar que a interacao média dos
osciladores pulsados seja nula. Também ¢ de interesse investigarmos o que ocorre com a

funcao de autocorrelacao entre tempos distintos da forca flutuante discreta.

Se o banho estiver inicialmente em equilibrio térmico, podemos atribuir uma tempe-

ratura para o banho considerando uma distribuicao canonica, isto é:
N pa@ ()
p(gjo’po) — ZC =Bty kg7 5pg )’ (460)

onde B o< T71, sendo T a temperatura absoluta e Zo a funcao particiao, obtida através
de:
> N h@l ) 5 () 5 (@)
e :/ “A2ima Mo o) gt dpy (4.61)

—00
onde empregamos o simbolo de integracao apenas uma vez, embora a integracao seja feita

para todo par (xé),pé)) comi=1,2,...,N.

Com o auxilio do resultado (3.35), obtemos entao para a fungao partigao:

(4.62)

()HW

De posse da fungao de partigao (4.62), podemos calcular as médias (F),) e (F,F,).
Para isto podemos notar pela equacao (4.58) que (F},) conterd apenas termos como (xg)

e (po), sem termos cruzados como (xgpo). Neste caso teremos:

(&) = [ sl i an) =0 (4.63)
W) = [ ol sl = o. (464)

Como consequéncia obtemos:

Z% (92 () + kit 2y (o)) = 0. (4.65)
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Podemos fazer uso de um raciocinio analogo para o calculo da correlagao. Como :L’(()Z) e
pg) sao as condigoes iniciais para cada um dos osciladores e a média aqui é tomada sobre
as condicgoes iniciais e independe do tempo, entao podemos esperar que o produto F),F,,

conterd termos quadraticos e termos cruzados como (z2), (p3) e (zopo). Assim, temos:

1

<xff>2> - %(1_—% (4.66)
(") = %(1_1]{:2 7 (4.67)
<x§f)p§f)> _ ks B/ (1_11%2 ot (4.68)

Considerando a forma explicita para a correlagao, temos:

nyl |:gn 1gn’ l< (l)2>

i i i )2
+ K <gn—1f'n/—1 + fr(z—)lgv(ﬂ)—l> <35(())p0 > + sz n’) 1 <p(()) >} . (4-69)

A substituicao dos valores (4.66), (4.67) e (4.68) na expressao da correlagao (4.69)

fornece para a autocorrelacao:

2
!/
Z m COS [( —n )91], (470)
que difere da expressao (3.43) pelo fator (1 — k?/4) no denominador. Embora seja um
longo trabalho, é possivel demonstrar que em tempos apropriados o limite 7 — 0 conduz

ao resultado continuo da equacao generalizada de Langevin.

Para relacionarmos os dois resultados, vamos considerar o niicleo de memoria discreta

(4.59) e também o fato de que:

ki

2,/1— k2/4

gq(fzn,_l = cos[(n —n")0;] — sen [(n — n')6;]. (4.71)

(@)

1 D& expressao (4.59):

Vamos explicitar g

i=1

Ky = Z <Z—z> {cos [(n —n")0;] — #—Zkf/él sen [(n — n’)ﬁi]} ;

e resolvermos para a diferenca (F, F,/) — K, /53, que chamaremos V,, ,,, /3. Ja sabemos

que no caso da equacao de Langevin generalizada a tempo continuo (3.22), esta diferenca
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deve ser nula:

Kpw al 2 [ cos[(n —n')0;]
R Y ety

— [cos [(n—n")0;] —

i=1

m sen[(n —n )91]] } . (4.72)

Efetuando o cédlculo da diferenca, podemos escrever:

Vo N 2 k? / k, ,
8 ; k2 [4(1 ~ ) cos [(n —n")6;] + m sen((n—n )01]] (4.73)

que nao é nulo. De fato, a diferenca se anulard ou no limite 7 — 0, ou quando v; = 0, o
que nao faz sentido considerar. O limite k; — 0 equivale ao limite wrT — 0 e, portanto,

T — 0.

Ainda podemos escrever:

N
Y v 1 V1—k2/4
ERRP I (=T {1 cosl(n =)o + T senl(n =8
=1 ? A
Consequentemente,
Ko + Vo
(FnFw) = %, (4.74)

sendo

Z i k:2/4 { . cos[(n —n")6;] + 12_—];22/4 sen [(n — n’)@i]} . (4.75)

A equacao (4.74) ¢ de fundamental importancia neste trabalho e representa uma forma

nao-usual de relacao de flutuagao-dissipacao.

Na figura 4.4 apresentamos o célculo numérico das fungoes K, o e ¥,, ¢ para fins com-
parativos. Os detalhes das simulagoes computacionais serao discutidas no capitulo 5.
Apenas para a ilustracao neste capitulo, selecionamos as frequéncias do banho aleatoria-

mente seguindo uma distribuicao proporcional ao quadrado das frequéncias.

E interessante notar que mesmo a funcao ¥V, , tende a perder a correlacao para N > 1
ao longo do tempo. Contudo, nos casos ilustrados na figura 4.4, as oscilagoes ainda sao
consideraveis, o que denota a forte dependéncia da dinamica do sistema em relagao ao

banho estruturado. Fisicamente, podemos afirmar que este comportamento é devido ao
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0,01

-0,01

_0,02 | | | | | | 1 | 1
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0,005

0 20 40 60 80 100

Figura 4.4: As funcoes K,y em preto e ¥, o em vermelho para N = 10 (topo) e N = 100
(base).

“kick” introduzido no banho: a escala de tempo para os “kicks”, do banho e do sistema,
¢ igual, de modo que possivelmente o “kick” nao permita com que o sistema volte ao
equilibrio e a relacao usual de flutuagao-dissipacao seja observada. Deste modo, por
hipétese, escalas distintas de “kick” entre o ambiente e o banho podem permitir que o

sistema e banho atinjam o equilibrio, algo nao considerado até agora.

Embora a relagao nao-usual da flutuacao-dissipacao obtida aqui nao tenha sido rela-
tada na literatura conhecida, a quebra do teorema da flutuacao-dissipacao ja foi relatada
para sistemas que apresentam superdifusao, o que conduz a definicao de uma temperatura
efetiva [46].

Embora as relagoes de recorréncia para gﬁf ) e f,sl) nao apresentem um limite definido
para k; — 0, podemos tomar 7 — 0 e mantermos w; fixo a fim de que k; — 0. Neste caso,
a equagao (4.74) toma a forma usual dependente apenas de K, ,: (F,F) = K,./B
(vide Apéndice A).

No mapa (4.55), observamos que o termo » ,_, K, P, contém as informagoes da
dissipagao para o tempo n. Embora o problema como um todo (sistema, banho e intera-
¢ao) seja conservativo, se olharmos somente para o sistema, este apresentara dissipagao,
devido as trocas de energia entre o sistema central e o banho. E possivel quantificar esta

dissipacao.
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Com efeito, se tomarmos o tempo atual n, podemos fazer:

n n—1
> KpwPu =KnnPot+ Y KuwPu, (4.76)
n/=1 n/=1

com
2
i
K,,= — 1, 4.77

uma vez que g(_q = 1, para todo i = 1,2,..., N. Os resultados acima das expressoes

(4.77) e (4.76) levados no mapa (4.55) implicam:

N P)/ 2 a'l} ot (X) n—1 N ’.)/2
Pn+1: 1_2(5) Pn_a—X +Fn_ZKn,n’Pn’_Zﬁgn—lXOa
i=1 ’ X=Xn n'=1 i=1

(4.78)
de maneira que o determinante da matriz jacobiana associada ao sistema fornega det (D Mistema) =
1— Zf\il (Z—)Q e nao apenas 1 como no caso conservativo (ou para y; = 0), sendo
D Migtema @ matriz jacobiana associada ao sistema somente. De fato, esta é a taxa de
contragao do volume no espaco de fases (X, P). E evidente que esta taxa de dissipagao na
expressao (4.78) depende apenas do nimero de osciladores, do parametro de acoplamento
e da distribuicao de frequéncias para o banho. Nestes termos, a dissipagao depende de

propriedades especificas somente do meio.

4.5 A influéncia dos impulsos periédicos no ambiente

Frente aos resultados apresentados e essencialmente a forma nao-usual de flutuacao-
dissipacao, podemos questionar se este comportamento é uma propriedade intrinseca do

mapa que propusemos ou é um efeito puramente dos impulsos peridédicos.

Uma maneira de efetuarmos esta andlise se da através do estudo da influéncia do
banho com impulsos periddicos. E bem conhecido o espaco de fases de um oscilador
harmonico classico, onde as trajetérias correspondem a elipses, de maneira muito similar
a que apresentamos para o oscilador harmonico a tempo discreto. Contudo, mostramos
que o semi-eixo maior das elipses nao se encontra paralelo ao eixo das abcissas: faz um
angulo de ¢ = /4 rad. Se o efeito do “kick” é de rotacionar as érbitas no espago de
fases, entao, por hipdtese, o termo adicional (4.75) que aparece na relagao de flutuagao-
dissipacao (4.74) deve se anular para uma escolha de coordenadas onde o semi-eixo maior

da elipse nao esteja mais rotacionado em relacao as novas abcissas.
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O procedimento utilizado para tanto consiste em tomar a matriz rotacao para um

sistema de coordenadas [47], definida por:

(4.79)

A figura 4.5 ilustra a rotacao de um sistema de coordenadas de maneira que os eixos

das ordenadas e abcissas coincidam com os semi-eixos da elipse.

4

Figura 4.5: Representacao esquematica da mudanca de coordenadas através de uma ro-
tagao por angulo ¢. Na figura mostramos também os semi-eixos maior, a, e menor, b.

Como os mapas se encontram na forma adimensional, entao a situacao descrita pela

figura 4.5 é representada matematicamente por meio da matriz rotagao (4.79):

(‘“) — R(¢) (”””) , (4.80)
Pn Pn

com (Z,,p,) denotando o par conjugado posicdo-momentum no espaco de fases rotaci-
onado por um angulo ¢. Considerando que DM é a matriz jacobiana do mapa dado

pelas expressoes (4.24) e (4.25), entdo podemos representar o mapa harmonico na forma

(“““) — DM (x") , (4.81)
Pn+1 Pn

matricial:
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de modo que possamos fazer
T Iy
R(9) ( ) = R(9)(DM)I ( ) (4.82)
Pn+1 Pn
ou ainda
j’n_i,_l —1 i‘TL
<~ ) = R(¢)(DM)E™(¢) <~ ) , (4.83)
Pn+1 Pn
pois I = R7'(¢)R(¢) corresponde & matriz identidade.

O célculo de R(¢)(DM)R™(¢) fornece o mapa harmonico nas coordenadas rotacio-
nadas, onde esperamos que as Orbitas correspondam a elipses cujos semi-eixos coincidem

com os eixos das ordenadas e abcissas do sistema de coordenadas.

Com efeito, o mapa harmonico rotacionado, considerando ~; # 0 é escrito como segue:

2
7@ ki (z) k; ~@) , i (1+ k)
= 1+ — 1—— — X 4.84
2
~(1) k ki ~ (i) v (1—ki)
= (1- — (1= K il X,. 4,

O espaco de fases do mapa harmonico para v; = 0 é mostrado na figura 4.6 para uma

Unica condic¢ao inicial.

A constante de movimento nestas coordenadas passa a ser:

A AT S L A
Hi(x,p)—(z 4)$ +<2+4)p. (4.86)

Ainda com o intuito de verificarmos a hipdtese lancada no inicio desta secao, vamos
considerar uma distribui¢ao canonica, a exemplo do que foi feito na se¢ao anterior, porém

agora com a forma nao rotacionada da hamiltoniana, equacao (4.86):

P(foﬁo) _ Zale—ﬁ >N Hi(Zo,Po) (4.87)

E de se esperar que a nova funcao particao nao se altere, pois se trata da mesma

distribuicao, apesar de escrita em coordenadas rotacionadas. De fato:

2= (5 ) HW

isto é, ZC = Zc.
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0
N

Xl opb-----------
[N
N

>

Figura 4.6: Espago de fases para uma tinica condigao inicial (Zg, pg) = (1, 1) com a variagao
do parametro k.

Podemos empregar o mesmo raciocinio utilizado para solucionarmos o mapa do banho
para obtermos as solugoes do sistema rotacionado com v = 0. Um modo simples e
clegante de efetuar isto é escrevermos as solugoes (4.39) e (4.40) na forma matricial.

e (
Posteriormente, aplicamos a matriz rotacao no vetor (z,,p,) de maneira que obtemos

. 4 24+ k; i
o= iéz)cos(n9¢)+\/2tkl. Py sen (nf;), (4.88)

, 2k . .
o o= — o k': 7 sen (nf;) + 5 cos (nb;). (4.89)

diretamente:

E possivel ainda procedermos como fizemos para o caso v # 0 do sistema original,
cujas elipses estao rotacionadas por um angulo ¢ # 0. Os novos coeficientes das solugoes

rotacionadas, equagoes (4.88) e (4.89) se escrevem:
39 = cos|[(n+ 1)6y], (4.90)

f = sen [(n + 1)6;]. (4.91)

Na tabela 4.2 podemos conferir os coeficientes de { X, }2,_,, nas trés primeiras iteradas

da coordenada de posi¢ao do mapa do banho (4.84) com ~ # 0.
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Tabela 4.2: Os coeficientes das primeiras iteradas do mapa harmoénico, dado pelos mape-
amentos (4.84) e (4.85), acoplado ao sistema central.

n X, \ X X,
1 1+k 0 0
2 142k — k% — K3 1+k 0
3|1 +3k—3K? 43+ k* + k5 |1 +2k -k — K3 | 1+k

A combinagao dos resultados (4.88), (4.89) e (4.90), (4.91) para v = 0, aliada a uma

inspecao cuidadosa da tabela 4.2, nos permite escrever:

~ (7 7 2+kl~z ~(i
= Al G
2+ k;
ZX <g7’l n’'—1 + 2 f'yg n’_l) 9 (492)
Zn’ 0

; [2 — k;
s i 1) l) ~(1) ~ (1)
ZX <gn n'—1 \/ 2+k fn n/_]_> . (493)

’L n'=0

De posse agora da solucao do banho, desejamos efetuar os mesmos procedimentos
para a obtencao de um mapa generalizado, porém agora com o banho escrito em coor-
denadas rotacionadas. Com esta finalidade, notemos que na relacao de recorréncia para
o momentum do sistema (4.20) do mapa proposto neste trabalho tem termo de acopla-
mento dependente de xﬁf), a posicao de cada um dos osciladores do banho. Escrita nas
novas coordenadas rotacionadas, a posicao dos osciladores do banho é determinada por:

xﬁf ) = \}5(55,(5 ) pS )), que equivale a aplicagao da matriz rotacao inversa.

Explicitamente temos que:

) 1 ; 2 + k
B — - ~(’) ~(% ~(4)

Vi = 7(4)
N S Xuf (4.94)
v n’=0

Substituindo a posi¢ao (4.94) na relacdo do momentum do sistema (4.20) conduz a:
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P = P, — 82(;() e —1—2;% (i‘n\;;ﬁn)
o (R ) i W SRR
— P - ag(;() . +F, +§: —ki’ Z w frnr 1. (4.95)

No mapa (4.95) definimos a forga flutuante nas novas coordenadas como sendo:

al j 24+ ki zu (i (i
Fn_z [( 2+kf> (2 fn%—n’)pé’]. (4.96)

Com o auxilio da distribuicao (4.87) temos:

(i) = 0 (4.97)
<p§“> ~ 0 (4.98)
<:z~§f>2> - % (4.99)
<z5§f)2> 13—5/2 (4.100)

o que implica
< n> =0, (4.101)

para a forca flutuante.

A funcao de autocorrelacao, embora bastante trabalhosa, possui termos cruzados que
se anulam devido a média, como <£((f)ﬁ((f)> = (. Contudo, seu valor é igual ao obtido para

a forca flutuante dada pela equagao (4.70), isto é,
<Fnﬁ’n,> — (F,Fy) .

O termo remanescente, correspondente a soma das contribui¢oes do nticleo de memoéria
e da dissipacao, na expressao (4.95) se encontra na soma dos termos: »_ , X, fr(ﬁnul

Contudo, nao ha uma forma para f,_,-_1 que dependa apenas de f,,. Como consequéncia
) n—m n bl
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novamente uma forma nao-usual da relagao de flutuacao-dissipagao ¢ satisfeita, o que nos

permite afirmar que nao é a rotacao das trajetorias devido ao “kick” a responsavel pela

forma (4.74).

4.6 A dinamica de uma particula livre no ambiente

finito com impulsos periédicos

Como um exemplo, vamos tomar o caso da particula livre, em que v(X) = 0 nas
expressoes (4.78) e (4.56). Para este caso, a discretizacao da equagao de Langevin cldssica
¢ conhecida: o processo é assumido ser markoviano e as expressoes para a velocidade e

posigao sdo obtidas [48].

Neste exemplo, desconsideraremos efeitos de memoria, de modo que as expressoes

(4.78) e (4.56) possam ser escritas como:

Pooi = AP,+F,, (4.102)

onde chamamos

A

1- Z (%)2 (4.104)

1=1

como sendo a constante de dissipacao.

A razao pela qual podemos desconsiderar termos de memoria para este exemplo, é
que se trata de uma aplicacao particular do mapa generalizado proposto, uma vez que
é um mapa geral, para o qual nao sao impostas restrigoes. Também no mapa (4.78) ha
o aparecimento do termo de forca correspondente a uma soma dependente da condi¢ao
inicial Xy. Conforme comentamos no caso continuo, aqui também podemos fazer Xy, = 0,

o que representa o fato de que nao ha interacao entre banho e sistema no instante n = 0.

Assumimos aqui também que o resultado (4.65) é valido. Contudo, para a correlagao,

assumimos o processo markoviano:
(FnFn) = Copprs (4.105)

sendo a delta de Kronecker e C', dada a partir da expressao (4.70), que depende do nimero
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de osciladores, do acoplamento e da densidade espectral do banho térmico,

N 2
o Vi
O_;—ﬁkg(l—kg/zx)' (4.106)

Podemos observar as primeiras iteradas do mapa (4.102) e (4.103) com a finalidade
de encontrarmos uma solucao em termos apenas de uma soma de variaveis independentes.
A tabela 4.3 mostra as trés primeiras iteradas do “mapa browniano”, onde consideramos,

por simplicidade, as condigoes iniciais Xg = 0 e Fy = 0, sem restricoes de generalidade.

Tabela 4.3: As trés primeiras iteradas do mapa browniano, expressoes (4.102) e (4.103).

n \ X, \ P,

1 Fy Fy

2 (1+ N Fy+ Fy Ao+ Fy

3| (I4+A+NM)FR+(1+ MR+ F +F | NFy+ ) \F + F,

Como A é constante e depende apenas do nimero de osciladores e { F},} s@o assumidos
serem independentes, o que é expresso pela condigao (4.105), entao podemos escrever para

0 momentum:
n—1
Py=Y NF.i1, (4.107)
1=0
e corresponde a solugdo para o momentum, expressa em termos da soma apenas das
variaveis independentes {F}, }.

Também com alguma manipulacao algébrica, apds estudo das iteradas pela tabela 4.3,

chegamos a solucao para a posicao:

i
L

1

X, =
Kn,n

l

(1= Fypy, (4.108)

Il
o

que também ¢ escrita em termos de uma soma de varidveis independentes, dado que K, ,,
e \ sdo constantes e {F,,} consiste do conjunto das forgas flutuantes discretas, atuantes

em cada tempo n.

Podemos agora investigar a difusao tanto na posi¢ao quanto no momentum. Para isto,
vamos considerar a abordagem de [48]. Inicialmente vamos determinar a fungao caracte-

ristica associada ao momentum, definida como sendo o valor médio da transformada de
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Fourier da solucao (4.107):
Gu(ki Py) = (™) = <em*an+1> (4.109)

= exp [—@ nzl )\2’] : (4.110)

A soma no argumento da exponencial da expressao (4.110) é convergente e possui

1—)\2n
1-X2 "

resultado conhecido igual a Y, A% =

Como consequéncia, podemos calcular a fungao densidade de probabilidade, definida

como sendo a transformada de Fourier inversa da funcao caracteristica. Matematicamente:

1 [t |
pPa) = o G(r; Po)e™ " dr (4.111)
™ —0oQ
1 )
= == (4.112)

e corresponde a uma distribuicao gaussiana no momentum, um resultado similar ao obtido

para o movimento browniano.

Com efeito, o calculo dos dois primeiros momentos da densidade de probabilidade

fornecem:
+00
(P,) = / p(P,)P,dP, =0, (4.113)
1 — )\271 1— (1 _ 72)271
P2 = b,=(F? =(F?) —— 4.114
<n> <n>1_)\2 <n>1_(1_72)2’ ( )
sendo v o parametro de acoplamento entre sistema e banho.
Para a posicao, a fungao caracteristica se escreve:
e ik
Gu(r; X)) =[] <eXp [K (1+ Al“)Fn_l_l} > — g~ dn/2 (4.115)
1=0 n,n
com (F2) +1 2+ 242 ( )AZ
E2) (20 =2 "7 =205 L N2 —n+ (n+ 1)\
d, = 702 { 21 ] . (4.116)
Desta maneira, a densidade de probabilidade para a posicao fica:
e—Xg/zdn
p(Xn) = (4.117)
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cujos dois primeiros momentos sao:

(X,) =0 (4.118)
(X2Y = dn, (4.119)

como esperado de uma distribui¢ao gaussiana.

Com efeito, para o niimero de iteradas n — oo e considerando 0 < A < 1, temos para
a difusao espacial d,, ~ Dn, com D sendo o coeficiente de difusao dado por:
(F)

A diferenca em relacao a outras abordagens de discretizacao, deste mesmo exemplo,
é que consideramos aqui o efeito do banho térmico explicitamente. Assim, o coeficiente
de difusao depende da densidade espectral do banho e do parametro de acoplamento.
Entretanto, o nosso resultado para d,, e b, em tempos longos coincidem com os resultados

conhecidos para o movimento browniano.

Um estudo numérico do mapa proposto por nés com resultados que confirmam nossos

calculos analiticos serao apresentados no préximo capitulo.



Capitulo

As simulacoes numéricas

Neste capitulo vamos investigar as propriedades de sistemas especificos imersos em
banho harmoénico com “kick”. Sabemos que a equacao que governa o sistema central a
tempo continuo é a equacao de Langevin. Em nosso modelo temos a presenca dos impulsos
periddicos (“kicks”). Logo, a evolucao do sistema com o numero de iteradas é dado pelo

que chamamos de mapa generalizado, dado pelas relagoes de recorréncia (4.55) e (4.56).

Embora de posse da equacao que governa o movimento do sistema, nosso interesse
neste capitulo é em situacoes mais especificas e potenciais mais complexos, de modo que
tenhamos acesso aos fendmenos que ocorrem por meio de investigacao numérica. Este é
o caso, por exemplo, de um potencial que implique movimento cadtico. Também temos
interesse aqui em calcular numericamente algumas quantidades especificas ja encontradas

analiticamente no capitulo anterior.

Para efetuarmos as simulagoes, precisamos considerar uma distribuicao de frequéncias
para o banho de osciladores, seja o banho constituido por osciladores harmonicos ou
osciladores harmonicos com “kicks”. Destinaremos a secao seguinte para a discussao sobre
a escolha da distribuicao das frequéncias do banho, ou, na nossa escala, o parametro

adimensional das frequéncias k;.

5.1 A densidade espectral do banho

Ao efetuarmos as simulagoes numéricas considerando o banho térmico como N mapas

harmonicos, precisamos especificar os seus parametros associados a frequéncia.

Conforme definimos, o que chamamos de mapa harmonico adimensional apresenta

29
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um parametro k; = w;7 que é proporcional ao periodo do impulso e a frequéncia de
oscilacao. Portanto, precisamos delimitar como serao escolhidos os valores de k; para
cada oscilador do banho térmico (i = 1,2,..., N). Na prética, teremos um espectro de
frequéncias discreto, no sentido de que a distribuicao de frequéncias sera dada por uma

funcao continua no limite N — oo.

Quando um numero aleatério é gerado por meio de uma distribuicao constante, é
possivel atribuirmos uma densidade de probabilidade a distribuicao. Deste modo, se

P(x)dx é a probabilidade de gerar um nimero entre x e x + dz, entdo podemos escrever:

dr, se0<zx <1
P(x)dx = (5.1)

0, caso contrario.

Sendo a distribuicao normalizada, teremos:

/Oo Pa)dr = 1. (5.2)

—00

Dada uma distribuicao para os numeros, desejamos que os numeros aleatérios se
distribuam de acordo com alguma poténcia diferente de zero, o que dara outra distribuicao

ao invés de constante para as frequencias do banho.

Colocado em outros termos, desejamos obter uma forma funcional y(x) para as frequén-
cias do banho, de modo que ao gerarmos os nimeros aleatorios para x, tenhamos a dis-

tribuicao de probabilidade da nova variavel y tal que:

yedy, sel<y<1
Ply)dy = (5.3)

0, caso contrario.
A lei de transformagao de probabilidades se escreve:
[P a)dx| = [P(y)dyl, (5.4)

o que fornece
y(z) = [( + D)a] a1 . (5.5)

Aplicada ao problema da escolha das frequéncias do banho, a densidade de probabi-
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lidade dos parametros de frequéncias sera dada por:

p(k) = k°. (5.6)

Procedendo da forma acima descrita, temos a liberdade para escolhermos distintas
distribuicoes de frequéncia, de maneira a estudarmos a influéncia destas distribui¢oes nas

quantidades mensuraveis do sistema.

Para o problema do sistema imerso em banho estudado nesta tese, a densidade espec-
tral é definida por uma funcao J(w). Em nossa escala, a densidade espectral passa a ser

uma funcao do parametro de frequéncia k:
T o
J(k) =5 Z S5k — k). (5.7)

Quando assumimos um continuo de osciladores (N — o0), entdao podemos assumir
uma funcdo continua para a densidade espectral, da forma J(k) = ck®, sendo ¢ uma
constante. Neste contexto, é possivel classificarmos a distribuicao de frequéncias do banho
da seguinte maneira de acordo com a poténcia da densidade espectral[10, 31]:

e o < 1: banho do tipo sub-6hmico;

e o = 1: banho do tipo 6hmico;

e « > 1: banho do tipo super-ohmico;

e « = 2: banho do tipo Debye.

Na figura 5.1, apresentamos a distribuicao das frequéncias para um banho do tipo

Debye, a medida que o nimero de osciladores cresce.

Em particular, adotaremos uma distribuicao quadratica em todas as simulacoes nu-

méricas efetuadas nesta tese.

5.2 A determinacao das condicoes iniciais

Para escolher as condicoes iniciais, devemos ter em vista que a energia efetiva total
do problema deve ser constante. Seja E a energia efetiva total do problema e Fg, Fg, E;

as energias efetivas do sistema, banho e interacao, respectivamente. Dizer que a energia
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Figura 5.1: As frequéncias do banho seguem uma distribui¢ao do tipo Debye, isto é, com

a = 2, no limite N — oo. Mostramos aqui as distribuicoes de frequéncia geradas através
da relagao 5.6, com o = 2, para (a) N = 100, (b) N = 1000, (c) N = 10000 e (d)
N = 100000 osciladores.

efetiva total E/ deve ser constante, equivale a fixar £ = Eg + Fg + E se estivermos
interessados em varias realizagoes para o banho ou para o sistema. Note que esta energia
efetiva é uma quantidade distinta da hamiltoniana original 4.1 do modelo proposto, pois
a hamiltoniana apresenta dependéncia temporal explicita devido aos impulsos periédicos.
Deste modo, existem flutuagoes em H, sendo conveniente olharmos para F conforme defi-
nimos. No caso do banho, ja mostramos no capitulo 4 que esta quantidade para um tnico
oscilador é a constante de movimento h(z,p) dada pela expressao (4.14). Consequente-

mente, a soma estendida a todos os osciladores com “kick”, fornecerd a energia efetiva do

banho.

Outro aspecto que devemos considerar é que exatamente quando escolhemos a condi-
¢ao inicial nao ha interagao entre sistema e banho. Isto pode ser realizado com a escolha
da posicao do sistema em X = 0, dado que a interacao é bilinear nas coordenadas do

banho e do sistema.

Para a escolha das condigoes iniciais, utilizamos um gerador de nimeros aleatorios,
como o ranl [49], que possui distribuigao constante e normalizada, de modo a gerar as
condigoes iniciais para o momentum de cada oscilador. O i-ésimo oscilador tem energia

efetiva inicial Eg), de forma que Zfil Eg) forneca a energia efetiva total somente do
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banho.

Resolvendo a constante (4.14) para a:gi), o i-ésimo oscilador de energia Eg), vem:

o) = ) £\ 2B — (- k2 /), (5.9

Dado que p(()z) foi escolhido aleatoriamente, entao numericamente basta verificarmos

se a raiz é positiva em (5.8) e, entao, escolhermos a;gi) quando isto for verdade.

Outro aspecto que devemos comentar é que, em se tratando de um mapa, nao ha
restricao para a escolha das condicoes iniciais, desde que os pontos escolhidos pertencam,
evidentemente, ao dominio onde o mapa esta definido. Esta forma que citamos acima
consiste em escolher as condigoes iniciais aleatorias de modo que estejam todas sobre a
mesma superficie de energia Ep para o banho, com a finalidade de estudarmos as trocas
de energia entre o sistema e o banho. Outra forma de inicializagao consiste em distribuir
as energias efetivas Eg) para cada oscilador de acordo com a distribuicao de Boltzmann do
tipo e #F_ a uma dada temperatura fixa. Quando isto for feito neste capitulo, geralmente

assumiremos [ = 1.

5.3 O mapa generalizado e o movimento browniano

Encerramos o capitulo 4 com a secao 4.6, onde apresentamos os calculos analiticos
efetuados no sistema dinamico a tempo discreto que chamamos de mapa generalizado. Em
particular, derivamos expressoes para a difusao, tanto para o momentum quanto para a
posicao de uma particula browniana. Esta secao é dedicada a apresentagao dos resultados
numéricos para o que chamaremos de mapa browniano, correspondente ao conjunto de

relagoes de recorréncia dados pelas equagoes (4.102) e (4.103).

Similarmente ao que se faz no estudo do movimento browniano, a figura 5.2 apresenta
a posi¢ao e o momentum para 10 condigoes iniciais distintas para o banho (em cores),

embora com condi¢ao inicial igual para o sistema central.

Empregamos também neste capitulo o acoplamento efetivo, um resultado obtido da
teoria da resposta linear [19]. Isto é feito nas simulagoes numéricas de modo a obter a

resposta efetiva do banho. Matematicamente, emprega-se v; — 7v;/V' N.

E possivel notar o comportamento extremamente similar do movimento browniano

usual apenas com N = 100 osciladores. Para evidenciar o carater pseudo-aleatério do
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Figura 5.2: A posi¢ao X,, e o momentum P, calculados numericamente para 10 condigoes
iniciais, 10% iteragoes e N = 100 mapas harmoénicos no banho. Cada cor denota uma
trajetéria para uma condicao inicial dos mapas do banho, embora o sistema central seja
inicializado em (Xo, Py) = (0,0). Nestas figuras, v = 0,1/v/N.

mapa proposto, bem como a verificacao de nossas expressoes analiticas para o caso brow-
niano, é possivel calcular numericamente a difusao, tanto para o momentum quanto para
(4.116). Para a geragao nu-
(4.102) é calculado

a posicao, do sistema central, dado pelas expressoes (4.114) e
mérica dos gréficos da difusdo, o mapa dado pelas equagoes (4.103) e

para 10% iteracoes e 10% condicoes iniciais do banho.

Em um processo difusivo, o segundo momento da distribuicao da posi¢ao é proporci-

onal a alguma poténcia do tempo:

(X?) ~n, (5.9)

com € = 1 para a difusao normal.

Uma inspegao mais cuidadosa da difusao nos permite afirmar se o mapa ¢é consistente
para a geragao de trajetérias brownianas. O grafico 5.4 mostra que o expoente (5.9) é

e ~ 1,0, o que caracteriza a difusao normal, para longos tempos n > 2000.

Este resultado é particularmente reconhecivel da expressao analitica para a difusao,

conforme comentamos no capitulo 4.

Podemos verificar claramente das figuras 5.3 e 5.4 que os resultados obtidos analitica-
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Figura 5.3: A difusao da posi¢ao e do momentum calculados numericamente (curva em
preto) através do mapa (4.103) e (4.102) e analiticamente (curva em vermelho) das ex-
pressoes (4.116) e (4.114). Para esta figuras, sao utilizados: v = 0,1/v/N, 10% condicoes

iniciais e 10? iteradas.
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Figura 5.4: O desvio quadratico médio em escala log-log para N = 100 em preto e

N = 1000 em vermelho, considerando v = 0,1/ V/'N.
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mente estao consistentes com os resultados numéricos para o caso de uma particula livre

no sistema sujeito a um banho de osciladores com “kick”.

Com o intuito de compreendermos os efeitos da memoria no mapa, a mesma analise
pode ser efetuada considerando termo a termo de memdéria. Consideremos o mapa de

Langevin contendo apenas um termo de memoria, isto é:

Pn—i—l = )\Pn + Kn,n—lpn—l + Fn7 (510)
Xn+1 = XTL + Pn+1, (511)
de modo que tenhamos
<Fn> = 0,
N
F,F, 1) = 0:),
< 1 X;k 1—/{;2/4)(30S< )
(FF,9) = 0,
N
F2

A figura 5.5 apresenta a difusao na posi¢cao do mapa do sistema central com um termo

de memoria. Novamente a inclinacao da reta no gréafico log-log fornece € ~
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Figura 5.5: O desvio quadratico médio em escala log-log para N =
N = 1000 em vermelho, considerando v = 0,1/v/N.

100 em preto e
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Para tempos pequenos, no entanto, é possivel perceber € &~ 2,7 nos dois casos, tanto

markoviano quanto nao-markoviano com um termo de memoria.

5.4 O potencial harmonico para o sistema

Nesta secao, consideremos que o sistema central seja composto por uma particula
somente sujeita a um potencial do tipo harmonico. Neste caso, teremos na equacao

(4.20):
ov(X,)
0X,

sendo ) um parametro adimensional e proporcional a frequéncia de oscilagao da particula

= 0X,, (5.12)

do sistema.

Matematicamente, temos para o sistema:

N
Py = P, —QX,+ Y vzl (5.13)
i=1

Xn+1 - Xn + Q_Pn+1. (514)

Embora os efeitos da dissipagao, memoria e for¢a flutuante estejam todos implicitos
na soma que aparece sobre os osciladores na (5.13), poderfamos empregar para a evolugao
do momentum a expressao (4.78) nas investiga¢oes numéricas, onde temos explicitamente
tais quantidades. No entanto, terifamos uma “frequéncia efetiva”, distinta de €2, em razao

do potencial efetivo. Em outras palavras, terfamos:

8Uefetivo (X n )

o) — (09X, (5.15)

considerando ; = ~ igual para todos os osciladores. A frequéncia efetiva deste novo

potencial é dada entao por:  — 2.

Quando escolhemos uma forma para o potencial, como neste caso, podemos estudar
como ocorrem as trocas de energia entre o sistema e o banho. Em particular, em razao
dos “kicks”, conforme ja comentamos, a quantidade estudada deve ser uma constante de

movimento quando nao ha acoplamento.
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5.4.1 As trocas de energia entre o sistema e o banho

Como vimos, o mapa do sistema dado pelas equagoes (5.13) e (5.14), apresenta efeitos
de dissipacao, quando o escrevemos na forma do que chamamos mapa de Langevin. E
natural esperarmos as trocas de energia entre sistema e banho com a variacao do ntimero

de mapas que o compoe.

Uma evideéncia de que o sistema central apresenta dissipacao, i. e. apresenta redistri-
buicao da energia, quando estudado sob o ponto de vista de um sistema aberto, é dada
na figura 5.6, que apresenta o espaco de fases somente do sistema para varios valores do
parametro {2 em funcao do numero de osciladores N do banho. E importante ressaltar
que a energia efetiva inicial do sistema e do banho sao fixas, sendo a energia efetiva de
interagao inicial nula. Para o sistema, fixamos Fg = 1,0 no grafico da figura 5.6, de
modo que a condigao inicial para o sistema fosse: (Xo, Py) = (0, \/5) nas quatro situagoes

mostradas.

Figura 5.6: O espago de fases somente do sistema central (X, P) com (a) 1

N =10, (¢) N = 100 e (d) N = 1000. Nesta figura foi utilizado 7; = v = 0,1/v/N
e Q = 0,8. A mesma condicao inicial (0,+/2) foi dada ao sistema central em todas as
situacoes. Nesta figura, utilizamos 10? iteradas.

Ainda com base na figura 5.6, fixamos o parametro de frequéncia do sistema em
2 = 0,8. Também vemos que as érbitas iniciadas em uma condigao inicial (Xg, Fy) sao

atraidas para (0,0), embora algumas nao permanegam 14, devido as trocas de energia
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com o banho para N pequeno. Em termos da teoria de sistemas dinamicos o ponto (0, 0)
representa um atrator, do ponto de vista somente do mapa harmoénico que compode o

sistema central.

Para compreendermos como o parametro de frequéncia influencia na dinamica do
mapa generalizado, podemos estudar o espaco de fases somente do sistema com a variagao
deste parametro. A figura 5.7 apresenta o espago de fases somente do sistema, para uma
tinica condicdo inicial do sistema, a saber (Xo, Py) = (0,v/2), com N = 100 mapas

harmonicos representando o banho.

Figura 5.7: O espaco de fases somente do sistema central (X, P) com N = 100 foi cons-
truido com 10* iteradas do mapa harmonico como sistema central, imerso também em
banho de mapas harmonicos. Aqui utilizamos v; = v = 0,1/ VN e parametro associado
a frequéncia do oscilador sendo (a) 2 =0,2; (b) 2=10,8; (¢c) 2=1,0e (d) 2 =1,2. A
mesma condicao inicial foi dada ao sistema central em todas as situagoes.

Da figura 5.7, podemos perceber a influéncia do parametro de frequéncia. Algumas
frequéncias para o sistema central apresentam maior dissipacao. Isto se da devido ao fato
da frequéncia do sistema ser proxima de frequéncias associadas aos mapas do banho. De
fato, se olharmos para a distribuicao das frequéncias do banho na figura 5.1, veremos que
as frequéncias do sistema préximas entre 1,0 e 1,5 é que fornecem maior dissipacao, pois

é a regiao mais provavel para as frequéncias do banho.

O carater dissipativo somente do sistema pode ser evidenciado a partir dos gréaficos

da energia efetiva do sistema com o nimero de iteradas. A energia efetiva para o sistema
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harmonico (quando y; = 0) é dada por:

P2 X% Q
Es—-— 42 _2XP 1

com {2 adimensional, conforme comentamos, e proporcional a frequéncia de oscilacao da

particula do sistema e também proporcional ao tempo de “kick”.

Os gréficos para a energia efetiva do sistema Eg sao mostrados na figura 5.8. Para
a construgao desta figura, seguimos apenas uma trajetoria do sistema ao longo das 1000
iteragoes do mapa generalizado. As condicoes iniciais foram escolhidas aleatoriamente (cf.

se¢@o 5.2)para o banho de N = 1,10, 100 mapas constituindo o ambiente.

0,5 —
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Figura 5.8: A energia efetiva do sistema. Para este grafico empregamos 2 = 1,2, com
N =1 (curva preta), N = 10 (curva vermelha) e N = 100 (curva azul). Na figura sao
mostradas 103 iteracoes dos mapas, com v = 0, 1/\/N

Da figura 5.8, é possivel percebermos que com o aumento do niimero de osciladores,
uma maior parte da energia do sistema é dissipada. De fato, o que ocorre é uma troca
de energia com o ambiente, as custas da energia de interagao. Neste exemplo da figura
5.8 fixamos a energia efetiva inicial do sistema como Eg = 1,0 e as condigoes iniciais do
banho sao determinadas da maneira descrita na secao 5.2, onde as energias de cada um

dos elementos do banho sao dadas por uma distribui¢ao do tipo Boltzmann.

Cumpre ressaltarmos que os picos que aparecem, tanto na curva vermelha quando

azul, apresentam alguma correlagao. Por exemplo, na curva azul, hd o aparecimento de
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um pico entre n = 700 e n = 800. Na pratica, estes picos reaparecerao para tempos

maiores, em razao da recorréncia de Poincaré.

Calculamos analiticamente a dissipacao no capitulo anterior para o caso geral, de
acordo com a expressao (4.78). Embora esta dissipacao dependa apenas do nimero de
osciladores e da distribuicao de frequéncias, os termos de memoria sao responsaveis pelo

efeito do retorno da energia.

Um olhar mais cuidadoso para as energias efetivas do sistema, banho e interagao,
Es, Fg e E;, respectivamente, nos mostra como se dé a troca dessas energias. Isto é o
que podemos perceber na figura 5.9. Na simulacao da figura 5.9 empregamos os mesmos

valores da figura 5.8 para a inicializacao do problema.

0 200 400 600 800 1000

Figura 5.9: As trocas de energia. A curva em preto corresponde a energia efetiva do sis-
tema central, em vermelho a energia efetiva do banho e em laranja a energia de interacao.
Em azul é mostrada a energia total do problema, que se conserva para N = 100 mapas
no banho e 10% iteracoes.

Anteriormente, na figura 5.7, verificamos que existem frequéncias do sistema central
que permitem uma taxa de dissipag¢ao maior. Por este motivo, a distribuicao de frequéncias
do banho influencia enormemente na taxa de dissipacao. Um panorama global para a

compreensao do problema é dado pela construcao de um espaco de parametros.

Na figura 5.10 apresentamos o espaco dos parametros 7, €2 e Eg na escala de cores.

Para esta simulacao, tomamos Eg = 10,0 inicialmente e Eg) = 0,01 para cada um dos

N = 2 mapas do banho. Os parametros de frequéncia dos dois mapas sao: k; = 1,169495
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e ko = 0,427077, que correspondem as duas primeiras frequéncias obtidas do gerador

aleatdrio, conforme descrito na secao 5.1.
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Figura 5.10: Espaco dos parametros v e ). A escala de cores representa a energia do
sistema central, que corresponde a um mapa harmonico. Para o banho, temos N = 2
mapas harmonicos com parametros de frequéncia geradas em uma distribuicao do tipo

Debye, fornecendo ky = 1,169495 e ko = 0,427077.

E evidente da figura 5.10 que quando a frequéncia €2 é proxima de 0,42 ou 1,2 entao
a energia efetiva do sistema é dissipada em sua maior parte, comparada as outras regioes
do mesmo espaco de parametros. De modo a compreendermos o papel do niimero de
osciladores na criacao destes canais para a dissipacao, apresentamos na figura 5.11 o
espaco de parametros v, €2 e Eg para N = 10 mapas no banho, onde agora a distribui¢ao
Debye fornece as frequeéncias adicionais para o banho: k3 = 1,525609, k4 = 1,511168,
ks = 1,153066, ks = 0,536982, k; = 0,676852, ks = 1,526495, kg = 1,146632 e kg =
0, 982302 (cf. secao 5.1.

E possivel afirmar, das figuras 5.10 e 5.11, que quanto mais osciladores, mais canais
sao criados para a dissipagao, o que é corroborado por nosso resultado analitico para a
dissipacao, dado por:

N 2
Vi
A=1-— — . 5.17
> (5) 10
=1

Com efeito, os graus de liberdade a mais criam canais adicionais para a dissipagao da
energia efetiva do sistema central. Isto permite inferir que é um comportamento global
do problema como um todo, de maneira que quanto mais mapas no banho, maior sera o

nimero de canais para a dissipacao da energia efetiva.
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Figura 5.11: Espago dos parametros v e 2. A escala de cores representa a energia do
sistema central, que corresponde a um mapa harmonico. Agora o banho consiste de
N = 10 mapas harmonicos com frequéncias: k; = 1,169495 e ky = 0,427077, k3 =
1,525609, ky = 1,511168, ks = 1,153066, kg = 0,536982, k7 = 0,676852, kg = 1,526495,
kg = 1,146632 e kiy = 0,982302.

5.5 O potencial do tipo catraca

Na secao 5.4 estudamos um sistema bastante especifico, um oscilador com “kick”,
imerso em um banho de osciladores com “kick”. Isto é representado pela escolha do
potencial ao qual a particula do sistema esta sujeita, dado pela equagao (5.12). Toda a

dinamica é descrita em termos do mapa generalizado, que apresentamos no capitulo 4.

Ainda com o objetivo de estudarmos os efeitos de um banho térmico como o proposto
nesta tese, um exemplo mais complexo que pode ser numericamente analisado é o po-
tencial do tipo “ratchet”; ou catraca. Nesta secao, temos o objetivo de apresentar alguns
resultados numéricos quando consideramos um potencial distinto da expressao (5.12).
Ressaltamos que a dinamica de uma particula sujeita a um potencial qualquer em um
ambiente com “kicks” é dada pelo nosso mapa generalizado. Deste modo, desejamos agora

escolher um potencial para o sistema que possa apresentar um comportamento cadtico.

A representacao matematica para um potencial do tipo catraca consiste em uma fun-
¢ao que apresenta assimetria espacial e que pode ser empregada para modelar as chamadas

“catracas brownianas” [50, 51], conforme apresentada na figura 5.12.

Com finalidade ilustrativa, podemos citar um dos intimeros problemas de transporte
de particulas, que tira vantagem da assimetria espacial de alguns mecanismos [52], como
o das “catracas brownianas”. O aparato da figura 5.13 possui um perfil “ratchet” (catraca)

e em seu interior contém um liquido com particulas de tamanhos distintos (pontos pretos
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Figura 5.12: Uma funcao espacialmente assimétrica que pode representar um potencial
catraca.

e brancos na figura). Através de um pistao, também indicado na figura 5.13, hd uma
diferenca de pressao e, portanto, ha corrente de particulas através do perfil do tipo catraca,

permitindo a separacao de particulas de tamanhos distintos.

.
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Figura 5.13: Figura esquemética do aparato experimental proposto na referéncia [52] para
a separagao de particulas. Esta figura foi adaptada da referéncia [52].

Em trabalhos recentes [53, 54], os autores apresentaram um modelo para o estudo dos
fenomenos de transporte de particulas na auséncia de forca externa direcionada. De fato,
os modelos do tipo “rachet” sdo amplamente estudados atualmente [53] justamente por
esta propriedade de transporte devido a assimetria do potencial combinada com a forca

externa cuja média é nula.
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O mapa do tipo “ratchet” com ruido é dado por:

P,i1 = AP, +afsen(X,) + asen (2X, + ¢)] + £(n), (5.18)
Xn+1 - XTL + Pn+1, (519)

onde A é um parametro de dissipacao, a ¢ um parametro de amplitude e a o parametro
associado a simetria do potencial. A varidvel £(n) é uma varidvel estocéstica que satisfaz

as seguintes propriedades:

((n)) = 0, (5.20)
(1-X)

(&(n)?)y = 2 T (5.21)

Se considerarmos que £(n) = 0 para todo n, entao teremos o mapa do tipo “ratchet”

sem ruido.

Vaérios sao os interesses neste tipo de sistema, dentre os quais se destaca a otimizagao

do transporte para uma dada combinacao dos parametros [53].

Uma forma pratica de investigagao da otimizagao, porém trabalhosa, consiste na cons-
trucao dos espaco de parametros, semelhante aos que apresentamos neste capitulo. A
rigor, este tipo de construgao é uma generalizagao [55] dos diagramas de bifurcagao usual
a um parametro, mostrado no capitulo 2, de modo que usualmente se faz um grafico do
tipo: [p1, p2, ¢, sendo p; (j = 1,2) dois parametros do sistema e ¢ alguma quantidade
fisica. Neste caso, a grandeza de interesse é a corrente de “ratchet”, definida através de
(53, 54]:

ro=1 i [L zn: p@] (5.22)
Ll l .
sendo n. o nimero de condicoes iniciais e 1 um valor de corte para o transiente temporal.

O tamanho da d6rbita analisada é n.

No trabalho [54], os autores consideram o mapa do “ratchet” dado pelas relagdes (5.18)
e (5.19) com o ruido £(n) obedecendo as propriedades (5.20) e (5.21), onde foram estudadas
os efeitos da temperatura sobre a corrente de “ratchet” no espaco de parametros. Na figura
5.14 o espaco de parametros é mostrado, onde a escala de cor representa a corrente de

“ratchet”. Nesta figura, os autores consideraram 7" = 1072,

Podemos tomar os mapas (5.18) e (5.19) como o sistema em nosso modelo e estudar-
mos os efeitos do banho na corrente de “ratchet”. Deste modo, em lugar do ruido &(n),

teremos o banho constituido de N osciladores harmonicos com “kick”, cujas propriedades
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Figura 5.14: O espago de parametros [a, A, RC] do “ratchet”. Esta figura foi extraida de
[54].

ja conhecemos.

A figura 5.15 mostra a corrente de “ratchet” a partir dos dados em [53], para o mapa

dado por (5.18) e (5.19) sem ruido externo, isto é, para (n) = 0.

A

Figura 5.15: O espaco de parametros [a, A, RC|. A corrente de “ratchet” estd mostrada
na escala de cores. Esta figura foi reproduzida com os dados de [53].

Da figura 5.15 é possivel identificar vérias estruturas no espago de parametros [53].
No limite conservativo, A = 1, ha uma variedade de estruturas que nao apresentam bordas

bem definidas, onde a corrente é tanto positiva quanto negativa.

Excegao feita ao limite conservativo, é possivel identificarmos no espago de parame-
tros, estruturas grandes com bordas bem delimitadas em verde. Em vermelho, estruturas
menores aparecem também com bordas bem definidas no espaco e fora do limite conser-
vativo. Tais estruturas com bordas bem definidas sao conhecidas na literatura e foram

descritas primeiro por J. Gallas para o mapa de Hénon [55]. A exemplo do que ocorre no
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diagrama de bifurcacao a um parametro, estas estruturas também podem ser encontradas
em um espaco de parametros onde a quantidade fisica nao é a corrente, mas o periodo do

atrator e também os expoentes de Lyapunov (cf. capitulo 2).

As estruturas isoperiddicas seguem um padrao no espaco de parametros: ha uma linha
preferencial para o aparecimento das diversas estruturas. Se os parametros forem tomados
sobre tal reta preferencial, entao é garantida a otimizacao da quantidade fisica, no caso a

corrente.

Uma observagao essencial é que na presenca do ruido £(n), algumas estruturas ainda
sobrevivem. No entanto, conforme descrito em [54], tais estruturas nao apresentam mais
bordas tao bem definidas. Deste modo, é natural questionarmos os efeitos de um banho
térmico sobre o sistema central constituido por um potencial do tipo “ratchet”. Simulacoes
preliminares foram efetuadas para N = 100 e v = 0,001/ V'N e comparadas inicialmente

com os resultados apresentados em [54].

A figura 5.16 mostra a corrente, em escala de cores similar a [53, 54], apresentando os

efeitos deste banho.

Figura 5.16: O espago de parametros [«, A\, RC] do “ratchet” como sistema central imerso
em banho térmico de N = 100 osciladores. A corrente de “ratchet” estd mostrada na
escala de cores. Esta figura foi reproduzida com os dados de [53], porém ao invés de
utilizarmos o ruido externo, tomamos o “ratchet” como sistema central imerso em banho
de N = 100 mapas harmonicos.

E evidente da figura 5.16 que as estruturas isoperiédicas nao apresentam mais as
bordas bem delimitadas. De fato, com o aumento da intensidade do ruido ou com o
aumento de osciladores no banho, as estruturas isoperiddicas sao destruidas. Este exemplo
mostra claramente os efeitos de um conjunto de mapas harmoénicos representando um

banho térmico. Em conjunto com os exemplos mais simples apresentados neste capitulo,
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este exemplo mostra a validade geral do mapa generalizado.



Capitulo

Conclusoes

O modelo do sistema imerso em banho térmico é eficiente para descrever as interagoes
microscopicas que produzem efeitos macroscopicos, como o movimento browniano. De
fato, a partir de tal modelo é possivel obter toda uma descricao cléssica da resposta ao
sistema, devido ao banho, e descrever o movimento do sistema de uma forma bastante

geral através da equacao generalizada de Langevin.

E neste contexto que neste trabalho propusemos um mapa tendo como ponto de
partida o modelo de Caldeira-Leggett. Mostramos que o mapa proposto pode ser escrito
e interpretado como um mapa generalizado contendo termos de forca flutuante discreta
e memoéria. Mostramos também como as quantidades estatisticas se alteram com os
impulsos periédicos. Ademais, também verificamos que o mapa proposto para o ambiente
representa um reservatorio térmico, ao qual se pode atribuir uma temperatura e de onde
obtivemos a distribuicao de equilibrio e relagoes importantes como a relagao de flutuagao-
dissipagao [44] em uma forma que nao havia sido relatada na literatura conhecida. Esta
relacao consiste exatamente da conexao entre o processo microscépico da dissipacao e da

flutuacao e assegura que o sistema como um todo alcanca o equilibrio para tempos longos.

Considerar o ambiente com impulsos peridédicos traz como consequéncia uma dinamica
bastante rica com efeitos inesperados no sistema que estd imerso no ambiente. Podemos
citar como propriedades gerais: a dissipacao, que é proveniente do acoplamento; a di-
namica nao-usual dos osciladores que compoe o banho; a termalizagao, que é observada
pela atribuicao de uma temperatura ao banho; a relacao de flutuacao-dissipagao em forma

nao-usual e a dinamica intrinsecamente nao-markoviana gerada pelos “kicks”.

Tais caracteristicas sao independentes do sistema considerado. Sao gerais e proveni-

entes do ambiente e acoplamento com “kick” considerado.
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Verificamos que as trocas de energia entre sistema e ambiente discretizados podem
ocorrer e nas escalas de tempo observadas, hé a dissipacao do que chamamos de energia
efetiva de um tnico mapa harmonico para o ambiente composto de um numero finito
de mapas harmonicos, um resultado que foi verificado analiticamente para uma particula

sujeita a um potencial qualquer como sistema.

Com efeito, assim como a equacao generalizada de Langevin é extremamente geral,
no sentido de que descreve uma variedade de sistemas fisicos, propomos aqui o mesmo de
nosso mapa generalizado. Um exemplo da generalidade do mapa é dado ao investigar-
mos o ambiente, representado pelos mapas harmonicos. No espaco de fases, cada mapa
harmonico fornece orbitas elipticas rotacionadas em relacao ao par de eixos canonicos, que
escritos nas coordenadas rotacionadas, sugerem o acoplamento nao somente na posicao,

mas também no momentum de cada mapa do banho.

Para exemplificar a aplicabilidade do mapa, estudamos o movimento browniano, tanto
para o caso em que os efeitos de memoéria sao nulos, quanto para os efeitos de memorias
a curto prazo. Expressoes analiticas para o caso markoviano também foram obtidas para

a difusao espacial e do momentum e se confirmaram numericamente.

Outro exemplo estudado aqui através do ambiente discretizado é o dos efeitos globais,
observados através da construcao dos espacos de parametros, do banho térmico sobre
um sistema cujo potencial é do tipo catraca, que pode apresentar caos. Verifica-se nas
simulagoes numéricas preliminares que o banho térmico realmente influencia de forma
muito semelhante a um ruido branco, embora existam os efeitos da memoria, que ainda

nao foram estudados na totalidade.

Como trabalhos futuros, propomos potenciais distintos para o sistema central e para
o banho térmico em investigacoes numéricas. Também podem ser estudados os efeitos das
distribuicoes de frequéncias para o banho térmico no caso harmonico, ou no caso em que

uma frequeéncia caracteristica possa ser atribuida a cada oscilador.

Outro estudo consiste em investigar as distribuigoes para os tempos de “kick”, consi-
derando tempos distintos de “kick” para o sistema, o banho e o acoplamento. Uma outra
possibilidade é o estudo dos efeitos da sincronizacao em mapas acoplados, uma vez que
vérias formas de investigar o fendmeno da sincronizacao sao propostas na literatura [56].
Uma compreensao mais detalhada também das distribui¢oes do parametro de acoplamento

é necessaria.

Uma andlise mais rigorosa em termos da teoria de sistemas dinamicos pode ser feita,

considerando grandezas fundamentais da teoria, como os expoentes de Lyapunov, a mu-
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danca nas drbitas periddicas através da insercao de mais graus de liberdade, o que é
conseguido pelo acréscimo do nimero de mapas harmonicos no ambiente bem como a

aproximacao da medida invariante com a distribuicao de equilibrio.

Como possivel estudo, também podemos citar a busca por formas da densidade es-

pectral que eventualmente possam tornar markoviana a dinamica do mapa proposto.



Apéndice

O limite 7 —= 0

A.1 O mapa original

Neste apéndice vamos demonstrar que no limite 7 — 0 em tempos apropriados, vale
a relagao de flutuagao-dissipacao obtida no capitulo 3 para a equacao generalizada de

Langevin.

Vamos iniciar com o mapa original, pois fazer k; — 0 no mapa adimensional s tera
sentido se fizermos 7 — 0 mantendo w; fixo, o que nos leva a prépria andlise do mapa

original.

Comentamos no capitulo 4 que em uma diferenca de tempos apropriados, as equagoes

de movimento para o tempo continuo devem ser recuperadas.

Com efeito, as quantidades fisicas associadas a trajetoria continua, em lugar da érbita
discreta dada pelos mapas, podem ser obtidas se fizermos:
dr Tyl — Tn

— = lim

Al
dt 7—0 T ’ ( )

para qualquer variavel de estado 7 no tempo n.

Jé& verificamos que a constante de movimento é expressa, em dimensoes de energia,
pela equagao (4.10). O mapa harmoénico do banho (cf. se¢@o 4.2) em unidades de posigao

e momentum ¢é dado por:

Dot = Pp — MW>TTy, (A.2)
-

Tpt1 = Tp+ —DPntl- (A?))
m
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De acordo com a expressao (A.1), teremos:

dp(t) 2
g = W x(t), (A.4)
da(t)  p(t)

d — m’ (A-5)

exatamente conforme o esperado para um oscilador harmonico sem “kick”. A constante

de movimento (4.10) no limite 7 — 0 fica:

P mwa?

h(l‘,p,T—)O):%‘i‘ B

(A.6)

A funcao partigao canonica

7 = (%W)NH | 1_1 — (A7)

claramente se torna

no limite 7 — 0.
A forga flutuante é descrita por:

| PP
— l) (@) () A9
= E { Zgn 1 +m'fn—lp0:|‘ (A.9)

=1 E

Com o auxilio destes resultados e da funcao particao canonica, a funcao de autocor-
relagao é expressa por:
2

(F,F,) = kT Z -l = 72y °° [(n —n')6;). (A.10)

O nicleo de meméria é tal que:

rro,
Ko =Y —5g, . (A.11)

onde

sen [(n —n')6;]. (A.12)
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Consequentemente,

g (T = 0) = cos[(n —n)b;),

o que conduz a:
I?

N
(17— 0) Z

e também para a fungao de autocorrelacao

2

(F,F, >_k;BTZ

=1 Zw

Logo, podemos exprimir a diferenca:
(FFy) — kgTK, (T —0) =0,

conduzindo & forma

(FoFy) = kT K, (T — 0),

como queriamos demonstrar.

5 cos [(n —n')6;],

5 cos [(n —n')6;].

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)



Apéndice
O termo de soma: memoria e dissipacao

Consideremos o termo de soma total, que chamaremos de S:
n—1 .
§= Z Xn,f’r(ll—)n’—l’
n'=0

Desejamos demonstrar que:

1

5= kQ (—l)X gn— X Zgn n'— 1

Para esta demonstragao, vamos empregar a relagao:

(4) (%)
(@) _ Ipn—n—2 — Up_nr—1
fn n'—1 kz 5

7

proveniente do mapa

g7(1—)|-1 - gn k2fn+l

A relacao acima aplicada na soma S fornece:

n—1

1
S = ? nn’2 /_Zgnn’—l

n'=0
S1+ 5
k2

(B.1)

(B.2)

(B.5)

(B.6)

Vamos analisar somente o termo de soma 57 inicialmente. Com uma mudanca conve-
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niente nos indices, podemos também alterar os limites inferior e superior da soma:

Sl = Zgn n'— 2 (B7)

= Zgn w1 X (B.8)

O segundo termo chamado Sy também pode ser escrito de maneira conveniente, 7. e.,

de modo a apresentar os mesmos limites de S; para o somatério:

n—1
S2 = Z gflzzn’lenU (BQ)
n'=0
n—1 A ' ' ‘
= > g X+ 0 Ko+ g1 X, — g X, (B.10)
n/=1
- Z gq(jzn'—an’ + 97(21)(0 - 9(_1)1Xn (B.11)
n/=1

O termo de soma S fica entao:

1
5 = K2 Zgn w-1X 1_Zgn -1 ’_gn 1X +g- )1X] (B.12)

n

= S [ D (K= Xa) gy — gl X + g1 X,
toln/=1

(B.13)

Notemos que na tultima relagao, o termo de soma pode ser reescrito em termos do

momentum, se lembrarmos que:

Xn+1 - Xn -+ Pn+17 (B14)
—(Xp1—X,) = P, (B.15)
Consequentemente:
1 i i G
S = P g(*)an - 97(1le0 - Z gézn/_lpn’ 3 (B16)

como queriamos demonstrar.
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