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“A matemdtica, vista corretamente, possui nao apenas verdade, mas também suprema

”

beleza - uma beleza fria e austera, como a da escultura.

Bertrand Russell



Resumo

Neste trabalho apresentamos aspectos tedricos e computacionais sobre inversas gene-
ralizadas de matrizes e propomos trés novos métodos computacionais.

Propomos inicialmente um método direto baseado em decomposicao conjugada para
calcular a inversa de Moore-Penrose, no qual provamos que a inversa de Moore-Penrose
de uma matriz A pode ser obtida por AT = ZI'"'Q* se A tem posto completo e AT =
(U;T71S1,0)Q* caso contrério, sendo A = QT'Z~! uma decomposicdo conjugada de A e
ST, Uy uma decomposicao conjugada da matriz obtida pelas 7 primeiras linhas de Q* A,
onde r =posto(A).

Em seguida, propomos um método direto baseado em decomposi¢cao conjugada para
calcular a inversa de Drazin, o qual consiste em um processo de deflacao ortogonal que

usa k decomposigbes conjugadas, sendo k =Ind(A), para construir a inversa de Drazin da

B0 By 0
Ag=wr | ' W, onde A=w [ "' W,
XBrt o B, N

sendo B; nao singular, N estritamente triangular inferior, W unitaria e X solucao de
XB1 - NX == BQ.

E por fim, propomos um método iterativo para aproximar a inversa de Moore-Penrose

forma

baseado nas equacoes de Penrose AXA = A e XAX = X, o qual considera uma apro-
ximagao inicial X, = aA*, e calcula Xy = Xi[(1 + 8)I — BY?], onde YV, = AX;. A
convergéncia do método é provada para 0 < o < 2/p(A*A) e f € (0,1/3], além disso

propriedades e analises de erros sao mostradas.

Palavras-chave: Inversas generalizadas, Inversa de Moore-Penrose, Inversa de Drazin,

M¢étodo direto, Método iterativo, Decomposicdo conjugada.
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Abstract

In this work we present theoretical and computational aspects about generalized in-
verses of matrices. Three new computational methods are proposed.

We propose a direct method based on conjugate decomposition for computing the
Moore-Penrose inverse, which we proved that AT = ZI'~1Q* if A is a full rank matrix and
At = (UfT71S1,0)Q* otherwise, where A = QI'Z~! is a conjugate decomposition of A
and S;'T'1U; is a conjugate decomposition of the matrix obtained by the r first rows of
Q*A. Here r =rank(A).

Afterwards, we propose a direct method based on conjugate decomposition for compu-
ting the Drazin inverse, which consists of a orthogonal deflation method using k£ conjugate

decompositions, where k£ =Ind(A), which is employed to build the Drazin inverse of A as

Bt 0 B, 0
Ad:W*< ! )W, where AzW*( ! )W,

follows

XBt 0 B, N

with B; nonsingular, N strictly lower triangular, W unitary and X satisty XB; — NX =
Bs.

Finally, one iterative approach is proposed for the computation of the Moore-Penrose
inverse based on Penrose equations AXA = A and XAX = X, which considers an initial
approach X, = aA*, and computes Xz = X;[(1 + 8)I — BY?], where Y}, = AX}. The
convergence of the method is proved for 0 < o < 2/p(A*A) and § € (0,1/3], along with

some properties and an error analysis.

Keywords: Generalized inverses, Moore-Penrose inverse, Drazin inverse, Direct method,

Iterative method, Conjugate decomposition.
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Introducao

Seja A € C™™ uma matriz quadrada de ordem n com entradas complexas, sabemos

que se A é nao singular entao existe uma tunica matriz X satisfazendo
AX=XA=1

sendo I a matriz identidade de ordem n. Essa matriz X é chamada de inversa de A
e é denotada por X = A~!. A inversa de uma matriz possui diversas propriedades

interessantes, por exemplo

(AT>71 — (Afl)T
(A7 = @A
)

(AB)™* = B'A™.

Uma aplicacao muito importante da matriz inversa, é que se considerarmos um sistema
nao singular de equacoes lineares Arx = b, com A € C™*" nao singular e b € C", a tunica
solugao x do sistema ¢é dada por

r=A""b

De maneira mais geral, ¢ comum em problemas das mais diversas dreas, sistemas de

equacoes lineares da forma
Ar=bcom Aec C™"ebecC™ (1)

Nesse caso, nem sempre teremos um tnico vetor satisfazendo a equagao (1), podemos
ter infinitos vetores que satisfazem a equacgao acima, ou até mesmo nenhum vetor satis-
fazendo a equaca@o, como é o caso quando b nao pertence a imagem de A. Isso requer
que modifiquemos o conceito de solu¢ao de um sistema linear dado por (1). Para isso,

podemos definir um vetor residual por

ri=5b— Axzx.



No caso em que b pertence a imagem de A, o residuo r jamais serd nulo, porém uma boa
maneira de considerar uma solucao para o problema ¢é tomar x de forma que o residuo seja
minimizado em algum sentido. Temos diversas maneiras de medir o tamanho do residuo,
em geral usamos alguma norma, e por questoes geométricas a norma escolhida para medir
o residuo na maioria dos problemas é a norma euclidiana, denotada por || - ||5.

No caso em que existem infinitos vetores safisfazendo a equagao (1), precisamos es-
colher um desses vetores como solucao do problema, isso pode ser feito tomando como
solucao do problema o vetor de norma minima que satisfaz a equacao, ou seja, elegemos

como solugao o vetor T que ¢é solugao do seguinte problema de otimizacao:

T= _min |z
S. a. Aw=b

Com as defini¢oes de solugdo para o problema (1) dadas acima, surge a seguinte
questao: serd que podemos encontrar alguma matriz X, de tal forma que possamos es-
crever a solugdo do problema (1) como x = Xb? A resposta é sim, podemos definir
uma matriz X nessas condicoes, a matriz X chamada de inversa de Moore-Penrose e
denotada por AT resolve essa questdo. De maneira mais geral podemos falar de inversas
generalizadas, que sao matrizes definidas por certas condicoes, de tal forma que quando
consideramos uma matriz nao singular, sua inversa generalizada se reduz a inversa conven-
cional, além de possuir algumas propriedades similares a inversa usual. Algumas dessas
inversas generalizadas nos permite caracterizar solugoes de problemas do tipo (1), assim
como possuem diversas outras aplicagoes nas mais variadas areas.

Neste trabalho, faremos um amplo estudo sobre inversas generalizadas e os métodos
obtidos para calcular tais matrizes. Duas classes de métodos sao estudadas, os métodos
diretos, que encontram a matriz em uma quantidade finita de operacoes aritméticas, e os
métodos iterativos, que a partir de uma aproximacao inicial X, geram uma sequéncia de
matrizes Xp, Xs, ... de tal forma que no limite essa sequéncia converge para a solucao X
do problema, ou seja,

k—o0

Com base nos métodos estudados, sao propostos trés novos métodos para aproximar
inversas generalizadas, sendo um método direto para encontrar a inversa de Drazin, o
qual é baseado em deflagao ortogonal usando decomposicao conjugada, um método direto
para encontrar a inversa de Moore-Penrose usando decomposicao conjugada e um método
iterativo para aproximar a inversa de Moore-Penrose, o qual utiliza dois parametros,
um para a aproximacao inicial, dependendo somente do raio espectral de A*A, e outro
para a iteragao, o qual nao depende da matriz e influencia diretamente na velocidade de
convergeéncia do método.

Essa tese estd estruturada da seguinte forma: no primeiro capitulo abordamos o con-

ceito de inversa generalizada, bem como os principais tipos de inversas generalizadas e suas
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propriedades. Além disso sao apresentadas algumas aplicagoes de inversas generalizadas.

No segundo capitulo faremos um estudo de alguns métodos para computar inversas
generalizadas existentes na literatura, veremos método diretos e métodos iterativos.

No capitulo 3 propomos dois novos métodos, os quais sao baseados em decomposicao
conjugada de matrizes, e apresentamos os resultados e aspectos tedricos importantes de
cada método, assim como alguns exemplos numéricos.

No quarto capitulo propomos um novo método iterativo para aproximar a inversa de
Moore-Penrose, o qual é baseado nas duas primeiras equacoes de Penrose. Além disso,
apresentamos uma analise do erro, mostrando que a convergeéncia ¢ linear, um estudo do
comportamento do método diante da presenca de erros de arredondamento, e exemplos
numéricos que mostram o funcionamento do método.

Concluimos fazendo algumas andlises a respeito dos métodos propostos, discutindo as
vantagens e desvantagens de cada método nos sentidos numeérico e tedrico, e as possiveis

areas de trabalho futuro.



Capitulo 1

Inversas generalizadas

O conceito de inversa generalizada foi introduzido por Fredholm em 1903, que chamou
de “pseudo inversa” a inversa generalizada de um operador integral. A inversa genera-
lizada de matrizes foi introduzida por Moore em 1920, que definiu uma tunica inversa
generalizada por meio de projecao de matrizes. Pouco se fez nos proximos 30 anos, até
aproximadamente 1950, quando algumas relacoes entre inversa generalizada e solucao de
problemas de minimos quadraticos foram descobertas. Em 1955 Penrose mostrou que a
inversa de Moore é a unica matriz que satisfaz quatro equagoes, chamadas hoje em dia
de equacoes de Penrose. Devido a esse fato, essa pseudo inversa é comumente chamada
de inversa de Moore-Penrose, em homenagem as contribuigoes de Moore e Penrose.

Neste capitulo, apresentamos os conceitos, propriedades e aplicacoes de inversas gene-
ralizadas de matrizes.

Quando falamos em generalizacao, algumas condigoes surgem naturalmente, nesse caso
nao ¢ diferente, para caracterizar uma inversa generalizada de uma matriz, pedimos que

sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe a inversa generalizada para uma classe de matrizes mais ampla que a classe

de matrizes nao singulares;
(ii) A inversa generalizada deve satisfazer algumas propriedades da inversa usual;

(iii) Se a matriz é nao singular, sua inversa generalizada deve coincidir com a inversa

usual.

Por exemplo, podemos dizer que X é uma inversa generalizada de A se satisfaz
AXA=A

E fécil verificar que uma matriz X satisfazendo a equacao acima contempla as condigoes

descritas anteriormente, porém uma propriedade muito interessante da inversa usual é a
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unicidade, a qual nao é mantida nesse caso. Vejamos algumas inversas generalizadas de

grande importancia na literatura.

1.1 Inversa de Moore-Penrose

Moore, em 1920 [18], definiu uma inversa generalizada e provou sua unicidade. Alguns
anos depois, em 1955, Penrose [22] mostrou que para toda matriz A € C™*™ existe uma

Unica matriz X € C™*™ satisfazendo as equagoes:

AXA = A (1.1)
XAX = X; (1.2)
(AX)* = AX; (1.3)
(XA = XA (1.4)

Denotamos como A* a transposta conjugada da matriz A.

As equagoes (1.1)-(1.4) sdo conhecidas como equagoes de Penrose. A matriz X que
satisfaz as equacgoes de Penrose coincide com a inversa generalizada definida por Moore, e
por isso inversa de Moore-Penrose. A inversa de Moore-Penrose da matriz A serd denotada
por Af.

No teorema seguinte, vamos mostrar que a matriz X satisfazendo as quatro equagoes

de Penrose existe e é tnica.

Teorema 1.1. [29] A matriz X satisfazendo as equagoes de Penrose (1.1)-(1.4) existe e

é unica.

Demonstracao:
Se A € C™*" ¢ uma matriz de posto r, entao A pode ser decomposta como A =
Q*RP, onde () é uma matriz unitaria e P uma matriz de permutagao, de ordens m e n

respectivamente, e R € C™*" satisfaz

R
R— n 0 ’
0 0

com Ry; € C™" triangular superior e nao singular. Sejam

B RO
0 0]/’

e X = P*R(Q. Temos que
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AXA=Q"'RPP*RQQ*RP = Q*RRRP =Q*RP = A

XAX = P*RQQ*RPP*RQ = PPRRRQ = P'RQ = X

(AX) = (Q°RPP'RQ) = (Q"RRQ)" = (@(I 0 ) @*)

ro\ ..
N Q(o O)Q =X

(XA)* = (P*RQQ*RP)* = (P*RRP)* = <P* ( 10 > P)

00
I
= P U P=XA
00

Portanto, X = A de onde segue a existéncia.
Para mostrar a unicidade, suponha que X; e X, sao inversas de Moore-Penrose de A,

entdo X; e X, satisfazem as equagbes (1.1)-(1.4), e assim

X; = X1AX) = X1AX0AX) = X1(AX,)* (AX))" = X1(AX,AX)
= X1(AXo)" = X1AX; = X1AX2AXs = (X1 A)"(X2A)* X,
= (XoAX14)"Xs = (XoA)* Xy = X AX, = X,

De onde segue a unicidade. [
O proximo teorema mostra algumas propriedades que sao satisfeitas pela inversa de

Moore-Penrose.

Teorema 1.2. [29] Seja A € C™™ uma matriz arbitrdaria. Temos que as sequintes

propriedades sao vdlidas:
1. (AN = A;

se A#0,

se A=0;

O >

2. M) = XTAT onde A € C e \T = {

3. (AT = (A1)
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4. (AAN)T = (A)TAT e (A*A)T = AT(A")T;

5. AT = (A*A)FA* = A*(AA*Y;

6. A* = A*AAT = ATAA*;

7. Se posto(A) = n, entdo ATA = I, e se posto(A) = m, entdo AAT = I,,,;
8. Se U eV sao matrizes unitdrias, entao (UAV )T = V*ATU*,

Demonstracao:

1. Basta mostrar que A satisfaz as quatro equacoes de Penrose, de fato,

ATAAT = AT
AATA = A
(ATA)* = AfA
(AAT = AAT.

2. Da mesma forma, vamos mostrar que A\'AT satisfaz as equacoes de Penrose. Se

A = 0, seguem trivialmente, considerando A # 0 temos

QAAANAA) = (AA) GAT)( A) = ( )( ATA) = A
(ATAD(AA)(NTAT) = (%AT) (AA)(NTAT) = ( /\T) (ATAAT) = XTAT

(AAATAT) =
(AAN (A =

AAN = QAN (AAT) = (AT (AAT) = (AA)(ATAT)

(
(ATA))" = (ATA)"(ATA)" = (AT (ATA4) = (ATAT)(AA)

3. Novamente, basta mostrar que (AT)* satisfaz as quatro equacoes de Penrose.

A (AT A = (AATA)* = A
(AT A (AT = (ATAAT)" = (A7)

(AT(AT)) = ((ATA)")" = (ATA)" = A%(AT)"
(AN A7) = ((AAT))" = (AAT)" = (AT)"A”

4. Usando o item anterior e as equacoes de Penrose para A, verifiquemos que valem as
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equacoes de Penrose para AA*.

AAT(ATATAAT = AA*(AY)T(ATA) A" = AA*(A")TA* (AT A"
= AAY(ATA* = AAY,
(A)TATAA*(A)TAT = (A")TATA(ATA) AT = (A")TATAATAAT
(A*)TATAAT = (A*)T AT

Para a terceira e quarta equagoes, precisamos verificar que
(AA*(A*)TAT)* = AA*(A*)UXT e ((A*)*ATAA*)* = (A*)TATAA*.
Para isso basta notar que

AA*(ATAT = A(ATA)* AT = AATAAT = AAT

(A)TATAA* = (A")T(ATA)* A" = (A")TA*(A")TA* = (A")TAY,

e como (AAT)* = AAT e ((A*)TA*)* = (A*)TA*, segue que a terceira e quarta

equagoes de Penrose sao validas.

O caso (A*A)T = AT(A*)T segue usando o processo anterior em A* e o item 3.

5. Usando as equagoes de Penrose e os itens 3 e 4 temos:

AT = ATAAT = AT(AAT)* = AT(A*)TA* = (A*A)TA*

Al = ATAAT = (ATA)*AT = A*(A")TAT = A*(AA*)T
6. Segue das equagoes de Penrose e do item 3 que:

A" = AT (AT A" = A"(AAD) = A"AAT e A = A*(A")TA" = (ATA)* A" = AtAA".

7. Se posto(A) = n, entao posto(A*A) = n, logo A*A é nao singular, assim pelo item
5 temos:

ATA = (A"A)TA"A = (A" A)TA"A = 1,

Da mesma forma, se posto(A) = m entao posto(AA*) = m, logo AA* é nao singular,
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e usando o item 5 segue que

AAT = AAT(AA) = AAT(AAY) ™! = I,.

8. Basta verificar que sao validas as equacoes de Penrose

UAVV*ATU*UAV = UAATAV = UAV
VATUrUAVV*ATU* = V*ATAATU* = V*ATU*
(UAVV*ATU*)* = (UAATUY)* = U(AAN)'U* = UAATU* = UAVV*ATU*
(V*ATU*UAV)* = (V*ATAV)* = V*(ATA)'V = V*ATAV = V*ATU*U AV

[

A propriedade 8 do Teorema anterior mostra que no caso de matrizes unitarias temos
que a inversa de Moore-Penrose de um produto é o produto das inversas de Moore-
Penrose, isso nos fornece uma maneira de calcular a inversa de Moore-Penrose usando a

decomposigao em valores singulares, ou seja, se

5
A—usvi—u| 20 v,
0 0

com U e V unitarias e ¥; diagonal, entao temos que

-1
AT:vsz*zv<21 0>W,
0 0

mais adiante veremos esse processo com mais detalhes.
A inversa de Moore-Penrose também possui diversas propriedades em relagao ao nicleo

e a imagem de A e A*.

Definigao 1.3. Seja A € C™". O conjunto imagem de A, denotado por R(A) é o

conjunto

R(A)={yeC":y=Ax,x € C"},

e o nicleo de A, denotado por N'(A) é o conjunto
N(A) ={x e C": Ax =0}.

Definigao 1.4. Se A € C™*", entao o posto de A, denotado por posto(A4), é o nimero
de colunas de A linearmente independentes, o qual coincide com o nimero de linhas de
A linearmente independentes. Caso tenhamos posto(A) = min{m,n}, dizemos que A é

uma matriz de posto completo.
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O préximo teorema mostra as propriedades basicas da inversa de Moore-Penrose a

respeito dos conjuntos nicleo e imagem.

Teorema 1.5. [29] Sejam A € C™ " ¢ A" a inversa de Moore-Penrose de A. Temos que

1.

2.

R(A) = R(AAT) = R(AA*);
R(AN) = R(A*) = R(ATA) = R(A*A);

R(I — ATA) = N(ATA) = N(A) = R(A")*;

4. R(I — AAT) = N(AAT) = N(AT) = N(A*) = R(A)*;
5. R(AB) = R(A) & posto(AB) = posto(A).
6. N(AB) = N(B) < posto(AB) = posto(B).
Demonstracao:
1. Sey € R(A), entao 3 = € C™ tal que Az = y. Pela primeira equacao de Penrose

segue que AATAz =y, e tomando z = Az temos AATz = y portanto y € R(AAT),
e assim R(A) C R(AAT).

Agora, considere y € R(AA'), entao 3 z € C™ tal que AATx = y. Usando o item
5 do Teorema 1.2 temos que AA*(AA*) z = y, assim se z = (AA*)Tz temos que
AA*z =y, ou seja, y € R(AA*) de onde segue que R(AAT) C R(AA").

Por fim, tomando y € R(AA*), temos que 3 = € C™ tal que AA*x = y, e se
considerarmos z = A*zr temos Az = y, de onde segue que y € R(A), e assim

R(AA) C R(A).

Juntando as informacoes acima temos
R(A) C R(AAT) € R(AA*) C R(A),

portanto
R(A) = ”R(AAT) =R(AA").

Se y € R(AT), entao 3 x € C™ tal que Afz = y. Usando o item 5 do Teorema
1.2 temos A*(AA*)'z = y, e chamando z = (AA*)'z temos A*z = y, portanto
y € R(A*) e temos que R(AT) C R(A*).

Agora considere y € R(A*), entao existe z € C™ tal que A*x = y, e pelo item 6 do
Teorema 1.2 temos que ATAA*z =y, tomando z = A*z temos AT Az = y, portanto
y € R(ATA), e temos que R(A*) C R(ATA).

10
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Considerando agora y € R(ATA), temos que 3 z € C" tal que ATAx = y, e usando
os itens 5 e 6 do Teorema 1.2 segue que A*AAT(AA*)TAz = y, se tomarmos z =
AT(AA*)T Az temos A*Az =y, logo y € R(A*A) e portanto R(ATA) C R(A*A).

Por fim, se y € R(A*A), entdao 3 = € C" tal que A*Ax = y. Pelo item 6 do Teorema
1.2 segue que ATAA*Ax =y, e para 2 = AA*Ax temos ATz =y, logo y € R(A') e
R(A*A) C R(AT).

Juntando as afirmagoes acima temos
R(AT) € R(A*) € R(ATA) € R(A*A) € R(AT),
de onde implica que

R(AT) = R(A*) = R(ATA) = R(A*A).

3. Se x € R(A*)*, entdo y*r = 0, V y € R(A*). Considere w € C™ arbitrario, entao
w*Ax = (A*w)*z = 0, pois (A*w) € R(A*), como w*Ax = 0V w € C™ segue que
Ax =0, e portanto x € N(A) e temos R(A*)t C N(A).

Agora, se ¥ € N'(A), entdao Az = 0, portanto ATAz = AT0 = 0, logo x € N(ATA),
e assim N (A) C N(ATA).

Considere * € N(ATA), entdo ATAx = 0 de onde temos que z — ATAz = z, ou
seja,(I — ATA)x = x e portanto x € R(I — ATA), de onde segue que N (ATA) C
R(I — ATA),

E por fim, se x € R(I — ATA), entdo existe z € C" tal que z — ATAz = z, tomando
w € R(A*), temos que 3 t € C™ tal que A*t = w e assim temos

w'r = (A*t)(z — ATAz) =" Az — P AATAZz = t" Az — ¥ Az = 0,

de onde temos que z € R(A*)* e portanto R(I — ATA) C R(A*)*.

Juntando as afirmagoes acima temos
R(I — ATA) C R(A*): C N(A) C R(ATA) C R(I — ATA)

e assim

R(I — ATA) = R(A): = N(A) = R(ATA).

4. Sex € R(I — AAT) ey € R(A), entdao 3z € C™ e w € C" tal que z — AATz =z e

Aw = y, assim, usando o item 5 do Teorema 1.2 temos que
y'r = (Aw)*(z — AATZ) = WA 2 —wATAA T = wr A —wr ATz = 0,

11
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de onde temos que # € R(A)* e portanto R(I — AAT) C R(A)*L.

Agora considere z € R(A)* e w € C™ arbitrdrio, entao w*A*zr = (Aw)*zr = 0,
pois Aw € R(A), e como w*A*z = 0 para todo w € C" segue que A*z = 0, logo
xr € N(A%), e assim R(A)L C N(A%).

Agora, se © € N(A*), entdao A*x = 0, e pelo item 5 do teorema 1.2 segue que
Alx = (A*A)TA*z = (A*A)T0 = 0, logo = € N'(AT) e temos que N (A*) C N(AD).

Considere agora v € N'(A"), entdao ATz = 0 e temos que AATz = A0 = 0, e portanto
z € N(AAT) e N(AT) C N(AAD).

Por fim, para # € N(AAT) temos que AAfz = 0, portanto x — AATx = x, ou
seja, (I — AA")x = z, de onde segue que z € R(I — AAT) e portanto N (AAT) C
R(I — AAD).

Segue das afirmagoes acima que
R(I — AAY) € R(A)F C N(A*) C N(AT) Cc N(AAT) Cc R(I — AAT),

R(I — AAT) = R(A)*t = N(A%) = N(AT) = N (AAD).
5. (=):

Como a imagem de uma matriz é o conjunto gerado pelas colunas da matriz, entao

a dimensao da imagem coincide com o posto, portanto R(AB) = R(A) implica em

posto(AB) = posto(A).

(<)

Considere y € R(AB). Temos que existe x tal que ABx = y, de onde temos que y €
R(A), assim R(AB) C R(A), e como posto(AB) = posto(A) entao dim(R(AB)) =
dim(R(A)), de onde segue que

R(AB) = R(A).

6. (=):

Como N(AB) = N(B), segue do Teorema do ntcleo e imagem que dim(R(AB)) =
dim(R(B)), e portanto
posto(AB) = posto(B).

12
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(<) :

Seja € N(B). Temos que Bx = 0, e assim ABx = 0, ou seja, © € N(AB), entao
temos que N(B) C N(AB), e como posto(AB) =posto(B) entao dim(R(AB)) =
dim(R(B)) e do Teorema do niicleo e imagem dim(N(AB)) = dim(N(B)), de onde

segue que

N(AB) = N(B).

1.1.1 Algumas aplicagoes da inversa de Moore-Penrose

A aplicagdo mais natural da inversa de Moore-Penrose é em sistemas de equacoes lineares
Ax =bcom A € C™". Quando pensamos em um sistema Ax = b a solucao x depende
diretamente do conjunto imagem de A, ou seja, se b € R(A) entao sabemos que existe
algum vetor x tal que Ax = b e o sistema possui solucao, porém ainda assim é possivel

que essa solugao nao seja nica, nesse caso a solugao do sistema ¢é definida por
r = argmin ||z
g min |

para alguma norma |[|-||. Por questdes geométricas a norma utilizada com maior fréquencia
é a norma euclidiana || - ||2, a qual serd denotada daqui em diante apenas por || - ||.

No caso em que b ¢ R(A), ndo ha solugao do sistema, entao definimos como solugao o
vetor x que minimiza o erro em algum sentido. Para tanto, definimos o residuo do sistema

por r = Az — b, e a solucao do sistema é definida por
x = argmin ||Az — 0|
zeCn

Sabemos que quando A é quadrada e nao singular, a solugao do sistema é dada por
A~1b, e no caso da inversa de Moore-Penrose, serd que podemos caracterizar a solucao de

maneira analoga? A é resposta ¢é sim, como mostra o proximo teorema.

Teorema 1.6. [29] Dado um sistema de equagoes lineares Ax = b, com A € C™ ™, entdo
x = ATb é um minizador de ||Ax —bl|, e além disso é o minimizador de norma-2 minima,

ou seja, Atb é a solucdo do sistema Ax = b.

Demonstracao:
Se A = UXV* é a decomposiciao SVD de A, entao AT = VXTU*. Seja r =posto(A).

Temos que o, = 0 para k > r, assim se a = V*z entao

|Az —b|*? = ||U*(Az —0b)||* = ||U*AVV*2 — U*D||> = ||(U*AV)V*z — U*b||?
= [Sa—UD|* = (ose; —uib)* + > (ujb)?
=1 1=r+1

13
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como apenas a primeira parcela depende de x, temos que se x é um minimizador de
||Az — b|| entao

. _ urb
o —u;b =0, ou seja, a; =
i
e se tomarmos a,.y1; = ... = a, = 0 teremos o minimizador de norma-2 minima dado por

T *
wib

r= vy = VETUD = A'b.
0

[

Atualmente a solucdo de sistemas dessa forma é encontrada sem o calculo explicito
da inversa de Moore-Penrose, porém a inversa de Moore-Penrose aparece em diversos
problemas de variadas areas, por exemplo na engenharia elétrica o calculo da matriz
de impedancia ! Z de duas redes de resistores conectadas em paralelo, com matrizes de
impedancia Z; e Z5, é dada por Z = Z;(Z; +ZQ)TZ2, mais detalhes podem ser encontrados
em [5].

A inversa de Moore-Penrose é sem duvida a principal inversa generalizada de matrizes,
porém as equagoes de Penrose podem ser usadas para definir outras inversas generalizadas,

as quais nao tém garantia de unicidade, mas podem ser 1teis em diversas aplicagoes.

1.2 Inversas-{i,j, k}

Dada uma matriz A € C™*", dizemos que a matriz X € C"*™ é uma inversa-{i, j, k}
de A se X satisfaz a i-ésima, a j-ésima e a k-ésima equagao de Penrose, por exemplo X
é uma inversa-{1} se satisfaz AXA = A, X é uma inversa-{1,2} se satisfaz AXA = Ae

XAX = X, entre outros. Vejamos alguns exemplos interessantes de inversas-{i, j, k}.

1.2.1 Inversa-{1} e suas aplicagoes

Dada uma matriz A € C™*", X € C"*™ satisfazendo AXA = A é uma inversa-{1} de
A. A existéncia de tal inversa segue da existéncia da inversa de Moore-Penrose, a qual
também é uma inversa-{1}, porém nao temos unicidade nesse caso, mas ainda assim a

inversa-{1} possui diversas aplicages interessantes.

!A impedancia é a carga resistiva total de um circuito de corrente alternada, ou seja quando um
determinado componente cria uma resisténcia e gasta energia em forma de calor, tem se o Efeito Joule,
isso chamamos de resisténcia, e se 0 componente nao gasta energia em forma de calor temos a reatancia,
entao quando estao presentes a resisténcia e reatancia chamamos de impedancia. A impedéancia é expressa
como um numero complexo, possuindo uma parte real equivalente a resisténcia R, e uma parte imaginaria
dada pela reatancia X. A impedancia é designada pelo simbolo Z, e indica a oposigao total que um circuito
oferece ao fluxo de uma corrente elétrica varidavel no tempo.

14
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Inversa-{1} e o conjunto solucao de Az = b com b € R(A): Vimos que a inversa de
Moore-Penrose pode ser usada para obter a solucao de um sistema Ax = b para A € C™*"
qualquer, porém no caso particular em que A € R(A) sabemos que existe z satisfazendo
a equacao, porém nem sempre temos um unico vetor x que satisfaz tal equacao, mas

podemos caracterizar o conjunto dos elementos que satizfazem Ax = b usando inversas-

{1} de A.

Teorema 1.7. [29] Para A € C™" X € C™" tem a propriedade de que Xb é uma
solugdo de Ax = b para todo b € R(A) se e somente se AXA=A.

Demonstracao:
(=) : Se Xb é solucao de Ax = b para todo b € R(A) entao temos que AXb = b.
Em particular, se A = [ay, a9, ...,a,], temos que Ae; = a;, e portanto a; € R(A) e entao

AXA = AX|ay, a9, ... ,a,] = [AXay, AXag, ..., AXa,] = [a1,a9,...,a,] = A.
(<) : Suponha que AXA = A, entdao dado b € R(A), 3 x, € C" tal que Az, = b,
sendo assim

n
Logo, o conjunto soluc¢do do sistema Az = b, com A € C™*" e b € R(A) é dado por
{Xb: X eC™™e AXA = A}
Inversa-{1} e a solugao da equagao matricial AXB = D:
Teorema 1.8. [29] Se A € C"*", B € CP*1 ¢ D € C"™*9, entdo a equagdo matricial
AXB =D (1.5)

¢ consistente se e somente se para AY) e BUY inversas-{1} de A e B respectivamente vale
AAWDBWB = D.
Nesse caso, a solugdo geral da equagdo matricial (1.5) € dada por
X =AWDBY 4y — AV AY BBW (1.6)

para'Y € C™P arbitrdrio.

Demonstracao:
Supondo que vale AANVDBWB = D, claramente temos que X = ADDBW é uma

solugao da equagao (1.5), ou seja, a equagao é consistente. Agora supondo que a equagao

15
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(1.5) seja consistente, entao existe X tal que AX B = D, e usando a defini¢ao de inversas-
{1} para A e B temos

D=AXB=AAVAXBBYB = AAYDBWYB.
Além disso, para uma equagao consistente temos que se X é da forma (1.6) entao

AXB = AAYDBW 1Y - AVAYBBY)B
= AAYDBWB 4+ AYB — AAYAY BBV B
= AAYDBYB 4+ AYB — AYB = AAYDBYB = D

assim, X é solugao da equacgao (1.5).

Por outro lado, se X é uma solugao de (1.5), entao
X =AYDBW + X — AWDBW = AWDBW + X — AW AXBBY

que ¢é da forma (1.6). ]
Um caso particular do teorema acima nos déd uma caracterizacao para consisténcia
de um sistema linear, para tanto basta tomar B = [ e D = b, de onde segue o seguinte

corolario.

Corolario 1.9. Se A € C"™*" e b € C™, entao o sistema de equagoes lineares Axr = b €

consistente se, e somente se para alguma AW inversa-{1} de A, tenhamos
AAMY = p,
nesse caso, a solucao geral do sistema é dada por
=AW 4+ (I — AV A)y
para y € C™ arbitrdrio.

Inversa-{1} e a solugdo comum aos sistemas Az = a e Bx = b: Se A € C™*",
B e Cr" a e C™ebe CP, entao podemos considerar o seguinte problema: encontrar

x € C" tal que sejam satisfeitas as equagoes

Tal problema é equivalente a resolver o seguinte sistema particionado

(5)=(0)

16
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Os dois teoremas a seguir nos dao uma solucao do problema acima em termos de
inversas-{1}.
Por (A | B) denotamos a matriz cujas primeiras colunas correspondem as colunas de

A e as iltimas colunas correspondem as colunas de B.

Teorema 1.10. [29] Sejam A € C™", B € CP" ¢ C € C™". Se Y denota uma

inversa-{1} de Y, entdo

A
(i) Uma inversa-{1} da matriz particionada M = ( B ) é dada por

Xy = (([—D(BD)(DB)A(D | D(BD)(U),

onde D=1— AW A,

(i1) Uma inversa-{1} da matriz particionada N = ( A|C ) é dada por

( AN(] — C(EC)VE) )
XN - )
(EC)VE

onde E=1— AAW,

Demonstracao:

(i) Note que AD = A(I — AWA) = A~ AANA = A — A =0, assim temos que
A ) gy 4D wy [ 4
MXyM = ((I = D(BD)VY BYAY | D(BD)W) 5
)
B A
BAMA + BD(BD)( )BD )\ BAWA+BD

A A
prm— = prm— M
B A<1>A+ D) ) ( B(AWA 4+ T — AW A) > ( B )

DA - AD(BD)MWBAWA + AD(BD)!
BA<1>A BD(BD)(”BA(”A + BD(BD

17
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(ii) Note que FA = (I — AAMA=A—- AAMA = A — A =0, de onde segue que

(EC)VE

— (AA(I - C(EC)VE + C(EC)VE)(A | C)

= ((AAD(I — C(EC)VE)A + C(EC)VEA | AAY(I — C(EC)VE)C
+C(EC)VEQ)

= (AA(I)A — AA(DC(EC)(I)EA + C’(EC’)(UEA | AADC
~AANC(EC)VEC + C(EC)VEC)

= (4| AAWC + EC(EC)WEC)

= (A]| AAWC + EC) = (A | (AAY + E)O)

= (A (AAY +1-AAD)C)=(A| C) =N

VXN (4]0 ( AO( = C(EC)D E) ) ne

[
O proximo teorema nos fornece condicoes para a existéncia de uma solucao comum
aos sistemas Ar = a e Bxr = b, e nesse caso descreve o conjunto de todas as solugoes

comuns.

Teorema 1.11. [29] Sejam A € C™*", B € CP*", a € R(A) eb € R(B). Considere
ZTq € Ty solugoes particulares dos sistemas Ax = a e Bx = b respectivamente. Sejam

D=1—-AWA ¢ F = BD. Temos que as sequintes afirmacoes sio equivalentes:
(i) Os sistemas Az = a e Bx = b possuem uma solu¢ao comum.
(ii) Bz, —b € R(F) = BN (A).

(iii) x4 — 2, € N(A) + N (B).

Além disso, caso exista uma solugao comum aos dois sistemas, entdo uma solucdo €

dada por
2. = (I = DFYB)z, + DFWp, (1.7)

e o conjunto de todas as solucoes comuns dos dois sistemas € dado por
{ze+D(I - FYF)h:heC"}. (1.8)
Demonstracao:

Supondo que z, — x, € N(A) + N (B) entao podemos escrever z, — x, = n, + n, tal
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que An, = 0 e Bn, = 0, de onde segue que

Bx,—b = Bx,— Bxy, = B(z, — x) = B(n, +mny) = Bn,
= Bn,+ AV An, = B(I — A(I)A)na = Fn,,

portanto Bz, —b € R(F'), e como
R(F) ={y € C" Fe =y} = {y € C*; BDz = y} = BR(D),

e pelo item 3 do Teorema 1.5 temos que R(D) = N(A), de onde segue que Bz, — b €
R(F) = BN (A).

(12) = (i)

Supondo que Bz, —b € R(F'), entao existe y € C" tal que Bz, — b = Fy, e como
AD = 0, temos que o vetor z. definido por (1.7) satisfaz

Az, = A((I = DFYB)z, + DFWb) = Az, — ADFY Bz, + ADFWb = Az, = a

Bz, = B((I - DFYB)z,+ DFYb) = Bz, — BDFY Bz, + BDFWh
— Bz,— FFYBz, + FFWp = Bz, — FFY(Bx, — b)
= Bz,—- FFWFy= Bz, — Fy = Bx, — (B, — b) = b,

ou seja, r. é uma solu¢ao comum a Ar = a e Bx = b.

Supondo que existe uma solugao comum a Ar = a e Bx = b, entdo os conjuntos
solugao se interceptam. Note que dado um sistema Yx = y e uma solucao particular
desse sitema z,,, entao o conjunto solugao do sistema é dado por z, + N (Y'). De fato,
se  é uma solucao do sistema Yz = y entdo podemos escrever © = z, + (x — z,) e
Y(x—2,) =Yz —Yz, =y—y=0. Reciprocamente, se x € z, + N(Y) entdo x = z, + 2
com Yz =0, assim Yoz =Yz, +Y2z=Yx, =y.

Sendo assim, temos que
{x, + N(A)} N {zy + N(B) # 0},

de onde implica que 3 n, € N(A) e n, € N(B) tal que z, + n, = x, + ny, ou seja

Ty — Tp = —Ng + Np € portanto

T, — xp € N(A) + N (B).
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Como
(idi) = (ii) = (i) = (iii)

entao

Agora, para ver que o conjunto de solugbes em comum é dado por (1.8), considere o
A a
x = ,
B b
A
r.+ N ( ) )
B

A
e usando o item 3 do Teorema 1.5 e a inversa-{1} de ( B ) dada por X,, no Teorema

problema equivalente

cujo conjunto solugao é dado por

1.10, obtemos

e ln (1))

A A
I— Xy ( 5 ) = I —(I-DFYB)AY | DFW) ( 5 )

= I—-(I-DFYB)AYA - DFYB

= I -AWA4+ DFYBAWA - DFVB
= D+DFYBAYA - DFYB

= DI +FYBAWA - FUB)

= DI — FYB(I - ADA))

= DI —-FWYF),

€ COImo

temos que

xc+N< A ) = {2, +D(I — FOF)h: h € C"}.

20



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

Inversa-{1} e a solugdo comum as equagoes matriciais AX = B e XD = E:
Assim como podemos obter uma solucao geral em comum para dois sistemas de equagoes
lineares usando inversas-{1}, também podemos caracterizar uma solu¢ao em comum das

equacoes matriciais AX = B e XD = FE, como mostra o teorema seguinte.

Teorema 1.12. [29] Sejam A € C™*", B € C™*P, D € CP*1 ¢ E € C"*1. Temos que as
equacoes matriciais
AX=B e XD=F

possuem uma solugcdo em comum se e somente se cada equacdo possui solucao e AE =
BD.

Neste caso, uma solucao em comum € dada por
X.=AYB + EDW — AWAEDW,
e o conjunto de todas as solucoes é dado por
(X, + (T - ADA)Y (I - DDW) Y € C™P}. (1.9)

Demonstracao:
(=)
Suponha que exista uma solugdo em comum X, entao AX = B e XD = E. Multipli-

cando a primeira equacao por D a direita e a segunda por A a esquerda temos
AXD=BD e AXD=AFE,

de onde segue que AE = BD.

(<) :

Como cada equacao é consistente, ou seja possui solucao, entao pelo Teorema 1.8,
podemos escrever a equacao AX = B como AXI =B e XD = FE como IXD = FE, onde

I denota a matriz identidade. Assim temos que
AAYBIIW =B ¢ I[TWEDYWD=F
portanto AAM) = Be DWD = E, e usando que AE = BD temos

AX, = AAYB+ EDW — AWAEDWY = AAVB + AEDW — AAWAEDW
= B+ AEDW — AEDW =B
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X.D = (AYB4+ EDYW — AVAEDYD = AVBD + EDWD — AWAEDM D
= AYBD+F - AYWAE = AYBD + E - AYBD = E,

logo X. é uma solugao comum a AX = Be XD =F.
Para ver que o conjunto de solugdes em comum é dado por (1.9), note que dado X da
forma X, + (I — AN A)Y (I — DDW) temos
AX = AX.+ (I —-AYAY (I - DDW)) = AX, + A(I — AV A)Y (I — DDW)
= B+ (A—AAWAY (I -DDW) =B

XD = (X.+ (I —-AVA)Y I - DDWY)D = XD+ (I — AVA)Y (I — DDYYD
= E+4+ (I —-AYAY(D-DDYD)=E,

portanto X é uma solucao comum as duas equacoes. Reciprocamente, se X satisfaz as
duas equacoes, entao

o AWAX - X,)=AWAX — AWAX, = AVB - AVB =0,

e (X -X,)DDW =xDDW - X.DDW = EDW — EDW) = 0;

o AWA(X — X,)DDW = [ADWA(X — X.)]DDM = 0;
de onde segue que

X = X, +X-X,

= X.+(X-X)—-(X—-X,)DDW — AW A(X — X,)+ AVAX — X,)DDW

= X, +(X-X)I-DDW) - AVAX — X.)(I — DDW)
= X.+ (I -AVA(X - X)(I -DDW) =X, + (I — AVAY ([ - DDW),

comY =X — X.. (]

1.2.2 Inversa-{1,4} e a solugao de norma minima de sistemas de

equacoes lineares consistentes
Vimos anteriomente que para um sistema Ax = b, com A € C™*" e b € R(A), a solugao
que p ) ) G
pode nao ser unica, e neste caso definimos como solugao o vetor x de norma minima que

satisfaz Az = b. Também vimos que A'b é o vetor de norma-2 minima que satisfaz o

sistema, porém a maneira de obter essa solu¢ao nao ¢é unica. O préximo teorema mostra
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que podemos obter essa solucao por Xb, onde X é uma matriz que satisfaz as equagoes
(1.1) e (1.4).

Teorema 1.13. [29] Se A € C™*" e b e C™, tal que b € R(A), entdo para X € C™
temos que AXb="b e || Xb| < ||z|| para todo z # Xb, z € {x : Az = b} se e somente se
X satisfaz

AXA=A e (XA)=XA

Além disso, se X satisfaz as duas equagoes acima, entdo o conjunto de solugoes de Ax = b
¢ dado por
{Xb+ (I — XA)h:heC"}. (1.10)

Demonstracao:
(<)
Do fato de X satisfazer AXA = Aebe R(A) temos que
AXb=AXAx = Ax = b,

portanto Xb satisfaz o sistema. Para mostrar que Xb é a solugao de norma minima,
vejamos primeiro que o conjunto solugao de Az = b é dado por (1.10).

Seja x solucao de Ax = b. Temos que
r=Xb+2x—-Xb=Xb+2—XAr=Xb+ (I — XA)zx,

ou seja, x pertence a (1.10). Reciprocamente, tomando um vetor da forma Xb+ (I —X A)h

para h € C" arbitrario temos
AXb+ (I — XA)h) =AXb+ Al — XA)h=b+ (A—AXA)h=b+(A—A)h =0,

0 que prova que o conjunto solugdo de Az = b é dado por (1.10).

Vejamos agora que Xb tem norma-2 minima. Segue de (XA)* = XA que
Xb=XAr = (XA)'x = A" X"z,
portanto Xb € R(A*) e pelo item 3 do Teorema 1.5 temos que
(Xb, (I +XA)h) =0,
seguindo assim do Teorema de Pitagoras que
XD < [1XBI2 + (T — XAYR|2 = | Xb+ (1 — XA,
portanto | Xb|| < ||z|| para todo z # Xb, z € {Xb+ (I — XA)h: h € C"}.

23



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

(=):
Seja Y uma matriz que satisfaz AYA = A e (YA)* = YA. Vimos acima que Yb é a
solucao de norma minima do sistema Ax = b, e como por hipétese Xb também é solugao

de norma minima de Ax = b segue que
Xb=Yb, VbeR(A),

se A = [ay,as,...,a,], claramente a; € R(A) para i = 1,2,...,n, de onde temos que

Xlay, a9, ...,a,) =Y]ay,a9,...,a,], ouseja XA =Y A, assim

AXA=AYA=A e (XA = (YA =YA=XA.

1.2.3 Inversa-{1,3} e a solugao de sistemas de equacoes lineares

inconsistentes

Como vimos anteriormente, no caso de um sistema Ar = b com A € C™*" em que
b ¢ R(A), nao existe nenhum vetor = que satisfaga Ax = b, entao a solugdo do problema
é tomada como sendo o vetor x que minimiza a norma do residuo Ax — b.

Vimos também que a inversa de Moore-Penrose pode ser usada para obter tal solucao,
ou seja, o vetor que minimiza a norma do residuo é dado por Afb. Porém, assim como no
caso em que b pertence a imagem de A, podemos caracterizar a solugao desse problema
em termos de uma inversa mais fraca que a inversa de Moore-Penrose. O teorema a seguir

mostra que a solu¢do do problema pode ser dada por uma inversa-{1, 3}.

Teorema 1.14. [29] Se A € C™™ eb € C™ tal que b ¢ R(A), entao Xb é o minimizador

de ||[Ax — b|| se e somente se X satisfaz
AXA=A ¢ (AX) = AX.

Demonstracao:

(<) :

Seja b = by+by de tal forma que b; € R(A) e by € R(A)*. Temos que b; pode ser escrito
como b; = Ay para algum y € C" e pelo item 4 do Teorema 1.5 temos R(A)+ = N (A*),

assim A*b, = 0, portanto
AXb = AXAy=Ay=0b e AXby=(AX)"by=X"A"Dy =0,

de onde segue que
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Do Teorema de Pitagoras, temos que
[AXD = b]|* = |AXY — (by + o) ||* = [|AXD — by + (=ba)|I* = [[AXD — by [|* + [|a %,

como a segunda parcela nao depende de X, temos que a norma de AXb — b serd minima
se AXb = by, o que segue de (1.11).

(=):

Seja Y uma matriz que satisfaga AYA = A e (AY)* = AY. Vimos acima que Xb
minimiza || Az —b|| se e somente se AXb = by, e como Yb é um minimizador pela demons-
tragao acima, temos que AYD = b;. Assim AXb = AYD, V b € C™, de onde segue que
AX = AY, implicando em

AXA=AYA=A e (AX) = (AY)" = AY = AX.

1.3 Inversas generalizadas com niticleo e imagem pres-

critos

1.3.1 Projetores e matrizes idempotentes

Definicao 1.15. Uma matriz A € C*"*" é chamada de idempotente se satisfaz
A% = A.

O lema a seguir nos fornece algumas propriedades de matrizes idempotentes.

Lema 1.16. [29] Se A € C™™ é uma matriz idempotente, entdo as sequintes afirmagoes

sao wvdlidas.
1. A* e I — A sao idempotentes;
2. Os autovalores de A sao 0 e 1, e a multiplicidade do autovalor 1 é posto(A);
3. posto(A) =tr(A);
4. A(I—A)=(1—-A)A=0;
5. Ax =z se e somente se x € R(A);
6. A € uma inversa-{1,2} de A;

7. N(A) = R(I — A).

25



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

Demonstracao:

1.

2.

Segue de (A*)? = (A%)* = A*.

Se A € C é um autovalor de A, entao Ax = Az para algum x # 0, multiplicando por
A a esquerda temos
Ax = A%z = Nz = Nz,

ou seja, se A é autovalor de A entao A\? também é, mas isso s6 é possivel se A2 = )\,

de onde segue que \ € {0, 1}.

Como o trago de matrizes semelhantes ¢ igual, segue da forma de Jordan de A que
posto(A) =tr(A).

Segue de A? = A que

AT —A)=A—A*=A-A=0, ¢ I-AA=A-A2=A—A=0.

Se Az = x segue diretamente que z € R(A). Reciprocamente, se x € R(A), entao

existe y tal que Ay = z, assim

Ax = AAy = A%y = Ay = .

. Segue do fato de que AAA = A?2A = AA = A% = A.

Se x € R(I — A), entdo existe y tal que (I — A)y = x e assim
Ar=A(I - Ay =(A—-A%)y=(A—Ay=0.

Portanto R(I — A) C N(A), além disso, os autovalores de I — A sao da forma 1 — A,
onde A é autovalor de A, portanto os autovalores de I — A sao 1 e 0, e o autovalor

1 de I — A possui a mesma multiplicidade do autovalor 0 de A, ou seja
dim(R(I — A)) = dim(N(A)),
de onde segue que N'(A) = R(I — A).

Lema 1.17. [29] Seja A € C™" com posto(A) = k, se A = FG, com F € C™* ¢

G € CP", entdo A € idempotente se e somente se GF = 1.
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Demonstracao:

Se GF = I, claramente temos
A? = (FG)* = FGFG = FIG = FG = A.

Por outro lado, tomando F() e G inversas-{1} de F e G respectivamente, como

posto(F') = posto(G) = k segue que F*F e GG* sao nao singulares, o que implica em

FFOF = F
F*FFOF = F*F

FOF = (F*F)'F*F

FOF = T

Assim, multiplicando FGFG = FG a esquerda por F'(V) e a direita por G obtemos

FGFG = FG
FOrFGracH = rOrpggW
GF = 1.

[
Dados dois subespacos de C" complementares L e M, ou seja, C* = L & M, entao

temos que x € C" pode ser expresso de maneira tinica
r=y+z (yeL, zeM).

Neste caso, o vetor y é chamado de projecao de z sobre L ao longo de M.

Definicao 1.18. Denotaremos por Py, s a transformacao linear que leva x na sua projecao
sobre L ao longo de M. Tal transformacao é unicamente representada por uma matriz,
uma vez fixada a base de C". E por Pp j denotaremos tanto a transformagao linear
quanto a sua representagao matricial, chamada de projetor sobre L ao longo de M. Neste

caso P yx = y.

O préximo teorema estabelece uma relagao biunivoca entre uma matriz idempotente
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de ordem n e um projetor P onde L & M = C". Além disso, na demonstracao do

teorema identificamos uma maneira de construir Pr, 5s, conhecendo bases de L e M.

Teorema 1.19. [29] Para toda matriz idempotente A € C*™", R(A) e N(A) sdo subes-

pacos complementares de C", com

A = Priayn(a)-

Reciprocamente, se L e M sao subespacos complementares de C", existe uma unica matriz

idempotente Pr, p € C™" tal que

R(PLM):L € N(PL,M):M

Demonstracao:

Se A € C™™ é uma matriz idempotente, entao podemos escrever x € C" da forma
r=Ax+ (I — A)x,

e do Lema 1.16 segue que C" é soma de R(A) e N'(A). Para mostrar que R(A) NN (A) =
{0}, note que do fato de x € R(A) segue que Ax = x pelo item 5 do Lema 1.16, e
como z € N(A) entdo Ax = 0, portanto x = 0. Assim, C" = R(A) & N(A), e como
x = Az + (I — A)x para todo z € C", entao Az é a projecao de x sobre R(A) ao longo
de N(A).

Reciprocamente, sejam L e M subespacos complementares de C" com bases dadas
respectivamente por {z1,xa,..., 2} € {y1,y2, ..., Ym}. Sabemos que um projetor sobre L

ao longo de M satisfaz

PL,Mxi = Ty, 221,2,...,1,

PL,Myi = O, i:1,2,...,m.

Vamos construir uma matriz idempotente Py, ps que satisfaga as condigoes acima, assim
tal matriz serd uma projegao sobre L ao longo de M. Se X = (x1,29,...,71) e Y =

(1,92, - - -, Ym), entao Py, s deve satisfazer
Ppu(X,Y)=(X,0),

e como (X,Y') é nao singular, pois {z1,xs, ..., T, ¥1,Y2, .- ., Ym} € uma base de C", entao
defina
Pry = (X,0)(X,Y)™ "
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Vejamos que Ppy é idempotente. De fato, como Py (X,Y) = (X,0), ou seja,
PruyX =X e P, yY =0 temos

Pg,M = Pru(X,0)(X, V)7 = (X,0)(X,Y) = Pr.

Basta mostrar que P, ps € Unica, para isso suponha que existe outra matriz idempotente

E tal que R(E) = L e N(E) = M, entao

Ex, = z;, 1=12,...,1,
Ey, = 0, 1=1,2,...,m,

de onde segue que E(X,Y) = (X,0) e portanto E = (X,0)(X,Y)"! = P . =

Coroléario 1.20. Sejam A € C™™ e X € C™™ inversas-{1,2} uma da outra. Temos
que AX € o projetor sobre R(A) ao longo de N(X), e XA € o projetor sobre R(X) ao
longo de N'(A), ou seja,

AX = Prynx), € XA=Prixyna

Demonstracao:

Como A e X sdo inversas-{1,2} uma da outra, entao
AXA=A e XAX=X.
Assim, se y € R(A) e w € N(X), entao existe z € C" tal que Az = y, e portanto

AXy=AXAz=Az=y;
AXw = A0 = 0;
(AX)? = AXAX = AX.

E segue do Teorema 1.19 que AX = Pra)n(x)-
Da mesma forma, se y € R(X) e w € N(A), entao existe z € C" tal que Xz =y, e

portanto
XAy = XAXz=Xz=y;
XAw = X0 =0;
(XA = XAXA= XA,
E do Teorema 1.19 XA = Prx)n(4)- [

O préximo corolario mostra uma correspondéncia biunivoca entre projetores ortogo-

nais e matrizes idempotentes Hermitianas.
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Coroléario 1.21. Seja C* = L & M. Temos que M = L+ se e somente se Pra €

Hermitiana.

Demonstracao:
Pelo Lema 1.16, P} ,, é idempotente, e segue do Teorema 1.19 que PJ ), € um projetor.

Como para uma matriz qualquer A, N'(A*) = R(A)*, entdo
R(PEa) =N(Prw)™=M* e N(Pfy)=R(Pu) =L,
portanto Pf = Py 1. Assim, se Py, = Pryr, temos
M = N(Poas) = N(Pfag) = N(Pyo o) = L*
Reciprocamente, se M = L*, entdo
PI*,,M = PMi,Li = PL,M-

n
Denotaremos por P;, o projetor ortogonal sobre L ao longo de L*, ou seja, Pp 1. Os
proximos resultados mostram condigoes para que a soma, diferenca e produto de projetores

sejam também projetores.

Teorema 1.22. [29] Sejam Py o projetor sobre Ry ao longo de Ny e Py o projetor sobre

Ry ao longo de Ny. Temos que P = Py + P, é um projetor se e somente se
PP =PFPP =0.

Neste caso, P é o projetor sobre R = Ry & Ry ao longo de N = Ny N Ns.

Demonstracao:
(=):
Se PP, = PP, =0, entao
PP=(P+P)?=P+PP+PP+P =P +P;,=P,+P,=P,

e do Teorema 1.19 segue que P é um projetor sobre o espaco R ao longo de N.
Vejamos que R = Ry @ Ry. De fato, primeiramente vejamos que R; N Ry = {0}, para

isso considere u € Ry N Ry, entao Piu = u e Pyu = u de onde temos
U:PQU:PQPﬂL:O,

logo Ry N Ry = {0}. Considerando u € Ry @ Ry, temos que u = u; + ug, com u; € Ry e
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Uy € Ry, além disso temos
Pui=u1 e Pous = usg,
o que implica em
Py = FPPiui =0 e Puy, =P Puy,=0.
Assim
Pu= (P, + Py)(uj + uy) = Piug + Pius + Pouy + Pous = ug + ug = u,
e portanto R; @& Ry C R. Por outro lado, tomando u € R temos
u=Pu= (P + P)u=Pu+ Pu, (Pu€R e Pou€Ry),

de onde temos que R C Ry & R», e portanto R = Ry & Rs.
Vejamos agora que N = Ny N N,. De fato, se u € N entao Pu = 0 e temos que

O:P1PU:Pl(P1+P2)U:P12U+P1P2U:P1U,
logo u € N;. Da mesma forma
0= P,Pu= Po(P, + P,)u = P,Piu+ Pju = Pyu,

e temos que u € Ny, assim N C N; N Ny. Por outro lado, se u € Ny N N, entao Piu =0
e Pou = 0, assim
PUI(P1+P2)U:P1U+P2U:0,

e portanto u € N, assim N = N; N Ns.
(<)
Como P? = P, e P} = P, se P? = P entao
P+P=P=P=(P+P)? =P +P+PP,+DPP =P +P+PP+ PP,

de onde segue que
PP+ PP =0. (1.12)
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Multiplicando (1.12) a esquerda por P; obtemos

PP+ PP, = 0
PP, + PP,P, = 0
PP+ P PP = 0. (1.13)

Multiplicando (1.12) a direita por P; obtemos

P1P2—|—P2P1 =0
P PP + PP} = 0
P1P2P1+P2P1 - 0 (114)

E por fim, multiplicando (1.13) a direita por P; obtemos

PP+ PPP =
P P,P, + P P,P} =
P PP +PPP =

2PLPP, =

o o o O

de onde concluimos que Py PP, = 0, e substituindo em (1.13) e (1.14) teremos
P P,=PFPP =0.

Teorema 1.23. [29] Sob as hipdteses do Teorema 1.22, P = P, — Py é um projetor se e
somente se
PP,=PP =P

Neste caso, P é um projetor sobre R = Ry N Ry ao longo de N = N1 & R;.

Demonstracao:

Note que P é um projetor se e somente se (I — P) é um projetor, e como
(I-P)=(—-P)+ P,
segue do Teorema 1.22 que P é um projetor se e somente se
(I — P)P,=P(I —P)=0,

o que equivale a PP, = P,P, = P,. Quanto a R e N, segue do Lema 1.16 e do Teorema
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1.22 que

N=N(P)=R(I—-P)=R(I—-P)DR(P)=NP)DR(P) =N &R,

Teorema 1.24. [29] Sob as hipdteses do Teorema 1.22, se
PP = PP,

Entao P = P, Py é um projetor sobre R = Ry N Ry ao longo de N = Ny + Ns.

Demonstracao:
Como P1P2 = PQPl, entao

P? = (P,P,)* = P P,PP, = PP \P,P, = PP} = PP, = P.
Vejamos que R = R; N Ry. Se u € R, entao Pu = u e assim

Pl’LL:P1PU:P1P1PQUZP1P2U:PU:U

PQU:PQPU,:P2P1P2U:P1P2PQUZP1P2U:PU,:U,

portanto u € Ry N Ry e R C Ry N Ry. Por outro lado, tomando u € Ry N Ry temos
Pu=u e Pwu=u,

de onde temos que
Pu= P Pu= Pu=u,
logou € Re R=R; N R,.
Vejamos que N = N; + N,. De fato, tomando v € N temos que

P1P2u:Pu:0,

de onde segue que Pou € Ny. Além disso, como Py(I— Py)u = 0, temos que (I —Py)u € No,
e como u = Pyu+(I—Py)u, temos que N C N+ Ny. Por outro lado, tomando u € Ny+ N

podemos escrever v da forma u = uy + us, u; € N1, us € Ny, entao
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Pu:Png(ul—l—ug):P1P2u1+P1P2u2:P1P2u1:P2P1u1:0,

e portantou € N e N = Ny + Ns. ]

(1,2)

1.3.2 Inversa generalizada AT7S

Seja A € C™", e seja A uma inversa-{1} arbitraria de A. Segue do fato de que
AAWA = A que

(AAD)2 = AADAAD = AAD o (AVA)2 = AW AAW A = AW 4,

ou seja, AAM ¢ AMA sdo idempotentes, e portanto projetores. Sejam R(A) = L e
N(A) = M, considere S e T subespacos de C™ e C" respectivamente, tais que

LeS=C" e ToM=C"
neste caso, segue do Teorema 1.19 que
AAY =P g e AVA= P,

Chamamos de inversa-{1,2} TS, denotada por A% ’3), a unica matriz X que satisfaz

as equacoes

AX = Pp; (1.15)
XA = PT,M; (116)
XAX = X. (1.17)

Os préximos resultados discutem a questao de existéncia e unicidade de tal inversa.

Lema 1.25. [29] Eziste no mdzimo uma matriz X satisfazendo as equagdoes
AX =B, XA=D, XAX=X. (1.18)

Demonstracao:

Suponha que as equacoes 1.18 tenham mais que uma solucao, digamos que X; e Xs
sejam solugoes das equacoes 1.18, defina U = X; — X, entao

AU = A(X;-X,)=AX,— AX,=B— B=0;
UA = (X1—X))A=XA— X,A=D—D=0;
UB = (X, —X3)B=XB—XoB=XAX, — XoAX, = X; — X, = U;
DU = D(X;—X,)=DX, — DX, = X;AX| — X,AX, = X; — X, = U.
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Assim, para ¢ = 1,2, temos
U'U=(DU)(UB)=U"D'UB =U"(X;A)'U(AX;) = U"A*X;UAX,; = 0.

Portanto, U = 0, de onde segue que X; = Xs. |
Teorema 1.26. [29] Se A e C™" R(A) =L, N(A)=M,LeS=C"eTaodM=C",

entao

1. X € uma inversa-{1} de A tal que R(XA) =T e N(AX) =S se e somente se

AX:PL,S € XA:P'RM. (119)

2. A solugao geral de (1.19) € dada por
X = PryAYP, g+ (I, — AV AY (I, — AAD),

onde AY) denota uma inversa-{1} de A fiva, porém arbitrdaria, e Y € C™™ ar-

bitrdria.

1,2 L P .
3. PT,MA(”PL,S = A(T S), além disso, essa € a unica inversa-{1,2} que possui imagem

T e nicleo S.
Demonstracao:
1. (=):
Por hipétese temos AX A = A, e vimos que isso implica que AX e X A sao idempo-

tentes, pelo Teorema 1.19 temos que
AX = Praxynuax)y=Prs e XA= Prxanixa = Pru.

(=)
Como R(A) C L entdao P, sA = A. De fato, seja A = (a1, as,...,a,), claramente
a; € R(A) C L, assim

P s(ay,as, ... a,) = (a1, as,...,a,),
ou seja, Pr, ¢A = A. Porém P, ¢ = AX, portanto
AXA=A,
e X é uma inversa-{1} de A. Além disso, temos
NAX)=N(P,s)=S e R(XA) =R(Pru)=T.
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2. Defina Xy = PryAY Py g, onde A é uma inversa-{1} de A. Vejamos que X, é

solugao comum as equagoes

AXIPL“S' e XA:PT7M. (120)

Para tanto, note que
R(Prs)=L=R(A) e R(Ppy)=TR(Pyrr)=M" =NA)"=R(A"),
de onde segue que existem Z e W tais que

PL,S =AZ e PML’TL =AW = PT,M = W*A. (1.21)

Além disso, da demonstragao do item anterior vimos que R(A) C L implica em

PLsA=A (1.22)

Vejamos também que M C N(A) implica em APrjy = A. De fato, pois se M C
N(A), entdo N(A)* C M+, e escrevendo A* = (@1, @y, ..., dp), temos que @; €
N(A)t c M+, portanto

Py pr A" = Pypoopi (@, g, .., Gy) = (G1, G2, - - ., Q) = A,

ou seja,

APpy = A. (1.23)
Assim, de (1.21) e (1.23) temos
AXy = APpyAYP g = AAVAZ = AZ = P g,
e de (1.21) e (1.22) temos
XoA = PryyAVPL oA = W AADA = W*A = Pry,.

Portanto, Xy é uma solugdo em comum de (1.20), e segue do Teorema 1.12 que a

solucao geral é

X = Xo+ (I, - ADA)Y (I, — AAY)
= PryAYPL g+ (I, — AVA)Y (I, — AAD).
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3. Seja X = Pr A Py g para AW alguma inversa-{1} de A. Do item 2 temos que
AXA=PLsA=A,

logo X é uma inversa-{1} de A, e da equacdo AX A = A temos posto(A) <posto(X),

e como
posto(X) = posto( Py AV Py g) < posto(Pp.s) = posto(A),
segue que posto(A) =posto(X). Além disso,
posto(A) = posto(AX A) < posto(XA) e posto(XA) < posto(A),

de onde temos que posto(X A) = posto(A) = posto(X), e como R(XA) C R(X),
segue que R(X A) = R(X), portanto existe Y tal que XAY = X, de onde temos

XAY = X

AXAY = AX
AY = AX

XAY = XAX
X = XAX,

logo X é uma inversa-{1,2} de A. Pelo Corolario 1.20, temos que
AX = Prynxy e XA= Prixyna,

e pelos itens 1 e 2 segue que R(X) = R(XA) =T e N(X) = N(AX) = S, e como
X satisfaz
AX = Prg, XA=Pry, XAX =X,

pelo Lema 1.25 segue que X ¢ a Unica matriz satisfazendo as trés equagoes acima.

]
Corolario 1.27. Se A € C™*", R(A) =L e N(A) = M, entao
_ 212
AT = Agla wiay
Demonstracao:
Como AT ¢ uma inversa-{1,2} com R(A") = R(A*) e N(AT) = N(A*), segue da
unicidade mostrada no teorema anterior que Af = A%f{?*)’ N(A%)" [
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1.3.3 Inversa generalizada Ag)s

Lema 1.28. Sejam A € C™*™ ¢ B € C"*P. Se
posto(AB) = posto(A) = posto(B),

entao
AB(ABYYA=A ¢ B(AB)YAB =B,

onde (AB)Y) denota uma inversa-{1} de AB.

Demonstracao:

Como posto(AB) =posto(A) =posto(B), segue que
dim(R(AB)) = dim(R(A)) e dim(N(AB)) = dim(N(B)),

€ como

R(AB) C R(A) e N(B)C N(AB)

segue que

R(AB) =R(A) e N(AB)=N(B).

Vimos anteriormente que
R(A)CL=P,yA=A e MCN(B)= BP,y =B,
€ como
AB<AB)(1) = PR(AB),N((AB)<1)) e (AB)(I)AB = PR((AB)<1>),N(AB)

entao
AB(ABYWA=A e B(AB)YAB=B.

Teorema 1.29. [29] Se A € C™*™ com posto(A) = r, T um subespaco de C" de dimensao
t <r eS um subespaco de C™ de dimensao m —t, entao A tem uma inversa-{2} X tal

que
se e somente se

AT & S =C™,

P . 2
neste caso, X € unica, e é denotada por A(T)S
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Demonstracao:
(=)
Como XAX = X entdo A é uma inversa-{1} de X e portanto AX ¢ idempotente e

pelo Teorema 1.19 temos que
R(AX) @ N(AX)=C™.

Note que N(AX) = N(X). De fato, claramente N (X) C N(AX), e por outro lado, se
r € N(AX) entao AXx = 0, multiplicando por X a esquerda obtemos Xz = X AXz = 0.

Assim
R(AX) = {y € C"; AXw = y} = A{ly € C™; Xu = y} = AR(X) = AT,

portanto AT & S = C™.

(<) :

Sejam U € C™*t e V* € C™*! matrizes cujas colunas formam uma base para T e S+
respectivamente, assim R(U) =T e N (V) = S. Dessa maneira, as colunas de AU geram
AT, cuja dimensao é t, portanto AU tem posto coluna completo, ou seja, posto(AU) = t.

Vejamos que posto(VAU) = t. De fato, se VAUy = 0 entdo AUy € N(V) e AUy €
R(AU) = AT, e segue de AT & S = C™ que AUy = 0, mas como AU tem posto coluna
completo, entdo y = 0, portanto posto(V AU) = t, de onde temos

posto(VAU) = posto(U) = posto(V) =t < r.
Defina X = U(VAU)VV = U(VAU)~'V, entdo pelo Lema 1.28 temos que
XAU=UWVAU)VVAU =U e VAX =VAUWVAU)DV =V,

logo
XAX = XAU(VAU)VV = U(VAU)VV = X,

assim X é uma inversa-{2} de A, além disso

XAU=U = R(U)cC R(X);
X =UWVAD)YV = R(X)c RU);
VAX =V = N(X)cCN(V);
X =UVAUD)VV = N(V)cCN(X);
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de onde segue que

Unicidade: Sejam X; e X5 inversas-{2} de A com imagem 7T e nicleo S. Temos que

A é uma inversa-{1} de X7, e A também é inversa-{1} de X5, de onde segue que

X1A = Prxoaneaa) = Prxoyveaa) = Prvixay;

AXy = Prax,)naxe) = Priaxo)nxe) = Priaxs),s:
Vimos que R(X3) =T e N(X;) = S implica em
PrayxonXe=Xo e X1Prax,).s = X1,
de onde segue que
Xo = Praxn)Xe = X1AXy = X1 Priax,),s = X1

Corolario 1.30. Sejam A € C™*™ com posto(A) = r, T um subespaco de C" de dimensdo

r e S um subespaco de C™ de dimensao m — r. Temos que
AT S =C"

se e somente se existe X inversa-{1,2} de A tal que R(X) =T e N(X)=S.

Demonstracao:
(=)
Supondo que AT @ S = C™, pelo teorema anterior temos que

posto(VAU) = posto(U) = posto(V) = r,

logo
r = posto(VAU) < posto(AU) < posto(A) =r,

portanto posto(V AU) =posto(AU) =posto(A), e como R(AU) C R(A) entdo
R(AU) = R(A),

portanto existe Y tal que AUY = A.
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Como posto(VAU) =posto(AU), pelo Lema 1.28 temos que
AU(VAU)MV AU = AU.
Definindo X = U(V AU )(1)V como na demonstracao do teorema anterior, segue que
AXA=AUVAU)VVAUY = AUY = A,

portanto X é uma inversa-{1} de A, juntando com o resultado do teorema anterior segue
que X é uma inversa-{1,2} de A, com R(X)=T e N(X)=S.

(<) :

Segue diretamente do teorema anterior. n

O corolario acima mostra que no caso em que t = r no teorema 1.29, temos A% f*) =
Agg, a principal implicagao desse resultado é que no caso T = R(A*) temos t = r, e
portanto

t— 2@
Al = AR(A*)N(A*)'

1.4 Inversa de Moore-Penrose com peso

Nas segoes anteriores vimos que a inversa de Moore-Penrose, a inversa-{1,4} e a inversa-
{1, 3} possuem uma estreita relagdo com a solugao de sistemas lineares da forma Ax = b,
o qual considera as solugoes usando a norma-2 (euclidiana). Uma pergunta que surge
naturalmente é em relagdo a essa norma, se usarmos outra norma na solucao de Ax = b,
existe uma matriz X tal que a solucao do sistema é dado por Xb?

Vejamos que no caso do produto interno com peso (-,-)p; é possivel encontrar tal

matriz X.

1.4.1 Produto interno e norma com peso

Sejam M € C™*™ ¢ N € C™*™ matrizes hermitianas e positivas definidas. Definimos os

produtos internos com peso em C™ e C" respectivamente por

(x,y)p = "My, parax,yeC™

(x,y)y =x*Ny, parax,ye C".

A partir desses produtos internos, definimos as normas vetoriais com peso em C™ e C"

respectivamente por
1
lellar = (@, 2} = (a"Ma)? = [Mzls, zeC™
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1
|2||n = (z,2)% = (¢*Nz)? = |[N3z|,, «eC™

Dizemos que z,y € C™ sao M-ortogonais se (z,y)y = 0, da mesma forma, dizemos
que z,y € C" sao N-ortogonais se (z,y)y = 0, em ambos os casos é valido o Teorema de

Pitagoras.
A partir das normas vetoriais, podemos induzir a norma matricial com peso, obtendo

a seguinte norma matricial

| Al = n|nax |Az||y, Ae€C™™

[l v =1

|Bllnm = max |[Bz|y, BeC™™.

lzllm=1
Definicao 1.31. Se A € C™*", M € C"™*™ e N € C™*", com M e N matrizes hermitianas

e positivas definidas, entao a matriz X € C™*™ satisfazendo
<Al‘,y>M = <x7Xy>N7 Ve Cnvy eC”

é chamada matriz adjunta com peso, e denotada por X = A¥.

Segue da definicao que A#* = N1 A*M. Para o caso especial em que A € C"*" se

(Az,y)n = (z, Ay) N

entao A" = A, neste caso dizemos que A é uma matriz hermitiana com peso.

O lema a seguir mostra algumas propriedades da adjunta com peso de uma matriz.
Lema 1.32. [29] As sequintes propriedades sao vdlidas:
1. (A+ B)#* = A% + B#* A, B € C™";

2. (AB)* = B*A#, AeC™" BeC™m;
3. (A*)# = A, AeCmn;
4. (AF)"t=(A"H# A e C™ nao singular;
5. | Allnw = 1A% || waa;
0. ”AH?WN = ”AA#HMM = ||A#A||NN.
7. Se L é um subespago de C", e R(B) = L, entdo
lzlly < lle+yllvVyel

& 'Ny=0,Vyel
x*NB = 0.

(>
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Demonstracao:
Todos os resultados seguem da definicao de A%. [

Agora, podemos generalizar as equacoes de Penrose para o caso com pesos.

Definigao 1.33. Se A € C™" M € C™™ e N € C"™" com M e N hermitianas e

positivas definidas, entao a matriz X satisfazendo as equagoes

AXA = A (1.24)

XAX = X (1.25)
(MAX)* = MAX (1.26)
(NXA) = NXA. (1.27)

é chamada de inversa de Moore-Penrose com peso, e denotada por Al ..

Da mesma forma, podemos definir inversas-{i, j, k} com peso. Dada uma matriz A €
C™*_dizemos que a matriz X € C"*™ é uma inversa-{i, j, k} com peso de A se X satisfaz
a i-ésima, a j-ésima e a k-ésima equagao de Penrose com peso, dadas por (1.24)-(1.27).

Vejamos algumas aplicacoes das inversas com peso.

1.4.2 Inversa-{1,4} com peso e a solugcao de norma-N minima

de sistemas de equacoes lineares consistentes

De maneira bastante similar ao caso em que a norma utilizada para escolha da solucao
era a norma-2, podemos escrever a solucao de Ax = b com norma-N minima usando a

inversa-{1,4} com peso.

Teorema 1.34. [29] Se Ac C"™*" be C™ e N € C"", comb € R(A) e N sendo uma
matriz hermitiana positiva definida, entao v = Xb € a solu¢ao de norma-N minima se e

somente se X satisfaz
AXA=A e (NXA)"=NXA.

Neste caso, o conjunto solucao de Ax =b € dado por
{Xb+(I—-XA)y:yeC'}. (1.28)
Demonstracao:
(=)

Como AXA=Aebe R(A), ou seja, existe xz € C" tal que Ax = b, entdo

AXb= AX Az = Az = b,
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portanto Xb satisfaz o sistema. Além disso, como (I — X A)y € N(A), pois A(I —XA)y =
(A— AXA)y =(A— A)y =0 para todo y € C" entao

AXb+ (I — XA)y) =AXb+ Al — XAy =AXb=10b, VyecC"
Reciprocamente, se x é solugao de Ar = b entao
r=Xb+x—Xb=Xb+1v— XAz = Xb+ (I — XA)zx,

portanto a solugao geral do sistema é dado por (1.28). Para mostrar que Xb tem norma-/N

minima, precisamos mostrar que
[ X0l|n < [| X0+ (I - XA)ylly  VbeR(A),yeC
e segue do item 7 do Lema 1.32 que

IXAu|ly < [XAu+(—XAy|y, YuyeC

& (XAu, (I = XA)y)n =0, Vu,yeC”

& (u,(XA*I - XA)y)y =0, YuyeCr
&

(XA)#(I - XA)=0. (1.29)
Pelas propriedades da adjunta com peso temos

(XA#(I—-XA) = 0
(XA)#* — (XAFXA = 0

(XA)# = (XA)FXA (1.30)
(XAH* = (XA)FXA)*
XA = (XA)#XA, (1.31)

e segue de (1.30) e (1.31) que (XA)* = X A. Por outro lado, se (XA)# = X A entdo do
fato de AXA = A, temos

(XA)#* = N YXA'N
= N7'A*X*N
= NIAX*A*X*N
= N I'A*X*NNVA*X*N
= (XA (XA)*
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(XAF(I-XA) = (XA —(XAFXA = (XA (XA (XA)¥ = (XA —(XA)* =0.
Portanto, de (1.29) temos

I XAu|y < | XAu+ (T —XA)y|y, Yu,yeC
& (XA)* = XA
& (NXA) = NXA. (1.32)

De onde segue que Xb é a solucao de norma-/N minima.
(=):
como X satisfaz o sistema para todo b € R(A), tomando A = [ay, as, ..., a,], temos

que a; € R(A), i =1,2,...,n, e assim
AXlay, ag, ..., a,] = [a1,ag,. .., an],

ou seja, AXA = A. E como Xb é a solu¢ao de norma minima, segue de (1.32) que X
satisfaz (NXA)* = NXA. ]

1.4.3 Inversa-{1,3} com peso e a solugcao de minimos quadrados
com norma-) de sistemas de equacoes lineares inconsis-
tentes

Também podemos utilizar a inversa-{1, 3} com peso para a escolha da solugao do problema

de minimos quadrados com a norma-M, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 1.35. [29] Sejam A€ C™*", be C™ e M € C™™, com b € R(A) e M sendo
uma matriz hermitiana positiva definida. Temos que x = Xb minimiza ||Az — b||y se e
somente se X satisfaz

AXA=A e (MAX) =MAX.

Demonstracao:
(=)

Como

= ||[(AX —1)b+ A(x — Xb)||m
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entao segue do item 7 do Lema 1.32 que

IAXD— by < [|Az —bllyr = [|(AX — Db+ Az — Xb)||y V= € C*,b € C™

& (Alx—Xb),(AX —D)b)yy =0V zecC"becC™

& (2 - Xb,A¥(AX — b))y =0V zeC"beC™

& AF(AX -1)=0

& AFAX - A* =0

& ATAX = A* (1.33)

de onde temos que
(AX)* = X*A* = XTAFAX = (AX)*AX,
e tomando a adjunta com peso dos dois lados temos

AX = (AX)*AX,

portanto
(AX)* = AX.
Além disso,
A= (AFAX)# = X#ATA = (AX)*A = AXA.
(<)

Como (AX)# = AX entao
ATAX = A (AX)# = AFXHA* = (AXA)* = A7,
e segue de (1.33) que

|AXD — ||y < || Az —bl|ys V2 € C" b e C™

1.4.4 Inversa de Moore-Penrose com peso e a solucao do sistema
Ar=1>

O teorema a seguir relaciona a inversa de Moore-Penrose com peso e a solugao do sistema

Ax = b para norma com peso.
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Teorema 1.36. [29] Dado um sistema de equagoes lineares Ax = b, com A € C™*" e
be C™, e dados M € C™*™ e N € C™"™ com M e N hermitianas e positivas definidas,
entao © = Xb é um minizador de || Ax — b||pr, € além disso é o minimizador de norma-N

minima se e somente se X = A}rWN

Demonstracao:
(=):
Segue do Teorema 1.35 que X satisfaz AXA =Ae (MAX)" = MAX, e portanto a

solugao geral de minimos quadrados é dada por
Xbo+ (I —XA)z, zeC"
Do item 7 do Lema 1.32 segue que

X0y < || Xb+(—XA)z|y, VbeC™, 2z C"
& (Xb,(I - XA)z)y=0,VbeC" zeC"
s (b, X*(I—-XA))ny=0,¥VbecC™ zcC"
& X*(I-XA)=0
& X*-X*XA=0
& X*=X*XA, (1.34)

e assim

(XA)# = A#X# = AFX#XA = (XA)*XA,
tomando a ajunta com peso em ambos os lados segue que
XA=(XA)*XA,
de onde segue que (X A)# = X A. Além disso,
X = (X#XA)# = (XA)*X = XAX,

portanto X = Ajwv-

(=)

Como X satisfaz AXA = Ae (MAX)* = MAX, entao pelo Teorema 1.35 Xb mini-

miza ||Az — b||y, para mostrar que Xb é o minimizador de norma-N minima, veja que
das equacoes XAX = X e (XA)# = X A segue que

X#XA = X#(XA# = XTATX? = (XAX)* = X7,
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e por (1.34) temos que

1Xb||x < ||Xb+ (I — XA)z||y, VbeC™, zeCm

1.5 Inversa de Drazin

Nas segoes anteriores trabalhamos com as inversas-{i, j, k}, as quais incluem também a
inversa de Moore-Penrose (inversa-{1,2, 3,4}), essas inversas possuem vérias propriedades
interessantes, assim como importantes aplicacoes, porém algumas propriedades da inversa
usual nao sao satisfeitas por nenhuma classe de inversas-{i, j, k}. Por exemplo se A, B €
C" " e A~ e B~ denotam inversas-{i, j,k} de A e B respectivamente para alguma classe

{1, j,k} de inversas, entdo nenhuma das propriedades abaixo sao validas:
1. AA-=AA;
2. (A7)? = (AP)~, para p inteiro positivo;

3. A € 0(A) se e somente se AT € 0(A7), sendo o(A) o espectro da matriz A4, ou seja,

o conjunto de todos os autovalores de A;
4. APT'A~ = AP, para p inteiro positivo;
5. Se P € C™" ¢ nao singular e P"1AP = B, entao P"'A"P = B~

A inversa de Drazin satisfaz todas as propriedades acima.

1.5.1 A inversa de Drazin

Definicao 1.37. Dada A € C™*", o menor inteiro positivo k para o qual
posto( A¥) = posto(AF),

onde A* denota a k-ésima poténcia da matriz A, é chamado de index de A, e denotado

por Ind(A) = k. Se A é nao singular, entao definimos Ind(A) = 0.

De agora em diante, vamos considerar apenas o caso A singular. Vejamos algumas

propriedades do index de uma matriz.
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Teorema 1.38. [29] Considere A € C"*".

(i) Se Ind(A) = k, entdo

posto(A') = posto(A*), paral > k; (1.35)
R(AY) = R(A*) paral>k; (1.36)
N(AY = R(A®) paral > k. (1.37)

(ii) Ind(A) = k < k € o menor inteiro positivo tal que
Ak — Ak+1X
para alguma matriz X .
(iii) Ind(A) = k < R(A*) e N(A*) sao subespagos complementares, ou seja,

R(AF) & N(AF) = C".

Demonstracao:

(i) Por definigao de index, temos que posto(A¥) =posto(A**1), e pelo item 5 do Teorema

1.5 isso vale se e somente se R(AF) = R(A*1).

Agora, note que se R(A*) = R(A*!) entdao para A* = [a¥, d}, ..., af] temos que
a¥ € R(A¥),i = 1,2,...,n, e existe X = [x1,Zs,...,7,] tal que af = A* g, i =
1,2,...,n, logo

Ak — Ak+1X.

Reciprocamente se A®¥ = A*1X para algum X, entdo para y € R(AF), existe z tal
que AFz =y, e assim
AFTLX 2 = AFy =),

o que implica que y € R(A*1).

Por outro lado, se y € R(A¥1) entdo existe z tal que A**'z =y e portanto
y= A"y = AF Az,

ou seja, y € R(A).
Assim, R(A*) = R(A**1) se e somente se existe X tal que A¥ = AF1X.

Agora, multiplicando A* = A¥*1X a esquerda por A'~* para [ > k temos
Al = A X
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o que pelo mostrado acima é equivalente a
posto(A') = posto(A),
que por sua vez, pelos itens 5 e 6 do teorema 1.5, é equivalente a

R(A) = R(AHY) e N(A) = N(AY).

Como o resultado vale para todo | > k, segue por indugao as afirmagoes (1.35) -

(1.37).

Segue da equivaléncia entre posto(A*) =posto(A*!) e A¥ = A*LX para alguma

matriz X, mostrada no item anterior.

Pelo Teorema do nicleo e imagem, e o fato de que o posto de uma matriz coin-
cide com a dimensdo da imagem dessa matriz, entdo posto(A¥) >posto(A**!) se e

somente se existe x € C" tal que

Az =0, e AFz #0. (1.38)

Além disso, se existe x satisfazendo (1.38), entdo y = A*z # 0 pertence a imagem
de A% e
Aky — AkAkl' — AkflAkJrlx -0

Y

ou seja y pertence ao ntcleo de A* logo
R(A®) N N (AF) # {0}.

Por outro lado, se R(A*) N N (A*) # {0} entdo existe y # 0 tal que A*z = y para

algum z e Ay = 0. Assim

Afz = y#£0,
Aty = AARz = Ay,

Se Ay = 0 entao x satisfaz (1.38). Caso Ay # 0, entao consideramos o vetor Az, o

qual satisfaz

AF(Az) = AFtlz = Ay #£0,
A (Az) = A%y

Se A%y = 0 entdo o vetor Az satisfaz (1.38). Caso A%y # 0, consideramos o vetor

A2z, Continuando o processo até que A%y = 0, o que ocorrerd para ¢ < k uma vez
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que y € N(AF), teremos que o vetor A9~ x satisfaz (1.38).

Portanto Ind(A) = k se e somente se R(A*) NN (A¥) = {0}, o que pelo Teorema do
nicleo e imagem é equivalente a R(A*) & N (A¥) = C.

n
Definigao 1.39. Se A € C™", com Ind(A) = k, entao a matriz X satisfazendo
APX A = AF (1.39)
XAX = X (1.40)
AX = XA (1.41)

é chamada a inversa de Drazin de A, a qual é denotada por Ay.

Note que usando a equagao (1.41) nas equagoes (1.39) e (1.40) podemos reescrever as

equagoes (1.39)-(1.41) como

AMLX = AR (1.42)
AX? = X, (1.43)
AX = XA, (1.44)

Vejamos que a inversa de Drazin existe e é tnica.

Teorema 1.40. [29] Se A € C"*", com Ind(A) = k, entdo a inversa de Drazin Aq de A

existe e € unica.

Demonstracao:
Existéncia:

Segue do item (iii) do Teorema 1.38 que
R(A%) @ N(AF) = C".

Sejam {p1, pa, . .., pr} uma base de R(A*) e {py41,Pri2;- .., Pn} uma base de N(A¥),

pelo fato de que R(A¥) e N(A*) sao invariantes por A, se considerarmos

P = <P17P2)7 sendo Pl = (p17p27"'7p7’) € P2: (pTJrl’pTJrQa"'?pn)a
temos que existem matrizes C' € C™" ¢ N € C)*("=") ta] que

AP1:P10 e APQIPQN,
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de onde segue que

AP:A(Pl,PQ):(Apl,APQ):(Plc,PgN):(Pl,PQ)(E’ ](\)[> :P(

e portanto
Assim,

porém, como

AP, = P,N
A’P, = AP,N = P,NN = P,N?

A*Py = PN,

e como P, é base de N (AF), entao A*P, = 0, o que implica N* = 0, e assim
Cck 0
Ak =p pt
0 0

r = posto( A*) = posto(C*) < r,

de onde podemos concluir que
ou seja, posto(C*) =posto(C) = r, e portanto C é nio singular.

Defina
cC1 0
X=P Pil,
0 O

vejamos que X satisfaz as equagoes (1.39)-(1.41).
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k —1 0
AFXA = P ¢t 0 pPlp ¢ 0 pPlp ¢ P!

0 0 0 0 0 0
_Pcko Cc1 o C 0 .
B 0 0 0 0 0 0

k
:Pco Iopf1

0 0 00

k
:PCOpfl

0 0

XAX = P

= ¢ p!
0
€
0 c1 o
ax = p(© PP pt
0 0 0 O
-1
_a(Co0 SN
0 0 0 O
Y P
0 0

23



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

-1
XA =P ¢ PP ¢ 0 p1
0 0 0 0
-1
:Pco (JoP_1
0 0 0 0
I
= P OP—l,
0 0

o que mostra que AX = X A.
Unicidade:

Sejam X e Y inversas de Drazin de A, chamaremos
E=AX=XA e F=AY =YA.

Neste caso, temos que

E? = EE=AXAX =AX=E
F? = FF=AYAY =AY =F
assim
E = AX = AXAX = AAXX = A2X? = ... = AFXF

AFY AXF = AFTAY AXF = A1V AAXF = APy A2XF
FARXE = FAX = FE,

YA=YAYA=YYAA=Y2A% =
Y*A*XA=YAXA=YAFE = FE.

Portanto £ = F'| e

X=AX’=EX=FX=YAX=YE=YF=YYA=YAY =

Definicao 1.41. Seja A € C"*". Se X satisfaz as equagoes

AXA = A
XAX = X;
AX = XA

Y
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entao X ¢é chamada inversa de grupo de A, e denotada por A,.

Note que se Ind(A) = 1, entdao A, é uma inversa de grupo da matriz A, e nesse caso
vimos que ela existe e é inica. O teorema a seguir estabelece condi¢oes de existéncia e

unicidade de A,.

Teorema 1.42. [29] Seja A € C™™ wuma matriz singular. Temos que A possui uma

inversa de grupo se e somente se Ind(A) = 1, neste caso ela € unica.

Demonstracao:
Ver Teorema 2.2.1 de [29]. m

Para A € C™" nao singular, se
p(A) =det(A — A) = N+ a "+ au_ A+ ay
é o polinomio caracteristico de A, entao pelo Teorema de Cayley-Hamilton p(A) = 0, de

onde segue que

Ail = —iAnil — ﬂAn72 —_ e — a”_QA . an—lj.

Qn Qn Qn an

Essa propriedade de escrever a inversa como um polinomio nao é preservada pelas
inversas-{i, 7, k}, porém podemos expressar a inversa de Drazin como um polinémio, como

mostra o préoximo teorema.

Teorema 1.43. [29] Se A € C"*" com Ind(A) = k, entdo eziste um polinomio q(\) tal
que

Ag=Al(q(A)*, 1>k

Demonstracao:

Vimos que A pode ser escrita como

A:p<0 0>p1,
0 N

com P e C nao singulares e N satisfazendo N* = 0. Como C' é nao singular, entdo existe

um polinémio q(\) tal que C~! = ¢(C), de onde segue que para [ > k
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—1
A - p<0 O)pl
0 O
0 O
_ p Clq(cf)l—i—l 0 P
0 0
_ ct o q(C)H*1 0
N 0 0 0 g(N)+!
_p ct o pip q(C)H1 0
0 0 0
— p CZ 0 P*lp q(C)
0 0 0
= Alg(A)™.

Pfl

p-t
q(N)l'H >

0 Pt
q(N) >

A inversa de Drazin também possui algumas propriedades em relacao ao ntucleo e a

imagem da matriz

Teorema 1.44. [29] Se A € C"*", com Ind(A) = k, entao

R(Aq) = R(AD, e N(A) =N(AYH, 1>k

Demonstracao:

Considere A; = X. Temos que

Ak — Ak+1X — XAkJrl,

multiplicando a direita por A"~* temos

Al= XAH 1>k,

assim se y € R(A!) temos que existe z tal que Alx =y, e entdo

y= Az =XA"g,

de onde temos R(A!) € R(X). Por outro lado se y € R(X) entdo existe z tal que Xz =y
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e pelo Teorema 1.43 segue que
y =Xz =Alq(A)"z,
portanto R(X) C R(A!), de onde segue que
R(X) = R(A).
Para ver que os ntcleos coincidem, pelo item 5 do Teorema 1.5 temos que
posto(X) = posto(A'),

de onde obtemos que dim(N (X)) =dim (N (AY)).
Além disso, se z € N(A') entdo pelo Teorema 1.43 temos

Xz = Alg(A)Tx =0,
portanto N'(A') € N(X) e como os dois espagos possuem a mesma dimensao temos

N(X) = N(AD).

1.5.2 Aplicacao da inversa de Drazin em equacoes de diferencas

Vejamos a seguir uma maneira de aplicar a inversa de Drazin em equagoes de diferencas.

Para tanto considere o seguinte resultado.

Lema 1.45. [5] Seja A € C™™, com Ind(A) = k. Se o problema
Az =b, sujeito a x € R(AY) (1.48)
tem solucao, entao a solucao é unicamente determinada por
x = Agb.

Demonstracao:
Seja z uma solugao do problema (1.48). Neste caso existe y € C" tal que x = AFy,

assim segue da definicao de Ay que

x = AFy=A"1Ayy = AFAAy = AFA Ay = .. = A ATy
= AgAARy = AjAx = Agb,
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portanto toda solu¢ao de (1.48) pode ser escrita como Agzb, e da unicidade de A, segue
que Agb é a tnica solugao. [
O exemplo a seguir mostra uma aplicacao da inversa de Drazin em equagoes de dife-

rencas.

Exemplo 1.1. Seja A € C™*" uma matriz singular de index k. Considere a equacao de
diferencas
A$t+1:$t, t:O,1,27... .

Como

2 k
Ty = Axypo = Awyys = Ay g,

entdo para um dado z;, a solugao z;,; pertence a R(A*), e pelo lema acima temos
xtJrl:Adxt; t:(),l,Q,... .

Vejamos mais alguns detalhes sobre esse tipo de equacao de diferencas. Vamos consi-

derar equacgoes da forma
Axy 1 = Bxy + fi, sujeito a xg=c, (1.49)

onde A, B € C"™, com A singular, ¢, fy € C" parat = 0,1,2,... . A equagdo (1.49) é

dita homogénea se f; = 0 para todo t.

Definicao 1.46. O vetor inicial ¢ é dito ser consistente se, dado z; a equagao (1.49) tem

solucao.

Definigao 1.47. A equagao (1.49) é dita tratével se existe uma tnica solugao para cada

¢ consistente.

O préximo teorema caracteriza equacoes trataveis de maneira simples para o caso

homogeéneo.

Teorema 1.48. [5] A equagdo homogénea
Axt+1 = Bl’t, (150)

¢ tratdvel se e somente se eziste um escalar A € C tal que (AA — B) € nao singular.

Demonstracao:
(<)

Supondo que (AA — B) é nao singular, entao verificar se

AajHl = B.Cl;t
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é tratavel, é equivalente a verificar que
(M — B) 'Azy, = (M — B) 'Ba,

é tratavel. Para isso, baseado na forma canonica de Jordan, podemos escrever (A\A—B)~' A

Ji 0
()\A—B)lA:X< ' )Xl,

da forma

0 Jo

onde J; é nao singular e Jy é o bloco de Jordan referente ao autovalor 0. Como
MM —-B)"A- (M -B)'B=AM-B)'(\M-B)=1,

segue que

Ay — T
AM=—B)'B=XM-B)'A-I=X 1 . X1
0 Ao—1

e particionando x; da forma

D
Ty = (0) 5 t:O,1,2,...,
Ty

precisamos analisar a tratabilidade da equacao

Ji 0 2 (AT 0 2
(na) ) -0 ) ()
que é equivalente a
S = O = DaY,
{ Jorl = (Ao — Dl
Como J; é nao singular, entao a primeira equacao é tratavel, e precisamos mostrar
que
JoxlD, = (Mo = D (1.51)

é tratavel. Seja k =Ind(Jy), como Jy é nilpotente, e Jy é o bloco de Jordan referente ao
autovalor 0, temos que (AJy — I') possui —1 na diagonal principal e A na diagonal acima,

o que nos possibilita escrever

k—1
Ao —1)"1 = — (Z NG+ 1) :
=1
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de onde temos que
k—1
Mo—D)71 = — (Z NJd 1) Jo
i=1
k—1
- _ (Z N 4 J0>
i=1
k—1
= —J (Z NG+ [)
i=1
= J(]()\JO - [)71.
Assim,
20 = o= D)7 el

= (Ao — D)7 P2,

= [\ — D) o),
= (Mo — D)7 gk,
- 0.

Portanto, (1.51) é trivialmente tratével.
(=) :
Suponha por absurdo que (AA — B) é singular para todo A € C, entao para cada A € C

existe um autovalor nulo de (AA — B), ou seja,
JoreC”, v* #£0, MM —Bpv* =0, ¥V \ecC.
Considere um conjunto linearmente dependente de s elementos dados por
{oM oMo
de onde temos que existe um conjunto
{ag,ag, ..., a5}
nao todos nulos, tal que
alv’\l + 062'1)/\2 + ...+ asv’\s =0.

Defina

i o\t N
AED W
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entdo, usando que (\;A — B)vr = 0 temos
Az}t = M AN = N'BoM = Ba, t=0,1,2,... .

Agora, definindo
S
Ty = E ocix;\",
i=1

temos que

Aviyy = Alaz)ly + aamp2y + .. 4 ae1ps,)
= alAa:g\le + agAa:g\jl +...+ asAa:g\il
= o Ba)M 4 B2 + ... 4 a B
= Blayz) + ax)® + ... + agz))

= th,
ou seja, a sequéncia {z1, xs, ...} é¢ uma solugao de (1.50), nao identicamente nula e satisfaz
S
a condicao inicial xy = Zaﬂ))‘i = 0. No entanto, a sequéncia {z; = 0;t = 0,1,2,...} é
i=1
outra solugao de (1.50) com a mesma condicao inicial, absurdo pois a equagao é tratével.

Portanto, segue que existe A € C tal que (AA — B) é nao singular. [

Teorema 1.49. [5] Se a equagdo homogénea
A.I‘t_i_l = B.fCt, t:O,l,Q,...

¢ tratavel, entao a solucao geral é dada por

A\A\dy, t= 0,
Ty = ~ o~~~
' (A,B)AAy, t= 1,2,3,...,

onde A= (A — B)™A, B= (A —B)™'B, com A € C tal que (A\A — B) € nio singular,
ey € C" arbitrario. Além disso, uma condi¢do inicial ¢ € consistente se e somente se

c € R(A").

Demonstracao:

Usando o mesmo procedimento da demonstragao do teorema anterior, podemos escre-

dex( V) x
0 Jo
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e entao temos o sistema equivalente

S = (g = DaY,
Jox0 = (o — Dal.

onde J; é nao singular e Jy nilpotente de index k. Pode-se mostrar que neste caso, a

inversa de Drazin da matriz A é dada por

—1
Ay =X T 0 XL
0 0

Na demonstracao do teorema anterior vimos que a:l(to) =0,t=0,1,2,..., além disso
2V = O = D2l
= [ O = DPaY
= [ = D'y

de onde temos que

ZEz(gl) Jl_l 0 Ay — 1 0 t xél) .
l’t:<x§0)):[< 0 (])(( 0 ) ()\JO_I)>] <x80)>:(AdB)q;0

parat=1,2,....

0 ~ o~ e e . 7
Para t = 0, como xé ) = 0 entdo a condi¢ao inicial é da forma

I 0
) G(Cna
(0]

a qual pode ser escrita como

de onde segue que

portanto
AAdy, t = 0,
Ty = ~ A~
' (A,B)AAy, t= 1,2,3,... .

Além disso, segue que uma condicao inicial é consistente se e somente se é da forma AA,y,
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com y € C" arbitrério, e se ¢ € R(ﬁk), entao
c= APz = AP A Az = AA ARz,
por outro lado, se ¢ = gfldy entao
C= A\A\dy = A\d;{ya

portanto ¢ € R(Ag) = R(A*).
[
O resultado do teorema anterior pode ser generalizado para o caso nao homogéneo,

onde a solucao geral da equagao

Az = Bxy + fi,

¢ dada por
t—1 N k—1 N R
v = (AgB)' AAgy + Ay Y (AyB)'f; = (I = AAy) Y (AB4)'Bafisi,
=0 =0

onde A= (M — B)'A, B= (M —B)'B, fi = (M — B)"'f;, k =Ind(A) e y € C" ¢

arbitrario.

1.5.3 A inversa de Drazin com peso

Em 1980, Cline e Greville [9] estenderam a definigdo de inversa de Drazin para matrizes

retangulares.

Definicao 1.50. Se A € C™*" e W € C™™, entao a matriz X € C"™*" satisfazendo
¢

(AWFIXW = (AW)*, para algum k inteiro nio negativo, (1.52)
XWAWX = X, (1.53)
AWX = XWA (1.54)

¢ chamada inversa de Drazin com peso W de A, e denotada por X = Agw.

Se W =1e A e C""™ entao recaimos na inversa de Drazin A;. Os resultados seguintes

mostram questoes de existéncia e unicidade para a inversa de Drazin com peso.

Teorema 1.51. [29] Seja A € C™ ™. Se existir uma matriz X € C™" satisfazendo as

equagoes (1.52) - (1.54) para alguma matriz W € C"™ entao ela deve ser unica.
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Demonstracao:
Suponha que X; e X, satisfazem as equagoes (1.52) - (1.54), para inteiros nao nulos

ki e ko respectivamente, defina k = max{k;, ko}. Temos que

X, = X\WAWX,
= AWX, WX,
= AWX\WAW X, W X,
= AWAWX, WX, WX,
= (AW)2 X, (WX,)?

(AW)F X, (W X4)*
(AW)EFLAW X, W X (W X))
(AW X W AW X (W X,)P

= (AW)FAW XoW AW X, (W X, )*
(AW)* X W AW AW X1 (W X1)*
(AW)* X (W AW X1 (W X1)*

= Xo(WAMWX, (WX,)*
= XQ(WA) WAWX1WX1(WX1)
= XQ(WA) WXl(WX1> -1
= XoWAWX;.
O procedimento acima também vale para X, no lugar de X5, de onde podemos escrever
Xy = (AW)FHL X, (W X,)F

e da equacao 1.54, temos que

AW XoW = XoW AW,
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portanto

XoW = (AWM X,(W Xo)F 1w
_ (AW)k—H (X2W)k+2
_ (XgW)k+2(AW)k+1,

de onde segue que

X1 = XoWAWX,

= (X, ) |
= (XW)MAW)HI X WA
= (XoW) 2 (AW)F AW X, W A
= (XyW)F2(AW)FA
= (XoW)F X, W (AW)FA
_ (XQW)k-HX (WA)k—H
= (XWX, W X, W AW A
= (XoW)FXoW AW Xy (W A)*
= (XoW)FX,(WA)*

= XL,WX,WA

= XoWAW X,

= X,

Teorema 1.52. [29] Se A€ C"™", W € C™ e Ind(WA) =k, entao
(AW)g = AWA?ZW, e Ind(AW) <k+1.

Demonstracao:
Defina X = A(WA)2W. Como Ind(W A) = k, segue da definigao de inversa de Drazin

que
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(AWF2X = (AW)*2A(WA)2W
= AWAW AP W A)g(WA) WV
= AWAWA*W AW
= AWA)H (W A)W
= AWAW
= (AW)F (1.55)

além disso, da definicao de inversa de Drazin temos que
(WA)GWA) = (WA)q,
de onde segue que

X2(AW) = (A(WA?W)2AW
= AWA:ERW AW AW AW
= A(WA) (WA W
= AWA:EW
= X, (1.56)

X(AW) = A

= (AW)X. (1.57)

Das equagoes (1.55), (1.56) e (1.57), segue que (AW); =X eInd(AW)<k+1. =

Corolario 1.53. Sob as hipdteses do teorema anterior, vale
WAWY, = (WARW, e A(WAY, = (AW)A,

para p wnteiro positivo.
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Demonstracao:

Considere p = 1, pelo teorema anterior temos

W(AW), = WAWA2RW = (WA) W,

AW A), = AWARWA = (AW)4A.

Portanto o resultado vale para p = 1. Suponha que as afirmacoes valem para todo

inteiro positivo menor que p. Temos que

W(AW), = W(AW)E (AW),
(WAL'W(AW),
= (WAL (W A) W
(WAW,

AWAY, = AWAYT (WA,
(AW)S AW A)g
= (AW (AW),A
(AW)PA.

]
O préximo teorema nos mostra que dadas as matrizes A e W, a inversa de Drazin com

peso A, existe e pode ser escrita em fungao da inversa de Drazin de AW ou de W A.
Teorema 1.54. [29] Se A € C™*", X € C™™ e Ind(AW) =k, entdo
Aqur = AW A2 = (AW)3A,

Demonstracao:

Vejamos primeiro que Agw = A(WA)3, paraisso defina X = A(WA)2%, vejamos que X
satisfaz as equagoes (1.52) - (1.54). Usando a definigao de inversa de Drazin e o coroldrio
1.53 temos
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(AWIXW = (AW AW AW

= AWARFWA)(WA)?ZW
= AWARWA) W

= AWAFW(WA),
AW A)y

XWAWX = A

AWX = AWAWA)?

= AWA)(WA)(WA)a
= AWA)u(WA)(WA)q
= AWA)(W )d( A)
= AWARW
= XWA.

De onde segue que Ay = A(WA)3.
Para mostrar que Agw = (AW)3A, procedemos da mesma maneira, ou seja, vamos

mostrar que as equagoes (1.52) - (1.54) valem para X = (AW)2A.

(AWFIXW = (AWM AW)2AW
(AW)F AW A)ZW

= (AW AW (AW)?
(AW (AW) 4
(AW)*;

I

A

%
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XWAWX = (AW

VAAW AW (AW)3A
AW)3(AW)(AW)(AW)3A

)a(AW)4A

)i

A

AW )4
AW

(
(
(
(

AWX = AW(AW)2A
= (AW)(AW)a(AW)4A
= (AW)a(AW)(AW)A
= (AW)a(AW)q(AW) A
= (AW)2AW A
= XWA.

Portanto, Agw = (AW)32A. =
Por fim, vejamos um resultado que permite verificar a existéncia de uma matriz peso

W que vincule duas matrizes A e X.

Teorema 1.55. [29] Dadas as matrizes A, X € C™*", eziste uma matriz W € C"™ tal

que X = Agw se e somente se a matriz X pode ser decomposta da forma
X =AY AY A,

comY € C"™ satisfazendo Ind(AY) =Ind(Y A) =

Demonstracao:
(=):
Supondo que X = A, para alguma matriz W € C*"™, entao pelo Teorema 1.54 e

Corolario 1.53 temos

X = AWA)?
= AWA)(WA),
= (AW)aA(WA)q
= (AW)(AW)ZA(W A)Z(W A)
= AWA:ERWAWA?ZWA
= AYAY A,

onde Y = (WA)2W.

Agora note que dada uma matriz quadrada B, entao BByB = B se e somente se
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Ind(B) = 1. De fato, se Ind(B) = 1 segue da definigdo de inversa de Drazin que BB;B =
B, reciprocamente se BByB = B da definicao de inversa de Drazin temos também que
B4BB; = Bg e BBy = ByB, logo By = B,, e pelo Teorema 1.42 segue que Ind(B) = 1.
Neste caso, temos que (By)q = B.

Assim, pelo fato de que

AY = AWAZRW = (AW)2AW = (AW),

YA=(WA?>AIWA=(WA),,
temos que
Ind(AY) = Ind((AW),) =1
Ind(Y A) = Ind((WA),) = 1.
(<)

Supondo que X = AY AY A, defina W = Y (AY)?, entao
WA=Y(AY)3A = (YA?YA = (YA),,
e como Ind(YA) = 1, entao

WX = WAYAY A
= (YA)(YA)(YA)
= (YA)(YA)(YA)
= YA
= ((YA)a)a
= (WA)q.

Similarmente, como Ind(AY) =1 e X = AY AY A temos
AW = AY (AY)3 = (AY),,

e assim
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XW = AYAY AW
= (AY)(AY)(AY)q
= (AY)(AY)4(AY)
= AY
= ((AY)a)a
= (AW)a.

Com base nisso, podemos mostrar que X satisfaz as equagoes (1.52) - (1.54).

(AWFIXW = (AW AW, = (AW)F;
AWX = AWA); = (AW)gA = XWA.

Portanto, X = Agw.
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Capitulo 2

Métodos computacionais para

inversas generalizadas

No capitulo anterior definimos algumas inversas generalizadas e vimos também aplicagoes
dessas inversas em diversas areas, porém dada uma matriz qualquer, como encontramos
uma inversa generalizada dessa matriz?

Neste capitulo veremos os principais métodos computacionais existentes na literatura
para computar algumas inversas generalizadas. Basicamente, os métodos para computar
inversas generalizadas sao divididos em duas classes: métodos diretos e métodos iterativos.

Os métodos diretos sao algoritmos que encontram a inversa generalizada de uma ma-
triz em uma quantidade finita de operacoes aritméticas, considerando que estamos tra-
balhando com aritmética exata. Os métodos diretos sao geralmente baseados em decom-
posicoes de matrizes, e o seu desempenho pode variar bastante dependendo do tipo de
decomposicao usada e da maneira como ¢ efetuada a decomposicao.

Os métodos iterativos sao algoritmos que partem de uma aproximacao inicial Xj,
e constroem uma sequéncia de matrizes {X;, Xy, X3...} de tal forma que no limite a
sequéncia converge para uma matriz X que é a inversa generalizada que procuramos.

Tais métodos sao da forma
Xk+1 :f(X07X17"'JXk)7 k:O71727"'7

onde f é alguma funcao. Um método iterativo completo deve conter informagoes de como
selecionar a aproximacao inicial Xy, como construir X;,; a partir de Xy, X1,..., X e
quando parar de iterar, ou seja, um critério de avaliacao para decidir se a aproximacao
construida X} é boa o suficiente.

Grande parte dos métodos diretos para encontrar inversas generalizadas sao basea-
dos em decomposicoes de matrizes, por isso, veremos algumas decomposi¢oes que serao

fundamentais para o estudo dos métodos.
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Definicao 2.1. Sejam A € C"™*" 4w € C™, v € C" e 0 > 0 tais que
Av=0ou e A'u=ov.

Neste caso, o é chamado valor singular de A, enquanto u e v sao chamados vetores

singulares a esquerda e a direita de A respectivamente.

Note que

A*Av = A*ou=c*v e AA*u= Aov = c’u,
ou seja, o2 é autovalor de A*A e de AA*.

Teorema 2.2. [12] Se A € C™™ com posto(A) = r, entdo existem matrizes unitdrias
UeCm™™ eV e C"™ tais que

A:U(Z O)v*, (2.1)
00

sendo ¥ = diag(o1,09,...,0,), com g; = /N e A\ > Ao > ... > N\ > 0 o0s autovalores
nao nulos de A*A. Entdo o1 > 09 > ... > o, > 0 sao os valores singulares de A, e a
decomposi¢io (2.1) é chamada de decomposi¢cao em valores singulares de A, comumente

referida como SVD (Singular Value Decomposition).

Demonstracao:
Ver Teorema 2.5.2 de [12]. m

Teorema 2.3. [12] Se A € C™*" com m > n, entao existem Q € C"™*" ¢ R € C"™™",

sendo () wma matriz com colunas ortonormais e R triangular superior de forma que
A=QR.

Demonstracao:
Ver capitulo 5.2 de [12]. ]
A decomposicao QR, como mostrada acima, permite encontrar a inversa de Moore-
Penrose apenas de matrizes de posto completo, porém uma adaptacao na decomposicao

QR nos permite ampliar o processo para matrizes com posto incompleto.

Teorema 2.4. [12]/ Se A € C™*", com m > n e posto(A) = k, entdo existem Q) € C"™*",

ReC™™ e E € C™" sendo (Q uma matriz com colunas ortonormais, E uma matriz de
R, R
n— 1 1t 7
0 0
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sendo Ry € C*** triangular superior e ndo singular, tais que
AFE = QR.

Demonstracao:
Ver capitulo 5.2 de [12]. n

Definigao 2.5. Seja A € C™*" com posto(A) = k. A = FG é uma decomposigao de
posto completo de A se ' € C™* G € C**" e posto(F) =posto(G) = k.

Uma decomposicao de posto completo de uma matriz A pode ser feita de varias ma-
neiras diferentes, como por exemplo usando eliminagao de Gauss ou transformacoes de
Householder.

As decomposicoes acima sao bastante usadas na obtencao de inversas generalizadas,
a seguir veremos métodos computacionais para calcular tipos especificos de inversas ge-

neralizadas.

2.1 Calculo de inversas-{i, j, k}

2.1.1 Caélculo de inversa-{1}

Definicao 2.6. Seja A € C"™*" com posto(A) = r. Se A é da forma

()

onde 0 é uma matriz nula de ordem (m—r) xn, e C' € C™*" satisfaz as seguintes condigoes
1. ¢;; = 0 quando @ > j;
2. A primeira entrada nao nula em cada linha de C' é 1;

3. Se ¢;; = 1 é a primeira entrada nao nula da linha ¢ de C, entao a coluna j possui

todos os elementos nulos, exceto c¢;;.
Entao A esta na forma normal de Hermite.

A forma normal de Hermite pode ser obtida usando eliminacao de Gauss. Note que

se A estd na forma normal de Hermite, entao existe uma matriz de permutacao P tal que
I, K
AP = ,
0 O
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Sendo assim, dada uma matriz A € C™*™ com posto(A) = r, é possivel escrever

pap— I & ,
0 0

onde E é uma matriz nao singular obtida pela eliminacao Gaussiana e P é uma matriz

de permutagao.

Teorema 2.7. Seja A € C™™ com posto(A) = r. Se E € C™™ ¢ nao singular e

P e C*™ é uma matriz de permutacgao tal que

I, K
pAP = 7 ,
0 0
I
x=pr( " Y)E
0 L

é uma inversa-{1} de A, sendo L € CC"="*"=") yma matriz arbitrdria.

entao

Demonstracao:
Vejamos que X satisfaz AXA = A,

I. K I, 0 L I K
AXA = E7! P*p EE! p*
0 0 0 L 0 0
I. K I
_ o[ b .0 ITKP*
0 0 0 L 0 0
_ g I, KL L,KP*
0 0 0

0
_ E*l I" K P*
B 0 0

2.1.2 Calculo de inversa-{1,2}

Lema 2.8. [5] Seja A € C"™*™ uma matriz particionada da forma
Ay A
. n A )
Ax Ag
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onde Ay € C™" € nao singular. Temos que posto(A) = r se e somente se Agy =
A21A1_11A12.

Demonstracao:
(=)
Como posto(A) = r e Ay é nao singular, entdo as m — r tltimas linhas de A s@o

combinagoes lineares das r primeiras, logo existe uma matriz C' tal que
C(A11, A12) = (Ao, A),
ou seja, C'Ay; = Ag1 e CAjp = Ay, assim temos que
C = Ay Ayl

e portanto
Agy = CAyp = A21A1_11A12-

(<)

Como Aj; é nao singular, entao
posto(A) > posto(Ayy) = . (2.2)
Além disso, como Ay = A21A1_11A12, definindo C' = A21A1_11 temos
CAjp=Ayn e Ay =CAp,

assim

C(A1, Arz) = (Ag1, Ag),

de onde segue que as m — r ultimas linhas de A s@o combinacoes lineares das primeiras
r, assim
posto(A) <. (2.3)

De (2.2) e (2.3) segue que posto(A) =r. ]

Teorema 2.9. [5] Seja A € C™ ™ com posto(A) = r. Se P € C™™ e @ € C"" sdo

matrizes de permutacao tal que
A A
PAQ = 1 A ’
Ay Az
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onde Ay; € C™" € nao singular, entao

¢ uma inversa-{1,2} de A.

Demonstracao:

Basta verificar que X satisfaz AXA=Ae XAX = X. Usando o Lema 2.8 temos

AXA = P
= PpP*

= PpP*

XAX = Q

A A 00 Aﬂl 0 pp* A A
Ay Ay 0 O Ay Ag
A A Aﬁl 0 Ay A 0’
Agl A22 0 0 A21 A22
I 0 AH A12 Q*
Ay A7 0 Asr Az
A Aizl Q" = p* A Apg
Ag1 At A Aig Axp Ay
AR 0 pp* A Aip 0°Q A0
0 O Agp Aoy 0 O
A O Ay A AL o P
0 O Agy Ao 0O 0
I AjlAn, AL 0 .
0 0 0O 0
Afl
n 0 p
0 O

>Q*

=

)p

Teorema 2.10. /5] Seja A € C™™ com posto(A) = r. Se E € C™™ ¢ nao singular e

I, K
P € C™™™ ¢ uma matriz de permutacao tal que EAP = 0 0 ), entao

¢ uma inversa-{1,2} de A.

X:p<

I, 0
0 0

)a
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Demonstracao:
Segue do Teorema 2.7 que X satisfaz AXA = A, restando apenas mostrar que X
satisfaz X AX = X. De fato,

XAX = P L0 EE™! L K PP I 0 E
0 0 0 O 0 0
:PITO I, K ITOE
0 0 0 O 0 0
I, K I,
= P 0E
0 O 0 0
I,
= P OE
0 0
= X.

2.1.3 Caélculo de inversa-{1,2,3}

Lema 2.11. [5/ Se A € C™*" ¢ A = FG ¢é uma decomposi¢ao de posto completo de A,
entao
G po)

¢ uma inversa-{j} de A, onde AY denota uma inversa-{j} de A para j =1,2,3, 4.

Demonstracao:

Vimos na demonstragao do Lema 1.17 que
FOFP =GGgW =1,
assim, para j = 1 defina X; = GMFWM e temos que
AX;A=FGGYFYFG = FG = A.
Para j = 2, defina X, = GMF® entdo
XoAXy = GUFA raaVWr® — O @@ — O p@) — Xo.
E para j = 3, defina X3 = GWFG) entdo

(AX5)* = (FGGYWFOY = (FF®) = FF® = FGGYWF® = AX.
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Teorema 2.12. [5]/ Se A € C™" ¢ A = FG ¢ uma decomposi¢ao de posto completo de
A, entao

X =GWFT
¢ uma inversa-{1,2,3} de A.

Demonstracao:
Como F' é uma inversa-{1,2,3} de F, segue do Lema 2.11 que X = GV F' satisfaz
as equacoes
AXA=A, XAX =X, (AX)" = AX,

portanto GV FT é uma inversa-{1, 2,3} de A. [

2.2 Calculo da inversa-{2} com imagem e ntcleo pres-

critos Ag,? >S

No capitulo anterior vimos que a inversa A(T% )s existe sob certas condicoes dos espacgos 1" e
S, e nesse caso € tnica. Além disso, vimos algumas inversas generalizadas que sao unicas,
e possuem imagem e nucleo determinados, com isso, podemos escrever algumas inversas
generalizadas como inversa Ag )S, de onde segue a importancia de calcular uma inversa
AP

Segue do capitulo anterior que

(2

_ ) .
AT = ARl sy
T _ (2) .
AM,N - AR(N—lA*M),N(N—lA*M)7
Ag = Angk),N(Ak)7 onde Ind(A) = k.

2.2.1 Inversa Ag)s via decomposicao de posto completo

Seja A € C"™*"™ com posto(A) = r. Considere dois subespagos T'C C" e S C C™, com
dim(T) =dim(St) =t < r, e seja B € C™*™ uma matriz tal que

Considere

uma decomposicao de posto completo de B, neste caso temos que
T=R(B)=R(F) e S=N(B)=N(G).
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De fato, se y € R(B) entao existe x tal que Bx = y, logo FGx = y e portanto
y € R(F), e como

dim(R(B)) = posto(B) = posto(F) = dim(R(F)),
entao R(B) = R(F). Agora tome x € N(G), entao Gz = 0, logo
Bz = FGr =0,
e © € N(B), portanto N'(G) C N(B), e como
dim(N(B)) = n — posto(B) = n — posto(G) = dim(N(G)),

segue que NV (B) = N(G).

Assim, do Teorema 1.29 temos que

APy = F(GAP)™'G.

2.3 Calculo da inversa de Moore-Penrose

Vejamos inicialmente os principais métodos diretos para computar a inversa de Moore-

Penrose.

2.3.1 Inversa de Moore-Penrose via decomposicao de posto com-

pleto

Vimos que

)
AT = ARian wiany

: . : 2 . I
e vimos também que a inversa A(T)s pode ser calculada via decomposicao de posto completo
assim se G* € C"" e F' € C™*" sao matrizes cujas colunas formam uma base para R(A*)

e N (A*)* respectivamente, entao
Al = G*(F*AG*) ' F*.
Agora, precisamos encontrar matrizes F' e GG nas condigoes acima. Veja que se
A=FG
é uma decomposicao de posto completo de A, entao
A =G"F*
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é uma decomposi¢ao de posto completo de A*. Além disso, R(A*) = R(G*) e N(A*) =

Sendo assim, se A = F'G é uma decomposicao de posto completo de A, entao
Al = GY(F*AG*) ' F* = G*(F*FGG")'F* = G*(GG*) " (F*F)"'F*.

Uma decomposicao de posto completo pode ser feita de diversas maneiras, para cada
método usado para encontrar F' e G temos um método diferente para encontrar Af. Além
disso, o problema de encontrar a inversa de Moore-Penrose de A foi trocado por um
problema que necessita encontrar a inversa usual de matrizes, o que também pode ser

executado de diferentes maneiras.

2.3.2 Inversa de Moore-Penrose via SVD

O teorema a seguir mostra que podemos obter a inversa de Moore-Penrose a partir da

decomposigao em valores singulares.

Teorema 2.13. [29] Se A € C"™*" com decomposi¢ao em valores singulares

Y 0
A=U Vv,
0 0
10
At=V U*.
0 0

O calculo de uma decomposicao SVD pode ser feito de diversas maneiras, porém

entao

necessita do calculo de autovalores, o que deixa o método acima pouco interessante.

2.3.3 Inversa de Moore-Penrose via decomposicao QR

A decomposicao Q) R também pode ser usada para encontrar a inversa de Moore-Penrose,
mas nao de maneira tao direta quanto a decomposicao SVD, pelo menos nao para matrizes
que nao possuem posto completo, nesse caso é necessario usar duas decomposicoes Q) R.
Vimos que a inversa de Moore-Penrose de um produto de matrizes nem sempre é o
produto das inversas de Moore-Penrose dessas matrizes. Richard Bouldin em [6] mos-
trou uma relagao entre essa propriedade e a comutacao de algumas matrizes, conforme a

proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 2.14. (/6])
Sejam A € C™*" ¢ B € C"*P. Temos que

(AB)" = Bt Al
se e somente se
A'ABB* = BB*A'TA ¢ BBY'A*A= A*ABB'.

Teorema 2.15. Se A € C™*"™ com m > n, entdao

Al = RTQ*.
Demonstracao:
Vejamos que QF = @Q*. De fato, basta provar Q* satisfaz as quatro equacdes de
Penrose.
QA"Q = QL,=0Q;

QQQ = LQ =Q%
(QQ)" = (@)Q"=QQ%
(Q'Q)" = Q) =QQ.

Agora, note que

Q'QRR* = Q*QRR* = I,RR* = RR*I,, = RR*Q*Q = RR*Q'Q

RR'Q*Q = RR'I, = I, RR' = Q*QRR",

portanto segue da proposicao acima que

Al = RTQT — RTQ*.

Coroldrio 2.16. Se A € C™™ com m > n e posto(A) = n, entdo
Al = R'Q*.

Demonstracao:
Segue do teorema anterior notando que posto(A) = n implica em posto(R) = n, ou

seja, R é nao singular e consequentemente R = R~ [
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Note que nos resultados acima consideramos m > n, porém para o caso em que m < n,

basta calcular (A*)T, e pelo item 3 do Teorema 1.2 temos
Al = (41"

O processo acima permite encontrar At de fato apenas para matrizes com posto com-
pleto, caso contrario nao teremos R ndo singular, e o problema de encontrar A é apenas
substituido pelo problema de encontrar R'. Em principio parece que nao houve melhora,
porém se considerarmos uma permutagao nas colunas da matriz A podemos transformar
o problema de encontrar Rf em um problema de encontrar a inversa de Moore-Penrose

de uma matriz de posto completo.

Teorema 2.17. Seja A € C™*", com m > n e posto(A) =r < n. Se
AE = QR

€ a decomposicio QR de AE, onde E ¢ uma matriz de permutacdo, Q € C™*" satisfaz

QQ=1, ¢
R_(m>7
0

A= BRI 0)0

sendo Ry € C™", entdo

onde Ry = @ﬁ € a decomposicao QR de R;.

Demonstracao:
Como E é uma matriz de permutacao, entao F é unitaria, e pelo item 8 do Teorema
1.2 temos que (AE)" = E*A', de onde segue que

A" = E(AE)T,

e pelo Teorema 2.15 temos que

At = ERTQ".

R
Vejamos que RT = (RI,0). De fato, como R = ( 01 ) , temos que (R}, 0) satisfaz as
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equagcoes de Penrose.
R (R.0) R\ _ RiRI 0 R\ _ RiRIR, (R,
0 v 0 0 0 0 0 0o/’
R
(RLO)( 01)<RL0> — RIR(R],0) = (R]R,R],0) = (R},0);
RiR) 0 \]"_ ( (RED 0
0 0 0 0
T
= (RIORl 8>=<]§1>(RL0>;

R
= (RIR))* = RIR, = (R,0) ( ! ) .

*

0

(RI,0) ( ; )

Assim, como posto(A) =posto(R) =posto(R;) = r, entdo R; é uma matriz de posto

completo, e pelo Corolario 2.16 temos que RI = E‘lé*, de onde segue que

At = ER'Q* = E(R},0)Q* = E(R™'Q*,0)Q".

2.3.4 Inversa de Moore-Penrose via Fatoracao de Cholesky

Em 2005, Courrieu em [10] mostrou uma maneira de calcular a inversa de Moore-Penrose
diretamente pela decomposicao de Cholesky. O proximo teorema garante a existéncia da

decomposi¢ao de Cholesky para matriz simétrica e positiva semidefinida.

Teorema 2.18. [15] Se B € C™™ ¢ uma matriz simétrica e positiva semidefinida de

posto T, entao

1. Existe uma matriz R triangular superior, com elementos diagonais nao negativos,

tal que B = R*R;

2. Existe uma matriz de permutacao P tal que P*BP tem uma unica fatoracdo de

Cholesky, a qual toma a forma

P*BP = R'R, com R:<ROH Rolz),

onde Ri1 € uma matriz triangular superior r X r com elementos diagonais positivos.

Demonstracao:
Ver Teorema 10.9 de [15] ]
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Sendo assim, considerando a decomposicao de Cholesky de acordo com o item 2 do
Teorema 2.18 para B = A*A, se G = AP e W = [Ry; Ry, entdo para L = W* temos

G*G = LL*. O préximo teorema mostra como calcular GT em funcao de L.
Teorema 2.19. [10] Considere G e L como definidas acima. Temos que
Gl = L(L*L) " (L*L) ' L*G*.

Demonstracao:
Do item 5 do Teorema 1.2 temos que GT = (G*G)'G*, e como G*G = LL* temos

G = (LL")'G*.
Pelos itens 4 e 5 do Teorema 1.2 e pelo fato de que L tem posto completo, temos que

G = (LL)'G* = (L)'L'G* = L(L*L) " (L*L) ' L*G*.

2.3.5 Inversa de Moore-Penrose via ortonormalizagao de Gram-
Schmidt

Em 2009, Toutounian e Ataei em [28] mostraram que a inversa de Moore-Penrose pode
ser calculada usando o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt modificado com
o pseudo produto interno (z,y)a-4 := x*A*Ay. Para isso, note que pelo item 5 do

Teorema 1.2 temos que AT = (A*A)TA* e caso A seja uma matriz de posto completo,

entao AT = (A*A)"'A*. Assim, se considerarmos a base canonica do R", dada por
{e1,€9,...,€e,}, para aplicar o processo de ortonormalizagdo, obtemos um conjunto de
vetores {z1,22,...,2,}, e definindo Z = [z1,29,...,2,] e D = diagonal(dy,ds, ..., d,),

com d; = zf A*Az;, temos que (A*A)™t = ZD71Z* e portanto AT = ZD~17*A*.

Para o caso de posto incompleto, considerando a decomposicao de Cholesky de acordo
com o item 2 do Teorema 2.18, se W = [Ry; Rys], entao P*A*AP = W*W, de onde segue
que

Al = PWHWT)*PrA*.

Sendo assim, o problema agora é calcular W1, o que ¢ analisado no seguinte resultado

Proposicao 2.20. /28] Se W € C™*™ € particionada da forma W = [U V], onde U €

C™" ¢ ndo singular e V€ C™("=7)  entdo

. I — BKB* -
B KB* ’
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onde B=U"'W ¢ K=(I+ B*B)™".

Com base nos resultados acima, o algoritmo para calcular a inversa de Moore-Penrose

de uma matriz qualquer A, via Gram-Schmidt modificado é dado por

Algoritmo 1. Inversa de Moore-Penrose por Gram-Schmidt modificado
Dado A € C™*", Considere zl-(o) =e,L=1,s=0,r=0
Escolha uma tolerancia e
Para j =1 até n faga:
4 — (07 070y
Se |d;| < e, entao faca:
s=s+1,m(s)=7
Se nao, faca:
r=r+1,m(r)=j
Para i = j + 1 até n faca:
o = (20,2, 9 = 207D 0
Fim do para
Fim do se
Fim do para
Construa a matriz de permutagao P baseada em 7 e 79
Permute as colunas das matrizes Z, D e L por Z = P*ZP, L= P*LP, D = P*DP
Defina D11 e Z1; sendo as r primeiras linhas e colunas de D e Z respectivamente
Compute U™ = ZHDL%
Compute L = LD>
Defina V' sendo as r primeiras linhas e n — r dltimas colunas de L7
Compute B =U"'V
Compute K = (I + B*B)™!
Compute Wt = [=BRE U1
KB*
Compute AT = PWT(WT)*P*A*.

2.3.6 Inversa de Moore-Penrose via métodos de recursao com

matrizes particionadas

Alguns métodos para encontrar a inversa de Moore-Penrose trabalham de forma recursiva,
tais métodos se comportam de maneira parecida com métodos iterativos, porém fornecem
a solugao “exata” em uma quantidade finita de passos, por isso classificamos tais métodos
como métodos diretos. Vejamos alguns exemplos de métodos de recursao com matrizes

particionadas.
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Teorema 2.21. [29] Método de Greville:
Seja A € C™*" da forma A = (ay,as,...,a,). Defina Ay = (a1) eparak =2,3,...,n
defina

A, = (Akfla ak)-

Se

dk = ALlak;

e = ap— Aprdp = (I — A1 Al g
entao T

A, — dib;
AL = (Ap_1, ) = ( k—1 ] kO ) . k=2.3,...,n,
bk

onde

b* = 611;’ s€  Cg 7é 07

Ul A+ didy) T AL, se o =0,
Demonstracao:

Ver Teorema 5.3.2 de [29]. m

Dessa forma, o método de Greville consiste em particionar a matriz A em colunas,
encontrar a inversa de Moore-Penrose da primeira coluna, e a cada passo aumentar a
matriz em uma coluna e calcular a inversa de Moore-Penrose da nova matriz em funcgao
da inversa de Moore-Penrose da matriz anterior. Note que apesar de se comportar como

um método iterativo, na iteracao n teremos a solugao, ou seja,
T gt
Al = A"

Teorema 2.22. [29/(/8]) Método de Cline:
Se A= (U, V)€ C™" comU € C™P(p<n)eVecC™"P entio

A = (U, = ( Ut —UtVCt — UtV(I — CTC) K VAU UT(I — V) )

Ct4 (I = CtO)K{'v+(UhyUt(1 — vor)

onde
C = (I-UUhy,
K, = I+ -CoO)Ww*UhHYUvV(I-Cio).
Demonstracao:
Ver [8]. n

O método de Cline é uma generalizacao do método de Greville, particionando a matriz
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Aem A= (Uy,U,,...,U,), chamamos de A; = (U;) e
A = (Ap_1, Up),

assim, encontramos A!, e para k > 2 inteiro, A} é calculada a partir de Al . Note que

depois de [ passos teremos
Al = AT
2.3.7 Meétodos do tipO Xpi1 = X+ Ck(PR(A) — AXk)

Vejamos agora os principais métodos iterativos para computar a inversa de Moore-Penrose.
Para tanto, vamos precisar de alguns resultados classicos sobre normas matriciais que serao

usados para analise de convergéncia de alguns métodos.

Defini¢ao 2.23. Uma norma || - || no espago vetorial C™*"  é uma fun¢ao de C"™*" em

R que satisfaz as seguintes propriedades
(i) |Al =0V AeC™™ e|All =0« A=0;
(i) el = [of[|A]l, Va e C, AeCm™

(it}) |4+ B < |A] + |[BJl,Y A, B € C*~.

Quando uma norma || - || satisfaz
IAB| < [[AlllIB]l, ¥ A, B € C™,

dizemos que tal norma é submultiplicativa.
As normas matriciais mais comuns sao as normas matriciais induzidas por normas

vetoriais, as quais sao da forma

A
1A, = max 142l
vecn. ]l
x#0

toda norma matricial induzida é submultiplicativa.
Dada uma matriz A € C"*", denotamos por p(A) o raio espectral da matriz A, que é
definido por
p(A) = max{|A|; A é autovalor de A}

Lema 2.24. [11] Se A € C™*" e € > 0, entao eziste uma norma matricial induzida ||- || A,

dependendo de A e de ¢, tal que

[Allae < p(A) + ¢
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Demonstracao:
Seja ST'AS = J a forma de Jordan da matriz A, defina D, = diag(1,¢,€?,...,¢e"1).

Temos que

)\1 €

A
(SD.)"'ASD.= D'JD, = A €

Agora, usando a norma vetorial || - || 4. definida por

Ae = ||(SD6>_1$||OO

]

e definindo y = (SD.)"'z geramos a norma matricial induzida por esta norma vetorial

como sendo

Azl a,e

[Allae = e

220 |zl
[(SDe) " Az|| o

220 (5D 7]
. H(SDG)_IASDGZUHOO
= max
y#0 [Ylloo
= H(SDG)_lASDeHOO

max |A; + |
7

IA

max |\;| + €
7

p(A) + €.

Note que em geral, temos p(A) < ||A|| para qualquer norma matricial.

Lema 2.25. [26] Considere A € C" | entao

lim A" =0« p(A) <1

k—o00
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Demonstracao:

(=)

Seja A um autovalor de A e x # 0 o autovetor associado a A. Temos que AFz = Nz,
de onde segue que

0 = lim Afz = lim Mz
k—oo k—o0

como z # 0, assim
lim A* =0

k—o00

de onde segue que |A| < 1. Como A foi tomado arbitréario, entao
p(A) < 1.
(<)
Se p(A) < 1, entao existe € > 0 tal que p(A) < 1 —e. Assim pelo Lema 2.24, existe
uma norma matricial induzida || - || tal que

JA < p(A) +e< L.

Como essa norma é uma norma induzida, entao satisfaz a proprieadade submultipli-
cativa, ou seja, ||AB]|| < ||A||||B]|, e assim temos que ||A*|| < [|A]|¥, tomando o limite

quando k tende a infinito temos
lim ||A%|| < lim ||A]|* =0
k—o00 k—00

e portanto

lim A* = 0.

k—o0

Note que AT é uma inversa-{1} de A, e do Teorema 1.19 segue que
AAY = Priaan vanty = Priayaan = Pray.
Assim, definimos o residuo na iteracao k por
Ry = Pr(ay — AXq,

o qual converge para a matriz nula quando X}, converge para AT,
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Definicao 2.26.

1. Dizemos que um método iterativo para calcular A" converge linearmente se existe

r € [0,1) tal que

k—o0 HRkH

’

para alguma norma matricial submultiplicativa || - ||. Caso r = 0, dizemos que a

convergéncia é superlinear.

2. Dizemos que um método iterativo para calcular A" tém ordem de convergéncia p,

para p > 1, se
IRl
koo || R

Y

para alguma constante M > 0 e alguma norma matricial submultiplicativa || - ||.

Uma classe de métodos bastante conhecida é do tipo
X1 = Xy + Cp Ry,

onde C} ¢ alguma sequéncia de matrizes e Ry é o residuo na iteracao k.

Da maneira como exposto acima os métodos nao sao viaveis, pois calcular Pr(4) €
comparavel a calcular AT. Portanto, precisamos escolher C), de maneira estratégica para
evitar o calculo de Pr(4). Uma maneira interessante de escolher a sequéncia Cy é impor

que C}, = CPr(a), pois dessa forma temos

CrRi = Ci(Priay — AXy)
—  CyPria) — CrAXs
— C — CLAX,
= (I — AX,),

e assim

Xir1 = Xg + Cr(I — AXy).
Veremos algumas escolhas de C que satisfazem essa condigao.

Definigao 2.27. Considere A, B € C™*"  chamamos de imagem de (A, B) e ntcleo de

(A, B) respectivamente os conjuntos

R(A,B) = {Y = AXB € C™™; X € C™™}

N(A,B) = {X € C™™ AXB = 0}.
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Defini¢ao 2.28. Considere A = (a;;) € C™*" e B € CP*?. O produto de Kronecker
A ® B é a matriz mp X ng dada por

CLHB Cl,lgB cee alnB
A 2 B CLQ?B CLQ?B . GZT'LB
amlB am2B e amnB

Lema 2.29. [5] Considere o produto interno em C™ ™ dado por

m n

(X,Y)=tr(Y"X) = Z Zifijy_zj>

i=1 j=1

entio dados A, B € C™" os conjuntos R(A, B) e N(A*, B*) sao subespagos ortogonais

complementares de C™*".

Demonstracao:
Considere uma transformagao linear que leva uma matriz X € C™*" em um vetor

vet(X) dado por

T11

T12

T1in

Z21
11 Ti2 o Tin
T22
To1 Ta2 - T2

vet(X) = vet _ o _ = : ,
: : . : Lo,

Tmli Tm2 *° Tmn

Tm1

Tm2

xmn

claramente temos uma bijecao entre os espagos C™*" e C™. Note que
(X,Y) = (vet(X), vet(Y)) = vet(Y)*vet(X),

ou seja, no espaco C™" esse produto interno corresponde ao produto interno euclidiano.
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Além disso, segue da definicao do produto de Kronecker, que

R(A,B)=R(A® BT) e N(A*, B*) =R((A® B")"),

0s quais sao subespacos ortogonais complementares de C™", e como vet: C"™*"™" — C™" é

uma bijecao, segue que R(A, B) e N (A*, B*) sao subespagos ortogonais complementares

de C™*™, n
O préximo teorema mostra que se escolhermos C), = Xy, para k =0, 1,2, ... obtemos
um método iterativo de convergéncia linear para aproximar A
Teorema 2.30. [5]/ Se A € C™", Xy € C™™ e Ry = Pray — AX, satisfazem
Xo € R(A*,A") e  p(Ry) <1,
entao a sequéncia
X1 = X+ Xo(I — AXy), k=0,1,2,... (2.4)

converge para AT. Além disso, a sequéncia de residuos satisfaz
||Rk+1l| < ”RUHHRk”? k:071727"'

para alguma norma matricial submultiplicativa || - ||.

Demonstracao:

Primeiro vejamos que XoPra) = Xo. De fato, como X, € R(A*, A*), entdo existe

uma matriz B € C™*" tal que Xy, = A*BA*, além disso podemos escrever Pr(4) = AAT,

e pelo item 6 do Teorema 1.2 temos que A*AAT = A*, assim
XoPr(a) = XoAA" = A*BA*AAT = A*BA* = X,
Portanto, podemos escrever a iteracao como
X1 = X + Xo(Preay — AX}) = Xy + Xo Ry,

de onde segue que
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Repn = Pry — AXp
= Pra — AX), — AXoRy,
= Preay — AATAX, — AX Ry,
= Py — PriyAXy — AXoRy,
= Pray(Pray) — AX})) — AXo Ry
= PrayRr — AX Ry,
= (Pra) — AXo) Ry,
= RoRy.

Assim, considerando alguma norma matricial submultiplicativa || - ||, temos
[Risall = | Ro Rl < ([ Rolll| Rl

Além disso, como
Ry = RoRy_1 = R2R_o = ... = RI'™,

entao

IRl = 1 Rs | < (1Rl

e tomando o limite quando k tende a infinito, segue da hipétese de que p(Ry) < 1 e do
Lema 2.25 que

lim ||Ry|| = 0.
k—o0
Portanto Pr(a) — AX), — 0, e reescrevendo o método da forma
X1 = X+ XoRy

= Xp_1 + XoRk—1 + XoRy

= Xo+ XoRo+ XoRi + ...+ XoRy
= Xo+ XoRo+ XoR2+ ...+ XoRS
= Xo(I+Ro+R+...+ R,

como p(Ry) < 1, do Lema 2.25 implica que X}, converge para algum limite X, assim
AXo = Pray,

de onde segue que X, é uma inversa-{1} de A. Além disso, como X, € R(A*, A*), e
supondo que Xj € R(A*, A*) podemos escrever Xy = A*BA* e X} = A*CA*, o que
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implica em

X1 = X+ Xo — XoAX;,
= A"CA*+ A*"BA* — A*BA*AA*CA*
_ A*(C + B— BATAAC)A",

ou seja, Xpi1 € R(A*, A*) e segue por inducao que
X, € R(A*, AY), k=0,1,2,...

portanto X, € R(A*, A*).
Além disso, pelo Teorema 1.8 temos que a solucao geral da equacao AX A = A é dada

por

X = ATAAT+YV — ATAY AAT
= AT4+Y — ATAY AAT,

para Y € C™™ arbitrdria. Porém note que AT € R(A*, A*) e (Y —ATAY AAT) € N(A, A).
De fato,

A = ATAATAAT
= (ATA)*AT(AAT)*
= A*(AT)*AT(AT)*A*

A(Y — ATAYAANA = AYA — AATAY AATA = AY A — AY A = 0,

sendo assim, pelo Lema 2.29 temos que R(A*, A*) e N (A, A) sao subespagos complemen-

tares de C™*™ o que implica que a representagao
X =At4+Y - ATAY AAT
é tinica, e como X, € R(A*, A*) e satisfaz AX A = A segue que

X, =Af

O préximo teorema mostra que a escolha

Crh=Xe(I+Tp +T}+...+T7?),

95



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

onde Ty, = (I — AX}), para p > 2 inteiro, fornece um método iterativo de ordem p para

computar a inversa de Moore-Penrose.

Teorema 2.31. [5] Se A € C™", Xy € C™™ e Ry = Pray — AX, satisfazem
Xo e R(A*,A") e p(Ry) <1,
entao para p > 2 inteiro, a sequéncia
Xir1 = Xy + CpT,

onde
Ch=Xe(I+Tp+T}+...+T"%) e Tn=1I1-AXj,

converge para AT, e a sequéncia de residuos Ry, satisfaz
||Rk+1H S HRka7 k:071727'-’

para alguma norma matricial submultiplicativa || - ||.

Demonstracao:

Vejamos que X € R(A*, A*) para k = 0,1,2,... . De fato, procedendo por inducao,
temos por hipdtese que Xy € R(A*, A*), e supondo que X € R(A* A*) temos que
X3 T} = Xi(I — AXy)' € R(A*, A*), parai=1,2,...,p— 1, e como

X1 = Xp + Ty
= X+ XU+ T + T2+ ... + TP )T,
= Xp+ X T+ Xp T2+ 4 X, TP

segue que X411 € R(A*, A).
Sendo assim, podemos escrever X = A*BA* e X} T} = A*C;A*, parai=1,2,...,p—1,

de onde temos que

CpPriay = Xp(I+T+TE+.. . + TP ?)AA
= XpAAT 4 X TR AAT + X TPAAY + .+ X TP 2 AAT
= A*BA*AAT + A*CLATAAT 4 A*CLA*AAT + .. 4+ A*C, A" AAT
= A"BA" + A*CLA* + A*CoA" + ... + A*C, ,A*
= Xp+ X T+ Xp T2 + . 4 X, TP
= XpW(I+ T+ T2 +.. .+ TP
= Cy, k=0,1,2,...,
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e entao podemos reescrever o método da forma
Xpyr = Xp(I + Ry + R+ ...+ RV,
de onde segue que

Rryr = Pry — AX
= Proy— AX (I + R+ R+ ...+ RV
= Pray — AXy — AXy(Ry + R+ ...+ R
= Ry — AXu(Rp + R +... + RV (2.5)

Porém, como
Ry, = Pr(ay — AX), = Piay — PriayAXi = Pr(a)(Pria) — AXy) = Pr(a)Rr,
entao parat=1,2,...,p — 1 temos

Rl — AX R, = R,R:' — AXyRi
= PryRpR;7' — AXyR),
= PruRi — AX,RL
= (Pra) — AX})R},
= RuR;
= R (2.6)

Juntando (2.5) e (2.6) temos

Riy1 = Ry — AXy(Rp+R:+...+ R
= Ry — AXyR, — AXp(R: + ...+ RV
= R —AXu(Ri+...+ RV

-1 -1
= Ry — AX,RY
_ pp
= Rk7
considerando uma norma submultiplicativa || - ||, temos

[ Rkl = [[REI] < (Bl

Além disso,
2 k
Ry,=R} =R} ,=...=Rl,
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e como p(Ry) < 1, segue do Lema 2.25 que
lim ||Ry|| =0,
k—o00

ou seja, Priay— AXy — 0, e de p(Ry) < 1 e Rpy1 = R}, podemos concluir que X — X,
a qual satisfaz AX,, = Pr(a), e portanto ¢é solugao de AXA = A. Como X, € R(A*, A*)
para k = 0,1,2,..., segue que X, € R(A*, A*) e procedendo da mesma forma que na

demonstracao do Teorema 2.30 concluimos que
Xoo = Al

]
O teorema anterior mostra que podemos construir métodos com a taxa de convergéncia
desejada, porém quando aumentamos a taxa de convergéncia do método a iteragao fica
mais cara, na pratica o método mais mais vantajoso dentro dessa classe é o caso p = 2,
como mostrado em [5].
Outra questao a discutir é a aproximacao inicial Xy. Nos teoremas acima pede-se
que Xy € R(A*, A*), e p(Ry) < 1, o que nao é uma condigao facil de ser checada.
Frequentemente é usada como aproximacao inicial a matriz a A* para algum o € R. Note

que X, dessa forma pertence a R(A*, A*), pois
aA* = a(AATA) = A*aATA”.

O proéximo resultado estabelece como escolher a.

Teorema 2.32. [5] Sejam 0 # A € C™*" com posto(A) =r, a € R e
R(] = PR(A) — aAA".

Temos que p(Ry) < 1 se e somente se

I<ax< .
p(AA*)

Demonstracao:
Como AA* é Hermitiana positiva semidefinida, entao seus autovalores sao reais e nao
negativos. Sejam
M>X> . 2> Ng=...= A, =0,

os autovalores de AA*, neste caso os autovalores nao nulos de Ry sao

w=1—ak, i=12,...r
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(=):
Supondo p(Ry) < 1 entdo

<<l i=1,2...,r

ecomo p; =1 —a);, parai=1,2,...,r temos
-1 < 1—a)\ <
-2 < —a)\; <
< a\; <
2
< a < SAx
(<) :

Como os autovalores nao nulos de Ry sao u; = 1 — a);, de a > 0 temos

[I,Z:]_—Oz)\l<]_—0:1,

2 _ 2
edea<m—xtemos
2 2
i>1l——\N>1—-—\N=1-2=-1,
s NE TN
portanto —1 < p; < 1 para ¢ =1,2,...,r de onde segue que

p(Ro) < 1.

2.3.8 Meétodos baseados nas equacoes de Penrose

Comumente encontramos métodos iterativos para aproximar a inversa de Moore-Penrose
baseados em algumas equagoes de Penrose (1.1)-(1.4).
O método de ordem 2 apresentado anteriormente pode ser visto com um método

baseado na equagao (1.2), pois se X = X AX entao
X=X+X-X=X+X—XAX =X + X(I — AX).

Recentemente, Petkovié¢ e Stanimirovi¢ em [23] e [24] proporam um método iterativo

baseado nas equagoes (1.2) e (1.4) usando a seguinte ideia

X* = (XAX)" = X*(XA)* = X*XA,
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assim, para 3 € R, temos

X* = X*—B(X*XA- X"
= X*(I—BXA)+BX"
X = (I-BXA)*X + BX,

o que sugere o método
Xir1 = (I — BXRA)* Xy, + BXk. (2.7)

Lema 2.33. [23] Se A € C™", X, = BA* ¢ X = AT, entdo a sequéncia de matrizes
gerada pelo algoritmo (2.7) satisfaz

(XA = XpA, XAX, =Xy, XpAX =X, k=0,1,2,... . (2.8)

Demonstracao:

Procedendo por indugao, para k£ = 0 segue do item 6 do Teorema 1.2 que

(XoA)" = (BATA)" = BA"A = Xo4;
XAX, = BXAA* = BA* = X,
XoAX = BA*AX = BA* = X,.

Agora, suponha que as trés equagoes em (2.8) sejam vélidas para k. Para k+ 1 temos

(X1 A)" = (I = BXpA)" Xk + BXi)A)
= (I = BXA)" XA+ X A)
= (XpA)'(I — BXiA) + B(XrA)"
= XpA(l — BXA) + XA
= (I — BXrA)X A+ XA
= (I = B(XpA)") XkA+ BX,A
= (I — BXRA)" XA+ BX A
= ((I = BXRA)" Xy + BXy) A
= Xpi14,
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XAXp1 = XA((I = BXeA) Xe + X
— XA(T = B(XpA))Xs + BXAX,
— XA - BXpA) X, + BXAX,
_ XAX, — BXAX,AX, + BXAX,
= Xi — BXpAXy + BXy
= (I = BX,A) X} + BX,
= (I = B(XpA)") Xk + Xy,
= (I = BXpA)" Xi + Xy
= Xk+1

XenAX = (I — BXeA) Xp + BX)AX
— (T = BXLA) X AX + BX,AX
= (I - BXLA)" X + BX,

= Xk
]
Do lema anterior, segue que o método pode ser escrito na forma
Xir1 = (I = BXpA) Xy + X = (1 4 5) Xy — fXLAX. (2.9)
Teorema 2.34. [23] Sejam A € C™™ e X, = fA*. Se
[(Xo—X)A[ <1, e 0<pB<I,
para alguma norma matricial submultiplicativa || - ||, entdo a sequéncia gerada por (2.9)

converge para X = A'.

Demonstracao:

Note que, do Lema 2.33 e das equagoes de Penrose temos que

XeptA— XA = ((148)Xp — BXRAX;)A— XA
= (14 B)XpA — BX,AX A — XA
= XA+ BXpA — BXRAX A — XA
= XAXpA+ BXpAXA — BXAX A — XAXA
= —(BXpA - XA) (XA - X A),
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€ como

BXWA— XA =BX)A— XA+ BXA—BXA=B(XA—XA)—(1—B)XA,

segue que
XA — XA = —(BXpA— XA) (XA - XA)
= —(B(X)A—XA) - (1-BXA)(X,A - XA)
= —B(XpA - XA + (1 - B)XA(XA — X A)
= —B(XpA - XA+ (1 - B)(XAX A - XAXA)
= —B(XpA— XA+ (1-8)(XpA - XA). (2.10)

Definindo Ej = X;, — X, temos que (2.10) implica em
EpiA = —B(EpA)? + (1 - B)ERA.

Agora, seja tp = ||ErA| para alguma norma submultiplicativa || - ||. Vejamos que
ty — 0. Note que t;, < 1,k =0,1,2,... . De fato, procedendo por indugao, para k = 0

temos to < 1 por hipdtese, e supondo ¢ < 1 implica em

terr = || EvAll
| — B(ERA)* + (1 — B)ELA||

< BIEA)? + (1= B)[| ExAll

= Bti+(1- Pty (2.11)
< Bty + 1t — Bty

= 1

< 1,

de onde concluimos que a sequéncia {t;} ¢ decrescente e limitada inferiormente por 0,
logo tx — t para algum ¢ € [0,1), e tomando o limite quando & tende a infinito em (2.11)

temos

t < ptP4(1-P)t
pt* — pt
t2,

~ o
INIA

logot>1out=0,ecomotéel0,1)entdo t =0. Assim, temos que
[ X5 — X[ = [ XpAX — XAX]| < [ XA — XA|X]| = [ ELAN X = el X,
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de onde segue que || X, — X || — 0, e portanto

lim X, = X = AT

k—o0

[
O préximo teorema mostra que a taxa de convergéncia do método (2.9) é linear se
B < 1 e quadratica se § = 1. Note que quando § = 1 recaimos no método de ordem 2 do

Teorema 2.31.

Teorema 2.35. [23] Se A € C™*", Xy = BA* e X}, € gerado pela sequéncia (2.9), entdo

o erro By, = X, — X satisfaz
Eri1 = (1 — B)Ey — BELAE.

Demonstracao:
Como Ej, = X, — X entao X, = X + Ej, assim

Xinn = (1+08)(X + Ey) — B(X + Ex) A(X + Ey)
= (1+B8)X + (1+B)Ey — BXAX — BX AE, — BE,AX — BE,AE,
— X+ 08X+ (1+B)Ey — X — BXAE), — BEAX — BELAE),
— X+ (14 B)Ey — BXAE, — BE.AX — BE,AE;,

portanto

Ewy1 = Xpp1— X =1+ p)E, — BXAE), — BE,AX — BE,AE,

L+ B)( Xy — X) = BXA(Xy — X) = B(Xp — X)AX — BELAE,

1+ 8)(Xp — X) — B(XAX), — XAX) — B(XzAX — X AX) — BE,AE,
14+ 8)( Xk — X) = B(Xy — X) — 8(Xy — X) — BELAE)

1+ —26)(Xy — X) — BELAE},

(
(
= (
(
(1 - B)Ey — BELAE.
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2.4 (Calculo da inversa de Drazin

2.4.1 Inversa de Drazin via decomposicao de posto completo

Seja A € C™™ com Ind(A) = k. Na segao anterior vimos que a inversa de Drazin de A
pode ser vista como uma inversa-{2} com imagem e nticleo prescritos, ou seja,
_ A®
Aa = ARy arary:
assim, podemos usar a decomposicao de posto completo para calcular A;. Para tanto,
precisamos de uma decomposicao de posto completo de A*. Porém para calcular A*
precisamos conhecer o index da matriz, o que nao é um procedimente barato computacio-

nalmente. O préximo teorema nos fornece uma maneira de encontrar uma decomposigao

de posto completo de A* sem precisar conhecer o index da matriz previamente.

Teorema 2.36. [29] Seja A € C**". Considere a sequéncia de decomposi¢oes de posto

completo
A=FGy, GiF)=FGy, Gyl =Gy, ...

onde F;G; € a decomposicao de posto completo de G;_1F;_1 para i =2,3,.... Em algum
momento teremos que GpF) € nao singular ou Gy F, = 0. Se k € o primeiro inteiro para

o qual isso ocorre, entao

k, caso GpFy € nao singular,

Ind(A) =
(4) {k’+1, caso GpFy, = 0.

Demonstracao:

Se G;F; € CP*P e posto(G,F;) = q < p entao Gy 1F;1 € C7%9, ou seja, o tamanho
de G;11F;y1 deve ser estritamente menor que o tamanho de G;F; quando G, F; é singular,
de onde segue que em algum momento teremos G;F; nao singular ou G;F; = 0. Seja k o

primeiro inteiro para o qual isso ocorre, podemos escrever

AP = (G = F(GIF)F'G = Fi(FRGy)" Gy
= FFR(GFR) GG = ... = FiFy. .. B 1(FGy)Gro1 ... GGy (2.12)

AR = P Fy . By 1 Fu(GrF)GRGror - .. GoGl. (2.13)

Assim, assumindo que G F}, é nao singular, se Fy, € CP*" G, € C™*P entao temos

posto(Fy) =posto(Gy) = 1 e posto(FyGy) = r, e como G Fy € C"™*" é nao singular, entao

posto(GFy) = r = posto(FGy),
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e como as matrizes F; tém posto coluna completo e as matrizes GG; tém posto linha

completo para i =1,2,3..., segue de (2.12) e (2.13) que
posto( A*!) = posto(GF},) = posto(F}.G) = posto(A"),

e como k é o menor inteiro para o qual isso vale, temos que Ind(A) = k.

Para o caso em que G F}, = 0 temos de (2.13) que A**! = 0, e portanto
posto( A¥?) = posto(AF+1) =0,

de onde segue que Ind(A) = k + 1. m
Com base no teorema acima fazemos o seguinte procedimento. Defina A; = A, para

j =1 até que G F} seja nao singular ou nula, faca a decomposicao de posto completo de

A

J
Aj = F;Gy,
e construa A;; da forma

Assim, temos que

AP = (RG)" = F(GIF) Gy = Fi(FGs) G,
= FlFQ(G2F2)k_2GQGl = ... =(FiF.. B B)(GiGrer - .. GoGh),

é uma decomposicao de posto completo de A*, e segue do Teorema 1.29 que

Ad - FlFQ o Fk(Gka—l ce GlAF1F2 ce Fk)_leGk—l oo Gl
- F1F2 e Fk<Gka,1 e G1F1G1F1F2 e Fk)ilekal e Gl
= By .. FGrGr 1 ... G3GoFyGoFyGoFoFy ... Fy) 'GhGroy ... Gy

= BF... F(GF)"™M 7 GLGr_y ... Gy
= B Fy ... Fy(GpF) " VGG ... Gl

ou seja,
Ag= B F, .. F(GuF) " GGy ... Gl

Em particular a inversa de grupo A, de uma matriz A € C**" com Ind(A) = 1 ¢é dada
por

A, = F(G1F)7%Gh.
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2.4.2 Inversa de Drazin via Formula de Greville

O proximo teorema mostra a relagdo entre a inversa de Drazin e uma inversa-{1}, tal

expressao ¢ conhecida como Formula de Greville.

Teorema 2.37. [29] Se A € C"™™ com Ind(A) =k, entdo para todo inteiro | > k vale
Ad _ AI(A21+1)(1)AI

)

onde (A2 denota uma inversa-{1} de A**'. Em particular temos
Ad — AI(A2I+1>TAZ.

Demonstragao:

Escrevendo A da forma

temos que

L p o2+ b p o2+ () bt
0 N2+ 0 0

Se X é uma inversa-{1} de A?*! entao X satisfaz

A2l+1XA2l+1 — AQH—l

» ( o2+ ) iy p ( o2+ ) 1 _ p < o2+ ) i
0 0 0 0 0 0
CQH—I 0 P—lXP 021—1—1 0 B 02l+1 0
0 0 0 0 0o 0/

Seja
PlXP = < X1 X > .
Xy X,
Temos que
CA+1 X, X, O+ CA+1
(0 0><X3X4><0 o) 0 0
CQH—le C?H—le C?l-‘rl 0 CQl-‘rl 0
( 0 0 ) ( o o) 0 0
CQH—leCQH-l 0 CQH—I O
( 0 o) A
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de onde segue que
OQH_leCQH_l — C«Ql—i—l’

e portanto
Xl — 0—21—1

Sendo assim,

X, X Cc-2-1 X
pixp=|( "1 7%= 2,
X3 X4 X3 X4
e
—21—-1 X
X=P ¢ -1
X X,
Com isso

[ —20—-1 [
AlxAl = p c; S)P—HD(CX §2>P‘1P<Cg 8)}7—1
3 4

2.4.3 Inversa de Drazin via decomposicao SVD

Os préximos resultados nos permitem construir um método para encontrar a inversa de

Drazin usando decomposi¢cao em valores singulares.

Lema 2.38. [29] Sejam A, W € C™", com Ind(A) = k e W nao singular. Se R =
WAW =L, entdo
Ag =W RGW.

Demonstracao:

Primeiramente, vejamos que Ind(A) = Ind(R). De fato, como

posto(A) = posto(W ' RW) < posto(R)

posto(R) = posto(WAW 1) < posto(A),
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entdo posto(A) =posto(R), e como A¥ = W=LRFW e RF = W A*W ! segue que Ind(A) =
Ind(R).

Agora defina X = W1 R;W, vejamos que X satisfaz as equacoes
APXA=AF, XAX =X, AX =XA.
De fato,

A*XA = (WIIRWWARWWIRW = W 'RFWW ' RZWW ' RW
= W'RFRRW = WIRFW = (W IRW)* = AF,
XAX = WIRWWRWW 'RW =W 'R;RR,W = W IR,W = X;
AX = WIRWW'RW = W'RR,W = W 'R;RW =
= WIRWWIRW = XA.

Lema 2.39. [29] Seja M € C*™™ uma matriz triangular inferior por blocos
A 0
M = :

Ind(M) = Ind(C).

Se A ¢ nao singular, entao

Demonstracao:
Se Ind(M) = k, entdo posto(M*) =posto(M**1), e como

i [ A0
S\ Sk ok )

onde S(k) é uma matriz que depende de A, B e C, entdo posto(M*) = posto(A*) +
posto(C*¥), e portanto posto(A*) + posto(C*) = posto(A*!) + posto(Ck+1).
Porém, por hipétese A é ndo singular, o que implica em posto(A¥) = posto(A*1),
portanto posto(C*) = posto(C**1), de onde segue que Ind(C) = k. ]
O teorema a seguir fornece uma maneira de calcular a inversa de Drazin de uma matriz

triangular inferior por blocos sob algumas condigoes.

Teorema 2.40. [29] Se M € C"*" ¢ triangular inferior por blocos
B
T
By, N

108



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

com By € C¥*¢ ndo singular e N € C™*' uma matriz estritamente triangular inferior,

B~ 0
My = - ,
XBt 0

onde X € solucao da equacao matricial XBy — NX = By. Além disso, se r; € a i-ésima

entao

linha de By, entao as linhas x; de X sao recursivamente dadas por

—1
xr = TlBl 5

i—1
Ti = <T¢+§ niﬂj) Bi', parai=23,...s.
i=1

v Byt 0
XBt o)’

onde X é solucao da equacao matricial XB; — NX = B,. Vejamos que Y satisfaz as

Demonstracao:

Seja

equacoes da inversa de Drazin. Note que

e (B0 _( B o0
By N S(p) N* )’

onde S(p) depende de By, By e N. Além disso, como N é estritamente triangular inferior,

entao N? = 0 para p > t, assim temos
Bt 0 Bt 0 By 0
S(t) Nt XBt 0 By N
B! 0 o\ _( B 0o)_( B 0 o
S(t) 0 X 0 S(t) 0 S(t) Nt
VY — Bi' 0 B, 0 Bi' 0
XB' 0 By N XB' 0
(I 0 B' 0N _ [ BT 0N _
X o0 xBt o) \xB' o)

Agora, como X é solucao de XB; — NX = By, entao By + NX = X By e como B; é nao

MY M
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singular temos ByB; ' + NXB;' = X, assim
B B! I
Uy — 1 0 1 0 _ 0
By N XBt o ByBy' + NXB;i' 0

I -1
_ 0y _( B 0 By 0 v
X 0 XBt o By, N

de onde segue que My = Y. Além disso, da expressdo BoB;' + NXB;' = X, e do fato

de que N é estritamente triangular inferior segue que
_ —1
Ty = mB;,
i—1
xr, = <7"i + Znijxj> Bl_l, 1 Z 2.
j=1

u
Com base nos resultados anteriores podemos construir o seguinte algoritmo para en-

contrar a inversa de Drazin.

1. Dada a matriz A € C™*", decomponha A em valores singulares

AzU(2 O)V*.
0 0

Se ¥ € C™", entao Ay = A~! = VX ~1U*, caso contrario escreva

2 0 20 AR 0
VAV = VU VYV = VU = 0 :
0 0 0 0 A5 0

2. Agora decomponha Aﬁ) em valores singulares

S0
AY ! V.
11 1 0 0 1

1) o~ . [ ..
Se Agl) ¢ nao singular va para o passo 4, caso contrario escreva

¥ 0 S0 AP o
x 4 (1) _\/* 1 * _Y/x 1 _ 11
VY1A11V'1—‘/1U1< 0 0)‘/1‘/1_‘/1(]1( 0 0)—(A(221) 0 .

Assim,
AR Vi 0 VrARY V| 0 Al 010
( ! )V*AV( ' ):( L ): AR 0 |0
0 I 0 I Ay’ ‘ 0 49 4@ ‘ 0
31 32
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3. Continue decompondo AgT) em valores singulares e multiplicando

Vm 0 mel 0 . Vl 0 V*AV V1 0 o mel 0 Vm 0
0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I

para obter AgTH). Se Aﬁ) = (0 entao A é nilpotente e A; = 0. Se Aﬁ) ¢ nao

singular, entao va para o passo 4.

4. Nos passos anteriores construimos a matriz

AR 0
Al 0 .
B | 0
* k k . . 1
waw = Al | oAl e ( By | N )

. . . . 2
k k k

Al(c+)1,1 Al(wzl,z Al(szl,k 0

onde B; é nao singular, N é estritamente triangular inferior e W é uma matriz

unitaria dada por

b (Ve o (Vew o) (w0,
0 I 0 I 0 I

Segue do Lema 2.38 que Ay = W*(WAW™*),W, e como W AW™ satisfaz as condigoes

do Teorema 2.40, temos que

Bt 0
Ag =W (WAW*), W = W* - W,
XB; 0
onde X ¢ a solugao de X By — NX = By, que é dada por

1—1
— r B! =+ .| BTL
X1 ="mby, Ty = T TLZ]ZE] 1 >
j=1

onde r; é a i-ésima linha de By e x; é a i-ésima linha de X.
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Capitulo 3

Novos métodos computacionais para
inversas generalizadas baseados em

decomposicao conjugada

Neste capitulo apresentamos os métodos diretos propostos neste trabalho, os quais con-
sistem em um método direto para encontrar a inversa de Moore-Penrose, e um método
direto para encontrar a inversa de Drazin, ambos baseados na decomposicao conjugada

reduzida de matrizes, a qual sera definida adiante.

3.1 Decomposicao Conjugada

A decomposigao conjugada foi proposta por Wang e Yuan em [30], a qual consiste em
decompor uma matriz A € C™*" com posto r em A = QI'Z~! com Q € C™*™ unitdria,
I' € C™" com elementos nao nulos apenas nos primeiros r elementos da diagonal, e
7 € C™™ nao singular. Alternativamente, A pode ser decomposta em A = S™'T'U onde
S € C™*™ ¢é nao singular, I' € C™*™ possui elementos nao nulos apenas nos primeiros r
elementos da diagonal, e U € C™*™ é unitaria.

Para os métodos propostos neste trabalho, usaremos a decomposi¢ao conjugada em
um formato um pouco diferente do proposto em [30], conforme sugerido pelos resultados

a seguir.

Definigao 3.1. [30] Seja A € C™*" uma matriz Hermitiana positiva definida. Temos que

21,722, .-, 2n, com z; € C" ¢ =1,2,...n, sao vetores conjugados de A se satisfazem

2fAz; >0 se i=7

{z;“Azjzo se 1#£]
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Lema 3.2. [30] Se A € C™" é uma matriz Hermitiana positiva semidefinida, com

posto(A) = r, entdo existe uma matriz nao singular Z € C"*™ tal que
Z*AZ =D

sendo D =diag(z{ Az, 25 Aze, ..., 25 Az, 0,...,0), e 21 Azy > 25 Aze > ... > 28 Az, > 0.

Demonstracao:

Como A é Hermitiana positiva semidefinida, (x,y) = z*Ay define um pseudo pro-

duto interno. Seja {uj,us,...,u,} uma base para R(A). Aplicando o processo de
Gram-Schmidt com o pseudo produto interno (x,y) = z*Ay em {uy,us,...,u,} obte-
mos {21, 22, . . ., 2, } satisfazendo

2fAz; =0, se 1 # 7,
2fAz; >0, se 1=].

Agora, tome n—r vetores {z,41, 2y 49, . .., 2, } de C" de forma que {241, zr42, .. ., 2n} s€ja
uma base para N'(A) e defina Z = (21, 29, ..., 2,). Temos que Z é nao singular e
Dy 0
Z*AZ = ! 7
0 O
com Dy =diag(z; Az, 25Az0, ..., 25 Az,). ]

Teorema 3.3. Se A € C™™ com m > n e posto(A) = r, entdo existe uma matriz nao
singular Z € C™™ e uma matriz Q € C™*" satisfazendo Q*Q = I,,, tal que A = QT'Z 71,
com T' = diag(v,72, .- y7) €C™", > > ...>27% >0=...="79, 67 =

RFAY Az, 1 =1,2, . 7.

Demonstracao:
Como A*A é Hermitiana e positiva semidefinida, pelo Lema 3.2 temos que existe

Z = [z1,29,...,2,) € C™" ndo singular tal que
Z"A*AZ = D, D =diag(ziA" Az, 25 A" Azo, ..., 2 A" A2,,0,...,0).

Defina v; = /2 A*Az; parai=1,2,...,r, ' = diag(v1,v2,...,7%,0...,0) € C*" e

¢ = %Azi eC™ i=1,2,...,7. Note que

) .
*A*Azj:{() S i,7=1,2,...,m

) 1
S0 = z
RN e P - o el se i

Entao, ¢;, 1 =1,2,...,r sdo vetores ortonormais.
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Agora, escolha n —r vetores ¢,41,...,q, € C™ de forma que ¢y, ..., q, sejam ortonor-
mais. Como z; € N(A),i=r+1,...,n, entao

A[217227 ey Zn] = [Qh q2, - - . 7QTL]F7

o que resulta em AZ = QT', e portanto A = QI'Z~ !, com

qr Can G o Gl
. 03 GO B Gan
QQ: . [Q17Q27"‘7qn]: . . . :-[n
0 On a0 0 Cdn

Teorema 3.4. Se A € C™", com m < n e posto(A) = r, entdo existe uma matriz ndo
singular S € C™™ ¢ uma matriz U € C™*" satisfazendo UU* = I,,, tal que A = ST'T'U,

com I € C™*™ T' = diag(v1,%2, -3 0,...,0), 1> >...2%>0=...=9,, €
fyi: 1/3:1414*31‘7 /L: 1’27“",’,.‘
Demonstracao:

Aplicando o Teorema 3.3 em A* segue que A* = QI'Z~!, assim
A= (A% = (QUZ7Y = (Z71)T'Q" = (2)7'TQ".
Considere S = Z* e U = Q*, entao
A=S"TU e UU*=Q*(Q")" =Q*Q = I,

]

As decomposicoes mostradas nos Teoremas 3.3 e 3.4 sao chamadas de decomposigao
conjugada reduzida de A. Tal decomposicao pode ser executada de diversas maneiras,
aqui consideramos duas delas. Um caminho é usar o processo de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt modificado com o pseudo produto interno (x,y)a-4 = x*A*Ay, o que é
estdvel no sentido de manter a matriz ) (ou U quando m < n) com colunas ortonormais,
porém esse processo utiliza 21, 2o, ..., 2; para encontrar z;,;. Outra maneira de executar
a decomposicao conjugada ¢ pelo método de gradientes conjugados aplicado no sistema
A*Ax = b, para algum vetor b, esse processo tem a vantagem de usar apenas o vetor
z; para computar z;.1, porém esse processo nao ¢ estavel, pois conforme aumentamos o
tamanho das matrizes, as colunas de () deixam de ser ortonormais. Os algoritmos 2 e
3 mostram como obter a decomposi¢cao conjugada reduzida via processo de ortonorma-
lizagao de Gram-Schmidt modificado (GSM) e via método de gradientes conjugados (GC)

respectivamente.
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Algoritmo 2. Decomposicao conjugada reduzida via GSM.
Dada A € C™*" com m > n, escolha p1,po,...,p, em C" L.I. e uma tolerancia tol
k1 =0, ko=0
Para ¢ = 1 até n faca
Para j =1 até ¢ — 1 faga:

Se g; > tol faca:
piA™Ap;

Di=pi— =g Pj
fim do se
fim do para
gi = p; A" Ap;
Se g; > tol
ki=Fki+1, =0, Q= iflpi, 2k = Pi

Se nao, faca:
ko =ko+1, Zp, =pi
Fim do se
Fim do para
Z = [21,22y oy Zhyy 215 22, -+« Zks)]
Escolha qx, 11, qx,+2,- -, qn tal que q1,¢qo, ..., g, seja L.I
Para i = k1 + 1 até n faga:
Para j = k1 +1 até i — 1 faga:
G = qi — ZZJ qj
Fim do para

Fim do para

Algoritmo 3. Decomposicao conjugada reduzida via GC.
Dada A € C™*™ com m > n, escolha r1 # 0 e uma tolerancia tol
2 =71, m=Vald Az, Q1=%AZ1, k=0
Para ¢ = 1 até n faca:
Tigl =T — 74?:;1% A Az, d=rq + DL g = 4 A Ad

T
Se g > tol

zit1 =d, Yix1=+/9, Git1= %%rlAziH, k=k+1
Se nao

Pare
Fim do se

Fim do Para
Para ¢ =k + 1 até n faca:
Para j =k + 1 até i — 1 faca:
4 = qi — ZZ] aq;j
Fim do para

Fim do para

Escolha pg 11, prt2, - - - Pn em N (A)
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3.2 Inversa de Moore-Penrose via decomposicao con-

jugada

3.2.1 O método

No capitulo anterior vimos que em geral os métodos diretos para encontrar a inversa de
Moore-Penrose sao baseados em decomposigoes. Nesta secao apresentaremos um método
direto para encontrar a inversa de Moore-Penrose via decomposicao conjugada. O préximo
teorema mostra que a inversa de Moore-Penrose de uma matriz de posto completo pode

ser construida a partir da decomposicao conjugada reduzida.

Teorema 3.5. Seja A € C™"™ com m > n e posto(A) = n, e seja A = QUZ™! a

decomposicao conjugada reduzida de A. Temos que
Al = ZT71Q",

Demonstracao:
Considere A = QI'Z~! a decomposicao conjugada reduzida de A, defina X = ZI'"1Q*.
Precisamos verificar que X é solucao das equagdes de Penrose (1.1)-(1.4). De fato, como

posto(A) = n, entao posto(I') = n, de onde segue que I' é nao singular, assim

AXA = AZT'Q*QUTZ'= AZT'TZ = AZ71Z = 4,

XAX = ZI'Q*Qrz7'X =21"'127'X =27"'X = X;

(AX)* = (QUrZ7'ZI''Q")* = (QIT'Q")* = (QQ")" = QQ* = AX;
(XA = (ZT7'Q*Qrz Y = (zT ' Tz Yy =(ZZz7 Yy =I' =1, = XA

De onde temos que
Al = Z17'Q".

]

Note que consideramos m > n, porém caso tenhamos m < n segue do fato de que
AT = ((A*)")* e do Teorema 3.4 que AT = U*T'~1S.

O teorema anterior mostra que AT = ZI'"'Q* para o caso em que A tem posto com-

pleto, para o caso em que A tem posto incompleto, em geral temos Af diferente de ZI' 1 Q*.

Pérem, com o uso de mais uma decomposicao conjugada é possivel construir a inversa de

Moore-Penrose de uma matriz com posto incompleto, como mostrado no teorema abaixo.

Teorema 3.6. Seja A € C™*"™, com m > n e posto(A) =r < n. Se

A=Qrz!
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€ a decomposicao conjugada reduzida de A, entdo
Al = (UFTT1S,,0)Q7,

onde S; T\ Uy € a decomposicio conjugada reduzida da submatriz formada pelas r primei-
ras linhas de T Z 1.

Demonstracao:

Como Q' = Q*, temos que

QIQIz )Tz = QQUz Yz Y =1,z )Tz =Tz T2 ),
= Mz YTz ) QQ=rzHrz ")

CzHrz Q' Q=Cz )Tz, = 1,0z Tz = Qrz )Tz,

portanto segue da proposigao 2.14 que AT = (IZ~1H)TQT = (I'Z~1)1Q*.

Porém, como posto(A) = r < n, entdo

po (T 0
0 0

sendo I' € C™*" uma matriz diagonal, com posto(I') = r, e como Z é nao singular, entao

rz-!= Fo 77t = X
00 0 )’

onde X € C™" com posto(X) = r, vejamos que (I'Z~1)T = (XT7,0). De fato, basta

mostrar que (X', 0) satisfaz as equagoes de Penrose (1.1)-(1.4).
(o) (5) = () () -(7)-(3)
0 0 0 O 0 0 0
(X1,0) ( )0( ) (X1,0) = XTX(X'0)= (XXX 0)=(X"0);
(5)oo] = {57 0)) - (52)
0 0 O 0 0
_ (XXT 0>2<X>(XT70);
0 0 0
[(XT,O) < )0( )] = (XTX) = X'X = (XT,0) < )0( ) :
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Agora, considere a decomposicao conjugada reduzida de X dada por X = S;'T\Uy,

como X tem posto completo entdo XT = U;T'['S;, portanto

;
(rz=1)" = ( )0( ) = (X1,0) = (UT1'5,,0),

de onde segue que
Al = (TZ27HQ* = (U;TTS,0)Q".

[

O teorema acima descreve um método direto para encontrar a inversa de Moore-
Penrose usando decomposicao conjugada reduzida. Vale ressaltar que da maneira como
exposto no Teorema 3.6, nao se faz necessario computar as n colunas da matriz (), basta
que sejam calculadas as r primeiras colunas. Dessa forma o produto QQ* A fornece a matriz
de posto completo desejada. Além disso, nao é necessario conhecer as n — r ultimas
colunas de @ para calcular AT = (U;T71S1,0)Q*. O Algoritmo 4 descreve o método

direto mostrado nos Teoremas 3.5 e 3.6

Algoritmo 4. Inversa de Moore-Penrose via decomposicao conjugada
Dada A € C"™*" com m > n e posto(4) =r
Compute Q € C™*" ' € C™*", Z € C"™*" via decomposicao conjugada reduzida de A
Se r < n entao faca:
X =QA
Compute a decomposicao conjugada reduzida de X, obtendo Uy, I'y e Sy
Compute X = U;T;'S)
Compute AT = XTQ*
Se nao, faca:
Compute AT = ZT1Q*

Fim do se

3.2.2 Exemplos numéricos

Os testes abaixo foram realizados usando o software MATLAB.

Exemplo 3.1. Neste exemplo, consideramos algumas matrizes aleatorias, de posto com-
pleto e incompleto, geradas pelo comando “rand” do MATLAB, e computamos a inversa
de Moore-Penrose de tais matrizes usando a decomposi¢ao conjugada executada com o
método de gradientes conjugados. A tabela 3.1 mostra o erro obtido para cada matriz,
comparado na norma-2 com A" obtida via SVD. Além disso analisamos a ortonormali-
dade da matriz () obtida na decomposicao conjugada através da norma-2 da diferenca

Q*Q — I,,, onde I, denota a matriz identidade de ordem n.
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mxn | posto | [|[X — AT, |]Q*Q — L.
Sx4 | 4 [50lx107]202x10 !
8§ x4 2 9,39 x 1071¢ | 2,75 x 1071°

20 x 10 10 1,18 0,99

20 x 10 > 3,01 x 1071° 2,90

80 x50 | 50 0,88 6,00

80 x50 | 30 |4,69x 1074 13,10

Tabela 3.1: Erro cometido ao aproximar A" via decomposicdao conjugada executada com
o método de gradientes conjugados.

Como podemos notar, quando aumentamos o tamanho da matriz, rapidamente as colu-
nas da matriz QQ perdem a ortonormalidade, com isso QT difere de Q*, e consequentemente
a matriz ZI'1Q* difere de AT.

Exemplo 3.2. Neste exemplo, assim como no exemplo anterior, consideramos matrizes
aleatorias, e computamos a inversa de Moore-Penrose de tais matrizes usando a decom-
posi¢ao conjugada executada com o processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt mo-

dificado. A tabela 3.2 mostra o erro obtido para cada matriz, comparado na norma-2 com

AT obtida via SVD, e a norma-2 da diferenca Q*Q — I,,.

mxn | posto| [X—A, [Q°Q— Ll
8x6 6 |7,76x107 [ 2,74 x 107
8x6 3 14,95x 10710 | 1,47 x 1071

50 x 30 30 [5,09%x 107 [561x10""
50 x 30 20 [6,89 x 107 | 4,90 x 10~
100 x 70 70 [2,79x 1072 ] 2,16 x 10712
100 x 70 40 [2,67x1078[2,01 x 1073
800 x 500 | 500 | 1,14 x 10710 3,56 x 10~1°
800 x 500 | 200 | 8,56 x 107 [ 1,26 x 10~
4000 x 2000 | 2000 | 3,29 x 1071 | 3,06 x 10710
4000 x 2000 | 1200 | 2,97 x 10712 | 7,75 x 10~

Tabela 3.2: Erro cometido ao aproximar A’ via decomposicao conjugada executada com
o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt modificado.

Como podemos notar, mesmo para tamanhos maiores, as colunas de () se mantém
ortonormais, e as aproximacoes de A" obtidas pela decomposicdo conjugada apresentam

erro pequeno.

Nos exemplos abaixo usamos o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt mo-
dificado para obter a decomposicao conjugada reduzida, nesse processo, 7; é considerado
nulo se 7; < tol, para alguma tolerancia tol estabelecida. A menos que seja especificado,

a tolerancia padrao utilizada foi 1078.
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Exemplo 3.3. Encontre a inversa de Moore-Penrose da matriz

3 =2 1

1 -2 -1 3
. 1 4 5 =3

2 0 2 2

4 2 6

2 -1 1

Calculando uma decomposigao conjugada reduzida de A até o posto de A, obtemos

0,3753 —0,5287
0,0564 —0,4146 0,0758 0,8480
o 0,3656  0,6581 ’F:<9,2165 0 )eZ 0,3299 0,4857

0,3180 —0,1141 00,3350 0,7695 —0,6464
0,7410 0,1294 0,6244 —0,2206
0,2674 —0,2929

Isso nos mostra que posto(A) = 2, portanto precisamos de mais uma decomposi¢ao con-

jugada reduzida. Computando Q*A obtemos

0" A — 5,6846 1,8136 7,4982 3,8709 \ [ Y
~\ —1,6388 5,0706 3,4317 —6,7094 ) \ 0 )’

com Y € C?**. Agora, calculamos a decomposicdo conjugada Y = S;'T'1U;, obtendo
0,6724 0,3610 7,6952 0
S]. = arl =
—0,1825 0,4287 0 4, 3895

B 0,4198 0,3964 0,8162 0,0234
b —0,3964 0,4198 0,0234 —0,8162 /)

Portanto, a inversa de Moore-Penrose de A é dada por

0,0300  0,0109  0,0069  0,0191 0,0369 0,0198
—0,0251 —0,0237 0,0455 —0,0013 0,0204 —-0,0129

AT — (Uikrl_lsl)Q* — ) 9 9 I ) ) ’
0,0049 —0,0129 0,0524 0,0178 0,0574 0,0069

0,0551  0,0346 —0,038 0,0204 0,0165 0,0326

com residuo max{||AX A—Alls, | XAX — X |lo, | (AX)* — AX||a, [ (X A)* — X A||s} = 3,76 x
10715,
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Para o préximo exemplo, vamos considerar o seguinte problema teste:

Problema Teste 3.1. [14]. Neste problema teste consideramos uma equagao de Fredholm

da forma
b
g(s):/ K(t,s)f(t)dt. (3.1)

com o nucleo K (t,s) e a solugao f(t) dadas por

sen(u)

2
K(t,s) = (cos(s) + cos(t)) ( ) e f(t)= age— 1 —t)? | a26—02(t—t2)2’

u
onde u = 7(sen(s) + sen(t)), a;,¢;,t; € Rparai=1,2et,s € [—g, %} Neste caso foram
usados os seguintes valores: a; = 2; ao = 1; ¢ = 6; ¢ = 2; t1 = 0,8; t, = —0,5. A
rotina do MATLAB shaw.m de [14] fornece: uma matriz A € C"*" da discretizagao de
K (t, s) mal condicionada, a solugao exata x baseada em f(t), e o lado direito b da equagao

construido a partir de b = Ax.

Exemplo 3.4. Neste exemplo resolvemos o Problema Teste 3.1 usando o método baseado
em decomposi¢ao conjugada. A,b e x sdo obtidos a partir da rotina shaw.m de [14] para
n = 128. Neste caso a matriz A obtida é muito mal condicionada (ntimero de condigdo
de A: 2,46 x 10%°). X ¢ calculada via decomposigao conjugada. A figura 3.1 mostra a
solugao exata x e a aproximacgao calculada z,, = Xb para os seguintes valores de tol:
tol = 10716, tol = 1073% e tol = 10732 respectivamente. Neste caso o algoritmo identificou
os seguintes valores para o posto de A: r = 13, r = 25 e r = 128 respectivamente. Sabemos
previamente que posto(A) = 128, porém o que podemos perceber é que quando tentamos
calcular a inversa de Moore-Penrose de A com valores muito pequenos para -;, 0 processo
se torna instavel. Ao considerar uma tolerancia maior, na pratica aproximamos a matriz
A por uma matriz B, cujo posto(B) <posto(A), e calculamos BY, entdao consideramos que
AT =~ BT, o que pode ser usado para obter boas aproximacoes da solucdo exata x, como
mostra a figura 3.1.

Ainda no mesmo exemplo, considerando que em aplica¢oes envolvendo matrizes mal
condicionadas, em geral o vetor b contém pequenas perturbacgoes, testamos também a
solucao do sistema Axr = b, onde b = b+ e, com um determinado nivel de ruido, repre-
sentado por NL (Noise level). A figura 3.2 compara a solugao exata x com a solugao
aproximada x,, = X 5, onde X ¢é obtido pela decomposicao conjugada usando tol = 107°
e tol = 107! respectivamente. Note que a mesma tolerancia que capturou uma boa
aproximacao para o caso de b sem ruidos nao obteve sucesso nesse caso, porém com uma

tolerancia maior foi possivel capturar melhores aproximacoes.
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(a) tol = 10716, (b) tol = 1075°. (c) tol = 10752,

Figura 3.1: Solugao exata do Problema Teste 3.1 e solugao aproximada construida por
Xb, onde X é calculada por decomposicao conjugada com tolerancias: 1071¢, 1073 e
10732 respectivamente.

x 10
2.5 T T T 3 T T T
X | X
27 Xap 1 2 | — = X |
| /"
r
15 1 | | \ N A ‘ /\\ I |
. \ Vo I I
= = | \ ! \ / \ \ \
= 1 ] £ 0 T 7 L — 1
| \ \ \ / Vo
by NG v \ \ |
051 b -1t | J 7 \/ i
| |
/
I
ot - -2t L
-0.5 -3 : : ;
-2 -1 1 2 -2 -1 0 1 2
t t
(a) tol = 1075. (b) tol = 10716.

Figura 3.2: Solugao exata do Problema Teste 3.1 e solugao aproximada construida por
Xb, onde X é calculada por decomposigao conjugada com tolerancias: 107% e 10716 res-
pectivamente, e b = b + ¢ com NL= 0, 0010.

O Exemplo 3.4 mostra que o método baseado em decomposi¢ao conjugada pode ser
usado em problemas mal condicionados, desde que consideremos uma tolerancia adequada

para identificar quando ~; é nulo.

3.3 Inversa de Drazin via decomposicao conjugada

3.3.1 O método

No capitulo anterior vimos um método direto para calcular a inversa de Drazin baseado
em SVD. Considerando uma matriz A € C™" com Ind(A) = k, tal método faz uso de
k decomposicoes em valores singulares. Nesta secao propomos um método direto para
encontrar a inversa de Drazin baseado em decomposi¢ao conjugada reduzida, o método é

descrito abaixo:
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1. Dada a matriz A € C™"*", faca a decomposicao conjugada de A

A=S"1 bo U
0 0

Se ' € C™", entao Ay = A~ = U*T'"1S, caso contrario escreva

r r AW
UAU*:U51< 0>UU*:U51< 0>:< 0 0).
0 0 0 0 AW 0

2. Agora faca a decomposicao conjugada de Aﬁ)

I, 0
P U,.
11 1 0 0 1

1), o~ . [ [
Se Agl) ¢ nao singular va para o passo 4, caso contrario escreva

(T o0 I A® o
U, AVUr = U S ( ) U U; = Uy St ( ) = ( .
0 0 0 0 AP o

Assim,
U, 0 Us 0 U, AV | o A7 0 10
( 1 )UAU*< 1 >:< 1(11)1 *1 >: Ag) 0 0
0 I 0 I APy o S
AY AP o

3. Continue fazendo a decomposicao conjugada de A&T) e multiplicando

Upn 0 Unt 0\ (U0 0\ (U 0 (Ui O U 0
0 I 0o I 0 I 0 I 0 I 0 I

para obter AgTH). Se Aﬁ) = 0 entao A é nilpotente e A; = 0. Se Aﬁ) ¢ nao

singular, entao va para o passo 4.

4. Nos passos anteriores construimos a matriz

A 0
AR 1o : o 1o
* k k . . 1
wWAW* = [ AP | 4Af - C| = < T )
. . . 2
k k k
A](C-‘Zl,l A;Jsz T Al(c—zl,k 0
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Onde Bj; é nao singular, N é estritamente triangular inferior e W é uma matriz

unitaria dada por

Ui_ _
W k-1 O Ui—2 0 Ui 0 U
0 I 0 I 0 I

Segue do Lema 2.38 que Ay = W*(WAW™*),W, e como W AW* satisfaz as condi¢oes

do Teorema 2.40, temos que

B' 0
Ag = WH(WAW*) W = W* - W
XB' o

onde X é a solucao de X By — NX = B,, que é dada por

i—1
1 1 .
T = 7’181 , XT; = (Ti + E nijacj> Bl , 2 2 2,
j=1

onde r; é a i-ésima linha de By e x; é a i-ésima linha de X.

Esse método possui um funcionamento similar ao método baseado em SVD, porém
com o uso de decomposicoes conjugadas ao invés de decomposicoes em valores singulares,
o que torna o método atraente é o fato de que a execucao da decomposicao conjugada
pode ser feita de diferentes maneiras, e em geral envolve processos de ortonormalizacao,

enquanto a SVD necessita do calculo de autovalores.

3.3.2 Exemplos numéricos

Nos exemplos a seguir usamos o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt modifi-
cado para obter a decomposicao conjugada reduzida, com +; considerado nulo se v; < tol.
Todos os testes foram realizados usando o software MATLAB, e consideramos como
padrao tol = 1078,

Exemplo 3.5. Encontre a inversa de Drazin da matriz

0O 0 0 2 O
4 1 0 2 0
A=10 -2 0 1 0
0O 0 0 2 0
2 4 -3 1
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Primeiramente decompomos A = S~!T'U, obtendo

0,2639  0,6610  0,3486  0,2294  0,4862
0,1494 —0,0923 0,3750 —0,0342 0,0979
S=1| 05333 —0,078 —0,2194 0,5693 —0,0983
—0,2857 0,1271 00,1638 —0,0801 —0,1111
0, 1530 0 0 —0,1530
I' = diag(4, 3288 0,8737 2,2366 0,6240 0)
(§]
0,8355 00,1040  0,4493 0,2769 0,1123
—0,1983 —0,8521 0,4483 0,1455 0,1121
U=| —0,2288 0,1170 —0,1758 0,9493 —0,0439
0,4586 —0,4995 —0,7124 0,0319 —0,1781
0 0 —0,2425 0 0,9701
Como I' é singular, entao calculamos
1,3835 11,0385  2,1057 0,3758 |0
—3,0865 11,9925 —1,1585 —1,0363 |0 o
UAU* = | 10,7296 —0,2837 11,5440 0,1474 |0 | = <_A85 .
—2,2835 —0,5376 0,5730 —0,9199 | 0 21
2,7517  —0,2350 —3,9914 —2,8749 | 0

com Aﬁ) € C™*. Agora decompomos Aﬁ) = S, T Uy, obtendo

0, 5345
0, 0365
0,1142
0, 7618

S

0, 5232
0, 1391

—0,1415
—0, 4688

0,8513
—0,2511
—0, 3699
—1,6067

0, 8699
—0,0973
0, 1889
0, 5819

I’y = diag(3,5044 0,7697 0,2046 0)

—0, 6394
—0,4416
—0,5213
—0, 3528

1=

0,2535
0, 5699
—0,7814
—0,0182
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0, 6655
—0, 6855
—0,2858
0,0743

-0, 2899
—0,1013
—0, 1896
0,9326

)
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Novamente temos I'; singular, entao construimos

—0,1947 0,6678 0, 6694
0,3423  3,6258 1,5706
—2,4204 —1,5041 0, 5689
1,5988  0,7272 2,2326

UAYUY =

(AP o
S\ AP o )

com AP € C¥3. Agora decompomos A2 = 55 'T,U, obtendo

oS|I O O

0,5191 0,0020 0,3232 —0,8484 —0,1270 0,5138
Sy = 0,0637 0,0724 —0,0123 |,U; = 0,1172  0,9016  0,4163
—0,6247 0,1709 0,1007 —0,5162 0,4134 —0,7501

I'y = diag(1,0404 0,3589 0,1233).

Enfim obtemos I'; nao singular, portanto Ind(A) = 2, e definindo

U
W = 0 U,
0 1

temos que
—0,1947  0,6678  0,6694 0 0
0,3423  3,6258 1,5706 0 0 A&?\ 0
WAW* = | —2,4204 —1,5041 0,5689 0 0o |=1 A2 o
1,5988  0,7272  2,2326 0 0 AD | AY
—3,6417  1,6782 0,4352 | —3,9441 0
(B0
B | N )’
sendo o
A 0 0
B =AY, B=|"2 = .
T A o

Agora calculamos

2,2125 —0,6934 —0,6892
Bit= (A = 05Ty tS, = | —1,9981  0,7548  0,2675
4,1306  —0,9546 —0,4673

126



METODOS COMPUTACIONAIS PARA INVERSAS GENERALIZADAS

e X solucao da equacao X B; — NX = B,, dada por

v [ r Byt (11,3065 —2,6910 —1,9507
o (ro + norz1 ) By! —97,7059 34,9638 32,7333 )’

onde 7; é a i-ésima linha de By. E por fim, temos que

—0,0000 —0,0000 —0,0000  0,5000  —0,0000

B g 4,0000 1,0000 0,0000 —7,0000  0,0000
Ad:W*<Xéll O)W: —8,0000 —2,0000 —0,0000 17,2500  —0,0000
—0,0000 —0,0000 —0,0000  0,5000  —0,0000

90,0000 15,0000 4,0000 —149,5000 1,0000

com residuo max{||A*X A — AF||y, || XAX — X2, [|[AX — X A2} = 2,30 x 10712,
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Capitulo 4

Um novo método iterativo para
aproximar a inversa de
Moore-Penrose baseado nas equacoes

de Penrose

No capitulo anterior vimos que alguns métodos iterativos para aproximar a inversa de
Moore-Penrose sao baseados em algumas das equagoes de Penrose (1.1)-(1.4). Nesta
segao apresentamos um método iterativo baseado nas equagoes (1.1) e (1.2).

Sejam A € C™™ ¢ X = AT. Das equagoes (1.1) e (1.2) temos que

X =XAX = XAXAX,
assim, dado § € R temos que

X = X -B(XAXAX — X)
— X - BXAXAX +BX
= X[(14B)I — BAXAX]

0 que sugere a seguinte iteragao:

Xo=aA*,  Xp=Xi[(1+6) - BY?], Yi=AX, (4.1)
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4.1 O método

Vejamos que a iteragao sugerida em (4.1) é um método iterativo consistente.

Lema 4.1. Se A € C™" ¢ X = AT, entdo a sequéncia { X} gerada pela iteragao (4.1)

satisfaz as sequintes propriedades para todo k =0,1,2,. ...
1. X AX = X,
2. XAXy = Xy,
3. (AXy)" = AXq,
4. (XA = XA

Demonstracao:

Vamos proceder por indugao.

1. Para k = 0 temos
XoAX = aA"AX = 0 A" (AX)" = aA" X" A" = a(AXA)* = aA” = X,.
Agora, supondo que a afirmagao é valida para um inteiro k, para k + 1 obtemos

X AX = [(1+ B)X) — BXRAXAXAX
= (1+ B)XpAX — BXLAXLAXLAX

2. Para k = 0 temos
XAX) = XAaA* = a(XA)*A* = aA*X*A* = a(AXA)* = aA* = X,.
Supondo a afirmacao valida para um k inteiro, para k + 1 obtemos

XAXpy = XAX[(1+8)] — BAX,AX,]
= Xi[(1+ B)] — BAX,AXy] = Xjop1.

3. Para k =0,
(AXp)" = (@AA™)" = aAA™ = AX,.
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Assumindo valido para k, segue para k + 1 que

(AXip))" = [AX 1+ B)] — BAXGAX,]]"

[(1+ B)AX), — BAXRAXAX,]"

= (14 8)(AXy)" — BAXE)" (AXK)" (AXy)"
(14 B)AXy — BAX,AXLAX,

— AXL(1+ B)T — BAXGAX,] = AXper.

4. Para k = 0 temos
(XoA)" = (aAA)" = aA™A = X A.

Supondo vélido para k, para k + 1 segue que

(Xe1 A" = [Xil(1 + B)] — BAXAX,]A)

(14 B) XA — BXLAX, AX LAl
B)(XpA)" — B(XkA) (X A)" (XikA)"
B)X4pA — BXLAXLAX, A

— Xu[(1 4 8)] — BAXLAXJA = X1 A.

= |
=
=

1+
1+

Para X} gerado pela iteragao (4.1), definimos a matriz erro Ej, por
E,. =X, — X, (4.2)

onde X = A", dessa forma podemos mostrar a seguinte relacao de recorréncia em £y 1 A.

Lema 4.2. Se A€ C™", X = AT ¢ E, = X}, — X, onde X, € gerado por (4.1), entdo
B A= —B(EyA)? — 38(ErA)? + (1 — 28)ELA.

Demonstracao:

Como Xjy1 = Xi[(1+ B)] — BAX,AXy], entao

EppiA = (Xp— X)A

= X1+ 81— BAXAX JA— XA
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Assim, segue das equacoes de Penrose e do Lema 4.1 que

—B(ELA)? = —B(XA— XA)?
= —BlXpA)? — XpAXA — XAXpA + XAXA(XA — X A)
= —BI(XpA)? — 2X, A+ XA|(Xp A — X A)
= —B[(XpA)? — XpAX AXA — 2(X,A)? + 22X, AX A +
XAX A — (XA
= —BUXRA)® — (XpA)? — 2(XpA)? + 2X,A + XA — X A
= —B(XpA)? +36(X,A)? — 38(XpA) + BXA+
(XA — XA+ X A — X,A)
= [—B(XpA) + X A + BX A — XA + [38(X,A)? —
(1+48) XA + (1 + f)X A (4.4)

Substituindo (4.4) na equacao (4.3) resulta em
By A = —B(ByA)’ = 38(X3A)” + (1 +48) XA — (1 + )X A. (4.5)
Agora, analisando o termo —33(E;A)? obtemos

—3B8(EpA)? = —33(X,A— XA)?

= —3B[(XpA)? — X AXA — XAX A+ XAX A

= —3B[(X,A)? — 2X, A + X A]

= —3B(X3A)* +68X,A—38XA

= —3B(XpA)? + (1 +48) XA — (1+ B) XA+
(28 — 1) XA+ (1 —28)X A,

assim,

—3B(XkA)* + (1 +4B8) XA — (1 + B)XA =
=3B(ErA)? + (1 - 28) XA — (1 - 20) X A, (4.6)

e a combinagao de (4.6) e (4.5) nos fornece

B A= —B(E,A)? — 38(ELA)* + (1 — 2B)ELA.

Com esses resultados, podemos mostrar a convergéncia do método.
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Teorema 4.3. Seja A € C™". Se )< a < —=2= e0< <L entdoo método iterativo
p(A*A) 3

(4.1) converge para a inversa de Moore-Penrose de A.

Demonstracao:
Defina t;, = ||EyAl|2, vamos mostrar via indugao que ty < 1V k € N. Para k = 0,
como 0 < a < m, segue do Teorema 2.32 que ty < 1. Agora, assumindo que t, < 1

para um inteiro k£, do Lema 4.2 temos que

teer = || = B(ERA)? — 38(ErA)* + (1 — 28)Ep Al
< |II = Bl(ExA)? + 3B A + 20)|| oty (4.7)

Agora, do Lema 4.1 segue que ExA é uma matriz Hermitiana e portanto I — 3[(EyA)? +
3ELA + 21] é Hermitiana, assim

11— Bl(ExA)? + 3B, A+21l, = p(I—B(BExA)® + 3EA + 21])
= max|l — B\ + 3\ +2)],

onde \; sao os autovalores da matriz EyA. Como E,A é Hermitiana, usando a hipdtese

de indugao temos que

p(EA) = || EpAlls < 1,
o que implica em —1 < \; < 1, e portanto
0< A +3)\+2<6,
ede 8 < % segue que
0< B +3\+2) <2,

implicando
—1<1=B\+3\+2) <1,

e portanto
11— B\ +3\+2)] <1,

0 que mostra que
|1 — B[(EA)? + 3E, A+ 21| < 1.

Assim, da equagao (4.7) temos que t;y1 < t; < 1, concluindo que a sequéncia {t;} é
uma sequéncia decrescente com limite inferior 0, e como ty < 1 entao t, — t para algum
tel0,1).
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Vejamos que t = 0. De fato, usando novamente o Lema 4.2 temos que

1Al = || = B(ERA)” = 38(ExA)* + (1 — 28)Ex Al
< M = BI(ERA)? + 3ELA + 21 ||| B Al (4.8)
Porém, como I — B[(E,A)? 4+ 3E,A + 21| é Hermitiana temos
11— BUBAY + 8B, A+ 20]]s = max[L — (2 + 3, + 2]

para A; autovalor de E,A, com i = i,2,...,n. De tg < 1, existe € > 0 pequeno, nao

dependendo de k, tal que t5 < 1 — ¢, e segue do fato de t;, < tp_1 < ... <ty que
—l+e<i<l—¢ 1=1,2,...,n,
assim

(—1+e?+3(-1+6e)+2 < N+3Nn+2<(1—€?+3(1—¢) +2
E€+e < AN+3N+2<6— (5e —€%),

multiplicando por g > 0, obtemos
B(e® 4+ €) < B(AF + 3\ +2) < B[6 — (5e — €2)],
e como 0 < < %, segue que

B +¢) < B2+ 3N +2) <2 — %(56 _ &

1
—1+§(5€—62)<1—ﬁ()\?+3)\i+2)<1—B(€2+6).

Agora, definindo

1
v = 7(€) = min {5(56 — ), B(e® + 6)} > 0,
temos que
11— BN +3\+2)|<1—7, para i=12,...,n.
assim,

11 — Bl(ExA)? +3E A+ 2]]||ls<1—7, VkeN.

e tomando o limite quando & tende a infinito em (4.8), como 7 néo depende de k, obtemos

t < lim |[I = B[(ExA)” + 3EpA + 21 [2[| ExAll2 < (1= )1,
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e como v > 0 segue que t = 0.

Dessa forma, usando o Lema 4.1 e as equagoes de Penrose obtemos
[Ekll2 = | Xk — X2 = [ XpAX — XAX|l2 < | ERA2]| X]]2
e quando k£ — oo temos
i B> < Jim [|BA] X, = .

de onde segue que X}, converge para X = Af. [
O préximo teorema mostra que a convergéncia do método € linear, além de explicitar

cada termo do erro.

Teorema 4.4. Seja A € C™*". Temos que a matriz Ey, definida por (4.2) satisfaz
Eri1 = (1 —208)Ey — 3ELAE, — BELAELAE. (4.9)

Demonstracao:

Como Ej = X — X entdo X = Fy+ X, e substituindo essa expressao em (4.1) temos

Xir1 = (B +X)[(14+56)I — BA(E, + X)A(E), + X)]
= (14 8)(Ex+ X) — B(Ex + X)A(Ey, + X)A(E), + X)
= (14 8)(Ey+ X) — B(ELAE,AE, + E,AE,AX + E,AX AE,+
ELAXAX + XAELAE), + XAELAX + XAXAE, + XAXAX ).

Segue do Lema 4.1 e das equacoes de Penrose que FLAX = E, e XAFE, = E}, assim

Xir1 = (L+08)(Er+X) — B(ELAELAE + 3ELAE, + 3B, + X)
= E.+ X+ BE,+ BX — BE,AELAE),, — 38E,AE), — 38E), — BX
= X+ (1-208)Ey —30ELAE, — BELAELAEY,

de onde temos que
Eri1= X1 — X = (1 —28)Ey — 3BELAE, — BELAELAE.

[
Como podemos ver pelo teorema acima, a taxa de convergéncia ¢ linear, além disso, a
constante que multiplica o termo linear é (1 — 2/3), o que nos mostram que para valores

de 8 mais préximos de %, teremos uma constante menor, melhorando a convergéncia.
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Daqui em diante, por || - || denotamos uma norma matricial submultiplicativa. O

Algoritmo 5 resume o método iterativo 4.1.

Algoritmo 5. Algoritmo para aproximar a inversa de Moore-Penrose.
Dados A, «, 3, tol,
Xo = aA*,
Para k = 0,1, faca
Y, = AX,
Xy = Xi[(1 + B = BYY],
k= [ Xepr — X[,
Fim do para
k=2,
Enquanto o critério de parada nao for satisfeito, faca
Y, = AX,,
Xip1 = Xi[(1+ B — BYZ],
e = [ Xpp1 — Xill,
k=Fk+1,

Fim do enquanto

4.2 Critérios de parada

O algoritmo 5 pede que a iteracao seja executada até que o critério de parada seja satis-
feito, por isso, para que o método esteja completo precisamos estabelecer quando parar
de iterar, ou seja, algum critério facil de ser avaliado que permita concluir que X} esta
proximo o suficiente da inversa de Moore-Penrose.

O critério mais comumente usado € verificar o decréscimo no tamanho do erro E; =

X — X, o qual pode ser medido sem o conhecimento prévio da solucdo X = AT, pois
|Bris = Bull = (Xess = X) = (e = 20| = [ Xsr — Xl
Assim, um critério a ser usado é
| X1 — Xkl < tol, (4.10)

onde tol é uma tolerancia estabelecida.

O préximo teorema nos fornece um critério de parada alternativo.
Teorema 4.5. Considere o método iterativo definido por (4.1). Se ty = |ExA|, ex =

|Ex|| €k = || Ert1 — Exl||, para alguma norma matricial submultiplicativa || - ||, entdo

.tk S| . Tkt
lim —% = lim 4= = lim = =1 — 2.
k—o0 tk k—oco € k—oo T
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Demonstracao:

Segue do Lema 4.2 e da desigualdade triangular que
trpa < B+ 366 + (1 = 2B),
dividindo por t; e tomando o limite em k temos

t
lim < lim (882 + 36t + (1 - 28)),
k—o0

k—o00 tk

e como limy_,o tx = 0, temos

t
lim =+ <123

k—o0 tk

Por outro lado, segue do Lema 4.2 que
Er1 A+ B(ERA)? + 3B(EpA)? = (1 — 28)ELA,
0 que é 0 mesmo que
thyr + Bt + 3615 > (1 — 26)t,

portanto
ter1 > — Bt — 36t + (1 — 28)ty.

Dividindo por t; e tomando o limite quando k tende a infinito temos

t
lim = > lim —f¢2 — 38tp + (1 — 28),

k—o00 tk k—00

e como tj converge para zero, obtemos

lim L > (1—28).

k—o00 tk

De (4.11) e (4.12) segue que

t
lim =+ =1 - 23,

k—o0 tk‘

Usando a mesma ideia na relacao de recorréncia do Teorema 4.4 obtemos
2 3 2
er1 < (1 —28)ex + 3Ber | All + Bex || Al
dividindo por eg, e usando que e, converge para zero, temos que
€L+1

lim 2L <198,
k—o0 €k
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Usando novamente o Teorema 4.4, temos que
Exi1 4+ 38ELAE) + BELAELAE, = (1 — 28)Ey,
tomando a norma || - || em ambos os lados, resulta em
err1 + 3Bek Al + BeRllAI* = (1 - 2B)ex,
dividindo por e, e tomando o limite, como e, converge para zero, temos que

lim 2 > 1 9. (4.14)

k—o0 €L

De (4.13) e (4.14) temos

lim L — 1 _ 98,
k—oo €k

Agora, para 7, basta subtrair Ej na relagao de recorréncia do Teorema 4.4 e tomar a

norma || - || em ambos os lados que obtemos
i < 2Ber, + 3Ber]| All + Bexl | All%,

dividindo por e; em ambos os lados, e tomando o limite para k tendendo a infinito temos

que
lim £ < 2. (4.15)

k—oo ek

Por outro lado, da relagao de recorréncia do Teorema 4.4 podemos escrever
Ey1 — By + 30EAE, + BELAELAE, = —20E)
e tomando a norma || - || em ambos os lados temos
rie + 38ei ]| All + Berl| All? > 28ey,

assim

re > 2Bex — 3Bei || All — Bei]| Al

dividindo por e e tomando o limite em £ temos

. TE
— > 20. .
L (410
De (4.15) e (4.16) segue que
lim & = 28,
k—o0 €k
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Repetindo o mesmo procedimento para k£ + 1 no lugar de k obtemos

. Tk+1
lim —— = 20,

Tk4+1 Tk+1
. Tk+1 . e €k+1 . e . €k+1
lim — = lim | === | = lim | == | lim { — ) =1—24.
k—oo Tk k—o0 Tk (% k—o0 Tk k—o0 (%
ek e

assim

u
O teorema anterior mostra que podemos usar como critério de parada a expresséo
r
k+1 (1 . 25)‘ < tOl, (417)
Tk

onde tol é a tolerancia previamente estabelecida.

4.3 Influéncia dos erros de arredondamento

Erros de arredondamento sempre ocorrem quando lidamos com aritmética de ponto flu-
tuante, e nesta se¢do vamos considerar a influéncia desses erros no método iterativo (4.1).
A consequéncia é que a matriz computada, a qual chamaremos de X}, difere da matriz
Xy por uma matriz erro A,. Vejamos agora algumas consequéncias desse erro.

Considere o processo iterativo
Vi, = AXy,  Xpp = X1+ B)I — BY (4.18)

onde Xk = Xk + Ak

Lema 4.6. A sequéncia Xy, gerada pelo método 4.1 satisfaz R(Xy) = R(A*) e N(X}) =
N(A¥).

Demonstracao:

Para k = 0 temos que Xy = aA*, como a # 0 claramente temos R(X,) = R(A*) e
N(Xo) = N(A*).

Agora, para k > 0 inteiro arbitrario, tome y € N (Xj), entao

Xy = (14 8)Xoy — BXoAXAXoy =0
Xoy = (14 8)Xwy—X1AX1AX 1y =0
Xpy = (14 B8)Xpo1y — bXp1AXp 1 AX1y =0,

assim, N(A*) = N(Xo) C N(Xl) (GIEEENE N(Xk)
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Agora tome y € R(Xy), entdo existe z € C™ tal que Xz = y, assim
y=Xpz2=(14+08) X 12 — BXp 1AXp 1AX) 12 = X5 1[(1 + B)z — BAX, 1AXk_12],
portanto y € R(Xx_1). Repetindo o processo obtemos
R(Xk) C R(Xg_1) C -+ C R(Xp) =R(A").

Defina U = | J, .y N (Xi). Se y € U, entao y € N (X)) para algum [ € N, o que implica
que y € N(X}) para todo k > [, ou seja, Xy = 0 Vk > [. Pelo Teorema 4.3 temos

Xy = klim Xry =0,
portanto y € N (X) = N(A*) eUd C N(A*). Assim,
N(A") CN(Xy) CU C N(AY).

portanto

N(Xy) = N(A*) V k>0
Como
dim(R(X%)) = m — dim(N (X)) = m — dim(N (A¥)) = dim(R(A")),
e R(Xx) C R(A*) entao
R(Xk) =R(A*) VE>0.

Teorema 4.7. Considere a sequéncia { X} gerada pelo método iterativo (4.1), e a sequéncia
{Xk} gerada pelo processo com erros de arredondamento (4.18). Suponha que na s-ésima

iteracao ocorra

posto(Xs) > posto(Xs) = posto(A).
Entao o processo iterativo (4.18) diverge e

IXill > C(1+8)",

para alguma norma matricial induzida || - ||, onde C > 0 é uma constante que depende

somente de Xs.
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Demonstracao:

Como
N(X,) € N(X,AX,AX,) e posto(X,AX,AX,) < posto(A) < posto(Xy),
entao,
N(X,) € N(XAXAX).

Assim, existe y # 0, tal que y € N (X, AX,AX,) \ N(X,), ou seja, X, AX,AX,y =0 e
Xy #0.

Vamos mostrar, via indugao, que

Para s foi provado acima. Agora assuma que as equagoes de (4.19) sejam validas para
k. Para k + 1 temos

X1 AX 1 AX 1 =
= [(1 4+ )Xy — BXp(AX)YA[(1 + B) Xk — BXe(AX)2A[(1 + B) Xk — BXL(AXL)?
= (14 B)P°XK(AX})? — 38(1 + B)?X1(AX)* + 38%(1 + B) Xn(AX,)® — B2 XL(AX})E,

e da hipétese de inducio seque que Xy 1 AXj 1 AXp 1y = 0. Além disso, temos que

Xy = (14 8) Xy — BXRAX AXy
= (1+8)(1+p) Xy
= (1+B)F Xy,

mostrando que (4.19) vale para todo k > s. Assim, para || - | norma matricial induzida
por uma norma vetorial || - || temos
. Xz X X,
1l = sup 1082 5 L e g g, (a20)
=0 |7 [yl [yl

onde C = ”)”Z;ﬁ/ I'> 0 depende somente de s. Além disso

Xk — X > [ Xl = 11,

e de (4.20) segue que
lim (18 = XD = o0,

mostrando que a sequéncia {X;} diverge. m
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O teorema acima mostra que no caso em que os erros de arredondamento alteram o

posto da aproximagao que esta sendo calculada, entao o método pode divergir.

4.4 Exemplos numéricos

Nesta segao apresentamos exemplos e comparagoes do método (4.1). Quando nao infor-
mado o critério de parada e a tolerancia, serd considerado o critério (4.10) com tol = 1075.

Definimos o residuo na iteragao k por
max{[|AXz A — Allg, [[ XpAX) — Xilla, [|(AXe)" — AXl2, [[(XeA)” — XpAll2}-

Exemplo 4.1. Encontrar a inversa de Moore-Penrose da matriz A do exemplo 3.3 via
método (4.1) com = 3.
Seguindo o critério de convergéncia do método, considere o = 0,018 e Xy = aA*,

aplicando o processo iterativo (4.1), depois de 22 iteragoes obtemos

0,0300  0,0109  0,0069  0,0191 0,0369 0,0198
—0,0251 —-0,0237 0,0455 —0,0013 0,0204 —0,0129
0,0049 -0,0129 0,0524 0,0178 0,0574  0,0069
0,0551  0,0346 —0,038  0,0204 0,0165 0,0326

com residuo 3,45 x 1077,

No capitulo 2 vimos métodos da forma
Xir1 = Xp + Cp({ — AXy), (4.21)

onde o mais relevante de tais métodos é o de ordem 2. Além disso vimos um método
proposto por Petkovié¢ e Stanimirovi¢ em [23] e [24], que no caso em que S = 1 recai no
método de ordem 2 citado acima. Na demonstracao do Teorema 2.34, assim como descrito
em [24], ndo ha necessidade de que o parametro da aproximagao inicial seja o mesmo da
iteragao, o que torna o método (2.9) uma generalizacao do método de ordem 2 estudado.

O método proposto neste capitulo possui um funcionamento parecido com o método
(2.9), fazendo uso de um parametro 3, que neste caso possui maior restrigdo para garantia
de convergéncia, pois precisamos tomar 5 € (0,1/3]. Além disso, pelo termo de primeira
ordem de erro mostrado no Teorema 4.4 podemos perceber que a convergéncia ¢ mais
rapida para valores de [ maiores, sendo assim faremos uma comparagao entre o método

proposto e o método (2.9).
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Exemplo 4.2. Neste exemplo comparamos o método iterativo proposto (4.1), e o método
iterativo (2.9). Em ambos usamos o parametro = % Para tanto consideramos matrizes
de tamanhos variados geradas aleatoriamente pelo comando rand do MATLAB. Para a

aproximacao inicial consideramos Xy = aA* com a = A tabela 4.1 mostra o

2
p(A*A)+1°
tempo em segundos, o nimero de iteracoes e o erro cometido em cada método.

Tamanho o Tempo Iteragoes Erro
(4.1) (2.9) | (4.1) | (2.9) (4.1) (2.9)

400 x 350 | 1,42 x 1072 | 1,84 2,88 59 90 |3,84x107% | 1,51 x 1078

500 x 400 | 1,00 x 1072 | 2,39 3,54 57 87 12,59 x107Y | 1,47 x 1078

800 x 700 | 9,13 x 10~*| 9,51 12,93 | 63 93 |[1,71x107% 1,93 x 1078
1500 x 1000 | 5,33 x 107* | 26,27 | 37,57 | 56 85 [2,77x107% | 1,76 x 1078
2500 x 1800 | 1,77 x 10=% | 170,97 | 245,96 | 59 89 4,91 x107Y | 1,41 x10°°
4000 x 2000 | 9,99 x 107° | 253,95 | 363,11 | 55 82 |[1,67x107% 1,83 x 1078
3000 x 2500 | 1,06 x 107° | 463,26 | 620,34 | 63 89 |3,82x107% 3,13 x 1078

Tabela 4.1: Comparagao entre os métodos (4.1) e (2.9) para § = 3.

Como podemos notar, nosso método apresenta uma quantidade de iteragoes conside-
ravelmente menor que o método (2.9) para obter uma aproximagcao da inversa de Moore-

Penrose, e consequentemente, o tempo gasto para obter tal aproximagao ¢ menor.

Exemplo 4.3. Vejamos como os erros de arredondamento influenciam na solucao. Con-

sidere as matrizes

1 2 -1 3 4 1 2 -11 2
o -3 5 1 2 0 -3 50 -3
1 3 4 2 =2 1 3 41 3
A, = 4 3 -1 3 =2 o A, = 4 3 -1 4 3
0 -2 -1 0 0 -2 0 -2
4 3 5 =3 1 4 3 5 4 3
1 3 -3 2 5 1 3 =31
7T -1 —4 2 7T -1 -4 7 -1

A; é uma matriz de posto completo, enquando A, foi obtida de A; trocando as duas
ultimas colunas pelas duas primeiras, portanto posto(A4s) = 3. Executamos 200 iteragoes
do método (4.1) com f = % para as matrizes A; e Ay para analizar o comportamento dos

erros de arredondamento. Em cada caso analisamos o comportamento dos valores

te = [[(Xe = X)Ailla, er =X — X2 e 7= || Xpp1 — Xillo, i=1,2.

A Figura 4.1 mostra o comportamento dos valores acima para as matrizes A; e Ay. Como

podemos notar para a matriz A;, que possui posto completo, mesmo depois de muitas
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iteracoes o erro se mantém estavel, enquanto que no caso da matriz As, que possui posto
incompleto, o erro atinge um valor minimo e depois comega a crescer.

Note também que no caso da matriz A, o valor de t, se mantém estavel por mais
iteragoes que os valores ey, e 1, e ao verificar as equagoes de Penrose para alguns valores
de k, podemos notar que o crescimento do erro comeca na equacao X A, X = X. A tabela
4.2 mostra como se comportam as equagoes de Penrose para k = 40, k = 125 e k = 200.

O que ocorre neste exemplo é que em determinada iteracao a matriz Xj passa a ter
posto maior que a matriz X;_; devido a erros de arredondamento, e conforme o Teorema
4.7 o método diverge quando k tende a infinito. Esse fato mostra que para matrizes de
posto incompleto nao devemos exigir uma tolerancia excessivamente baixa, porém ainda
assim podemos obter uma boa aproximacgao da inversa de Moore-Penrose, por exemplo

para essa matriz A, a tabela 4.2 mostra que uma tolerancia na casa de 107! foi atingida.

0 50 100 150 200 250 0 50 10 150 200 250
Tterag6es Tterag6es

(a) Matriz A;. (b) Matriz As.

Figura 4.1: Valores de t = [[(Xx — X)Aill2, ex = | Xk — X||2 € rx = || Xks1 — Xk|2, para
1 = 1,2. em escala linear-log para as matrizes do Exemplo 4.3.

k| |BXyB — X2 | [XkxBXy — Xgll2 | [[(BXy)" — BXgll2 | [[(XxB)" — Xy B2
40 8,86 x 10713 6,60 x 1013 4,80 x 10~ 3,26 x 10715
125 | 2,11 x 107" 2,75 x 1072 5,28 x 107 2,92 x 1071
200 | 2,70 x 107 6,45 x 1077 2,80 x 1078 2,74 x 1075

Tabela 4.2: Residuo em cada equagao de Penrose durante a execu¢ao do método (4.1)
para a matriz A do Exemplo 4.3.
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Exemplo 4.4. Neste exemplo, aplicamos o método iterativo proposto para resolver o
Problema Teste 3.1. A,b e x foram obtidos pela rotina shaw.m de [14] para n = 128.
A matriz A obtida é muito mal condicionada (ntimero de condigao de A: 2,46 x 10%°).
Primeiramente aplicamos o método iterativo, e o critério de padara nao foi satisfeito.
Entao analisamos o residuo em cada equacao de Penrose a cada 25 iteragoes, os valores

sao mostrados na Tabela 4.3.

ko IAXGA = Alls | | XpAXG — Xillo | 1(AXR)* — AXi|lo | [[(XiA)" — XA
25 | 2,39 x 1072 112,59 8,59 x 1010 6,63 x 10716
50 | 5,91 x 1071 9,65 x 101 6,04 x 10~ 1,78 x 10714
75 | 9,67 x 107° 1,58 x 1078 5,26 x 10711 5,49 x 10713
100 | 4,29 x 1077 1,67 x 10t 5,42 x 1078 2,00 x 10~ 1
125 | 5,78 x 107 2,31 x 1071 4,79 x 107° 6,91 x 10710
150 | 3,20 x 107 4,11 x 10*1° 1,67 x 1072 2,17 x 1078
175 [ 2,07 x 1077 3,16 x 10120 103,47 8,62 x 1077
200 | 1,26 x 10°° 9,07 x 101 5,21 x 10° 5,32 x 107°

Tabela 4.3: Anélise do residuo em cada equacao de Penrose para a sequéncia Xy, produ-
zida pelo método iterativo 4.1.

Note que o residuo da equacao AX,A = A diminui conforme iteramos, porém o residuo
da equacao Xy AX, = X} cresce a cada iteragao, fazendo inclusive com que o residuo nas
equagoes (AXy)* = AXy e (XpA)" = XA cresga, as quais de acordo com o Lema 4.1
deveriam ser satisfeita para todo k.

Vimos no capitulo 1 que dado um sistema Ax = b, caso o sistema seja consistente
podemos calcular a solugao por = Xb, com X uma inversa-{1,4} de A. Caso o sistema
seja inconsistente a solugao é dada por x = Xb com X sendo uma inversa-{1,3} de A.

Assim, considerando o comportamento do residuo nas equacoes de Penrose para ma-
trizes mal condicionadas apresentado acima, caso o método iterativo proposto seja inter-
rompido adequadamente, podemos ter X}, uma boa aproximagao de uma inversa-{1, 3,4},
a qual pode ser usada para computar a solucao de sistemas Ax = b. Sendo assim, usare-
mos como critério de parada do método a expressao ||[AX;A — A||y < tol, lembrando que
exigir uma tolerancia muito pequena pode fazer o método divergir.

Aplicamos o método iterativo (4.1) para resolver os sistemas Az = b e Az = b, sendo
b=0b+ e, com as tolerancias tol = 1075 e tol = 1073. As figuras 4.2 e 4.3 comparam a
solucao exata x com a solucao aproximada x,, para os sistemas Ar = b e Ax = b com

tol = 107% e tol = 1073 respectivamente.
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2.5 " . . 150
X X
100 | _ X
2 - 7Xap | , /\ ap
50| " AT
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. ] -50f - N2 ‘
\/ ! |
-100} o
0.5} 1 i
-150 1 ‘
|
0 - . " 200 . . .
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t t
(a) Az =b. (b) Az = b com NL= 0,0012.

Figura 4.2: Solugao exata do Problema Teste 3.1 e solug¢ao aproximada construida por

Xbe Xb respectivamente, sendo X calculada pelo método iterativo proposto com critério
de parada ||[AX,A — Al < 107°.

25 25 ‘ \ \
X

2r Xap |1 2t 1
1.5} : 15} l
= 1 e |
0.5} 1 05} ]
of 1 of 1

-0.5 : : : -0.5 ) : .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

t t
(a) Az =b. (b) Az = b com NL= 0,0012.

Figura 4.3: Solugao exata do Problema Teste 3.1 e solugao aproximada construida por
Xb e Xb respectivamente, sendo X calculada pelo método iterativo proposto com critério
de parada ||AX,A — Aljs < 1073,

Como podemos observar, o método iterativo funciona bem para matrizes bem con-
dicionadas. Quando aplicados em matrizes mal condicionadas, o método nao conseguiu
computar uma aproximacao da inversa de Moore-Penrose, porém se um bom critério de
parada for usado, podemos obter uma aproximagao de uma inversa-{1, 3,4}, a qual possui
importantes aplicacoes, como por exemplo para resolver sistemas da forma Ax = b, tanto

para b € R(A) quanto para b ¢ R(A).
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Conclusao

Nesta tese, apresentamos os principais métodos computacionais para calcular inversas
generalizadas existentes na literatura, a partir dos quais propomos trés novos métodos:
um método direto baseado em decomposicao conjugada para calcular a inversa de Moore-
Penrose; um método direto baseado em decomposicao conjugada para calcular a inversa
de Drazin; e um método iterativo baseado nas equacoes de Penrose para aproximar a
inversa de Moore-Penrose.

Quanto aos métodos baseados em decomposicao conjugada, o principal foco para que
os métodos sejam competitivos é a execucao da decomposicao conjugada, que pode ser
realizada de diferentes maneiras. Em sua proposicao original a decomposicao conjugada
sugere que seja calculada via método de gradientes conjugados, o qual se mostrou pouco
estavel para matrizes grandes, como mostra o Exemplo 3.1. Na sua esséncia o método de
gradientes conjugados consiste de um processso de ortonormalizacao de Gram-Schmidt,
onde o conjunto de vetores é escolhido de maneira adequada para que o produto interno
do vetor 7, com os componentes ortogonais ¢; seja zero para i = 1,2, ...,k — 2, poupando
assim o cédlculo de k — 2 produtos internos na construgao do k-ésimo vetor ortonormal.
Porém, para matrizes de tamanho elevado os erros de arredondamento fazem com que
esses produtos internos nao sejam exatamente iguais a zero, e nos ultimos vetores o erro
acumulado faz com que as colunas da matriz () nao sejam ortonormal. Enquanto isso, o
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt modificado mantém a ortonormalidade
das colunas de (), o que gera boas aproximacoes da inversa de Moore-Penrose, conforme
mostra o Exemplo 3.2.

Com relagao a matrizes mal condicionadas, vimos que o método baseado em decom-
posicao conjuaga pode ser usado para obter uma aproximacao da inversa de Moore-
Penrose se considerarmos uma tolerancia adequada, dessa forma o método aproxima a
inversa de Moore-Penrose de uma matriz A por Bf, onde a matriz B aproxima A, com
posto(B) <posto(A). A questao principal é como estabelecer uma tolerancia adequada,
o que sera alvo de estudos futuros.

Tendo em vista as consideracgoes acima, os métodos baseados em decomposi¢ao conju-
gada sao bastante promissores, e podem vir a ser muito competitivos, se a decomposi¢ao
conjugada for computada por um algoritmo réapido e estavel.

Quanto ao método iterativo para aproximar a inversa de Moore-Penrose, baseado em
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alguns métodos existentes na literatura que usam as equacoes de Penrose para sugerir a

iteragao, derivamos um novo método baseado nas equacoes
AXA=A e XAX=X.

Nosso método segue o estilo do método proposto por Petkovié e Stanimirovié em [23] e
[24], 0 qual faz uso de um parametro (5 na iteragdo. Dentro das condigdes de convergéncia
do método, como podemos observar nos exemplos do capitulo 4, nosso método se mostrou
mais rapido e preciso que o método (2.9), o qual é uma generalizacao do cldssico método
de ordem 2 de que trata o Teorema 2.31, mostrando que o método iterativo proposto é
competitivo.

Para matrizes mal condicionadas, o método iterativo nao é adequado para obter a
inversa de Moore-Penrose. Ainda assim, o método iterativo pode ser usado para obter
uma aproximagao de uma inversa-{1, 3,4}, que possui importantes aplicagoes. Para isso,
é necessario um bom critério de parada, o que serd alvo de estudos futuros.

De maneira geral, este trabalho apresenta um vasto estudo sobre inversas generaliza-
das, mostrando aspectos da teoria e aspectos computacionais, além de contribuir apre-
sentando novos métodos computacionais promissores.

Como estudos futuros, pretendemos encontrar maneiras rapidas e estaveis de obter a
decomposigao conjugada de uma matriz, melhorando assim os métodos que sao baseados
em decomposi¢ao conjugada. Expandir o intervalo no qual o parametro [ garante a
convergéncia do método iterativo para alguns conjuntos de matrizes importantes. Buscar
novos métodos para computar inversas generalizadas e principalmente novos métodos para

resolver o sistema Az = b, sem que seja necessario o calculo explicito de AT.
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