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Resumo

Neste trabalho nés estudamos a equacao diferencial nao linear de Boussinesq para aguas
subterraneas com énfase em hidrologia. Uma revisao sobre a equagao ¢é feita, bem como o
desenvolvimento de fundamentacio tedrica para seu entendimento. A solugdo da equacao
¢ implementada numericamente e suas condi¢oes de contorno e inicial sao estudadas a fim
de transformar o problema em um problema de valor inicial. As implica¢oes hidrolégicas
da determinagao correta das condigoes iniciais sao estudadas. A equagao é entao resolvida
para um aquifero infinito com condigoes de contorno constantes de trés maneiras diferen-
tes: uma com a abordagem baseada nas variaveis dependentes padrao e outras duas com
abordagens alternativas para a dependéncia entre as variaveis. Todas as resolugoes se

baseiam em expansoes em série da solucao.



Abstract

In this work we studied the nonlinear differential Boussinesq equation for groundwater
flow with an emphasis in hydrology. We present a review of the equation as well as the-
oretical foundations for its understanding. The solution for the equation is implemented
numerically and its boundary and initial conditions are studied in order to transform the
problem into an initial value problem. The hydrological implications of the correct deter-
mination of the initial conditions are studied. The equation is then solved for an infinite
aquifer with constant boundary conditions in three distinct ways: one with the classical
variables approach and two with alternative approaches for variable dependence. All of

the solutions are based in series expansions of the solution.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho realiza uma analise aprofundada de uma equacgao diferencial nao-linear
de segunda ordem conhecida como equacao de Boussinesq. A equacdo, que pode ser en-
contrada em Brutsaert (2005, pagina 384), trata do escoamento subterraneo da dgua e nao
possui solugao analitica que contemple uma condigao inicial genérica, o que nao impede
que ela seja amplamente utilizada em mecéanica dos fluidos ambiental. Suas aplicacoes
nessa area incluem o dimensionamento de sistemas de irrigagao e remediacao de solo
(Moutsopoulos, 2010), interpretagoes de hidrografas de recessao em aquiferos (Rupp e

Selker, 2006) e previsao de ondas subterraneas em meios porosos Liu e Wen (1997).

Fora da hidrologia, a equagao pode ser classificada como uma equacao de difusao nao-
linear, onde o coeficiente de difusao varia linearmente com a concentracao da substancia
(Crank, 1975, paginas 4 e 119). Apesar dessa classifica¢do, essa equacao é utilizada em
outros processos que nao o de difusao de substancias mas que podem ser modelados como

processos de difusao, tais como problemas transferéncia de calor e dinamica de populagoes.

O foco deste trabalho é a equacao com condigoes de contorno constantes, o que permite
uma mudanga de variaveis conhecida como transformacao de Boltzmann ao se conside-
rar também um dominio semi-infinito. Essa mudanca, apesar de reduzir a validade da
equacao, introduz uma variavel de similaridade no problema e transforma a equacao dife-

rencial parcial em uma equacao diferencial ordinaria, na qual focaremos nossos esforgos.
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Mesmo a equacao em uma varidvel ndo possui uma solucao genérica, apesar de existirem
varias solucoes aproximadas. Dessa maneira, definimos o objetivo principal deste trabalho
como resolvé-la da maneira mais geral possivel, bem como analisar aspectos matematicos
da solucao e algumas implicagoes fisicas dos mesmos, tais como convergéncia da solucao

e o comportamento da mesma para condi¢coes de contorno diferentes.

Para atingir esses objetivos, nos valemos de dedugoes de solugoes em série para a
representacao da funcao e métodos numéricos para explorar aspectos da mesma no plano

complexo, que por sua vez influenciam a convergéncia da série na reta real.

A organizacao do trabalho se da da seguinte maneira. O Capitulo |2 faz uma revisao
da literatura cientifica disponivel sobre o assunto e introduz alguns conceitos teéricos
basicos para o entendimento do contetdo apresentado. No Capitulo 3 é apresentada uma
solu¢do numérica de alta precisao e é adaptado um método (originalmente proposto para
a equacao de Blasius) que tem por finalidade proporcionar estimativas corretas para as
condigbes iniciais de modo a satisfazer a condi¢ao de contorno. O Capitulo/4 é dedicado ao
desenvolvimento de uma solucao geral para o problema proposto, o que é feito com uma
série infinita. O Capitulo|5 estuda o raio de convergéncia para a série baseado em analises
no plano complexo. O Capitulo 6 apresenta uma resolu¢ao em série para a equagao com
as variaveis nao convencionais e desenvolve uma abordagem analitica para se determinar
as condigoes iniciais para o problema que pode ser usada em substituicao a abordagem

desenvolvida no Capitulo[3l O Capitulo 7 apresenta as conclusoes principais do trabalho.
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Capitulo 2

Revisao bibliografica e

fundamentacao tedrica

A equacao que neste trabalho serd denominada como “equagdo de Boussinesq” é
uma formulacdo mateméatica para um problema de escoamento em macicos porosos nao-
confinados, ou seja, macicos que tenham a superficie superior em contato com a atmosfera.
A deducao da forma geral da equacgao pode ser feita considerando-se um volume de con-
trole V em um meio poroso, conforme apresentado na Figura 2.1, definido pelos intervalos
o< x<w, Yy <y <y 2 <2< 2z, onde 2y é o fundo impermeavel do maci¢o poroso

e z1 € o topo do mesmo. Aplicamos nesse volume a equacao de balanco de massa

;anepdv+gj§p(ﬁ-a)dszo (2.1)
v S

onde p é a densidade da dgua, t é o tempo, 4 é o vetor velocidade de deslocamento da
agua, n. é a porosidade efetiva do solo (detalhada mais a frente) e S é a superficie do

volume de controle, sendo que 7 é o vetor paralelo a mesma em qualquer ponto.

Comegamos negligenciando o fluxo nao-saturado e supondo que existe uma superficie

da dgua bem definida a uma altura z, tal que

Lo, z < Zg,

0, z > 2z,
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Figura 2.1: Representacao de um volume de controle em um meio poroso onde u; sao as

componentes do fluxo saturado e n; sdo os vetores normais as superficies.

onde py é constante e considerando que z, seja funcao de x e y. Dessa maneira redefinimos

o volume de controle em 2z como 2y < z < 2z, de maneira a reescrever o balanco de massa

CcOImo
m;LUmﬂﬁH@mm%mﬁ:O (2.3)
\% S

Repare que supondo que u, nao depende de x ou y faz com que o fluxo em z; seja

igual ao fluxo em z;. Definimos entdo a altura da superficie freatica h(x,y,t) como
h(z,y,t) / dz, (2.4)
0 que nos permite escrever

0 [T L. B
negy | /yo hdydx—l—g:jﬁ(n‘u)dS—O. (2.5)

Considerando o termo de fluxos de superficie de acordo com a geometria apresentada

na Figura 2.1]temos
iﬁ ), dS = J]‘ dS—%JI‘ @) dS+
ﬂﬁaw+ﬂ w+ﬂ
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ff-das = [ [ ) - w(wo)] dedat
/y:l /2: [Ue (1) — ue(w0)] dzdy + /y:l /xj [u.(2)] dxdy.

Nesse ponto fazemos a suposicao de que o fluxo dentro do aquifero independe de z e
que u,(zs) é uma taxa de infiltragdo —1, ja que seu sentido e o oposto ao do eixo vertical.
Dessa forma temos

@(ﬁ - 0)dS = /:1 [uy(yl) /ZS(yl) dz — uy(yo) /ZS(yO) dz] dx+
S

0 20 20

Y1 zs(x1) zs(z0) Y1 [ Ts
/ [ux(xl)/ dz—ux(xo)/ dz] dy—/ / Idxdy (2.7)
Yo 20 20 Yo Zo

ﬁ(ﬁ -u)dS = /:1 [y (1) (Y1) — wy (yo) (o)) dz+

S 0
Y1 Y1 Ts
[ lwala)h@n) = wo(wo)h(wo)] dy — [ [ Tdady. (28)
Yo Yo Zo
Supondo que o volume de controle é definido por intervalos z1 —xg = Ax, y1 —yo = Ay,

zs — xg = Az, que sdo pequenos o suficiente, podemos passar o argumentos das integrais

em (2.8) para fora e produzir

P - @)ds = [uy (1)) — uy(yo)h(yo)] Az+
S

[z (z1)h(z1) — up(zo)h(z0)] Ay — IAZAY, (2.9)

que inserido na Equagao (2.5) fornece

n; L[ by () an) (o) o)) A

Y
Yo

o (21)h(21) — o (0)h(x0)] Ay — [AzAy = 0

e Ay + () (3n) — (00D 30)] A+

[ux(xl)h(ml) - uw<$0)h<x0)] Ay - [A:EA?/ =0

Oh | luy(y)h(ys) — uy(yo)h(yo)] | [ua(a1)h(z1) — ua(w0)h(wo)] _
negy + A, + ~ — I = 0. (2.10)
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Aplicando o limite na equagdo (2.10) para Az — 0 e Ay — 0 obtemos

oh 0 0
neg + %(hux) + gy(huy) =1. (211)

Consideramos também as equacgoes de quantidade de movimento em um meio poroso

inclinado no eixo x de um angulo # (Daly e Porporato, 2004),

@COSQ—F Uz Oty + 1 0u,
Ox g Or g Ot
Oh | wyOuy | 10uy

dy g 9y g ot

= —senf — J,, (2.12)
=—J, (2.13)

onde g é a aceleracdo da gravidade e J; é o termo de perda por friccdo na direcao 1.
Desconsiderando os termos inerciais da equagao 1} e supondo J; = w;/ko (Daly e

Porporato, 2004) temos

h h
uy = —kosen — ko cos ng, Uy = —kogy, (2.14)

onde kg é a condutividade hidrdulica saturada do maci¢o (também explicada em mais

detalhes a frente).

Substituindo (2.14) em (2.11) temos a equag¢ao de Boussinesq bidimensional para
aquiferos inclinados (Brutsaert, 2005, pagina 384):

oh 0 oh oh 0 oh
nea = ko [Cos 9% (hax> + sen 9% + 87/ (hayﬂ + 1. (2.15)

Uma representacao de um aquifero com caracteristicas compativeis com a equacao de
Boussinesq est4 na figura que apresenta um macico retangular, inclinado e homogéneo
cuja altura é H e adjacente a um corpo d’agua de altura Hy (que pode ser um rio, lago,

trincheira de drenagem e etc.).

Apo6s uma porgao de solo ser drenada na natureza, uma parte do seu volume ainda
continua preenchido por uma quantidade residual de agua alojada entre as particulas
solidas. A razdo entre o volume de vazios no solo e o volume total do solo apdés um
esvaziamento natural do mesmo é entao o que chamamos de porosidade efetiva n, (também
chamada de porosidade drenédvel). Dessa maneira n, é diferente da razao entre o volume

de vazios no solo e o volume total ap6s um esvaziamento forcado.
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Macigo poroso H

Sup. da agua

h(z,t)

Superficie de
um corpo d’agua 7

Figura 2.2: Representacao de uma macico inclinado retangular com recarga.

J& a propriedade kg, vem da suposicao que existe uma condutividade hidraulica que é

constante em todo o macigo enquanto o mesmo esta saturado. Ela surge da lei de Darcy

i = —koVh. (2.16)

Valores tipicos (adimensionais) para n. giram em torno de 0,01 até 0,5, enquanto que
valores em cm s~! para ko giram em torno de 0,001 até 10. Essas duas propriedades
dependem tanto da composicdo do solo quanto da maneira como o solo esta disposto

(compactado ou nao, por exemplo).

Duas hipdteses principais estao inseridas na deducao da equacao de Boussinesq: a
hipétese de que os efeitos do fluxo nao-saturado acima da linha d’agua sao negligenciaveis
(e podem ser parametrizados por n.), e a hipdtese de que a distribuigdo de pressao no eixo
vertical é hidrostatica (Brutsaert, 2005), sendo que as linhas de corrente sdo consideradas

paralelas ao fundo do macico, o que é conhecido como suposi¢ao de Dupuit-Forchheimer.

Estudaremos a equacao desconsiderando o eixo y e com § = [ = 0, podendo-se dizer
que o problema que trataremos ¢ unidimensional e transiente. Dentro do escopo deste

trabalho a equacao de Boussinesq entao pode ser escrita como

oh ko O (héh» o1

ot mn.or\ Ox

que trata de um macico horizontal sem recarga.
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2.1 Generalizacao matematica

De um ponto de vista matematico, a equacao de Boussinesq sem recarga e com 6 = 0

(representando um dominio horizontal) pode ser generalizada para mais dimensoes como

aalz — A'V - (DVh), (2.18)

que é uma equacao de difusao com D sendo um coeficiente de difusao que pode variar

A

com h, x ou t. Se supusermos uma variacao em lei de poténcias D = A”h™ temos

g’; = A'V - (A"h"Vh) = AV2h™ (2.19)

comm > 0e A= A'A" sdo constantes e n = m + 1. Se h for entendido como uma
concentracao, essa equagao ¢ uma consequéncia da Lei de Fick (Heaslet e Alksne, 1961).
O caso da equacao de Boussinesq acontece quando supoe-se uma dependéncia linear do
coeficiente de difusdo, de modo que n = 1, fazendo surgir um laplaciano de h? do lado
direito. Desta maneira a equagao de Boussinesq, quando analisada em outros contextos,
pode ser entendida como uma equagao diferencial parabdlica de difusao nao linear (Crank,
1975), e é utilizada fora da hidrologia parar modelar difusao nao-linear de massa (Crank,
1975; Basak e Murty, 1981, 1977, 1978; Tolikas e Sidiropoulos, 1984), transmissao de
doengas em populagoes (Busenberg e Travis, 1983) e condugao de calor (Sablani et al.,

2005).

Este trabalho, no entanto, se concentra na equacgao de Boussinesq aplicada a hidrologia.
Nas proximas se¢oes exploraremos algumas solugoes aproximadas e analiticas ja existentes
para a equacao de Boussinesq em hidrologia, sem preocupagoes com interpretagoes fisicas

fora desse contexto.

2.2 Algumas solucgoes aproximadas

H4 vérias resolugdes disponiveis na literatura para a Equagdo (2.17); a maioria delas
se baseia em aproximacoes. A aproximacao mais utilizada para a equacao é linearizar

o problema introduzindo a varidvel h (Moutsopoulos, 2010). O valor da varidvel h esté
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obrigatoriamente entre Hy e H, e corresponde a uma altura representativa da agua. Nao
é necessario que a varidvel h seja a média de h ao longo do tempo ou mesmo a média

entre Hy e H. A aplicagdo da linearizagdo em (2.17) produz

h  — 0%h
nei = hkoa

gt~ kg (220)

que tem a estrutura matematica da equacao do calor unidimensional.

Quando a Equacgao (2.20) estd sujeita as condi¢oes de contorno caracteristicas de um

aquifero infinito (cujas implicagoes veremos mais a frente neste capitulo),
h(z,0) = H, h(oo,t) = H, h(0,t) = H,y, (2.21)
a sua resolucao é imediata e seu resultado é

h=H [1 — erf ( (2.22)

all

COIHE:%QCOIH
€

erf(z) = \/2% /Oz exp (—22) dz. (2.23)

Existem algumas variagoes nesta mesma técnica que visam melhorar o resultado,
como a multiplicacdo dos dois lados da equagao por h, porém os resultados sao simi-

lares (Upadhyaya e Chauhan, 1998; Moutsopoulos, 2010).

Para o caso da Equacao (2.20) estar sujeita a condicdes de contorno finitas,

h(z,0)=H,  h(0,t) = H,, gZ(L,t) =0, (2.24)

onde L é o comprimento do aquifero (veja na Figura , uma resolucao 1til é a solugao
de Boussinesq (1903), que é amplamente utilizada nas andlises de Brutsaert e Nieber
(1977) para a hidrologia de bacias (t6pico que serd discutido na Se¢do|3.2). A sua solugio

baseia-se no fato de que a altura efetiva da agua pode ser escrita como

h

pH, (2.25)

sendo que o valor de p nao pode ser deduzido analiticamente e ¢é diferente para diferentes

valores de H e Hy. Para o caso Hy = 0 geralmente utiliza-se p = 0,3465 (Brutsaert e
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Lopez, 1998), que é um valor obtido através de andlises numéricas. Voltaremos a tratar

do valor de p na Secao
Dessa forma a solu¢ao de Boussinesq (1903) é dada por

4 > 1 ™ma mn2kopH
=Hy+ —(H — H — — ——1t]. 2.26
o) = Hos 2= ) > e ey (T 220

E importante ressaltar que a Equagao M‘), que também é conhecida em engenha-
ria de drenagem como solucao de Glover (Luthin, 1973), é indicada para valores de H
proximos do valor de H, o que corresponde a casos onde h sofre pouca variacao. Uma
revisdo mais aprofundada sobre resolugoes aproximadas encontra-se em Moutsopoulos
(2010). No resto deste capitulo nos concentraremos em apresentar solugoes analiticas,

deixando outras solugoes aproximadas de lado.

2.3 A aplicacao a um dominio finito

E comum que o problema seja adimensionalizado a fim de facilitar a aplicacao de
solucoes em varios aquiferos diferentes. No caso de um macico finito, consideramos a
Figura onde h é a altura da superficie d’agua dentro do macico, L é o comprimento
do maci¢o poroso, H ¢é a altura do macico e Hy é a altura do corpo d’agua que da a
condigao de contorno h(0,t). O valor de Hy pode ser maior ou menor que H (incluindo
zero), porém nunca negativo. No caso de Hy nulo, o fluxo é sempre para fora do aquifero

e se da idealmente por um ponto em z = 0.
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Macigo poroso

Sup. da dgua

h*(z,t)

Superficie de um corpo d’agua

K
[eAgauLIoduut s1jIedng

Hy

Superficie impermeével

*

T

L

Figura 2.3: Representacao de um macico poroso retangular de altura H e comprimento

L.

A adimensionalizacao de x e h é simples:

ot = % h* = Z (2.27)
Aplicando a Equacao em temos
)
A definicao de um tempo t* tal que
= t:fz, (2.29)
nos fornece
o (v08)

O proprio Boussinesq desenvolveu uma solucao para a equacgao (2.30) com as condigoes

de contorno
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R (0,£) = 0

%};(1,15*) =0, (2.31)

que equivale a considerar a drenagem de um macigo saturado em um corpo d’agua inici-

almente vazio (uma trincheira de drenagem, por exemplo, que equivale a Hy = 0).
A solugao desenvolvida por ele se baseia na suposicao de que h* pode ser escrito como
h*(z*t*) = X (2")T(t"), (2.32)

chegando-se finalmente a solucao da forma

-1

T(t") =

) Cit* + Cy’
1 /Fd(az*) 1
xt = uw 3(1 —u) 2du,
BEL L U
com
(') = X (a")/Cs, (2.33)

onde u é apenas uma variavel de integracao e B(%,%) ¢ a Funcao Beta

1
B(p,q) =/ uP~ (1 = w)? " du
0
e (7 e (5 sao constantes obtidas através das condigoes de contorno.

Apesar de ndo haver uma expressao explicita para F(z*), pode-se obter uma funcao
numericamente, variando-se os valores de F'(z*) na integral (que vao até 1) e obtendo-se
um valor correspondente para x*. Repare que nesta resolu¢ao a condicao inicial nao é
arbitraria e é dada pela curva

— X (z*)

h*(z*,0) = c,

(2.34)

o que faz com que esta resolucao nao seja considerada completa pois a prépria solucao

impoe uma condicao inicial. A deducdo em mais detalhes estd apresentada no Apéndice
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Figura 2.4: Solucao obtida por Boussinesq para diversos instantes.

Ao que tudo indica F'(z*) é um atrator do problema (Brutsaert, 2005). Isso significa
que para qualquer condi¢ao inicial que seja imposta ao problema, h*(z*, t*) sempre tendera
para a forma de F'(z*) e decaird com o passar do tempo, porém mantendo a mesma forma,

como se pode ver na figura . Esse ponto é discutido em mais detalhes por Kan (2005).

2.4 A aplicacao da equacao parcial a um dominio

semi-infinito

Para o problema semi-infinito, considere a Figura Ela representa um macico si-
milar ao da Figura 2.3, porém com o eixo horizontal semi-infinito. Apesar da suposi¢ao
de um macico semi-infinito ser uma abstragdo matemética, portanto rigorosamente im-
possivel no mundo real, solugoes para esse tipo de condicao encontram utilidade na pratica

como sendo boas aproximacoes para tempos de esvaziamento curtos.

Como um exemplo tomamos qualquer caso onde a altura inicial da agua é horizontal.
Nesses casos o unico forgante, tanto em um macigo finito como em um semi-infinito, vem
da condicao em z = 0, que dara o fluxo para dentro ou para fora do aquifero. Em um
aquifero finito, enquanto a solug¢ao nao for influenciada pela condi¢cao em x = L, pode-se

dizer que é indiferente para a mesma se o macico ¢é finito ou infinito, podendo um macigo
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infinito ser a representacao de um macico cuja carga d’agua ainda nao sofreu influéncia

Sup. da dgua

h* (Jja t) Macigo poroso H

da condicao em x = L.

ooooo

Superficie de um corpo d’dgua

1S

Hy

Superficie impermeavel

ooooo

| z*

Figura 2.5: Representacdo de um macico poroso semi-infinito de altura H.

Tanto quanto seja de nosso conhecimento, apenas Parlange et al. (2000) fornecem
uma solucao analitica sem nenhuma aproximagcao da equagao sem ter que supor nenhuma

relacdo de similaridade entre x e t. Os autores supoem uma soluc¢ao na forma

k N .
n—O(H —h) =Y At (2.35)
e i=1
para as condig¢oes de contorno
h(0,t) = Hy(t) (2.36)
Ooh
— t)=0 2.37
(0.0 =0, (2.37)

deixando a condicao inicial h(x,0) em aberto.

Substituindo a equagdo anterior em (2.17), descobre-se que a equagdo resultante s6 é

satisfeita com N = 2, fornecendo a solucao exata

k?o ]{?0 61‘ [E2
—(Hyp—h) =4/ — 2.
ne< 0= h) 71675%—044_6(25—1-(1)7 (2:38)

28



com

_ 157

HO(t) N t+ o

Ct+a)? —1], (2.39)

e C, a e 8 sendo constantes arbitrarias.

Assim como a solucdo de Boussinesq, esta solu¢do nao contempla uma condicao inicial

arbitraria, portanto nao é considerada geral. A condigao inicial é dada por

@(Ho(o) — h(z,0)) = ko fz I—Z. (2.40)

Ne Ne « (17

Uma particularidade desta solugao é que para o caso onde § < 0 (i.e.,0 fluxo de dgua
indo do aquifero para o canal) o ponto T = 3 sempre tem % = 0, que significa que o fluxo

de agua nesse ponto é nulo. Esse ponto pode ser obtido com
=2

Ho(r) ~h =~ _‘7;1 + G(TZ I (2.41)
Hy(r) = 2(71 3 [Ca?B(r+ 1) — 1] (2.42)

sendo a altura do corpo d’dgua normalizada, T = z\/n./koD a distdncia normalizada,
h = h/D a altura normalizada, D = %620 e 7 = t/a. Isso torna a solugdo para < 0
equivalente a resolver um problema com as mesmas condi¢oes de contorno e possuindo

uma superficie vertical impermeavel em T = 3 (dominio finito).

2.5 O problema na variavel de Boltzmann e a relacao
com a equacao de Blasius para a camada limite

laminar

Para condigoes de contorno constantes a Equacdo (2.17) pode ser reescrita como uma

equacao ordindria nao-linear de segunda ordem através de uma transformacao de varidveis
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conhecida como transformacao de Boltzmann. Essa transformacao consiste na criacao das

variaveis de similaridade

o(§) = h(zt) (2.43)
. X
£= =, (2.44)
com
— k()
D=HL (2.45)

onde ¢ é a variavel de similaridade do problema e ¢ continua sendo a altura da coluna
d’agua normalizad. Essa mudanca de varidveis s6 é possivel quando as condicoes de
contorno para x — 0o e para t = ( sdo as mesmas, ou seja, se as condi¢oes de contorno

forem escritas como

h(z,0) = Ho(€ =o00) =K, (2.46)
h(co,t) = H$(§ =00) = Ko, (2.47)
h(z,00) =HoE=0) =K;, (2.48)
h(0,t) =HoE=0) =Ki, (2.49)

entao K7 tem que obrigatoriamente ser igual a Ky e K3 = K, caso contrario cria-se
uma inconsisténcia nas condi¢goes de contorno da equacao diferencial ordinaria resultante.
A mudanga também “introduz” uma condi¢ao adicional ao problema em h(z,t), ja que
o mesmo ¢é definido apenas com trés condi¢oes de contorno (e.g., Ky, K3 e K,), mas

automaticamente satisfaz uma quarta (e.g., K3) quando a mudanga para ¢(&) for feita.

Essa transformagcao nos deixa com a equacgao

d [ do dp
3 <¢d§> +2 &= 0, (2.50)

L Apesar de ¢ e h representarem a mesma grandeza fisica, usaremos a varidvel h somente quando se

tratar do problema nas varidveis x e t e reservaremos a variavel ¢ para o problema na variavel &.
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que ainda é uma equac¢ao nao-linear de segunda ordem, porém em apenas uma variavel.

Punnis (1956), Heaslet e Alksne (1961) e Polubarinova-Kochina (1962) mostraram que
através de uma simples mudanca de variaveis a Equacao (2.50) é equivalente a equacao
classica de Blasius para uma camada-limite laminar em uma superficie plana. Introdu-
zindo uma variavel n e seguindo a mudanca de Heaslet e Alksne (1961), que é dada por

_ 4

6= S, £= /0, (251)

a Equacao (2.30) se transforma em

af 1 d*f

—+-f—= =0, 2.52

dn3 = 27 dn? (2:52)
que é o problema de uma camada-limite laminar em um plano semi-infinito, com f sendo
a funcao corrente e 7 sendo a variavel de similaridade criada por H. Blasius. A deducao

passo a passo encontra-se no Apéndice B.

O proprio Blasius resolveu este problema com uma série de poténcias do tipo

f(n) = i b (2.53)
n=0

para a qual ele deduz uma relagdo de recorréncia (Blasius, 1908). Desde entdo este
problema tem sido estudado e é tema de pesquisa até a atualidade, com diversos artigos
de revisao disponiveis (Boyd, 1999, 2008; Fazio, 2008). Todos esses anos de pesquisa em
cima deste problema resultaram em uma enorme carga de conhecimento sobre a equagao e
suas solucoes, o que faz com que a transformacao entre os problemas seja de grande valia,
j& que nos permite aplicar todo o avango teérico disponivel para a equacao de Blasius a

equacao de Boussinesq, sobre a qual ainda se sabe pouco.

Heaslet e Alksne (1961) ainda desenvolveram uma solu¢ao em série de poténcias para

(2.50) com as condigoes de contorno

¢(o0) =1, (2.54)



mas somente foram até o quarto termo e nao apresentaram uma formula para os coefici-
entes ou a relacao de recorréncia. Esses coeficientes foram obtidos, segundo os autores,

invertendo a expansao de Blasius para f(n). O resultado foi a aproximagcao

4
B(€) ~ 1,1525¢12 — 1—552 +0,046267/2 — 0,00065¢°. (2.55)

A solucao com essas condi¢oes de contorno, no entanto, nao foi mais explorada. Cu-

riosamente, para a mesma equagao porém com as condi¢oes de contorno

¢(00) =0, (2.56)
Heaslet e Alksne (1961) desenvolveram uma solu¢ao na forma
N7 &'
o)=Y dy(1—2| , (2.57)
n=0 50

provando que a solu¢ao do problema nesse caso nao é assintética, ja que ¢(§) = 0. Os

autores ainda encontraram o ponto &, analiticamente.

Para fins de simplificag@o, nos referiremos as condiges dadas por (2.56) como condigoes
nio homogéneas e as condigoes dadas por (2.54) como condi¢des homogéneas.

Segundo Telyakovskiy et al. (2002), é um fato conhecido a equacao de Boussinesq ter
uma velocidade de propagagao finita (o que implica na existéncia de um ponto tal que
(&) = 0 no caso de ), porém o autor trabalha com condi¢cdes nao homogéneas,
sendo possivel que essa afirmacao valha apenas para essas condi¢oes de contorno. A
discussao sobre a existéncia ou nao de um ponto & nao foi até agora encontrada em

nenhuma referéncia abordando condi¢oes homogéneas.
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2.6 Outras transformacoes de variaveis e solucoes de

similaridade

Algumas outras solucoes de similaridade sao aplicadas a construgoes um pouco dife-
rentes do problema. Um bom exemplo disso é a resolucao, também em série de poténcias,
feita por Barenblatt (1952). Do modo como Barenblatt construiu o problema, a carga
na origem é funcdo do tempo, e ndo uma constante. Consideremos entdao um aquifero

semi-infinito como o da Fig. [2.5]e definimos Hy como

Hy = h(0,t) = ot t>0, (2.58)

com as condi¢oes de contorno
h(co,t) = 0, (2.59)
h(z,0) =0, (2.60)

onde a é um coeficiente constante tal que —1/3 < o < oo para ter sentido fisico e o é
uma constante que impoe a taxa de decaimento ou crescimento de Hy. A partir desta

construcao, pode-se fazer a transformacao de similaridade

h = ot%¢(€) (2.61)
 2n(a+1)
E= o= (2.62)

que resulta na equacao diferencial

d2¢2 €d¢2
> — =0 2.63
& o ¢ =0, (2.63)
onde A = %5, variando entre —1 /2 e 1. As condigoes de contorno em & sao
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$(0) =1
$(0c0) = 0. (2.64)

Devido as condig¢oes de contorno, a solugao tem uma velocidade de propagacao finita

e pode-se substituir a segunda condigdo de contorno por (Song et al., 2007)

¢(§o) = 0. (2.65)

Barenblatt (1952) deduziu uma solugdao em série de poténcias para esse problema como a
definida em (2.57) (porém com defini¢oes ligeiramente diferentes para ¢, £ e d,,) e listou
em seu artigo apenas os trés primeiros termos da série porém nao apresentou uma relacao

de convergéncia (Song et al., 2007). Song et al. (2007) entdo apresentaram a relagdo de

recorréncia
2(n+1) 2A+1—n
dn = _(72) Z dkdn+1—k + 72dn—1 (266)
né& = n

e deduziram a posicao de & como

o = (i Z‘)UQ, (2.67)

n=1

que precisa ser resolvido iterativamente.

Ainda para o mesmo problema, Barenblatt (1952) provou que para os casos A = 1/2

e A = —1/2 a solugao se reduz as fungoes
o) =1-¢/2 (0<E<2,0=1/2) (2.68)
6() =1 - /8 (0<€<2v20=—1/2) (2.60)

que, apesar de simples, sao solugoes analiticas exatas da equacgao.

Mais recentemente, Daly e Porporato (2004) encontraram uma solu¢ao para um macigo
inclinado infinito em ambas as dire¢oes com duas transformagoes de variaveis sucessivas.

A primeira delas supoe uma nova varidvel w como

w=ux—¢t, (2.70)
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onde ¢ = kysinf/n, é a velocidade média efetiva no solo quando dh/dx = 0. Essa

transformacao leva a equacao

oh ke d [ oh
oh 0 oh

A condigao inicial suposta pelo autor é de um volume de dgua Vj inicialmente concen-
trado no ponto x = 0 que esta sujeito a condicao

/OO h(z,t)dz = Vy/ne. (2.73)

—0o0

Essas condig¢oes permitem a aplicagao da transformacao de similaridade

h w
u = (Vo /1) 23 (tK)-1/3 U= AL OSLE (2.74)

que, por sua vez, levam a equagao diferencial ordinaria (EDO)
d du  vu
~ =+ =) =0. 2.
dv(udv+3> 0 (2.75)

Essa EDO tem solugao exata, que pode ser expressa em funcao das variaveis originais

CcOo1mo

h(x,t):<32 _e 4y (2.76)

3 )1/3 %2/3 (x — et)?
(Kt)'/3 6Kt

Os autores também utilizam a mesma abordagem para desenvolver uma solugao bi-
dimensional com simetria radial (chegando em um resultado da mesma forma) e uma

solucao pelo método chamado traveling wave.
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Capitulo 3

Implementacao numérica e condicoes

de contorno

Neste capitulo nos concentramos nas solugoes numéricas da equacgdo de Boussinesq.
Apresentamos um método para transformar o problema (que é de valor de contorno) em

um problema de valor inicial e analisamos as implicacoes fisicas e matematicas de fazé-lo.

De agora até o fim deste trabalho trataremos apenas da equacao de Boussinesq para
um macico infinito com condiges de contorno h*(0,t) = Hy (com H, podendo ser zero,
menor ou maior que H), h*(x,0) = H e h*(x,00) = Hy (vide Figura que pode ser

modelado pela equagao de Boussinesq com a aplicagao da transformacao de Boltzmann

d do do
7 (%g) + 256 =0 (3.1)
com as condi¢oes de contorno
6= g b0 =1 3:2)

reescritas aqui para referéncia rapida.
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3.1 Apresentacao do problema e desenvolvimento de

uma solucao numérica

Na literatura cientifica, o método Runge-Kutta tem sido amplamente utilizado como
uma solu¢do numérica que requer pouco esforco e de confiabilidade razoavel. A sua
implementacao se faz reescrevendo 1| como duas equagoes de primeira ordem. Para

isso, comecamos definindo uma nova variavel ¥ como

_ ,d¢
= ¢d7£ (3.3)

O fato de que v surge do termo hOh/dx, em combinagao com a lei de Darcy, nos indica que
essa variavel esta fortemente relacionada com o fluxo de agua no aquifero. Dessa forma,
os valores de v variam conforme a condicao inicial do problema e o seu valor inicial
determina se a condigao ¢(c0) = 1 serd satisfeita, o que faz com que sua determinagao
seja fundamental para a resolu¢ao do problema. Definimos entao

99 6) = tim w(€) = . (3.4)

(€)% (©) = lim

I
iy

O valor de vy sera diferente para cada valor de ¢y. Vale ressaltar que para o caso
»(0) = 0 (embora para £ tendendo a 0, ¢ — 0 e % — 00) esse limite existe e é uma
constante nao-nula. O seu valor para esse caso sera discutido mais a frente. Outro

detalhe também é que para H = Hy, ou ¢(0) = 1, a constante é zero pois nao hé for¢ante

no problema e o fluxo é nulo.

Reescrevemos entao (3.1) como duas EDOs em ¢ e

8 _ .
v ¥
i (3.6)

A aplicagdo de um método Runge-Kutta desde £ = 0 no caso da condigdo inicial

¢o # 0 nao encontra dificuldades. No entanto, apesar do método funcionar perfeitamente
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para esses casos, o mesmo falha na primeira iteragdo para o caso homogéneo. Isso se da
pois ambas as equagoes possuem ¢ no denominador e “explodem” quando & = 0, ja que
¢»(0) = 0. Até hoje ndo existe uma maneira padrao de se contornar este problema. Yeh
(1970), por exemplo, apenas resolveu problemas do tipo ¢(§ = 0) # 0 e ndo abordou essa
questao em seu artigo. Hogarth e Parlange (1999) contornaram este problema comegando

o método Runge-Kutta de £ = 0,01 e assim evitaram a singularidade na origem.

Uma maneira de se contornar este problema é aplicar um esquema numérico diferente
e que evite uma equacao singular exclusivamente para o primeiro passo. A opg¢ao adotada
neste trabalho, também apresentada em Chor et al. (2013), se vale de uma mudanca de

variaveis que elimina analiticamente a singularidade. Comec¢amos por escrever a Equacgao

como

4

d¢ B
= <¢ + 25¢> — 26 =0. (3.7)

dg

Definimos uma fungao F(£) como sendo o termo entre parénteses de (3.7) e G(§) =

$*(€), o que fornece

dF dG
= 2VG e 2F — 46VG. (3.8)

As condigoes de contorno nas novas variaveis sao

G(0) = ¢7 G(c0) = 1. (3.9)

Vale a pena ressaltar que
lim F' = li = 1
lim F = lim ¢ = ¢, (3.10)
o que faz com que as condigoes iniciais sejam

G(0) = o5 F(0) = . (3.11)

Essa mudanca de variaveis ¢ especialmente 1til para o caso da condicao inicial ho-
mogénea, no entanto pode ser utilizada para quaisquer valores de ¢y. A cada passo, com

os valores de F, £ e (G, pode-se recuperar as variaveis originais com ¢ = G e com

W =F —26VG. (3.12)
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Ambas as equagoes em (3.8) possuem uma operacao de raiz quadrada, o que faz com
que as mesmas nao sejam adequadas para integragdes no plano complexo. O aparecimento
da raiz quadrada restringe os caminhos de integrac¢do no plano complexo ao requerer

branch cuts (cortes de ramificagdo), o que torna o procedimento mais complicado.

Para a solu¢ao numérica de optamos por implementar o método conhecido como
Runge-Kutta-Cash-Karp (RKCK) com passo adaptativo ao invés de usar o método Runge-
Kutta padrao de quarta ordem. O método RKCK consiste em um método Runge-Kutta
de 4% ordem com seis avaliagoes onde se pode rearranjar as equagoes e realizar simul-
taneamente um método de 52 ordem. O erro é estimado pela diferenca entre as duas
ordens (Press et al.; 1993). Este método foi programado com um algoritmo controlador
de passo que funciona especificando-se o erro maximo desejado em cada passo. O passo
a ser dado é escolhido iterativamente de maneira a nao superar este erro, que denomina-
remos €. Dessa forma em regioes mais suaves pode-se utilizar um passo maior e poupar
esfor¢o computacional e em regides onde o erro ¢ mais acentuado diminui-se o passo até
o tamanho necessario. O algoritmo para programagao foi extraido de Press et al. (1993)

e programado com precisao quadrupla em linguagem FORTRAN 90.

A estimativa de erro do método RKCK ¢ feita ponto a ponto. Isso significa que erro
fornecido por cada aplicacao do método RKCK em um ponto é relativo apenas aquela
iteracdo e ndo considera os pontos (ou iteragdes) anteriores. Como sabemos que o método
RKCK é um método de passo progressivo, temos que o erro de cada passo é acumulado
para os passos seguintes. Dessa maneira, se para i-ésima iteracdo do método a estimativa
de erro fornecida pelo método é g;, temos que o erro absoluto em cada ponto €, pode ser

definido como

k
= lo). (3.13)
j=1

onde k é o nimero de iteracoes feitas até entao. Valores comuns para ¢ ficam em torno de
1 x 107'%, sendo que nao ha garantia no fim da solucdo numérica de um limite superior
para o erro absoluto, ja que o mesmo depende nao so6 de €, como também do niimero de

iteragoes feitas.
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3.2 A equacao de Boussinesq na Hidrologia de bacias

A transformacao do problema em um PVI passa obrigatoriamente pelo entendimento
e determinacdo da varidvel ¢ (definida na se¢do anterior), que matematicamente age
como uma derivada de ¢ normalizada. Dessa forma, antes de passarmos aos métodos
matematicos de transformacao do problema em um PVI, estudaremos ¢ e sua principal

aplicacao em hidrologia de bacias como um estimador de vazao.

Analisando as Equacoes e tem-se que, se (&) se relaciona com o fluxo
de agua no aquifero, ¢y é de especial importancia em hidrologia de bacias pois estd
relacionada com o fluxo de dgua na origem do aquifero (i.e., interface com o corpo d’dgua)
em diferentes instantes. Pela relacao e pelo fato de que a vazao de agua () em um

ponto é

dh
Q= koh-- (3.14)

segue-se que

H3(neko)'? ¢ (E(, 1))

(3.15)

onde Q(z,t) é a vazao de dgua em funcao de t e x. E importante mencionar que em certos
casos a equacao de Boussinesq nao fornece estimativas para a linha d’agua de maneira
satisfatoria (o que leva a preferéncia pela equagao de Richards (Steenhuis et al., 1999)
em alguns casos), o que é atribuido principalmente a suposi¢do de Dupuit-Forchheimer
(DF) de que o fluxo é horizontal. E de conhecimento, no entanto, que a suposi¢ao de DF
mesmo nao produzindo (em alguns casos) estimativas precisas de nivel d’agua, ainda é
capaz de produzir estimativas precisas de fluxo na interface entre aquifero e corpo d’agua

(Luthin, 1973, p. 151).

Tomamos o limite £ — 0, que é satisfeito apenas quando ¢t — oo ou com x — 0.

Concentramo-nos no caso onde x = 0, que é valido para qualquer tempo ¢t. Logo temos

que
[{3/2(7%]€ )1/2 @Z)
Qo(t) = — s - tTOQ, (3.16)
dQo H3/2<nek0)1/2 o
S 2w o (3.17)
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nos dando a vazao de dgua na origem () e sua derivada temporal em qualquer tempo.

Dessas equagoes sai o parametro fisico
Do = H*?(n ko)1, (3.18)
que é algumas vezes chamado de dessortividade (Brutsaert e Nieber, 1977).

Repare pela Equacao @) que a vazao na origem € infinita no tempo zero. Isso vem
das condigoes iniciais, que supdoem um aquifero completamente cheio em ¢t = 0. Dessa
forma em x = 0 o valor de h cai instantaneamente de H (em ¢ = 0) para Hy (no instante
seguinte). KEsse comportamento também acontece nos demais pontos do aquifero, no

entanto é mais facil de ser entendido se analisado na origem.

No entanto, apesar de )y — oo no instante inicial, a quantidade de agua que sai do
aquifero até um tempo finito 7', que é dada pela integral
. T
Q1) = [ Qolt)dt = DaT"”, (3.19)
é uma quantidade finita, ao contrario do que acontece quando T — o0, que fornece
Q(T — 00) — 00. Isso é esperado, ja que supusemos um aquifero de dimensoes infinitas,

o que é valido apenas para tempos curtos. A Figura 3.1 apresenta a vazao especifica na

origem (g e a vazao acumulada () em funcao do tempo em dias.

Um método bastante comum de andlise de bacias ¢ o método apresentado primei-
ramente por Brutsaert e Nieber (1977). Este método é utilizado para se deduzir os
parametros da bacia (usualmente n, e kq) conhecendo-se os dados de vazao em um periodo
de tempo. O método é baseado na suposicao de que dQo/dt pode ser expressado como

funcao de Qy:

aQy
C0 —F(Q). (3.20)

O método é ainda especialmente efetivo se uma relacao do tipo

dQo _ s
<2 = —aQj (3.21)
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Figura 3.1: Graficos da vazao e descarga acumulada para um aquifero com n, = 0.4,

ko= 0,5 m/dia, Hp=1me H =2 m.

é valida. A transformacao de Boltzmann cai neste tltimo caso. Ainda pode ser mostrado

(pelas Equagoes (3.16) e (3.17)) que para o caso da transformagao de Boltzmann § = 3 e

2

= — 3.22
T Henkoy? (3:22)

Nesse contexto, a solu¢ao desenvolvida aqui equivale a uma solugao para tempos cur-
tos, que sao quando o nivel da dgua ainda nao “sentiu” os efeitos da parede impermeavel
e, portanto, a solugao se comporta como se o macico fosse infinito. Outras solugoes que
consideram um macigo finito (tais como a de Boussinesq (1904) e outras solugoes apro-
ximadas) devem ser usadas para tempos avangados, quando a solucgdo sente o efeito da

parede impermeavel do macico.

Para um método mais aplicado, pode-se definir a variavel

Q =2QoL, (3.23)

onde L é a distancia total de todos os tributdrios a montante da estacdo hidrolégica onde
se mede a vazdo de rio Q) e o fator 2 se refere ao fato de que ha fluxo para o rio vindo das

duas margens. Desta maneira, a vazao medida pode ser entendida como

d@ _ ol
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onde ;1 =3 e

1

. S— 3.25
L oW ken 2L (3.25)

onde 1y varia com ¢g.

Repare que substituindo na equagao anterior 1y =~ 0,6642, que é o valor aproximado
para o caso homogéneo, obtemos

1,1334
o~ (3.26)
H3k:0neL
que é a equacao (6a) de Brutsaert e Lopez (1998) e (18b) de Brutsaert e Nieber (1977), que
consideram, para todos os efeitos, a aproximacao de um corpo d’agua com profundidade

zero. Nesse ponto, a nossa Equacdo (3.25) é mais geral, pois permitimos que ¢, varie

conforme a profundidade do corpo d’agua.

Com o objetivo de determinar n. e kg, precisamos de mais uma equacao valida para
tempos avancados (que deve, entao, tratar obrigatoriamente de um aquifero finito). Esco-
lhemos a solugao aproximada desenvolvida por Boussinesq (1903) que é dada pela Equacao

(2.26)), e que ja que foi detalhada na Segao . A utilizacao dessa solu¢ao para estimar

vazao produz

_ > n’m2kopHt
Qult) =2~ )L™ 3~ oxp (7). (327
n=1,3,5... e
que pode ser analisada para tempos longos, reduzindo-se a
_ w2 kopHt
Qo(t) = 2kopH(H — Hy)L ™" exp <—4L°§;> (3.28)

Apesar da Equacgao (3.28) ser aproximada, a mesma nos permite estimar a vazao
para Hy # 0, sendo portanto preferivel em termos de generalidade a solug¢ao analitica de

Boussinesq (1904).

Seguimos entao o exemplo da Equacdo (3.24) e passamos a colocar a Equacao (3.28)

com no formato

d@ _ B2
E = —OéQQ 5 (329)
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o que produz By =1e
WQkOpHZQ
g = ———
2 neAz Y

onde A é a 4rea da bacia, aproximada por = 2L L.

(3.30)

Ficamos agora com um sistema de duas incégnitas (n. e k) e duas equagoes (Equagoes

(3.30) e (3.25)). Isolamos entdao n. e ko nesse sistema, o que produz

1/2 T _
Ne = <]2)) oA (anay) 2 (3.31)
€
A 1/2
= —— (O‘Q) . (3.32)
V2pH? L mipy N1

Nessa formulagdo, além de supormos g = Wy(¢g), também somos obrigados a supor

que o fator de escala p se comporta como p = p(¢y).

Introduzimos entéo a relagdo empirica p = (1 —pg) o+ po, onde pg é o valor de p para o
caso homogéneo, py = 0,3465. A aplicagdo dessa relacdo com Hy = 0 (e portanto ¢g = 0)
fornece exatamente a mesma formulagao apresentada por Brutsaert e Lopez (1998). No
entanto uma fungao 1y = Vo (o) ainda ndo existe na literatura. Nesse Ambito as proximas

secoes sao dedicadas e desenvolver abordagens para se obter essa expressao.

3.3 O método de Topfer e as condicgoes iniciais

Nesta secao apresentamos uma maneira de se transformar o problema de valor de

contorno em um problema de valor inicial (PVI).

Para cada condicao inicial ¢y > 0, existe apenas uma condicao inicial 1y que satisfaz a
condicao de contorno na origem (Callegari e Friedman, 1968; Callegari e Nachman, 1978;
Allan, 1997). Como qualquer solugdo desenvolvida a partir da origem (como solugoes
numéricas com métodos em marcha e expansoes em série) ainda depende dessa condigao
inicial, na pratica toda a solu¢ao depende da precisao com a qual a constante inicial é

estimada.
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E comum o valor de g ser estimado a partir do método de tentativa e erro (escolhendo
um )y que satisfaga melhor a condigao de contorno ¢(oc) = 1), como é intuitivo; ou ele é
obtido da literatura. O valor de vy ¢é diferente para cada condicao de contorno, sendo que o
valor que mais aparece na literatura é para o problema com condi¢ées homogéneas. Valores
para outros casos dificilmente sdo apresentados em artigos. Pensando nisso definimos

entao

Y = Yo(po = 0). (3.33)

Na literatura as melhores estimativas para ¥y vém de trabalhos sobre a camada-
limite de Blasius (j& que com condi¢oes homogéneas existe uma relagdo entre o problema,
de Boussinesq e o problema classico de Blasius, como ja foi comentado). O valor de ¢y

¢ de aproximadamente 0,66411467243039259.

A partir da Equagdo (2.51) prova-se a relagao

d2
= 26577£’ (3.34)

que é sempre vélida. Para o caso homogéneo, podemos tomar o limite quando & (e n)

tende a zero para deduzir
Yo = 2K, (3.35)

onde

Apesar da deducao da relagao anterior nunca haver sido formalmente apresentada até
onde seja do conhecimento do autor, Parlange et al. (2001) ji4 sabiam da mesma e a
utilizaram em uma equagao para a descarga de um aquifero (que foi baseada na equagao

de Boussinesq), ainda que apenas com 8 casas decimais de precisio.

Neste capitulo tornaremos a nossa solugao auto-suficiente adaptando um método para
determinar ¥y com precisao arbitraria e que possibilita a resolu¢do do problema com
apenas uma execuc¢ao do modelo. Mais a frente essa abordagem sera estendida para todos

os valores de ¢q e .
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Comecgamos com uma analogia ao problema de Blasius, que é o problema para o qual
o método foi originalmente desenvolvido. O problema de Blasius também é um problema
de condi¢ao de contorno, e a maneira mais simples e intuitiva de se resolver também ¢é por
tentativa e erro de maneira a determinar a constante x até que a condi¢do de contorno
(d%f/dn?(c0) = 1) seja satisfeita. (Topfer, 1912), no entanto, tornou a abordagem de
tentativa e erro desnecessaria ao realizar uma mudanca de variaveis que transforma o
problema de condi¢ao de contorno em um problema de condi¢do inicial (Fazio, 2008).
Isso tornou o problema mais facil de ser resolvido e permitiu uma determinacao precisa

de k (Parlange et al., 1981).

A seguir esse mesmo método serd adaptado para a equacao de Boussinesq, o que nos
permitira, desde que o erro seja controlado, estimar 1)y com a precisao desejada. O método

consiste em aplicar a mudanca de varidveis

G=AT0" =T =TI (3.36)
que produz a equacgao
d [ .do" Ldot
e <¢ d€*> 2 e =0 (3.37)

que é andloga a Equacao (3.1), o que mostra que a Equacao (3.1) é invariante a mudanca

de varidveis dada por (3.36).

Impoe-se entao as condigoes

9" (0)=¢5  ¥°(0) =1, (3.38)
o que configura um problema de valor inicial.

Ao aplicar o limite £ — oo em (3.36) obtém-se o fator de escala A como

1
: * * 2
A= (Jim o(€) (3.39)
ou mais simplificadamente:
A = ¢*(00)2. (3.40)
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A aplicacao das condig¢oes em & = 0 produz

o =A"2p5 Y= A"7, (3.41)
que nos permite encontrar )y como

(3.42)

O método, entao, consiste em resolver a equacao diferencial com um ¢ arbitrado até
um valor de ¢ grande o suficiente para ser considerado uma boa aproximacgao de & — oo,
assim obtendo ¢*(c0). Com o valor de ¢*(0c0) pode-se obter A com e obter a solucao
para o problema em ¢ através de com condig¢oes iniciais dadas por (3.41)).

Para a aplicacao desse método geralmente utiliza-se solu¢des numéricas para obter-se
o valor de ¢*(c0), j& que outros tipo de solugoes ndo chegam até um ¢ indefinidamente

grande. Nesse caso utilizamos, como ja foi descrito, o método RKCK.

Repare, no entanto, que ¢y é diferente de ¢} por um fator A™2. Isso apenas nao
é verdade se A\ = 1 (o que, se for verdade, significa que a estimativa inicial resolveu
o problema sem a necessidade de mudanca de escala) ou ¢f = 0, que produz o caso
homogéneo em ¢ e que esta ligado ao problema classico de Blasius, para qual o método
foi desenvolvido. Isso significa que este método sozinho é adequado para o caso homogéneo
porém pouco util para casos onde ¢y # 0. Na proxima secao apresentamos uma abordagem

para lidar com esse empecilho.

3.4 Aproximacao para ¢, em funcao de ¢

O método de Topfer, como visto na secao anterior, funciona bem para o caso ho-
mogéneo (onde Wy = ¥y e onde as condigoes de contorno sdo compativeis com as condigoes
do problema classico de Blasius) porém nao consegue evitar a abordagem de tentativa e
erro em outros casos. A seguir apresentamos uma abordagem que tenta corrigir esse

aspecto do método; tanto para ¢y < 1 quanto ¢ > 1.
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Comecamos redefinindo as condi¢des do problema invariante em ¢* como

¢ (0) =¢5  ¥(0) ==£1, (3.43)

sendo que o caso 1*(0) = 1 é aplicado para casos onde 0 < ¢ < 1 e ¢*(0) = —1 é aplicado
para caso onde 1 < ¢f. Tal adaptagao nos permite o uso do método para casos ¢y > 1
porém ainda nos obriga a utilizar o método da tentativa e erro se quisermos resolver o

problema para um ¢, especifico.

Buscamos entao uma resposta por meio de um ajuste de curvas. Aplicando o método
de Topfer para valores sucessivos de ¢ obtemos um numero arbitrario de pares (¢, 1o).
Todos esses pares, segundo a teoria apresentada na secao anterior, resolvem o problema
de valor de contorno desejado. E possivel, entdao, a calibragao dos coeficientes de uma

expressao empirica para 1y em funcao de ¢q.

Vamos tratar inicialmente de casos onde ¢y < 1. A expressao escolhida deve satisfazer
todas as caracteristicas observadas nos dados gerados de ¢y como funcao de ¢y. O método
de Topfer foi aplicado segundo a solugdo numérica detalhada na Segao aproximando
¢(00) = ¢(& = 50) e com um controle de erro que garante a precisdo dos dados finais até

1 x 10719,

Supomos entdao que, para £ = 0 e ¢g < 1, 1y pode ser escrito como funcao de ¢y

segundo a expressao

Wo(o) ~ (¥ + adh) (1 — ¢5)(1 + fob)°, (3.44)

que garante que para quaisquer valores de a, b, ¢, d, e, f and g, as condig¢oes

Uo(pp =0) =y, (3.45)
oo =1) =0, (3.46)
¥y
%(¢0 =0) =0, (3.47)

sdo satisfeitas. A condicao de derivada nula com ¢y = 0 é estudada em mais detalhes na

Segao
Analogamente, supomos que para valores de ¢g maiores que 1, 1y pode ser escrito
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como
Wo(¢o) = (1 — ¢§)(b +e5)°, (3.48)
que garante que g(¢pg = 1) = 0 (tinica condigao conhecida para essa faixa de valores).

Os parametros a, b, ¢, d, e, f e g foram obtidos com uma aplicagao do método
Levenberg-Marquardt com o programa GnuPlot (http://www.gnuplot.info/), que for-
neceu os valores a = 0.7335420, b = 0.9992700, ¢ = 0.9838109, d = 2.9478507, e =
0.1864231, f = 0.9675153 e g = 0.9341123 para o caso ¢y < 1. Esses valores aplicados
na Equacao fornecem os resultados apresentados na Figura , que mostra 500
pontos calculados com aplicacoes sucessivas do método de Topfer e a aproximacgao @)
Os maiores erros (diferengas absolutas entre os dados e a Equacdo (3.44)) acontecem no

intervalo 0 < ¢y < 0.2. O erro méximo (8.44 x 1078) acontece para ¢y = 3 x 1072,

Para o caso ¢g > 1, o mesmo método de estimativa dos coeficientes fornece os valores
a = 1.03307, b = 0.42704, ¢ = 0.766737, d = 0.943232 e € = 0.498194; que tem erros
similares ao caso anterior no intervalo 1 < ¢y < 5. A Equagdo (3.48) com os valores
calibrados dos coeficientes estd apresentada na Figura 3.2 ao lado de pontos calculados
numericamente. A aproximacao nao foi testada para valores de ¢, maiores do que 5,
porém os erros vao gradativamente aumentando conforme os valores de ¢, desejados se

distanciam da faixa 0 < ¢g < 5.

Uma equagao aproximada para ¢y em func¢ao de ¢y (ou analitica) ndo foi encontrada
na literatura para ser comparada. Apesar de uma estimativa para 1)y poder ser retirada
da expressao para a dessortividade apresentada por Brutsaert e Nieber (1977), a mesma
depende de um valor p que vem da lineariza¢ao da equag¢ao de Boussinesq com uma altura
d’agua caracteristica para a qual ndo ha estimativa geral e precisa ser considerada caso a

caso, portanto a mesma tem sua aplicabilidade limitada.

Mais a frente neste documento sera apresentado um método analitico para a deter-
minacao de ¥y em funcao de ¢g. Apesar do método analitico ter uma precisao arbitraria,
o fato de o mesmo depender de uma soma faz com que uma precisao da ordem de 1 x 107°

seja muito mais lenta computacionalmente do que a aproximagcao apresentada aqui (que
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Figura 3.2: Exemplos da aproximagao para ¢g(¢g). A figura de cima apresenta a Equagao

(3.44) enquanto que a de baixo apresenta a Equacao (3.48).
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obtém uma precisdo mais satisfatéria do que essa). Esse fator fez com que em todas as
analises desse documento fossem usadas as expressoes apresentadas nesta se¢do para se
conseguir Wo(¢p), apesar de se tratar de uma aproximacao, em substituigio ao método

baseado em uma equacao analitica.
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Capitulo 4

Resolucao geral do problema

Neste capitulo procuramos desenvolver uma solucao em série para o problema que seja
expansivel de qualquer ponto do dominio, o que nos permite utilizar o principio da conti-
nuac¢ao analitica para reproduzir a funcao analiticamente em qualquer ponto do dominio.
Isso implica que a série em questao tem que ser capaz de reproduzir o comportamento
da funcdo a partir tanto de pontos onde ji sabemos ser singulares (a origem do problema
homogéneo) quanto de pontos onde aparentemente ndo ha singularidade alguma (e.g.

qualquer ponto & > 0).

Para prosseguir com o desenvolvimento de uma solu¢ao em forma de uma série em &,

consideramos a Equagao (3.1) integrada de um ponto arbitrario &, a &

do & e B
Vet (g~ [ o] =0 (4.1)
N~~~ —

I 11 II1

onde 1, = ¥(&,).

Baseados nas solugoes existentes na literatura (Heaslet e Alksne, 1961; Chor et al.,
2013) e em solugoes prévias obtidas aqui (e que estdo detalhadas nos apéndices C e @ por
simplicidade), supomos que ¢ pode ser escrito como

[ee]

OE) = Y an(€ = &) (4.2)

n=0
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Definimos analogamente ¢, como sendo ¢(&,). Pelas condigbes iniciais também temos

que

ag = qba. (43)

Substituindo (termo a termo) a série definida em 14.1) segue entao que

1—%? = Yalt-&) ”/QZ Fonle — &) (4.4)
[e'e] n+1 )
= Z (Z 5 Ak ln— k’+1> (g_fa)%- (45)
n=0 \k=0

Continuando o processo com os termos II e III temos também que

n=gof = |- mgai = 5E
- k&@)ijﬂan(s—éa’% &3 anle - 5E
- 5:: (€ — &) +§a§0an<é—§a>é‘t
- ij: (€€ +§a§an<£ €)% — &aag (4.6)
Passando ao terceiro termo:
I - —/gfasdg:—:onwan(f—faﬁ? (4.7)
Dessa forma o termo entre parénteses pode ser expresso como
H+HI—;)an(£ R N P SR
() 52+§a;an<£—§a)’%—§aao (4.9)

Somando todos os termos devidamente integrados temos que a equagao (4.1) pode ser

escrita como

00 m—+1 k‘ R
Z (Z = Ak — k+1)f 7 — 1,

k=0

+ 2 (i n (g 5(1) + ga i ap(g - ga)g - gaCLO) =0. (410)

n=0n+ p=0
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Agora surge a necessidade de que todos os somatorios tenha os mesmos indices con-

tadores. Para isso introduz-se as relacoes
m =n+3 p =n+2, (4.11)

o que produz

[e'¢) n+4 S
Z (Z 5 AkQn— k+4> (5 - ga)T — Ya

n=—3 \k=0

+ 2 (i (5 ga)?l_2 + Sa Z an+2(€ ga) - faao) = 0. (412)

+ 2 n=—2

Considera-se agora cada valor de n separadamente até que os somatoérios tenham os

mesmos limites. Analisando separadamente entdo a equacgao para n = —3 temos
ajag = 0. (413)
A anadlise para n = —2 fornece
ai
5 + azap = Y. (4.14)

Resta agora

o) n+4 ) 00 0o o
Z <Z 5 @k Gn— k+4> (g_éa)%—i_Q (Z + 2an<£ ga) +£a Z an+2(€ - éa)z) =0.

n=-—1 n=-—1

O tnico valor que sobra é n = —1. Analogamente entao para n = —1 tem-se

3(aras + aszag) + 4€.a1 = 0. (4.15)

Com todos os somatorios comecando de 0 e indo até o infinito podemos cancelar a

dependéncia de (£ — &,) junto com o somatoério anterior:

oo (ntd L n+2
Z <Z S@kan—ka +2——an + 2§aan+2> —&)=> =0

k=1 n+2
:ZJ? kapan, 44 + 4_:_12% + 48012 = 0
(n+4)aganiq + :ZJ? kapa, _1iq + —17—12(1" +4&an40 = 0
(n + 4)agt, 14 + n ; 4 g:g Apln—ksa + 4—:_12@” +4&ap40 = 0. (4.16)
k=1
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Neste ponto somos for¢gados a considerar dois casos diferentes: o caso onde ¢ é nulo no
ponto de expansao (¢, = 0) e o caso onde ¢ é ndo-nulo no ponto de expansao (¢, # 0).

Se ¢, # 0, entdo, pelas condic¢des iniciais, ay # 0 e temos que

n —l— 4143 4dn
QA — —4 aln
Z k k+4 — n+ 2 € +2

(n+4)agan 14 =

1 n—|—4”+3 n
n+d — n— n +4&aa, 4.17
(4 (n+ Dy ( 5 kz:laka kta T +2a +4&.a +2> (4.17)

que é a relacao de recorréncia para uma série de Taylor, pois os coeficientes impares sao

nulos, o que sera melhor explicado adiante.

Se, no entanto, ¢, = 0, e portanto ag = 0, entao temos

n_|_4n+3

Qg Qo -+
9 kz:lk k+4 +2

(n+4) n+4 a2

41013 + > apn_jra +
2 2 =

1 ( +4n+2

Qg Qo -+
s Do \ 2 A ek

ap + 4400 = 0

-y 2an +4€a,0 = 0

n
Ap43 = — —a, + 4§aan+2> s (418)

4
n+2
de maneira que temos duas relagoes de recorréncia distintas. Chamaremos essa tltima de

relacdo para uma série fracional.

Note pelas equacoes que definem os coeficientes que se a série é expandida a partir de
um ponto onde ¢, é zero, entdo a série tem um comportamento de raiz quadrada perto
do ponto de expansao, como era de se esperar pela solucdo feita especificamente para

condigdes homogéneas (veja no Apéndice C).

Se, no entanto, a série é expandida a partir de um ponto onde ¢, # 0, entdo vemos

pelas Equagoes (4.13), (4.14) e (4.15) que a; e ag sdo nulos. Aplicando a relagao de

recorréncia, dada pela Equagao (4.17), para os seguintes coeficientes temos que nesse caso
todo a, é nulo quando n é impar. Isso anula todos os termos que possuem expoentes

fracionais. Podemos entao reescrever a série e a relagao de recorréncia para o caso ¢, # 0

como
G(€) =D @n(§ —&)" (4.19)
1 o + 4 1t 8n
Qoo = — o " G, 4t . 4.2
Ap+2 <2n T 4)60 < Z apQn k+2 + o T 2@71 + gaanJrl) ( 0)
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Tabela 4.1: Primeiros seis coeficientes a,, (para o caso ¢, = 0) e a,.

n an .
X ’ ba

: 2 Yo/ b

2 it ~ ik (@ + 26m)

’ ~ay (205 + 46a0) — 50 (30T, + @1 + 2£,a5)

4 =5 (Saxas + jar + 4€.as) L (4w, + 2 + 5, + 26,35)

° _% (6a2a4 + 305+ %ag + 4£“a4) _ﬁ (10@y@y + 10asas + 3as + 4€,a4)

Percebe-se pela Equacao que nesse caso a série possui apenas coeficientes in-
teiros, sendo, portanto, uma série de Taylor. Isso é esperado dada a solugdo para o caso
especificamente nao homogéneo (veja no Apéndice @ A tabela apresenta os seis
primeiros coeficientes @, e a,, para o caso ¢, = 0 (obtidos com e , respectiva-

mente)

A Figura mostra a expansao em série para dois casos. Apesar do raio de con-
vergéncia da série em torno da origem nesse caso ser aproximadamente 2,3757 (Chor
et al., 2013) para o caso homogéneo e 0,7 para ¢y = 0,6 (como serd discutido adiante),
a série é apresentada até & = 5 em ambos o0s casos, o que é um exemplo de aplicagao do
principio da continuacao analitica. Essa figura foi feita com trés expansoes sucessivas para
o caso homogéneo e quatro para ¢y = 0,6. Por inspe¢ao temos que ha uma tendéncia de
aumento do raio de convergéncia conforme expandimos a partir de pontos mais afastados

da origem.

Até entao, tanto quanto seja de conhecimento do autor, nao havia uma solugao para a
equacao de Boussinesq que fosse analitica e que pudesse ser usada em todo o dominio semi-
infinito. Para esses casos de convergéncia limitada geralmente completa-se a convergéncia
com uma aproximagao assintética véalida para valores altos de & (vide Apéndice e
aumenta-se a convergéncia da propria série com um acelerador de convergéncia, e.g., uma

Aproximacdo de Padé (vide Apéndice E).
A tnica restricdo matematica que foi necessaria para a dedugao da série apresentada
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Figura 4.1: Gréafico das fungoes ¢ e 1 para o caso homogéneo (abaixo) e o caso ¢y = 0.6
(acima). Esta figura foi feita apenas com a expansao em série deduzida utilizando o

principio da continuagao analitica e o programa utilizado esta apresentado no Apéndice
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neste capitulo foi H # 0. Todos os outros casos, no entanto, estao dentro do escopo dessa
série. Dessa maneira, devido as limitacoes fisicas e a limitacdo matematica discutida, a

série ¢ valida para quaisquer condigoes iniciais contempladas em ¢g > 0e H > 0.
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Capitulo 5

Analises no plano complexo e raio de

convergeéncia

Neste capitulo exploraremos a equac¢ao de Boussinesq no plano complexo. A principal
razao para se fazer isso é o entendimento das singularidades que limitam a convergéncia
das solugbes em série, ja que, segundo o teorema 3.3a de Henrici (1974a, p. 155), o raio de
convergéncia de uma série de Taylor é dada pela distancia desde o ponto de sua expansao
até a singularidade mais préoxima. Para o caso da série definida em expandida a
partir de um ponto singular, chega-se por inspecao numérica a conclusao de que o mesmo
vale, desde que o préprio ponto de expansao nao seja considerado como a singularidade

mais proxima.

No caso da equagao de Blasius, a localizacao das singularidades ¢ bem conhecida: ha
trés polos simples mais préximos e a uma distancia da origem de || = 5,6900380545
(Boyd, 2008), sendo um deles no eixo negativo de 7. Descobre-se que as singularidades
sao polos de ordem 1 supondo um comportamento assintético perto das singularidades da

forma

-~ Po
I (n— Sp)’ (5:1)

onde p; € o residuo das singularidades e .S, € a distancia da mesma da origem. Substituindo

a aproximagao anterior na equacgao (2.52) temos que p, = 6 e v = 1, caracterizando um

39



8.0 100
90
6.0
80
1.0
70
2.0
60
= 00 50
40
-2.0
30
-1.0
20
-6.0
10
-8.0 0

-8.0 -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
Re n

Figura 5.1: Funcao de Blasius no plano complexo. As linhas brancas verticais sao fruto

dos caminhos de integracao utilizados para gerar a figura.

polo simples com um residuo de exatamente 6. Os polos podem ser vistos na Figura
como sequéncias de pontos brancos. As linhas brancas que seguem verticalmente a partir
de cada ponto sao fruto do procedimento de integragdo numérica utilizado para gerar a
figura. Esse procedimento foi o mesmo utilizado para gerar todas as imagens de planos

complexos deste trabalho e sera detalhado mais adiante neste capitulo.

A abordagem descrita para o caso de Blasius nao funciona na equacado de Boussinesq.

Como um exemplo, aproximando

o~ L (5.2)

(E—5)
e substituindo na equacao 1) temos que ¥ = —1, o que nao caracteriza uma sin-

gularidade. Este fato indica que comecamos com uma suposi¢do equivocada de que a

singularidade é um polo.

Devido a dificuldade de anélise de singularidades analiticamente, passamos para uma
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abordagem numeérica para explorar o plano complexo com a equacao de Boussinesq.

A mesma abordagem que foi apresentada para a reta real sera utilizada no plano com-
plexo: integra¢do numérica com o método RKCK com controle de erro e passo adaptativo.
A tnica diferenca é a definicao de todas as variaveis como variaveis complexas, ao invés
de variaveis reais. Repare que a definicado do erro como apresentado pela equagao
abrange integragoes no plano complexo, retornando um nimero real mesmo com o; sendo

complexo. Portanto, a definicao do erro absoluto continua a mesma.

5.1 Analise do problema original

Ao integrar a equagao no plano complexo tem-se a fun¢ao ¢(£) como mostrado nas
Figuras|5.2 e para varias condigoes iniciais. Figuras em tamanho maior e para outras
condigbes iniciais podem ser encontradas no Apéndice H. Vemos que ha varios pontos
onde o médulo da funcao ¢ vai a zero, que sdo todos os pontos escuros que aparecem
nas figuras. Uma integracao por um caminho qualquer s(§) que passe por algum desses
pontos mostra um comportamento do médulo de ¢ similar ao ilustrado na Figura 5.4: um
ponto onde o médulo da fungao é zero porém a derivada é infinita; dai o comportamento

singular.

A explicagao desse comportamento passa pela definigao de d¢/d¢ em funcao da varidvel

Y (reescrita aqui para referéncia facilitada):

d

@ _¥ (5.3)
g ¢

Fica claro pela Eq. (5.3) que (salvo casos onde 1) = 0) quando ¢ = 0, a sua derivada é

infinita, dai o comportamento caracteristico mostrado na Fig. [5.4|

Nesse ponto fazemos a suposi¢ao de que nao existem singularidades de outra natu-
reza. Dessa maneira supomos que todas as singularidades em ¢(£) sao causadas pelo
modulo de ¢ sendo nulo, sem excecoes. Embora essa hipétese nao tenha sido provada
analiticamente, em todas as simulagoes numéricas feitas no decorrer do trabalho nao foi

encontrada nenhuma evidéncia contraria a essa suposi¢ao. Aceita a hipotese anterior, a
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busca das singularidades agora se torna uma busca por pontos onde ¢ = 0.

Como se pode ver nas Figuras e a disposicao das singularidades muda nao-
linearmente de acordo com a condic¢ao inicial imposta. Um ponto de destaque ¢ a condi¢ao
0o ~ 0,58. Para ¢y < 0,58 a singularidade mais préxima da origem estd no eixo negativo
da reta real (ou zero para o caso homogéneo). Para condigoes ¢ > 0,58 as singularidades
mais préximas sao um par conjugado no segundo e terceiro quadrantes, sendo que para
¢o perto porém maior que 0,58 vé-se claramente uma série (aparentemente infinita) de

singularidades ordenadas (canto inferior direito da Fig. 5.2).

O objetivo agora é formular uma andlise numérica que seja geral o suficiente para
abranger todas as condic¢oes iniciais. E possivel, como demonstrado no Apéndice |G, fa-
zer uso do teorema geral de Cauchy ou dos coeficientes da série para descobrir o raio
de convergéncia de uma série a partir de um ponto através de sucessivas integrais fecha-
das. Esse procedimento deixa a desejar no quesito de praticidade, sendo muito custoso

computacionalmente, principalmente se for utilizado para diferentes casos de ¢y.

E pensando nisso que passamos para a proxima secao com o intuito de formular uma

analise numérica geral e que seja computacionalmente facil de ser realizada.

5.2 Analise do problema invertido

E numericamente dificil encontrar as singularidades em ¢ com & sendo a variavel inde-
pendente ja que os métodos numéricos nao funcionam na vizinhanca de uma singularidade.
Nos propomos aqui um método alternativo. Tratando £ como a variavel dependente e ¢
como independente consegue-se facilitar o tratamento das singularidades. Pode-se aplicar

a regra da cadeia na equagao (3.1) como
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— <¢> +26 =0, (5.4)

onde ¢ = d¢/d¢ e com as condigbes de contorno equivalentes

(ko) =0 ¥(do) = tho. (5.5)

Essa nova equagao também pode ser transformada em duas EDOs:

d d

d _ —92¢ s _ ? (5.6)
de dp ¥

Repare que nesta configuragao i continua com a mesma defini¢do, logo a condicao

inicial ¢y é a mesma. Além disso, todas as derivadas infinitas d¢/d{ correspondem agora,

a derivadas nulas d€/d¢, que sao mais faceis de lidar numericamente.

Apesar do tratamento mais facil dos pontos singulares ser uma grande vantagem, o
grande trunfo desse método é que todos os pontos onde d¢/d{ — oo (que sdo pontos
singulares) sdo conhecidos nesta configuragao, ja que todos correspondem a |¢| = 0, que é
a origem do plano ¢. Isso vem da suposicao feita na secao anterior de que todos os pontos

singulares na configuracao ¢(¢) acontecem quando ¢ = 0.

A localizagdo das singularidades na configuragao ¢(§) (ou seja, os valores de £ para os
quais d¢/dé — o0) sao os diferentes valores que a fungao £(¢) assume em ¢ = 0. Para
uma mesma condigao inicial, (¢ = 0) pode ter valores diferentes dependendo do caminho

percorrido desde ¢ = ¢g até ¢ = 0.

Repare pelas Fig. que na configuragdo £(¢) também existem singularidades no
plano complexo, apesar de estarem em quantidade muito menor e de serem aparentemente
“melhor organizadas”. Essas singularidades sdo polos (pontos brancos). Repare também
que para ¢y < 0,58 o caminho entre ¢ (ponto mas escuro, indicando &£(¢g) = 0) até ¢ =0

pela reta real estd livre de polos, o que nao acontece com ¢y > 0,58.
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Como consequéncia, tem-se que para condi¢Oes iniciais ¢g < 0,58 a integracao pode,
a rigor, ser feita estritamente com varidveis reais. No entanto para condigbes iniciais
o > 0,58, o polo entre ¢y e ¢ = 0 na reta real obriga o uso de um caminho de integragao
(e varidveis) complexas. Dessa forma, para o método ser o mais genérico possivel, defini-
mos sempre um caminho primario pelo plano complexo independente da condicao inicial
imposta. O caminho estd ilustrado na figura 5.6, Como esse caminho nao contorna ne-
nhuma singularidade (na forma &(¢)), sempre encontramos a singularidade mais proxima

da origem.

Para o caminho primério definimos 0 = 3¢q/4, o que faz com que o caminho real

percorrido desde ¢y, passando por A até a origem B seja sempre 2¢y.

Caminhos secunddrios, como o que estd representado na figura [5.7, também sao
possiveis. A cada volta que se da no polo em ¢ = 1 se descobre a localizacao de uma sin-
gularidade diferente na configuragao ¢(¢). Caminhos de integracao contornando o ponto
¢ = 1 no sentido horario e anti-horéario resultam cada um em uma das singularidades de

um par conjugado de singularidades.

A figura apresenta os resultados do método apresentado. Repare que o caminho
priméario definido é geral o suficiente para ser usado mesmo em condi¢des onde ¢y > 1,
logo esses resultados também estao apresentados (apesar de nao serem foco dos nossos
estudos). Vé-se que, como era de se esperar, a singularidade mais préxima da origem para
¢o = 0 é o proprio ponto ¢ = 0. A singularidade mais proxima tende a uma distancia
infinita quando ¢y = 1, j&4 que nessa condi¢do nao ha forcante e a func¢ao é ¢p(§) = 1 em

todo o dominio.

Vé-se também um comportamento claramente nao-linear em ¢g =~ 0,58, o que ¢é outro

indicio que este ponto ¢ de interesse para o estudo das singularidades.

Outro aspecto que vale a pena ser ressaltado é que, enquanto a singularidade mais
proxima é facil de ser encontrada, ainda nao esta claro qual a maneira de se determinar
com certeza um caminho de integracido em £(¢) de modo e determinar a localiza¢ao de

uma singularidade especifica em ¢(£). Um exemplo disso é a singularidade que se encontra
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no quarto quadrante dos planos na Figura|5.2 e que ndo possui um par conjugado. Ainda
nao esta claro qual o caminho de integracao que tem que ser feito para se obter a sua
localizacao, sendo que todos os esfor¢os nessa direcao até agora foram feitos com o método

de tentativa e erro.
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Figura 5.2: Representagdo de ¢ no plano complexo com ¢y = 0 (superior esquerdo),
¢o = 0,4 (superior direito), ¢ = 0,6 (inferior esquerdo) e ¢g = 0,8 (inferior direito). Para

uma visualizagdo com mais detalhes veja o Apéndice
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Figura 5.3: Fungao ¢ no plano complexo com ¢y = 1.2 (esquerda) e ¢y = 1.4 (direita).
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Figura 5.4: Exemplo do comportamento de uma singularidade.
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Figura 5.5: Representacao de £(¢) no plano complexo para ¢y = 0 (superior esquerdo),
¢o = 0,3 (superior direito), ¢y = 0,6 (inferior esquerdo) e ¢y = 0,9 (inferior direito).
Figuras mais detalhadas do plano complexo de £(¢) para condigoes de contorno variadas

podem ser vistas no Apéndice H|

Im ¢

o 1 Red

Figura 5.6: Caminho da integracao feita no plano complexo para encontrar a localizacao

das singularidades mais proximas da origem.
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Figura 5.7: Caminho da integracao feita no plano complexo para encontrar a localizacao

de singularidades a direita e mais préximas da origem.
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Figura 5.8: A distancia de singularidades no plano complexo de ¢ até a origem. O

programa utilizado para gerar esse grafico esta apresentado no Apéndice
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Capitulo 6

Resolucoes alternativas

Neste capitulo utilizamos algumas transformagoes algébricas para resolver o problema
com as variaveis expressas de maneira nao-convencional. A primeira transformacao trata
da variavel £ como variavel dependente de ¢, o que traz algumas vantagens interessantes
do ponto de vista de hidrologia, enquanto que a segunda transformacao omite a variavel

de similaridade &, tratando o fluxo ¢ em fungao do nivel d’agua normalizado ¢.

6.1 Resolucao invertida do problema

Como discutido no capitulo anterior, a anélise do plano complexo de £(¢) mostra que
para condicOes iniciais 0 < ¢y < 1 a singularidade mais proxima do ponto ¢y ¢ o polo
em ¢ =1 (i.e.,&(1) — o00). Esse fato garante a convergéncia da série até este ponto, o
que corresponde a toda a faixa de interesse em termos de hidrologia. Desta maneira, uma
solucao de &(¢) que seja vélida no intervalo ¢y < ¢ < 1 pode ser invertida, sendo que a
solugao invertida é capaz de reproduzir ¢(§) em £ > 0. Dessa forma, nos concentramos

nesta se¢ao na resolugdo da equagao (5.4) com condigdes de contorno (5.5).

Comegamos supondo que &(¢) pode ser escrito como

€)= 3 cald— do)", (6.1)

n=1
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que é uma série de Taylor expandida a partir de ¢y. Note que esta defini¢do de £ satisfaz
a condigao ¢(& = 0) = ¢, j& que a nossa condi¢ao é sempre dada na origem. Considere

agora a Equacdo (5.4) integrada de ¢y a ¢ e multiplicada por £”:

1)
6 — € + 2¢ /¢ &(@)do = 0. (6.2)

Substituindo (6.1) em (6.2) e reescrevendo ¢ como (¢ — ¢o) + ¢o temos

(¢—o)™ ' =0. (6.3)

(¢— o) +o— wozmcm bo)™” 1+2chn¢ $o)"” 12

in + 1
O termo nao-linear pode ser tratado como
k1l = (= —k+1 n+1
ne, ————CpCp_ — ,
36— " 3 0= = 3 (3 P e ) (6=

(6.4)
e com a introducao da relacao m —1 = n+1 é possivel reescrever os somatorios em funcao

de apenas um indice como

(p—o)+Po—tho > (n+2)cnia(p—go) ™ +2 Z <Z 1 Ckcn—k+1> (¢ — )" ' =0.
n=-—1 = k=1
(6.5)
Uma anélise da Equacao 1) nos indices m = —1 e m = 0 nos deixa com
- ZZ (6.6)
1
Cy = 27%, (67)
o que possibilita a eliminagao da dependéncia de ¢:
—1ho D (1 + 2)cnpa(d — do)" T+ 2 (Z k_i_l(?kan+1> (¢ —¢o)""" = 0
n=1 n=1 \k=1

n—k+1

1 KOkt = ®.8)

—tho(n + 2)cpio + 2 Z
k=1

Isolando o termo de maior ordem no lado temos a relacdo de recorréncia para os
coeficientes c,,:

" n—k+1
n = n— . 6.9
Cn+2 (n + 2)0 kzz:l Ll ClCn—k+1 (6.9)
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1.2

Figura 6.1: Variaveis £ e ¢ em funcdo da varidavel independente ¢ obtidas com a série

desenvolvida nesta secao.

Teoricamente, como ja mencionado, uma série deste tipo é capaz de reproduzir a funcao
em todo o dominio £ com precisao arbitraria, porém, na pratica, conforme chega-se perto
do polo em ¢ = 1 sao necessarios varios termos para uma precisao razoavel ja que a série

vai gradativamente perdendo a validade na vizinhanca de uma singularidade.

A Figura mostra a curva £(¢) obtida com a série deduzida aqui. Repare no polo em
¢ = 1 que aparece claramente. A curva de ¥(¢) é similar & curva que obtemos ao plotar
1o(¢o), porém nao é a mesma, ja que a equacgao nao é auténoma (depende da variavel
dependente £). A Figura@ apresenta as curvas de ¢ e 1 nas variaveis “fisicas”. A mesma
foi obtida invertendo-se as curvas apresentadas na Figura|6.1. Repare que quanto mais
termos forem utilizados na série £(¢), mais facil serd a convergéncia da mesma perto do
polo. Isso permite que (ap6s a inversao de volta a configuragdo ¢(£)) seja obtida uma

série com um raio de convergéncia tao grande quanto a precisao numérica permitir.

A relagao apresentada aqui e as andlises feitas levando em conta ¢ como uma variavel
independente nao foram encontradas nas referéncias pesquisadas, o que impede uma ten-

tativa de comparagao com resultados da literatura.
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Figura 6.2: Fungao ¥ (&) e ¢(§) obtidas invertendo-se o resultado da série apresentada

nesta secao.

6.2 Resolucao do problema para a vazao

Nesta se¢ao nos concentramos em resolver o problema sem a dependéncia explicita da
varidvel €. Como foi discutido na Se¢do 3.2 nao s6 a varidvel 1) é de interesse especial
para a Hidrologia como a determinacao do seu valor na origem diz o quao precisa seréd
toda a solugdo (no caso de uma solu¢ao desenvolvida a partir da origem). Portanto uma
maneira de excluir ¢ da equagao original porém ainda mantendo um significado fisico na

equagao ¢ expressando (3.1) como ¢ em fungao de ¢.

Dividindo a Equagao (3.6) por (3.5) tem-se que

dip
2T _9 d
que derivada em relacao a ¢ fornece
d*y dg

Utilizando-se entao novamente a Equagao (3.5) tem-se

d>p
i (6.12)
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que esta sujeita as condigoes

V(go) =10 P(1) =0. (6.13)

Como continua sendo de interesse trabalhar com um PVI, substituimos a condicao
em ¢ = 1 por uma condigdo em ¢ = ¢y. Considere a defini¢do de di)/d¢ apresentada na
Equacao @) A aplicagdo do limite nessa equagao quando ¢ — ¢y nos permite entao

substituir as condi¢oes neste problema por

(o) = Yo jjj(%) o, (6.14)

considerando que & = 0 quando ¢ = ¢y.

A Equacao , tal como a equacao invertida , tem a vantagem de ser valida
fisicamente apenas no dominio ¢g < ¢ < 1, o que faz com que aumentem as chances de
uma solucao em série ser bem sucedida em representar a funcao em todo o dominio. No
entanto, vé-se que a equacao ainda é nao linear e, portanto, dificil de ser resolvida por

métodos convencionais. Tentamos entao

B(6) = 3 buld— 60" (6.15)

A condigao em ¢q ja de saida fornece

by = .

A substituigao da série na equagao diferencial (com o termo nao-linear ja tratado como
nas resolugoes anteriores) nos deixa com

i (i(n —k+2)(n—k+ 1)bkbnk+2> (¢ — do)" = —2(¢ — dg) — 2¢bp. (6.16)

n=0 \k=0

A analise da equacgao anterior para n = 0 e 1 revela

®o 1+ b1bo
I T

b p— f—
? o 3bg

(6.17)
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Figura 6.3: A fungdo ¢(¢) calculada com a série definida em (6.15) para o caso ¢ = 0
(acima) e ¢p = 0,5 (abaixo).

Segue da defini¢do da série em (6.15)) e das condigdes iniciais apresentadas na Equagao

(6.14) que b; = 0, o que nos deixa com as condi¢bes para os primeiros termos

bo = o (6.18)

b =0 (6.19)

by — —iz (6.20)
1

b= (6.21)

e nos permite escrever a relacao de recorréncia para os b,s

1 n
Zn—k+2 (n—k+1)bkby_gy2. 1 >2 (6.22)
Yo(n+2)(n+1) =

bn+2 = -

A série obtida é apresentada na Figura 6.3 para ¢9 = 0 e para ¢ = 0,5. Andlises

numéricas indicam que a série nao diverge em nenhum ponto do dominio finito quando
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¢o < 1. No entanto, para condigoes ¢y > 1 a série diverge antes de chegar na condicao
de contorno em 1, nao sendo valida, portanto, em toda a regiao de interesse. Nos con-
centraremos entao em analises com ¢y < 1, o que é de maior interesse para hidrologia de

bacias.

O fato de que a série converge em 1 quando ¢y < 1, nos permite utilizar a condicao
de contorno em 1 (que até agora nao foi utilizada) para estimar 1)y de uma maneira nao

numérica. Isso pode ser feito resolvendo-se a equacao

fj bn(1 — ¢o)" =0, (6.23)

que tem que ser resolvida iterativamente para vy ja que os b,s dependem do préprio 1y,

que nao pode ser isolado da relacao.

Esse procedimento é muito mais rapido computacionalmente do que pelo método de
Topfer, e nos permite descobrir vy sem recorrer ao método de tentativa e erro inclusive
para valores nao nulos de ¢g. No entanto, a equag¢ao aproximada desenvolvida no Capitulo
¢ muito mais rdpida para uma mesma precisao. No caso da precisdao padrao de 1 x 1077
sdo necessarios cerca de 50 000 termos para o método analitico. Se levarmos em conta
que a cada iteracao o programa precisa recalcular todos esses termos, vemos que nessas
condicoes até mesmo a resolugao numérica é mais facil. No entanto para atingir uma

precisdo de 1 x 10~ sdo necessérios cerca de 100 termos e o método funciona bem.

Também nao foi encontrado na literatura nenhum artigo sobre maneiras nao-numéricas
de se estimar a constante 1)y (ou k). E possivel que essa abordagem seja 1til nao s6 para
hidrélogos, como também pesquisadores da area de mecanica dos fluidos e que utilizem a

equacao de Blasius nao homogénea.

Com os resultados apresentados neste capitulo temos uma base satisfatéria de conheci-
mento para resolver a equagao de Boussinesq para um aquifero horizontal infinito sujeito a
condicoes de contorno constantes com uso de pouco esfor¢co computacional e com métodos
analiticos. Dada uma condigao inicial ¢g, utiliza-se o conteiido desenvolvido nesta se¢ao
para encontrar um valor de 1y que atenda a condi¢ao de contorno. Com o valor de 1)y

determinado existem duas op¢oes analiticas: reproduzir a fungdo com a solugao geral uti-
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lizando o principio da continuacao analitica ou reproduzi-la a partir da solugao inversa
&(¢). Qualquer uma das duas opgoes é mais vantajosa do que uma resolu¢do numérica,
sendo que com as andlises no plano complexo do Capitulo 5 ainda pode-se determinar os

pontos 6timos de expansao da série geral ¢(£), o que otimiza a resolugao.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho a equagdo de Boussinesq para aguas subterrdaneas foi estudada tanto
numérica quanto analiticamente. O foco foi dado para a equacao aplicada a um dominio
semi-infinito, o que corresponde a uma aproximacao conhecida em hidrologia para um
aquifero finito cuja superficie freatica nao sofreu ainda influéncia de uma parede im-
permeavel localizada a uma distancia finita da origem. A equagao nesse caso passa por
uma transformacao de Boltzmann, o que introduz uma variavel de similaridade £ que faz

com que a equacgao deixe de ser parcial, facilitando a sua resolucao.

Apresentamos um esquema numérico baseado no método Runge-Kutta-Cash-Karp
com passo adaptativo que tem como principais vantagens o controle de erro na solugao e o
tratamento de maneira analitica da singularidade na origem (que acontece para o caso ho-
mogéneo das condigoes de contorno). A transformagao de varidveis usada no tratamento
analitico da singularidade resolve de maneira simples o problema da implementac¢ao de um
método Runge-Kutta na equagao de Boussinesq para condi¢oes de contorno homogéneas,

o que até entao era um problema sem solucao na literatura.

Um outro problema na solu¢ao da equagao de Boussinesq como um PVI (que também
acontece na sua resolugdo com métodos do tipo Runge-Kutta) foi contornado, que é
a determinacao das condicoes iniciais adequadas. Desenvolvemos neste trabalho duas

maneiras para se obter um valor de 7y compativel com um dado ¢y de modo que a
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condigao de contorno fosse satisfeita: (i) por ajuste de curva e (ii) por meio de uma série
de poténcias que reproduz 1(¢). A segunda maneira, embora sofra da desvantagem de
necessitar de uma abordagem iterativa, é (tanto quanto seja de nosso conhecimento) o
primeiro método analitico para se encontrar a constante ¢y (e, portanto, a constante k

para o problema da camada-limite de Blasius).

A condicao inicial ¥y também foi estudada do ponto de vista pratico em hidrologia,
sendo que foi desenvolvida uma expressao mais geral para o método de Brutsaert-Nieber
de andlise de bacias baseada nessas andlises. Essa expressao (valida para o comego do
esvaziamento) leva em consideragao condigdes nao homogéneas no corpo d’agua adjacente
ao aquifero (i.e., Hy # 0). Essa situacao é mais realista do que a hipétese Hy = 0, que,
apesar de ser uma simplificacdo nao necessariamente justificavel, ainda é amplamente

utilizada atualmente na literatura.

No Capitulo 4| também desenvolvemos uma solucao para a equagao de Boussinesq
pelo método de séries da maneira mais geral possivel (dentro das possibilidades da trans-
formagao de Boltzmann). A solugéo é inédita e pode ser expandida de qualquer ponto, o
que faz com que ela possa ser usada para aplicar o principio da continuacgao analitica.
Esse fato torna possivel reproduzir analiticamente a funcao ¢(§) em todo o dominio

(0 < ¢ < ), 0 que nao era possivel antes dessa solugao.

Nao é possivel, no entanto, reproduzir toda a fun¢do com apenas uma expansao, ja que
a série expandida a partir de qualquer ponto possui um raio de convergéncia finito, o que é
fruto da presenca de singularidades no plano complexo. Por essa razao o plano complexo
foi investigado com uma solugdo numeérica para que se pudesse estudar as singularidades.
Desenvolveu-se entdao um método simples para localizar com precisao as singularidades
que limitam a convergéncia da série. Isso foi feito no plano invertido, ou seja, com & em

funcao de ¢, o que é uma abordagem nova para este problema.

Ainda no formato £(¢), desenvolveu-se neste trabalho uma solugdo em série para a
equacao diferencial nessa configuracao. Essa solugdo também é inédita na literatura e,
dado que pode contar com precisao arbitraria dependendo de quantos termos forem utili-

zados, também tem o potencial de reproduzir toda a fun¢ao ¢(§) apés uma (re-)inversao
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de variaveis que as deixa na sua configuracao original.

Ao todo, portanto, foram desenvolvidas trés solugoes em série ao longo do trabalho.

Elas reproduzem ¢(§), £(¢) e ¥(¢). Suas caracteristicas resumidas sao:

e ¢(&): possui raio de convergéncia finito sempre, mas reproduz a fun¢do no dominio

semi-infinito pelo principio da continuac¢ao analitica;

e {(¢): apesar de necessitar de uma interpola¢do nos resultados e de um nimero
muito grande de termos para convergir perto do polo em ¢ = 1, também permite a

reproducao da fungao em todo o dominio;

e (¢): nao pode ser colocado em fungao das varidveis fisicas = e ¢t porém permite

encontrar as condicOes iniciais do problema analiticamente.

A teoria desenvolvida neste trabalho para a equacdo de Boussinesq aplicada a um
macico infinito faz com que este problema possa ser resolvido pela primeira vez de maneira
completamente analitica; desde a determinacao das condigoes iniciais até a obtencao da
altura da dgua em qualquer ponto do aquifero e em qualquer tempo. E importante também
lembrar que esses avangos sao potencialmente importantes em outras areas. O problema de
Blasius, por exemplo, é diretamente beneficiado pela determinacao analitica de iy. Outro
exemplo sao problemas de difusdo nao-linear. Como foi discutido no Capitulo 2, esses
processos frequentemente sao matematicamente equivalentes a equacao de Boussinesq
para um maci¢o horizontal, o que faz com que as solug¢bes para problemas de difusao
nao-lineares em grande parte sofram das mesmas dificuldades que foram abordadas (e em

alguns casos superadas) neste trabalho.
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Apéendice A

Apresentacao da resolucao de
Boussinesq para a equacao parcial

normalizada

Boussinesq resolve a Equacao (2.30) usando um método de separagio de varidveis que

supoe h* como sendo o produto
R*(z*,t") = X(«)T(t"),

de modo que

oh*(z*,t*)  dX(x*)

_ T(
Ox* dz* (),
oz t)  dT(t) -, .
o T e @)

Essa transformacao produz a equacao

1 4Tty 1 d .
T2(t) dt* _X(x*)d:z;*lx(x) dz*

A integracao dependente de t* é facilmente resolvida:
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1 dT(t")

T2 ar
dr
ﬁ = Cldt*
—T_l = Clt* + ¢
—1
Tt) = ——. A5
( ) Clt* + Co ( )

E conveniente definir uma outra fungdo em “substituicao” a X (z*):

. 1
= — (x
Clt* + co
X)) o
N (6)) Clt* + C2
= X(2r) 1
a cy  at*+1
1
= ) E— A6
() (A.6)
onde F(z*) = _XCSC*) ea=cy/co.
Com isso a parte da equacgao dependente de z* fica
—1 d [d(F?c)
= A7
Fey dx* l 2dz* “ (A7)
—Ca d d F2 .
F [dx* (2)] = (4.8)
definindo uma variavel P como sendo
d (F?
P= — A9
dx* ( 2 ) ’ (A-9)
temos
dP __ap
dx* Ca
dP
= —aF A.10
dx* “ ( )
dP
7 = —adz”. (A.11)
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Relembrando que dz* =

dP a F?
F2
PP = —aFd=— (A.13)
:v—ngF? (A.14)

O lado direito da equacao pode ser integrado por meio de uma mudanca de variaveis:

F? =u (A.15)

F = U1/2,
logo,

a a?
[ g du= =55 4 e (A.16)

a

3

a
= ——F% 4.
3 +Cg

(F2)3/2 + 3

Com a integragdo do lado esquerdo da equagao (A.14), temos a relagdo

P? a
5 =3 e
Utilizando a equagao (A.9), temos
d (F2\]?
z* \ 2 a
7[d (22 )} = —§F3+Cg (Al?)
1( dF\* a
—|F =——F?
2 ( d.r*) 3 e
dF 2a 3
= |-—F3 2]
dx* 3 e
FdF
dz* =

T
o]
A integracdo da equagao anterior com uma pequena mudanca de varidveis para pre-
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servar os simbolos z* e F'(z*) nos da:
x* F(ZE*)
d
/d{ _ / yay
0 0 [—%ay3 + 203}
F(x*)
d
ot = A — (A.18)
0 [—%“y?’ + 203}

(S

[N

Nota-se que ainda ha duas constantes a serem definidas, a e c3, portanto ainda nao é
possivel a resolucao da integral de maneira geral. O primeiro passo para se determinar
as constantes é uma derivagao de ambos os lados da equagao em relacao a variavel x*.

Fazendo uso da regra de Leibniz,
F(x*)

dz* d d
= / . (A.19)
xr X |:_2?ay3 + 203:| 2
A F dF
T |:_2§ay3_’_203:|2 [—T&I/F3+2c3]2 Xz
Como y nao é funcao de z*, temos que:
0 Y 0
* 1
ax _Q?ayg + 203i| 2
e entao
F dF
: Tar 0
— 2P+ 23
2a 13 %
dF —=F° 4+ 2¢

_ L3 d . (A.20)

dz* F

Pelas caracteristicas do problema, podemos afirmar que:
F(1)=0 (A.21)
dF(1)

—— =0 A.22
dx* ’ ( )



logo, analisando a equacdo (A.20) no ponto z* = 1 temos:

210 420
1

2a
— 42 =0
g 4o

C3 =

%. (A.23)

Aplicando a equagao (A.23) na equagao (A.18) temos:

3\
ot = <2) / - (A.24)
oy (=y?)?

A equagdo (A.24)) ainda possui a como constante a ser definida. Definimos a com a

condigao de contorno que nos resta: F/(1) = 1.

(2?;>2/y dy =1. (A.25)

0 (1 - 3/3)5

Neste ponto percebe-se a semelhancga com a func¢ao beta, aqui denotada por B(p, q):

B(p, q) = / WP L1 — w)? . (A.26)

Uma maneira facil de usar a funcdo beta a nosso favor é chamar u = y°
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u =y (A.27)

ul? =y (A.28)
dy 1 —2/3
du 3u
1
dy = gu_z/?’du. (A.29)
Substituindo na equagao:
3\2 Foul 1
(2)H] 2 g e
2a (1—u)z3

Q= —220 (A.31)

S 3 ydy
B(33) | (1—y)2
1 F3(x*)
= u’%(l — u)’%du
sey |
ot = I(F3(z)), (A.32)

onde I(F3(z*)) é a chamada funcao beta incompleta de F3(z*).

A funcao que desejamos estd no limite da integral: F'(x*). Isto dificulta a obtencgao de
uma expressao de F' em funcao de z* analiticamente, no entanto pode-se contornar este
problema resolvendo x* para varios valores de F'(z*), assim tem-se uma fungao xz*(F(z*)).

Invertendo esta séries de dados obtém-se valores de F' para diferentes z*, ou seja, F'(z*).
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Essa caracteristica implica que na pratica nao se pode impor uma condi¢ao inicial
genérica para o problema, ji que essa resolucao exige que a condic¢ao inicial seja a funcao

F(z*), que é definida com a integral da qual ela mesma é limite.

Percebe-se também que a forma da curva sempre se mantém a mesma e somente é
atenuada, ja que para qualquer tempo a forma de h* é a equacao F(z*) dividida por

at* + 1.
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Apéendice B

Transformacao de variaveis entre a
equacao de Boussinesq e a equacao

de Blasius

Neste capitulo definiremos uma mudanca de variaveis cuja demonstracao foi original-
mente apresentada (ainda que um pouco diferente) por Polubarinova-Kochina (1962) mas

que ja havia sido usada por Heaslet e Alksne (1961).

Ao considerarmos a equacao ordinaria de Boussinesq (2.50), come¢camos por usar a

propriedade da regra da cadeia para escrevé-la como

4 ( do\do  do

d¢<¢d£>c& X =0

do B
d¢<¢d£>+2g 0. (B.1)

que é valida desde que seJa nao-nulo. Como essa condi¢do apenas acontece em £ — o0,

este passo é valido para todo o dominio.

Agora definimos variaveis auxiliares n e f, tal que

df
= %(77) (B.2)
§=DBf(n) (B.3)



onde B é uma constante a ser definida no final. E importante ressaltar que a variavel
1, que na verdade é a variavel independente na equacao de Blasius, nao tem significado
fisico conhecido no contexto da equacao de Boussinesq. Seguindo a linha de raciocinio,

temos que

dp _ d (df) _ @f(n)dn _ 1d*f(n)dn

d¢ — de \dn dn?2 d¢ B dn? df
dp  1df(n)1

Trabalhando primeiro com o termo dentro do parénteses do lado esquerdo de (B.1)

dp  1df1
a Bapo
dp 1 df

d¢ — Bdn?’
0 que nos permite escrever

d [1df
— (Bd?72> +26=0 (B.6)

1 d (d2f\ dn B
— <d772> i 2 = 0. (B.7)

Temos também que
d d?
“n_2n (B.8)
do  df?

o que nos deixa com

3
ZZ+B2§Z;J;:0
a a2
f+B22fdn~£:

= 0. (B.9)

Que ¢ a forma da equacao de Blasius, onde f é a funcdo corrente de Blasius e 1 a

variavel independente. Para trabalhar-se com a equacao de Blasius em sua forma mais
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comum e que possui significado fisico, tem-se que

1
B*2 = -
2
B = L (B.10)
=5 )
nos deixando finalmente com
af 1 .d*f
——+-f—==0. B.11
st 5/ i (B.11)
Desta maneira, com (B.5)) e (B.10), temos também que
d*f
=2—=. B.12
V=23 (B.12)
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Apéndice C

Resolucao do problema homogéneo

Neste capitulo analisamos e resolvemos a equagao com condigoes de contorno ho-
mogéneas utilizando uma série com expoentes fracionais e deduzindo uma relagao de
recorréncia que permite o calculo de um ntmero arbitrario de coeficientes. Grande parte
do contetudo deste apéndice bem como o estudo da série que se desenvolvera aqui esta

apresentado por Chor et al. (2013).

Comecamos integrando a equacao de Boussinesq em sua forma ordinaria desde zero

até ¢ (com & sendo uma variavel de integracio):

&
d ( do\ . .do] -
[ e (o%) + 23] =0 e
do € € & -
¢d5£0+2(¢550— / cbdé)o (c2)
3
6% ~ 2 (cbf -/ ¢>d5) —0, (C.3)
0

onde 1) ¢ definido como em (3.4). Lembrando que a equagdo nesse caso estd sujeita as

condigoes

60)=0,  g(oc) = 1. (C.4)
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Supomos ¢ sendo uma série do tipo

[e.9]

B(&) =Y cal™?. (C.5)

n=1

E importante destacar que a definigdo desta série j& impoe a condi¢ao inicial ¢(0) = 0,

pelo fato de ndo existir termo independente (n = 0). Integrando ¢(§) temos

j b dé = i (=) entt™, (C6)

0 que nos permite escrever

i Cngn/Q i §Ck€§_l _ ¢0 +92 (i Cn€%+1 _ i (2> Cng’;ﬂ) -0 (07)

n=1 k=1 n=1 n—1 n+2
S 23 Ko b 200< - >n“:0 C.8
;cné kzzjl 2ck§2 Yo + n; Co = g I$ (C.8)
nzz:lcng ];Z;QCICSQ ¢0+ nzzzl n+2 Cngz . ( . )

O termo nao-linear pode ser reescrito como:
- n/2 . kg - = k m—1

Yoy saliT =) ChCmtris | €T (C.10)

n=1 i 2 =1 \k=1 2

Isso nos permite reescrever (C.9) como

Sy gall E\ m-1 > n
Z (; ckcm_k+12> f 2 — ¢0 + 27; <nj_2> Cn§§+1 =0. (Cll)

m=1 =1

O préximo passo trata de identificar todos os termos em £° e igualar seus respectivos
coeficientes a zero, ja que a igualdade tem que valer para valores diferentes de €. Os
termos em £° sdo apenas a constante vy e os termos em m = 1 da parte nao-linear da

equagao, ja que nenhum outro m ou n produz uma constante. Com isso temos que

1
k
Z CkCQ,kg — "Lpg =0 (C12)
k=1
2
C
Cl = 2¢0 (013)
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O que resta da equacao é

(& E\ ma > n n
mekiis | €2 +2 —— &2t =0. C.14
3 O e
Para podermos comparar os coeficientes em evidéncia, indroduzimos a relagao
m—1 n
—=—+1 C.15
m=mn+3, (C.16)

0 que, por sua vez, implica em

o] n+3 k, n 00 n N
E (Goeng) 2 E () et o (€17

n=-—1

Explicitamos agora todos os termos em n = —1 e n = 0 e os igualamos a zero
separadamente, a comecar por n = —1:
2 k c1co + 26102
2 ktshy =5 =0
k=1
3
0162(5) =0
Coy = O, (018)
ja que ¢ # 0.

Agora para n = 0:

2
ci1C3 + 301 C3
2

3 k  cies3 + 2c9¢9 + 3cic3
Z CrCp—f—= — = 0
k=1 2

= 2C103 =0
C3 = O, (019)

pois ¢; # 0, o que implica que podemos escrever
00 n+3 k n o0 n "
ChCnta= | €211 42 () cné2 ™ =0
> (S crennnay ) €57 123 (g
> (nd3 k n n
3 {3 () +2 () e =0 (€20

n=1 (k=1

1 n+3 n
5 Z (kaCn7k+4) + 2 <7H—2> Cp = 0 (021)
k=1

9 n+3
Cp = —n + Z kaCn,k+4. (022)
dn [
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Tabela C.1: Valores dos primeiros a,s segundo a relacao de recorréncia apresentada na

equagao (C.26).

Qo 299

aq — %

ay  —go=(201 + 3a3)
as B (99ag;;i8)a2

_ (42a1410)az+21a3

a4 12a0

Nota-se, no entanto, que o termo genérico ¢, estd posto em fung¢ao dos termos an-
teriores e dos 3 termos seguintes. Isto pode ser resolvido com um pouco de algebra.

Explicitando fora do somatoério as contribuigoes referentes a k =1 e k = n + 3, temos

n+2 (2
== > [kekCnpia] + (n 4+ 4)cicnrs | - (C.23)
o \p=2

Explicitando o termo de mais alta ordem (¢,43) na equagao anterior, e com o conhe-

cimento de que ¢y = c3 = 0, temos

! 4"C"+T§k > 1 (C.24)
Cn, = — CiCp— . n =~ .
+3 1 (n + 4) n+ 2 =~ k k+4

Ao aplicar a relagao para os primeiros coeficientes vemos que os a,s seguem o padrao
de um coeficiente nao-nulo seguido de dois coeficientes nulos, o que nos permite escrever

o somatorio de forma mais especifica:

o0

BE) =Y ans T, (C.25)
n=0

com a relagao de recorréncia

Apy1 = —

1 (4 Bn+1a,

ao(3n +5) *

3k +1 n—
3n+3 : [( + )aka k+1

) . (C.26)

1
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Figura C.1: A funcdo ¢ calculada pela série desenvolvida com a relagao de recorréncia

(C.26]) e programada com 8797 termos.

Os primeiros coeficientes da série encontram-se na tabela C.1. A figura mostra os
resultados obtidos com a série desenvolvida. Esta figura foi feita programando-se
com precisao quadrupla, o que nos permitiu calcular até o termo de ntimero 8797. Pode-se
ver que a série claramente diverge entre 2,25 e 2,5, nos indicando que podemos esperar o

raio de convergéncia dentro dessa faixa.

Podemos ja obter uma primeira aproximacao para ag, que toma a forma

Qg = 2¢07

utilizando (B.12). Utilizando o valor apresentado na tabela 4.1 de Boyd (2008) para

2 . . . ~ V4
%(O), uma primeira aproximacao para ag ¢

ao ~ 1,1524883274292. (C.27)

Hogarth e Parlange (1999) ja4 haviam utilizado esta relacdo (ainda que apenas com
5 casas decimais de precisao e extraindo o valor para 327{(0) de Parlange et al. (1981)),

porém sem nenhum tipo de dedugao explicita.

O caso homogéneo deste problema é especialmente interessante do ponto de vista

matematico pois a origem do dominio é uma singularidade do tipo raiz quadrada. Isto
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significa que a origem é um branch point, onde o valor da fungao é zero e a sua derivada
é infinita. Uma analise da definicdo da variavel ¢ ainda nos indica que para o caso
homogéneo nas variaveis originais x e t essa singularidade ainda existe em z, j4 que para
valores pequenos de € temos ¢ ~ aof'/?. Considerando valores de t # 0 e z — 0 tais que

& ~ 0 tem-se

1/2
H
h(z,t) ~ Hag (“’) =0 12 (C.28)

V4Dt (4Dt)1/4

o que indica que para um t fixo nao nulo, a origem se comporta como uma raiz quadrada.
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Apeéendice D

Resolucao do problema nao

homogéneo

Consideramos neste Apéndice as condigoes de contorno nao homogéneas

¢(0) = ¢o, ¢(c0) =1, ¢o > 0. (D.1)

Para a resolucao da equagao de Boussinesq para condi¢oes de contorno nao homogéneas
basta seguir a teoria de resolucao por série de Taylor e supor uma expansao ao redor de

Zero como

56 = Y m” (D2)

Essa definicao faz com que seja possivel substituir a Eq. 1} na equacao de Boussi-

nesq integrada (C.3), o que produz
d¢

= 1 n+1
¢d€—¢0+2;0<1—n+1) a, " = 0. (D.3)

Apés simplificagdo do termo nao-linear segundo (D.2) temos

i (i (m—k+1) akamm) " — o+ 2 i Dot =o. (D.4)

m=0 \k=0 —ontl1

Introduzindo a relagdo m = n + 1, a equagao (D.4) pode ser reescrita como

Z (Z (m —k + 1) ak@m—k—i-l) gm - ¢0 + 2 i mﬂ; 1am_1§m =0. (D5)
m=1

m=0 \k=0
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Figura D.1: Série para diversos casos nao homogéneos.

A analise do valor m = 0 separadamente produz

Yo
== D.6
a ao ) ( )
o que fornece, das Egs. (D.1) e (3.4):
d
apg = ¢0 ay = d?(()) (D?)

Veé-se nesse ponto que as Eqs. and 1} sao compativeis com a condicao ¢y > 0

em (D.1). Ao permitir a ¢ assumir o valor nulo vemos que o valor de a; tende a infinito,

o que esta de acordo com o que foi encontrado no Apéndice|C para condigoes homogéneas.

Continuamos colocando £ em evidéncia:

Z Z (m—Fk+1)aram_kr1 +2 -1 | €™ = 0. (D.8)
m=1 \k=0 m

Cancelando a dependéncia de £™ junto com a soma em m, rearranjando o termo de
maior ordem para o lado esquerdo e renomeando m como n, obtemos assim a relacao de
recorréncia para a série no caso nao-homogeéneo:

1 (2(n —1)

ag(n +1)

Ap4+1 = —

Gy + Z(n —k+ l)akan_kH) ) (D.9)
k=1
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A figura|D.1 ilustra a série para varios valores diferentes de ¢y. Vé-se claramente que
a convergéncia da série depende desse valor, e que conforme o mesmo se aproxima de zero
a suposi¢ao de uma série de Taylor comecga a perder a validade, o que se expressa como

uma diminuicao da sua regiao de convergéncia.
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Apeéndice E

Aumentando o raio de convergéncia

com uma aproximacao de Padé

Uma opgao para superar o raio de convergéncia da série utilizando a prépria série é a
implementacao de uma aproximacao de Padé. Neste Apéndice serao detalhados os passos
para a implementacao dessa ferramenta na série desenvolvida no Apéndice C| para o caso
homogéneo. O caso nao-homogéneo nao sera detalhado ja que o mesmo é uma aplicacao

direta da teoria da aproximagdo de Padé (Bender e Orszag, 1978, Cap. 3).

E comum uma aproximacao de Padé de uma série de poténcias convergir para a fungao
mesmo depois do raio de convergéncia (Bender e Orszag, 1978). Hogarth e Parlange (1999)
utilizaram-se dessa ténica e conseguiram, com poucos termos, aplicar a série desenvolvida
por Heaslet e Alksne (1961) até £ = 2,6, que estéd claramente além do raio de convergéncia
da série, portanto, optamos por este método como tentativa de aumentar a regiao de

validade da nossa solucao.

Apesar de Boyd (1997) ter apresentado um algoritmo a ser implementado em Ma-
ple para resolver equacoes diferenciais com uma aproximacgao de Padé, escolhemos neste

trabalho implementar o nosso préprio algoritmo por questoes de flexibilidade e precisao.

A ideia da aproximacao de Padé é substituir uma série de poténcias por uma razao
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de duas outras séries de poténcias construidas a partir dos coeficientes da série original.
Definimos entao uma aproximacao de Padé para a série ¢ definindo primeiro variaveis ¢

e y tais que

(=¢" (E.1)
y=¢, (E.2)
de maneira a escrevermos
Qb 251/2 Z an£3n/2 (E3)
=23 an ™" (E.4)
=23 any”. (E.5)

Segundo Bender e Orszag (1978) podemos aplicar uma aproximagao a soma . a,y"

na forma

N A yn
Py = Sa=0- 02 (E.6)
M 2/1:0 Bny"
que pode ser reescrito em termos de & como
n=0"~n
3n
S AE .
Sy —— v (E.8)
En:ﬂ B’I’Lg 2
logo definimos a aproximagao de Padé de ¢, P,, como
P¢> = 51/2 0 éh3n ) (E9)

no Bré®
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que utiliza N + M + 1 coeficientes da equacao original. By é tomado como sendo 1 sem

nenhuma perda de generalidade (Bender e Orszag, 1978).

Os coeficientes A, e B, da aproximagdo de Padé podem ser obtidos com simples

operacoes matriciais

By AN 1
B a
N S I B (E.10)
B AN+ M
onde /~\ é uma matriz da forma
Aij = AN+4i—j (Z 2 1,] S M) (Ell)

Os coeficientes A,, sdo entao definidos como

An = Z an,ij, (E12)
j=0
com B; = 0 para j > M.

Quando os coeficientes N e M sdo iguais, tem-se uma sequéncia diagonal. Optamos
por um Padé diagonal, ja que na maioria dos casos a sua convergéncia é mais eficiente

do que aproximagdes com N e M diferentes (Boyd, 1997). O resultado da série esta na

figura

A figura apresenta uma comparacao entre todos os trés métodos de resolucao
propostos aqui para o caso homogéneo: a solugao numérica, a série inalterada e a série
com a aplicacao de uma aproximacao de Padé. No eixo vertical temos, por questoes de
visualizacdo, o eixo logaritmizado com a variavel 1 — ¢(§), que é a distdncia das fungoes

até a reta de valor unitario.
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Figura E.1: Func¢ao calculada com aproximacao de Padé.

0.01 |

0.0001

1le-06 +

1le-08 + E

1— ()

le-10 | g

le-12 | g
RKCK ————

Py
Série ilnalteradaI e

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

le-14 +

Figura E.2: Gréafico de ¢ obtida numericamente (RKCK), através da aproximagao de

Padé (Py) e com a série inalterada.
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Apeéndice F

Solucoes assintoticas

Neste apéndice detalhamos duas solugoes assintoticas para a equacao de Boussinesq:
uma delas se baseia em uma aproximacao encontrada na literatura, que por sua vez se
baseia em aproximagoes da equacao de Blasius (valida apenas para o caso homogéneo) e
a outra foi desenvolvida aqui para os propésitos deste trabalho. Ambas sao validas para

a equagao obtida apods a transformacao de Boltzmann.

F.1 Aquifero com condi¢coes homogéneas baseado em
Blasius

A aproximacao assintética deduzida nesta secao se baseia na abordagem de Hogarth e

Parlange (1999) e foi uma tentativa de reproduzir os resultados dos autores. No entanto, o

resultado ao qual chegamos, apesar de ser da mesma forma bésica da equacao apresentada

por eles, é superior em termos de precisao da representacao da funcao de Boussinesq.

Tentamos entdo aproximar a Eq. (3.1) com condigdes iniciais

¢(0) =0,  &(o0) =1. (F.1)
O ponto de partida utilizado por Hogarth e Parlange (1999) é uma aproximagcao da
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equacao de Blasius que pode ser escrita nas variaveis utilizadas aqui como

¢ ~1— Ay/merfc (77+QB> , (F.2)

onde B = —1.720787657520503 (Boyd, 2008) e o coeficiente A foi obtido diretamente da
Eq. (14) de Hogarth e Parlange (1999) como A = 0.2337276186438419. Esse valor ¢
diferente do valor obtido pelos autores (0.23344), porém acreditamos que o valor obtido
aqui é mais preciso, ja que nao utiliza nenhuma aproximagcao posterior, enquanto que a

sua estimativa para A utiliza uma aproximacao para 327]20 obtida de Parlange et al. (1981).

Considerando a aproximagcao para 1 tirada da Eq. (13) de Hogarth e Parlange (1999)

Wb~ 24 exp [— (”*23)2] , (F.3)

e que pode ser prontamente deduzida a partir de (F.2), nés passamos para a integragao
de 1) com respeito a 1 o que (igualando o coeficiente de integra¢ao a B) produz

n+B

26 ~ (n+ B)p+2Aexp l—( 5

2
) ] ~ (14 B)$ + 0. (F.4)
Isolando n + B e substituindo na Eq. (F.2) tem-se

¢ ~1— Ay/merfc (252;¢> : (F.5)

Focamos agora no argumento da fungdo erro presente na Eq. (F.5), e que pode ser

aproximado por

26w 2w\ ¢
=5 (17 3) st g) o)

Considerando o comportamento assint6tico de (F.5) e (F.3) quando £ tende a infinito

é possivel subsituir ¢ (recursivamente) e ¥ na equagao (F.6) para obter

¢ _~ ¢ (F.7)

o (1 + ;%) - (1 — Ay/merfc (€) ) (1 + ?exp(—éﬂ)) '

Aplicando na Eq. (F.7) a aproximacdo da fun¢do erro complementar fornecida por
(Jeffrey e Zwillinger, 2007, p. 889, Eq. 8.254) até o segundo termo, que é dada por

exp(=¢) (1
erfe(§) N (1 2§2>, (F.8)
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e excluindo o termo de maior ordem do denominador de |D tem-se
28 £

o1+ %) 1 Lexp(—@) (1- 35) + 4 exp(—¢2)
¢
T4 & exp(—&)

no denominador; que substituido de volta na Eq. 1' fornece

£
o(&) ~ 1 — Ay/rmerfc , F.10

(& 14 % exp(—£2) ( )
que é a aproximacao desejada.

Repare que apesar de seguirmos a ideia apresetanda em Hogarth e Parlange (1999) a
equacao resultante é um pouco diferente da apresentada pelos mesmos autores, sendo que

a equacao apresentada aqui € ligeiramente mais precisa.

F.2 Aquifero com condicoes nao-homogéneas

A expansao da equacao de Boussinesq leva a

99"+ ¢'¢’ +26¢" = 0, (F.11)

que pode ser aproximado por

09" +¢'¢' +2¢¢' ~ 0, (F.12)

coforme ¢ — ¢. Lembrando que consideramos condi¢des de contorno gerais nessa re-

solucao:

¢(0) =¢o, (o) =1, ¢ =0. (F.13)

Se denotarmos ¢’ = y temos

oy +y* + 28y =0, (F.14)
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que é uma equacao de Bernoulli. Esse tipo de equacao pode ser resolvida com uma
mudanca de variaveis conhecida (Greenberg, 1998, p. 32), no entanto resolveremos de um

modo alternativo a seguir. Comegamos por considerar uma equagao similar linearizada

oy +28y =0, (F.15)

cuja solucao ¢ imediata:
(F.16)

2
y = Kexp <_¢>

O proximo passo ¢ utilizar o método de variacao de parametros na equagao original

Portanto supomos K = K (£), o que, substituindo na equagao original, fornece

2
(€] S]] ()
2
oK' exp <—£2> — 26K exp <—£2> + K? lexp (—i)] + 26K exp (—f;) =0
2
swon( ) fen ] -
2
oK' + K*exp <—£> =0
(F.17)
que resulta em
dKk 1 £2
K2 5Py
£
K= 3/2 erf \/>> +Ch. (F.18)
¢
Esse resultado implica que y é da forma
o (=5 (F.19)




Integrando, tem-se a equagao livre (sem a imposigao de nenhuma condigao de contorno)

(g,

/ Ca.

aproximada ¢(§), que chamaremos de ¢,

B V/erf
¢ap = ¢1n Cl + (F20)

Por definicdo a equacao para 1 sem nenhuma condicao de contorno aplicada é

V/merf %
exp(—fz/a) 5111 Ol—i—wg/;/;) +02

Y= (F.21)
1
5 \/; erf ( \/-) + 4
A aplicagao da condicao de contorno no infinito em ¢,, nos da:
o | O 2 erf(/y/9)
ap = @ In +1
3 C1 + %
- 03 +erf(£/4/ ¢ \/>
ap = ¢l 1, F.22
¢ P ¢ln C3+1 ( )
sendo que C'3 é uma constante que pode ser ajustada.
Se o objetivo for que a condi¢do de contorno na origem também valha, temos
$o—1
exp (&=
Cs = ( 0 )1 (F.23)
1 —exp (¢° )

no entanto a aplicagao dessa condicao deve ser feita com cautela, ja que a suposi¢ao inicial
é de que ¢ tem um valor fixo ¢, e a aplicagdo da condicao de contorno em dois extremos

diferente implica em dois valores distintos de ¢.

A expressao 1) com a condi¢ao de contorno no infinito aplicada fornece

aexp (—52/5) {qﬂn [W} + 1}
=/L , F.24
i’ \[T Cy + erf(¢/1/9) ()

sendo que a constante C3 também pode ser ajustada de maneira que di)/d§ = 0 na origem,

o que estd mais de acordo com a funcao 9 real. Dessa maneira temos que
o (13
= %
1 —exp (1 — g)

(F.25)
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Todas as expressoes anteriores, no entanto, dependem do valor de ¢. Nao pdde-
se deduzir uma maneira satisfatéria de se determinar esse valor analiticamente, porém

pode-se dizer que, por aferi¢gao, uma expressao que mostrou-se 6tima para modelar o seu

valor foi

6= ¢°:3. (F.26)

Os resultados da equagdo (F.22) com (F.23) e (F.26) estdo apresentados na figura [F.1|

junto com a solu¢ao numérica RKCK.
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Figura F.1: Diferencas entre as aproximacoes deduzidas aqui e a resolugao “exata” por

RKCK para o caso ¢y = 0,6.
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Apéndice G

Estimativas alternativas do raio de

convergeéncia

Neste apéndice quatro métodos para se estimar convergéncia de séries serao descritos
e explicados. Todas sdo aplicadas a série desenvolvida para o caso homogéneo (vide

Apéndice , porém podem ser facilmente adaptadas para os casos nao-homogéneos.

E importante destacar que todos os métodos apresentados aqui sdo obsoletos (para o
caso das séries desenvolvidas aqui) se comparados ao método desenvolvido no Capitulo E
Os métodos apresentados a seguir foram as primeiras tentativas deste trabalho de se obter
regiao de validade da série e se baseiam em teoremas gerais. Esses mesmos métodos, no
entanto, foram superados em termos de eficiéncia e facilidade pela abordagem baseada
na equagao invertida, que ¢é especifica para a equagao de Boussinesq. Para outros casos,

porém, os métodos a seguir apresentados podem se mostrar uteis.

G.1 Teste da razao

Segundo o teste da razao, para que uma série numérica convirja (i.e., tenha uma soma

finita quando o ntimero de termos tende a infinito), ela tem que satisfazer a condi¢ao
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PnJrl

lim sup <1, (G.1)

n—0o0

n
onde os P,s sdao os enésimos termos da série. O operador limite superior é equivalente ao
operador limite quando o limite existe. Supomos que o limite existe. No caso da série
de poténcias descrita por , cada termo depende de £, o que faz com que para cada
¢ tenhamos uma soma diferente, logo no nosso caso o coeficiente que chamamos de P,

. 3n+1 .
equivale a a,£ 2 . Dessa forma, podemos aplicar (G.1) para ¢ como

a 53(n+21)+1
. n+1
| <
|§|gnli_m‘ m <
. An+1 —2/3
€l < (Jim, |22)) (G2)
logo, definimos
L= lim |22+t (G.3)
T n=oo A, )
e temos
] < L722, (G.4)

que diz que para valores & menores que L~%/? a série converge, e para valores maiores a
série diverge. Podemos entdo dizer que L~%/% representa o raio de convergéncia, ao qual

nos referiremos como R. Dessa maneira:

—2/3
) = L7243, (G.5)

Com isto basta determinar L para determinar o raio de convergéncia. Ha varias manei-

ras para se determinar L. A maneira mais satisfatéria seria determina-lo analiticamente,
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porém o fato de nao termos o termo geral da série e sim a relacao de recorréncia torna
esta abordagem dificil, obrigando-nos a utilizar métodos numéricos. Uma maneira de se

estimar L numericamente é primeiro aproximar a definicao de L e omitir o limite:

|an+1|

L~ (G.6)
||

Llan| = |anta]. (G.7)

Logaritmizando ambos os lados, a fim de dimiunir os erros numéricos, temos

In(L Ja]) =10 a1
In L+ Inla,| = In|a,]

InL =In|a,1| — In|a,| (G.8)

Esta relacao nos diz que a diferenga dos logaritmos de |a,| em fun¢ao de n deve tender
a um valor constante, e esse valor equivale a In L. Pelo método nos minimos quadrados,
a estimativa para In L é a média aritmética de In|a,+1| — Inla,|, logo, como primeira

aproximacao para L temos

1 N
InL = N Z (In|an41] —Inla,]) =

n=0

In|any1| — In|ao

- (G.9)

A figura apresenta os resultados para a equacao de Boussinesq. A estimativa por
esse método ¢é de

R = 2.37637425809,
porém (como se pode ver no grafico) o desvio padrao é alto demais para considerarmos

esta estimativa confiavel: 2,9.

Realizando passagens andlogas com a equagao de Blasius, pode-se chegar no mesmo
método, com a tnica diferenca que definiremos o limite no caso de Blasius como L; e o

raio de convergéncia como Rj, com a relacao entre eles
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Figura G.1: Grafico das diferencas entre os logaritmos do médulo dos coeficientes a,,. O
grafico foi feito excluindo-se os 50 primeiros termos (a fim de nao dar valor ao comporta-
mento transiente) e também os 50 dltimos, para evitar erros numéricos, ja que os tltimos

termos estao perto da precisdo numérica do compilador.

Ry =1L, (G.10)

Ao analisar o grafico dessa técnica na figura |G.2, vé-se que, apesar de o método nao ser
acurado para tratar da equacao de Boussinesq, ele se adapta muito bem a série de Blasius,

nos permitindo claramente observar um comportamento transiente e um comportamento

assintético que é visto em mais detalhes na figura|G.3|

Enquanto que a estimativa fornecida por Boyd (2008) para o raio de convergéncia
da funcao de Blasius é de 5,6900380545, a nossa estimativa utilizando este método é de
5,6900383488 se considerarmos apenas os termos com n > 800, para nao contabilizar o

comportamento transiente. Este ntimero esta correto até a sexta casa decimal.
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N =1193

-5.16

-5.17

-5.18

-5.19

-5.2

In |by41| — In by

-5.21

-5.22 L s
1 10 100 1000 10000

Figura G.2: Diferencas entre os logaritmos do médulo dos coeficientes para a fungao
de Blasius. O eixo das abscissas estd logaritmizado para enfatizar o comportamento

claramente transiente evidente nos primeiros termos e que nao é visto no gréafico da figura

G.3.

N = 1193

-5.2161504
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-5.2161508 |-

In |bpt1| — In|by|

-5.2161509 |

R S AR

0 200 400 600 800 1000 1200

-5.2161510

Figura G.3: Grafico das diferencas entre os logaritmos do médulo dos coeficientes para
a funcdo de Blasius. Vé-se claramente os coeficientes entrando em um comportamento

permanente para ns altos. E nessa regiao onde se obtém os melhores resultados para a

estimativa de L.
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G.2 Teste da raiz

Outra maneira de analisar a convergéncia ¢é o teste da raiz. Segundo o teste da raiz,

uma série de poténcias centrada em zero como a considerada anteriormente converge se

3n+l

Tlim {f]aalig)™s <1

lim [¢]7 {/|an|l€]z <1

n—oo

€1t Tim (aallel})" <1

n—oo

3 . 1 . 1
NE (gggolanln) (,}ggo\ﬁl%) <1

3 . 1
€[# ( Jiny Jaa|* ) <
3 1

€l# < (hm floal)

N———

n—oo
—2/3

< (Jim, laal) (G.11)

Dessa maneira, podemos dizer também que

—2/3

R= (hm : |an]) (G.12)

n—oo

e

L= lim /|an|. (G.13)

A relacao anterior nos permite a aplicacdo de uma outra abordagem numérica para
estimar L. Aproximando, entdo, o limite e aplicando o logaritmo natural & equagao (G.13)

temos que para ns suficientemente grandes

L = |a,|~ (G.14)

InL = In|ay,|" (G.15)
1

= ~1Inla, G.16

Liaa, (@.16)

In|a,| =nlnL. (G.17)

Dessa maneira, o limite pode ser obtido ajustando-se uma reta para In |a,| em funcao

de n. O coeficiente angular da reta serd In L, e dai tira-se uma estimativa para L.

116



-2000

-4000

‘
n fa|
-
s
g
S
.

a
X
E
;
‘

Ina,|

-6000

-8000

-10000 4 -10590 + *

. . . . . . . . ~10600 . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 8100 8110 8120 8130 8140 8150

n n

-12000

Figura G.4: Grafico mostrando a relacao entre In |a,| e n para a equagdo de Boussinesq
(esquerda, onde o coeficiente angular ajustado para esta reta fornece uma estimativa para

L) e detalhe na relagdo entre In|a,| e n para a equagdo de Boussinesq (direita).

A Figura apresenta grafico de In |a,| por n. Apesar do grafico inteiro apresentar-
se visualmente reto (pelo grafico do lado esquerdo), vé-se pelo grafico do lado direito da
Figura que apresenta os mesmos pontos porém em detalhe, que os coeficientes nao
apresentam um comportamento exatamente uniforme e mesmo para os coeficientes de

mais alta ordem esta caracteristica nao muda. A estimativa para esse método é
R = 2,37652992,

que estd em concordancia até a segunda casa decimal com a estimativa pelo teste da

razao.

Quando analisamos, no entanto, a mesma relacdo para o caso de Blasius, vemos que
os coeficientes mantém uma progressao muito mais uniforme, indicativo de que o método
neste caso funciona melhor. De fato a estimativa neste caso para o raio de convergéncia
é R, = 5,6900380059, que tem uma precisao de 7 casas decimais; uma casa a mais do que

a estimativa com o teste da razao.

Os ultimos termos calculados para a funcdo de Boussinesq também apresentam um
comportamento peculiar. Vé-se no detalhe da figura que a diferenca entre os ultimos
termos fica constante. E provavel que isto seja um efeito de erros numéricos por estarmos
proximos da precisao da maquina. Vale comentar que este efeito nao aparece nos ultimos
termos da série de Blasius (como se pode ver na figura , que também sao calculados

no limite da precisao quadrupla do compilador.
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N = 1193
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Figura G.5: Detalhe na relacao entre In |b,| e n para a equagdo de Blasius, que mostra

um padrao mais linear do que o exibido pelos coeficientes a,,s.
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Figura G.6: Detalhe na relagdo entre In |a,| e n para os tltimos termos da equagao de

Boussinesq.
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Figura G.7: Detalhe dos ultimos termos calculados para a equagao de Blasius.
G.3 Estimativa iterativa
Para deduzir um método iterativo, comegamos com a relagao de recorréncia em maos.

Utilizamos o teste da razao e reescrevemos |D com o termo a,, 1 substituido pela relacao

de recorréncia (C.26):

, 1 4B3n+1)a,
L=1 k+ 1)aga,_ 1
Jim. anao(3n £ 5) ( 33 + ; [(3 + 1)aga k-‘,—l})‘ (G.18)
Como temos que
4 1 4 1

lim (Bn+ 1) a = lim (8n + 1) (G.19)

n=oo la,a0(3n 4+ 5)(3n+3)| =% |ap(3n + 5)(3n + 3)
=0, (G.20)

ja que o denominador cresce mais rapido do o numerador conforme n aumenta, podemos

escrever

n

Z [ 3k‘ + 1 akan k+l}

k:l

L = lim

n—o0

(G.21)

a ao(?m +5)

Podemos tratar o somatoério adicionando ao mesmo um somatorio idéntico e depois
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dividindo por dois. Dessa forma temos

Sy |3k + Dagan k1| + X5y {(3]{: + Daga, g1
2

Z[Sk‘i‘l )k g1 | =

ol
—

ZZ:l (3/{7 + l)akan,kﬂ + Z;lg:n |:(3k + 1)akan,k+1
- ' 9

k=1 |(3n 4 5)ara, ki1
B 2
" (3n + 5)
Z [ 3]€ + 1 akan k—H} = Z ApQp—f+1 (GQQ)

que pode ser substituido na expressao para L:

. (3n+5) "
L=lim |22 .
700 2a,a0(3n + 5) Z Tk 1

= lim Ok
+1
n—oo 2ana0 /;.

1 lim (alan + aolp_1 +aztp_o + ...+ alan)

5 n— an Qo

1 a A0y — a3Qy,— ana

= = lim & 2ol ey g T (G.23)
2 n—0 | qy gy, aopQy, a,ag

Considerado que o limite do médulo de uma fung¢ao é o médulo do limite, se o mesmo

existe, supomos que o limite existe e temos que

1 A0y, — a3y — ana
L=—/lim (a1—|— i e R 1)‘
2aq | n—o0 an, an, a,
20y, L A3Qp_
L=—|ay+ lim ="+ lim -2 4+ +a (G.24)
2a0 n—o0 an n—o0 an
Definimos agora
an
611 e
|a]
de maneira a podermos representar a, como
Ay = Oplan). (G.25)
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Considerando também que podemos reescrever as divisdes dos coeficientes em funcao

do limite L como

1. |an—1| T |an|
1m =
n=—oco |an| n—oco |an+1|
1
pu— Z?

analogamente para

1. ’an—2’ T <|an—2| |an—1|>
im = lim
n—oo |an| n—oo |an_1| |an‘
= lim | lim 1]
n—oo |an_1| n—oo |an|
= lim ( 2| ) lim < 2| >
n—oo |an+1| n—oo |an+1|

1
e assim por diante na forma
. anfm —
lim ’ =L (G.26)
n—o0 an

temos que, dado um valor de n suficientemente grande, a equagio (G.24) pode ser apro-

ximada por

1
L~ —

O O 0
A 1agL_l + 2a3L_2 4+ ...+ —lanLl_”
20/0

“t s 5 5

, (G.27)

em uma passagem onde também foi usada a equacio (G.25).

Podemos entdo escrever (G.27) de modo mais compacto:

5n—k‘+1 Llfk

1
L o
(053 (Sn

2CLO

. (G.28)

k=1

Uma maneira simples de se chegar em uma estimativa de L com a equagao (G.28) é

utilizando o método de Newton. Definimos G(I) como

1 & (5n—k+l 1—k
Gl)y=l—— l G.29
=1 g Y (G.29)

de maneira que queremos encontrar o valor [ = L para o qual G(I) = 0. Para nao abrir

mao da diferenciabilidade do somatério entre médulos em (G.28), supomos que seu valor
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Figura G.8: Gréfico da fungdo G(L) e G'(L). Valores abaixo de L = 0,272 nao puderam

ser calculados por questao de precisao da maquina.

sera sempre positivo a fim de nos livrarmos do médulo. Analisando a fun¢ao graficamente
com varios Ns diferentes, vé-se que isto é sempre verdade para valores de [ maiores que
L. Logo, desde que usemos valores de [ a direita de onde G(L) passa por zero, a suposi¢ao

feita é valida.

Podemos utilizar o método de Newton, entao, como

liv1=1; — .
1+1 ) G/(ll)7 (G 30)

sendo que

1 & _
G'()=1- 7 > ax On—kt1 (1— k)" (G.31)

Qo k=1 5n

e onde os indices ¢ dizem respeito a iteracao.

E necessério cuidado ao definir a primeira aproximacao de L para o método, ja que
necessitamos encontrar uma regiao que satisfaca os quesitos de implementacao do método
de Newton. Um desses quesitos ¢ a regiao nao possuir uma mudanga no sinal da primeira
nem da segunda derivada. A figura apresenta as fungoes G(I) e sua derivada. Como
estimativa inicial foram usadas estimativas anteriormente calculadas com os métodos da

raiz. e da razao.
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Tabela G.1: Tabela com as estimativas para R obtidas com valores diferentes de N. Ry
significa a estimativa de R calculada com N termos via equagao (G.30). Quanto maior
o N, mais confidvel tende a ser a estimativa. O trago representa um ntmero com o qual

nao foi possivel a obtenc¢ao de uma estimativa pois o método divergiu.

N Ry

10 —

50  2.885845546161449184
100 2.44962897052378040626
500  2.39222392931492515

1000 2.3905213326131866921
2000 2.380387960401748596
4000 2.37884597111545349894
6000 2.3774964602360336
8000 2.37715944601774394357
8700 2.377032027511682003

Para uma visualizacao de como o niimero de termos N influencia a estimativa de L e,
consequentemente, de R, a figura mostra o raio de convergéncia como funcao de N
dado pela equacao . Apesar de alguns picos ocasionais percebe-se que claramente
o método converge para um valor constante conforme mais termos sao introduzidos no

Processo.

A tabela apresenta as estimativas para L utilizando valores diferentes para N.
Vé-se que apesar de nao ser possivel um nimero tao preciso quanto as estimativas para
o caso de Blasius, pode-se afirmar que o raio de convergéncia esta aproximadamente em

2,3770 com uma precisao até a segunda casa decimal.
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Figura G.9: Grafico com a estimativa de R por N mostrando que, apesar da existéncia de
alguns picos cuja origem ¢ desconhecida, conforme N aumenta, a estimativa de R tende

para um valor constante que consideramos correto. Os valores de N crescem de 10 em

10.

G.4 Estimativa por integracao circular

Nesta se¢ao nos desenvolvemos um método numérico que tem como objetivo estimar
o raio de convergéncia R da série que resolve o problema homogéneo. Todas as defini¢oes
relativas as integracoes no plano complexo que foram apresentadas no texto (erro acumu-

lado, RKCK e etc.) foram utilizadas nas integragoes aqui apresentadas.

Pela mudanca de varidveis ¢ = £2 e ®(¢) = #(£(¢)), a Equacao 1} pode ser reescrita

como
d (Ddd dd
@ (2dP) | 2y G.32
IR (G:32)
e a série que a resolve (Equagao (C.5)) pode ser escrita como
() =D ang™H (G.33)
n=0

A Equagao (G.33)), ao contrario de (C.5) é uma série de poténcias que se estende
ao plano complexo considerando ( € C, o que faz com que o seguinte teorema se aplique
(Henrici, 1974b, theorem 3.3a, pag. 155): o raio de convergéncia de uma série de poténcias

¢ equivalente ao raio do maior circulo centrado na origem dentro do qual ® ¢é analitica,
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como é descrito no Capitulo 5. Procuramos entdo saber a distancia até a origem da

singularidade mais préxima da mesma.

Reescrevendo a Equagao (G.32) como o sistema

dd T dY T

— =(= — =43 G.34

R 1 (G34)
podemos integrar a Equagao (G.34) numericamente com o método RKCK. As condigdes
equivalentes para a Equagdo (G.34) podem ser encontradas substituindo (G.33) em (G.34)

e considerando o limite quando ¢ — 0. Pode-se entdao mostrar que
TO - 2¢0> (G35)

o que produz as condigoes iniciais ®(0) = 0, T(0) = Ty.

Apesar de ®(() ser livre de singularidades na origem, (G.34) ainda produz uma divisao
por zero em ¢ = 0. Isso pode ser superado tratando o passo na origem separadamente e

aplicando o limite ® ~ ay( quando ¢ — 0.

A Figura apresenta |®(¢)| no plano complexo. Essa figura sugere uma sequéncia
de branch points. Essas singularidades sao vistas avancando radialmente a partir da origem
e sao artefato da integragdo numérica usada para gerar a figura, que sai radialmente a

partir de ( = 0.

Nossa abordagem para calcular a distancia da singularidade mais proxima, e logo o R,
¢ uma aplicagao direta do teorema de Cauchy-Goursat (Greenberg, 1998, teorema 23.3.1,
pag. 1191; Henrici, 1974b, teorema 4.3e, pag. 201): se uma fun¢ao ® é analitica em todos

os pontos dentro de um contorno C', entao

r= fé B(¢)dC = 0. (G.36)

Note que o teorema nao implica que se I' = 0 entao a regiao dentro de C' é livre de

singularidades; ele diz que se I' # 0 entao existe ao menos uma singularidade de ® dentro

de C.

Definimos C(p) como um circulo no plano complexo de ¢ centrado em ¢ = 0 com raio

I<| = p'/2. Para estimar R, nos calculamos I' para valores diferentes de p e determinamos
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Figura G.10: |®(¢)| no plano complexo.

Figura G.11: Caminho de integracao para identificar as singularidades no plano complexo
de ¢. A localizacao das singularidades (seis circulos pequenos) foram aproximadas pelos

resultados da integragao feita para obter a Figura
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Figura G.12: Valores de I' e de erros acumulados € calculados para varios valores de p.

que a regiao definida por dois valores consecutivos de p nos quais I' vai de zero (forte
evidéncia de um contorno C' sem singularidades) para ndo-zero (certeza de uma singula-
ridade dentro de C'). O raio de convergéncia R deve estar entre esses dois raios. Para
obter I' devemos integrar ® numericamente. Note que R fornece o raio de convergéncia

para a série na variavel independente &.

Os caminhos de integracdo entdo apresentados na Figura |G.11. Sempre comegamos
da condicao inicial em ¢ = 0 e integramos o sistema na reta real para obter ® e T até
o primeiro raio a ser analisado; esse é o caminho A — B na figura. Nesse ponto uma
nova integracao circular numérica comecga a calcular I' como definido em . Essa
integracao comeca em B, progride no sentido anti-horario em um circulo e termina no
mesmo ponto B. Prosseguimos novamente na reta real até que o préximo raio é alcancado,
que é representado na figura pelo caminho B — B’. Nesse ponto uma outra integracao
circular comega e que calcula um novo valor de I' para um raio diferente de C' (comegando
em B’ e terminando em B’). Esse processo é repetido progressivamente até que I' seja

nao-nulo.

E impossivel, no entanto, obter valores exatamente nulos de I' com integracao numérica.
Logo, as estimativas de erro fornecidas pelo método RKCK sao usadas para produzir li-
mites numéricos. No final da integracao de um circulo, se [¢| > |T'|, consideramos I" = 0.

Se |e| < |I'|, consideramos I" # 0, onde € é o erro de I' ao fim da integragdo numérica.
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Os resultados finais desse método estao apresentados na Figura A integracao

1/2

em linha reta de 0 a p*/? tem uma tolerancia de erro € de 107!, e a integracao circular

tem tolerancia de 10719,

Pelos dados da integragao numérica, vemos que o ponto onde I' deixa de ser zero e passa
a ser nao-nulo acontece entre 2,375744580 e 2,375744595, fazendo com que a estimativa

para R por esse método seja de R ~ 2,3757445.
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Apéendice H

Imagens do plano complexo

Neste Apéndice apresentamos ¢(§) e £(¢) no plano complexo para véarias condigoes
iniciais. As Figuras H.41 apresentam ¢(£) a esquerda e £(¢) a direita para valores ¢
variando em passos de 0,05. Todas as figuras deste apéndice foram produzidas seguindo

os padroes descritos no Capitulo
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Figura H.1: ¢(£) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condi¢ao inicial

¢O =0,0.
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Figura H.2: ¢(§) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condi¢ao inicial

b0 = 0,05.
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Figura H.3: ¢(&) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial

¢o =0,1.
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Figura H4: ¢(§) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condi¢ao inicial
¢o = 0,15.
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Figura H.5: ¢(&) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
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Figura H.6: ¢(§) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condi¢ao inicial

b0 = 0,25.
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Figura H.7: ¢(&) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial
¢O =0,3.
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Figura H.8: ¢(£) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condi¢ao inicial
éo = 0,35.
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Figura H.9: ¢(&) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial
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Figura H.10: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 0,45.
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Figura H.11: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
d)O =0,5.
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Figura H.12: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
do = 0,55.
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Figura H.13: ¢(£) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial
o = 0,6.

(€)l, ¢o = 0.65

Figura H.14: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 0,65.
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Figura H.15: ¢(£) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial
¢o=0,T7.
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Figura H.16: ¢(&) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano
éo = 0,75.

complexo com condicao inicial
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Re ¢

Figura H.17: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
0o = 0,8.

Re ¢

Figura H.18: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
bo = 0,85.
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Figura H.19: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
0o = 0,9.

Figura H.20: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 0,95.
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Figura H.21: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,0.

Figura H.22: ¢(¢) (esquerda) e £(¢) (direita) no plano complexo com condigdo inicial
b0 = 1,05.
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Figura H.23: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,1.

Figura H.24: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,15.
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Figura H.25: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,2.

Figura H.26: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,25.
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Figura H.27: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,3.

Figura H.28: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigdao inicial
b0 = 1,35.
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Figura H.29: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,4.

Re & Re ¢

Figura H.30: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,45.
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Figura H.31: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,5.

Figura H.32: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,55.
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Figura H.33: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,6.

Figura H.34: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,65.
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Figura H.35: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
do=17.

Figura H.36: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,75.
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Figura H.37: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,8.

Figura H.38: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,85.
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Re & Re ¢

Figura H.39: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
oo = 1,9.

Re & Re ¢

Figura H.40: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
b0 = 1,95.
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Figura H.41: ¢(&) (esquerda) e &(¢) (direita) no plano complexo com condigao inicial
¢0 = 20
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Apeéendice 1

Alguns codigos em FORTRAN

Neste apéndice apresentamos dois cédigos em FORTRAN 90 que foram usados no

decorrer deste trabalho.

I.1 Resolucao numérica na reta real

O programa principal junto com as sub-rotinas apresentadas nesta secao produzem
os dados que geram a figura para qualquer caso de ¢y > 0. Portanto o programa

implementa a série desenvolvida no Capitulo 4 em varios pontos do dominio.

Listing 1.1: Contetddo da sub-rotina que calcula condic¢oes iniciais
-
!" SUBROTINAS QUE CALCULAM PSI_O PARA PHI_O PELA EXPRESSAO APROXIMADA
-
-
REAL (KIND=16) FUNCTION bc_neg(phiO)
IMPLICIT NONE

REAL (KIND=16) :: phiO, a,b,c,d,e
a = 1.03307 _16
b = 0.42704 _16
c = 0.766737_16
d = 0.943232_16
e = 0.498194_16

bc_neg = (1._16 - phiOx**a)*(b + c*(phiO**d))x*x*e
RETURN
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END FUNCTION bc_neg

REAL (KIND=16) FUNCTION bc_pos (phiO)
|~
1~

IMPLICIT NONE

REAL (KIND=16) :: a,b,c,d,e,f,g,phi0,psi00

a = 0.7335420_16

b = 0.9992700_16

¢ = 0.9838109_16

d = 2.9478507_16

e = 0.1864231_16

f = 0.9675153_16

g = 0.9341123_16

psi00 = 0.66411467243039259787436011867785_16

bc_pos = (((psi00**d) + a*(phiO**b))**(1._16/d))*(1._16 - phiO**c)*&
((1._16 + f£x(phiO**xg))**e)

RETURN

END FUNCTION bc_pos

Listing 1.2: Contetido da sub-rotina que contém os somatoérios

!'" AUTOR: TOMAS L. CHOR

SUBROUTINE phi_sum(xi,Ntot,a,ponto,xia)

! CALCULA PHI(XI) BASEADA NA SERIE GERAL

IMPLICIT NONE
INTEGER :: Ntot, i
REAL (KIND=16) :: xi, ponto, a(0:Ntot),xia

ponto = 0._16
DO i=Ntot,0,-1
IF (a(i) .ne. 0._16) THEN
ponto = ponto + a(i)*(xi-xia)#*x*(real(i,16)/2._16)
ENDIF
END DO

RETURN
END SUBROUTINE

SUBROUTINE psi_sum(xi,Ntot,a,ponto,xia)

! CALCULA PSI(XI) BASEADA NA SERIE GERAL DE PHI
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1
IMPLICIT NONE
INTEGER :: Ntot, n, k
REAL (KIND=16) :: xi, ponto, a(0:Ntot),xia,soma_k
ponto = 0._16
DO n=Ntot,0,-1
soma_k = 0._16
DO k=0,n+1
soma_k = soma_k + a(k)*a(n-k+1)
END DO
IF (soma_k .ne. 0._16) THEN
ponto = ponto + ((real(n,16)+1._16)/4._16)*(soma_k)&
*(xi-xia)**((real(n,16)-1._16)/2._16)
ENDIF
END DO
RETURN
END SUBROUTINE

SUBROUTINE ev_coeff_taylor(a,Ntot,xia)
!
! CALCULA A RELACAO DE RECORRENCIA PARA 0 CASO PHI_A \NE 0
1
!
IMPLICIT NONE
INTEGER :: Ntot,m,n,k
REAL (KIND=16) :: a(0:Ntot),soma,coefi0,coefil,coefi2,coefid, xia
DO n=0,Ntot-4
soma=0._16
DO k=1,n+3
soma = soma + a(k)*a(n-k+4)
ENDDO
coefil= ((real(n,16)+4._16)/2._16)
coefi2= 4._16*real(n,16)*a(n)/(real(n,16)+2._16)
coefi3= 4._16*xiax*xa(n+2)
coefiO= -1._16/(a(0)*(real(n,16)+4._16))
a(n+4) = coefiOx(coefil*soma + coefi2 + coefi3)
ENDDO
END SUBROUTINE

SUBROUTINE ev_coeff_frac(a,Ntot,xia)

!

! CALCULA A RELACAO DE RECORRENCIA PARA 0 CASO PHI_A == 0
1

1

IMPLICIT NONE

INTEGER :: Ntot,m,n,k
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REAL (KIND=16) :: a(0:Ntot),soma,coefi0,coefil,coefi3,coefi2, 6 xia

DO n=0,Ntot-3

soma = 0._16

DO k=2,n+2

soma = soma + a(k)*a(n-k+4)

END DO

coefil= ((real(n,16)+4._16)/2._16)

coefi2= 4._16*real(n,16)*a(n)/(real(n,16)+2._16)

coefi3= 4. _16*xia*a(n+2)

coefiO= -1._16/(a(1)*(real(n,16)+4._16))

a(n+3) = coefiO*x(coefil*soma + coefi2 + coefi3)
END DO
END SUBROUTINE

Listing I.3: Contetido do programa principal

INCLUDE ’sub_general.f90’
INCLUDE ’bc.£90°

program phi_psi_series

1

1

! Autor: TOMAS L CHOR

! Data: 2013 08 30

! PROGRAMA CALCULA PHI(XI) E PSI(XI) A PARTIR DA SERIE GERAL COM UM
! NUMERO ARBITRARIO DE EXPANSOES EM SERIE

IMPLICIT NONE
1
!
REAL (KIND=16) , ALLOCATABLE :: a(:),passos(:)
REAL (KIND=16) :: soma, pontopsi,pontophi, passo, xi&
, phia, psia, phiO, psiO,xia,xi_init,bc_neg,bc_pos
INTEGER :: i,Ntot,j,Nphi,Npassos
OPEN (unit=20,file=’./phi_psi_series.txt’)
phi0 = 0.6_16
IF (phiO < 0._16) THEN
PRINT*, ’phi0 negativo’
STOP
ELSE IF (phiO<1._16) THEN
psi0 = bc_pos(phiO)
ELSE
psi0 = bc_neg(phiO)

ENDIF
Ntot = 1000
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Npassos=4

ALLOCATE (a(0:Ntot))

ALLOCATE (passos (Npassos))

passos (1)=.5_16

passos (2)=1.5_16

passos (3)=3.0_16

passos(4)=5.0_16 ! ESTE E 0 LIMITE FINAL DE XI

xi_init=0._16
xia = 0._16
phia = phiO
psia = psiO

IF (phia > 0._16) THEN

a(0) = phia
a(1l) = 0._16
a(2) = psia/a(0)

a(3) = 0._16
CALL ev_coeff_taylor(a,Ntot,xia)

print *,’Serie de taylor’

ELSE
a(0) = 0._16
a(1l) = sqrt(2._16%*psia)
a(2) = -(4._16/3._16)*xia
CALL ev_coeff_frac(a,Ntot,xia)
print *,’Serie fracional’
ENDIF
xi = xi_init

passo = 1.e-2_16
DO i=1,Npassos
DO WHILE (xi<passos(i))
CALL phi_sum(xi,Ntot,a,pontophi,bxia)
CALL psi_sum(xi,Ntot,a,pontopsi,xia)
write (20,*)xi,pontophi,pontopsi
print *,xi,pontophi,pontopsi
xi=xi+passo
END DO
xia=xi
phia=pontophi
psia=pontopsi
IF (phia > 0._16) THEN
a(0) = phia
a(l) = 0._16
a(2) = psia/a(0)
a(3) = 0._16

CALL ev_coeff_taylor(a,Ntot,xia)

print *,’Serie de taylor’
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ELSE
a(0) = 0._16
a(1) = sqrt(2._16%*psia)
a(2) = -(4._16/3._16)*xia
CALL ev_coeff_frac(a,Ntot,xia)
print *,’Serie fracional’
ENDIF
END DO
END PROGRAM

I.2 Resolucao no plano complexo

O programa principal junto com as sub-rotinas apresentadas nesta secao produzem os
dados que geram a Figura O programa, portanto, realiza integracoes sucessivas no
plano complexo de |£(¢)| até a origem por dois caminhos diferentes que dao por resultado
a localizacdo de dois conjuntos de singularidades diferentes na configuracao ¢(¢). Este

programa utiliza a sub-rotina bc.f90, apresentada na se¢ao anterior.

Listing 1.4: Contetido da sub-rotina que contém as derivadas usadas no RKCK

SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)
! SUBROTINA COM AS DERIVADAS DO SISTEMA DE ODEs PARA A EQ. DE BOUSSINESQ

]
ol
-

1y (1)
1oy (2)

]
el
12}
P

IMPLICIT NONE

INTEGER, PARAMETER :: n = 2

COMPLEX (KIND=8) :: x, y(n), dydx(m)
dydx (1) = x/y(2)

dydx (2) = -2._8xy(1)

RETURN

END SUBROUTINE derivs

Listing 1.5: Contetido da sub-rotina que contém o método RKCK

SUBROUTINE rkck(y,dydx,n,x,h,yout,yerr,derivs)
INTEGER :: n,NMAX

COMPLEX (KIND=8) :: h,x,dydx(n),y(n),yerr(n),yout(n)
EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)

'USES derivs
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INTEGER :: i
COMPLEX (KIND=8) :: ak2(NMAX),ak3(NMAX),ak4 (NMAX),ak5 (NMAX),ak6 (NMAX), &
&ytemp (NMAX) ,A2,A3,A4,A5,A6,B21,B31,B32,B41,B42,B43,B51,B52,B53, &
&B54 ,B61,B62,B63,B64,B65,C1,C3,C4,C6,DC1,DC3,DC4,DC5,DC6
PARAMETER (A2=.2,A3=.3,A4=.6,A5=1.,A6=.875,B21=.2,B31=3./40.,
&B32=9./40.,B41=.3,B42=-.9,B43=1.2,B51=-11./54. ,B52=2.5,
&B53=-70./27. ,B54=35./27. ,B61=1631./55296. ,B62=175./512. ,
&B63=575./13824. ,B64=44275./110592. ,B66=253./4096.,C1=37./378.,
&C3=250./621.,C4=125./594.,C6=512./1771. ,DC1=C1-2825./27648. ,
&DC3=C3-18575./48384. ,DC4=C4-13525./55296. ,DC5=-277./14336. ,
&DC6=C6-.25)

15 =~ -4

do i=1,n
ytemp (i)=y (i)+B21*h*dydx (i)
enddo
call derivs(x+A2xh,ytemp,ak2)
do i=1,n
ytemp (i)=y(i)+h*(B31*dydx (i)+B32*ak2(i))
enddo
call derivs (x+A3*h,ytemp,ak3)
do i=1,n
ytemp(i)=y (i)+h*(B41*dydx (i)+B42*ak2(i)+B43*ak3(i))
enddo
call derivs(x+A4xh,ytemp,ak4d)
do i=1,n
ytemp (i)=y(i)+h*(B51*dydx (i)+B52*ak2(i)+B53*ak3(i)+B54*ak4 (i))
enddo
call derivs(x+Abx*h,ytemp,akb)
do i=1,n
ytemp(i)=y(i)+h*(B61*dydx(i)+B62*ak2(i)+B63*ak3(i)+B64*ak4(i)+B65*ak5(i))
enddo
call derivs (x+A6*h,ytemp,ak6)
do i=1,n
yout (i)=y(i)+h*(Cl*dydx (i)+C3*ak3(i)+C4*ak4 (i)+C6*ak6(i))
enddo
do i=1,n
yerr (i)=h*(DC1*dydx (i)+DC3*ak3(i)+DC4*ak4 (i)+DC5*ak5(i)+DC6*ak6 (i))
enddo
return

END

Listing [.6: Conteido da sub-rotina que contém o cotrole de passo para o método RKCK

SUBROUTINE rkqgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,yerr)

INTEGER :: n,NMAX
REAL (kind=8) :: eps,yscal(n)
COMPLEX (kind=8) :: hdid,hnext,htry,x,dydx(n),y(n)

EXTERNAL derivs
PARAMETER (NMAX=50)
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'USES derivs,rkck

INTEGER i
COMPLEX (kind=8) :: h,htemp,yerr(n),ytemp (NMAX), xnew
REAL (kind=8) :: errmax,SAFETY,PGROW,PSHRNK,ERRCON

PARAMETER (SAFETY=0.9_16 ,PGROW=-.2_16 ,PSHRNK=-.25_16 ,ERRCON=1.89e-4_16)
h=htry
do while (.TRUE.)
call rkck(y,dydx,n,x,h,ytemp,yerr,derivs)
errmax=0.
do i=1,n
errmax=max (errmax , abs (abs (yerr(i))/yscal(i)))
enddo
errmax=errmax/eps
if (errmax.gt.1.)then
htemp=SAFETY*h* (errmax**PSHRNK)
h=htemp
xnew=x+h
if (xnew.eq.x)then
write (*,*) ’stepsize underflow in rkgs’
read (*x,x)
endif
cycle
else
if (errmax.gt.ERRCON) then
hnext=SAFETY*h*(errmax**PGROW)
else
hnext=5._16%*h
endif
hdid=h
x=x+h
do i=1,n
y(i)=ytemp (i)
enddo
return
exit
endif
enddo

END

Listing I.7: Conteido da sub-rotina que contém os caminhos no plano complexo
-
' SUB_PATHS.F90
!~ SUB-ROTINAS COM CAMINHOS DE INTEGRACAO PRE-DEFINIDOS
'~ AUTOR: TOMAS L. CHOR
-
SUBROUTINE triangle_baixo(x,y,toterr,delta_im,xi02,n,eps,yscal)
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L~
IMPLICIT NONE

INTEGER :: n

COMPLEX (KIND=8) :: x, y(n),xi02,yout(n),dydx(n),h,yerr(n),&
hdid,hnext ,htry

REAL (KIND=8) :: delta_im,toterr(n),eps,yscal(n),scala

!~ DEFINITION OF THE PATH DOWNWARDS
scala = 1.e-3_8
htry=cmplx (0.0_16,-scala)
DO WHILE (abs(imagpart(x)) < delta_im)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkqgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext
END DO

!~ PATH TOWARDS THE ORIGIN
htry = -scalax*x
DO WHILE (realpart(x)>0._8)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext ,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
CALL rkck(y,dydx,n,x,h,yout,yerr,derivs)

htry=hnext

CALL rkck(y,dydx,n,x,h,yout,yerr,derivs)
x=x+h

y=yout

toterr = toterr + abs(yerr)

xi02 = y (1)

END SUBROUTINE

SUBROUTINE around_AH(x,y,toterr ,xill,n,center ,eps,yscal)

|~

'~ (PHIO + 0 J) -> (PHIO - DELTA J ) -> (2-PHIO - DELTA J) ->
!~ (2-PHIO + DELTA J) -> (PHIO + DELTA J) -> (0 + 0 J)

I~

IMPLICIT NONE

INTEGER :: n

COMPLEX (KIND=8) :: x, y(n),xill,dydx(n),yerr(n),yout(n),hdid,&
hnext ,htry,h,center ,pontoinit

REAL (KIND=8) :: delta,toterr(n),eps,yscal(n)

dydx = 0._8

yerr = 0._8
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delta= .1_8

pontoinit=x

L~

'~ MARCHA P BAIXO

-

htry=cmplx(0._8,-1.e-4_8)

DO WHILE (imagpart(x)>imagpart(center) - delta)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext ,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext

END DO

L~

!~ MARCHA P DIREITA

L~

htry=cmplx(1.e-4_8,0._8)

DO WHILE (realpart(x)<realpart(center) + delta)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkqs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal, hdid,hnext,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext

END DO

L~
!~ MARCHA P CIMA
L~
htry=cmplx(0._8,1.e-4_8)
DO WHILE (imagpart(x)<imagpart(center) + delta)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkqgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext ,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext
END DO

!~ MARCHA P ESQUERDA

|~

htry=cmplx(-1.e-4_8,0._8)

DO WHILE (realpart(x)>realpart(pontoinit))
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkqgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext

END DO

L~

!~ MARCHA P ORIGEM

L~

htry=-1.e-3_8*x
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DO WHILE (imagpart(x)>0._8)
CALL derivs(x,y,dydx)
CALL rkqgs(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,yerr)
toterr = toterr + abs(yerr)
htry=hnext

END DO

h=-x

CALL rkck(y,dydx,n,x,h,yout,yerr,derivs)

x=x+h

y=yout

toterr = toterr + abs(yerr)

xil1=y (1)

END SUBROUTINE

Listing 1.8: Contetddo do programa principal

INCLUDE ’derivs.f90°’
INCLUDE ’rkck.f90’
INCLUDE ’rkqs.f90°
INCLUDE ’bc.£90°
INCLUDE ’sub_paths.f90°’
PROGRAM singularities

1

1

! PROGRAMA FEITO PARA ENCONTRAR SINGs. DA FUNCAO DE BOUSSINESQ
! AUTOR: TOMAS CHOR

! DATA: 2013 08 29

1

IMPLICIT NONE

INTEGER, PARAMETER :: n = 2

COMPLEX (KIND=8) :: xil1,xil12,xi01,xi02,center,y(n),dydx(n),x,yerr(n) ,&
yout (n) ,pontol ,toterr_int(n),hdid,hnext ,htry,h

REAL (KIND=8) :: scala,phiO,psiO,eps,yscal(n),toterr(n),delta_im,&
deltaphiO ,phiOinit ,phiOfinal ,bc_neg,bc_pos

INTEGER :: CONT,i

CHARACTER (len=700) :: SCRIPT
OPEN(unit=20,file=’./singularities.txt’,action=’write’)

! START DE VARIAVEIS

yout=complex(0.0_8,0.0_8)

toterr=complex(0.0_8,0.0_8)

dydx=cmplx (0._8,0._8)

L~

!~ VARIAVEIS GLOBAIS

|~

center = cmplx(1._8,0._8)

yscal(1)=1.0_8

yscal(2)=0.5_8
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eps=1.e-10_8
deltaphi0 = 0.001_8
phiOinit=0._8
scala = 1.e-4_8
phiO=phiOinit
DO WHILE (phiO<1._8)
psi0 = bc_pos(phiO)
! CONDICOES INICIAIS DO PROBLEMA
x = cmplx(phi0,0.0_8)
y(1) = cmplx(0.0_8,0.0_8)
y(2) = cmplx(psi0,0.0_8)
toterr = 0._8
delta_im = 3._8%phi0O/4._8
CALL triangle_baixo(x,y,toterr,delta_im,xiO1l,n,eps,yscal)
x = cmplx(phi0,0.0_8)
y(1) = cmplx(0.0_8,0.0_8)
y(2) = cmplx(psi0,0.0_8)
toterr = 0._8
CALL around_AH(x,y,toterr ,xill ,n,center,eps,yscal)
print *,’com phi_O0 = ’, phiO
print *,xi01,xi02,toterr (1)
WRITE (20,*) phiO,abs(xiO1),abs(xill),abs(xil12)
phiO = phiO + deltaphiO
ENDDO
phiO=1._8 + deltaphiO
phiOfinal=3.0_8
DO WHILE (phiO<phiOfinal)
psi0 = bc_neg(phiO)
" CONDICOES INICIAIS DO PROBLEMA
x = cmplx(phi0,0.0_8)
y(1) = cmplx(0.0_8,0.0_8)
y(2) = cmplx(psi0,0.0_8)
toterr = 0._8
delta_im = 3._8+*phi0/4._8
CALL triangle_baixo(x,y,toterr,delta_im,xiO1l,n,eps,yscal)
x = cmplx(phi0,0.0_8)
y(1) = cmplx(0.0_8,0.0_8)
y(2) = cmplx(psi0,0.0_8)
toterr = 0._8
CALL triangle_cima(x,y,toterr ,delta_im,xi02,n,eps,yscal)
print *,’com phi_O = ’, phiO
print *,xi01,xi02,toterr (1)
WRITE (20,*) phiO,abs(xi0O1)
phiO = phi0O + deltaphiO
ENDDO
END PROGRAM
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