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RESUMO

No presente trabalho apresentamos o desenvolvimento de dois métodos de
controle quantico para sistemas de /N niveis, o método de controle paramétrico in-
verso e o método de controle paramétrico misto.

No método de controle paramétrico inverso o problema de controle é re-
solvido de forma inversa, onde primeiro determinamos as varidveis de controle do
problema e, com a solucao do controle, determinamos o Hamiltoniano perturbado
do problema. Uma das principais caracteristicas deste método é que utilizamos da
associacao dos diversos niveis do problema através de projecoes entre os estados. Isto
simplifica o problema de controle quantico a uma variavel de controle e algumas fases
de projecoes dos estados, em geral, (N — 1) fases.

O método de controle paramétrico misto também é um problema inverso,
mas conta com algumas caracteristicas que o diferenciam do método paramétrico
inverso. Neste método o primeiro passo de controle é encontrar o espaco de todas as
possiveis solugoes para o controle, o que permite uma otimizacao do problema, além
de um maior conhecimento sobre as iniimeras solucoes do problema inverso. Outra
caracteristica importante é que, apés a escolha de uma possivel solugao do problema
no espaco de solucoes, o problema de controle de N niveis é reduzido a um problema
de dois niveis efetivos. Resolvido o problema de dois niveis, com troca de bases e
a inversao das equagoes encontramos a solucao para o Hamiltoniano perturbado do
sistema.

Apresentamos varios resultados de simulagoes numéricas para ambos os
métodos, demostrando sua funcionalidade. Também discutimos distintas caracteris-
ticas fisicas - técnicas dos dois métodos, tentando apontar quais sao suas vantagens

e desvantagens em sua utilizacao para situagoes realisticas de controle quantico.



ABSTRACT

In this work we present the development of two methods of quantum control
for N levels systems, the inverse parametric control method and the mixed parametric
control method.

In the inverse parametric control method the problem is solved in reverse
form, first determine where the control variables problem and with control solution,
we determine the Hamiltonian of the perturbed problem. A key feature of this
method is that we use the association of the different levels of the problem through
projections between the states. This simplifies the quantum control problem to a
real variable and some phases of the states projections, in general, (N — 1) phases.

The mixed parametric control method is a inverse problem, but it has some
characteristics that differentiate it from inverse parametric method. In this method
the first step is to find the control space of all possible solutions for the control,
which enables an optimization problem, and a greater knowledge of the numerous
solutions of the inverse problem. Another important feature is that after choosing
a possible solution to the problem in the solution space, the control problem of N
levels is reduced to a two-level problem. Solved the problem of two levels, with change
of bases and equations inversion found the solution to the perturbed Hamiltonian
system.

Here some numerical simulations results for both methods, demonstrating
their functionality. We also discuss different physical characteristics - techniques of
the two methods, trying to point out what are their advantages and disadvantages

in their use for realistic situations of quantum control.
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INTRODUCAO

Neste capitulo introdutério faremos uma breve revisao da literatura sobre
controle quantico, que é o assunto principal deste trabalho. Sera realizada
uma analise critica dos métodos de controle usados atualmente ou ja
utilizados no passado nesta area de pesquisa. Também iremos expor os

objetivos e diretrizes da tese.

Nesta tese iremos explorar e discutir a possibilidade de controle sobre a
dinamica de sistemas atomicos e moleculares. Na pratica isto é possivel devido ao
processo de interagao da radiagao com a matéria e é realizado através da aplicagao de
um campo de radia¢ao [1]. Em situagoes concretas de controle quantico, este campo
de radiacao citado é uma fonte de laser. Assim, desde a década de 60, com a invencao
do laser, as pesquisas em controle quantico tornaram-se possiveis multiplicando-se
rapidademente [2, 3].

Inicialmente, o procedimento resumia-se ao controle de reagoes quimicas
[4,5], com um método conhecido na literatura como quimica de modo seletivo, que
consiste em ajustar a frequéncia de um laser de alta poténcia com a frequéncia do
modo de vibracao da molécula, até ocorrer a ruptura ou a formacao de uma ligacao
especifica de interesse [6,7]. Devido ao relativo sucesso do método de selegao de mo-

dos em quimica, novas técnicas foram empregadas, sempre com o intuito de eliminar

14
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as limitacoes no controle quantico e estender sua aplicabilidade.

Entretanto, apenas nas ultimas duas décadas a area de controle quantico
realmente encontrou bases mais sélidas. Isto se deve a uma soma de fatores. Podemos
citar a introducao de modelos tedricos rigorosos de controle, a recente disponibilidade
de fontes de laser configuraveis e permitindo gerar pulsos da ordem de femtosegun-
dos, e finalmente viabilizando e facilitando a implementacao experimental em tempo
real com o desenvolvimento de algoritmos de controle acoplados do arranjo experi-
mental [2,8-13].

O grande interesse no estudo de controle de fenoménos quanticos se deve a
sua vasta gama de aplicagOes, nas mais diversas areas de pesquisa. Como exemplo
existem diversos trabalhos de controle de reagoes quimicas [14,15]. Apenas para
ilustrar o que é realizado nesta area de pesquisa, podemos mencionar que no tra-
balho [16] os autores utilizam técnicas de controle quantico para selecionar um pro-
duto de particular interesse em reagoes fotoquimicas. Eles estudam o fenomeno de
fotodissociagao na molécula de Nag, induzindo a formagao do produto Na(3p) e con-
comitantemente reduzindo a formagao de Na(3d). Isto é feito através da simples
aplicacao de um laser que induz a estimulac¢ao/inibicao dos produtos mencionados.
Ainda podemos citar aplica¢oes em controle de populagao em fisica atomica [17,18],
estudo de coeréncia em quimica de dtomos ultrafrios [19], nanoeletronica, informagao
e computacao quantica [20-22], fisica de materiais [23] e processos bioldgicos [24].
Por exemplo, neste ultimo trabalho os autores utilizam o controle quantico para au-
mentar ou diminuir o desempenho da ”bussula quimica” de alguns animais. Esta
bussula é o mecanismo quimico, de natureza quantica, responsavel, por exemplo, por
determinar a direcao da migracao de espécies de passaros.

Desta forma, fica claro a importancia e diversidade de usos do controle quan-
tico. A seguir, passaremos a discutir com atencao algumas técnicas teéricas funda-
mentais existentes na literatura. Logo apds, apresentaremos um breve apanhado do

estado da arte de controle quantico do ponto de vista experimental.
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1.1 CONTROLE COERENTE

A técnica de controle onde os efeitos de interferéncia quantica sao usados
para alterar construtiva ou destrutivamente as propriedades do produto é chamada
de controle coerente (CC). Esta técnica utiliza fundamentalmente as propriedades de
coeréncia da luz laser para conduzir uma reacao quimica, dessa forma, produzindo
uma particular molécula e extinguindo outra [1]. De forma mais geral, podemos dizer
que o controle coerente de sistemas quanticos consiste em dirigir o sistema em um
estado inicial até um estado final de interesse através dos processos de interferéncia
da luz laser [25,26].

Diversos métodos de controle coerente foram exaustivamente estudados,
tanto para interacao com campos fracos quanto para interagdo com campos fortes [27].
Podemos citar duas abordagens usuais em pesquisas no campo de controle coerente:
para o controle de reacoes quimicas com laser pulsado utiliza-se de pulsos ultracur-
tos para criar coeréncias atomicas sobre uma grande largura de banda ou, em outro
extremo, no estudo de dissociacao quantica, onde sao utilizadas ondas continuas de
lasers (CW) para conduzir a transigoes com alta resolugao [28].

O controle coerente é uma técnica bastante abrangente e possui diversos pro-
cedimentos. Na literatura podemos encontrar aplicacoes em processos de controle de
populagao [29-31], pontos quanticos [32], fotodissociacao [33], aprisionamento de f6-
tons [34], controle de isomerizagao de moléculas e alinhamento molecular [27,35,36],
moléculas ultrafrias [37] e disting¢@o e caracterizagdo de biomoléculas [38].

A técnica de controle coerente é bastante intuitiva, o que facilita sua utiliza-
¢ao, entretanto, é indicada apenas para casos de sistemas quanticos simples. Caso
o foco seja estudar sistemas mais complexos, como potenciais mais elaborados ou
moléculas grandes, é necessaria a aplicagao de técnicas mais sistematicas e matema-
ticamente mais robustas [1].

Como neste trabalho iremos desenvolver métodos gerais de controle, nao nos

estenderemos mais na discussao de controle coerente.
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1.2 CONTROLE OTIMO

O principio fundamental de qualquer técnica de controle é a manipulagao de
potenciais externos durante o processo de evolucao quantica do sistema de interesse.
A proposta da técnica de controle 6timo € criar apenas as interagoes quanticas corre-
tas para guiar a molécula ao produto final desejado, denominado estado alvo. Desta
forma, nao é necessario termos um comportamento determinado ao longo de todo o
tempo, apenas no tempo final .

A teoria mais abrangente de controle 6timo, que é uma generalizagao da
ideia original de Tannor e Rice [8,9], consiste em maximizar ou minimizar certa
probabilidade de transicao, chamada de objetivo. Isto baseando-se na obtencgao de
uma funcgao de onda 9 especifica em um tempo s, partindo de uma dada funcao de
onda inicial ¥y no tempo ¢y [1]. Desta forma, dado um sistema quéantico, a pergunta
que surge é como deve ser a configuracao do pulso de laser aplicado que conduza o
sistema de um estado A para o mais proximo possivel de um estado B em um inter-
valo de tempo finito? Essa é a principal questao para ser estudada, e respondida, na
teoria de controle étimo [39].

Matematicamente, o objetivo é maximizar o seguinte funcional

J = (W) Py (ty)), (1.1)

onde P = |®)(®| é o operador de projegao sobre o estado do produto de interesse, o
alvo.

A maximizacao de J esta sujeita a escolha de um conjunto de vinculos fisica-
mente aceitaveis e praticos, que se constituem justamente no problema de otimizagao.
Logo, no intuito de otimizar J utilizamos um pulso de laser com energia total fixa I.
Este vinculo é conhecido na literatura [1] como penalty, onde

/WﬁMUF—I:Q (1.2)

to

onde €(t) é o campo aplicado ao problema em cada intervalo de tempo.

A dinamica quantica é introduzida como um vinculo adicional. No nosso
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caso, este é o requisito para que |¢) seja uma solucao da equagao de Schrodinger
dependente do tempo,

(ihd /ot — H(1))|v) = 0. (1.3)

Em termos matemaéticos, o problema final de otimizacao de J com a prépria
obtencao de [¢) pode ser construido utilizando-se de multiplicadores de Lagrange.
Tal procedimento é apenas o principio geral da elaboracao do método de controle
6timo como proposto por P. Brumer e M. Shapiro (para uma excelente revisao do
assunto [1]). Na prética, o método possui varios detalhes metodol6gicos que precisam
ser levados em conta. Na verdade, sua solucao é bastante elaborada e técnicas sofisti-
cadas precisam ser usadas. Em particular, exigir solugoes ja otimizadas restringe
muito a maior generalizacao do método, como por exemplo controlar trajetorias.

O procedimento de controle étimo tem sido usado com sucesso em diver-
sos tipos de moléculas, como por exemplo nos estudos de D. J. Tannor, S. A. Rice
et al. [40] sobre o modelo tedrico de dissociagao da molécula HHD, ou de S. A. Rice
et al. [41] sobre o controle da fotodissociagao de HgAr e Iy, e também nos trabalhos
de H. H. R. Shor et al. [42] sobre a simulac¢ao de dissociagao da molécula Bry em
Br*/Br [1,43].

Porém, encontramos na literatura diversas discussoes sobre as dificuldades
técnicas encontradas na resolucao do problema de controle 6timo devido a complexi-
dade das equagoes diferenciais envolvidas [44-46]. Entre os procedimentos, algorit-
mos, empregados na solucao das equacoes de controle 6timo, devemos citar o método
de Krotov [47], o método de medigoes de Von Neumann [48], métodos de aceleragao
para as iteragoes [49] e o recente método de manipulagdo da estrutura do Hamilto-
niano [50].

O método de controle 6timo tornou-se relevante pois permitia uma siste-
matizacao da escolha dos vinculos fisicos desejados para um préprio controle mole-
cular [1,43]. Em particular, a teoria de controle étimo afirmou-se como principal
ferramenta de controle em diversas areas, como estudo da dinamica vibracional de

moléculas complexas [51,52], controle de populacao [53,54], pontos quanticos [55-57],
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gases ultrafrios [58,59], excitacdo de varios fétons [60], ressonancia magnética nu-
clear [61] e informacao quantica [62,63|. Por outro lado, ndo permite estabelecer
maiores restrigoes a evolucao dinamica do sistema, justamente o objetivo do controle

de trajetéria abordado a seguir.

1.3 CONTROLE DE TRAJETORIA

Quando utilizamos a técnica de controle 6timo nos preocupamos em atin-
gir o objetivo desejado num instante de tempo ¢t = ¢;, independente da trajetdria
a ser seguida até este 7. J4 a técnica de controle de trajetéria tem como objetivo
conduzir o sistema por um caminho de estado estabelecido, definido previamente, ao
invés de simplesmente atingir o objetivo em um determinado tempo. Por isso mesmo
possui algumas dificuldades matematicas extras. Este método de controle por uma
trajetoria especifica fundamentalmente requer solucoes de uma equagao nao linear e
normalmente é formulado como um problema inverso. Como exemplo da utilizacao
do método de controle de trajetéria podemos citar o caso do controle da posicao de
uma particula submetida a um potencial de oscilagao harmonica.

A base tedrica da técnica de controle inverso em mecanica quantica foi esta-
belecida por Huang et al. [64-66], onde desenvolveram-se as condigoes necessérias e
suficientes para a existéncia de solucoes para o problema do controle inverso em tal
contexto.

Considere o controle do valor esperado de uma observével fisica V(¢) em
um sitema quéantico evoluindo através de um campo elétrico de um laser, £(¢). O

sistema é governado pela equagao de Schrodinger (ver por exemplo Herschel Rabitz

et al. [67,68]) dada por

2 0(1)) = (Ho+ U — pe(]l0), (1.4)

onde 1(0) = 1y é o estado inicial, Hy é o operador de energia cinética, U é o termo de

energia potencial e ;1 ¢ o momento de dipolo elétrico. O objetivo de controle é orientar
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a trajetoria dindmica a seguir uma trajetoria desejada S(t) (isto é, pré-estabelecida),
matematicamente

S(t) = WOV ()[(2)). (1.5)

Encontrar o campo de controle que satisfaca a Eq. (1.5) é um problema

inverso. I importante citar que procedimentos para o método inverso podem levar

a diversas singularidades, que sao classificadas na literatura como removiveis ou

intrinsecas, e que podem dificultar ou impossibilitar o controle, respectivemente. Tal
fato é discutido de forma ampla por Herschel Rabitz e seus colaboradores [67-69].

Ap6s calcular a derivada temporal da Eq. (1.5) e realizar algumas operagoes
simples, encontramos que o campo de controle pode ser obtido por
o) = S WOV (), B+ U]~ Z0e0)

W@V (), ull(@))
onde S(t) deve satisfazer a condigao inicial S(0) = (¢(0)[V (0)|(0)).

(1.6)

A Eq. (1.6) é uma equacao diferencial nao linear, em geral, bastante com-
plicada de se resolver, indicando a complexidade de se resolver um problema inverso
para um potencial geral. Desta forma, o procedimento padrao para solugao de proble-
mas de controle inverso consiste em simplificar o problema restringindo-se as curvas
de energia potencial e usando o maximo de simplificagoes analiticas possivel para
minimizar os trabalhos numéricos posteriores. Na literatura encontramos diversos
algoritmos dedicados a obtengao da solucao da Eq. (1.6) [70-72]. Na grande maioria
dos casos o objetivo, ou seja, o valor esperado do observavel, esta relacionado ao
controle de populagao.

Devemos notar que o método de controle de trajetoria é o método que impoe
maiores restrigoes ao sistema, assim o mais complicado, pois seguindo uma trajetéria
definida, temos de ajustar o campo de controle a todo momento, mantendo a ob-
servavel de controle dentro dos valores desejados. Isto pode gerar alteragoes bruscas
na intensidade de campo necessaria para o controle, fora das possibilidades prati-
cas de manejo experimental, impossibilitando a realizagdo concreta do processo [68].

Desta forma, devemos sempre ficar atentos as variacoes do campo de controle, procu-
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rando obter resultados consistentes com campos (lasers) vidveis em laboratorio.
Acima mencionamos que o método de controle de trajetéria equivale a um
problema inverso. Isto implica que na maioria dos casos temos mais de uma uma
solugao para o problema, isto é, mais de um conjunto de parametros para o campo
de controle [73]. Um estudo recente desta caracteristica nao linear da equagao de
controle mostra que, pelo método de controle de trajetéria, nem todas as solugoes
podem ser obtidas, devido as singularidades que aparecem nos métodos de solugao
utilizados [74]. Também salientamos que quando existentes, tais multiplas solugoes
nao sao obtidas de forma ordenada. Ou seja, nao existem métodos gerais para classi-
ficar e obter todas as possiveis solugoes. Por exemplo, um algoritmo especifico pode

gerar algumas delas e nao outras (eventualmente melhores).

1.4 BREVE APANHADO SOBRE A REALIZACAO EXPERI-

MENTAL DE CONTROLE QUANTICO

Nesta secao pretendemos fazer uma rapida explanacgao sobre o controle quan-
tico em termos de limitantes experimentais.

Em primeiro lugar devemos relembrar (e enfatizar) que progressos em con-
trole quantico estao diretamente relacionados com desenvolvimentos na area de fa-
bricagao de lasers. Por exemplo, em todas as propostas de controle quantico, é
fundamental que o campo elétrico de saida do laser tenha a possibilidade de ser con-
figurado, para que posteriormente seja aplicado de forma apropriada no sistema que
se deseja controlar. Em especial é desejavel que amplitude e fase sejam mantidos
por periodo determinado de tempo 0t e que entao o laser possa se chaveado para
outros valores de seus parametros rapidamente. Atualmente os dois tipos de lasers
que se mostram mais aptos a este propdsito sao os lasers de estado sélido (solid-state

laser) e os lasers de corante (dye laser). Nos lasers de estado sélido, geralmente um
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cristal solido é dopado com fons que produzem os estados energéticos de interesse.
Por exemplo, no laser de titanio-safira (7' : sapphire), no qual um cristal de safira
¢ dopado com titanio para produzir um pulso de saida configuravel na regiao do
infravermelho. Ja os lasers de corante usam um corante organico, normalmente em
estado liquido, como meio ativo para produzir um pulso ultracurto da ordem de uns
poucos femtosegundos [1,13,43].

Discutidos os aspectos gerais desejados de lasers em controle quantico, pas-
saremos a descrever agora bem sucintamente a configuracao geral utilizada em la-
boratorio para controle quantico. Um avanco significativo no sentido de alcancar o
controle sobre fenomenos quanticos foi a introducao de uma técnica conhecida na
literatura como closed-loop control (controle de malha fechada) aos métodos experi-
mentais de controle. Hoje em dia esta é uma das principais, senao a principal, ar-
quitetura de montagem na area. Existem duas formas gerais de aplicacao do controle
de malha fechada em laboratério: o método de controle por aprendizagem (learning
control) e o método de controle por resposta (feedback control). A diferenga entre
os dois métodos estd na forma como ¢é tratada a amostra molecular. No método de
controle por aprendizagem ¢ utilizada uma nova amostra molecular a cada ciclo do
processo de controle, enquanto no método de controle por resposta é utilizada uma
unica amostra molecular do inicio do controle até a obtencao do objetivo final. Estes
dois métodos possuem caracteristicas distintas discutidas em detalhes em [2].

De uma forma bem geral, tanto para o método de controle por aprendizagem
quanto para o método de controle por resposta, as etapas do método de controle de
malha fechada sao bastante similares. Seus aspectos gerais sao ilustrados conforme a
Fig. (1.1), adaptada do artigo de revisao de Herchell Rabitz e seus colaboradores [2].
O procedimento envolve, basicamente, quatro etapas: (i) primeiro é configurada uma
fungao tentativa para o pulso de laser inicial, (i7) entao o algoritmo de controle cal-
cula as caracteristicas, forma e intensidade, do préximo pulso de controle. Estas
duas etapas iniciais sao, essencialmente, resultado dos estudos tedéricos em controle

de sistemas quanticos, com a solugao das equacoes de controle e configuragao dos
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Fig. 1.1: Processo utilizado pelo método de controle de circuito fechado. Em (i) um campo inicial,
estimado ou arbitrdrio, é inserido como tentativa. Na etapa (ii) a acao de controle é avaliada e os
resultados sao corrigidos, alimentados, por um algoritmo de controle que ira calcular as caracteristica
do préximo pulso de controle a ser aplicado na amostra. O pulso é gerado na etapa (iii) e aplicado
a amostra em (iv). O processo é repetido até que o objetivo de controle final seja alcancado. Esta

figura foi adaptada da Ref. [2].

pulsos de laser utilizados. A partir da terceira etapa, (ii2) o pulso proposto pelo
algoritmo é gerado e, finalmente, na etapa (iv) aplicado na amostra molecular. Ob-
serve que estas duas tultimas etapas sao puramente experimentais. Dependem por
exemplo de arranjos experimentais apropriados e de desenvolvimentos de fontes de

luz laser, conforme ja citado nesta secao [2,43].

1.5 CONTROLE PARAMETRICO POR PARTES NO TEMPO

Nos trabalhos de Jiusandro Kuhn e Marcos G. E. da Luz [43,73], os autores
desenvolveram um método de controle de trajetéria denominado metodo de controle

paramétrico por partes no tempo. O método consiste em dividir o intervalo de tempo
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Fig. 1.2: Ilustragao de como dividir o intervalo de tempo de S(t) para o método paramétrico por

partes no tempo.

total da evolugao dinamica do sistema em intervalos d¢t. Assim, olhando o grafico da
trajetoria pretendida S(t) = (¢ (¢)|V]1(t)) temos a situagao ilustrada na Fig. (1.2).
Agora supomos que durante o intervalo de tempo dt,, podemos ajustar o potencial
externo (por exemplo, regulando os parametros do laser) tal que em dt,,: U = U, (t).
Desta forma, temos H,, # H,(t) com H, = Hy+ U, para t, 1 <t < t,. E impor-
tante mencionar que estamos supondo que U pode ser rapidamente mudado quando
t=t1,to, ... tn.

Assuma agora t,, um instante de tempo dentro da janela dt,. Seu valor
exato nao é muito importante (principalmente se S(t) é suave). Logo, ao longo da
tese sempre iremos usar ¢, = t,_1 + %. Se soubermos escolher de forma apropriada
H,, entao podemos fazer que o estado inicial daquele intervalo (|¢)(¢,-1))) evolua de
tal forma que (1(£,)|V[¥(t,)) seja exatamente igual a S(%,).

O método de controle entao é determinar os parametros do potencial em
cada intervalo dt,, de tal forma a H, resultar na evolucao desejada para o estado
quantico.

Como foi demonstrado, as equacoes a serem resolvidas em cada dt, sao al-
gébricas (embora nao lineares) e portanto nao equagoes diferenciais acopladas ou

equacoes funcionais. Portanto o procedimento é muito mais simples. Mesmo as-
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sim o procedimento desenvolvido em [43,73] é muito complicado e numericamente
trabalhoso para N > 4 niveis. Tal método, chamado método direto [43], inicia con-
siderando parametros totalmente arbitrarios para H,. Entao propoe relagoes gerais
para os mesmos e que possam levar ao controle do estado quantico evoluido. Ele é
direto pois parte de H,, para chegar no correto |¢(t)). Esta metodologia implica em
varrer o espaco de parametros, que para N grande, torna-se, computacionalmente
falando, bastante pesado.

Porém, nos mesmos trabalhos [43, 73] os autores utilizam de uma ideia de
controle inverso para discutir, e provar, que todo sistema de dois niveis possui solucao,
independente do estado inicial e do observavel de interesse. Os autores encontram a
equacao de controle de um sistema de 2 niveis e mostram que a mesma sempre possui
solugao. Entretanto, invertem a abordagem, partem de um [i(t)) que dard o S(t)
correto e entao acham quais deveriam ser os parametros de controle do Hamiltoniano
do problema. Assim vao de |¢(t)) para H,. Mas esta abordagem nao foi explorada
em [43,73] para N < 3. Como mostraremos aqui ela é muito mais poderosa que o
método direto e permite fazer o controle de qualquer sistema de IV niveis. Além disso,
também mostraremos que um procedimento misto (misturando as duas abordagens)

leva a uma visao fisica muito interessante para o problema de controle quantico.

1.6 OBJETIVO E ESTRUTURA DA TESE

O objetivo desta tese é desenvolver um método do controle paramétrico por
partes para sistemas gerais de N niveis. Em termos técnicos iremos desenvolver ex-
pressoes de controle de forma analitica, chegando a equacoes algébricas nao lineares,
mas de relativa facil resolucao e que permitem obter e classificar todas as solugoes
admissiveis (algo ndo possivel com outros métodos). Para ilustrar a aplicabilidade
do nosso método iremos simular o controle de trajetoria para alguns sistemas especi-
ficos, incluindo sistemas de 5 niveis.

A tese é composta de seis capitulos. Também possui dois anexos, A e B,
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onde estao todas as contas para o método paramétrico inverso aplicado a sistemas
de 4 e 5 niveis, respectivamente. A seguir apresentamos a descricao dos capitulos da

tese:

Capitulo 2

No segundo capitulo mostramos em linhas gerais o desenvolvimento do método

de controle parametrico inverso para um sistema de N niveis.

Capitulo 3

No terceiro capitulo encontramos a solugdo de controle (método inverso)
para um sistema de trés niveis, demostrando que esta solucao é geral e aplicavel a
sistemas de trés e também de dois niveis. Todos os detalhes técnicos do método sao
expostos neste capitulo, portanto dando ao leitor uma ideia clara dos procedimentos

matematicos necessarios nos calculos.

Capitulo 4

No quarto capitulo realizamos as simula¢oes niimericas de controle quantico

para sistemas de 3, 4 e 5 niveis. Também fazemos toda discussao sobre os resultados.

Capitulo 5

Dedicamos o quinto capitulo da tese ao desenvolvimento de um segundo pro-
cedimento de controle para sistema de N niveis, o método de controle paramétrico
misto. Este método apresenta algumas diferencas em relacao ao método inverso.
Por exemplo, permite uma melhor caracterizacao do espaco de solucoes e, além
disso, é um método mais simples do ponto de vista algébrico. Aqui mostramos
toda construcao geral do método para sistemas de N niveis e aplicamos o método
para sistemas de trés e quatro niveis. Encerramos o capitulo com diversas simulagoes

numericas que demonstram a funcionalidade do método paramétrico misto.
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Capitulo 6

O ultimo capitulo desta tese é dedicado a conclusao do trabalho de doutorado,
discutindo os resultados obtidos com os dois métodos aqui desenvolvidos. Aproveita-
mos para no fim deste capitulo apresentar algumas ideias de trabalhos futuros que

definam a continuagao natural desta tese.



SISTEMA DE N NIVEIS

Neste capitulo iremos apresentar a construcao geral do método de con-
trole paramétrico inverso para um sistema de N niveis. A partir desta

construcao podemos especificar o problema para qualquer N particular.

2.1 O SISTEMA

Considere o Hamiltoniano H, constituido por n estados e energias préprias

dadas por {e,}, com bases representadas por

le1) =

1 0 0
0 1 0
O 9 ‘€2> - O ’ |€3> =

0 0 0

O Hamiltoniano total é dado por

€1 —+ U1 uue*w&z ulge*w”’
u12e'“1012 52 + u2 u23€_18023

u1ze ¥t ugze'* g3+ ug

u]_Ne“OlN u2N€2§02N u3N€Z<P3N

28

ulnefuplN
u2n€_Z§D2N

En + Uy

(2.1)

(2.2)
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Os termos {Upm, Pnm} S@0 08 termos que, na pratica, temos interesse no
controle quantico. Estes termos estao associados com os parametros do campo
de controle através dos elementos de matriz dados pela equacao Uy, = (n|U|m).
Ao longo desta tese (dado o seu cardter principalmente tedrico) iremos dar uma
abordagem totalmente arbitraria a U e assim, nos desenvolvimentos técnicos, nao
assumir propriedades particulares para o mesmo. Porém, na pratica do controle
quantico sabemos que essencialmente U = pe(t), onde p é o operador de dipolo
elétrico e e(t) é o campo elétrico. Neste caso, também podemos escrever que U, =
L f exp|—1(&nm + P)], onde Upnm = finmf € ©nm = Eum + ®. Desta forma, para
termos um intuicao fisica do que significa nossos parametros matematicos, ., esta
diretamente relacionado com a amplitude do campo externo vezes o momento de
dipolo elétrico entre os estados |e,) € |en,) € @nm representa a fase do campo externo
também vista entre os estados |e,,) e |en,) [75].

Devemos salientar que os termos diagonais u,, = u, nao serao conside-
rados nulos na constru¢ao do método. Com isso o Hamiltoniano do problema de
controle é o mais geral possivel. Entretanto, nos exemplos numéricos, iremos fazer
u, = (n|U[n) = 0, que é um caso tipico de quando os estados nao perturbados
possuem paridade definida e o potencial é impar, que é uma situacao comum de

interagao dipolar, muito utilizada em controle quantico [73].

2.2 PROCEDIMENTO DO METODO DE CONTROLE PARA

O SISTEMA DE N NIVEIS

Nesta secao pretendemos escrever as equacoes gerais do método de controle
paramétrico inverso para um sistema qualquer de N niveis. Como vimos anterior-
mente fazemos o controle em janelas de tempo dt, onde em cada uma das janelas
devemos escolher um Hamiltoniano de interacao apropriado. Na descricao abaixo

iremos justamente explicar como o método deve ser desenvolvido para controlar o



2.2. PROCEDIMENTO DO METODO DE CONTROLE PARA O SISTEMA DE N
NiVEIS - 30 -

valor esperado do observavel dentro de uma destas janelas arbitrarias 6t.

Para uma melhor compreensao dos procedimentos de calculo iremos apre-
sentar o mesmo em etapas:

(a) A evolugao temporal do estado inicial |¢)(tg)) é dada por (aqui o tempo
inicia em %)

[46()) = expl— HAL][to). (2.3)

Nesta janela de tempo At =t — to os estados préprios de H, {|1), |2),
|n)}, sdo uma boa base do problema. Entretanto, no inicio do procedimento de
controle nao conhecemos a base de H, pelo contrario, pretendemos encontrar estes
autovetores. Desta forma, iremos expandir [¢(¢)) na base dos estados préprios do
observavel V', {|v1), |va), -+ -, |vn)}, que é 0 que conhecemos, pois justamente sao os
valores espererados desta observavel que pretendemos controlar, ou seja, queremos
controlar (¢(t)|V](t)).

Entdo em t = £ para ty <t < to + 6t vamos supor [(f)) = ci|v1) + ca|ve) +

-+ Culvn), onde |e1]? + |ea)* + - - + |cn|* = 1. Desta forma, temos que

— WDV Z|cn| =3 pavn, (2.4)

onde obviamente

0<p,=|ca]* <1 (2.5)

Consequentemente, se de algum modo conseguirmos fazer p, assumir qual-
quer valor entre 0 e 1 (que é justamente a proposta do método de controle), entao
poderemos ter qualquer valor desejado para S, em particular S = S (t) que é o nosso
alvo de controle.

(b) Agora relembramos que quando fazemos mudanca de base temos equagoes

do tipo

m=N m=N
[Un) = Z Bnlem) = Z Apn|m). (2.6)
m=1 m=1

. - . s ,
Assim A, e B, sdo matrizes unitarias, onde os B,,,’s levam da base |e,,)

para base |v,) (e isto a principio é sempre conhecido) e os A,,,’s levam da base |m)
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para base |v,,) de H. Como até entao nao determinamos H ainda nao sabemos quem
é A,n. A determinacao de A,,, é um dos objetivos do método de controle aqui
apresentado.

Seja H®) o Hamiltoniano necessario para efetuar o controle e dado em sua
base prépria. Sua representagao na base de autoestados de Hy (que denotamos por

H®)_ justamente a Eq.(2.2)), seria dado por
H® = BATH®)ABT, (2.7)

Note que H®) é diagonal e H®) é a forma do Hamiltoniano que efetivamente
precisamos encontrar, pois seus parametros sao justamente aqueles com os quais
trabalharfamos na pratica. Note entdao que se A,,, for conhecido a Eq. (2.7) se
torna uma equacgao algébrica cujas varidveis sao os termos U, € @m, € que portanto
teriam solucoes numéricas. Tais solugoes constituiriam a solucao tedrica do problema
de controle no intervalo de tempo At. Desta forma, fica claro que o procedimento
de célculo deve ser desenvolvido para se obter os A,,,’s.

(c¢) Dadas as observagoes acima, o protocolo de controle é o seguinte. Da
Eq. (2.4) determinamos numericamente os p,’s. Feito isto, teremos conhecidos
0s ¢, = (vn|Y(f)). Agora notamos que desprezando-se uma fase global, podemos

escrever

m=N
o) = YV ale expliali)]m), (2.8)
m=1

onde (0 < (v <1,0< (o) <1, m=1,2,3,...,N).

Em t =t temos |¢(¢)) na base |v,), mas que a principio pode ser escrito na
base |m) de H. Fazendo isto temos |¢(£)) = Y, &,|n). Obviamente que os &,’s nao
sao conhecidos, mas como sabemos |1g) e também obtemos numericamente os p,,’s,
estes resultados podem ser usados nas equagoes (v,|1(t)) = >, &,(va|n) e com isto
podemos determinar numericamente quem sao os as e al’)’s na Eq. (2.8) e por

sua vez tais coeficientes nos dao os A,,,’s. Desta forma, podemos escrever |v,) na

base |m), com os termos A,,,, e finalmente resolver a Eq. (2.7).
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A descrigao geral acima fornece um apanhado dos passos a serem seguidos.

Os detalhes de cada um sao descritos a seguir.

2.2.1 DETERMINACAO DOS p,’S

Para simplificar a equagao de controle, Eq. (2.4), usamos uma associagao
geométrica com o sistema de coordenadas esférico de n dimensodes [76,77|. Entao

seja um vetor qualquer 77, temos

—

n = I‘lﬁl + ZEQ@Q + IL‘3@3 —f- te + IL‘nQA)n, (29)
onde
x1 = cos(6%)sen (0% _,) - - -sen (05)sen (67)
x9 =sen (6%)sen (6% _,)---sen (6;)sen (67)
xg = cos(6%_,)---sen (65)sen (07)
x4 = sen (0% -sen sen (07
= e 0y) - sen (05)n (07 o)
Tp—1 = cos(65)sen (05 )sen (07)
x, = cos(f5)sen (07)
Tny1 = COS(9T>
Associando os termos das Eq. (2.9) e Eq. (2.10) com os termos da Eq. (2.4)
podemos reescrever a Eq. (2.4) de forma que esta dependa apenas de angulos de

projecao 0. Assim, podemos escrever os p,’s como

v=N-2
pn = (1 — pn)cos?(6F ;) H sen (67, (2.11)
r=n
onden=1,2,....N — 2.
Esta analogia geométrica embora nao sendo imprescindivel, nos ajuda bas-
tante a encontrar de forma numérica todos os p,’s na Eq. (2.4), logo sabemos todos os
cn = [{(va|(%))]. De forma mais concreta, nosso problema numérico é achar solucdes

para

S = cos?(0%_)) H sen 2(0%)v,, (2.12)
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onde 05 = 0. Suponha entao que S esteja numericamente entre v; e v;41. Desta
construcao geométrica fazemos entao os “angulos” serem tais que o nosso vetor 7
tenha maior projecao justamente sobre estas duas direcoes, ajustando entao os ou-

tros angulos para gerarmos varias solugoes possiveis.

2.2.2 ESCREVENDO AS EQUACOES DE CONTROLE

Agora, desprezando-se uma fase global, podemos escrever

m=N
o) = D /bl explia][m), (2.13)
m=1

onde (0< b <1,0<al) <1,m=1,2,3,...N).

Utilizando a definigao de | (¢)), dada pela Eq. (2.3), e associando com a
definigao de |¢y), Eq. (2.8), podemos escrever

Y(t)) = i \/@exp[ia&o)] exp|—iw, At]|n) (2.14)

onde w, = E,/h e At =t —t;. Em t =t temos entdo |[¢(2)).
A funcao de onda escrita acima, Eq. (2.14), possui uma dependéncia com os
termos de Hy na base de H. Desta forma, precisamos saber [1)y) na base |m). Isto

posto, podemos escrever, de forma geral, que

o) = 3 dulm). (2.15)

Nés sempre conhecemos |¢)y) na base do observavel |v,), assim, podemos

escrever

o) = 3 Dalun). (2.16)

Entao, associando as equagoes (2.16) e (2.6), podemos escrever que

n=N m=N
n=1 m=1
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ou seja,
m=N n=N m=N
Z dm|m> = Z Dn Z Amn’m>7
m=1 n=1 m=1

simplificando a equacao com a identidade, obtemos que

m=N n=N  m=N
> dn=Y Du> A (2.18)
m=1 n=1 m=1

onde iremos gerar um sistema de equagoes com N equacoes e N variaveis.

Com |1)y) determinado, devemos agora nos preocupar com as inversoes de
base A(base |v,) — |m)) e B(base |v,) — |en)), propostas anteriormente.

Para realizar tais transformacoes devemos lembrar de algumas defini¢oes:
|v,) sdo os autoestados do observavel, |e,,) sdo os autoestados de Hy e |m) os au-
toestados do Hamiltoniano de controle, H.

Primeiramente devemos inverter a Eq. (2.6), de forma a obter |m) em fungao
de |v,). Note que (k|v,) = hgn, assim (v,|k) = hj,, [78]. Deste modo, podemos es-

crever que
Z Ar o). (2.19)

Da Eq. (2.6) também sabemos que |v,) = S2'= NBm|5i), assim

Z A Z Bines) (2.20)
definindo
i=N
> A5 Bin = My, (2.21)
=1

entao
i=N
= Mip|e:). (2.22)
i=1
Esta equacao nos fornece os autoestados do Hamiltoniano de controle, H,
Eq. (2.2), onde est@o definidos os parametros de controle.
Portanto, para encerrar o problema, devemos realizar uma diagonalizacao

inversa [79], definida por

H® = MtHE ) (2.23)
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onde M é a matriz dos autoestados e H¥) é a matriz dos autovalores de H. Este
problema ird gerar um sistema de N? equacoes e N? varidveis. Este sistema de
equacoes ¢ nao linear, entretanto possui solucao numérica sem grande trabalho com-
putacional. Os autovalores, que nao conhecemos, nao sao tao importantes para a
solugao, pois todos os resultados serao dados em funcao dos autovalores do Hamilto-
niano nao perturbado Hy, {&,,}, inclusive os autovalores de H, {F,,(¢,,)}. Devemos
notar a importancia deste resultado pois a solugao de controle é valida qualquer que
seja o Hamiltoniano nao perturbado do problema, ou seja, a solugao ¢ a mais geral
possivel.

Das explanacoes anteriores temos entao um diagrama de blocos com a es-
trutura de lago do procedimento de controle paramétrico inverso, que é apresentado

na Fig. (2.1).

Escolher a trajetdria a ser controlada
e dividir o tempo total em janelas Oti.

l

Identificar quem & |W > para a
janela &t, escrevendo-o nas
bases{ [vn)} e {|enD}.

l

Resolver o controle de tal forma
a achar a matriz Am no intervalo

o

Obtém a matriz de controle H®
no intervalo o&ti.

Laco

Fig. 2.1: Diagrama de blocos com a sequéncia logica utilizada para realizacao do controle quantico.
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2.3 CONSIDERACOES FINAIS

Finalmente, algumas ultimas observacoes sao pertinentes aqui.

(1) O primeiro passo para iniciar o processo de controle quantico é a deter-
minacao da trajetoria a ser controlada. Com esta informacao, podemos seccionar
a trajetéria em intervalos de tempo §t. Em pontos particulares ¢, destes intervalos
iremos proceder o controle para obtermos S = S (t,). Neste trabalho iremos sempre
usar 6t, = 6t e t,, no meio do intervalo dt,. Para os exemplos que estudamos isto
é bastante satisfatério. Obviamente que para eventuais situacoes concretas talvez
fosse importante variar 6, e a posicao de £, no intervalo. Mencionamos que o nosso
método ¢é flexivel o suficiente para permitir tal "grau de liberdade” metodologico.

(74) Algo sempre conhecido no problema é o observavel de interesse V. O
mesmo é dado na base de Hj e portanto sendo uma matriz N x N. Obviamente
que certas observaveis podem ter menos de N autovalores (por exemplo, paridade,
com v, = £1). O importante no entanto é que tenha uma base com N vetores,
mesmo que haja degenerescéncia de autovalores. Note que com V' dado na base de
Hy, podemos diagonaliza-la e calcular seus autoestados, |v,,), e seus autovalores, v,.

De forma geral para o sistema de N niveis, o observavel ¢é escrito como

Vi Vg€ "M wygeT "M e e N
V€'t Va Ugge™ "2 Vg€ 3N
V = vlgezam 1)2361,0423 Vé - ,U3n671a3]\] . (224)
VINEMN  pyne' 2N pgnet N Vi,

(771) Lembramos também que para cada intervalo dt;,1 o estado inicial do
sistema ¢é |1g). Ele é dado de fato por [¢(¢;)), que é conhecido na base de H;, mas
também nas bases {|e,,)} e {|v.)}. Ouseja, para 6t; 11, [1o) = [¢(t))) = |¥(t;)), pois
estamos assumindo mudanca instantanea do Hamiltoniano do sistema nos instantes
ty,ty, ..., t,. Obviamente que esta suposi¢ao, quando comparada com o caso real,

onde estado da arte é ter trens de pulso onde a largura de cada um deles é da
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ordem de 20 fs, este caso devera ter uma erro experimental de controle relativamente
pequeno. Um estudo detalhado deste erro foi feito em [73] para 2 niveis. Quando
S(t) é relativamente suave o erro é pequeno. Para N > 2 niveis este padrao deve
se manter (embora aqui uma andlise mais sistemética nesta dire¢ao nao tenha sido
feita e é algo que pretendemos fazer na continuagao futura do trabalho).

Finalizada a discussao geral sobre o método de controle paramétrico inverso,
iremos aplicar o procedimento para um sistema de 3 niveis, o que ¢ interessante
didaticamente, pois ira apresentar em detalhes a construcao do método, como todos

os detalhes técnicos.



METODO DE CONTROLE
PARAMETRICO INVERSO PARA UM

SISTEMA DE TRES NIVEIS

Neste capitulo iremos aplicar o método paramétrico inverso, proposto no
capitulo anterior, a um sistema de trés niveis, independente de qual seja
o estado inicial |1p) e o observavel de controle V. Iremos expor todas as

etapas de aplicacao do método, explicando todos os detalhes técnicos.

O controle da dinamica de sistemas quanticos por meio de um campo externo
de laser tem recebido considerdvel atengao em fisica tedrica [39]. Em particular, o
problema de um sistema constituido por trés niveis é fundamental na investigagao de
novos fendmenos em espectroscopia e ética quantica [80-83], entre outras aplicagoes
[84,85]. Nesse contexto, iremos aplicar o método de controle paramétrico inverso
a um sistema de trés niveis. Assim, esperamos que a solugao geral obtida neste
processo seja valida para os sistemas quanticos de trés e dois niveis.

Iremos escrever as equagoes de controle propostas no capitulo anterior para
um sistema de trés niveis justamente por ser o caso mais simples (depois de sistemas

de dois niveis) a ser estudado. Assim, aproveitamos desta relativa simplicidade para

38
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deixar mais claro como nosso método se aplica. Esperamos que isto ajude entao no

entendimento do caso geral N estudado anteriormente.

3.1 O SISTEMA

Considere o Hamiltoniano Hy constituido por trés estados, com bases repre-

sentadas por

1 0 0
le)=10 |.,e2)=1 1 |.les)=1] 0 |- (3.1)
0 0 1

O Hamiltoniano total, H = Hy + U, pode ser escrito como

51_|_u1 u12e—1%012 U13€_w13
H =1 upe®? eyt uy uge ¥ |, (3.2)

urze¥t ugze™ g3+ ug

onde (u1z2, w1z, Uzz) € (P12, Y13, P23) sao os termos de amplitude e fase do campo

externo de controle, como ja dito anteriormente.

3.2 CONTROLE PARA O SISTEMA DE TRES NIVEIS: O
PASSO BASICO, CONTROLE EM UM UNICO INTER-

VALO DE TEMPO

Nesta secao demonstraremos que, para um um observavel V' arbitrario, se
fixarmos corretamente os parametros u;; e ¢;; no Hamiltoniano H da Eq. (3.2) em
um t = ¢ apropriado no intervalo de tempo (to, o+ dt) (note, 6t é definido aqui como
a janela de tempo em que resolveremos o problema de controle), podemos obter
qualquer valor especifico para S(t = t), independentemente do estado inicial |1(to)).
Este método de generalizacao ja foi utilizado com sucesso para um sistema de dois

niveis [73] e nossa contribui¢ao tem o intuito de provar esta generalizagdo para um
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sistema de trés niveis ou mais e, além disso, desenvolver um método de controle
paramétrico inverso, que possa ser aplicado com sucesso a sistemas de trés ou mais
niveis. E importante notar que no trabalho para dois niveis, os autores utilizaram a
ideia exposta nesta secao para uma demonstracao de generalidade em um método de
controle direto. Neste trabalho iremos desenvolver esta ideia e construir um método
de controle inverso.

Vamos entao dividir nosso procedimento em etapas para deixar mais claro
0s passos a serem seguidos.

(a) A evolucao temporal do estado inicial é dada por

[9(0)) = expl—7 H(t — t)] o)

Definindo At =t — tg, temos

[9(6)) = expl— HAY v, (33)

Em At os estados préprios de H, { |1), |2), |3) }, definem a base que pre-
cisamos conhecer. Isto posto, sempre podemos expandir [1(t)) na base dos estados
proprios do observavel V', {|v1), |v2), |vs)}, pois esta base é conhecida, V' é o ob-
servavel cujo valor esperado pretendemos controlar.

(b) Para t = t, supomos que [1(f)) = c1|v1) + calva) + c3lvs), onde |e1]? +
|ca]? + |c3|* = 1. Desta forma, definimos (usamos esta notagao para os termos de vy

para simplificar as contas no futuro)

S=S(t) =pi(t)vr + [1 = pi(t) — p3(t)]va + p3(t)vs, (3.4)

mas

S’ = |01’2U1 —+ |CQ|2U2 + |Cg|3'l)3, (35)

logo
0<pi(t)=p1 = |a]? <1

| (3.6)
0<pst) =ps=|es]* <1
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Consequentemente, se de algum modo conseguirmos fazer p;(f) e ps(f) as-
sumir qualquer valor entre 0 e 1, entao poderemos escolher qualquer valor desejado

para S(t), relembrando que

pr= [ (@), (3.7)
1= p1 = ps = [(ua ¥ (D)%, (3-8)
ps = | (vse (D). (3.9)

Este é o primeiro ponto crucial no método. Fixamos qual deve ser S e
escolhemos numericamente p; e p3 arbitrarios que satisfaga a Eq. (3.4), o que é
simples de se satisfazer. Depois associamos tais niimeros com projecoes sobre |(t)),
Eq. (3.7), Eq. (3.8) e a Eq. (3.9). Os aspectos técnicos das escolhas numéricas de
p1 € p3 serao discutidos mais a frente.

(c¢) A seguir, desprezando-se uma fase global propomos escrever a seguinte
mudanca de base (0 < (agvi),aévi),bgo),bgo)) <1,0< (a§””,a§ i) a§ ),aéo)) < 27),

onder=1,2,3, e

lv)) = \/agvl) exp[iagvl)]m + \/1 — agvl) Ul 12) + \/ eXp zaévl) (3.10)

lvg) = \/aY’Z) exp[iagvz)]|1> + \/1 - a§”2) W 12) + 1/ a exp zoz:(,)”) (3.11)
lug) = \/ eXp 3) 111) + \/1 UB) (U?’ 12) + \/ exp 3) 113), (3.12)

(d) Anteriormente escrevemos |1)(f)) na base de V', mas ¢ também importante

escrever [¢g) na base de H, logo

o) = /b1 expliad”][1) + /1 — b — b2 + /by expliad”][3).  (3.13)

Assim,
1
1W(t)) = /b explial”)] exp[—ﬁElAt]H)—i—

/1= b — eXp[—%EgAt]|2>+ (3.14)

+1/ béo) exp[z’aéo)] exp[—%EgAt] 3).
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Calculando p; e ps, Eq. (3.7) e Eq. (3.9), encontramos os |¢;|’s (i = 1,2, 3).
Invertendo a Eq. (3.10), a Eq. (3.11) e a Eq. (3.12), achamos os |m) (m =1,2,3) e

isto nos da entao uma maneira de determinar o H e logo o campo de controle.

3.2.1 ASSOCIACAO GEOMETRICA ENTRE p; E p3

Desta forma, utilizando a Eq. (3.4), Eq. (3.7) e Eq. (3.9), podemos calcular
p1 e ps3 e associd-los ao nosso estado quantico [¢(t)). Porém, para simplificar a
equagao de controle, Eq. (3.4), devemos buscar uma associa¢ao mais simples entre
p1 e ps, reduzindo a equacao de controle a uma amplitude real e uma fase. Para
deixar claro a escolha por uma simplificagdo, a questao é que as variaveis p; e ps3
sao dependentes entre si, desta forma, o valor de uma influencia na outra. Para

deixar esta dependéncia bem definida matematicamente utilizamos desta associacao

geométrica. Assim consideramos a Fig. (3.1), e definindo um vetor 7,, como

D(lv)

> D(|v=»)

D(lv)

Fig. 3.1: Analogia geométrica para a projecao de S em diregoes representadas por |v,), por isso

usamos a notacao D(vy).

7,y = cos(0* )k + sen (8%)sen (¢*)] + sen (0%) cos(¢*)i, (3.15)
fazendo uma analogia geométrica com a Eq. (3.4), dada por

S = ’Cl‘zvl + ‘02’27)2 + 103‘203 = p1v1 + (1 — p1 — p3)va + psus,
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temos a seguinte parametrizagdo (no primeiro quadrante)
c1 = cos(0"), ¢y = sen (0)sen (¢*), c3 = sen (67) cos(¢).
Recordando que p; = |¢;1]* e p3 = |c3]?, temos que

p1 = cos*(6%) (3.16)

p3 = [1 — cos?(6)] cos?(¢*) = (1 — py) cos?(¢*). (3.17)
Da Eq. (3.17), podemos reescrever a Eq. (3.4) de forma simplificada, como

S =5(t) = prvy + (1 — p1)(1 — cos?(¢*))va + (1 — py) cos?(¢*)vs. (3.18)

Podemos observar que a Eq. (3.18) respeita nosso objetivo de controle do
sistema. Note que a Eq. (3.18) assume qualquer valor entre v, e vz contanto que
tenhamos liberdade em escolher p; (ou 6%) e ¢*. Na prética o que fazemos é variar
numericamente p; entre 0 e 1. Obviamente que a fase ¢* é outra varidvel de controle,
mas o que sempre podemos fazer é impor um valor de ¢* entre 0 e 7/2 (que seja

condizente com S) e depois achar os melhores valores para p;.

3.2.2  CALCULANDO py(?)

O procedimento entdo é o seguinte. Escolhemos p; para usar em certo S.
Porém, p; é uma parametro puramente teérico do método. O importante é saber
quais parametros do problema original (fundamentalmente o potencial externo) de-
vem ser fixados. Entao, sabendo quanto vale p; devemos saber o que isto implica
para os valores dos elementos da matriz H. Desta forma, para calcular a Eq. (3.7),
vamos definir que

E; By — E, Es — B,
_— w = —— — w = —— —
i ’ 21 3 ) 31 h )

(3.19)

Ww; =

e as fases como

o) = Wy At — (ol — af™), (3.20)
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gb:(;{l) = wy At — (a§°) - agvl)) + (ozéo) - a:(fl)), (3.21)
o) = wea At + (o) — ™). (3.22)

Desta forma, obtemos a expressao final, dada por

P = a&””bio) + (1 — a&”l) — agvl))(l — bgo) — béo)) + ag”l)b§°)+

F 2ol 0l = oD

1 2/al 600l Vb cos(680)+

+2y/af (1 - af") = ) (1= 10— 6) cos(el).

3.2.3 ANALISE DAS VARIAVEIS DO PROBLEMA

No intuito de provar que o sistema permite controle, quaisquer que sejam as
condicoes iniciais e a observavel de interesse, precisamos simplificar os paramétros
encontrados na Eq. (3.23), que s@o os parametros diretos do problema, ou seja |¢g)

e da mudanca de base {|v,)} — {|m)}.

As contantes encontradas na Eq. (3.23), aY“) e ai(;“), estao relacionadas

com |v;) projetado sobre os auto-estados do Hamiltoniano. Também temos que

2 2 2
a4+l 40" = 1, onde al" = |(1]v1)] e a{" = |(3]v1)]. Os valores para !

e aé“l) sao quaisquer desde que respeitem as relagoes acima citadas.

Pode ser feita uma associacao geométrica entre agvl) e agvl), analisando a
projecao do vetor |vy) sobre os estados |1) e |3), como que pode ser visto na Fig.
(3.2). Anélogo do feito para S na Eq. (3.4).

Assim temos que (novamente consideramos o primeiro quadrante)

ﬁag“ﬂ,agvﬂ — cos(0)k + sen (A)sen (¢)] + sen (8) cos(¢)i (3.24)

A o o 7 2 2 2
n = ngi +nyj +n:k, n, +n, +n; =1

Associando os termos da Eq. (3.10) e da Eq. (3.24) encontramos uma re-

~ .7 . v v .
lagao entre as variaveis ag Ve ag 1), pois
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D(]13)

n Vi) (v
a(1 )a(s)

——> D([2))

D(13)

Fig. 3.2: Analogia geométrica para a projecao de |v1) nos estados |1) e |3).

a{" = cos®(0), (3.25)
desta forma
al’ = (1= al") cos?(¢). (3.26)

Temos agora que a Eq. (3.23) pode ser reescrita em fungao da variavel de

controle aﬁ”l) e de uma fase de controle ¢. O mesmo tipo de associacao pode ser feito

para b§°) e béo), substituindo-os por bgo) e ¢o. Assim, temos
pr=ai"b” + (1= a{™) (1 = b”)[1 — cos®(do) — cos* () + 2 cos?(¢) cos?(¢o)] +
+ 2\/a§“1>b§°>(1 — al" (1 = B[/ (T = cos?(¢)) (1 — cos (o)) cos(d5))+
+ cos(¢) cos() cos(6$)] + 2(1 — af™) (1 — b”) cos(¢) cos(¢o) x
x /(1 = cos?())(1 — cos?(dy)) cos(d5s).

(3.27)

Neste ponto, devemos analisar se a Eq. (3.27) pode ser controlada entre 0
el (0 <p <1), pois, se sim, a equacao de controle, Eq. (3.18), é vélida em toda
janela de controle. Considerando-se que ¢* também pode ser totalmente controlado

isto é, pode ser escolhido de forma apropriada para garantir que a Eq. (3.18) tenha
p

solugao).
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3.2.4 ESCOLHAS PARTICULARES: IGUALANDO A PROJECAO DOS
ESTADOS DE CONTROLE E A PROJECAO DOS ESTADOS INI-

CIAIS

Para provar que o sistema permite controle, quaisquer que sejam as condicoes
iniciais e a observavel de controle, iremos fazer algumas consideracoes que ajudarao
na determinacao dos valores apropriados dos parametros. E importante frisar que as
escolhas feitas aqui nao sao as tnicas possiveis, mas sao tais que sempre garantem o
controle. Olhando a Eq. (3.27), temos a fase ¢, que é a fase de projecao do estado
inicial em |[1) e |3). Este parametro entao é considerado arbitrario e portanto nao
controlavel. Por outro lado, a fase ¢ é a fase de projecao dos auto-estados de V'
sobre [1) e |3), vide Fig. (3.2). Este termo consideramos poder controlar. A fase ¢y,
como depende do estado inicial, é qualquer nimero entre 0 e 7/2, e a fase ¢, é livre,

podemos escolher arbitrariamente. Desta forma, vamos escolher

¢ = ¢o. (3.28)

Podemos justificar tal escolha analisando o problema de controle. Observamos que
sempre que o estado de controle tem a mesma projecao que o estado inicial o controle
é facilitado, logo a Eq. (3.28) é uma selecao natural.

Definindo também uma nova variavel, temos

cos?(¢g) = g, (3.29)

onde g varia entre 0 e 1, pois a fase ¢y é valida entre 0 e /2. Desta forma, a Eq.

(3.27) pode ser simplificada, sendo reescrita como

pr= a4 (1 — a1 = o)1+ 2g(g — 1))+

£ 2y/al™H0 (1 — al™) (1~ BO)[(1 — g) cos(6y) + geos(@f ]+ (3:30)
+2(1—ai"™)(1 = 6")g(1 — g) cos(@5").

A Eq. (3.30) depende dos parametros b§°) e ¢q referentes ao estado inicial

|1o), 0 qual ndo podemos controlar, e da variavel de controle agvl) que podemos es-
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colher entre 0 e 1 para satisfazer a condicao de controle procurada. Além, é claro,
das fases de energia, (ﬁgf), gf) e gbggl).
Analisamos numericamente a Eq. (3.30), isto é, geramos b§°), ge qbl(-;l) to-

talmente arbitrarios e perguntamos se com a§”“

entre 0 e 1, p; também pode variar
densamente entre 0 e 1. Concluimos que isto é possivel, portanto o controle é sempre
factivel.

Podemos resumir o procedimento até aqui da seguinte forma. Temos um
S fixo (alvo de controle). Devemos portanto ter um p; que nos forneca tal S. Da
equacao acima, Eq. (3.30), escolhemos (por exemplo, numericamente) diferentes pos-
siveis agvl)’s e assim conquentemente de ag’l)’s e agvl)’s, que faca p; assumir o valor

desejado. Notar que com isto a Eq. (3.10) fica determinada, ou seja, agora sabemos

quais sao os coeficientes de expansao de |v;) na base de H.

3.2.5 ANALISE DE CONSISTENCIA: REDUZINDO O SISTEMA DE 3

PARA 2 NIVEIS

Podemos testar a consisténcia da equacao geral de controle, Eq. (3.30),
analisando os pontos extremos da equacao, isto ¢, quando eliminamos um dos niveis
e verificamos se recaimos em um sistema de dois niveis. A Fig. (3.3) mostra um
sistema de trés niveis, onde podemos ver todas as possibilidades de controle. A
principio, por se tratar de uma equacao de controle geral, valida para qualquer
sistema de trés niveis, também deve ser valida para o sistema de dois niveis, ou seja,

um sistema com um dos niveis “desligado”.

Caso g =0:

Se g = 0, ou seja, caso a projecao de Fs5 seja nula, teremos um sistema de
dois niveis, entre os niveis F; e FE,. Efetuando esta simplificacao na Eq. (3.30),

temos

pr = a0+ (1) (1= 50) +2y/aB0 (1 — 0l (1 6 cos(o). (3.31)
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Fig. 3.3: Sistema de trés niveis.

Desta forma, a Eq. (3.31) é claramente uma equagao para um sistema de
dois niveis. Esta equacao é equivalente a equacgao de controle encontrada no trabalho
de J. Kuhn e M. G. E. da Luz [73], onde os autores provaram ser sempre possivel o

controle de um sistema de dois niveis.

Caso g = 1:

Se g = 1, caso a projecao de Fs seja nula, teremos um sistema de dois niveis,

entre os niveis F; e Fj3. Efetuando esta simplificagao na Eq. (3.30), temos

pr = a0 + (1= a1 = 10) +24/al O (1 - 0l (1 - b?) cos(@) (3.32)

Logo, equacao de dois niveis e controlavel.

CAsSO a=0

Se a = 0, caso a projecao de Fy seja nula, teremos um sistema de dois niveis,

entre os niveis Fy e E3. Efetuando esta simplificagdo na Eq. (3.30), temos
= (1= b1 +29(g — 1)] +2(1 — b)g(1 — () 3.33
p1 = ( 1)L+ 29(g — )]+ 2( 1)9(1 — g) cos(¢3y”) (3.33)

Novamente obtemos uma equacgao de um sistema de dois niveis, assim con-

trolével.
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3.3 OBTENCAO FINAL DO H DE CONTROLE NO INTER-

VALO DE TEMPO 0t

Como visto no final secao 3.2.4 para efetuar o controle determinamos o valor

de py e portanto os coeficientes de expansao de |v1) na base de H. Relembrando que

L=pi—ps = (1= p)(1 = cos*(9")) = [(alv (D) =
= a0 + (1= i) (1 = b) 1+ 29(g = D]+

+2y/af 01— a1~ b1~ g) cos(”) + geos(6 )+
+2(1 = ay")(1 = 01")g(1 - g) cos(@53”),
(3.34)
e
ps = (1= pr)cos?(6") = | (os () =
= a0 + (1= ay™)(1 = 0")[L+ 209 — D)+
(3.35)
+2y/af 01— o)1~ 61— g) cos(65?) + geos( )+
+2(1 = a")(1 = 01")g(1 - g) cos(és;”).
Podemos repetir a andlise feita em 3.2.3 e com isto encontrar ag 2) ag”), a:(;”)
e também a§”3), a§”3), g"ﬁ) que sao respectivamente, os coeficientes de |vg) e |v3) na

base de H. Desta forma, invertemos as relagoes e obtemos como os autovetores |1),
12) e |3) de H sao escritos na base de V.

Desta forma, podemos encerrar o problema de controle resolvendo a diago-
nalizacao inversa proposta na Eq. (2.23), obtendo como resultado os elementos ,,,
e Ynm do Hamiltoniano H. Estes dois coeficientes sao resultados que importam na
pratica, as outras variaveis e coeficientes do método sao apenas tedricos, que tem

como fungao auxiliar na busca do parametros do campo de controle (U, € ©nm)-
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3.4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo desenvolvemos com detalhes o procedimento de controle de
um sistema quantico de trés niveis com o método paramétrico inverso. As equagoes
de controle construidas sao equagoes algébricas, o que torna o trabalho de solucao
numérica mais eficiente.

O interessante deste método é que mesmo aumentando o nimero de niveis do
sistema a construcao do método se mantera a mesma. Desta forma, para nao tornar
a leitura da tese muito cansativa, a construcao matematica do método paramétrico
inverso para N = 4 e N = 5 esta exposta nos anexos A e B deste trabalho, res-
pectivamente. Veja, quando aumentamos o nimero de niveis do problema, aumenta
o nimero de equacoes de controle, mas se mantém as mesmas caracteristicas. Tra-
balhamos sempre com equagoes algébricas de facil obten¢ao (embora nao lineares,
por isso com miiltiplas solugoes) e, o mais importante, de rapida solu¢ao nimerica

quando implementada em um algoritmo computacional.



METODO PARAMETRICO INVERSO:
SIMULACOES, RESULTADOS E

DISCUSSOES

Neste capitulo iremos apresentar exemplos numéricos para o controle
quantico em sistemas de 3, 4 e b niveis. Apresentaremos simulag¢oes e
resultados, ilustrando a funcionalidade do método de controle inverso

para diferentes tipos de trajetérias S(t).

O método paramétrico inverso ¢ um método geral, para N niveis, portanto,
sua aplicagao a cada N especifico é muito parecida, embora os detalhes técnicos de
calculos sejam mais trabalhosos a medida que N aumenta. No capitulo anterior
mostramos as observagoes necessarias para sistemas de 3 niveis e, para nao tornar a
discussao repetitiva, o desenvolvimento das equagcoes de controle para sistemas de 4 e
5 niveis estao expostas no Anexo A e B, respectivamente. Desta forma, iremos neste
capitulo ilustrar o método proposto discutindo casos particulares quando N = 3,
N=4eN =5.

Para realizar as simulagoes precisamos definir alguns parametros. Primeira-

mente vamos definir a janela de tempo que serd utilizada para o controle. Em

o1
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todos os exemplos numéricos deste trabalho utilizaremos uma janela de tempo, 6t,
de 100 fs, como j& utilizado na literatura [73, 86]. Esta informacao é bastante
importante, pois o que estamos propondo é que a cada 100 fs iremos recalcular
o Hamiltoniano do problema, H, e, consequentemente, alterar os parametros do
laser. Também todas as grandezas (menos tempo) serao dadas em unidades atomi-
cas, onde h = m, = e = k(constante de Coulomb)= 1. Por comodidade de notagao
nao colocaremos as unidades apds os valores numéricos, mas (u.a.) sdo assumidas

implicitamente.

4.1 SISTEMA DE 3 NIVEIS

Precisamos definir as energias proprias de Hy (£1, €9, €3). Iremos assumir,
para todos os exemplos em sistema de 3 niveis, que: g1 = 0,323849, 5 = 0, 323968
e e3 = 0,324099. Note que as duas primeiras energias correspondem as energias dos
dois estados excitados utilizados para quebrar a molécula de DH,. Estes valores
também foram escolhidos para facilitar a comparacao de resultados com os métodos
existentes na literatura [73, 86] (Relembramos que em wu.a. a energia é dada em
hartree).

O estado inicial é definido de forma arbitraria, para as simulagoes de sistemas

de 3 niveis utilizamos [t0o) = exp[im/2]/v/2|v1) + 1/2|vs) + explin/2]/2|vs).

4.1.1 CONTROLE DE TRAJETORIA: DUAS (GAUSSIANAS ACOPLADAS

Para este exemplo de controle iremos utilizar um observavel de interesse V,

puramente tedrico, definido pela Eq. (4.1) abaixo, com os parametros dados por

Vi=1,Vy =3 Vs =4 vip =3, v13 = 1/2, va3 = V2, a1g = 7/2, a3 = 0 e

93 — 7T/4
Vi vpet 2yt
V=1 el Va vgge " | (4.1)
V13€"18 y3€'*? V3
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Os valores proprios de V' sao: vy = —0,279, vy = 3,102 e v3 = 5,176. Estes
valores sao importantes pois definem nossos limites de controle, pois sabemos que
sempre v; < S(t) < vs.

Aplicaremos o método paramétrico inverso a uma trajetéria suave, definida

por duas gaussianas acopladas, dada pela Eq. (4.2) (ver Fig. (4.1)).
S(t) = SO + Sl exp[—al(t — t1)2] + 52 eXp[—O'2<t — t2)2], (42)

onde Sy =2, 5, = 0,9, 9 =1,2, 00 =09 = 1,54 ps 2 t; =3 psety,="7ps. Os
tempos de oscilagao desta trajetoria na regiao dos picos sao um pouco mais longos
(2 ps) que os tempos naturais de oscilagao do sistema (7, = 27h/Ae,,,), que para as
energias préprias de Hy (definidas anteriormente), sdo: 791 = 1,28 ps, 730 = 1,16 ps
e 731 = 0,61 ps. As energias necessarias para o controle sdo menores quando as
variagoes propostas para o sistema (forma de S(t)) sdo mais lentas que as oscilagoes
naturais do sistema.

Inicialmente, vamos estudar a variagao da fase de projecao ¢*, que é a va-
ridvel responsavel pela associacdo de p; e p3 na equagao de trajetéria, Eq. (3.18).
Notamos que este é um parametro matematico do modelo. Sua variacao vai re-
sultar em diferentes parametros fisicos u,, € @n,n. Assim, resolvendo as equagoes
pertinentes com diferentes ¢* vamos obter diferentes parametros fisicos e portanto
podemos escolher aqueles mais apropriados na pratica. Entao, podemos reescrever a

Eq. (3.18) como

S = pivy + (1 — p){[1 — cos?(¢*)]va + cos?(¢*)uvs}. (4.3)

Como sabemos, a variagao de ¢* esta diretemente relacionada com a pro-
jecao dos estados vy e v3. Desta forma, variando ¢* podemos encontrar diferentes
solugoes para o controle. Note que as multiplas solugoes sao esperadas, pois estamos
trabalhando com equacoes nao lineares.

Na Fig. (4.1) podemos visualizar em (a) a trajetéria proposta (alvo) e a tra-
jetéria calculada, ou seja, a efetivamente obtida com os parametros de H®) forneci-

dos pelo controle. Como podemos ver na ampliacao, ambas estao muito proximas,
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mostrando uma boa qualidade no controle (calculamos S(t) para os quatro conjuto
de parametros da Fig. (4.1) e todos apresentam solugbes simililares; no caso da
figura (a) a trajetoria pontilhada foi construida com os parametros expostos em
(d)). Nas figuras (b), (¢) e (d) temos os parametros de intensidade do campo de
controle (parametros do Hamiltoniano H®)) quando ¢* = 71/6, ¢* = 7/4 e ¢* = 7/4,
respectivamente. Os parametros ty,, sao mostrados como razao u/Ae (para 3 niveis
Ae = g3 — g1) para facilitar a interpretagao dos resultados e a comparac¢ao com as
amplitudes de laser necessarias.

Podemos ver que em todas as curvas mostradas na Fig. (4.1) ((b), (c) e (d))

|
A s, (@)

N’ | |
1
n 31

DA u12
00 U
o8 u23
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55 3 PIITTORIDENT
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) 0 %
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Fig. 4.1: Em (a) temos a trajetdria proposta (linha sélida) e a trajetoria calculada (linha pontilhada)
com os parametros da solugao (e). Em (b), (¢) e (d) temos os resultados para os parametros de
intensidade do campo de controle quando ¢* assume os valores w/6, w/3 e /4, respectivamente.

Em todos os resultados consideramos @y, = /2.

os parametros estao na ordem de grandeza esperada para o controle quantico (ou seja,
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u ~ Ag). Um resultado ¢é aceitdvel (e fisicamente necessario) quando os parametros
de intensidade do laser estao na mesma ordem de grandeza das diferencas entre as
energias de Hy. Neste caso, salientamos que nossos resultados estao condizentes com
o que é encontrado na literatura para estas faixas de energias para Hy [73,86]. Ainda
na Fig. (4.1) podemos ver que o caso (d) é o que apresenta menores valores para o0s
Upm, além disso tem um comportamento bastante regular (para variacao dos u,’s),
interessante do ponto de vista pratico, pois nao serao necessarias mudancas bruscas
dos parametros do campo externo. E verdade que entret =7,6pset = 7,8 ps temos
uma variacao mais rapida dos parametros, o que, na pratica, poderia ocasionar uma
perda momentanea de controle, pois uma das limitacoes do método paramétrico é
que consideramos que a alteracao do potencial externo é instantaneo entre as janelas
de tempo . Entretanto, u/Ae dobra (0,2 a 0,4) em 0,2 ps = 200 fs que é o dobro
das janelas consideradas aqui, o que deveria gerar um erro experimental de controle
relativamente pequeno.

Também fica claro deste simples exemplo que alterando a variavel tedrica
¢* podemos obter diferentes solucoes para os parametros de controle. A construcao
matematica do método de controle paramétrico inverso é baseada na solucao de
equagoes algébricas nao lineares, desta forma, multiplas solugoes sao naturalmente
esperadas. Uma boa escolha de ¢* no algoritmo de controle pode gerar parametros
mais adequados para o campo de radiacao. Na verdade, na rotinas numéricas isto
pode ser automatizado, onde varia-se ¢* e busca-se u’s e ¢’s mais apropriados do
ponto de vista pratico.

Na Fig. (4.1) consideramos os parametros de fase do campo de controle ¢,
iguais a 7/2. Contudo, temos liberdade de variar este parametro do Hamiltoniano
H® . Podemos entdo fixar a varigvel teérica ¢* em 7 /4 e variar as fases do campo
externo, p,,. Desta forma, na Fig. (4.2) temos em (a) a trajetéria alvo e a trajetéria
obtida com os parametros fornecidos pela solugao (b). Ja nas figuras (b), (c), (d) e
(e), temos as solugoes para o problema de controle quando ¢, é 7/6, 7/4, 7/3 e

7/2, respectivamente. Em todos os resultados os parametros estao na mesma ordem
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de grandeza da diferenga de energia, portanto sao resultados aceitaveis. Contudo
o resultado exposto em (e), ja visto na Fig. (4.1), apresenta um comportamento
bastante regular, interessante do ponto de vista pratico. Também devemos chamar
a atencao para o fato que as trés curvas de t,,, (u12, Uiz € uz3) possuem um compor-
tamente proporcional entre elas, o que é esperado, pois como sabemos (discutido no
capitulo anterior) podemos escrever u,,;, = fnmf, onde fi,, ¢ o momento de dipolo
entre os niveis €, e £, e o produto u,,, ¢ proporcional ao campo externo. Portanto,
a diferenca entre as trés curvas é proporcional ao momento de dipolo elétrico e, neste
caso, o coeficiente de proporcionalidade esta na ordem de 1 w.a.. Aqui teriamos
que I = lus = 0,309u13 = —0.479u93 caso tivéssemos j1o = 1, py3 = 0,309 e
foz = —0.479.

Deste ponto em diante sempre que apresentarmos um resultado de con-
trole iremos mostrar apenas o melhor resultado encontrado. O mesmo sera obtido
com a variacao do angulo de projecao ¢* e, entre as multiplas solucoes do problema,
escolhemos a que melhor se apresente do ponto de vista da intensidade do campo
de radiagao e, além disso, nao tenha variagoes muito bruscas, ou seja, tentaremos

aquelas que tenham a menor du/dt.

4.1.2 CONTROLE DE POPULACAO

O problema de controle de populacao é um dos mais estudados na area de
controle quantico [87-89]. Como exemplo, no trabalho [90] os autores estudam a
populacao eletronica do atomo de sédio, entre os niveis 3s, 4s e 7p. O objetivo de
tal trabalho é demonstrar que a associacao de técnicas de controle quantico e espec-
troscopia fotoeletronica podem auxiliar na caracterizacao de estruturas atomicas e
moleculares.

Iremos aplicar nosso método de controle paramétrico inverso em um exemplo

de controle de populacao. Para esta finalidade, o observavel de interesse pode ser
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Fig. 4.2: Em (a) temos a trajetdria proposta (linha sdlida) e a trajetdria calculada (linha pontilhada)
com os parametros da solugao (b). Em (b), (¢), (d) e (e) temos os resultados para os coeficientes
de intensidade do campo externo (unm,) quando as fases @, assumem os valores 7 /6, /4, 7/3 e

/2, respectivamente.

escrito, de forma geral, como a soma de projetores, ou

n=N

V=" len)enl- (4.4)
n=1
Note entao que na base {|e,,)} esta matriz fica (para N = 3 niveis)

1 00
V=010 (4.5)
0 0 1
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todos os autovalores sao 1 e os autovetores sao os préprios {|e,)}. Assim con-
trolar as populacoes nos niveis de Hj significa controlar os valores dos p,’s com
o = [al (D)) P = [{eal (D)) .

Propomos um exemplo de controle de populacao quando a populacao do
nivel 1 é mantida fixa e a populacao do nivel 2 é transferida com lei de poténcia para
o nivel 3. Este ¢ um caso de interesse em reagoes quimicas, quando, por exemplo,
desejamos alterar a ordem natural de dois reagentes, aumentando a proporcao de um
deles e diminuindo a de outro, sem alterar o restante do sistema (aqui o nivel 1).

Para esta proposta tedrica, podemos escrever as seguintes equagoes de po-

pulacao
Pi(t) = p1, (4.6)
Py(t) = (1 —=p)[1 = (1)), (4.7)
Ps(t) = (1 —p1)O(1), (4.8)

onde p; = 0,2 e O(t) = t* (no intervalo de 1 ps).

Na Fig. (4.3) vemos em (a) o comportamento proposto para a dinamica
populacional, novamente as trajetérias propostas estao em cima das trajetorias cal-
culadas. Os resultados apresentados em (b) para os parametros do campo de radiacao
estao na mesma ordem de grandeza das energias. Além disso, as curvas sao bem regu-
lares, sem nenhum ponto de variagao brusca. O que demonstra uma boa qualidade no
controle. Note que aqui fizemos ¢, = 7/2 e assumimos us, U1z € Usz controlaveis.
Podemos ter também que no caso especifico em consideracao os ,,,’s nao sao livres.
Por exemplo, as condi¢oes do sistema sao tais que ujs = ug3 = 10u;3. O resultado
mostrado em (c¢), novamente com um comportamento suave para u, o que permite
um bom controle. Relembramos que na pratica, quando determinamos a proporc¢ao
entre os termos u,,, estamos especificando os valores dos momentos de dipolo ,,,

do campo de controle.
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Fig. 4.3: Controle de populagao em um sistema de 3 niveis. (a) Dinamica populacional proposta
(linha cheia) e calculada (linha pontilhada) - nao existe diferenca visivel. (b) Resultados para os
parametros de controle u,,,, proporcionais a intensidade do campo de radiagao. (c) Resultado para

0 parametro de controle uio quando propomos que uis = uss = 10u13.

4.2 SISTEMA DE 4 NIVEIS

O controle da dinamica quantica de sistemas de quatro niveis ja foi discutido
na literatura [1,28] com o método de controle coerente, e possui diversos estudos
para aplicagoes em chaves Gticas ultra-rdpidas [91-93]. Assim, é interessante testar
como o método de controle paramétrico inverso funciona quando N = 4. A seguir
apresentamos alguns resultados de simulagoes e para exemplos onde os niveis de
interesse sdo em numero de quatro (para todos os detalhes técnicos sobre as equagoes

de controle ver o Anexo A).
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A equacao de trajetéria para um sistema de quatro niveis é definida como

S(E) = pros + (1= pr)[L — cos”(@") — sen (") cos(6) -+

+ (1 — p1) cos?(¢*)vs + (1 — py)sen ?(¢*) cos® (6 )vy.

(4.9)

Em ambos os exemplo para sistemas de 4 niveis utilizamos para as fases
do campo de controle que ¢,,, = /2. Enquanto que para os quatro niveis iremos
adotar as seguintes energias para Hy: 1 = 0,323849, 5, = 0, 323968, 3 = 0, 324099
e g4 = 0,324206. Os tempos naturais de oscilagao para estas transicoes sao: 7o =
1,28 ps, 131 = 0,61 ps, 741 = 0,43 ps, 130 = 1,16 ps, 740 = 0,64 ps e 743 = 1,42 ps.

O estado inicial, ecolhido de forma arbitraria, é dado por

[Y0) = /0, 5explim/2]|v1)++/0,125|v9)++/0, 125 explim /4] |v3)++/0, 25 explim /6]|va) .

4.2.1 CONTROLE DE TRAJETORIA: FUNCAO DEGRAU + FUNCAO

TRIGONOMETRICA

Para o exemplo de controle de trajetéria em um sistema de quatro niveis

iremos adotar um observavel de controle escrito da seguinte forma

1 V3e /20,5 /e /8
V3e™2 2.8 et /3
V= | . . (4.10)
0,5 V2™t 36  Be /3

\/geiW/S \/§ \/geiﬂ'/3 4

Os autovalores de energia de V' sao: v; = —1,068, vy = 0,789, v3 = 4,368 e
vy = 7,312. A janela de controle fica limitada entre v; < S(t) < vy.

Como trajetoria alvo iremos adotar uma curva composta por duas porgoes
distintas, uma funcao degrau e uma funcao trigonométrica. Portanto, definimos a

trajetoria como

1 0<t<3,
S(t) = 2,5 3<t<6, (4.11)
2,5+ 0,3sen (6t) t>6.
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A funcao degrau é interessante do ponto de vista matemédtico pois iremos testar
nossas equacoes de controle em dois pontos de possiveis singularidades. Ja com
relacdo a aspectos fisicos/praticos do problema, o ponto de interesse é a compara-
¢ao entre a trajetéria alvo e a trajetoria calculada nestes pontos de rapida alte-
racao do campo externo. Além disso, a alteracao de comportamento da funcao
(degrau—-trigonométrica) ird testar como um sistema ja em evolugao numa regiao
de S(t) constante precisa alterar-se para outra num regime de comportamento os-
cilatério para S(t). Tal andlise nos d4 uma ideia de quao alto devem ser os campos
externos para tal alteracao. Obviamente esta trajetéria é puramente tedrica, com o
objetivo de testar os limites do método de controle paramétrico em seu caso ideal.
Evidentemente que aqui fica de fora a andlise também relevante de como um tempo
finito para alterar o potencial externo poderia complicar ainda mais o controle quando
hé variagbes descontinuas para S(t).

Analogamente ao discutido no capitulo anterior para um sistema de 3 niveis,
as fases de projecao dos estados para um sistema de 4 niveis, aparecendo na Eq. (4.9),
¢* e 0, podem ser utilizadas para encontrar multiplas solucoes do problema de con-
trole quantico. Para este exemplo, variamos os valores das fases de projegao (trés
valores para ¢* {m/6,7/4,7/3} e trés valores para 6* {r/6,7/4,7/3}). Para deixar
a discussao objetiva, iremos apresentar apemas o melhor resultado obtido para esta
trajetoria, que é quando ¢* = /6 e 0* = /4.

Assim, na Fig. (4.4) mostramos em (a) a trajetéria proposta (linha cheia)
e a trajetéria calculada (linha pontilhada) com os parametros resultantes em (b) (os
resultados obtidos em (¢) também foram testados, apresentando a mesma trajetoria
calculada). Na ampliacdo vemos a trajetéria proposta, a trajetéria calculada e os
pontos de controle (pontos marcados). Este resultado exemplifica uma das limitagoes
do método paramétrico, pois como propomos uma troca de parametros do Hamil-
toniano a cada intervalo de tempo 0t (lembramos que neste trabalho ot = 100 fs),
em trajetorias como esta, que apresentam variagoes bruscas, podemos ter pequenas

flutuacoes entre os pontos controlados. Entretanto lembramos que, teoricamente,
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podemos reduzir a janela de controle o quanto necessario para uma trajetéria sem
flutuagoes aparentes, mas nao seria um resultado condizente com a realidade expe-
rimental de controle quantico.

Com relacao aos resultados apresentados em (b) e (¢) da Fig. (4.4), ve-

N T T R - S

0 2 4 6 8
t (ps)

Fig. 4.4: Controle de trajetéria em um sistema de 4 niveis. (a) Trajetdria alvo (linha cheia)
e trajetoria calculada (linha pontilhada), na ampliacao temos ambas as trajetérias e os pontos
em que o controle foi realizado. (b) Resultados para os parametros do campo externo quando
consideramos uiy4, gy = U1z € Uzg = Usz = u1e. (¢) Resultados para os parametros do campo de
controle do exemplo anterior quando consideramos ui4 = 1, 4usy = 4uszy, lembrando que usq = uy3

€ U3q4 = U23 = U2

mos que os parametros do campo de controle sao aceitaveis em ambos os casos, pois
ambos estao na mesma ordem da maior diferenca de energia (Aeyy = €4 — 7). Em

(b) propomos que usy = Ugz = Uy, Uy = Uiz, assim os parametros fisicos livres que
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podem ser controlados sao w4, Uy € uzq. Esta restricao dos parametros tem o intuito
de testar o método paramétrico inverso com uma menor liberdade de parametros,
pois embora o método seja o mais geral possivel, variar todos os termos {Unm, ©nm },
pode ser algo muito complicado de se fazer na prética (os elementos (g,|V]e,,) de-
veriam ser todos descorrelacionados). Com esta mesma ideia, em (¢) impomos uma
proporcionalidade entre w14, uss € uzg, de modo que uyy = 1,4u9y = 4usy, € con-
trolamos apenas uma variavel livre, u4. Como vemos o resultado para o controle
¢ relativamente bom, embora nao tenha um comportamento tao regular como em
(b), ou seja, as variagoes em (c) sao mais intensas do que em (b). Como ja citado
anteriormente, variacoes bruscas como a encontrada entre t = 6,6 ps et = 6,8 ps, na
pratica, poderiam ocasionar certa perda momentanéa de controle, mas isto precisara

ser testado de forma mais sistemdatica em trabalhos futuros.

4.2.2 CONTROLE DE POPULACAO

Para ilustrar o controle de populacao para 4 niveis, iremos considerar um

caso teodrico onde as populagoes desejadas, como funcao do tempo, seriam dadas por

Pi(t) = 0,240, 1sen (24t), (4.12)

By(t) = [1 = A@)][1 = ®@)][1 - O()], (4.13)
Py(1) = [1— Pi(6) (1), (4.14)

Py(t) =[1 = Pi(t)][1 — ®(1)]O(1), (4.15)

onde ®(t) = t? e O(t) = t + 0,2 num intervalo de 1 ps. Neste exemplo, queremos
maximizar a populacao do nivel 3 sem alterar o carater oscilatério da populagao 1.
Desta forma, as populacoes dos niveis 2 e 4 devem ser diminuidas ao longo do tempo
e todas as populagoes dependem do comportamente temporal de Py(t).

Devemos lembrar que o observavel de interesse para controle de populacao
¢ dado pela Eq. (4.4), agora com o somatdério indo até N = 4.

Na Fig. (4.5) em (a) podemos visualizar a dinamica populacional pro-
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Fig. 4.5: Exemplo de controle de populagao quando N=4. (a) Controle de populagao proposto (linha
cheia) e calculado (linha pontilhada) - sem diferenca visual. (b) Resultados para os parametros de
intensidade do campo de radiagao {ui4,u24,u34}, quando propomos ui3 = ugy € Uiz = Uz =
usg. (¢) Resultados para o parametro uy4, proporcional a intensidade do campo externo, quando

adicionamos que, além das considaderacoes em (b), que uiq = 1,3ugq = 1, Tusq.

posta (linha pontilhada) e a calculada (simbolos), ndo existindo diferencas aparentes
(usando-se tanto os parametros em (b) quanto em (c)). Os resultados para os para-
metros de intensidade do campo externo estao expostos em (b) e (¢). Em (b) fizemos
as restrigoes que, novamente, usy = Usz = Ui, Uy = ui3. Os resultados estao no-
vamente dentro dos intervalos de energia esperados (u,, na ordem da diferenca de
energia Aeyy). Em (c¢) fizemos mais restrigoes, propondo a seguinte proporcionali-
dade w1y = 1,3ugs = 1, Tugy. Os resultados nao apresentam grande variagao, apenas
com um pequeno aumento na intensidade, mas ainda dentro de uma faixa satis-

fatoria. Note que estamos apresentamos o parametro u;4 de maior energia, portanto
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representando a maior intensidade demandada de uma fonte laser.

4.3 SISTEMA DE 5 NIVEIS

O estudo de sistemas de 5 niveis é importante para aplicacao de controle
quantico a ponteciais mais complexos ou moléculas grandes [94-96]. Como exemplo,
na Ref. [97] o autor utiliza técnicas de controle quantico para ionizar dtomos de #°U.
Basicamente é um problema de controle de populagao, onde pretende-se transferir a
populagao inicial, que se concentra em grande quantidade nos dois primeiros niveis
(de acordo com o artigo, em torno de 60%), para o quinto nivel, chamado de estado
de autoionizacao. Desta maneira, vamos aplicar o método paramétrico inverso a
sistemas de 5 niveis e analisar a possibilidade de controle através deste nosso novo
método. Finalmente frisamos que o método usado em [97] é extremamente dedicado
ao problema tratado e nao poderia, como o nosso, ser usado em um sistema arbitrario
de 5 niveis.

Para o sistema de 5 niveis, a equacao de trajetéria pode ser escrita como
(todos as contas para o método paramétrico inverso em um sistema de cinco niveis

encontram-se no anexo B)

S(t) = prv1 + (1 — p1)[1 — cos?(¢*) — sen?(¢*) cos? (%) —

— sen ?(¢*)sen 2(6*) cos®(v*) vy + (1 — py) cos?(¢* )vz+ (4.16)

+ (1 — py)sen 2(¢*) cos® (6% vy + (1 — py)sen ?(¢*)sen ?(6%) cos? (v*)vs.

Para os exemplos de N = 5, usamos as seguintes energias de Hy: &; =
0,323849, 5 = 0,323968, 3 = 0,324099, ¢, = 0,324206 e €5 = 0,324254. Os
tempos naturais de oscilagao para estas transicoes sao: o1 = 1,28 ps, 131 = 0,61 ps,
i1 = 0,43 ps, 751 = 0,38 ps, 132 = 1,16 ps, 742 = 0,64 ps, 7y3 = 1,42 ps, 750 =
0,53 ps, 1753 = 0,98 ps e 154 = 3,17 ps.
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O estado inicial, ecolhido de forma arbitraria, é dado por
[v0) = /0,5 explim/2]|v1) + /0,05]va) + /0, L explim/4]|vs)+
+ /0, Lexp[in/6]|vs) + /0,25 explim/12]|vs).

Em ambos os exemplo para sistemas de 5 niveis utilizamos para as fases do

campo de controle que ¢, = m/2.

4.3.1 CONTROLE DE TRAJETORIA: SOMA DE FUNCOES TRIGONOMETRI-

CAS

Para o exemplo de trajetéria em um sistema de 5 niveis, o observavel esco-

lhido pode ser escrito como

1 \/ge—iﬂ'/Z 0’ 5 \/ge—iﬂ'/f% 0, 56—1'77/12
\/geiﬂ'/2 2,8 \/éefiw/ll \/g 2671'77/12

V= 0,5 V274 36 /Be 3 \2emim/6 | (4.17)
\/geiw/S \/g \/geiw/?) 37 9 \/§
0, 561'71'/12 26i7r/12 \/561'71'/6 \/5 4

Os autovalores de energia de V sao: v; = —1,229, v, = 0,683, v3 = 2,480,
vy = 4,613 e v5 = 8,752. A janela de controle fica limitada entre v; < S(t) < vs.

Iremos estudar uma trajetéria oscilante, definida por
S(t) = So + Sisen (F1t) + Sz cos(Fht), (4.18)

onde Sp = 2,5, = 0,6, S, =0,8, [, = 1,6 pst e [, = 4 ps~!. Esta trajetéria ¢
interessante do ponto de vista tedrico para o controle pois é um caso onde o tempo de
oscilacao natural da trajetéria é da mesma ordem dos tempos naturais de oscilacao
deste sistema de 5 niveis (ver Fig. (4.6)).

Analisando a Eq. (4.16) vemos que, novamente, podemos variar as fases de
projecao ¢*, 8* e v*. Neste caso, simulamos o controle para as 27 possiveis com-

binagoes de ¢*, 0* e v* quando estas fases assumem valores definidos por 7/6, 7/4
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ou 7/3. O melhor resultado obtido foi quando ¢* = 7/6, 0* = 7/4 ¢ v* = 7/6.
Novamente, com o intuito de nao tornar a discussao muito longa, iremos apresentar
apenas o melhor resultado obtido.
Desta forma, na Fig. (4.6) vemos em (a) a trajetéria proposta (linha cheia)
e a trajetéria calculada (linha pontilhada), mostrando um 6timo controle (a olho
nao conseguimos distinguir as duas curvas). A trajetéria foi calculada com os para-
metros mostrados em (c¢)), mas os parametros em (b) resultam no mesmo grau de
concordancia.
Em (b) assumimos os parametros de intensidade do campo externo {uss,
U255, U35, U45} relacionados como U192 = U23 = U34 = U4g5, U3 = U4 = U35 € U4 = UQ5.
Os resultados estao dentro do padrao esperado, ou seja, u ~ Ae. Isto ocorre mesmo
levando-se em conta o forte cardter oscilante de S(¢). Note que os u’s ndo apresentam
grandes picos de intensidade, permanecendo em uma regiao onde a variagdo maxima
é da ordem de A, /Acs = 1,2. Ja em (¢) temos uma proporcionalidade entre os
parametros do Hamiltoniano, com w5 = 1,4uss = 1,6uss = 1, 2uyss. Novamente os

resultados mostrados mantém o mesmo padrao de comportamento dos parametros

em (b).

4.3.2 CONTROLE DE POPULACAO

A técnica de controle de populacao quando aplicada a sistemas atomicos mais
complexos, como mdleculas ou sistemas biol6gicos [98], necessita de uma solu¢ao com
liberdade para analisar muitos niveis. Desta forma, para testar o método de controle
desenvolvido em problemas de controle de populagao, iremos utilizar as seguintes
equagoes para os 5 niveis do problema (escolhida de forma arbitratia mas semelhante

ao feito no caso de 4 niveis)
Pi(t) = 0,240, 1sen (24t), (4.19)
By(t) = [1 = A@)][1 - T@)][1 - To@0)][1 — T5(t)], (4.20)

By(t) = [1 = Pi(t)]Ta(1), (4.21)
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Fig. 4.6: Controle de trajetéria quando N = 5. (a) Trajetéria proposta (linha cheia) e trajetéria
calculada (linha pontilhada). (b) Resultados obtidos para os parametros de intensidade do campo
de radiagao {us, uas, uss, U4} quando assumimos que Ui = Uz = Uszq = Ugp, U13 = Uzq = U35
e u1y = ugs. (¢) Resultados do controle quando, além do proposto em (b), adotamos que u15 =

17411,25 = 1,6U35 == 1,211,45.
Py(t) = [1 — P (t)][1 — T1(t)]T5(2), (4.22)
Ps(t) = [1 = A@)][1 = Th@)][1 — To(t)]T5(2), (4.23)
onde T} (t) = t? = cos?(¢*), To(t) =t + 0,2 = cos?(6*) e Ty(t) = t* + 0,4 = cos?*(7*),
considerando um intervalo de 1 ps.
Definida a configuracao dos niveis, lembramos que a defini¢cao do observavel

de controle é dada pela Eq. (4.4) com N = 5 niveis.

Na Fig. (4.7) vemos em (a) a dinamica populacional proposta (linha pon-
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tilhada) e, em cima, a calculada (simbolos) usando os parametros de (b). Em (b)
temos os resultados obtidos para os parametros de intensidade do potencial externo
{U15> U255, U35, U45}’ assumindo que U1y = U3z = Uzq = Ugs, U3 = U4 = U35 € U4 = Ugs.
Ja em (c) temos os parametros de controle quando, além das restri¢oes em (b), tam-
bém adotamos que w5 = 4ugs = 1, 6uss = 2, Tugs. Ambos os resultados sao admis-
siveis, entrentato devemos notar que, com as restricoes impostas em (c), a variacao
de energia entre os maximos, At,q,/Acs, se torna um pouco maior, é de 0,7 em
(b) e 1,1 em (c). Ainda assim em ambos os casos temos Ay.,/Acs; = 1. Note
que esta escala de energia é a mesma conseguida usando-se um método totalmente

dedicado e requerendo dois lasers para o controle [97].
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Fig. 4.7: Controle de populagao quando N = 5. (b) Resultados obtidos para os parametros de
intensidade do campo de radiacao {u1s, uss, uss, ugs } quando assumimos que u1g = Ugg = Ugy = Ugs,
U3 = Ugq = Ugs € U4 = Ugs. (¢) Resultados do controle quando, além do proposto em (b), adotamos

que u15 = 4UQ5 = 1,6U35 = 2, 7U45.
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4.4  CONSIDERACOS FINAIS

Neste capitulo aplicamos o método paramétrico inverso para sistemas de 3,
4 e 5 niveis resolvendo alguns casos. As simulagoes numéricas apresentadas foram
de exemplos tedricos com o objetivo de testar a validade e eficiéncia do método em
situagoes diversas. Também testamos restricoes em nossos coeficientes do Hamilto-
niano {Um, ©nm t, com o objetivo de verificar o comportamento das solugoes quando
impomos restrigoes no Hamiltoniano de controle, que é o caso tipico quando o fizer-
mos por pulsos de laser. Mesmo com a reducao de parametros livres no Hamiltoniano
o método proposto se mostrou eficaz, resolvendo o problema e apresentando solucoes
aceitaveis.

Os resultados aqui apresentados ainda poderiam ser melhor otimizados, pois
como temos muita liberdade com as fases de projegao (parametros tedricos do método
proposto: ¢*, 0* e v*.), poderiamos encontrar a fase de projegao étima para cada
intervalo de tempo d0t. Isto numericamente nao seria trabalhoso, pois os cédlculos
numéricos sao bastante rapidos no método paramétrico inverso. Um tal algoritmo
otimizado nao é necessario para nossos exemplos de 3, 4 e 5 niveis, mas certamente

seria preciso, digamos, se fossemos controlar dezenas de niveis.



METODO DE CONTROLE MISTO PARA

UM SISTEMA DE N NIVEIS

Neste capitulo introduziremos o método de controle misto. Iremos de-
duzir todas as equacoes de controle de forma analitica que devem entao
serem resolvidas numericamente. Para ilustrar a eficiéncia do procedi-

mento, simularemos algumas situacoes de interesse para o controle quan-

tico.

5.1 O SISTEMA

Considere o Hamiltoniano Hj constituido por N estados, com bases repre-

sentadas por (autoenergias €1, €9,

1
0
len)=1 0

) ‘€2> -

0
1

ceey 5N)

7|83> =

71

7|€N> -

(5.1)
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O Hamiltoniano total é dado por

61 u12e_“012 u13€_l¢713 e ’U,1N€_W1N
umew” E9 U23€_l¢23 ce U2N€_ZSO2N
_ 7 1 —1
H = Up5€e'P12 Ugg €23 €3 cee ugye N (52)
UINE' PN ugne' PN g eIV EN

onde os termos {Upm, Pnm} s80 0s termos de intensidade e fase do campo externo,

respectivamente.

5.2 DETERMINACAO DO ESTADO DE INTERESSE

Suponha um operador Hermitiano V', nossa observavel de interesse. Sua
diagonalizagao fornece os autoestados |v;) e os autovalores v,.

Considere entao o estado arbitrario [i(t)), e
S(t) = W(O)V](R)). (5.3)

Se [¥(t)) = >_¢jlv;), entdo
S(t) = Z |¢;[%v;. (5.4)

Vamos definir |12 = pi(0), leal? = 1= pa(t) = SNy ps(0) € legl? = py(t)
(7 =3,4,5,...), com 0 < p,(t) < 1, qualque que seja n. Esta forma de escrever os
|c,|?’s é um artificio para ja incluir nas equagoes para S abaixo o fato de que os p’s
estao normalizados e também mais apropriado para discutir o espaco de solucoes do
problema (ver a seguir).

Desta forma, temos

S(t) = pr(t)or +[1 = pr(t) = > pi(O]va + > pi(1)v;. (5.5)

Jj=3 J
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Agora suponha que queiramos um certo valor especifico para S(t) = S(t) =

S. Assim, deve existir p, = pn(t), n=1,2,..., N tal que

N N
S=por+[1—p =Y ploa+ > piv;. (5.6)
j=3 Jj=3

No espago de parametros {p,;} queremos encontrar todos os conjuntos que
levem & S. Da Eq. (5.6), podemos escrever
N ~

Vi — v Vg — S
pr=> pt——+t = (5.7)

JU2—U1 U2—U1'

j=3
Com esta equacao definimos o espaco de parametros com as possiveis pro-
jecoes que poderiam levar ao controle. Ele contém (N — 1) dimensdes. Além disso
como p1+pa+...+pn = 1, na verdade a Eq. (5.7) ndo representa um hiper-plano que
se extende ao infinito. Ao invés, determina junto com a condi¢ao de normalizacao
uma regiao finita de um hiper-plano de dimensao (N — 1).
Como exemplo, podemos ilustar a equacao para o caso de trés e quatro

niveis. Quando N = 3, temos (p; + pa + p3 = 1)

(5.8)

A Eq. (5.8) é uma equagao de reta cujo coeficiente linear depende do valor
de S. Esta equagao fornece o par de valores, (p1, p3) que levaria ao controle proposto
caso H pudesse fornecer uma evolucdo temporal que em ¢ = ¢ resultasse exatamente
nestas projecoes.

Quando N = 4, temos (p1 + p2 + p3 +ps = 1)

Vg — Uy Vg — Uy Vg — S
P1 = P3 + P4 + .
Vg — V1 Vg — U1 Vg — V1

(5.9)

A Eq. (5.9) é uma equacdo de plano onde o valor de S (junto com os
v,’s) caracterizam a orientacao do plano. Qualquer ponto pertencente ao plano seria
solucao do problema, ou seja, se em t = ¢, |{(f)) tem as projecoes sobre os |v,)’s

dadas por tais p,’s, o valor (¢(£)|V |4 (f)) = S é obtido.
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Na Fig. (5.1) podemos visualizar a forma como estao organizadas espacial-
mente as possiveis solugoes para os problemas de controle quantico. No caso (a)
temos o seguimento de reta de solugoes para o problema de trés niveis, onde cada
ponto representa um conjunto de parametros, p; e ps3, que resolve o problema de
controle (nos termos descritos acima). Da mesma forma, no caso (b) temos uma
regiao triangular planar que contém todas as possiveis solugoes para o problema de
controle quantico em quatro niveis.

Logo, para o estado de controle, iremos procurar por H tal que em t = t,

Ps 0,

(a) (b)

Fig. 5.1: (a) Para um sistema de trés niveis temos um seguimento de reta de possiveis solu¢oes para

o controle. (b) Para o sistema de quatro niveis, temos uma regidao planar (triangulo) de possiveis

solugoes para o problema de controle quantico.

¥ (#)) = [4), onde
[9) = [}, (5.10)

Note que estamos escolhendo apenas (p1, ..., px). Assim, estamos deixando

em aberto as fases dos coeficientes, ou seja, sendo

N N
[0) = /prexpligplvr) + [ 1= p1 = > pjilva) + > pjexplid, lvy),  (5.11)
=3 =3
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temos que ¢,,, ..., ¢, sao fases arbitrarias.

A pré-defini¢ao da fungao de onda que efetiva o controle, Eq. (5.10), permite
uma construcao interessante no espaco de Hilbert do H procurado. Como iremos
mostrar a seguir, ¢ possivel reduzir o problema de N niveis a um problema de dois
niveis efetivos, pois no controle o que buscamos é um estado de interesse alvo |1/~1>
que deve ser atingido pela evolugao temporal aplicada a um estado inicial [ig). Se
entao conseguirmos fazer com que a dinamica pertinente esteja restrita no plano do
espaco de Hilbert contendo |t) € |1)), temos na préatica um problema de 2 niveis. Mas
obviamente que estados neste “plano de Hilbert bidimensional”serao uma combinacao
linear de todos os niveis do sistema real. A partir de tal ideia, a dinamica a ser

estudada é uma tipica dinamica de problemas de dois niveis.

5.3 CONTROLE DE Dois NivEIS EFETIVOS

No procedimento que estamos propondo aqui para N niveis, primeiro pre-
cisamos controlar de forma especifica um sistema de dois niveis. Portanto, a seguir
discutiremos esta etapa intermediaria de 2 niveis e deixaremos para as proximas
secoes a explicacao de como esta etapa se encaixa no procedimento geral.

Suponha um Hamiltoniano que chamaremos paramétrico com a interessante
propriedade tem a forma de blocos mostrada na Eq. (5.12) e controlar o nosso pro-
blema original com este H®*) implica controlar o bloco 2 x 2 envolvendo [1.) e |2.).
Entdo seja a base |n.s) e o Hamiltoniano H®*) tal que nesta base o Hamiltoniano

possa ser escrito como

EPT et 9 0
we BT o 0
T (5.12)

0 0 0o .. EP
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onde EP™ EP™ ¢ e u serdo determinados a partir do controle de dois niveis
efetivos e Eép ) E](\I,’ar) sdo nimeros reais a serem especificados posteriormente.
Devido a forma de blocos de H®*) podemos focar no Hamiltoniano efetivo,

escrito na base {|1.), |2:5)}, ou

Efp ) e

H =
ue'® Eép ar)

(5.13)

Supondo agora |1hg) = |1.s) e [¢) = c1|1es) + ca|2es), com ¢; e ¢y conhecidos.
Aqui W)) ¢ justamente o estado alvo que desejamos atingir. Temos que a evolugao
temporal de H é dada por [1)(t)) = e T2 |3pg) onde At = t—tg e |1(t = 0)) = |1g).
Queremos achar H/) tal que em ¢ = # obtenhamos |(1)|)(t = ©))|* = 1.

Suponha H(¥) com os autoestados |+) e autovalores E.. Sabemos que para

qualquer que seja [¢g) = ci|+) + c_|—), temos
[008)) = cqe ) 4 c_emio-d1)), (5.14)
onde wy = E—hi Como temos [thy) = |1ef), vamos escrever:
[+) = Ailles) + Byl2p), (5.15)

| =) = A_|Lles) + B_|24), (5.16)

assim,

Cr = <+|1€f> = Ajm
co = (—|les) = A~
Desta forma, temos
[(t)) = AL(ALLes) + Bil2ep))e 5 + AL(A_[Leg) + B-|2ep))e™™ 2, (5.17)
portanto v(t) = (¥[h(t)) é dado por:
V(1) = [e1(Le [+ 3 (2er ([AL (A [Lep)+ By |2ep) e S+ AL (A-[Lep) +B- |2¢f))e =],

’y(t) _ CT[’A+’2e—iw+At + ’A_’QB_W—AT +C;[A*+B+€_iw+At —i—AiB_e_i‘“‘At]. (518)
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Na Ref. [99] encontramos a solugado analitica para os coeficientes A,, By,
A_ e B_, pois os mesmos sao os coeficientes dos estados préprios para um sistema

quantico de dois niveis. Desta forma, os coeficientes sao expressos por

S Nl O S = ) I L
Ay —\/ 5T exp [—=], (5.19)
T+ (B2 — B —i
A:-¢ ( gr L hﬂp}EQL (5.20)
(§
T+ (EP — EPV i
FRENEICEE ) (5.21)
F _ (Egar _ EfCLT) Z¢
B_ = — 22
\/ 5T exp -], (5.22)
onde
I = /4u? + (B} — E'™)2. (5.23)

Assim, substituindo os coeficientes na Eq. (5.18), temos
(L= AEM) Aﬂm) (F+Aﬂm)ﬂwm

—zw+At

|+

/r AE’ /F+Ammwﬂﬂwm 5,20

+¢F+AWMA ¢r AEPZWQﬂU%
oT or

Y(t) =c

escrevemos que
Aw=w; —w_. (5.25)
Agora, vamos relembrar que |¢i|? + |co|* = 1, sendo entdo ¢, = (/pe'?r e ¢y =

VI = pei#ez e definindo F(t) = y(t)e™+2te=%n  reescrevemos a Eq. (5.24) como

F(t) _ \/ﬁ[(r — AEpar) + (F +2AFEPW> zAwAt]_l_

X \/T \V/ FQ EpaT qS—l—Acp ) 1+ eiAwAt]‘

(5.26)

Queremos que |F(t)]* = 1, entao

AEpaTQ (FQ _ AEPCLTQ) W
p(l - 10) AT2 X

T ST [1+ cos(AwAL)] +

X {4 cos(¢ + Ap,)[1 + cos(AwAt)] + 4AEP"sen (AwAt)sen (¢ + Ap,) }.
(5.27)

1=p



5.4. TRANSFORMAGCAO DE REPRESENTAGAO DOS HAMILTONIANOS - 78 -

Definindo a variavel u,por

_ Uu
u = W, (528)

utilizando a defini¢ao de I', Eq. (5.22), e a defini¢ao de u, Eq. (5.28), podemos
escrever
I = Aev/1 + 4 (5.29)

B P . 2u?
(1 +4u?) (1 +4u2)

cos(¢ + Ag,)[1 + cos(AwAt)|+ (5.30)

[1+ cos(AwAL)]+

+

I -
ﬁ?ﬂ

+ \/7 sen (AwAt)sen (¢ + Ayp,).
Esta equagao é Justamente 0 que precisamos resolver para atingir o controle.
Na pratica o que fizemos é encontrar os valores dos parametros u, ¢ e AEPY que
resolvem tal equacdo, de forma a entdo achar qual é o H®/) apropriado. A existén-

cia de solugoes em qualquer caso é garantida pelas andlises rigorosas apresentadas

em [73].

54 TRANSFORMACAO DE REPRESENTACAO DOS HAMIL-

TONIANOS

Vamos agora considerar os seguintes procedimentos formais:

a) Considere os vetores |hy) e |)), ambos conhecidos e escritos na base de
|v;). Vamos entao construir N vetores ortonormais entre si (e que constituirao a base
|nef)) da seguinte forma: (i) |1.¢) é o préprio |to); (i4) |2.¢) é perpendicular a |1.)
e estd no mesmo plano formado por ) e [1)); (47) todos os estados |nes) restantes
(3 < ney < N) sdo obtidos pela ortonormalizacao de Gram-Schmidt.

Seja agora H?*" o Hamiltoniano na base |n.s). Sabemos entdo que se H" é

o Hamiltoniano na base |v;) entao

Y = C1H"C,
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HY = CHP™ C1, (5.31)

onde conhecemos os coeficientes C, pois a base {|n.f)} foi construida em termos da
base {|v;)}.

b) Seja o operador V, escrito na base {¢;}, que é a base natural do Hamil-
toniano nao perturbado Hy. Diagonalizando V', encontramos N autovalores, {v;}, e

N autovetores, {|v;)}, tais que s@o escritos como
i

Note entao que a matriz D, de elementos d;;, ¢ conhecida através da diago-

nalizagao de V. Sendo HP"* o Hamiltoniano escrito na base |e;), temos
HY = D'H"™D,
HP™s = DHY DT, (5.33)
¢) Finalmente temos que
HP"s = D(CHP"CT)D' = DOHP" CT D'

Definindo entdao £ = DC, temos que E'E = (DC)'DC = C'D'DC =
CTC =1, logo E é unitario. Assim,

HPhws = pHP BT (5.34)
note também que como HP*" = HP*"T entao
H' = (EHP BT = E(EH™)" = EH"E" = EH™ BN = H"™*.

Desta forma, HP™* é automaticamente Hermitiano. Note que HP%" é conhe-
cido, calculado do controle de 2 niveis, entao resta escrever HP"* na forma da Eq.

(5.2) e entao resolver numericamente a Eq. (5.34).
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5.5 LOGICcA UTILIZADA PARA O CONTROLE QUANTICO

Agora que terminamos os passos formais matematicos do método de controle
misto, iremos elucidar como os mesmo levam ao controle quantico desejado.

Na Fig. (5.2) podemos visualizar um diagrama de blocos com a sequéncia
logica, algoritmica, utilizada pelo método misto para o controle quantico. Temos
que:

(1) Para iniciar o controle quantico sempre definimos a trajetéria que de-

Escolher a trajetéria a ser
controlada e dividir em
intervalos de tempo ot.

Escolher um conjunto de parametros
pr's e portanto definir  |§> em
um intervalo especifico de tempo.

A

Construir a base {|ne>} em
termos de [we> e [W).

f) ’ .
Controlar H® de 2 niveis

e determinar H .

Transformagao de H **
para a base de {|e. >},
resultando em H P™s.

Solugéo numérica da equagao
nao linear

par) _t

H=EH""E

Fig. 5.2: Diagrama de blocos com a sequéncia légica utilizada pelo método misto para solucao do

problema de controle quantico.

sejamos controlar. Isto posto, devemos dividir esta trajetoria em diversos intervalos

temporais 6¢. Portanto, temos agora os tempos ¢, dentro de cada intervalo e quere-
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mos que S=(¢(L,)[V](E)).

(77) O observavel de interesse também ¢é algo dado no inicio do processo de
controle. Portanto, podemos diagonalizar a matriz do observavel V' e obter seus
autovalores, {v;}, e autovetores, {|v;)}.

(#77) Devemos escolher o conjunto de parametros p; para o controle. Esta
escolha pode ser otimizada num procedimento de “lago™ escolhemos um conjunto de
Pn’s, resolvemos o problema e vemos se os parametros de H resultantes sao apropria-
dos, se nao selecionamos outro conjunto de p,’s e repetimos o processo.

(tv) Com os valores de p; definidos, realizamos o controle do sistema de dois
niveis efetivos. Tal controle simplesmente acha um Hamiltoniano cuja evolucao tem-
poral leva [i) a \zﬁ), que é justamente o que precisamos. O “truque” para termos
que controlar efetivamente um sistema de 2 niveis é criar uma base para os calculos
onde |1.f) e |2.f) estdo justamente no plano de [¢g) e |¢)). Assim, a dinamica toda
precisa se dar apenas neste subespaco descrito por |l.s) e |2.5) e o processo todo
reduz-se ao controle de 2 niveis. Resolvendo a Eq. (5.30) obtemos u e a fase ¢ em
funcao de EY"" e EY*". Assim construimos a matriz H?*", vide Eq. (5.12).

(v) Com a matriz HP*" obtida (com os termos EP*" ainda a serem determina-
dos mas que sdo naturalmente eliminados nas manipulacoes algébricas posteriores),
reescrevemos HP" para a base {|v,)} e depois para a base {|¢,)} obtendo a Eq.
(5.34), para HP™S com a forma definida pela Eq. (5.2).

(vi) Resolvemos entao a Eq. (5.34), que se torna um sistema de N equagoes
nao lineares, do tipo x + cos(z) = A, onde A é um nimero qualquer conhecido.
Embora seja um sistema de equagoes nao lineares, o mesmo pode ser resolvido com-
putacionalmente com o Método de Newton Modificado [100], um método trivial e
bastante rapido, mesmo para um nimero de niveis N elevado.

Finalmente, temos agora o Hamiltoniano do problema determinado e, con-

sequentemente, os parametros do campo de controle, {u;;, ¢;;}, conhecidos.



5.6. SIMULACOES, RESULTADOS E DISCUSSOES - 82 -

5.6 SIMULACOES, RESULTADOS E DISCUSSOES

Iremos agora ilustrar o método de controle misto considerando sistemas de

3 e 4 niveis.

5.6.1 SISTEMA DE 3 NiVEIS

Considere o Hamiltoniano Hy constituido por trés estados, com bases repre-

sentadas por

1 0 0
e =10 |, e2)=1| 1 |.lesy=1| 0 |- (5.35)
0 0 1

O Hamiltoniano total, H = Hy+ U, onde U ¢é o termo do potencial externo,

¢ dado por
€1 u12e—2%012 U13€_w13
H — u12€7/9012 82 u236_l¢23 , (536)
u13€i<ﬁ13 u236i<ﬁ23 €3

onde os parametros u;; sao os termos de intensidade do campo externo e os parame-
tros ;; sao os termos de fase do campo de controle.
Considerando um sistema de trés niveis, a Eq. (5.6), que define S(¢), é dada

por

S = prvg + (1 —pP1— P3)U2 + p3vs. (5-37)

Aplicando a Eq. (5.7) para o problema de 3 niveis, temos

- 3
R (5.38)

P1 = pP3 .
Vg — U1 Uy — V1

A Eq. (5.38) é uma equagcao de reta, cujo coeficiente linear depende do valor
de S = S. Na Fig. (5.3) vemos a representacao da reta que representa os diversos
valores possiveis para a escolha do par (p1, p3).

A Eq. (5.38) é valida entre (p1,.,., £3,.) € (Plyars P3max)- L€MOS que

(v2 — S)

(vg — 1)

P10, = Mazx|0, (5.39)
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p1 max

p1 min

P3in = Maz|0, ((f if)) (5.40)
G S)

Pmas = (o) (5.41)
(S —v)

P3maz (s — 1) (5.42)

Note entao que toda a linha vista na Fig. (5.3) representa possiveis condigoes
de solugao para o problema de controle. Tal representagao deixa claro porque pro-
cedimentos de controle possuem muiltiplas solugoes.

Temos tres casos de interesse que devem ser analisados dependendo do valor
de S: (i) quando o valor de S estd entre vy e vy, (ii) quando o valor de S ¢ igual ao
valor de v, e (iii) quando o valor de S esté entre v, e v3, como representado na Fig.
(5.4). A regiao especifica na qual se encontra S ird definir quais sdo exatamente os
valores de p1, . ) Plouss P30 € P3na. como dados nas Eqgs. (5.39) - (5.42). A Fig.
(5.5) ilustra as distintas situagoes.

Logo, devemos definir

[9) = [ (D) lor s (5.43)

como estado de controle para os parametros p; e p3 contidos no segmento de reta

mostrado na Fig. (5.3). Note que estamos escolhendo p; = |¢1]? e p3 = |c3]?. Logo,
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(i) S > v, Vs
5 (i)

(i) S = v, (ii) V2
_ (i)

(i) S <v. Vi

Fig. 5.4: (i) quando o valor de S estd entre v e vs, (ii) quando o valor de S é igual ao valor de vy

e (ti1) quando o valor de S estd entre vy e v3.

A

]

pw e 0= = = =

A |
Ps w>0 Ps e I >
1

(i) (ii) (iii)

Fig. 5.5: Retas de solucgao possiveis para o par (p1, p3) nos casos propostos (i), (ii) e (iii).
estamos deixando em aberto as fases dos coeficientes, ou seja, escrevemos

1) = \/pre™n|ur) 4+ /1 — p1 — pslva) + /p3e'?rs |vg), (5.44)

com ¢, e ¢, fases arbitrarias.

Para nossos exemplos vamos escrever

Vi vige M2 pyzen s
V=1 wvge'or Vo vgze” "B |, (5.45)
V13€" 13 gze’@2 Vs

ComVlzl,V2:3,%:4,v12:\/§,vl3:1/2,v23:ﬂ,algzw/Q,a13:Oe
anz = /4.

Para resolver a equacao efetiva de 2 niveis, Eq. (5.30), assumimos que
¢+ Ayp,, = /4, com ¢ = 7/4, v, = 0e ¢, = 0. Este valor de u fornece o

Hamiltoniano paramétrico, H?*" Eq. (5.12), que com as devidas transformagoes de
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base, Eq. (5.34), resulta no Hamiltoniano fisico, H?"*, Eq. (5.2). Para os autovalores
do Hamiltoniano nao perturbado, Hy, iremos adotar £, = 0, 323849, e5 = 0, 323969
e g3 = 0,324099. Entao resolvemos numericamente a Eq. (5.2) em cada intervalo de
tempo, 0t, como anteriormente assumindo ser de 100 fs.

Com o intuito de analisar a influéncia da escolha do par (p1, p3) no controle,
iremos escolher trés valores distintos na reta de solugdes, Eq. (5.38), onde ps34 é
um valor minimo para (pi, p3), Eq. (5.46), p3sp é um valor médio para (p1, p2), Eq.
(5.47), e p3c ¢ um valor maximo para o par, Eq. (5.48). Na Fig. (5.6) podemos
visualizar esquematicamente as escolhas feitas para p4, pp e pc. Definindo o valor

de p3 a Eq. (5.38) fornece o valor correspondente a p;.

A
p1 max

p1 min

psa = : (5.46)

pP3B = ) (547>

2(1}3 — Ul)(’l)g — 1)1)
vy — S

pro = ——. (5.48)
V3 — U1

Aplicaremos o método paramétrico misto a uma trajetoria suave, definida
por duas gaussianas acopladas (utilizada anteriormente para o método paramétrico

inverso) dada por

S(t) = Sy + Sy exp[—o1(t — 11)%] + Sy exp|—oa(t — 15)7), (5.49)
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onde Sy =2, S, = 0,9, 9 =1,2, 00 =09 =1,54ps 2 t;, =3 psety,="7ps. Os
tempos de oscilacao desta trajetéria sao maiores que os tempos naturais de oscilagao
do sistema (tempos naturais de oscilagao do sistema, 7,,, = 27h/Ae,;,), que para as
energias préprias de Hy (definidas anteriormente), sdo: 791 = 1,28 ps, 130 = 1,16 ps
e 131 = 0,61 ps. As fases do campo de controle sao sempre ¢, = 7/2.

O estado inicial é definido de forma arbitraria, para as simulacoes de sistemas

de 3 niveis utilizamos
o) = explim/2]/V/2|v1) + 1/2|va) + explim/2]/2|vs).

Aplicando todo o procedimento numérico anteriormente discutido, na Fig.
(5.7) temos em (a) a trajetéria alvo (linha cheia) e a trajetéria calculada (linha pon-
tilhada) obtida com os resultados de (b). Na ampliagdo podemos constatar que a
qualidade do controle é realmente muito boa.

Também na Fig. (5.7) vemos em (b), (¢) e (d) os parametros do potencial
de controle quando utilizamos os pares (p1a, p34), (P18, p38) € (p1c, P3c), respecti-
vamente. Estes sdo os valores minimos, médios e méaximos para o par (py, p3), vide
Fig. (5.6). Os resultados apresentados em (d) sao os piores entre estes trés, apresen-
tam uma variacao de intensidade significativa e um pico de variacao muito rapida
em t = 7 ps. Desta forma, esta possivel solu¢ao na pratica provavelmente nao seria
usada. Por outro lado, os resultados em (b) e (¢) sdo aceitavies, possuem variagao
de intensidade na ordem da diferenga de energia. Entretanto, o resultado em (b)
apresenta uma rapida variagao de parametros entre t = 8,4 ps e t = 8,6 ps, o que,
como ja discutido em varios casos, nao é interessante para o controle. Portanto, o
resultado (¢) é o melhor resultado obtido, pois é o resultado ideal, com parametros
que exigem uma baixa intensidade de campo, e, principalmente, tem um compor-
tamento de variacao bastante suave, algo muitas vezes relevante do ponto de vista

experimental.
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S (1)

Fig. 5.7: Controle de trajetéria para N = 3. (a) Trajetdria proposta (linha cheia) e trajetdria
calculada (linha pontilhada). (b) Resultados para os parametros de controle para o par (p1a, p3a),
valor minimo. (c¢) Resultados para os parametros de controle para o par (p1g, psg), valor médio.

(d) Resultados para os parametros de controle para o par (pic, psc), valor maximo.

5.6.2 SISTEMA DE 4 NiVEIS

Considere o Hamiltoniano Hy constituido por quatro estados, com bases

representadas por

Jea) = les) = le4) = (5.50)
0

o o o =
] —

o = O O
- o O O
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O Hamiltoniano total é dado por

51 u126_up12 u136_1@13 ul4e—l<ﬂ14
P12 —ip23 —1p24
Uiz2€ €2 Uz3€ Ug4€
H= . (5.51)
U13e"P13 ugze'¥3 £3 Ugge™ P34
u14€25014 u24els024 u34el“”34 €4

Considerando a Eq. (5.6) e definindo o controle para um sistema de 4 niveis,

temos

S = P1U1 + (1 — pP1 — pP3 — p4)02 + P3U3 + P4V4. (552)

Da mesma forma, podemos escrever a equacao do espaco de possiveis solugoes

para o problema de controle, escrita de forma geral pela Eq. (5.7), da forma

V3 — Uy Vg — U2 UQ—S
+

p1 = p3 + P4 :
V2 — U1 V2 — U1 V2 — U1

(5.53)

Esta expressao é a equagao de um plano. Na Fig. (5.8) podemos visualizar
a regiao de possiveis solucoes para o problema de controle quantico quando N = 4.

A Eq. (5.53) pode ser trabalhada de forma a isolar diferentes termos de

P4

Fig. 5.8: Regiao planar de possiveis solucoes para o problema de controle quantico de um sistema

de 4 niveis.

pj, 0 que pode ser importante para se trabalhar com as diferentes possiveis solucoes

para o problema. Dito isto, podemos escrever
V1 — U2 Vg — U2 ’UQ—S
+

pP3 = p1 + P4 )
Uy — U3 Vg — U3 Vg — U3

(5.54)
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V1 — Uy V3 — U2 UQ—S

pa = p1 + p3 + : (5.55)
Vg — Uy Vg — Uy Vo — Vg

Portanto, para uma andlise um pouco mais detalhada deste plano de solucgoes,
vamos assumir um dos p; constante, desta forma, iremos trabalhar com retas den-
tro do plano, e assim, ter uma ideia da influéncia de diferentes regices do plano na
solugao do controle. Na Fig. (5.9), temos um esbo¢o destas retas a serem estudadas.

Inicialmente, vamos propor que p; ¢ uma constante, um nimero qualquer

o- P- P-

e P 56 5n e ~N e N
p1 p p p p3 p1 pm pn; p1c p3 p1 p3

Fig. 5.9: Retas a serem estudadas no plano de solugoes.

entre 0 e 1, assim teremos retas entre ps e p4, como mostra a Fig. (5.9(a)). Fixando

p1, podemos escrever

_ _3)_ _
s = py Vg — U2 i (U2 ) P1 (U2 U1) (5.56)
Vg — Us Vg — Us

ou, de forma alternativa, temos

_ _8) — pi(vs —
pr=pp2 =2y 2= S) m oz m ) (5.57)

Vo — Uy Vo — Uy

Sendo equacoes de reta cujo coeficiente linear dependo dos valores de S e p;.

As equagos sao vélidas entre (s, s 04,...) € (P3mas Pamas ), determinados por

(S —v3) — p1(v1 — Uz)]

P30 = Maz[0, : (5.58)

3 un) — ol —
PR Gl il 1 Sl )} (5.59)
V3 — Uy
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S — ) — _
i, = Mazl0, S22 =101 = )y (5.60)
Vg — VU2
S — va) — _

V4 — U3

De forma similar, podemos propor que p3 é igual a um certo valor constante,

entre 0 e 1. Desta forma, estamos estudando retas entre p; e py, vide Fig. (5.9(b)).

Entao, podemos escrever

Vg — V2

4 (v — 5) — p3(v2 — v3)

p1 = pa ; (5.62)
V2 — U1 U2 — Uy
ou, de forma alternativa, temos
_ —9) — _
pr=py ey (2= 5) — polta —vs) (5.63)
V2 — U4 V2 — U4
equagoes de reta cujo coeficiente linear depende dos valores de Se P3-
As equagbes sao validas entre (p1,, , P4,...) € (P1ans Pypas) COM
S — _ _
i = Maafp, 2702 = Palts = )y (5.6
V1 — Vg
g — _ _
plmaz = ( U4) pg(/US /U4)7 (5-65>
U1 — U4
S — _ _
ity = Maalo, 712 Pslts — vy (5.66)
Vg — V2
S — _ _

Uy — U1

Por fim, caso ps seja um valor definido arbitrariamente entre 0 e 1, teremos

retas entre p; e ps, como pode ser visualizado na Fig. (5.9(c)).

Assim, podemos

escrever B

e o9
ou ainda, R

g = plvl ) i (U2 - S) - P4(U2 - 114)7 (5.69)

Vg — V3

Vg — Ug
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que sao equagoes de reta cujo coeficiente linear depende dos valores de S e py.

As equagoes sao validas entre (p1,,, 03,...) € (Plyass P3mas)- Onde, podemos

escrever )
S — _ _
prn, = Mazfo, S =) —pilts = )y (5.70)
U1 — U2
S — _ _
plmaz = ( /Ug) p4(v4 /U3)7 (5-71)
V1 — U3
S — ) — _
s = Mazlo, =2 = palta = )y (5.72)
V1 — U9y
S — _ _
o = D) = ikt ) (5.73)
V3 — U1
Como anteriormente feito, assumimos
’772> = |w>’/11,p37p47 (5'74>

como o estado de controle e iremos tomar p;, p3 e py entre as situacoes descritas

acima. Uma vez mais estamos deixando em aberto as fases dos coeficientes, entao

(D) = [d) = Vprexplivp]lvr) + /1= p1— ps — palua)+

+ /3 explivy,l|vs) + v/paexplie,,]|va)

(5.75)

onde ©,,, @, € @, sao fases arbitrarias.
Para iniciar as simulagoes numéricas de controle quantico, vamos definir o

observavel de interesse V' escrito como

1 \/ge—zﬁr/2 O, 5 \/ge—iﬂ/S
\/§ei7r/2 27 8 \/§€—i7r/4 \/3
V= ' ‘ , (5.76)
0,5 \/56171'/4 3,6 \/567171'/3

\/geiﬂ/S \/g \/56i7r/3 4

cujos autovalores de energia sao: v; = —1,068, vo = 0,789, v3 =4,368 e vy = 7,312.
A janela de controle fica limitada entre vy < S(t) < vy.
De forma geral, adotamos para resolver a equagao de controle efetivo de dois

niveis que ¢ + Ap,, = 7/4, com ¢ =7/4 e p, = p,, = @, = 0.
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OoR

-

Fig. 5.10: Plano de possiveis solugoes para o controle de trajetéria quando N = 4. Os pontos
escuros sao os pontos onde encontramos “boas” solugoes em termos de parametros, ja os pontos

claros permitem controle, mas demandando fortes variacoes para os Upn, -

Para o sistema de quatro niveis iremos adotar as seguintes energias para Hy:
g1 = 0,323849, e9 = 0,323968, €5 = 0,324099 e ¢4 = 0,324206. Os tempos naturais
de oscilacao para estas transicoes sao: 791 = 1,28 ps, 1731 = 0,61 ps, 741 = 0,43 ps,
T30 = 1,16 ps, 1740 = 0,64 ps e 743 = 1,42 ps. As fases do campo de controle sao
sempre @, = 7/2.

O estado inicial, ecolhido de forma arbitraria, ¢ dado por

[1o) = /0,5 explim/2]|v1)+1/0, 125|ve)++/0, 125 exp[im /4] |vs)++/0, 25 exp[im /6]|vy).

A trajetéria escolhida para realizar os testes, ja utilizada para o sistema de

5 niveis quando estudado com o método paramétrico inverso, é definido por
S(t) = So + Sisen (F1t) + Sz cos(Fht), (5.77)

onde Sp =2, 5, =0,6,5,=0,8 Fy, =1,6 pste Fy,=4ps !

Fizemos uma grande varredura no espago de parametros, considerando
sistematicamente retas na regiao triangular da Fig. (5.9). Em particular, analisamos
em detalhes os 9 conjuntos de parametros representados na Fig. (5.10). Os pontos
escuros sao os pontos resultando em boas solugoes em termos de comportamento para

os parametros fisicos de H. Ja os pontos claros também permitem controle, mas os
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Unm tem forte variagao, o que nao é adequado na pratica. Ao invés de mostrarmos
todas as 9 solugoes, iremos mostras as 3 solugoes “boas” e 3 solugoes “ruins” (indicadas
por R na Fig. (5.10)) para o controle.

Desta forma, na Fig. (5.11) temos em (a) trajetéria proposta (linha cheia)

T -“\‘L‘_'"}’:’”"'x,‘llﬂ:lx

mIREE
H Zaggen

paads SANEERN Yy
!rlrlrlrx.l-“-lrb; & g

Fig. 5.11: Controle de trajetéria quando N = 4. (a) Trajetoria proposta (linha sélida) e trajetoria
calculada (linha pontilhada) - trajetdria calculada com os parametros de (d). (b) Pardmetros obtidos
com a Eq. (5.57) quando p; = p1p = 0,5. (¢) Resultados atingidos através da Eq. (5.68) fazendo
pa = pap = 0,5. (d) Resultados utilizando a Eq. (5.62) quando ps = psc = 0, 25.

e a trajetéria calculada (linha pontilhada) - trajetéria calculada com os resultados
expostos em (d). Pela ampliagdo podemos visualizar uma boa qualidade no controle,
ambas as trajetorias estao bastante sobrepostas. Para obter os parametros do campo

de radiagao consideramos que s = U3 = Uz € Uy13 = Usy, desta foram, sempre
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apresentaremos g, Usg € Us4.

Com relagao aos resultados obtidos em (b), (¢) e (d) da Fig. (5.11), temos
que os parametros apresentados em (b) foram obtidos utilizando a Eq. (5.57) quando
p1 = pip = 0,5. Os resultados expostos em (¢) vem da Eq. (5.68) fazendo-se
ps = psp = 0,5. Finalmente, para os resultados de (d) utilizamos a Eq. (5.62)
quando p3 = p3c = 0,25. Para visualizar os trés casos vide a Fig. (5.9).

Dos trés conjuntos de parametros mostrados na Fig. (5.11) (b), (¢), (d),
vemos que o pior é aquele em (b), pois apresenta a maior variagao na intensidade do
campo externo, além de picos de rapida variacao como em t = 3,7 ps et = 5,2 ps.
Em contrapartida os resultados apresentados em (c) e (d) tem variacao de intensidade
da mesma ordem de Ae do sistema nao perturbado. O resultado em (d) é um bom
conjunto de parametros, mas a regiao de rapida variacao entre t = 6,9 ps e 7,2 ps
pode gerar pequenas flutuagoes no controle.

Na Fig. (5.12) temos em (a) a trajetéria proposta (linha cheia) e a trajetéria
calculada (linha pontilhada). Pela ampliacao podemos comprovar que temos uma boa
qualidade no controle. Entretanto, olhando os parametros obtidos em (b), (¢) e (d),
temos que, na pratica, estes resultados nao seriam adequados para o controle. A
exigencia de uma grande variacao dos u’s e, consequentemente, uma grande variacao
de intensidade do laser de controle pode inviabilizar o procedimento do ponto de vista
experimental. Este resultado mostra a importancia de se obter multiplas solugoes e

selecionar os resultados obtidos.

5.7 CONSIDERACOS FINAIS

Neste capitulo propusemos um novo método de controle quantico, o método
de controle paramétrico misto. O método possui caracteristicas muito importantes
para o controle como uma facil construcao matematica e a possibilidade de visualizar
o espaco de solugoes para o problema, sendo possivel obter todas as solugoes deste

espaco de solucoes de forma trivial. Também destacamos que o problema de controle
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Fig. 5.12: Controle de trajetéria quando N = 4. (a) Trajetdria proposta (linha sélida) e trajetéria
calculada (linha pontilhada)(trajetéria calculada com os parametros de (b)). (b) Parametros obtidos
com a Eq. (5.57) quando p1 = p1c = 0,25. (¢) Resultados atingidos através da Eq. (5.68) fazendo
pa = paa = 0,75. (d) Resultados utilizando a Eq. (5.62) quando ps = psa = 0,75.

em si é reduzido ao caso 2 niveis efetivos, onde estes dois niveis efetivos sao uma
combinagao linear dos N niveis do sistema original, o que torna a solu¢ao numérica
rapida.

Os exemplos numéricos apresentados ilustram a funcionalidade do método
e, 0 mais importante, deixam claro a forma de se obter as miltiplas solugoes tedricas

para o problema.



CONCLUSAO

O objetivo no inicio desta tese de doutorado era o desenvolvimento de um
método geral de controle quantico para sistemas de N niveis. Além disso, dese-
javamos usar uma abordagem que evitasse formulagoes matematicas complexas, a
exemplo do uso de equagoes diferenciais acopladas. Desta forma, baseados numa
ideia proposta em [43, 73], criamos dois novos procedimentos paramétricos, os quais
denominamos inverso e misto. Embora possuindo varias caracteristicas comuns
(em particular determinar o potencial de controle independente do tempo dentro
de janelas de tempo 0t), suas diferengas é que merecem alguns comentérios a seguir.

O método paramétrico inverso relaciona os N niveis do sistema através de
uma interpretacao geométrica, onde em um dos seus passos principais utiliza do sis-
tema de coordenadas esférico de N dimensoes para ajudar na determinacao de quais
parametros “matematicos” levariam ao controle desejado. Apds isto montamos um
sistema de equagoes algébricas nao lineares para determinar os parametros fisicos do
Hamiltoniano (parametros estes ligados ao potencial externo U).

O método paramétrico misto consiste em transformar o sistema de N niveis
em um problema de dois niveis efetivos, onde estes dois niveis sao uma combinacao li-
near dos N niveis do problema. Estes dois vetores especiais definem um “hiperplano”
bidimensional no espaco de Hilbert, onde o controle sera feito. Tal transformacao é

extremamente 1til, uma vez que o problema de controle se torna trivial, visto que

96
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todo sistema de dois niveis possui solugao. A complicagao matematica é entao trans-
ferida para o retorno a representacao inicial, uma vez que uma sucessao de mudancas
de base sao necessarias. Outra particularidade do método de controle paramétrico
misto é que sempre temos um espaco de solugoes bem determinado, possibilitando
de forma direta escolher as solugoes possiveis para o problema. Isto inclusive per-
mite uma automatizacao algoritmica na busca das melhores solugoes, por exemplo,
estabelecendo-se um critério para aceitar ou rejeitar a solugao (tal como exigir que
du/dt < cte).

Comparando os dois métodos de controle desenvolvidos podemos afirmar que
ambos sao aplicaveis para sistemas de NN niveis, entretanto, o método paramétrico
misto é mais atrativo, pois possibilita a construcao de um algoritmo de controle mais
rapido, o que para aplicacoes em sistemas grandes é bastante relevante. Por outro
lado, para descricoes de dinamica populacional o método paramétrico inverso com
suas projecoes de fase é bastante pratico, pois as préprias projecoes sao os parame-
tros a serem controlados, facilitando bastante os calculos.

De forma geral, ambos os métodos desenvolvidos neste trabalho apresen-
tam uma construcao matematica simples, baseada em equagoes algébricas, o que
torna a formulacao e solucao do controle mais simples que a maioria dos métodos
existentes. A facilidade na construcao matematica dos procedimentos e sua imple-
mentacao computacional direta, ja sao suficientes para justificar sua utilizacao, pois
os métodos de controle de trajetéria comumente encontrados na literatura utilizam
de equagoes diferenciais acopladas (nao lineares), o que acasiona uma implemen-
tagdo matemética e computacional dispendiosa [68]. Devido a complexidade destas
equacoes diferenciais e o alto custo computacional, nos tltimos anos encontramos na
literatura diversos algoritmos desenvolvidos com o intuito de tornar o controle mais
eficiente [49], porém nenhum segue a construcao adotada aqui.

Os métodos de controle de trajetoria sao, basicamente, problemas inversos, e
recebem atencgao na literatura devido a sua possibilidade de multiplas solugoes. Um

estudo recente [74] desta caracteristica ndo linear dos problemas de controle quan-
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tico comenta que nem todas as solugoes podem ser obtidas, devido ao surgimento
de singularidades inerentes a métodos particulares de controle (por exemplo quando
trabalhamos com métodos de controle que envolvem equagoes diferenciais). Também
chama a atencao que estas multiplas solugoes nao sao obtidas de forma trivial. Por
outro lado, em ambos os métodos desenvolvidos nesta tese, claramente identificamos
estas multiplas solugoes, que sao selecionadas a partir de uma escolha adequada de
parametros e, também, da diagolizacao inversa de matrizes constituindo sistemas de
equacoes algébricas nao lineares.

Por 1ltimo, mencionamos que ao longo do trabalho de doutorado surgiram
algumas ideias para desenvolvimentos futuros. Podemos listar algumas de tais pos-
sibilidades:

— Reescrever os algoritmos de controle de forma a otimizar a busca no
espaco de solucoes do melhor conjunto de parametros possivel para o campo de con-
trole.

— Tentar resolver casos desafiadores na area de controle quantico, por exem-
plo, quando N = 100.

— Verificamos no trabalho que quanto maior o niimero de niveis do sistema
obviamente mais solucoes possiveis teremos. Desta forma, pretendemos estudar se
quanto maior o nimero de solugoes possiveis maior a probabilidade de encontrar
solugoes Otimas para os parametros do campo de controle.

— Resolver problemas de controle de populacao com aplicagoes praticas di-
retas.

— Explorar os métodos desenvolvidos em sistemas que apresentem deco-
eréncia quantica.

— Estudar a possibilidade de adaptagao dos métodos a sistemas quanticos
mistos.

— Finalmente relaxar a condicao, assumida teoricamente, de que os poten-

ciais devem variar muito rapidamente em ¢ = ¢,,.



ANEXO A:
METODO DE CONTROLE
PARAMETRICO INVERSO PARA UM

SISTEMA DE QUATRO NIVEIS

Neste anexo mostraremos como estabelecer o método de controle paramétrico

inverso sobre um observavel de interesse geral para um sistema de quatro niveis.

7.1 DEFINICAO DO SISTEMA

Considere o Hamiltoniano Hy constituido por quatro estados, com bases

representadas por

1 0 0 0
0 1 0 0

e = Je2) = les) = l€4) = (7.1)
0 0 1 0
0 0 0 1
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O Hamiltoniano total é dado por

€1+ uq u12€—19912 u136—ls013 u14€—14,014
Upge’P12 €9 + Uy u23€—18023 Ugge P24
ulgeww UQ36“023 €3 + us U346_ZSD34

u14€wl4 u24el<.024 u34€w34 €4 + Uy

7.2 CONSTRUCAO DO METODO DE CONTROLE

Nesta secao iremos iniciar a construcao, escrever as defini¢oes fundamentais,
do método de controle paramétrico inverso para um sistema de 4 niveis.

A evolucao temporal do estado inicial é dada por

[9(0)) = expl— H(t — to)] o).

Definindo At =t — ¢, temos

[9(6)) = expl—7 HAM ). (7.3

Em At, os estados préprios de H,{ |1), |2), |3) , |4) }, sdo uma boa base do
problema. Entretanto, devemos expandir |¢)(¢)) na base dos estados préprios de V|
{]v1), |v2), |v3), |v4)}, que é a observavel que desejamos controlar.

Para t = t, supomos [1)(1)) = c1|v1) + calva) + cslvs) + cafvs), onde |er]? +

|ca|? + |e3]® + |ea|* = 1. Desta forma, definimos

§=5(1) = (W@)|V]v()

(7.4)
= |e1v1 + |ea]?v2 + |cs)?vs + |ea|*vy

e também,

S = P1 (t)?)l + [1 —P1 (t) — pg(t) — p4(t)]?)2 -+ pg(t)vg + p4(t)v4, (75)

onde

0<pr=p(t) =|a]* <1,

0 <ps=ps(t) =|es]? < 1, (7.6)
0<ps=pa(t) =|cs? < 1.
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Consequentemente, se de algum modo conseguirmos fazer pi, ps e py assumir
qualquer valor entre 0 e 1, entao poderemos escolher qualquer valor desejado para
S(t).

Escrevendo mais algumas definigoes, temos

p1 = [(wi](®)[ (7.7)
(1= p1 —ps — pa) = [(va|(D)[%, (7.8)
ps = [(vs| (D), (7.9)
pa = [(oa|ip(2)) %, (7.10)

a seguir, desprezando-se uma fase global, podemos escrever os autoestados do ob-

servavel de interesse, como

jor) =y/al™ explial™][1) + /1 - ol — o™ — ol |2)+

(7.11)
+\ag™ explia™]|3) + \/a™ expliaf™]|4),
va) =1/l explial™]|1) + \/1 (v2) —al” - al™|2)+
(7.12)
+ /a5 expliag™][3) + /i expliaf™]|4),
05 =/al™ explial™][1) + /1 - al™ — o™ — ol |2)+
(7.13)
+\/ag® expliag™]]3) + /ai" explia|4),
lvg) =1/ a ( )e)(p[wz1 J11) + \/1 U4 ag}“) — aiv4)|2)—|—
(7.14)
+ 4/ al™ explial™][3) + / al™ explia™]|4).
onde (0 <37 > agv") <le0<355, aé”") < 27).
Da mesma forma podemos definir o estado inicial, escrevendo
o) =6 explia®][1) + /1 - b — b9 — b ]2)+
(7.15)

+ /b expliad]|3) + \/ O expliat”]|4).
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onde (0 <3, a(0)<1e0<2 a ) < 2m).

Assim,

9(0) = /8 explial”] expl—7 A1)+

100 — 0 — b0 exp[— L ByAf]j2)+
+y/ ) expl— BA[2) +

+ 1/ bgo) exp[z’aéo)] exp|— %E;;At] |3)+
+ /b2 explia”)] exp[—%E4At]|4>.

(7.16)

7.3 ASSOCIACAO GEOMETRICA ENTRE pi, p3 E p4

Para simplificar a equagao de controle, Eq. (7.5), usamos uma associac¢ao
geométrica com o sistema de coordenadas esférico de n dimensoes [76,77]. Definindo

um vetor qualquer 7i,,y, temos
ﬁpa)\ = xlhl + J:Q}AZQ + IL‘3iL3 + $4B4, (717)

onde
x1 = sen (0%)sen (¢*)sen (0%),
T9 = sen (0%)sen (¢*) cos(6*),
2 = sen ()sen (67 con(0") -
x3 = sen (0%) cos(¢*),
xy = cos(d*).
Associando os termos da Eq. (7.17) com os termos da Eq. (7.5), temos a

seguinte parametrizagdo (no primeiro quadrante)

p1 = cos’(6%), (7.19)
p3 = (1 — p1) cos?(¢*), (7.20)
ps = (1 — py)sen?(¢*) cos?(0%). (7.21)

Assim, podemos reescrever a Eq. (7.5) de forma que esta dependa apenas

de p; e das fases de projecao dos estados, ¢* e 0*. O que simplifica o método de
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controle paramétrico inverso, pois, agora, se de algum modo conseguirmos fazer p;

assumir qualquer valor entre 0 e 1, entao poderemos escolher qualquer valor desejado

para S(t). Assim, escrevemos

S(t) = prvp + (1 — p1)[1 — cos?(¢*) — sen ?(¢*) cos®(6*)]va+

+ (1 — p1) cos®(¢*)vs + (1 — p1)sen ?(¢*) cos? (0% vy

(7.22)

Desta forma, podemos agora nos concentrar em calcular p;, Eq. (7.7), pois,
sendo esta uma equagao controlavel entre 0 e 1, confirmamos que o controle de um

sistema de 4 niveis é sempre possivel, independente do estado inicial.

7.4 CALCULANDO p;

Por meio da defini¢ao fornecida pela Eq. (7.7) iremos calcular a solucao

analitica para p;. Com tal propédsito, definimos

E;;
Wij = h] . (723)
Definindo as seguintes fases,

o5 = wn At = (o) — af™), (7.24)

gbgﬁl) = w3 At + (Oééo) — agvl)) — (ago) — aﬁ“l)), (7.25)

o8t = wnt+ (af — af™) = (af” = o), (7.26)

gbf;;) = w3 At — (aéo) — ozévl)), (7.27)

(;Sféﬂ = Wy At — (aflo) - oszl)), (7.28)

o) = wisht = (ol — af™) + (5" — o). (7.29)
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Desta forma, temos

pr= B 4 (1= gl — ) _ gy — 5O _ 0 _ pOy 4 qe0pO0) 4 o0

+ 2\/a§”1)b(0) 1— a(vl) — aévl) — affl))( b(0 by ©) b(o)) cos( S{l))+

+ 2\/@1”1 (Ul by © cos( )+ 2\/ 1>b§°)a§f’1)b§°) cos( ﬁ”)+

0 2\/a§;’1>b§°’(1 —a{" — agj’“ — a1 = b — b — o) cos(¢fe))+

4 29/af D1 — o) — o) (1~ o0 — 0 — b0) con(s)+

2 /a OO cos(d2)).
(7.30)
Neste ponto, utilizaremos, novamente, de associacao geométrica, agora entre
as varidveis da Eq. (7.11), onde simplificaremos a equagao de p;, pois trabalharemos

apenas com a variavel aﬁ”l) e as fases de projecao ¢ e . Como ja feito anteriormente,

podemos escrever um vetor ﬁa(v1> NOUNEIE da forma
1 "3 et}
o) go0) o) = T17 + Toflg + T3ty + Tyfy (7.31)

e, das referéncias [76,77], sabemos que
x1 = sen (d)sen (¢)sen (),

xo = sen (0)sen () cos(f),
x3 = sen (0) cos(o),

(7.32)

xy = cos(0).

comparando os temos da Eq. (7.31) com os termos da Eq. (7.11), podemos escrever
a seguinte parametrizacao

al" = cos?(6) (7.33)

assim

al’™ = (1= al") cos?(¢) (7.34)

al™ = (1 — a{")sen () cos*(6) (7.35)
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.. s . e . 0 0
De forma similar, escrevemos as variaveis do estado inicial b:(,)) e bg) em

funcao de bgo), da forma

B = (1 — b\”) cos®(¢hy) (7.36)

B = (1 — b)sen (¢ cos?(6,) (7.37)

onde as fases de projecao do estado inicial, ¢g e 6y, sao quaisquer.
Desta forma, podemos simplificar a equacao de controle, Eq. (7.31), resul-

tando
pr=a" b 4 (1= a™) (1= 571+ 2cos(6) cos® (o) +
+ 2sen ?(¢) cos? (f)sen (¢y) cos? (fp) — cos () — cos®() — sen *(¢g) cos(6y) —
— sen?(¢) cos(0) + cos® (¢)sen () cos* () + sen () cos*(¢o) cos?(0)] +
+ 2\/ 1 — a1 = b2) /1 = cos2(¢) — sen2() cos?(6) x
x /1= cos(¢y) — sen *(¢g) cos? (flg) cos(¢53") + cos(@) cos(¢p) cos(f;)+

+ sen (¢) cos(6)sen () cos(8o) cos(@5 )] + 2(1 — a{"™) (1 — b{¥)x

x {cos(¢) cos(pg)sen (¢)sen (¢g) cos(#) cos(by) cos(py ¥ 1))—1-
+ V/[1 — cos?(¢) — sen2(¢) cos?()][1 — cos?(¢o) — sen 2(¢yg) cos?(Hy)] x
X [cos(¢) cos(¢g) cos(ops (o )) + sen (¢) cos(#)sen (¢g) cos(by) cos( (”1))]}

(7.38)

Neste ponto devemos estudar a Eq. (7.38), pois, para viabilizar o controle,

esta deve ser valida entre 0 e 1.

7.4.1 FAZENDO-SE UMA ESCOLHA PARTICULAR: IGUALANDO A PRO-
JECAO DOS ESTADOS DE CONTROLE E A PROJECAO DOS ES-

TADOS INICIAIS

Como utilizado anteriormente para o sistema de 3 niveis, iremos propor que

a projecao dos estados de controle, ¢ e 0, seja igual a projecao dos estados iniciais,
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¢p e ty. Vale lembrar que temos total liberdade de escolher o valor de ¢ e 6, desta
forma, escolhemos ¢ = ¢y e 0 = #y. Adotando, como ja utilizado para um sistema

de trés niveis, as seguintes defini¢oes

cos?(¢g) = g, (7.39)

cos?(0y) = k, (7.40)
devemos observar que g e k podem variar, dependendo do estado inicial, entre 0 e 1.
Substituindo na Eq. (7.38), obtemos
= a0 + (1= ") (1= b7)g* + (g = D + (9~ DP(k — 1))+
Va0 = a0 =)l = (1 = k) cosl0fy”)+
+gcos(9) + (1= g)kcos(oi)] +2(1 = ay™) (1 = ") {g(1 — g)kcos(ois”)+

+(1— g)(1 — k)[gcos(d$)) + (1 — g)k cos(¢s )]}

(7.41)

A Eq. (7.41) é a equacao base para o controle quantico de um sistema de
)

quatro niveis. Nesta equacao, podemos controlar a variavel a§“1 , 0 que é suficiente
para garantirmos que o valor de p; é controldvel entre 0 e 1. O controle é inde-
pendente das variaveis b§°>, g e k, que sao parametros do estado inicial. Como ja
discutido anteriormente para o sistema de trés niveis, os parametros ¢;; estao asso-

ciados as oscilagoes do sistema.

7.5 ANALISE DE CONSISTENCIA NA EQUACAO DE CON-

TROLE

Analisando a Eq. (7.41) esperamos que, dependendo dos valores de a(lvl), ge

k possamos obter sistemas de trés e dois niveis, ou seja, a equacao ¢ realmente geral.

As diversas opgoes de controle do sistema podem ser observadas na Fig. (7.1).



7.5. ANALISE DE CONSISTENCIA NA EQUAGAO DE CONTROLE - 107 -

A A E4
Ataa
Atas yy Y Yy Es
Atos Ati4
E> Y Yy z At13
Atr2
y y Y_ g

Fig. 7.1: Sistema de quatro niveis.

Realizando uma rapida andlise combinatoéria, sabemos que, para a equagao
de controle ser geral, devemos obter quatro opcoes para controle de um sistema de
trés niveis, (1—2—-3), (1—-2—4), (1-3—4) e (2—3 —4), da mesma forma, seis
opgoes para controle de um sistema de dois niveis, (1 —2), (1 —3), (1 —4), (2 —3),

(2 —4) e (3—4). Isto posto, temos:

Caso a{") =0

)

Substituindo o valor a§“1 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao para

pr= (1= b")g* + (g — 1%k + (g — 1)*(k — 1)+
+2(1 = b {g(1 — g)kcos(df)) + (1 — g)(1 — k)g cos(¢5s))+ (7.42)
+(1— g)kcos(o )]}

A Eq. (7.42) é uma equagao de controle para um sistema de trés niveis,

neste caso (2 —3 —4).
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Caso k=0
Substituindo o valor £ = 0 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao para
pr=ayb” + (1= af™)(1 = 7)1~ 29 + 2¢°)+

+2¢ (1= ag™ )l (1= )1 - g) cos(ei)) + g eos(oli )+ (T:43)

+2(1— a{™) (1 = b)Y (1 — g)(1 — k)g cos(¢5”)

A Eq. (7.43) é uma equagao de controle para um sistema de trés niveis,
neste caso (1 —2 — 3).
Caso k=1
Substituindo o valor £ = 1 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao para
pr= a0 + (1= ai) (1= 57)[g* + (9 — 1))+
+ 2% 0" (1 = ai" )b (1= 6 [g cos(d5)) + (1 — g) cos(@liy )]+ (T:44)

+2(1 —af")(1 = 5" )g(1 — g) cos(43”)

A Eq. (7.44) é uma equagao de controle para um sistema de trés niveis,
neste caso (1 —3 —4).
Caso g =0

Substituindo o valor g = 0 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao para

pr=a™ b 4 (1= af™) (1= B[R + (k- 1))+

+2/a{ (1 — a1 — K1 — k) cos(@l) + keos(@l )+ (7:45)
+2(1 —af"™)(1 = ") (1 — k)k cos(es”)

A Eq. (7.45) é uma equagao de controle para um sistema de trés niveis,

neste caso (1 —2 —4).
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Caso g=1
Substituindo o valor g = 1 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao para

P = aﬁ”l)bﬁo) + (1 - agvl))(l — bﬁo))+
(7.46)

2o O ) sl

A Eq. (7.46) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis, neste
caso (1 —3). O mesmo resultado pode ser obtido se fizermos k = 1, nao alterando o

resultado, apenas a equacao.

Caso k=0eg=0

Substituindo os valores k = 0 e ¢ = 0 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao

para

pr=a"b + (1= ™)1 - b")+
(7.47)

#2901 = a0 (1~ 1) cos(oly?)
A Eq. (7.47) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis,
neste caso (1 — 2).
Casok=1eg=0

Substituindo os valores k = 1 e ¢ = 0 na Eq. (7.41) simplificamos a equagao

para

pr= "B + (1 a1 - ")+

(7.48)
+2y/af"(1 = a1 = 57) cos(afy)

A Eq. (7.48) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis,

neste caso (1 —4).
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Caso a!™ =0 e k=0
(v1

Substituindo os valores a; )= 0ek =0 na Eq. (7.41) simplificamos a

equacao para
pr=(1=b")g?+ (g — 1) +2(1 — ") (1 — g)g cos(¢%3”) (7.49)

A Eq. (7.49) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis,

neste caso (2 — 3).

Caso a!™ =0e k=1

Substituindo os valores agvl) =0ek =1naEq (7.41) simplificamos a

equacao para
pr=(1=0)g" + (g = D) + 201 = 7)1~ g)geos(ogs”)  (7.50)

A Eq. (7.50) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis,

neste caso (3 —4).

Caso a!™ =0e g=0

Substituindo os valores agyl) =0eg = 0naEq (7.41) simplificamos a

equacao para
pr= (1=K + (k—1)%) +2(1 = b”)(1 = k)k cos(¢'2) (7.51)

A Eq. (7.51) é uma equagao de controle para um sistema de dois niveis,

neste caso (2 — 4).



ANEXO B:
METODO DE CONTROLE
PARAMETRICO INVERSO PARA UM

SISTEMA DE CINCO NIiVEIS

Neste anexo mostraremos como estabelecer o método de controle paramétrico
inverso sobre um observavel de interesse geral para um sistema de cinco niveis. As
equacoes de controle sao gerais, assim sendo, as equagoes de controle podem ser

derivadas em equacoes para quatro e trés niveis.

111
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8.1 DEFINIGAO DO SISTEMA DE CINCO NiVEIS

Considere o Hamiltoniano nao perturbado Hy constituido por cinco estados,

com bases representadas por

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
ey =10 | de2)=| 0 | es)=|[ 1 |lea)=1] 0 [ls)=| 0 (8.1)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
O Hamiltoniano total é dado por
€1+ UL Upe W2 qzeT P eIy 5e 915
U2€12 gy Uy Upge TR uggeT M ugme P
H =1 u3e% uge™®  ey5+us uge 99 ugse | (8.2)

u14€1<,014 u24els024 u34eup34 €4 + m u45e—w45

U P15 Ugpe!P2 Usz5€"F35 Ugse'P15 €5 + us

8.2 CONSTRUCAO DO METODO DE CONTROLE PARAMETRICO

INVERSO PARA UM SISTEMA DE 5 NiIVEIS

Nesta segao iremos aplicar o método de controle paramétrico inverso para
um sistema de 5 niveis e deduzir todas as equacoes de controle.

A evolucao temporal do estado inicial é dada por
[9(0) = expl— H(t — to) o).
Definindo At =t — ¢y, temos
[9(0) = expl—3 HAL ). (53

Em At, os estados préprios de H,{ |1), |2), |3), |4), |5) }, sdo uma boa base

do problema. Lembramos também, que sempre que necessario, podemos expandir
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|1(t)) na base dos estados préprios de V', {|v1), |va), |v3), |va), |vs) }.
Para t = ¢, supomos [¢(f)) = ci|v1) + ca|va) + cs|vs) + ca|vs) + cslvs), onde
|1+ |eof® + les]® 4 |eal® + Jes|* = 1
Desta forma, definimos
S =5(t) = @@|VwE)

= |e1]Pvy + |eaPvg + |esPvs + |calvs + |cs|*us

(8.4)

e também,

S =pi(O)vr +[1 = pi() — p3(t) — pa(t) — ps(B)]va + p3(t)vs + pa(t)va + ps(t)vs, (8.5)
onde
0<p=

pi(f) = la]? <1,
0 < ps=ps(t) =|es]> <1,
palt) =

(8.6)
0<ps=
0<ps=ps(t) =|cs]* < 1.

Consequentemente, se de algum modo conseguirmos fazer py, ps, ps € ps

|C4|2 S ]-7

assumir qualquer valor entre 0 e 1, entao poderemos escolher qualquer valor desejado
para S(t), o que é o objetivo principal de qualquer método de controle de trajetoria.

Escrevendo mais algumas definigoes, temos

pr = [ui|v (D)%, (8.7)
(1= p1 = ps — pa — p5) = [(wa| (D)), (88)
ps = (s (D)) 1, (8.9)
pa = [(oa|p(2)) %, (8.10)
ps = [(vs | (D)%, (8.11)

a seguir, desprezando-se uma fase global, podemos escrever os autoestados do ob-

servavel de interesse, como

lv1) =1/ a exp zagvl) 111) + \/1 (Ul A affl) — a(v1)|2)
+1/a exp za(ul) 113) + 1/ a exp za(vl) 114) + 1/ a exp za(vl)
3 4 5

(8.12)
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lvg) =1/ a exp zozgvz) J11) + \/1 (Uz —al? affz) — aév2)|2)—|—

(8.13)
+y/al explial™]|3) + \/al” )exp[za§v2)]]4> + 1/ al™ explial™]|5)
|lvs) :\/ exp 3) J|1) + \/1 (”3 — o™ ag“) — a(US)\Z)—l—
(8.14)
+ \/ %) exp| zozévg) 113) + \/ s explial™]|4) + exp[zaévg)]|5>
|v4> _ ag )exp[ (v 4) |1 + \/1 (v4 o agm) aim) B CL(U4)|2>
(8.15)
+ 1/ al™ explial™]|3) + v/ a™ explial™]|4) + \/ ol explial™]|5)
|vs) :\/ exp 5) J|1) + \/1 (”5 — agff’) — a(v5)\2)
(8.16)
+ \/ ») expli 5) 113) + \/ %) explia™]|4) + \/ *) expli 5) 115)
onde(0<zzja(”z<leO<ZZa < 2m).
Da mesma forma podemos definir o estado inicial, escrevendo
o) =1/0% explia”]|1) + \/ 1—0" — b — o — b7 |2)+ -

+ /b explial][3) 4+ /6 explialP]4) + /b explial”]|5).
onde (ngja§0)§1e0§2jaj < 2m).
Assim,

9(0)) = /8 explia”] expl 7 B Ad1)+

1= 59 5O _ 0 expl— L ByAd|2

Fy1= 80 b b expl— 2 BA )+

+ /69 explial”)] exp[—%EgAtHS)—i- (8.18)
+ 4/ bflo) exp[z’aio) | exp —%E4At]|4>+

b5 0 exp[zaé ] exp[—%E At]]5).

8.3 ASSOCIACAO GEOMETRICA ENTRE pi, p3, p1 E Ps

Utilizando uma associacao geométrica com o sistema de coordenadas esférico

de n dimensoes [76,77], temos

ﬁp,a,)\,‘r = xliLl + $2il2 + -’173ilg + 5134;L4 + $5il5 (819)
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onde
21 = sen (x*)sen (¢*)sen (6% )sen (77, (8.20)

2 = sen (x")sen (¢")sen (6*) cos(7*), (8.21)

23 = sen (x*)sen (¢*) cos(6), (8.22)

24 = sen (") cos(¢*), (8.23)

25 = cos(x"). (8.24)

Associando os termos da Eq. (8.19) com os termos da Eq. (8.5), temos a

seguinte parametrizacao

pr = cos*(x), (8.25)

ps = (1= p1) cos?(¢), (8.26)

pa = (1= pr)sen?(6%) cos(6°), (3.27)

ps = (1 — pr)sen(6")sen*(6%) cos*(7"). (3.25)

Desta forma, podemos escrever S(t) como

S(t) = prv1 + (1 — p1)[1 — cos?(¢*) — sen ?(¢*) cos?(6*)—
—sen ?(¢*)sen 2(0*) cos®(7*)]va + (1 — py) cos®(¢* s+ (8.29)
+ (1 — p1)sen ?(¢*) cos® (6% )vy + (1 — p1)sen ?(¢*)sen 2(0%) cos? (7*)vs
Agora, com a equagao de trajetoria dependo apenas de p; e das fases de
projecao ¢*, 6* e v*, devemos nos concentrar em encontrar a solucao analitica para
p1. Se conseguirmos garantir que o valor de p; sempre esta contido entre 0 e 1,

teremos, em todos os casos, o valor esperado desejado para o problema de controle

quantico.

84 SOLUCAO ANALITICA PARA p;

Para encontrar uma expressao analitica para p;, devemos lembrar de sua

defini¢ao, escrita na Eq. (8.7) e, para efetuar as contas, temos |v;) escrito na
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Eq. (8.12) e |¢(t)) escrito na Eq. (8.18). Neste capitulo iremos omitir os deta-
lhes matematicos pois estes sao iguais aos ja demonstrados para 3 e 4 niveis nesta
tese, sendo agora apenas mais trabalhoso devido ao maior nimero de variaveis. Isto

posto, iremos utilizar de algumas definicoes:
Wiy = Wi — Wy, (830)

onde

_E 31
w; " (8.31)

Também utilizamos as seguintes fases

¢gf) = wo At + (0450) — o), (8.32)
o8 = wa At + (49 — o)y — (2l — o), (8.33)
o) = wn it + (af = af™) = (af” — o), (8.34)
o5 = wan At + (ol = o) = (af” — o), (8.35)
8 = wap At — (o) — o), (8.36)
o) = wpAt — (2 — o), (8.37)
qbégl) = Wy At — (ozéo) — ozévl)), (8.38)
o) = wisAt+ (af) — af™) — (o} — ™), (8.39)
¢é§l) = ws3 At + (aéo) — agvl)) — (aéo) — aévl)), (8.40)

o) = weaAt + (0 — o) — (2l — o). (8.41)
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Portanto, com estas defini¢oes e, efetuando todos as contas para p, obtemos
p1 = [ (t))
= ag’“)bg‘” +(1- a§”1> — ag“) — aff’l) — aévl))(l — b(o) — b(o) — b(o) — béo))—i—

a0+ a0+ a0 20/l (1 ol — o)~ )

» \/(1 IO bgo) O béo))cos( () | /a vl b(O) cos §,1 Nt

+ aff”)bflo) cos( Eﬁl)) + 1/ aévl by COS (vl )+ 2\/ (vl — vl) aflvl) — aévl)
\/(1 A ) ey S {\/ B cos(¢)) + v/ al™ b cos(6(5)
+ 1/ aévl by cos (”1) )+ 2\/ iy, \/ (”1)64 cos( ) (”1 cos

+2\/ O DO cog(0)

(8.42)

8.4.1 AssocIAGAo GEOMETRICA ENTRE o\, a{"’, a{") E a{"

Nesta etapa do trabalho, como ja utilizado varias vezes nesta tese, iremos

: 5 g omia g1 (1) (v) (1) o A :
aplicar as variaveis a; ', as ', ay =~ € a; ~ uma associagao geométrica com o sistema

de coordenadas esférico de n dimensoes. Com tal intuito, propomos o seguinte vetor

ﬁa§v1)7a§v1>’ay1>7aéﬂ1) = Y1y + Yahg + yafz + yang + yshs (8.43)
onde
y1 = sen (y)sen (¢)sen (6)sen (), (8.44)
o = sen (x)sen (6)sen (6) cos(y), (5.45)
ys = sen (y)sen (¢) cos(h), (8.46)
ys = sen (x) cos(¢), (8.47)
ys = cos(x). (8.48)

Lembrando da defini¢ao de |v;) na base de H, Eq. (8.12), podemos associar

os termos de |v1) com os termos do vetor proposto na Eq. (8.43), resultando na
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seguinte parametrizacao

al™ = cos?(y), (8.49)

a§" = (1 - a{"™) cos*(9), (8.50)
ai™ = (1= a{"™)sen(g) cos’(0), (8.51)
af™ = (1= a{")sen?(¢)sen *(9) cos*(v). (8.52)

A mesma técnica é aplicada para os coeficientes do estado inicial, (b; 0), b(o),

bflo) e bé ) ), originando as fases de projecao do estado inicial, (¢g, 0y € 70). Deste
modo, podemos reescrever a Eq. (8.42), obtendo, apds algumas simplificagoes, a

expressao

pr=a{"™b” + (1= af™)(1 = b”)[1 — cos*() — sen () cos(6)—
— sen*(¢)sen *(0) cos™(7)][1 — cos™(¢y) — sen *(¢) cos® (fp) -
— sen ?(¢p)sen(6lg) cos® (7)) + cos?(¢) cos? (¢o)+
+ sen *(¢) cos® (0)sen () cos*(0p) + sen *(¢)sen *(0) cos?(7) x

x sen®(go)sen 2(f) cos (7o) + 2¢/a{™) (1 — ol ) (1 — b) x

x {\/[1 = cos?(¢) — sen(g) cos(6) — sen *()sen >(0) cos?(7)] x

x /1 = cos?(¢o) — sen *(¢g) cos?(flp) — sen2()sen(fy) cos(y0)] x
X c08(¢a1) + cos(6) cos(¢o) cos(¢s1) + sen () cos(6)sen (¢o) cos(6) x
x cos(¢u1) + sen (¢)sen (0) cos(v)sen (go)sen (6o) cos(70) cos(@s1) }+
+2(1 = a{™)(1 = b”)/1 = cos(¢) — sen2(9) cos(6) — sen 2(¢)sen 2(6) cos?(7) x
x /1= cos?(¢y) — sen *(¢g) cos? (flp) — sen 2(gg)sen 2(6) cos? (7o) x
x {cos(¢) cos(¢o) cos () + sen (¢) cos(0)sen (¢) cos(fl) cos(¢az)+

+ sen (¢)sen (6) cos(y)sen (¢p)sen (fo) cos(o) cos(¢s2)} + 2(1 — af”™)x
x (1 = b)) cos(¢) cos(o){sen (¢) cos(9)sen (¢o) cos(0p) cos(us)+

+ sen (¢)sen (6) cos(y)sen (¢o)sen (0p) cos(7p) cos(s3)} + 2(1 — ai"™) x

(
x (1— bgo))sen (¢) cos(f)sen (6) cos(y)sen (¢g) cos(fy)sen (6y) cos(o) cos(dss).
(8.53)
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A Eq. (8.53) é a solugao geral para a varidvel de controle principal p;.

8.4.2 ESCOLHA PARTICULAR: IGUALANDO AS FASES DE PROJECAO

A Eq. (8.53) possui solugao independente da escolha que faremos agora,
entretanto, para facilitar o controle, e diminuir o nimero de variaveis do problema,
iremos fazer uma escolha particular para as fases de projecao dos estados, ¢, 0 e
~v. Temos total liberdade de escolha para estas variaveis, dentro do intervalo 0 e
7/2, e, apds vérias observagoes numéricas, concluimos que a escolha mais adequada
é quando as fases de projecao dos estados estao proximas das fases de projecao do

estado inicial. Isto posto, vamos propor que

¢ = ¢o, (8.54)
0 = 0y, (8.55)
7 = - (8.56)

E importante notar que, como em todo problema de controle, temos multiplas
solucoes para os parametros de controle. Esta escolha particular ird resultar em
uma gama de possiveis solugoes para o problema de controle quantico. Uma escolha
diferente desta, também nos levaria a solucao, entretando, por outro leque de pos-
siveis solugoes do problema. Neste caso em particular, igualando as fases de projecao
com as fases do estado inicial, nossa escolha busca sempre campos de controle com
menor intensidade.

Para simplificar as equacoes, facilitando futuras manipulagoes e também as

simulagoes numéricas, vamos definir as seguintes constantes

g = cos*(¢y), (8.57)

k = cos*(0), (8.58)

r = cos*(). (8.59)
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Desta forma, podemos reescrever a Eq. (8.53), obtendo

p1 = (o1 (1)]?
_ agvl)bgo) + (1 . agvl))(l b( ))[g + ( ) k2 (g — 1)2(1{: — 1)2(7‘ — 1)2+

(g = 10— 1+ 2/al (1= a0 (1 = 601 g~ k-

— (1 = k)r]cos(¢a1) + gcos(¢s1) + (1 — g)k cos(dar) + (1 — g)(1 — k)r cos(és1) H+
+2(1 = af™)(1 = o) (1 = g)[1 = k — (1 — k)r]{gcos(¢s) + (1 — g)k cos(¢n)+
+ (1= g)(1 = k)rcos(ds2)} + 2(1 — af™) (1 = ) {g(1 — g)[k cos(has)+

+ (1 — k)rcos(ps3)] + (1 — g)*k(1 — k)r cos(eésq) }.
(8.60)

A Eq. (8.60) é a expressao final para a principal varidvel de controle, p;,
vide Eq. (8.29). Entretanto, como ja citado em capitulos anteriores, sempre que
tivermos um sistema de N niveis teremos N equagoes de controle, portanto, para o
sistema tratado neste capitulo, temos 5 equagoes de controle. De forma similar ao
realizado para p; pode-se escrever todas as equagoes de controle.

A solucao desta cinco equacoes fornecera os coeficientes aﬁ“"’, que substitui-

dos nas equagoes de |v,), Egs. (8.12, 8.13, 8.14, 8.15, 8.16), resultam nos autoestados
de V na base de H.

8.5 ANALISE DOS EXTREMOS DA EQUACAO DE CON-

TROLE

Desde o inicio da discussao, afirmamos que o método de controle exposto
aqui é geral, portanto, as equacoes de controle para 5 niveis devem ser validas para
sistema com menos niveis. Para provar esta generalidade, vamos simplificar a Eq.
(8.60) para um sistema de 4 niveis.

Supondo que 7 = 0 na Eq. (8.60), ou seja, as projegoes no nivel 5 sao nulas,
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temos
pr=al0 + (L= a™)(1=b)lg* + (9 = 1R+ (9 = 1 (k = D]+
£2y/al™ (1 — a0 (1~ BO)[(1 — )1~ k) cos(aly)+

+gcos<¢3;>>+<1 9k cos(f7)] + 2(1 — ai"™) (1 = 0i") {g (1 — g)k cos(l3) +

+(1— g)(1 — k)[geos(65”) + (1 — g)k cos(pfp )]},

(8.61)

que é a equagao apresentada no capitulo anterior, Eq. (7.41), para o controle de um

sistema de 4 niveis.

Como ja demostrado no anexo A, a Eq. (8.61) pode ser reduzida para

sistemas de 3 e 2 niveis.
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