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Este trabalho consiste de uma analise da condigido

dos sistemas de equagoes lineares e suas consequéncias na
.solucao numérica; estuda as diferentes formas de identificar
o mau condicionamento e os procedimentos recomendaveis para

evitar ou minimizar as perturbagoes da-solucao, oriundas dos
erros de arredondamento, da inadequacao de escala ou da ma
escolha de pivo. Estuda ainda o limite das perturbagoes da
solugao, causadas pela imprecisao dos coeficientes obtidos ex
perimentalmente, caso que ocorre com grande freglliéncia nos

problemas de Geodésia e Fotogrametria.



SYHCPSIS

This paper consists of the analysis of the

}J-

conditions of the systems of linear equations and their
implications in the numerical solutions. It studies the
different forms in order to identify the ill-conditioning and
the advisable procedures to avoid or minimise the perturbations
of the solution deriving from rounding errors, from no sealing
or no piveoting.

It also studies the linmit of the solution's
perturbations deriving from inaccuracy of the experimental
coefficients, This case usually happens in geodetic and

photogrametric problems.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

Ao colocarmos em pratica conhecimentos tedricos, nao
raras vezes nos deparamos com dificuldades nunca antes imagina -
das. Estas dificuldades existentes em todo o campo do conhecimen
to humano sao freglientemente mais difundidas nas Cieéncias Fisi
cas e Tecnologia.

A utilizagdo dos exuberantes recursos que a tecnologia

nos coloca as maos, tais como calculadoras, computadores, biblio

tecas de programas e subprogramas ou mais geneéricamente o

"hardware" e o "software", nos dao a falsa imagem de que  mesmo

na pratica a ciencia matematica nao sofre modificacgoes.
- . .~ . L.
Por sua caracteristica de ciencia exata, as dificulda-

des matemdticas de ordem pratica ndo apenas causam impacto  ao

pesquisador principiante como tambem vislumbram desafiante campo

Fregllentemente o usuaric da Matematica que utiliza uma
calculadora eletronica ou um computador. para resolver um sistema
es, uma vez averiguadas as corregoes do modelo matemati

co, do programa e dos cados e nac havendo discrepancias perspec-
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tiveis dentro de certa expectativa, tende a ter como correta a
solugao encontrada. Outros mais precavidos as vezes ainda verifi
cam os residuos através de uma substituicdo da solugao encontra
da. No caso de um sistema mal condicionado nem mesmo um pequeno
residuo pode assegurar uma boa solugao.

0 tema a que nos propusemos analisar neste trabalho ,
sistemas mal condicionados, & um desses problemas com que nao
raramente se depara o usuario.

Estando conscientes:

a) Das dificuldades de que se reveste o problema, como
bem ressalta o professor Ralston |1| p. 398, "How to calculate -
solutions of Ax = b, as accurate as the data warrant, when the
system is ill-conditioned is probably the single most difficult
problem encountered in the solution of simultaneous linear equa
tions";

b) Das limitagoes a que estamos sujeitos sob o aspecto
experimental quando comparado nosso trabalho isolado a trabalhos
de equipes com elementos altamente especializados nos diferentes
campos de conhecimentos correlatos;

¢) Da razoavelmente escassa fonte de consulta e de ou
tras dificuldades de cunho pratico; nao poderiamos estabelecer
como nosso objetivo a solugao do problema.

Na ciencia em geral e particularmente em Geodésia e
Fotogrametria, o ajustamento desempenha papel fundamental. Ha
quem diga que a histdria da geodésia se confunde com a do método
dos minimos quadrados. O problema do ajustamento de redes | de
triangulacao, de nivelamento e de qualquer forma de observagao
super abundante recai sempre na solucdc de sistemas de equagdes

lineares (ou linearizadas) simultaneas.

Com o progresso que se verifica no campo da computagao

02



eletronica e nos instrumentos de observagao e registro de da
dos, o volume de informacoes cresce dia a dia, semelhantemente
se avolumam os calculos sem entretanto constituirem barreira
intransponivel. Em conseqliéncia cresce o numero de  aplicagdes
dos sistemas e as dimensoes destes sistemas que o geodesista ou
fotogrametrista deve "manipular". Sobrecarregados que estao con
a tarefa de acompanhar o desenvolvimento da Geodésia e da Foto
grametria estes pesquisadores nao encontram disponibilidade de
tempo para buscar, na escassa e '"diluida" literatura, um melhor
conhecimento acerca dos sistemas mal condicionados.

Visando contribuir neste setor estabelecemos como

objetivos de nossa pesquisa:

- evidenciar o problema e suas consequéncias;

- coletar os estudos ja realizados neste campo de
conhecimento e oferece-los ao usuario numa linguagem
clara e simples;

- elaborar um conjunto de procedimentos e cuidados re

comendaveis.

03



CAPITULO II

O PROBLEMA E SUAS IMPLICACOES EM GEODESIA E FOTOGRAMETRIA

1. CONSIDERACOES GERAIS

Sabe-se que a resolugao de pequenos sistemas de equa
coes lineares simultaneas e bem conhecida desde a época de Gauss
e Legendre. Entretanto o desenvolvimento dos instrumentos de
observacao, dos instrumentos de registro de dados e de calculo
tem tornado atual o problema que parecia definitivamente solucio
nado. As necessidades de precisao cada vez mais elevada, de reso
lugao de sistemas cada vez maiores e a crescente aplicacao deste
ramo da ciéncia matemdtica, tem ensejado que matematicos de
renome voltem suas atengdes para este aspecto da Matematica Aplii
cada. Isto tem ocorrido de maneira crescente nas Ultimas déca
das. O primeiro nome, que temos conhecimento, a preocupar-se com
o mau condicionamento foi T.R. HMoulton !2!, em 1913. Desde entéo

& crescente o numero de trabalhos relacionados com o problema.

2. CONCEITOS E EXEMPLOS

Um sistema de equacgdes lineares simultaneas e dito

mal condicionado se sua solugac & muite "sensivel”™ a "pequenas. "

(98]
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variagoes nos coeficientes das incognitas ou nos termos indepen -
dentes. Vé-se claramente que este & um conceito deficiente sob o
aspecto matematico. As expressoes "muito sensivel"™ e "pequenas"
sao vagas. Os sistemas mal condicionados tém a propriedade de
ampliar os erros, quer sejam erros de observagao, de arredondamen
to para representagao decimal, arredondamento da conversao deci-
mal-binario, arredondamento no processo computacional; erro devir
do a perda de digitos significativos em subtragoeg de numeros
aproximadamente iguais ou erro de linearizacao. (%)

Mesmo que o calculo se processe isento de erroc se intro-
duzirmos uma pequena variagao em um dos coeficientes de um
sistema mal condicionado a solugac sofrera acentuada variagdo. Q

sistema de equagoes lineares simultaneas abaixo:

+ X, =
Xy X, 5

Xy # 1,001 x, = 5,003 (2.1)
cuja solugao exata € X, 7 2ex, =3 ¢ exemplo de um sistema mal
condicionado. Se variarmos o termo independente de 5,003 para

4,99 obtemos o sistema:

Xyt X, = 5
Xy * 1,001 Xy 4,99 (2.2)
cuja solugao & Xy = 15 e Xy 7 -10. Nota-se que uma variagao da
ordem do centésimo num dos termos independentes deu origem a
solugao completamente diferente.
Se os erros sao enormemente ampliados num sistema mal
condicionado, torna-se indispensavel uma especial atencao a
toda forma de erro possivel, até mesmo aqueles que. pareceriam

(*) £ usual linearizar uma func¢ac usando os dois primeiros termos

da seérie de Taylor.
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N R . . . N . .
absolutamente despresivels em um sistema bem condicionado, onde
pequenas variagoes nos coeficientes produzem pequenas variagdes

na solugao. Parece-nos Util o exemplo seguinte. Seja o sistenma:

X, + X, = 7
L £
(2.33
X, = X,.= 1
1 Z
com a solugao X, = % e x, = 3. Fazendo variar um de seus Terncs
- L

independentes de 1 para 1,01 teremos

X, + x, =7
1 2
(2.4)
Xy T %, = 1,01
cuja solugao € Xy ® 4,0025 e Xy = 2,9¢75. Variacao da ordem do
centésimo em um dos coeficientes produz variacdes menores na

sclugao. Justifica-se dizer que pequenas variagdes nos coeficien
tes produzem pequenas variagces na sclucdac e que o sistema & banm
condicionado.

Se pretendemos resolver um sistema de equagoes linea
res mal condicionado em um computader, mesmo que os coeficientes
do sistema sejam exatos, dada a conversao decimal-binaria nao
ser exata e ainda devido a limitacao de "bits" por palavra e de

palavras para o armazenamento de cada dadoc, teremos erros que

ampliados poderao afetar a solugao.

3. IA

3

CRES QUE AGRAVAM O PROBLEMA EM GEODESIA E FOTOGRA

»
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Se a solugao de um sistema mall condicionado com coe

ficientes exatos, ao ser computada, pode sofrer variacdes, pode

mos esperar que, no caso de coeficientes experimentais, oriundos



. - .

de observagoes com limitado nUmerc de casas decimais de preci -

sac, a solugao sofra variagoes consideravelmente maiores. Na

realidade isto ocorre nos problemas cujos coeficientes sac de
- ~" - . - 3 -~

origem fisica ¢ ocorre particularmente em Ceodesia e Fotograme-

setores:
a) Serem os coeficientes experimentais e, muitas vezes,

com poucas casas decimais incluindo nestas uma incerteza

e

b) As dimensoes dos sistemas que se originam no ajusta-
nmento de redes de triangulagao, de nivelamento, de aerotrianpgu-
lagao e outros sao, em geral, encrmes. Como frizamos anterior -

mente, ha uma tendencia dos

o+
o

0]

crescer com o aperieicoamen

computadores e desenvolvimento tecncldgico em geral. O nUmero -

<2 o S

de operagoes aritmeéticas necessarias para resolver um sistenma
de equacgCes por um determinadc meétodo, é geralmente fungao da
ordem n da matriz dos coeficientes, fungzo esta que quase sem
pre envolve a poténcia cibica da ordem. Por exemplo, se o
método adotado for o da eliminacdo de Gauss teremos:
n  divisoes
1 3 2 1 Leinis
0 +n -3 N multiplicacoes e
1 .3 2 5 .- e
zn 4+ -¢ D adigeoes (%) |
m ge nos meto diretos xatos o I ham
E ral nos todos diretos ou exatos, come também sao ch

dos, o numerc total de operacoes nac varia muito. Vemos portan-

< ~ -

to que o nimerc de Operagoes necessarias para resclver um

(%) Para obter o numero de operagoes para di

ver !3] p. 100.



sistema de equagoes cresce com ¢ cubo da ordem do mesmo.

Por outro lado ac introduzirmos um trabalhe de conside
raveis dimensoes num computador, temos sempre de nos preocupar -
com a economia de memoria, para evitar "estouro". Devemos entao
optar entre precisao simples ou precisdo estendida, lembrando -
que para © primeiro caso temos um menor numero de digiteos binari

os ou decimais, enquanto no segundo temos um gas

ct

c de meméria’
consideravelmente maior.
Se pretendemos, por exemplo, efetuar o seguinte produ

to interno

ol
<4

1 @ b: (2.5)

w

it
[
1>

0s calculos sendo conduzidos em "ponto fixo" e o computador uti
lizado tendo acumulador que efetua o arredondamento de cada

produto, o valor obtido para a (2.5) sera:

S = igl a; bl + €
(2.86)
lels 5 ¥ 27t

- bd - . . - .

onde t e o numero de digitos binarios e € erro de arredondamento.
Se o computador dispde de recursos para efetuar ¢ somatorio em
precisao estendida com um soO arredondamento final, entao o

limite supericr de erros € cail para:

1 —h
EEES-2—2 - (2.7)
Este & outro fator que deve ser considerado na .opgao, uma vez
conhecidas as possibilidades do computader a ser utilizado e

que, as vezes, pode vir a exigir a precisao estendida. Felizmen-

te a maioria dos computadores modernos permite o arredondamento

[}
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Unico com o limite (2.7) para o erro de arredondamento. Entre -
tanto o limite de erros de arredoncdamento pode assumir a forma
(2.6) onde o fator N, num grande sistema, € um numero enorne.
Isto pode ocorrer nos problemas de ajustamento e afetar sensi -
velmente a solugao, principalmente se o sistema é mal condicio-
nado. (%)

c) Freqlientemente ocorrem nos problemas de Ajustamen-

o)
oot
v
o’
j¢SR]
o]
0
fut
O
H
fte
jou
o
U
3
)
193}

to, modelos matematicos como Tlx) = £,
Tais modelos sao linearizados pela série de Taylor, no casc do
modelo acima, por exemplo, resultando Ax + £ = v onde A é u'a

matriz retangular m x n de coeficientes dada por:

~ -

ar

| 1

A_\ = = .
ax .

a .
X_ =X 3t

a’'o m

X .

sendo Fi a i~esima equagao nao linear; x o vetor das correcdes

-

aos parametros aproximados dados pelo vetor X3 © vetor £ e

2

fungéo dos valores observados e de Xos €5 V & o vetor das corre

goes aos valores observados. A equagac Ax + £ = v & resolvida -

Py

'5]. A aproximacdc realizada

pelo método dos minimos quadrados
utilizou apenas os dois primeiros termos da série, o que acarre
tou erros nos elementos da matriz A.

d) No sistema m x n, Ax = b, inconsistente, o vetor

(*) Semelhantes considera¢oes para computagac em ponto flutuan-

tes sao feitas por Wilkinson |uj.

<D
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x que minimiza a soma dos quadrados dos residuos r = b - Ax &
dado por:

- l ,
x = (ATA)  ATh (2.8)

m

desde que A*A seja nao singular. Ocorrem aqui dificuldades pré
ticas dé mau condicionamento. Consideremos um caso particular
onde A seja quadrada e numa escala adequada (¥*). Neste caso a
condigao da matriz A, como veremos no cap. 1V, pode ser indica-
da por det(A) (**) e a condigdo de ATa e, semelhantemente indi
cada por det(ATA) = (det A)2. Ocorre que o determinante de u'a
matriz normalizada sera sempre menor ou igual a unidade. Conse

qlientemente:

det(A)> det (ATA) (2.9)

o que indica pior condigao para a matriz simétrica.
No caso em que a matriz A é retangular m x n, m > n,

temos:
det(ATA) = 5 (det Ap)2 (2.10)

onde AP s3ao todas as submatrizes quadradas de ordem n que pode-
mos obter de A. Se o maior det AP for pequeno comparado com a
unidade, o det(ATA), dado pela (2.10) sera em geral menor ainda
indicando que novamente a matriz simétrica é pior condicionada.
Taussky |6|, demonstra que a condigao de Ata & pior que a
condigao de A para A quadrada, usando os numeros de condigao

(%#%%) de Neumann-Goldstine e os numeros de Turing.

(*) Veremos no capitulo IV adequagao de escala.
(*#%) Determinante de A pequeno indica mau condicionamento.

(*%%) No Cap. IV serao estudados os numeros de condigédo.
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Os sistemas com os quails trabalhamcs em Geodésia e
disciplinas afins sao, na esmagadora maioria, sistemas de equa-
¢oes normais, portanto com matrizes simétricas e definidas posi

tivas |13}.

Os fatores indicados vem reforcar a necessidade que
tem geodesistas e fotogrametristas de algum conhecimento da mé
condigaoc e das perturbagoes da solugado que ela nac produz, mas

amplia.

4. A QUALIDADE DA SOLUCAO DE UM SISTEMA

Frequentemente somos encorajados empiricamente a
testar a qualidade da solucao de um sistema de equagdes linea -
res pela grandeza dos elementos do vetor dos residuos que se

origina da substituigao das incdgnitas por seus valores calcula

dos. Por exemplo, © sistema Ax = b,
Xy + 10 Xy = 11
(2.11)
10x, + 101 x, = 111

1 2

cuja solugdo exata. e Xy = %, = 1, normalizado (#) se torna:

0,0895 x; + 0,995 x, = 1,0845
(2.12)
0,0985 x; + 0,995 x, = 1,0937
e o determinante deste sistema & ~ 0,001, o que indic mau

condicionamento. Se tomarmos o vetor de componentes Xq= 1,001

(%) No Cap. IV veremos alguns métodos de normalizagdo.



X, 1,01 como solugd@o aproximada teremos o vetor de residuos :
r, = 0,01; v, = 0,01 e tomando xi = 11,1 e xé = 0, solugao
completamente absurda, o vetor de residuos sera: r, = 0,01 e
ré = 0. Vemos que neste exemplo a solugao aproximada tem  para
soma dos quadrados dos residuos o valor 00,0002, enguanto que
uma solucao completamente absurda produz como soma dos quadra
dos dos residucs o valor 0,0001.

£ facil entender analiticamente o fendmeno. Para isto

consideremos o sistema n x n, AXx = b & sejam X e X solucdes e
) J G

xata e aproximada respectivamente. Teremos entao:

como b = Ax, podemos escrever

X - X = A “p, (2.13)

Desta Ultima igualdade vemos que pequeno residuc naoc implica em
pegquena discrepancia entre solugdes exata e aproximada. Portan
to a anidlise da qualidade de uma solugdo ndoc pode prescindir de
algum estudoc da condigdo. Segundo o doutor Disemann |7| o mau
condicionamento € um dos maiores obstaculos para a precisac das
solucoes dos sistemas de equagoes lineares. Tal problema vem
preocupando pensadores de elite das grandes industrias da compu
tacdo e de outros ramcs da Matemiatica Aplicada. Pocdemos enfoca-

141

a", tais como: identificagao -

ct

lo por diferentes "pontos de vis
do mau condicionamento; estimativa de cuais as implicacoes na

solucao dos erros dos coeficientes; analise dos efeitos dos
b

193]

erros de arredondamente oriu

3
ja¥

los do processamento em diferentes

precisoes e modos computacionais e finalmente té&cnicas para

et
]
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REQUISITOS BASICOS
1. DERIVACEAD MATRICIAL

0

tens da Matemat

os itens que consi

encontrados en

te literatura que

te para nosscs usuarios da

1.1. Conceitos

Facilmente enco

i

¢ao matricial, nos textos d&

triz cujos elementes y.

* <
A

(=8

derivada de primeira ordemn

“r

Y

4

das dimensoes ce
ra ordem em relacac a x cos

ou seja:

entao

O

, cujos elem

ntrames o

=3

Calculo

de Y em relacgac a x

corresp

o]
g



day _ a
i [ g yij(x)J (3.1)

Entretanto estames interessados numa derivagao mais
generalizada, onde a variavel independente & também u'a matriz .
e onde a matriz Y pode ser: soma de diversas natrizes, procuto
envolvendo a matriz variavel X e sua transposta X e ainda matri:
zes constantes A, 2, C, ...; matriz inversa de ¥, etc.

Dois tipos de derivagao matricial sao ¢z particular
interesse:

a) Primeiro tipo: derivada da matriz Y retangular =<

x £ em relagao a um elemento pré-fixado X, da matriz ¥ também
retangular r x s. Lste primeiro tipo é uma generalizacio, sob

certo aspecto, para a derivagao inicialmente definida (3.1). Pa

ra representa-lo usaremcs a seguinte notacao:

0Y o s
3y 2 Y 5
> T Vi3 :!'—“L (3.2)
mn mn B L m|an
com i =1, 2, +eos ke J =1, 2, ..., L.
£ facil notar que quando a matriz X degenera em um escalar a

(3.2) se particulariza em (2.1).

b) Segundo tipo: derivacda de um elemento pré-fixadc

O

ypq da matriz Y em relacac a matriz X, i.e., derivada de um

escalar em relacao a u'a matriz, representada por:

3 rs 3
ypq = [ - - ir.__..__y;.r)oﬁ .! ( 3 3 )
ax 3x..| “pg 3% | ;
ij F ! 13
i . L i
comi =1, 2, ..., vre j=1,2, ..., S.

Observe-se que em (3.1) e (3.2) a derivad

fu
ot
0]
o]
U}

It
1]
%)
L
[t
ey

mesmas dimensoes de Y e erm (3.3) as mesmas dimensaec



Vamos exemplificar o primeiro tipo, quando parficu-
larizado para (3.1) com fungdes transcendentes, entretanto a
aplicagao da (3.2) e (3.3) restringir-se-& a matriz Y, envolven
do multiplicagoes, adigoes etc. como especificado acima, Te

mos interesse numa forma sistematica da derivacda de tais procdu-

tos.

Exemplo 1. Seija:

Y = | ‘ ‘
senx log x eX ‘
- e |
r -
|1 9X2 -19x &
Y _ 4y _
ax T Tdx = L -1 N
mn cosx x e
Exemplo 2. Sejam:
ypq - X11X32 - Xalxlz um elemento pré. -
fixaco de Y e
r B
X1 12
- | |
X2 %1 *pg,
P g
b x X i
31 32
L g

a matriz variavel. IEntao o seguncdo tipo de derivag2o nos cara:

r "
_ . | %32 'X31£

2y B i |
Bqu == Ypg B 0 o
|
|12 11



Exemplo 3. Sejam A, X e Y tais que:

§ . ) ,
11 %12 %13 11 T12
A= s KOE Xy Xy
%21 %22 azgj . «
- %31 “32]
211711 7 212%21 T Fag¥a1 @p1%i2 2% ! a13X321
Y = | l(3.u
- 1
221711 T F22%21 T %23%31 1%z * 222%02 * 323%32)
-
Efetuando o primeiro tipo de derivagado de Y dado
pela (3.4) temos:
laj; O [0 all]
R4 = I 2 = 1 | 5 ete
aX T 2 ax - >
]
11 ay; O 12 Lo 31
onde o numero total de matrizes resultantes da derivacao sera

r x s. (Lembrar que r e s sdo numero de linhas e colunas de X |,

no exemplo acima 6). Estas seils matrizes podem ser representa =

3

das, genericamente por:

aY -
"% = A Jmn (3.5)
mn

sendo an u'a matriz de mesmas dimensces de ¥, portanto r x s ,
il

con todos elementos nulos, exceto o (m, n) - é&simo elemento que

e igual a unidade. Cada uma das r x s matrizes tem as mesmas

dimensoes,k X £, de Y.

17



Efetuando o segundo tipo de derivagao de Y dado

pela (3.4) teremos:

all 0 0 all
dy ay
11 . 12 _ )
=X T %12 O s Ty = |0 ap,| ;5 ete
a13 0 0 a13
b J L .

o numero total de matrizes resultantes da derivagao sera k x £ ,
lembrando que k e £ sao dimensces de Y, no exemplo acima Uu. Tam

bém estas podem ser genericamente representadas por:

y T

sendo qu u'a matriz de mesmas dimensoces de Y, portanto k x £ ,
com todos elementos nulos, exceto o (p. q) - é€simo elemento que
¢ igual a unidade. Cada uma destas k x £ matfizes tem dimensoes
r x s, neste exemplo 3 x 2, portanto as mesmas dimensoes de X.

Usaremos letras mailsculas para representar matri
zes, minlsculas indexadas para escalares e nao indexadas para
vetores. Y, U, V, ... representarao matrizes cujos elementos sao
funcoes de X3 5 de X e A, B, C, ... sao matrizes cujos elementos
independem de Xij de X.

Além das matrizes Joo e qu definidas, necessitare-

T

-~ . T
mos, na seqlencia dos assuntos, de suas transpostas, Jnm e qu.

1.2. Derivada de u'a Matriz Constante

Seja:



para qualquer a de A e qualquer x de X temos:

i) mn

Wiy o, P

Exmn X 1n
lego:

Y Gl ] .

= - Veal =0 () 3.7

LE ahmﬂ | lJJ
e

pq . [ 2 ]

Lol

estas duas Ultinmas relagdes, (3.7) ¢ (3.8) sdo respectivamente -

primeiro e segundo tipe de derivagao anteriormente referidoes.

1.3, Derivada de u'a Matriz em Relacdo a si Mesgra

Seja:

texs o)

para qualquer y,. de Y e qualquer x de X teremos:

13 mn
lsei=me3d=n
ayij _ Bxii _
9% 0n L. 0 nos demais casos
Y D ) ] d ’ ]
= Vesl = - Mas| 2 J (3.9)
LS. 9% L71] My LoLd mn
2y > ] "3 ]
H = - X = K (3010)
) TRy | Tpa PRii| pa pa

(%) Representames por 0 tanto a matriz como o elemente nulo.



onde as igualdades (3.9) e (3.10) dao as derivadas respectivamen

te do primeiro e segundo tipo.

. N . ST ~ ,
1.4, Derivada da Matriz Transposta X° em Relacao a

Matriz X.

m

Seja Y = Xl, para qualquer yij de Y temos:

e para todo y.. ¢e ¥ e todo X de X podemos escrever:
1) mn

lseJ=meiz=n

L
axmn aan 0 nos demais casos
logo:

Y Xt 3 T

3X__  ox TOAX [xji] * Jom (3.11)
mn mnn mn

dy [ d [ d
g - - X = KX (3.12)

X a~..‘ y X . . N .

Al]) Pq ! i3 QP qp

sao as derivadas, primeiro e segundo tipo, da matriz transposta

de X.

1.5. Derivada da Soma e da Diferenca de Matrizes.

Seja:

Y
"

U+ V - W = [u.. + v.., - w..}
1] 13 1]

para qualcuer y].j de Y e qualquer X n de X, lembrando o referido

1

no ftem 1.1. anterior de que os elementos de U, V, ... sao fun
¢goes de x, termos:

Byij

% Thx Ui F Vig T Wi !T éil * axl"J 5%
P mn mn 1] J J ““*mn mn mn
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0
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e
4
<
gvl
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I
<
Lo
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f
b
H
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Lo
[
Yo
0
+
—
w
x<
,J
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L

d ]
w : W
éxqj pa
reij =1, ..., 8 e gualquer ypq de Y. Temos:

Derivada do Produto de duas Matrizes.

(3.13)

IV dw
(3.14)

Sejam U e V de dimensces ¢ x d e d x e respectiva -

mente e Y tal que:

: ]
Y = UV = jy..l =] T, u, v _.
1]J s=1 "is 'si
b A
eomi=1l, ..., ce j =1, ., . Assim a derivada de unm
, e@m relacac a um escalar x >ra da sPok:
lar yij em relagac a um escalar x__ sera dada por
dyys 2 g d au,_ g 3v_.
s (%, u, v )z I, =2 v + I, u e
o= o o= X S :l S 9,
meﬂ axmﬂ 521 Tis s3] 321 3 mn j 5 is X n

qualquer que seja yij de Y e x

™3



aY . _ou aV

3% %~ ¢t U3 (3.15)
mn mn mn
é o resultado para o primeiro tipo de derivacdo e:
9oq 2 d  du__ d v
D G %53 Yoq = sk —r Veq * sE1 Yps —v— (3.16)

o resultado para o segundo tipo. Da (3.15) e (3.16) vemos que a
derivada do produto de duas matrizes varidveis & igual a- soma
dos resultados das derivadas nas quais se considere primeiro u

ma, depois outra variavel como constante.

1.7. Aplicagoes e Exemplos Particulares.

Consideremos inicialmente o produto entre duas ma
trizes, uma constante, outra varidvel. Seja A de dimensdes ¢ x

d, X,d xe e Y = AX. Da (3.15) temos:

3Y A X
% T aw o~ Ay =0 Ay
mn mn mn
gi = AT (3.17)
mn -

da (3.16) temos:

Bypq d da < d axs a axsq
3% T skl 3T Ysa sty s TBX T 0+ Iy %ps TIX
donde:

aypo T

5% = alelq + ap2K2q + ... * adedq = A qu
portanto:

N
N



“EXR*' = ATK (3.18)

Consideremos ainda a derivada do produto entre duas
matrizes uma variavel outra constante, na ordem inversa da ante-~

rior. Seja Y = XB. Da (3.15) temos:

D SV ) S 5
9X ax IxX mn
mn mn mn
portanto
Ch =J B (3.19)
ax mn
mn
da (3.18) temos:
3y, d B a 3b 4 Ax
} = T { S l -
3% s&1 TAX  Psq * osi1 Xps TIX s¥1 3% Psq O
e
oy -
—d = B* (3.20)
9 X Pq

m

- l -
De modo analogo, se Y = AX~ obteriamos, respectiva-

mente para os dois tipos de derivacao:

¥ - adt (3.21)
9X nm
mn
e
oy
P9 = x" A (3.22)
-8 A qp
T -
e para Y = X B teriamos:
GRS S (3.23)
8 X nm
mn
e
3y T
—k3d = B K (3.24)
o X ap

[N
(98]



1.8. Regra Pratica para Derivacao de Produto Envol-

vendo as Matrizes X, XT e A, B, C, ...

S3o Uteis as seguintes regras para obter a derivada
do produto de matrizes.

a) a derivada do produto de matrizes tera tantes
parcelas quantos fatores variaveis tiver o produto;

b) cada parcela & obtida considerando todos os fato
res como constantes, exceto um variavel.

Para o primeiro tipo de derivagao; em cada parcela:

¢) substitui-se a matriz variavel X ou XT por J ou

JT respectivamente.

Para o segundo tipo de derivacao; em cada parcela:
c¢') substitui-se a matriz variavel (Unica) X ou X"
T . .

por K ou K' respectivamente; ao substituirmos X por K tomamos a
trangsposta do produto que precede e do que segue a variavel subs
titulda; ao substituirmos XT por KT aplicamos uma inversao da
ordem do produto entre o conjunto de fatores que preceden a
variavel e esta, e novamente inversdo da ordem do produto deste
resultado e o conjunto de fatores que segue a variavel.

Usando as regras a) b) e c) podemos obter a deriva
da do primeiro tipo, enquanto que usando as regras a) b) e c')
obtemnos a derivada do segundo tipo. Omitimos ao formular estas
regras e omitiremos a seguir os indices das matrizes J, JT, K e
X" que s3o sempre indicados pelas mesmas letras. Também o elemen
to pré-fixado X o de X ou ypq de Y, passarac a ser representados
por <X> e <Y> respectivamente.

As deducoes referentes ao primeiro tipo de deriva
gao sao obtidas de modo bastante simples. Ja as referentes ao

segundo tipo nao sao tao facilmente obtidas. Algumas destas dedu

cdes podem ser encontradas na ref. |9

(3]
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Podemos ainda obter as derivadas do segundo tipo a
partir das de primeiro. Isto & Util uma vez que as regras a), b)
e c) referidas sao aplicaveis nao apenas ao produto referido s
mas também ao produto envolvendo a matriz inversa X-l e fungao -
de fungao. Assim a regra dada abaixo juntamente com aquelas tres
primeiras tornam-se mais abrangentes.

Dada a derivada de primeiro tipo podemos obter a de’
segundo procedendo do seguinte modo:

d) substituimos J e gt por K e KT respectivamente;

e) tomamos a transposta do pré e pos-multiplicador

de J;
f) o pré e pos-multiplicadores de 3T tornam-se pos
e pre-nmultiplicadores de kT,
A suscinta exposicdo dos Itens precedentes nos per
mite efetuar derivacoes matriciais usuais em Ajustamento de Ob

servagoes, Estatistica e Regressao.

1.9. Tabela da Derivada Matricial

Com bases nas regras praticas de derivagd3o podemos
facilmente obter os resultados constantes da tabela que ‘- : 5e
gue. As formulas assinaladas com * s3o obtidas conforme exposi -

cOes dos itens 1.10 a 1.13.

25



TABELA DE DERIVAGAO MATRICIAL DL PRODUTOS E FUNGCAO USUAIS

y i (19 TIPO) 23X (20 TIPO)
AR 0 0
AX A ATk

XX XJ + JX xTk + xxT
YA JA xal
NG AsT XTA

XL A ITa AxT

XXT JXT + XJT KX + KTX
XTx JTx + xtg xxT + xx
xTxT JTxT & xTgT xTkT 4 kTxT
ABC 0 0
ABX ABJ BTATK
AXX AJX + AXJ aTkxT + xTaTk
XXX IXX + XIX + XXJ kxTxT o+ xTkxT o+ xTxTx
AXB AJB ATks?T

XAB JAB KBTAT

XXA JXA + XJA kaTxT + xTxaT
ABXT ARJT KT AB
AX'B N BK A

xTAB JTAB ABKT

2€



Y -%%y;— (1° TIPO) 22 (20 TIPO)
Axxt | v» ax" + axaT aTex o+ Tax |
XX"A axTa + xaTa | KATX‘+_AKTX
xTxA_ | | Txa v Zoa | | | xAkT‘+ XKAT
xTAx , 2A£ é.
w1 s x il C o bHTrr LT s

212 e 7 = ax ITAT7 + 270 ATzxT 4 ATZK» .
¥ :éi x® gxnmsTd | Zéé koo s
!

1.10. Derivada da Forma Quadratica

Se a matriz X for particularizada para um vetor colu
na x e A for u'a matriz simétrica, y = xTAx constitui uma forma
quadratica, de grande aplicagéo em Ajustamento. y € um escalar.
Efetuando o segundo -tipo de derivagao e usando a notagao simpli

ficada temos:

a<Y> _ 9<y>  _ T T
X T T x = AxK™ + A"xK

. . ~ T .
como vimos, K tem as mesmas dimensoes de ¥ e K° as mesmas dimen
~ . T . . .- .
soes de Y, logo 1 x 1, ambos iguais a unidade e podemos escre

ver:

3a<Y>

- T - T
T}T—-AX+AX (A + A") x

m
4
como A = A" temos:

—— = 2AX (3.25)

27



1.11. Derivada da Inversa de X.

-1

Se Y = X 7, as derivadas do primeiro e segundo tipo

de Y serao obtidas através das regras de derivacao vistas e da

. . -1 - .
identidade I = XX 7. Como I e matriz constante temos:

o I _ _ 9 wyv—1lsy _ -1 L. 3
8<X> - O - 3<X> (XX ) - JX + FAS
logo
> Xb 1)
I<X> - !

e usando as regras d) e e) do Item 1.8 temos:

1.12. Derivada da Funcao de Funcao

Seja Y = 272 e Z = AX temos:

7T T

BY _au. J.BZ
3<xX> T 3<X> Z+ 1 A<Y>
como ZT = XTAT e
T
3 z° _ .T.T 2 7
RS TS

podemos escrever:

rr'
o IEAT7 + 7%Ag

e aplicando as regras d), e) e f) temos:

22 = aTox® + aTax

(3.26)

(3.27)

(3.28)



1.13. Derivada da Poténecia n, Inteira de X

e

Usando as regras de derivagao do produto, podemos,

facilmente, obter a generalizacao para n fatores., Convenciona -

o .
mos X = I. Genericamente temos:

a Xn _ n~1 s
a<A> g§0 Y
e
n n=-
9<X'> iy
a X had § (l! )

(3.29)

(3.30)

2., HORMAS VETORIAIS E MATRICIAIS

Ao estudarmos a condigao dos sistemas de equagdes

e os erros absolutos ou relativos decorrentes da solugao,

culada para estes sistemas, teremos necessidade . de

cal-

representar

por um Unico nimero a grandeza de um vetor ou de u'a matriz, -~

Com este objetivo introduzimos a seguir alguns conceitos e

propriedades das principais normas vetoriais e matricialis.

2.1. Normas Vetoriais
Em geral a norma de um vetor x € um numero nao
negativo [|x||, que satisfaz as condigdes:
Hxlls g (3.31)
para qualquer x # 0 e |]|0l! = 0
Mxx!! = 1] x| (3.32)
para qualquer k numérico
Hx + yllslx] + 1yl (3,33)

N
(]



esta Ultima comumente chamada desirualdads triangular. Das con
digoes (3.32) e (3.33) deduz-sz Ffacilmenta cue:
VR O I SO O T
Lix=yilz]lx Lyl
e (3.34%)
l N I I B
Hy=x{>i ==yt
Consideremos os seguintes casos particulares:
a) o vetor x degeneracdo em uma sO componente., Um

nimero nao negativo adequado para representar sua grandeza se

ria o seu mocdulo !x!.

b) o vetor x com duas componentes. MNeste caso al

guns dos estimacdores de sua grandeza seriam:

BN e 1
f‘lxlll - :xllx + !X21,3
1/2
il l o= 1y 12 4 1y 12 .
R I 'ikll + ile >
EIXII = max !Xi} 5
1i=1,2
c) o vetor x com treés componentes. Sua grandeza
poderia ser estimada por:
! !
il = Il e Dl o+ Ikl
Pixtl o= {?y 12 k1% ik Kiey
IR L‘ Y1 2 3 | b
1 3—\1/3
! - w 17 ! .
et = g 1P e, 13 113
1t - v
el ] o= max x|
1=1,2,3



Dos exemplos depreencde-se que ¢ possivel uma

definicao geral cde norma de vetor de dimensac genérica n como:
: “n k11/k%
1 -
Pixlt = {.;11X.§ 1 (3.35)
Xk Pizaesic !

»

e das normas definidas pela (3.35) sao de maior interesse para o

t

nosso trabalho as definidas para k = 1,2 e », onde |!x!| & in

? ©
terpretada como o maximo }xif; a §}x§}2 ¢ o comprimento do vetor
X ou norma euclideana e EEx}}l & a soma dos mddulos das componen
tes do vetor. Istas normas satisfazenm as condigodes (3.31) s
(2.32) 2 (3.33) e entre estas normas se verificam as seguintes
desigualdades:

Pl ¢ ixll ¢ n gl

R R RS i i o0

Hixll < !!x¥§25 /mlix!l (3.36)
== lxl el xd ] sty

/n

2.2. Normas Matricilais

Define-se norma de uma matriz quadrada A como um

ndmero nao negativo !IA!ll que satisfaz as condigdes:
Pialis o
para qualquer A # 0 2 10!l =9 ()

(*) Lerbrames cue 0 represente ratriz nula ou elemento zero

conforme o contexto o exija.



para cualquer c numérico

PIA + plitgitatt 4!

[ TN N B B

chamada desigualdade triangular e

t RPAE ' :
LA jshialt Pint

i i

desigualdacde de Schwarz.

Uma norma vetorial pode ser associada a correspon-
dente norma matricial. Isto & de grande utilidads uma vez que

vetores e mairizes ocorren relacionados num mesmo problema, Lste
relacionamento fica assegurado e as normas, vetorial e matrici

al, sdo ditas compativeis se esta Ultima satisfizer a relacgdo:

{
Axiieliall ] x)] (3.28)

¢ a norma matricial e dita subordinada se:

As normas matriciais subordinadas as trés normas

vetoriais acima sao:

¥ i .
51!‘[‘*2:1 = nax (z Ea13}) (3.40)
] 1

chamada norma de coluha:

ffA!fq = max (X;) (3.u1)
«.) l<i<n e

chamada norma espectral e
11
plall = v i
tiall = max (3 ;ai.[) (3.u2)

3 J

{
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que € chamada norma de linha. Na (3.41) 1. € o autovalor de
AgA, sendo AH a transposta hermitiana.

Sao ainda de uso comum, as seguintes normas:

1/2

' 1/2
2 1
[A] | = (2 Ja,]%) =
Al 13 1]

tr (AHA)' (3.43)

H

onde A" € a transposta conjugada de A. Esta norma é chamada nqg'

ma euclidiana;

1Al = max [ag,l (3.u4)
norma absolutaj;
M (A) = n max laijl (%) (3.45)
a norma euclidiana é freqilentemente representada, para A real
por:
: 21172 T |1/2
N (A) = |zlaij| l = 'tr A A’ (3.46)
Todas as normas acima satisfazem as condigoes

(3.37), com excegao da norma absoluta que nao satisfaz a quarta

daquelas condigoes, satisfazendo em seu lugar a condigao:

| [ABl |, < n[|A][, |1B]], (3.47)

A norma matricial M(A) € compativel com as normas
vetoriais definidas pela (3.35) para k = 1, 2 e », e N(A) e

compativel com a norma vetorial euclidiana.

2.3. Relagao Entre Normas

Entre as diferentes normas definidas acima se veri

ficam desigualdades, algumas das quais relacionamos abaixo |11}.

(*) Alguns textos omitem o fator n na definigdao de M(A).
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3. ERRO DE ARREDONDAMENTO

A todo pesquisador gque manipula valores experimen -
tais & comum o conhecimento funcdamental da Teoria do Erro. Assim
seria desnecessario determc-nos em conceitos como erros absolu -
tos ou relativos; erros grosseiros, sistematicos ou acidentais
e outros conceitos basicos ou ainda no método dos_minimos quadra
dos. Parece-nos Util breve consideragao sobre os erros de arre -
dondamento. Iste erro nao constitui geralmente problema serio

para trabalhos cujo volume de calculc é pequeno ou maédio. Portan



to, sO mais recentemente, tem merecido maior atencdo por parte
dos pesquisadores, uma vez que sC modernamente tem sido possi-
vel e freqllente a resolugac de problemas com grandes volumes de
calculos.

Conforme frisamos anteriormente, em Geodésia e
Fotogrametria o problema de Ajustamento de uma rede de triangu-
lagao, de nivelamento, de gravimetria ou ainda de uma faixa ou
de um bloco aerotriangulado € enorme. £ grande portanto, o
volume de calculo empregado na resolugEo de tais sistemas e
conseqllentemente se justifica que dediquemos alguma atencao aos
erros de arredondamento, que particularmente num sistema mal
condicionado assumem aspecto muito significativo.

Tendo o mau condicionamento a propriedade de ampli
ar os erros, estes, ainda que pequenos devem receber especial a

tengao desde os sistemas de dimensdes medias.

3.1. Modos Computacionais

De um modo geral, poderiamos dizer que os proble -
mas cujos erros de arredondamento justificam uma andlise mais
cuidadosa, seriam problemas cujo volume de calculo justifica -
também a utilizagdo de um computador digital em sua solugdo.

Sao dois 6s principais modos computacionais: ponto
fixo e ponto flutuante,

Em ponto fixo, o valor calculado x, deve estar
sempre no intervalo [-1, 1] (%*). Em geral cada nimero terd um

nimero fixo t, de digitos binarios. Se for necessario trabalhar

(*) A rigor o intervalo e aberto ou semi-aberto. Considera-lo

fechado simplifica o raciocinio.



.~ . t
com precisao superior que uma parte em 2, pode-se empregar pre

cisao miltipla, i. e., com miltiplos de t digitos binarios.
Em ponto flutuante, cada nimero x & representado

por um par ordenado (a, b) tal que:

(a) (3.u8)

onde b & um inteiro positive ou negative e a é tal gue:

1 1
-5 2 a > - 1 ou — < a <1 (3.49)
<
aqui novamente os intervalos, a rigor, nao sao fechados, mas

esta consideragdo evita minudencias desnecessarias numa  visdo

geral do assunto.

3.2. Formas de Anzlise de Erros

Quando calculamos um valor x a partir de valores
as dados, calculo este que consideramos envolver apenas as ope
ragoes fundamentais, podemos representar este passo, pela equa
gao:

X = g»(ai) (3.50)

-

comi =1, ..., n. Como no processamento ocorren erros de arrgv
dondamento, o valor calculado que obtermos € X & nac X.

A maior parte dos textos estabelece comc princi-
pio-da analise dos erros, a comparagio entre X e x, forma de
analise que Wilkinson 4| denomina FORYARD, na gual tenta-se ob
ter limite para |x - x|, para cada passo.

A forma de analise que parcce mais eficiente enr

nosso trabalho & aquela na qual o prinéipio bdsico consiste em

admitir que, nun dado passo, o valeor calculado % € o valor exa

)
[5>]



to x para a equagao:

x 2 g (a; +e,) (%) (3.51)

i=1, ..., n, e entao procurar estabelecer limites para €
Esta € a forma de analise, por Wilkinson denominada BACKWARD.
A andlise pode ser aplicada a qualquer dos modos

computacionais referidos: ponto-fixo ou ponto flutuante e para

distingui-los usaremos:

d fi (ab + ¢)

ou (3.52)
f2 (ab + <)

A
"

respectivamente.

3.3. Erros de Arredondamento na Computacao em

Ponto Fixo.

Na adigao e subtragao, se matematicamente, ¢ = a +
b, entdao o valor calculado sera c = a + b, 1. e., nao existe erro
de arredondamento na computagao, nas operagoes de adigao e subtra

gao. E facil compreendé-lo pelo exposto no item 3.1 deste capitu
lo.

Na multiplicagao de fatores de t digitos situados no
intervalo permitido para ponto-fixo, o produto, exatamente repre
sentado, tera 2t digitos. Sua representagdao em t digitos implica
ra numa aproximagao de até 5 unidade da ordem t + 1 ou 0,5 unida-
de no algarismo de ordem t. Portanto o arredondamento é equivalen
te a até 1/2 27% (%), A notagao posicional, para una base

genérica pode ser representada por:

(*) 0.sinal de identidade € empregadc para indicar x calculado.

(#%*) Se se tratar de t digitos no sistema decimal e arredondamen-

to & 1/2 10°°F.
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= 3 2 o

1 2

- - -3
+ C_yb 7+ C_,b7% C_gb7 ¢ L.

onde b E a base do sistema e Cy um inteiro pertencente aco inter
valo [0, b). Entretanto estaremos nos referindo ao sistema bina
rio, b = 2 usual em computagdo e as vezes exemplificando no
sistema decimal, b = 10 para maior clareza.

Se matematicamente tivermos:

C = ab

o valor computado sera:

C=ab+ ¢ (3.54)
e
le] g3 27° (3.55)
Por exemplo, no sistema decimal e para t = U H
seja: a = 0,1245 e b = 0,3289. Temos ab = 0,04094805 e

¢ =0,0409, sendo €. = 0,00004805, portanto

le] < % . 107"

Se o arredondamento for feito simplesmente abando-
nando as t ultimas casas, o limite do erro de arredondamento
cresce para: |e| ¢ 2"t o lel < 107%, respectivamente no siste-
ma binario ou decimal.

0 quociente de a por b sb estara no intervalo per
mitido para ponto fixo se |a| < |b] e em geral exige infinitos
algarismos para sua representagao exata. A representagéo em t

dfgitos € arredondada.
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Exemplificando no sistema decimal, seja a=0,0119,
b = 0,2117 e t = 4. Temos a/b = 0,056211 ... . O valor calcula-

do sera 0,0562 e

com (3.5
-y

foa)
A

' 1
lej= 0,00001 ... efe|g 5 10

Da (3.56) multiplicando ambos os membros por b, e

lembrando que b € um numero em ponto fixo temos

le -al g 527° (3.57)
Se considerarmos o produto escalar, ainda em
ponto fixo:
n
S = I, a;b; (3.58)

com arrecondamento de cada produto separadamente terenos S cal-

culado dado por:

e (3.59)

Muitos computadores e calculadoras desenvolvem as
rmultiplicagdes e o somatdrio em 2t digitos efetuando um so arre
dondamento final. lNeste caso o limite do erro de S calculado na
(3.59) cai para:

le} <2 27° (3.60)

Nestes computadores e calculadoras, cujos acumula

dores comportam nureros em 2t digitos e executam um Unico arre

w
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dondamento, a expressdo matematica:

n
d = .%, a.b./e
izl Ti71
computada sera:
n
d = (i§1 a.bi/c) + €
com
1l .-t
lel< 5 2

Por exemplo: seja a, = 0,6325; a, = -0,3127 ;

2

b, = 00,4126 b2 = 0,8313‘e ¢ = 0,0013. Suponhamos inicialmente

1
que dispomos de computador cujo acunulador preserva 2t digitos
no somatério. Temos ent3o: d = 0,78614 ...; d = 0,7861 + € e
e|= 0,00004 ... . Suponhamos agora um acumulador que execute ar
reconcamento para cada parcela. Teremos: d = {,84615 ... 5
d £ 0,8462 + € e|e|= 0,06005 ... .

£ ficil perceber que a diferenga entre os limites
dos erros €€, nos diferentes tipos de acumuladores, cresce com

o numero de produtos ou quocientes existentes na expressio pro

cessada.

3.4, Erros de Arredoncamento na Computacao em

Ponto TFlutuante.

Sejam X, € x, numeros representados em ponto flu

tuante, conforme visto no Item 3.1.

Aénmitamos ainda que o computador dispoe de acunmu-

lador que opere com 2t digitos.
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Ma adigao as parcelas s& serao somadas se a
diferenca entre os expoentes dos nimeros de maior e de menor
modulos for menor ou igual a t. Em caso contrario, i. e., se a
qiferenga referida € maior que t, a mencr parcela nao alterara
‘nenhum ¢igito da maior. Seja, por exerplo, bl - b2 < t. Intao -

as mantissas deverao ser compatibilizadas em termos de orden de

grandezas de seus algarismos. Para isto divide-se a mantissa da
b,=b

parcela de menor médulo por 2 172 2 sora-se bl- b2 ao seu ex
poente. O nimero de dfgitos necessarios para representar exata-
mente o total serda inferior a 2t + 1. Fara que este total  fi
que no intervalo permitido para a mantissa, poderd ser necessa-
rio rmultiplica-lo por potéencias de 2 e compensar o expoente. A
ééguir procede-se o arredondamento, para t digitos.

Os exemplos abaixo em base decimal facilitam a

compreensao. Consideremos as adigoes er ponto flutuante e com

=3

t = 5.
a) x, = 107%(0,43225) e x, = 10°(0,45932) ;
Ix, ] > [xli a diferenga entre expoentes b,- b, = 9 > t. Logo
X, + x, = x, = 10° (0,45932)
1 2 2 k¢
- 2 a0 . 5 .
b) Xl - 10 (O ,75~JL6) e X2 - 10 (0 ,29“78) b
§x2§ > Exl{ a diferenga entre expoentes & b,- by = 3 < t. Logo

0,2247800000 . 10°

+ 0,0007532600 . 10°
0,2955332600 . 10°

esta € a soma exata em 2t digitos. Arredondando para t digitos

teriamos: 10°. (0,29553)
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-t

1 1
2 ", 5T - 2 ou 10 -5 o 10 (3.61)

Obviamente este ¢ o lirite do erro absoluto u
til em alguns problemas. Zntretanto ern outros,necessario se faz

considerar o erro relativo. MNeste caso o limite sera:

re! < 27t ou ¢! < % 1917t (3.62)
e podemos escrever:
fE(xl + x,) T (x, ¢+ %,)(1 + €) (3.63)

Fa multiplicagao de dois nidmeros em ponto flutu
b b
ante, %y = 2 a, e x, = 2 2a2, representando o resultado por

1

3 1% b, = ¢ lay!l g1 (#)

-_—

este a, pode ser norrmalizacdo conforme (3.49) através deslocamen-

to a esquerda (*%),

-3 -

Por exemplo: Xy = 12 (9,15u421) e X, = 19 2
(0,13251). ¥atematicamente temnos:

- ’\_5 + + -
X, %, = 1577(0,0204343671)

ED IR i aa cdeciral teriamos L ¢ ot ¢ 3
(*) lio sistema deciral teriamos 3y € a5, € 1.
(#*) Ur deslocarento para a esguerda equivale a nultiplicar e

dividir respectivamente a mantissa e a poténcia por 2 ou 10,

u3



cujo valor computado a:

£L (%, x,) = 10770 L 20000

ou seja:

£L (xy. x,) = Xy - v, (L + g) ' 3.6k)
AL < &
onde
- 1
L ke - - ~ -
lel < 2 ou le' ¢ & 107 " (3.6%)
Semelhantemente, para a divisao obtemos:
£r (xl/x2) = ‘xl/XB)(l + €) (2.88)
comn .
1 ‘t 1 1 1 ‘t
fe' ¢ 2 ou g ¢ 5 0™ (2.67)
Através dos exerplos cde a) até e) retro, pode

. . -
ples, apenas t digitos, 05 resultados podern ser piores. Isto e
ilustrado pelo exemplo e); em alguns casos os Ultimos t digitos

sac usados mas nao alteram o resultado, exemplo b) e em outros

ndo sao usados os ultiros t digitos.

M
A
~~
)
N
p—a
-
N
)
N
e
(o2}
(03]
-4

e a multiplicacao e civisao terao como limite de erros
rel &2 (3.82)

£L (xl. ¥.) EOX x. (1 + &)

6]



f2 (xl/xz) = x./x2 (1 + ¢)

1

0 acumulador simples eleva o limite de erros ’

entretanto, qualquer que seja a técnica de arredondamento usada

estes limites devem ser inferior a 4.7 T.

3.5. Limites de Erros em Expressoes Usuais.

Damos a seguir alguns limites de erros de arre -
dondamento sem demonstragoes. Estas poderdao ser encontradas em

Wilkinson [u4]|. Sejam as expressdes matematicas:

n
a) p = .1

temos:

P = XX, oo x (1+e,7(14ey) ... (l+e ) (3.70)

supondo acumulador com 2t digitos:

le | ¢ 27°
r
e
fe (xlx2 cee xn)E Xy eee X (1+E) (3.71)
sendo
(1-2"5H" ¢ 1+ £ c1e27 5L (3.72)
desde que n-1 << 2t, o erro relativo serd baixo.
m
(.1, X.)
_ 1zl 1
b) q = =
(jgl yi)

temos:

fl(xlx2 coe xm/yly2 cae yn)E(xlxz... xm/ylyz... yn)(l+E)

(1-2"5ymn-1 o g4p ¢(1e2 Eymin-l (3.73)
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c) S

"
w1 3

171

A esta expressao nao sao extensiveis as leis de
limites do erro relativo aplicdvel a adigdo de duas parcelas.

Heste caso o limite depende da ordem n do somatdrio

Sn s fﬂ(xl+ x2+ ee. + xn)E xi + xé + ... + x;
sendo
! -
x'= x. (1+n)
e
1+ U (l+ar)(l+er*1) e (1+en)
comr =2, ... , n. 0Os linites serao:
—¢ Dtl-r —t Dtl-r
(1-2 ©) <1 + nrs(l+2 ) (3.74)

0 limite superior do erro & minimo se a adigao

for efetuada em ordem crescente dos médulos das parcelas.

n
@ Sn® 1k 2305

0 valor computado sera dado por:

2
n

albl(l+el)+ a2b2(l+e2)+ ces + anbn(l+en)

e os limites €. dados por:

Ner+? n-r+2

"5 $(l+e D¢ (14275

(1-2 (3.75)

Os limites crescem em grau de complexidade com

as respectivas expressdes, entretanto seus limites sdo estabele
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cidos de mocdo analogo.
Os limites vistos sao muito rigorosos. De un
modo geral, podemos esperar que o errc dz arredondamento de ca

da operagao seja randomicarente distribuido no intervalo:

(-

~|
N
“
N
N
A

e seria mais razoavel considerarmo

4]
~

por exemplo, para o Dprodu-

torio da expressac a) retro o limite
. 2 .- R
le]< 711/ 2 t (3.75)
quando n & grande.

[N

Semelhantemente para outras expressoes os 1lim

tes vistos s6 sao aproximados em condigdes muito particulares e

-
b

@
[=h
os

e oportuno adotar valores que melhor representem estatisticame

te as grandezas destes lirites de erros.

e eficiente para .a solugao de sistemas de equagoes através de
computagac eletronica,frisarmos, sem pormencores

de algumas operagoes conm matrizes (%),

uma matriz A por um escalar k.- Yatermaticamente ternos:

-

e
9]
]
—
e
3
&
i
s}
+
¢
[N
v}
<
D

() 0 leiter interessado en ceducgCes 2 anal

consultar Wilkinson 'ul p. 79.



aque computado em ponto flutuante proporciona:

bij = kaij (l+sij)
com
!eij! € Q-t

para expressar esta diferenga com um Unico valor utilizaremos a

norma euclidiana referida neste capitulo. Teremos entdo

i

1B - kalige [k} 27° Al (3.77)

em norma espectral:

< x| 27F pt2ram (3.78)

1y ’
113 - kAL g

S

ambas s@o expressdes do erro absoluto; a (3.77) pode ser escrita

na forma:

(3.79)

que expressa o erro relativo,
A mesma multiplicagao computada em ponto fixo ,

teria como limite:

1B - kall. g n 27%7d (3.80)
Consideremos agora o procduto de u'a matriz
quadrada A por um vetor X:
y = A x
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e ponto flutuante:

y EA X+ e

sendo a norma do vetor e, dada por

e

t
(W ]

' -t
<2 tn !l
i

o= e ixt (3.81)

|

e t, & aproximadamente igual a t - 0,08406.

Se tivermos o produto entre duas matrizes, por

exemplo:
C = AB
entao
C = fLZ(AB) = AB+L
..-tl
’,:z}}Es 2 n ‘.}A‘;}E}}BHE- (3.82)
No exemplo acima, se 2 = A* e n ndo €& rnuito
grande temos:
e -t L
— g2 (3.83)
}iAA IE

que é a expressao do erro relativo, e, para o erro absoluto te

mos:

) (3.84)

onde t, difere bem pouco de t.

=
)



cAPITULO IV

MAU CONDICIONAMENTO, IDLNTIFICACAO E SOLUCAO

1. COMNSIDERACOLS GERAIS

Farece-nos oportuno lembrar que o problema do mau
condicionamento que nos propomos a analisar, € o do mau condicio
namento dos sistemas de equagoes lineares, embora o problema [}
corra também na determinagdo das rafzes de um polindmio. Podemos
distinglir duas etapas no estudo e tentativa de solugao do mes
mo. A primeira é a de identificacdo da ocorréncia de mau condi -
cionamento no sistema. A segunda é a solugao e analise do
resultado. Para ambas as etapas, apesar de grandes autoridades -
no assunto terem voltado suas atengoes ao problema, nao dispomos
de um procedimento pratico tUnico, capaz de identificar o mau
condicionamento bem como nao dispomos atualmente de um método
que solucione de modo satisfatdrio qualquer sistema mal condicio
nado.

0 que existe sao diferentes enfoques na busca de
superar ambas as etapas, ora tratadas como um todo, ora separada

mente., Passaremos a analisa-~los.
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2. IDENTIFICACAO DO MAU CONDICIONAMENTO

Ao solucionarmos sistemas de equag¢oes lineares
mesmo usando metodos exatos, ocorrem erros devidos: ao arredon-
damento; ao desaparecimento de digitos na adigdo de numeros
aproximadamente simétricos e insuficiéncia de digitos em coefi-
cientes oriundos de observagoes. Estes erros assumem maiores ou
menores proporgoes na solugao dependendo do condicionamento do

sistema.

2.1. O Determinante Pequeno e a Condicao

Consideremos o sistema de n equagoes lineares s

“.:.

multaneas a n incognitas:

Ax = b (4.1)

com a solugao exata:

x

1]
>
o

(4.,2)

desde que |A| # 0.

Surge entao uma primeira dificuldade de carater

numérico. Enquanto matematicamente existe uma dicotomia: |A]= 0

ou |Al. # 0, praticamente quando calculamos o determinante de
u'a matriz, sé eventualmente podemos obter [A| = 0. Em geral
teremos algum residuc proveniente das diferentes fontes de

erros. Perguntariamos entao: que valores de }Al devem ser consi
derados despresiveis? £ facil entender que se, por exemplo, a
variagao dos coeficientes de A, dentro dos limites de precisao
com que foram observados, permitir anular o determinante, a
solugao do sistema nao merece nenhuma confianga.

Pela equagao (4.2) vemos que as variagles na solu
gao poderao ter origem em variagoes nos elementos oy da inver-
-1

sa A de A ou variagoes nos elementos bi do vetor b dos termos
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incdependentes.,
A matriz inversa A & cdita instavel se "pequenas"

variagoes nos elementos a de A produzen "grandesg" variagoes

s
o

nos elementos «o.

;5 da inversa e estavel se "pequenas” variagoes

s

nos a produzem "pequenas" variagdes nos ao.. (%),
i

ij .
A variagao de A ~ esta estreitamente  relacionada

3

cor a variagao do determinante !Al. Istudemos entio a variagao

i

do determinante em funcao da variacao de um elemento qualquer

a,. de A. Txpressemos o |A! segundo os cofatores A,y de ag.:

1] j ij
t 1 n
A= T, - .3
derivando temos:
alAl
= . uy, i
3 oa.. A13 (4.4)
1]

A igualdade (4.4) mostra que a variacao do determi

-

nante devida a uma variagao no elemento ass & igual ao cofator

-

deste elemento. Ixewplifiquemos utilizande a matriz de ¥Wilson:

r -
is 7 & s
(
W= 47 10 8 74 (4,5)
‘ :
!5 2 19 G
@ s
15 7 3 10
L .
cujo cdeterminante [ = 1, e
(*) O conceito de estabilidade & deficiente e a inclusao dos

termos '"pequeno” e "grande" torna-o quantitativamente vago.

o
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indica que as variagoes mais acentuadas no determinante
produzidas por variagdoes no elemento w

nando um £ ao elemento w

&

se € =

wt s
1

se € = =-0,01

68
-4l
-17

10

-41
25
10

~-17

10

Entre os cofatores de W o maior € ¥

5+¢

(e)

-
| 67,088

}
|
(16,772
l
1

| 9,865

temos Wz on

-
204,82 -

-128,12
-53,12
31,25

11
11 temos:

R

7 6 5|

10 8 7

8 10 9

7 9 10

-

~40,450
24, 66U
9,862

-5,916

de 'W,|

2

128,12
77,53
31,78

-18,81

0,0002 temos wl, cujo determinante

~16,772

9,862

~53,12
31,78
14,03

-8,31

11

= 5.

e 1,0136 e

9,866
-5,916
-2,966!

1,380

-
31,25
-18,81

-8,31{

5,12

(4.58)

que

serao

De fato, adicio -

(4.7)

(4.8)

(4.9)



Verificamos dos exemplos, que pequenas variagoes
no elemento Wqq produzem acentuadas variagoes no determinante e
nos elementos da inversa.

-

0 determinante de W(e), igualdade (4.7), é:
lW(e)! = 1 + 68¢ (4.10)

e se € = - 1/68, teremos |W(e)| = 0. Isto nos permite concluir
que se os elementos da matriz W fossem obtidos de observagoes. -
com precisao conhecida até 0,02 a matriz ¥ deveria ser conside

rada singular.

2.2. Instabilidade da Inversa

1

Podemos considerar a variagao da inversa A em
relagao a um elemento a; 3 genérico de A. Usando a (3.26) do
capitulo anterior temos:

-1
2 = Al ATt (4.11)
h +J
cono Jij = Js Jlj podemos escrever:
L S SRR (1.12)
od.. i171 *
1]
e
- . .
®1i%41 %1i%352 ¢ 0 0 %1i%9p
%2i%51  %2i%52 - %2i%3n
-1
BA " . _ (4.13)
a‘a_‘.‘- . . . . . . . . . . . . . . ’
Yo 1]
“ni%j1 %*ni%j2 “ni“j§l
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donde:

Jo
kf
a0 "xki%e (.14)
13
relacao que dia a variagao sofrida por um elemento fixo e p de
A-l, devida as pequenas variacoes de um Unico elemento aij de A.

A variacao que o elemento a, , sofreria por influéncia de  peque

nas variacoes em qualquer a de A seria:

i3

=z -7
day p Y daij (4.15)
Podemos ainda expressar a variagao de um elemento

Oy p da inversa em fungao dos cofatores:
do, , = - —=— . T A, A,. da;. (4.16)
kL ‘A}Z ik Ly ij -
|

As equagoes de (4.1u) a (4.16) dac uma boa estimati
va das variagoes dos elementos da inversa para € infinitésimo e
matrizes estaveis. A medida que e cresce e, a matriz se torna -

instavel, a qualidade da estimativa se degenera. Isto pode ser

observado en exemplos numéricos.

2.3. Sensibilicdade da Solucao as Variacdes dos Coefi

cientes.

Considerando b constante no sistema (4.2) e derivan-

do em relagac a a,

. de A, temos:
1]

’,.J

3x  _  9A

aaij aai

Cde



como b = Ax e usande novamente a (3.26) do capftulo anterior -

ver:
r —
Poy s X
‘ 11 73
o, . x.
)21 7]
1 .
0 X -1
< - A J.. x =~ ! . (4.17)
Ya. 1] |
i
t .
!
o, X
! ni J
donde a variagao de uma raiz x, em relacao a variacao de um
N
elemento a ., de A sera:
Bxk
. 5
= Ty L X (4.18)
Jda. . k1™]
1]

Se considerarmos A constante e b variavel, podemos

derivar a (4.2) em relagao a b, de b. Teremos entao:
L

r 1
EASERN

%3

3% =1 '

X = a7 - . (4.19)
1

o .

ni ‘

Das igualdades (4.18) e (4.19) obtemos:

n
= - JX. . . b,
dxk i,jzl aklxj dal3 (u,20)
e
n
> = L3 . db. u,
d%\ ;B %y d 5 (4.21)
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que d3o as variagoes em uma das raizes produzidas por variagdes
em a,: ou b,.
ij i
Exemplo: consideremos o sistema: Wx = b, onde ¥ &

a matriz (4.5) retro e b o vetor:

b* = {23 32 33 3i]
a solugdo exata é:
xT=1lll~l

Consideremos agora o sistema
Wx' = b! (4.22)

onde b' = b + Gb, tal que:
brT [23,01 31,99 22,99 31,0{}

Aplicando a (4.21) para, por exemplo, k

H
o

temos

dxl = 1,36 e resolvendo o sistema (4.22) teremos x.

122,36 =

x1 + dxl.

A matriz cuja inversa & instdvel, & chamada matriz
mal condicionada para a resolugao de sistemas de equagdes linea
res., Se num sistema a matriz dos coeficientes € instavel o

sistema € mal condicionado.

2.4, Restricgoes

P neecessario frisar que embora o determinante _ de
uma indicagao da condigao da matriz, ele naoc constitui condigao
caracteristica de condicionamento. Num sistema de equagoes 1i
neares, matrizes que difiram entre si por um fator constante

poderiam ser consideradas igualmente condicionadas, enquanto
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que seus determinantes diferem da n-ésima potencia desse

fa

——

tor (#). Por outro lado, matrizes com o mesmo determinante  po

dem ser diferentemente condicionadas. Por exemplo:

-
50

0

0

tem, ambas, determinante igual a 1. Suas

s30:

-9

{0,02

indicando, pelas dimensoes dos elementos das

-
0 0
1 0 e
0 0,02

-

-
0 0
1 0 e
0 50

-

(50 0
|

b

[en)

O.
-

}.._l

_
0,02 O
0 10
0 0

inversas respectivas -

inversas, que a

segunda matriz € melhor condicionada para inversao. Esta varia-

gao ocorre mesmo que as matrizes tenham elementos da

ordem de grandeza.

0s sistemas:

X1+X2=
Xl—X2=
1030 4 10710
1
10'1°xl - 10710

~10

3.10

=10

10

(*) Sendo n a ordem da matriz dos coeficientes

mesma

(4.23)

(4.24)
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que sao equivalentes e bem condicionados, possuem determinantes
diferentes para as matrizes dos coeficientes e o segundo sistema

possul determinante muito préximo de zero, -2 x 19710 e elemen -

tos da inversa da ordenrm de 1010.

Outros dispositivos para investigar a condigéo de
um sistema de equac¢bes lineares simultineas s3o necessarios ante
a insuficiencia do determinante.

£ Qtil lembrar que o mau condicionamento ni3o consti
tui por si sO um problema para a solugdo de sistemas. liAo fossem
os erros das diferentes fontes, tal problema nao existiria, ra -
zao pela qual para qualquer estude do condiciocnamento partimos
da premissa ce que erros ocorrer, quer sejam nos coeficientes -

por serem de origem experimental, quer sejam na mudanga de ba

-

ses, decimal-binaria, ou ainda no arredondamento ou perda de di
gitos nas subtracoes. Esta premissa @ indiscutivelmente verdadei

ra no caso pratico.

2.5. Numeros de Condicdo para Variacdes Absolutas

ou Relativas.

Em cada trabalho & necessaria uma opgao entre a
consideracao do erro absoluto ou erro relativo uma vez que a
conveniencia de adotar um ou outro tipo varia de um trabalho pa

ra outro.

Define-se numero de condigao para variagOes absolu-
tas causadas por variagoes absolutas dos coeficientes, o niumero

C tal que: ’ '
i6x! = C !sa! (4.25)

onde :daf representa o modulo de uma pequena variagac de um paré
metro a, que produz a variagdo | &x| numa quantidade x calculada.

Semelhanterente, se para pequenos dfa:



| ! t
§x | Sa |
~ = X - 4,26
l = ! o ( )
i i !
X e chamado numero de condigao para variagdes relativas enm X

causadas por variagoes relativas em a.

As relagdes (4.25) e (4.26) podem ser definidas fa

zendo da tender a zero e entao obtemos:

!
- ax |
C = da.i (4.27)
e
- a dx '
K = ~ == (L4.28)
Assim considerando o sistema A'x' = b' corresponden-
te ao (4.1), onde A' = A + SA, ' = b + §b e x' = x + 6x, sendo
A e A' n3o singulares temos:
(A + SA)(x + 6x) = b + &b (4.29)
subtraindo desta a equagao (4.1) vem:
-1
§x = A 7 (8b - §Ax") (4.30)
Supondo existirem variagoes apenas em um elemento
b, do vetor b, a (4.30) daria:
_Ay.
ij = ajkébk = ——Kl_ Gbk () (4.31)

que nos permite escrever comparando com a definigao (4.25):

(") Usamos A em lugar de 'Al para representar o determinante, uma
vez que esta notagao passou a ser usada para representar médulo.

No contexto parece claro.
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C., = | TS & R (4.32)

obteriamos:

(4.33)

que mostra serem os elementos da inversa nUmeros de condigio de
variagoes absolutas e estarem estreitamente relacionados ao

numero de condigao de variagoes relativas. Por exemplo, seja o

sistema:
3 Xy + 3 Xy = 6
(4,3u)
3 Xy + 3,0003 Xy = 66,0003
cuja solugaoc & x; = %, = 1e b =0,0009; cofator By = 3 e b, =
2 N
6,0003 temos entao, para este sistema, aplicanco a (L4.32 e

(4.33) respectivamente o3 valores:

c.. =Xin% e ¥ o 10"
Cop T e Kyy 2 2,10

grandes nimeros de condicdo, comparados a unidade indicando mau
condicionamento do sistema. Realmente a solucao do sistema e

. - . ~ A e N
multo sensivel a pequenas variacoes no terno b2' Assim a solu

cao do sistema:

3 % + 3 x}) = 6
1 2
3 xi + 3,0003 xé = 5,987
sera: x% = 12 e x% = -10, extremamente sensivel a pequenas va

riagoes em by -

=
}__l



Para o sistema (4.23) retro, cuja solugio ¢ Xy = 2

e X, = ledA=-2, A22 = 1le b2 = 1 temos: C22 = - 0,5 eK

- 0,5 que sao os mesmos para o sistema (4.24),

22

Os pequenos numeros de condigao comparados

e

unicade indicando que o sistema (4.23) equivalente ao (4.24)

®y

bem condicionado, o que realmente se verifica. Observamos que
os nimeros de condigdo conforme definidos acima, indicam melhor
a condigdoc, que o determinante.

Os nimeros de condigado exemplificados acima consti
tuem uma particularizagao da (4.30), para maior clareza. Consi-

deragoes mais gerais serdo feitas na seqiencia dos assuntos.

2.6. Arbitrariedade da Condicao.

Da mesma forma que, num problema especifico, deve
mos decidir qual tipo de erro deve ser analisado, se relativo
ou absoluto, poderiamos também fixar P e p respectivamente como
nimeros que constituiriam limites para os nUmeros de condigao C
e X. Estabelecendo um P bem maior que a unidade e um p mais ou
menos proximo dela, digamos: P = 10u e p = 10, 0 estudo de tais
limites para os principais tipos de problemas de Ceodésia e
Fotogrametria deve ser feito, para facilitar o trabalho do
usuario. Talvez seja possivel estabelecer alguns padroes, toman
do-se por base a precisao dos coeficientes; o coeficiente de
maior cofator; a ordem do sistema; a minima precisdo aceitavel
para a solugao e outros fatores (%),

Supondo que dispormos de limites P e p como referi

(*) Este assunto da margem a investigagdo. Na@o poderiamos  ten

tar desenvolve-lo num capitulo de nosso trabalho.
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dos acima, para um determinado tipo de problema, poderiamos
entdo refornular nosso conceito de nau condicionamento, de modo
a tornar-se matematicamente mais correto.

Um sistema de equagdes lineares simultaneas e
dito mal condicionado se, para variagoes Sa (%) dos parametros a
da matriz aumentada do sistema, os nimeros de condigdo C e K de
finidos pelas relagdes (4.25) e (4.26) sao superiores a P. o)
gistema sera bem condicionado se C e X permanecerem inferiores a

p.
Vemos portanto que a decisao de se, um sistema de

equagoes & ou nao mal condicionado & especifica para um problema
ou um tipo de problema, uma vez que os limites P e p devem ser
fixados conforme a peculiaridade. Por outro lado ndo existe um
limite nitido entre sistema mal condicionado e bem condicionade,
i. e., o limite & um intervalo entre p e P, no qual a solugao -~
provavelmente nao proporcionarie a confianga necessaria.
Suponhamos agora outro caso particular da (u.30)
onde ocorra variagao apenas num elemento apq de A. Estudemos en
tao a variagdo produzida em x; e chamemos de C, e X, os

3-Pq J,PQ
nimeros de condigdo correspondentes.

A iguvaldade (4,17) aplicada para o elemento qu
da: - -
“1p *q
“2p %q
3x -1 S
- AT _x = = (4.35%)
2] . X
“%pq Pa “3p "q
%p Xq
- .

R\

(#) Usamos 8a significando infinitésimo.
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articularizanco, a varjiacao no elemento xj sera a

~esima compenente do vetor da (4,25). Teremos entao:

e

C. = ;(q! = S =N . {4.36)

e para ¢ numero de condigao das variagdes relativas:
l |
1 i
pa x| by @0 %o |
Y. O U0 1 GG S SRS S S i W
Jsbq Xy da | | A ‘
i J H ‘ < t
(4.373
! | ! { ! |
N TN S A .a_ L) ra X
= Ppga b . Pl PJ PG 5
Hgele X | Pl P& e K
Y E - Pal L.
y i ] : 1B LpY T
N - . .
Pela (4.3€) e (%.237) poderiamos verificar que o

sistema cado pela (H.34) e mal condicionado enquanto que ¢ cado
pela (4.24) e bem condicionaco. Observanos ainda que ambos os
nimeros ce condigao decrescem a medida que o determinante cresce.

Um numero aproximadamente igual de parcelas aproximadamente si-

metricas no desenvolvimento do determinante, deverd proporcionar

(I'

grandes nuneros de condicaoc e conseqlientemente sistemas mal con

i}

. - - L . -
dicicnacdes. Uma das raizes multo pequena, na (4.37), podera pro
porcionar um nirmero de condicado de variagoes relativas elevado ,
semn que possamos considerar o sistena mal condicionado, e sim

que estamos usando inadequadarente a analise de erro relativo.

2.7. Outros l'umeros de Condicio

Cs numeros de condicdo acima nao sao praticos. 0
volume de trabalnho necessario para identificar a condigao e enor

me. Outros numeros de condicao, consideracdos classicos, serao -

93]
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a) Nimeros de Turing !10], definidos como:

Moz =2 L oma) L oM
e
N = —%- NAY . NCATH)

sendo M(A) e N(A) as normas definidas pelas igualdades (3.

(3.46) do capitulo III. (%)

b) Nimeros de Todd, definidos como:

max A, |
i

P

min lli!

onde Ai sao autovalores da matriz A.

c) Nuimero de condicdo H, definido por:

sendo Ai autovalores de ATA.

(4.38)

(4.39)

4s5) e

(4.40)

(4.41)

Estes nimeros de condigao estao relacionados pelas

seguintes inequagoes; p. 126 ref. |11].

N g Mg n2 N
N¢HKn N (4.42)
P<H

estas relagOes sao verificiveis a partir da definicdao do nimero
(%) A definicd@o original do nlimero de Turing M &: M = nM(A). M
(A—l). Esta diferenca tem origem na definigao da norma M como
M(A) = \.. ]
M(A) = max ]Aljl
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de condigao e das relacoes entre normas cdadas na tabela do Item
2.3 do capitulo III.

Para matrizes ortogonais os numercs N, H e P sio
iguais a unidade. Demonstra-se (referéncia [11]) que todo nime
ro classico de condigdo € maior ou igual 3 unidade. O sistema &
tanto melhor condicionado quanto menores forem os numeros de
condigcdo. Infelizmente exis”e limite inferior mas n3o existe o
limite superior. Este terd que ser pesquisado por experimenta -
3o possivelmente usando mairizes de testes. £ aqui surge nova
mente uma parcela de arbitrariedade do mau condicionamento pecu
liar a cada problema ou tipo de problema, a exemplo do que fri
samos para os numeros p e P. Aqui temos também campo para inves
tigacao na busca de problemas padroes e respectivos limites.

Se considerarmos o sistema Ax = b com b exato e
aij de A, valores randomicos, independentes, tais que aij sao
valores médios com a dispersao ol<< 3555 © numero de condigdo -

N, sob o enfoque de probabilidade, tem o seguinte significado :
b b] &

o
]

onde

m
Q = —— e Q, = —— (4.u43)

, m , m _ e m a média quadratica respectivamente: do
sendo M,ys Mys Moo a T q P T
erro da incognita, da incégnita, da variacao dos coeficientes ¢
dos coeficientes. (Ver igualdade (4.47) a seguir).

0 numero de condigcdo I dia a razao entre os semi -

eixos maior e menor de um elipsdide de dispersdao do vetor cujas
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componentes sao os erros cas incognitas (%),

2.8. Variagao Relativa Total.

Consicderemos agora um aspecto geral da condigac do

sistema (4.30) de equagoes lineares simultineas:

(A + 88)Y(x + 8x) = b + &b

HeatighiaTh, <2
entao
Ploxt] A3y SEYNE
‘ <cilall.ate L, e )
x| ISR
(4.uL)
onde
- Paall 1ta=lyy-1
C - (1 - !i(‘.A;‘.;;A :) (u.L}S)
Estas relagdes sao demonstradas por loble !12] p.
433, A (4.44) & verdadeira para normas matriciais e vetoriais

quaisquer desde que sejam consistentes. Particularizando, para

8§A nula terfamos, da (4.45), C = 1 e
| 1oxi | Ly, len!!
< Hall Ha ) ——— (4.u8)
bx] | Pintl

e para o vetor 8b nulo tereros:

(#) Para melhor interpretagao do hiperelipsdicde de dispersao ver

1! p. u39.



(4.17)

Se a perturdbagac SA em A & pequena, C dado pela
(4.45) e aproximadamente igual a unidade, e a condigao do siste-

ma sera dada por:

| I T

"l (4.18)

igualdade que representa um numero de condigdo genérico que pode
ser particularizada, por exemplo, para os numeros de Turing des

de que apliquermos a igualdade (4.u48) as normas (3.45) e (3.46).

Um pequeno numero de condigio ¥ implica que o
sistema & bem condicionado; a reciproca ndo &€ verdadeira, pois
M & um limite superior das variagdes relativas em X. 1 grande

pode ser considerade como uma indicagao de mau condicionamento.

Por exemplo:

(4.49)

& um sistema bem condiciocnade para k > 0. Aplicando a (4.46) com

a norma (3.40) e (3.42) temos:

I -1 2
7= LAl 11ATH = (o k)
que é grande para grandes valores de k, embora a (4.49) seja

ber condicionada. Isto da origem ao estudo da escala.

3. ADEQUACAQ DZ ESCALA I PIVD

A escala de um sistema de equagoes ou da matriz

dos coeficientes freqlentemente assume importancia fundamental -
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na identificagdo da condigao do sistema.

Se pretendemos resolver o sistema Ax = b pelo
metodo da eliminagao de Causs ou um de seus derivados, a escolha
do pivo é importante e exerce, em muitos casos; acentuada in
fluéncia nos resultados:. Esta afirmagac e trivial para aqueles -
que estdo "familiarizados" com a Algebra Linear Aplicada e o
Calculo Numérico e o assunto € sobejamente analisado pelos bons
textos de analise numérica; entretanto, e util, neste ponto de
nosso trabalho, uma exemplificagao para evidenciar a importancia
da escolha do pivo na solugao. |

Seja o sistema:

0,20000 x, + 0,16667 x, *+ 0,14285 x, + 0,12500 x, = 1
0,16667 x; + 0,14286 x, + 0,12500 x, + 0,11111 x, = 1
0,14286 x, + 0,12500 x, + 0,11111 x, + 0,10000 x, = 1
0,12500 x; + 0,11111 x, + 0,10000 x, + 0,09001 x, = 1

(4.50)

Resolvido pela eliminacao de Gauss, usando posicionamento parci
al por tamanho e com arredondamento de cada valor calculado para

cinco decimais teros:

0,20000 0,16667 0,14286 0,12500 1,00000
0,00604 0,01071 0,01278 0,37500

(4.51)
-0,00018 -0,00037 -0,04787

-0,00002 -0,00656

0 decréscimo progressivo do pivo indica mau con
dicionamento do sistema. Se os coeficientes da (4.50) sao experi
mentais deve existir uma incerteza de até 5 unidades na ordem -
t + 1, no exemplo ordem 5. Logo o pivo =-0,00002, além dos erros

de arredondamento, possul incerteza de cerca de * 0,5 unidades
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da sua quinta casa decimal. Obviamente a divisao por este pivd
amplia enormemente os erros e apesar de efetuarmos os calculos
a cinco decimais, nao teremos nenhuma casa na solugao com algum
grau de confianga.

Através da adequagao de escala (*) podemos facil
mente mudar de pivo, se o método adotado for o de posicionamento
total ou parcial, ou alterar o seu valor, o que implica em alte-
ragoes dos resultados da solugao.

Por adequagao de escala de um sistema de equagoes
entende~se: a) multiplicagao de cada equagao por uma constante
nao nula e b) substituicdo de cada incognita por outra, multi-
pla da anterior.

Por adequagao de escala de uma matriz entende-se:
multiplicagao de suas linhas e colunas por constantes ndo nulas.

A importancia da escala na condigao € lembrada
desde -as definigdes de condigac dadas por varios autores; por

exemplo:

a) Se a matriz normalizada (*#*) A for tal que N
contenha elementos muito grandes, dizemos que a matriz, e portan
to o sistema, € mal condicionado |1].

b) Se o determinante da matriz normalizada e
pequeno comparado com a unidade, o sistema € mal condicionado

13].

Outros autores que definem a condigao baseados
na escala, poderiam ser citados. De fato a escala desempenha pa

pel importante na condigao da matriz ou do sistema.

(*) Traduzimos como "Adequagao de escala" o termo. "SCALING".

(*%) Diferentes técnicas de normalizagdo serao vistas no Ttem
3.4 deste capitulo. Normalizacdo & uma forma de adequagdo de
escala.
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3.1. A Escala na Matriz Simétrica

O teorema que segue foil demonstrado por Trencov -

113!: "0s elementos da diagonal das matrizes simétricas  cdefini
das positivas estao entre o maior e o menor autovalor ca ma
triz".
A . < a.. < ) - 4,
min ii max (4.52)

onde X sao autovalores de A e aij seus elementos.

Da (4.52) podemos escrever:

A . < (a..)_ . < (a..) < )= (4.53)
min ii'min ii’max max
que permite escrever:
(a:i)max Amax
£ ]
< = P 4,54
(a..)_. A . £ ( H
ii'min min

onde P & o nUmero de Todd, nimero de condigdo definido em (4.u40).
Lsta igualdade & importante. Dela depreendemos que altas discre-
pancias entre os elementos da diagonal de matrizes simétricas ,
definidas positivas implicam em grandes nimeros de condigao e
conseglientemente em mau condicionamento da matriz e do sistena.
Estas discrepancias podem ser reduzicdas pela adequagao de escala

da matriz.

3.2. Conseqliencias nas Equacdes llormais

Vimos no capitulo II que a matriz A"A & pior con
dicionada que a A. A desigualdade (4.54) decduzida para matrizes
simétricas definidas positivas, indica que o problema cda condi -

-~ . - . * .
cao se agrava con grandes diferencgas entre a raximo e minirmo.

(2
e

Isto &€ de grande interesse aos problemas da Geodésia e Fotograme

tria, pois as equagoes normais resultantes da aplicagao do



método dos minimos quadrados sao simétricas e cefinidas positi-
vas. A matriz variancia-covariancia:
. 1 -
; °12 °1n_ |
= D
| Py /RiP /P n
\
P12 . P2n
/BP, P, /B
L= o (4.55)
Pin Pon *
/Pan /Pz.‘ Pn
onde P s30 os pesos das observagoes e p,. os coeficientes de

s

correlagdo, € um fator presente em todo ajustamento. Aplicando

a (4.53) e (4.54) a esta matriz temos:

P
max
: ¢ P (4.56)
min
sendo P o numero cde Todd e P - e P . o0s pesos maximos e
max min -

minimos.
A (4.58) supgere que naatribuicdao de pesos, que

~

é vastamente usada para valorizar as ohservagdes de melhores

FN

qualicades, a medida que as diferencas entre os nesos crascem ,

a condicao do sistera fica prejudicada.
2.3. Dificulcdades da Adequacao de Escala

As definigoes da condigao de urm sistena de equa-
¢oes lineares normalizadas pelo determinante, pelos eienentos -

éa inversa ou pelas normas, ainda nao constituil uma condigao



< 3 . -~ 3
caracteristica. Deve-se acrescentar que a inclusao da normaliza
gao significa um aprimoramento na identificacdo. Por exemplo, o

sistema Ax = b, dado por loble |12] evidencia este aprimoramen-

to:
2xl + X + Xy = 1
Xy t EX, + Xy = 2¢ (4.57)
Xy + EX, + €Xy = €

tem |A] = 2e(1 - 2¢e) e

- -3
_ 3 1 0
1-2¢ 1-2¢
A"l - 1 _ 1l+2e 1
: 1-2e 2e(l-2e) 2¢
1 .1
0 2¢€ - 2¢€
L -

Para € muito pequeno comparado com a unidade temos |A| pequeno
e algunsAaij de A—l muito grandes comparados também a unidade.
Entretanto o sistema (4.57) cujos elementos da matriz aumentada

tinham order de grandeza unitdria, pode, dentro da mesma ordem

de grandeza, mas con escala mais adequada, ser escrito como:
A'x' = b' matricialmente, onde

A' = PAQ x' = Q—lx b' = Pb (4.58)
sendo P e Q matrizes diagonais com Pyq ° 1; Dpo = 1/e; p33=l/e;

qll = g e q22 = q33 = 1. 0 novo sistema sera:
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2ex! + x

xi + xé + Xq = 2 (4,59)

-
-1 1 0
ant | 1 - -32:-— (142€) —%—- (1-2¢)
1 1
i 0 T (1 28)'T <1-2€) ]

Agora o determinante n3o & pequeno, bem como oS
elerentos da inversa n3o sdo grandes comparados a unidade, quan
do € € pequeno. Isto indica que o sistema € bem condicionado e
mostra ainda que a preocupagao de introduzir escala no conceito
de condigd@o € um aprimoramento.

Entretanto, a rigor, nao basta introduzir escala
no conceito de nimero de condigao. Os exemplos vistos mostram -

que dentro de uma mesma ordem de grandeza existem escalas mais

recomendaveis que outras. O nimero de condigdao M(A) dado pela
igualdade (4.48) varia para diferentes escalas A' de A, onde
A' = PAQ.. Sendo este numeroc de condicdo um limite superior para
variagoes relativas das incégnitas, a melhor escala & aquela

que minimize o M(A'). Assim o problema se resume em determinar
P e Q tais que M(A') seja minimo:
M(A'y= minl|PAQl! |]Q 1a"1p711| (4.60)

1

Este problema nZo esta completamente resolvido. O

seguinte teorema foi demonstrado por Noble [12]:
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s [ gy [0 g ] L] ] 5

a7 ] 1ar] > 0

entao o numero M(A) de condicdo tal que:

M(a) = min ||PaQl] llQ"ta™te7 | (4.61)

€ igual ao maximo autovalor u de

1A||{|A‘1;iouigA‘l|{llA[[. 0s

elementos P; © 9y das diagonais de P e Q que satisfazem a (4.61)

- 1 -
z |l e = . (4.62)
’ L’i ] : [ql}
- - 1 -1
sendo P e g autovetores correspondentes a p de [{Alj[[A {] e

(]l

valores absolutos das linhas de PAQ. Demonstra-se ainda que se s

sao dados por:

A escala assim definida torna constante a soma dos

e S sao a menor e a maior entre as somas de linhas de

[1A\][}A‘l‘] entdo 5 ¢ ¥ (A) ¢ S.

£ facil notar que o valor pratico do teorema acima
€ minimo, uma vez que o volume de calculo cresce enormemente e
em conseqiiencia perde em eficiéncia sob o aspecto tempo de compu
tacao; erros de arredondamento acumulados e dificuldades para o

usuario. . _
3.4. Procedimentos Praticos para Adequagao de

Escala.
Embora nao possamos, de um modo geral, propiciar
uma escala otima, devemos nos preocupar com este importante fa
tor que pode alterar sensivelmente a solucdo e a identificacdo

do condicionamento.
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Os seguintes procedimentos podem ser utilizados e
$3o recomenddveis para adequagao de escala, embora nao sejam
6timos,; i. e.; ndo satisfagam a condigao (4.61):

a) Dividimos cada elemento da coluna pelo compri -

mento da mesma, inclusive coluna b. Sejam

- 1 - 1
(

e seja D a matriz diagonal cujos elementos nao nulos sao: t

1 2
t2’ ooy tn. 0 sistema que obteriamos seria:
ADy = t ., b (4,64)
com
-1 - D
y = (t D 7)x e X = —m—y (4.65)
n+l tn+l

entao teremos qualquer aij d¢ A normalizada pelo procedimento a
cima menor ou igual a unidadae.

b) Aplicando o procedimento acima para a matriz
simétrica A%'A, qualquer elemento da matriz sera, em modulo ,
menor ou igual a unidade e os elementos do vetor A*'b normaliza-
do serao também menores que a unidade.

c) Se a matriz A e simetrica e definida positiva

(*) podemos efetuar adequagao de escala multiplicando linha e

coluna i, por:
1

1772
1211

(*) As eqquzes normais obtidas pela aplicagaoc do m.m.q. sao

simétricas e definidas positivas [13].
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que resulta todos os elementos da diagonal unitarios. O vetor b
¢ normalizado ainda dividindo cada elemento pele comprimento do

vetor.

d) Lstabelecendo A' diagonalmente equivalente a

A. A matriz A' e dita diagonalmente equivalente matriz A se

. . . . -1 ~ . .
existerm matrizes diagonais Dl e D? nao singulares tais que:
A = DI AD (4.66)
1 2
Os elementos de Dl e D?, em geral, nao sao escolhidos com ri

gor. T recomendivel que os elementos destas matrizes sejam defi
nidos como potencias inteiras da base 8 do sistema computacio -
nal, afim de que nao se introduzam mais operagdes e consegliente
mente perda de tempo de computacao e principalmente de preci
sao, pelo arredondamento. A adequacgao de escala utilizando po
tencias inteiras de 8 s6 altera a caracteristica b do nlmero ar

quivado em ponto flutuante, mantendo inalterada sua mantissa a

(ver relacao (3.48) Cap. III). Se A' = AD, diz-se que A’ é

DT A é equivalente

em escala por linha. Assim para resolver o sistema Ax = b, con

equivalente em escala por coluna; se AM!

- -~ * .
esta normalizagao resolverlamos o sistena:

"l_ 1t - 1t
Dl AD2 x' = b

onde

e) Tornande~se a matriz A equilibrada. A matriz A

€ equilibrada por linha, em relagdc a norma infinita, se:



e equilibrada por coluna em relacdo a mesma norma, se:

27! < hax la,

<1
1¢i<n *J

- . - . . - . o
onde P e como acima. A e dita equilibrada se for equilibrada por

linha e por coluna.

Exemplificando, sejam B = 10 e a matriz A, dada
por: - .
|1 1 2.10°
A= !2 -1 10~
1 2 0 J
a matriz B, obtida por adequacgao de escala de A, conforme o]
fterm e) sera: B = D:l A', onde d,, = d,, = 10 e dg, = 1019,
r A
(0,1 0,1 0,2
B = io,z -0,1 o,1i
10,1 0,2 0
' ]

e B é portanto equilibrada. Semelhantemente a matriz C tal que
- _ - -10 - -1
C = AD2, onde dll = d22 = 10 e d33 = 10 —,
r oo n - A
11071 10710 5,2
! i
-710 ~-1N
c= l2,007t —107Hf 0,1:
g |
1051 0,2 OJ

€ equilibrada. Embora ambas as matrizes sejam equilibradas, pos
suem diferentes condigoes, diferentes escalas e teriam diferen
tes pivos na solucdo de um sistema pelo método da eliminagdo. A

matriz equilibrada B, acima, constitui uma escala mais adequada
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para A.

4. RESOLUGAO DOS SISTEMAS

4.1. Consideracoes Gerais

A eficiencia dos métodos de solugdo numérica dos
sistemas de equagoes lineares se caracteriza, para grandes sis
temas, por diversos aspectos: precisao da solugao; tempo de
processamento; espago de memdéria exigido e aplicabilidade. De
pendendo do problema especifico, certos aspectos se tornan rele
vantes. Assim conforme as dimensoes de um sistema e a capacida-
de de memoria do computador a terceira caracteristica deve
receber maior ou menor atengao. Conforme o volume de calculos ,
© tempo de computagdao € ou nao fundamental. Assim a precisdo do
método pode prescindir ou nao de cuidados especiais. Ao traba -
lharmos com coeficientes exatos e sistemas ben condicionados as
precaugoes nao sao as mesmas que necessitamos quando temos coe
ficientes experimentais, com limitadas casas decimais conheci -
das e principalmente se a condigao do sistema nao € boa. Neste
caso empreendem-se esforgos no sentido de obter a melhor solu
g3o que a precisao.dos coeficientes, com suas limitagdes  fisi
cas, o permita. Como vimos no artigo anterior, o problema da
determinagao da condicao de um sistema & complexo, além de
possuir certo grau de arbitrariedade para cada caso em particu-
lar ou grupo que possa constituir um padrao. Em conseqiléncia -~
desses fatores, e uma vez que a maior parte dog problemas de
ajustamento tem coeficientes aproximades e oriundos de obsepvas

hcia deé uf método

foa 2
3

¢des, sem ignorar o5 denais aspectos da efici

1

ataménto especidl ao

ljx

de solugao de sistemd, passaremos a dar t

[T

fater precisds:

£ enorme a literatura que trata da resolugdo nu

b

mey

-4 p

ca de sistemas de equacdes, como também e enorme o numero

F

~1
%)



de métodos de resolugao quer sejam diretos, iterativos ou combi-
nados. Nao € nosso objetivo, neste trabalho, analisar métodos de
solugao de sistemas. Isto é cuidadosamente feito por Faddeev -
111], Ralston |1|, Forsythe ]14! e muitos outros autores. Anali-
saremos apenas aspectos recomendaveis para reduzir o mau condi
cionamento, minimizar os erros de arredondamento e perda de

digitos com algumas técnicas para solucionar certos tipos de

sistemas mal condicionados e estimativa da qualidade da solugao.

4.2. Escala e Pivd na Solucao de Sistemas

Ha certa unanimidade entre os autores ao recomen-
darem a adequagao de escala dos sistemas antes de qualquer tenta
tiva de solugao do mesmo. Nao existe entretanto indicagdo de um
critério pratico ideal, apenas se reconhece a utilidade da esca-
la. O desconhecimento de uma adequagao de escala ideal agrava ,
em parte, o problema da escolha do pivo nos métodos de elimina
cdo que selecionam pivos. Em consegiiencia do problema da escala
ndo esta ainda estabelecido um procedimento Unico e 6timo  para
escolha do pivo. Noble !12] fez estudo analitico dessa escolha
para o sistema de duas equagdes a duas incdgnitas. O critério -
por ele estabelecido para tais sistemas € excessivamente traba -
lhoso, apesar das minimas dimensdes do sistema (2x2).

Existe nitida concorddncia no sentido de que o}

posicionamento parcial ou total € recomendavel quancdo se aplica

a eliminagao, principalmente nos sistemas mal condicionados.

4.3. Condicao Preévia

A condicao prévia € um dispositivo através do
qual se procura substitulr o sistema mal concdicionado por outro,

matematicamente equivalente, mas bem condicionado. Por exemplo ,

o sistema:



X + y =1
(4.67)
x + 1,0y = 2
cuja solugdo € x = -95 e y = 100 & sensivel, pois:
x' + oy = 1
x' + 0,99y = 2
tem para solugao x = 101 e y = -100.

Podemos através de operagdes elementares com as

linhas da matriz aumentada obter:

3x + 4y = 103
(4.68)

4x - 3y -898

que € equivalente ao sistema (4.67) e que é bem condicionado.
Esta substituig3o do sistema (4.67) pelo (4.68) constitui o
dispositivo denominado"condigao prévia”.

E importante evidenciar que a condigao prévia ja
mais elimina, nem mesmo reduz, os erros da solugcao provocados
por incertezas dos coeficientes. Se os coeficientes sdao obtidos
por observagoes, seus valores sao incertos num intervalo de
dispersao e estas incertezas sao inerentes ao sistema. Com
respeito a estas incertezas a solugcao do sistema, por meio da
condigd@o prévia, nao pode ser melhorada, s6 seria aprimorada se
as observagoes o fossem através de instrumentos mais precisos
e observacoes mais cuidadosas.

A condigio prévia € Util para reduzir os efeitos
dos erros que se originam no decorrer do processamento. Parece
mais indicada para resolugao de sistemas onde os coeficientes -

sejam conhecidos exatamente, ou com alta precisdao, ou ainda

(o2
(=



quando as dimensoes do sistema sejam grandes, de modo que, 0s
erros de arredoncdamento prejudiquem a qualidade da solugdo. iao
existe ainda um algoritmo que permita obter o sistema bem condi-

cionado equivalente a um dado sistema mal condicionado (). Este

e
(W H

e mals um ponto que da margem nvestigacao. I oportuno lembrar
que transformagoes gue envolvam grande vcolume de cdlculos perdem
em termos de eficiencia sob todos os aspectos. Portanto seriam
de grande utilidade e eficiéncia, algoritmos que propiciassem o
sistema bem condicionado equivalente ao sistema inicial operandc
- - N . .
0 minimo possivel com as mantissas a, dos elementos arquivados -
na memoria en ponto - flutuante e efetuando as transformagoes ,

tanto quanto possfvel, apenas com as caracteristicas b (ver -

(3.48) cap. III) de tais elementos.

b,4., Matriz Inversa a Esquerda ou a Direita.

Mendelson |15] demonstra o seguinte teorema: Da

dos € e X arbitrarios, reais, positivos, para toda ordem n exis-

tem & e A7 ndo singulares tais que: se C = At entao
IC.. - 3i..1l < e e seD:= ALY entdo ta..! > X, sendo i.. elemen-
CT13 ij iy ij
to da matriz jidentidade.

Este teorema mostra a impertancia de se distin

guir matrizes inversas aproximadas a direita e a escquerda. Ista
distingdc & evidentemente rais importante nos sistermas mal condi
cionados, onde a inversa inadequacda tem discrepancias acentua -

cionado (#%),

(=

das, como mostra o exemplo Ax = b abaixo, mal cond

(*) Pelo menos nao constatamos na literatura consultada qualauer
referencia a tal algoritmo.

)
fist,

(*%) IZxemplo de Mendelson

(o]
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Xy + Xo * Xy = 6,00
Xy * Xy + 1,01x, = 6,03 (4.69)
X4 + O,99x2 + Xy = 5,98

cuja solugao exata ¢ Xy = 1, Xg = 2 e Xy = 3. A inversa a esquer

da aproximada e arredondada para duas decimais sera:

r -
l 1,01 -100 100
- '
aZts | 92,92 2 =102
|-102,01 102 0
oS -t
e o produto A;l L dara:
r q
z 1,01 0,01 0,01
- }
AZla = j-0,01 1,01 0,01
oy ‘ l
I-0,01 -0,01 l,O%J
L -
enquanto que o produto AALT dard:
"~
|-2,01 4 -2 }
- ' 1
A = (-2,03 5,02 -2 |
{-2,01 3,38 —o,sgj
.
~ . . - —l - -l - -
e a solugao obtida atraves de AE »y X = AT b oe Xy = 1,06 5
Xy = 2,04 e Xq = 3,00 que & uma boa aproximagao. ILnquanto que a

inversa aproximada a direita de A &:

-}

r
(1,01 -101,99 100,01

-1 !
ALY = {102 2 -100

| N

tlﬂ? -100 0
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que poés-multiplicada a A da:

r-
i 1,01 0,01 o,oi}

| i

- l .
AALT = [-0,01 1,01 0,01
' |

|-C,01  -0,01  1,01]

[ -

r -
|-0,97 -1,97  -1,99
1|
AyA = : Y 5 4,02
. -2 -1
[ -

A solugao obtida para o sistema, usando Agl pré-multiplicada ’

X = Aalb, seria Xy = -10,88; x

péssima solugao. Isto nos adverte quanto a necessidade de conhe-

, 7 26,08 e xy, = -9, que é uma

cer que tipo de inversa nos fornece determinado método de inver-
sao matricial aproximada. No caso de desconhecimento do tipo da
inversa seria recomendavel a resolugao e uma verificacao com
pré e pos - multiplicagdo. Fara matrizes simétricas esta distin-

cdo nao € importante.

4,5, Teoria da Perturbacao.

Como os indicadores de condigao dao apenas o
limite superior das variagoes da solugao, e uma vez que as incer
tezas dos coeficientes nao podem ser eliminadas natematicamente
ou por processos computacionais, surgem as seguintes perguntas
quais os efeitos destes erros na solugao? Qual a minima precisao
dos coeficientes para se obter solugao aceitavel? Esta foi uma
diferente maneira de enfocar o problema, proposta por Wilkinson

'w|., A técnica se baseia na computagdo exata de um sistema per -

turbado.
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Suponhamos que no sistema Ax = b, a matriz A e o
vetor b sofram perturbacCes 6A e 8b e que estas acarretanm varia
goes §x na solugao x. Wilkinson p. 91 |u| estabelece limites pa
ra estas variagoes e Morgan !16| introduz algumas modificagdes
aos mesmos, tornando-os mais praticos, embora o volume de cdlcu
los seja ainda enorme. Para perturbagoes em A e b temos a

variagao absoluta:

AT LAl ] Hxd ]+ 1ATH ] e
| 16x]]< -
- ATl pisal
1 :IA [ !:6Ax! (4.70)
Para perturbagoes em A temos a variagao absoluta:
lex!l<!l] [CT + O Y = 11 1] Ix]! (4.71)
onde C = A™Y §A. Para variagdes relativas:
' "l
| ox ] LA T Al
< —) (4.72)
w1 - AN Tenl)
esta UGltima pode ser escrita como
lsall
3 |16al )
x| LA = Hal
< [[all (4.73)
! ! - !
dxlb ety gy LBAL
AT
onde a expresséo![A-lll [1All constitui, conforme a norma consi

derada um dos numeros de condigao ja definidos. Se representar-

—l{! 1Al por M(A) conforme a (4.48) e a razao |[|8All/
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< (4.74)

”
-
{
=l
~
e
~
O

onde § € geralmente um nimero muito pequeno comparado com a uni
dade, entretanto se M(A) & grande, M(A).§ pode tender a um e a
variagao relativa da solugao tender para infinito. As relagdes a

cima bem como a (4.H4), (4.u8) e (4.47) d3o, em termos de norma,

a variagao abscluta ou relativa do vetor solugio,devida as
perturbagoes nos coeficientes do sistera. Da (4.74) vemos que
sao fundamentais no estabelecimento do limite ce variagdes ca
solugdo, tanto o numero de condicdao como a perturbacao §, éos

coeficientes, estando esta estreitamente ligédda:ao humero t de

b

$-3e

ts da palavra de memoria do computador. Portanto, a perturba -

-~

cao introduzida durante o armazenamento de um coeficiente

Dy

1

19 -— -~ . .~ .
1:27. Zsta perturbagao se torna muito menor em precisac estendi-
da. Freqflentemente, a norma mals usada na estimativa da perturba
gao € a norma infinita |{&A}}_ que é proporcional a ordenm da

rmatriz. lssim:

ot

[OXY

A perturbagao introduzida pelo processamento
geralmente pequena comparada com as perturbagces de origens expe
rimentais.

v

L.6, Relfinamento da !atriz Inversa e ca Solugao.

- - By - - - -
zste metodo consiste en, cdada umna inversa aproxi-

-1 . . . -1 -1 .
mada AO da matriz A, obter inversas A, , A2 etc, tails gue
L
! . -1, T " -1 ) -
iI ~ AA | < 1T - AA P (4.73)
n ' n—4i'
0 refinamento e limitado pelo nivel ce ruido do

[es]
lop/



computador, e para gque o mesmo ocorra, se fizermos:

-1
c = - 7/
Co = I = 2A (4.78)

devemos ter '17;.

e 1 <1 (4.77)

E usual utilizar norma 1 ou = por facilidade com
putacional. TFaddeev '11! p. 159 demonstra a seguinte formula

iterativa para refinamento da inversa:

-1 _ A—l

Am T Um-1

(I + Cm ) (u,78)

-1

onde C__, tem o significado do (4.76) para a inversa A;}l. Usan-

do as fdrmulas anteriores demonstra-se, |15]|, a seguinte fdrmula

para o refinamento:

\
-1 -1 -1 -1
- A - e}
AL z“m—l Am—l AAm_l (4.79)
Representando por Dm a discrepancia entre a inversa exata e a
inversa calculada:
-n_ =at o7t (4.80)
m I
temos, em termos de norma, o seguinte limite
Pim 11 tra=L g1 )—171 'y 2™,
iiDmiL < iIAn_lli'll(I“cm_l Ei'isco P (4.81)

Morgan [16], usou a (4.,72) no refinamento matrici

al. Efetuou testes con matrizes de grandes dimensdes e com seg -
mentos finitos da matriz de lilbert, que sao muito mal condicio-

nados, e concluiu que o refinamento & possIvel até o nivel de



ruido do computador para matrizes cujo nimero de condigdo P<10°,
Yilkinson (ref 4!, p, 93) estabelece limite superior para D, em
fungdo da inversa A"Y e do niimero t ce digitos da precisdo utili

zada. Da (4,80)

A= AT e (4,82)
onde
! ! -t g
idij‘, S‘ 2 ;aij‘
ol 27 AT
(] m) B 1] T
ou (4.02)
1ol € 27F a2 AT
S S
Da igualdade (4,82) temos:
Mt = A " e D) =T+ AD (4.84)
m ' m n '
Como
ii/‘Dm!lS g !IA{IS !!Dmlis

e substituindo nesta Ultima o valor dado pela (4.83) temos:

Hanglt <AL 275 a2 A T R 2y (uLes)
‘ 3 S '

-

onde k(A) 2 o nimero de condigdc de A, definico como em (L.ug) ,

para a norma espectral e n a ordem da matriz A. Vemos que se:
k (n) » 2% 77372

a norma de AD" pode ser grande e conseqflentemente AA;;l ndo serd
aproximadamente igual 3 unidade e A;I ndo € uma boa aproximagae

da inversa ‘de A,



Além do refinamento da inversa podemos aind
num processo iterativo, obter refinamento para a solugdo. To
sistema Ax = b, se & € o vetor solugao calculada, tal que
X = X + 8x, temos:

A (X + 8x) = Db (4.85)

ASx = b - AX = r (4.97)

sendo r o residuo da solugdo calculada.

A equagao (4.87) pode ser resolvida aproximada -
mente em 6x dando um §X que nos permite obter um novo valor de

¥%. Iterativamente teriamos:

3]
$)

t)
n

(4.82)
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onde

o
x)
"
>
H

(4.89)

He

Os valores dos residuos r. cdeven ser calculados em precisao es
tendida. A solugao il’ inicial do processo iterativo & a solu
gdo x do sistema Ax = b obtida em precisdo simples. £ importan-
te notar que este refinamento da solugao ndao acarreta um grande
acréscimo de calculo, pois a inversa A"l & calculada somente a
primeira vez. 0 acréscimo de calculo & de n? multiplicagCes e
mesmo numero de adigdes, numero pegueno comparado ao total e
operacdoes necessarias para a resolugdo do sistema ou para inver
sdo matricial. Segundo loble 12|, se o processo converge, g
linear a convergéncia e acresce um numero fixo de digitos  vpor
iteragdo ate o nivel ¢e ruido.
Se o sistema € ruitoc mal condicionado a solug3o

inicial il obtida em precisao simples pode ndo ser satisfatoria

-~ . . - . .
para a convargraencia, Yeste caso e conveniente analisar se m2smo
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excessivo esrerc na solugao precisa, usando precisdo estendida,

refinamento e outros cuidados, quando o sistera & experimental

e cuja sclugdc, ainca que calculaca cxatamente, depencendo da
condigdo do sistema, pode ser desprovida Ce cualguer grau ce
confianca. Segunco lloble '12), a melhor maneira de solucicnar o
mau condicicnamentc & evitd-lo. Isto nerm sermpre 2 possivel, mas
deve-se procurar obter um mocelo matematico que evite o mau
concicionarento do problema. Lxemplifica sua sugestao com um

e
I Lo asl
segmente

3
3

. . . = T
L.7. Urna lMelhor Concdica2o para ~A7/Ax = A™D

Sabemos que o vetor x que rinimize a soma cos
) ) h . . . -
quadracos <¢o0s resiCuos cGo sistema inconsistente Ax = b onde A e

M XN, I>n, i

Vimos no cap. II gue o sistema:
T T
ATAx = ATD (4.22)

inal Ax = D, A normelizada.

(DY

pior ccncicionado que o orig

Fratenderos obter -wn sistera m2lhor condicionacdo

-~

. < ~ - 5 - .
que o sistera (B.22) e cue de a solugao pelo metodo dos rininos
quacdracoes.

Consicerermos entao o sistenma:
Ax = b
com A m x n e posto de A igual a n., Particionemes A e o na
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tais que A, tenha dimensoes n x n e 5, n x 1. Sende post (A) =
n, existe uma ordenagac das equagoes do sistema, tal que det
(Al) # 0 e na pratica devemos obter det(Al) t3o grande quanto
possivel. Como A ten posto n podemos obter A2 cormo combinagao 1i
near de Al:

=P .9
A, = PA (4.92)

-4
S |

A (4.23)

-~
n
-

9

1

onde I & de ordem n e P de dirensdes (rm - n) x n. Substituindo -

os valores das igualdades (4.%1) a (4.23) em (4.90) tenros:

.
1] .
3 [I P‘] | Ayx = A [I r‘]l (4.04)
1! py 1 1 s -
L) 172
ou
T T _ LT .
Al [I + P P] Alx = Al [51 + D bZ] (4.95)
e como post(Al) = n, tenos:
[I + PT§1 Ayx = b, + Db (4.28)
b ™ 1 2 "

fnalisemos a condigao deste Ultimo sistema  atra

vés do determinante da ratriz dos coeficientes:

det (TI+P°PlA.) = det[I+P*P]. cet A (4.57)

1

Coro



r m
[T+ PL~] A (4.98)

podemos escrever, usando a (2.10)

. det(ATA) T (deth )2
det [I+P P] = 5 = P s (4.39)
(detAl) (Geth,)
1
substituindo o resultado desta Ultima na (4.857) teros:
T det (ATA)
r T A - -
det([T+P"P] £) T T (4.100)
ou
T (det A )2
T"] ) __13 etp (u'
T P =
det([1+P*P] 2, T .101)
Lerbrando que A € normalizada e que Ay e uma

das submatrizes Ap, a de maior determinante, da (4.92) & fiacil

\
T - L)
P! > 1 e com este resultado, através da

concluir que det!I + P
(4.100) concluimos que a condicao do sistema (4.99) & pior que
a condigao do (4.95). A condigao deste Ultimo serd tanto melhor
quanto maior for o determinante ce Al’ razao pela qual devemos
escolher det(Al) tao grande quanto possivel.

Sendo as m - n Ultimas equagdes combinagdes  1i

neares das n primeiras, podemnos escrever:
b, = Pb (4,132)
A (4.386) pode ser escrita como:

“T = T T‘l » - D
[I + P] An.lx [.L'"P P_Jbl + & b Lbl]

ou
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Lm se tratando de problemas com ceoceficientes e

perimentais nao teros corbinacdes lineares comc indicadas en
(4.102) e (4.22) que irmplicariar, pele (&.123), er equivaléncia
entre A;x = b, e o sistema (4.958). Termos as (m - n) equagoes

corno aproximadas combinagoes lineares cas

segunca parcela cdo segunde membre da (4.1
ser consicerada como corregoes ao vetor b,
L
Uma das raneiras praticas de procedimento, usan-

do as subratrizes referidas acima, seria considerar a matriz:

. |

Srt
J
—

(4,10u)
1'5\ b

[ae]

"""
N
(]
b

e atraves da elininacgac Causs-Jordam, por exerplo, fazer A, = I

2 A, = 2 oktendo:

2
r -1 -1
k] - s A‘
i Al Jl Aq '
' ! (4.125)
|
" N - D -
2 52 Lbl T
[, -

sendo T chtido pela (4.32). Ista matriz fornece os elemantos ne
cessarios para a resolugdo da (4.26) ou cda (4.102). Para ohter-

mos cdet(A,) grande, podemos usar a selegio parcial de pivo

Lste procedimento, como vimeos, teoricamente con
duz a sistera melhor condicionado para determinagao de uma
solugao pelo métedo Cos minimos quadrados. Deve entretantc ser

testado praticamente, para se constatar se o ganho er ternos de

rmas de 21
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apesar do volume de calculos e dos conseqllentes erros de arrecon

damento introduzidos na computagdao. Experimentos recomendariam -

ou n3ao sua aplicag¢do pritica.

4.8. Renocao do Mau Condicionamento.

A remogao do mau condicionamento, para solugdo de

sistemas de equagdes lineares, € un método, devido a Eisemann
7!, qQue se aplica aos sistemas mal condicionados onde poucas e
quagoes sao aproximadamente combinagdes lineares de outras. 0
método ndo acarreta grande acréscimo de cdlculos e aprimora sen-
sivelmente a solugdo, entretanto nido pode ser usado para resol
ver sistemas onde a quase totalidade das equagoes sao aproxirada
mente combinagdes lineares das demais, como ocorre com os segmen
tos finitos da matriz de Hilbert,

A fundamentagac matematica do método estd baseada
naeliminagao de Causs. 0. procedimento sera analisado consideran-

do a matriz A, quadrada e de ordem cinco. Usando o metodo da

eliminagac, apos a realizagdo do segundo estdgio teremos a
transformagao R(?) ge n tal que:
r -
VL Ty Tag 1y 15
t 0 1 Ty Ty Ty
(2) _ '
R 0 0 a33,2 a:%,_;',2 a35’2i (4.108)
i
R W BT NPy

l
LY 0 23,2 %5y, @552

onde os elementos r e a de R sao dados para um estazio qualquer

k, por:

1 (4.107)
1



.. . . r, .
17 4% i3, k-1 ik’ x-1 k3
onde X = 1, ..., n-1; J el =%+, ..., n
. (%) . .
A matriz R , ohtida cda matriz A, de ordem n

apos k estagios de tranformagdo, pode ser representada parti -

cionadanmente como:

~\ R ]
“11 12
(k) _
R = (4,108)
0 A (5

onde R’l & a matriz triangular superior de ordem k; R12 e nrma
1 =

triz de dimensdes k x (n-k); 0 € a matriz nula de mesmas dimen-

T . A(k)

soes de RiQ : & natriz quadracda de ordem (n-k) dos elemen

(1)

¥uma formulagao matricial podemos obter R ,

, «.. de A pelas transformagdes Lys L eeo . Assim:

29

(1)

R = Ll A
A LyL, A (4.109)
R 2 Ly Ly g wee Lo A
once:
B 1. (\ @ ° * O ‘-]
2 21 1 ~
-2'-3 1 ~— ° * L]
_azj N ¢ ° [
Ly= A1 ]
° . . ¢ o .
e L ] L] L] ﬁ
anj‘ N L] . . O l
Ljéﬁ?'"

(&
(821



e (4.110)

1 O . ° . O v 'Y » ° O..‘
0 1 . . .
L] L] - o ®
. 0 1 . .
k . . ag¥1k;k-1
qkk, k-1
[ * -] o o L] *
[ ] L ] [} [ ] L] o
0 « e s 0 _nkk-1 o .. . 0 1
— %Kk, k-1 "
- (1)
A =T, R
(1) T, r(2) (4.111).
A= RO . R S RO, pk) o)
onde P(%)r T. T T. e T = L % Esta inversa € facilmente -
l 2 ¢ v e k k k - . v s

obtida a partir da L, pela simples troca de sinais dos elemen

[y

tos que-a distingllem da matriz identidade. Os elementos da k-
sima. coluna da matriz Tk, que a tornam distinta da matriz iden-

tidade, sao iguais aos elementos a. , i. e., sao lguais
i k-1, k-1,

: . . . k .~
aos elementos da primeira coluna da subnatriz A( ) da partigao

(4.108).



n ()

A ratriz € constituida das k colunas da

matriz T, Por exerplo, para a order cinco teros:

r T ar 1
IPq1 c 0 0 91i1 O 0 O O? Py1 0 0 90 O!
! i
$p21 1 0 ¢ 0jf0 Py 0 o8 Gy Py Py 0 © O
P 7. - . N ?
1Py o0 7 1 Oz 0 Py» a1 1 o Pyy Pug o0 1 O%
Peq 0 0 9 1jio Pgo ¢ 90 1 Pgy Pgo 0 0 IJ
b -t b PO S v
(4.112)

e

Podenos representar a matriz P, triancular infe-

rior, de ordem n, para um estasgio X%, particionada como:

r 1
" )]

(), Ty T, ees Tys i 11 | (5.113)
P21 IJ

oncde P e triangular inferior de order ¥, P ter dimensoes -
(n-%) x X3 0 term as dimensces da Poy @ T & a ratriz identicade

de order (n-k). Os elementos pij de P sao obtidos diretamente -

da eliminagd3c, sem envolver calcule adicional. A matriz origi
nel A poce ser representada por:
1. 1
f = P(’\) :-,( \) ('4.1]_14)
Fsta igualcdade & uma fencralizagdo da decomposicgido *triangular.
Poderos daqui por diante subentender o estagioc genérico % e

abandonar a notagao cerrespondente. A subnatriz A7 representa

~
~

reros por S, para evitar confusao.

Se num dacdo estagio todos os elementos de uma
1 - .
linha i1 de S, representada por £7, sac nulto pequenos, isto re

Dy

vela mau condicionarmento da ratriz £ e que a2 linha i e aproxima



damente combinagao linear de outras. Consequ#ntemente na conclu
sdo deste passo da eliminagdo ou num subsequ¥nte se verificarado
perdas de digitos significativos pela divis3o, por numero muito
pecueno dos elementos da linha Si. Isto equivale a multiplicar =
os erros de arredondamento, até entdo ocorridos, por um numero
muito grande. Ocorre entao uma subita queda de precisdoc que se
prepaga a toda a solugao. Térna-se necessario, portanto, reduzir
os erros: de arredondamento na obtengéd de Si para preservar a
precisao. A linha st ¢ equivalente a diferenga entre uma combina
g¢ac linear das k primeiras linhas da matriz original A e a i-ési
ma linhe da mesma matriz A, Obtendo os coeficientes desta combi=-
nacdo linear podemos obter st a partir de A,

Como vimos da (4.114), subentendido o estagio k,

A = PR e portanto:

a linha ST de S, submatriz de R, para i > k, pode ser expressa -
conos
i _ i, _ % i . p. Al k i
S® ~ R" = L7A = (L21’ ITA = zilA L zikA + A
(4,115)

Sendo todos os elementos de S* pequenos, podemos escrever:

i 1 2 k

onds os Indices superiores indicam linha.

Devemos entdo obter os elementos ‘13 da linha
Lt para i > k. Considerando as matrizes particionadas L(k) e
P(k) e a identidade L P = I, temos:

Lll 0 P11 0 I 0

. = (4,117)
L21 I le I 0 I

g8



donde:

+
o
]
o

21 "11 21

+
U
e
}
o

ip

Loy Ppp ¥ Py =

© que nos permite escrever:

£ 4

31 P11 ¥ &40 Poyp *oeee t Ly Py T 7 Py
B9 Pog * eee ¥ &4y Py = = Pyy

- e es A @ A @R G am r Ww W e (u.lls)
Liv Prx * = Pix

Os coeficientes Pij deste sistema ja 630 conhecidos dos  passos
anteriores, apesar de estapem eivados de erros de arredondamento
dos referidos passos. Obtemos entao, por retro-substituigao, va-
lores Zij aproximados em lugar de Lij’ mas estes valores aproxi-
mados satisfazem as exigencias do problema. Da (4.115) vemos que
a partir dos elementos zij’ 3 21, oo 5 k, € Aj e Ai podemos ob
ter Si. Usando Z{j obteremos A‘i. Novamente aqui teriamos perdas
de digitos significativos, entretanto agora procurdmos desenvol-
ver os -calculos em "double precision", dando Al isenta de erros
de arredondamento. A linha A'i tem ainda pequenos elementos, mas
estes podem ser multiplicados por um nﬁmefo M, .grande para obten
¢ao de pivo unitario, sem introduzir ou ampliar erros de arredon
damento neste estdgio, portanto a solugao conserva um nivel de
precisdo compativel com o dos passos anteriores.

Eliminando os k primeiros elementos da linha

A'Y teremos a linha R™.

0 volume de calculo adicional é pequeno compara-

Q9



do ao processamentc total do problema, uma vez que as demais 1i
nhas de R permanecem inalteradas.

Nas linguagens de programagdo modernas & possi-
vel declarar as variaveis em médulos independentes. Assin °
fato de desenvolvermos pequena parte do processamento en
precisiao estendida, dupla ou miltipla precisiaoc, nao  constitui

dificuldade.

Uma vez constatado o mau condicionamento cda
matriz, podemos resumir o método exposto em quatro etapas:

a) Solugao do sistema (4.118) por retro-substi-
tuicdo para obter os Eij'

b) Cilculo de A'l en dupla precisao.

c) Multiplicacdo de ard por um nimero M,  gran
de, "left shift"™.

d) Eliminagao dos k primeiros elementos da

linha i.

0 exemplo que segue serve para ilustrar o “méto
do e e transcrito da referencia |7|. Por simplicidade n3c 1leva

em conta o posicionamento por tamanho. Dado o sistema:

l,32x1 - L'r,73x2 + 5,39x3 - 2,84xu + 3,97x5 = 1,33
5,68xl - 6,25x2 + l,,Dxé + 7,02x, + M,SOXB = ~6,0u
1,93x1 + 1,34x2 - 2,16x3 + 3,81xu - 2,62x5 = ~-1,75
2,85xl + 3,09x2 + u,hlxs + 2,36xu + 3,14x, = 2,34
h,32xl + 0,20x2 + u,69x3 - l,63xu - 5,39x5 = 4,50

Estabelegamos que o maior elemento de uma linha qualquer nao de
ve ser menor que 0,20. Isto ocorrendo a precisao estd aquém da

aceitavel.

(&)



Aplicando a eliminagao com arredondamento a

duas decimais e desenvolvendo tres estagios, k = 3, obtemos

2(3) A (3 (3

Xx = b onde . 0 valor numérico da matriz au

mentada sera:
~ -

1 -3,58 4,08 -2,15 3,01 1,01
1 -1,55 1,37 -0,89 -0,8u!
(r€3), 503y 1 -1,21 -0,32 1,17

6,47 11,61 =-5,03

-0,08 -0,01 9,02

e
= ha
1,32
5,68 14,08
p(3) = 1193 8,25 2,78
2,85 13,29 13,38 .1
4,32 15,67 11,35 0 1
Na eliminagdo, apds o terceiro estagio, os
elementos da quinta linhé, i = 5, se tornaram menores que o

minimo aceitdvel, indicando que a quinta linha & aproximadamen-
te combinagdo linear das tres primeiras. Formamos entdo o siste

ma Pil 2* + pt = 0, que &:

1,321551 + 5,58252 + 1,93253 = - 4,32
14,088, + 8,25L,, = -15,67
2,768, , = -11,35
cuja solugdo arredondada para duas decimais da: Zél = -2,86 3
Zéz = 1,30 e lés = -4,11. Com estes valores, através da formu -
la:
[ o4
IXLAY TR I TR VA SR R
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calculada em dupla precisao, obtemos uma nova linha para A5 que
sera:
-0,0035x

+ 0,0954x, - 0,0278x,- 0,0407x,~ 0,1260x, = 0,0367

1 5

2

que com-um "left shift" e com a eliminacdo das trés primeiras -
incognitas da para o final do terceiro estdgio a seguinte quin

ta linha para a matriz aumentada (R(B), b(3)):

(0; 03 03 =-2,253 0,31; -2,47)

onde o valor numérico do maior elemento esta acima do limite
estabelecido, dentro da precisdo aceitdvel.

A solugao correta do sistema € o vetor X, tal
que xT = [—2 021 -i]. Usando método comum temos para solugdo
x'T = [—0,30 0,32 ¢,77 -2,23 ~O,3i] e usando o método acima a
solugao sera: x"T = [71,96 0,00 1,35 0,95 —0,97] que indica ex

celente ganho em precisao.
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CAPITULO V

CONCLUSAO

Como frisamos em paginas anteriores, nao existe
uma soluga@o para sistemas mal condicionados, no sentido geral.
0 que se pode fazer é identifica-lo; estimar a precisao da
solugao com base na condigao e na dispersdo dos coeficientes e
adotar alguns procedimentos que déem a solugac mais precisa pos
sivel. Para isso deve-se:

a) Efetuar adequagao de escala do sistema, antes -
de qualquer iniciativa de solugao, usando um dos procedimentos
indicados no Item 3.4. do capitulo IV.

b) Identificar a condigao do sistema em escala uti
lizando, se possivel, elementos que o proprio método de solugao
fornega, tais como: determinante da matriz normalizada; elemen-
tos da matriz inversa; maximo elemento das (m - k) linhas de
cada estagio k de um dos métodos de eliminagdo; ou um dos nume-
ros de condicdo citados no capitulo IV. Como os indicadores de
condicdo ndo sao condigdes caracteristicas & recomendivel, se
possivel, usar mais que um indicador de condigao.

c) Estimar a qualidade da solugdo ndo pelos residu

193



os de sua substituigac no sistema e sim atraves de uma das formu
las (4.70) a (4.73) ou (4.74) do Item 4.5 do capitulo IV, que
dao a variagdo absoluta ou relativa da solugdo. Deve-se precaver
com & escolha adequada do erro a ser analisado, se absoluto ou
relativo.

d) Adotar, se o sistema for mal condicionado, os
seguintes procedimentos: Tentar obter outro modelo matematico -
bem condicionado (*); se for sistema de equagoes com coeficien
tes exatos usar a técnica da condicao prévia exposta no Item 4.3
do Gltimo capitulo; sendo os coeficientes oriundos de experimen-
tagao, usar o refinamento da matriz inversa e da solugdo se o
metodo adotado usa inversdao matricial, e, nos métodos de elimina
gao utilizar a remogac do mau condicionamento descrita no  Item
4.8 do capitulo IV.

Os procedimentos acima sdo recomendaveis, ‘entretan
to s0 a experimentacgao permitira conclusdes bem precisas acerca
dos mesmos.

Vimos que os sistemas de equagdoes normais sao pio -
res condicionados, (cap. II) e que a atribuigao de pesos excessi
vamente discrepantes entre si prejudica a condicao do sistema de
equagdes normais, devendo portanto ser evitada (Item 3.1 capitg
lo IV).

Vimos também no Item 4.7 do Gltimo capitulo que
teoricamente & possivel obter u'a matriz melhor condicionada pa-
ra as equagoes normais, devendo isto ser verificado experimental

mente.

(%) Pode-se objetar que isto n3o & solugdo e sim fuga ao proble

ma, mas, na realidade e o melhor.
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