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INTRODUÇÃO

O geõide é uma determinada s u p e r f í c i e  equipotenc ia l  do 

campo da gravidade:  aquela que mais se aproxima do n íve l  médio 

dos mares; nos cont inentes e i lh as  (25% da su p e r f í c i e  terrestre)  

acha-se no i n t e r i o r  da crosta |7|.

Existem vár ios  métodos de determinação do geõide que 

podemos enumerar como segue:

1 . as tro-geodési c o ;

2 . g r a v im é t r i c o ;

3. a s t ro -g rav im é t r i co ;

4. celes te ; e

5. comb i n ado .

0 geõide calcu lado a p a r t i r  do desvio as t ro-geodésico, 

cuja técnica  de resolução convencional  é por integração de li_ 

nha ao longo da cadeia de t r i angu lação  geodésica,  é denomina

do geõide as t ro-geodési c o . 0 método de obtenção do mesmo é de£ 

c r i t o  no cap i tu lo  segundo.

0 geõide g r a v im é t r i c o , conhecido como geõide absoluto,  

pois refere-se ao e l ipsÕide  com centro no centro de massa da Tej  ̂

r a , e cujo eixo menor coinc ide com o eixo de rotação t e r r e s t r e ,  

obtido pela fórmula de Stokes é apresentado no cap i tu lo  t e r c e i 

ro,  assim como o programa Fortran que ca l cu la  a ondulação geoj_ 

dal no B r a s i l .  A obtenção da car ta  geoidal  g rav imétr i ca  prec isa



nao é po ss í v e l ,  uma vez que não conhecemos as anomalias da gra

vidade em todo o mundo, e part i cu larmente  no B r a s i l .

0 método a s t ro -g rav im é t r i co , é uma combinação dos méto 

dos astro-geodésico e o g r a v im é t r i c o , de forma complementar, uma 

vez que que o primeiro é r e s t r i t o  ãs are as cont inenta is  conten

do o e f e i t o  da Terra toda e o segundo sõ serã conf iáve l  se co

nhecermos as medidas da gravidade estendidas a tota l  supe r f í c ie  

t e r r e s t r e ,  mas in fe l izmente ,  as ãreas desconhecidas grav imetr i-  

camente são enormes tanto nos mares como nos cont inentes.  Este 

método apresentamos no quarto cap í tu lo .

Nos anos recentes desenvolveram-se, de maneira* conside^ 

rãvel  , métodos de obtenção do geõide pelos s a t é l i t e s ;  por exem

plo,  estabelecendo estações Doppler sobre re fe rênc ias  de nível  

de pr imeira ordem como vem sendo f e i t o  em nosso país pelo IBGE 

ou calculando a separação geõide-el ipsõide  através de desenvol 

vimento em sé r ie  de harmônicos e s f é r i c o s .

As observações a s a t é l i t e s  podem ser usadas em conjun

to com os dados t e r r e s t r e s  para determinar o geõide e a este mé 

todo denominamos método combinado.

Estes dois últ imos métodos apresentamos no quinto capí 

tu 1 o deste t raba lho .

No cá lcu lo  da ^ondulação geoidal  N, pela fórmula de Sto 

kes , muitos geodesistas não consideravam as i n f l uênc i a s  das re 

giões a fastadas ,  devido ao desconhecimento grav imét r i co destas 

ãreas.Neste t rabalho nos propomos a a n a l i s a r  as i n f l uênc i a s  das 

diversas regiões no cá lcu lo  de N e o apresentamos no sexto capí 

tul o .



CAPITULO I I  

DETERMINAÇÃO ASTRO-GEODESICA DO GEOlDE

n . l  SISTEMA DE COORDENADAS TERRESTRES, GEODÉSICAS E NATURAIS

11.1.1 Sistema de coordenadas t e r r e s t r e s  t r id imens ionais

E um sistema de coordenadas retangulares dextrog_j_ 

no, onde o eixo z poderã ser o eixo de rotação médio da Terra 

(CIO) ou o eixo de rotação ins tantâneo ,  com origem no centro de 

massa da Terra e o plano xz contendo o meridiano do observato 

r io  médio de Greenwich. ( F i g .  I I . 1.1)

11.1.2 Sistema de coordenadas geodésicas

As coordenadas geodésicas de um ponto P da super

f í c i e  f í s i c a  da Terra são , X e H, respect ivamente;  a l a t i t u de  

e a longitude geodésicas e a a l t i t u d e  geométr i ca . ( F i g . I I . 1.2)

A l a t i t u d e  geodésica <j> é o ângulo formado pela 

normal ao e l i psõ ide  conduzida a p a r t i r  do ponto P e sua p ro je 

ção e qu a to r i a l ,  considerada p o s i t i v a  no hemisfér io norte.

A normal e o eixo de rotação são coplanares ,o  pljí 

no por eles determinado def ine o meridiano geodésico de P. 0 ã_n



Fiq.  I I . 1.1 - Sistema de coordenadas t e r r e s t r e s  
t r i  di mens i onai s





guio diedro formado pelos meridianos geodésicos de Greenwich 

(origem) e de P é denominado longi tude geodésica X de P, positj_ 

va a l es te  de Greenwich.

A l t i t ude  geométrica H é a d i s tâ nc i a  do ponto P ao elijp 

sÕide medida sobre a respect i va  normal.

A fim de r e la c iona r  as coordenadas dos dois sistemas 

ante riormente de f in idos ,  consideremos o e l i p sõ id e  com o centro 

coinc idente com o centro de massa da Terra.  0 ra io  vetor  do pon 

to P é dado por:

(N*+H) cos <j> cos X 

r = (N* + H) cos cj) sen X 

, 2
( N*—- + H ) sen cj) 

a^

( II . 1 . 2 . 1 )

onde N* é o ra io  de curvatura da seção pr imeiro ver t i c a  1 , função 

da l a t i t u de  geodésica (O,do semi-eixo maior (a)  e da excentricj_ 

dade ( e ) do e l i p s õ id e :

N* = ( I I . 1.2.2)
J -e2 sen2 cj)

Não é necessár io condicionarmos que o centro do 

e l ipsõ ide  de re fe rênc ia  coinc ida com o centro de massa da Te£ 

ra ( * ) .

( * )  Quando não houver co in c id ênc i a ,  a t rans lação  dos centros d£ 

ve ser adicionado â transformação.



A transformaçao inversa é mais complicada e e 

usualmente reso lv ida  por um processo i t e r a t i v o .

I I .  1 .3 Sistema de coordenadas natura is

As coordenadas natura is  do ponto P são <f> , X,
a a

e h, respect ivamente a l a t i t u d e  e longitude astronômicas e a aj_ 

t i tude  ortomÕtrica.  F ig.  I I -1 .3 .

A l a t i t u d e  astronômica a de um ponto P é o ângu

lo que a v e r t i c a l  deste ponto forma com sua projeção equa to r ia l ;

por convenção e po s i t i v a  no hemisfér io norte.

A longf tude astronômica X, ,de um ponto P, e o ângua —
lo diedro formado pelos meridianos astronômico médios de Green- 

wich Co r i  g e m) e do ponto P, p o s i t i v a  a l e s t e  de Greenwich. 0 me 

r id iano astronômico de um ponto é de f in ido pelo plano v e r t i c a l  

deste ponto,e por uma p a ra l e l a  ao eixo de rotação,  pois o eixo 

e a v e r t i c a l  não são necessariamente coplanares.

A a l t i t u d e  or tométr ica h de um ponto P é a distâjn 

c ia  contada sobre a v e r t i c a l  deste ponto ao geÕide e pode ser

obtida com o nivelamento geométrico associado a grav imet r ia .

I I .2 DFSVIO DA VERTICAL. TRANSFORMAÇAO DF COORDENADAS NATURAIS

EM GEODESICAS

Ma f igura  I I . 2 representamos por OZ e ON, respect ivamente 

a v e r t i c a l  e a normal r e l a t i v a s  a um observador de coordenadas 

geodésicas (<i>,X,H) e na tura is  (<K,X .h) .  0 ângulo i formado
a a





Fig. I I .  2



pela v e r t i c a l  e a normal, denomina-se desvio da v e r t i c a l  que po 

de ser medido pelo arco ZN e este por sua vez decomposto na com 

ponente segundo o meridiano £ e o pr imeiro v e r t i c a l  o .

Da mesma f igura  temos:

QZ = *a 

NQ-j = 4> = RQ

então

(j>a - <() = ç , ( I I . 2.1)

ç será po s i t i v a  quando a v e r t i c a l  se acha ao norte da normal.

Da f igura  I I . 1.2 podemos escrever :

H = h + N. ( I I . 2.2)

Do t r i ângu lo  NP^R, da f igura  I I . 2, apl icamos a le i  dos se 

nos , obtendo-se:

s e n  p wN „N sen n ~ n
sen R sen x x

sen (90 - 4>) - 7

x s e n ( 9 0 - t } ) )  = n ( I I . 2.3)

Da mesma f igura  t i ramos:



SQ - Àa ,

SQ-SQi = X - X = QQ-j = x. ( I I .2.4)

Subst i tuindo ( I I . 2.4)  em ( I I . 2.3)  obtemos:

( X  - X )  cos 4> =  n , ( I I .2.5)

sendo n maior que zero se a v e r t i c a l  e s t i v e r  s i tuada a l es t e  da 

normal.

Das equações ( I I . 2 .1 ) ,  ( I I . 2.2)  e ( I I . 2.5) concluimos que 

podemos transformar coordenadas natura is  em geodésicas,  somente, 

se conhecermos a ondulação geoidal  N e as duas componentes do 

desvio da v e r t i c a l  Ç e n no ponto P.

As coordenadas geodésicas podem subseqüentemente ser trans^ 

formadas em coordenadas t e r r e s t r e s  at ravés do e l i psõ ide  de refe 

rênc ia sobre a qual as coordenadas geodésicas são conheci das. Lo 

go podemos conc lu i r  que a fim de transformar as coordenadas na

t u r a i s ,  que podem ser consideradas "coordenadas observadas" ,  em 

coordenadas t e r r e s t r e s ,  devemos conhecer duas s u p e r f í c i e s ,  a do 

e l i psõ ide  de re fe rê nc ia  e a do geõide.

11. 3 PROJEÇÃO DE HELMERT

Os v é r t i c e s  geodésicos mater ia l i zados  na s u p e r f í c i e  f í s i 

ca da Terra devem ser  projetados sobre a super fTc ie  do el ipsÕ2  

de de r e fe r ê nc i a ,  uma vez que é sobre esta que a Geodésia Geomé 

t r i c a  efetua todos os seus cá l cu los .  Helmert adotou uma solu-



ção bem simples:  p ro j e t a r  um ponto P (<j>,A,H) sobre o e l ipsõ ide

ao longo da normal, obtendo desta forma o ponto correspondente 

P0 (<f>,A,o). F ig.  I I . 3

F ig.  I I . 3 Projeção de Helmert

I I . 4 AZIMUTE ASTRONÔMICO E GEODÉSICO, EQUAÇÃO DE LAPLACE

Em geodésia trabalhamos com dois t ipos d i fe rentes  de a z i 

mute: o astronômico e o geodésico.

0 azimute astronômico Aa da di reção P -j P g e def inido como 

o ângulo entre dois planos v e r t i c a i s  do ponto P-j , onde um deles 

é o meridiano astronômico de P-j e o outro contém P E m  astron^ 

mia os azimutes são contados do sul por oeste.

0 azimute geodésico A1 2 d i reção P 1P^ sobre 0 e l ipsõ ide

é 0 ângulo que 0 meridiano geodésico do ponto P̂  forma com a geo



PN



désica ( * )  P i P 2 > contada do nor te ,  por l e s t e .  0 azimute A21 , da 

direção de P£ a P-| é denominado contra-azi  mute de A-^.

Da f i g u r a  I I .2

= ^a = azimute astronômico de uma di reção ,

Ĥ M = A = azimute geodésico da mesma d i reção ;

Aa - A = y ( I I . 4.1)

e do t r i ângu lo  retângulo em

sen * a = Ü Í L l  - V Yd sen x x

y = x sen ia ( I I . 4 . 2 )

Fazendo sen a = sen 4> e introduzindo a ( 11 . 2 . 3) na ( 1 1 . 4 . 2)

y = n tg '<j> ( I I . 4.3)

Subst i tuindo ( I I . 4.1)  em ( I I . 4.3)

( Aa - A) = n tg *. ( I I . 4.4)

As equações ( I I . 2.5) e ( I I . 4.4) dao a equaçao de controle:

Aa - A - ( xa - X) sen <j> ( I I . 4.5)

( * )  Geodésica é 0 menor caminho entre dois pontos sobre a supej^ 

f í c i e  considerada 17 I.



Esta equaçao ( I I . 4 . 5 ) ,  e denominada equaçao de Laplace s imp l i f i  

cada.

0 azimute geodésico determinado a p a r t i r  de

A = Aa - ( Aa - X )  sen <p ( I I  .4.6)

e conhecido como azimute de La p l a c e . Um ponto para o qual o azj_ 

mute de Laplace foi  determinado é chamado ponto de La p lace .

A equação de Laplace ainda nos permite encontrar  outra for  

mula para n.

Aa - A = n sec <j> . ( I I . 4.7)

v i s t a  anter i  ormente , der i va

n = (Aa - A) ctg <f> ( I I . 4 . 8 )

que re lac iona  a componente pr imeiro v e r t i c a l  do desvio da vertj_ 

cal e a d i ferença dos azimutes.

H .5 DETERMINAÇÃO ASTRO-GEODESI CA DO GEPIDE

Consideremos dois pontos bas tante : prõx imos l igados por um 

arco elementar d s ; o desnível  dN do geoide,  re fe rente  ao e l i p  - 

soide,  pela f igura  I I . 5.1,  escreve-se

dN = 0 ds ( I I . 5.1)



F i g .  I I . 5 .  1



sendo 9 a componente do desvio segundo ds.

Esta equação ( I I . 5.1) pode ser apl icada sucessivamente a 

uma se r i e  i n t e i r a  de pontos, onde a soma de todos os dN dã a ele 

vação to ta l  do geoide entre os pontos extremos. Se representa^ 

mos estes extremos por P-| e P 2 teremos:

/P.
l2 - N1 9 ds ( I I . 5.2)

Se entre P-j e P2 pudermos admi t i r  uma var iação l i n e a r  das 

componentes do desvio da v e r t i c a l :

V  N 1

P2 9-1 +9«
9 ds = —! - s ( I I .5.3)

Na f i gu ra  I I . 5.2,  designando por a Q o azimute do arco ZN, 

por i o desvio da v e r t i c a l ,  as componentes p r in c ipa is  são:

ç = i cos a .

n = i sen ao

(1 1 .5.4)

( 11.5.5)

Projetando o arco i na di reção de azimute a e designando 

por 9 a componente segundo essa d i reção:

9 = i C OS  (a - a 0 )

= i cos a cos a Q + i sen a  sen a Q . ( I I . 5 . 6 )

Subst i tu indo ( I I . 5.4) e ( I I . 5.5) em ( I I . 5 . 6 ) obtemos



X

F i g .  I I . 5 . 2



9 = ç cos a + n s e n a .  ( I I . 5.7)

Introduzindo ( I I . 5.7) na ( I I . 5.3)

^2~^1  = \  S ^ 1  cos a i +ni seri otn+̂ 2 cos ct2 + n 2 senoi2^

( I I . 5 . 8 )

Fazendo a-j = a2 = a

aN = l s  [ cosa  (ç-|+Ç2 ) +senct(n-|+n2) ]  ( I I . 5.9)

Introduzindo as projeções de s sobre o meridiano e sobre 

o pa ra l e lo  de ra io  R e l a t i t u d e  <j>, obteremos:

AN = 1 R [ ( ç 1 +ç2 )A<t.+ ( n 1 +n2) A X  cos <{>'] ( I I . 5.10)

sendo a tj> e .̂ Á as d i fe renças entre as l a t i t u d e s  e as longitudes 

extremas de s,  respect ivamente.

Subst i tu indo  por ç e n as médias a r i tmét i cas  entre as com 

ponentes do desvio

aN = R ( ç A 4>+nAAcos<l>)  ( I I . 5.11)

Exprimindo A4> e aà em minutos e as componentes médias em
5

segundos e R = 6371 x 10 cm

aN = 0,9 (I"A* 1 + n M A X  cos (j)) ( I I . 5.12)



' 1 1 •6 APLICAÇÃO DO METODO ASTRO-GEODCSICO

0 método astro-geodêsico foi  u t i l i z a d o  por Hayford no i n í  

c io do século,  por vo l ta  de 1909, para obter a pr imeira car ta  

geoidal dos Estados Unidos. 0 geodesista canadense Ney,em 1952, 

efetuou inves t igações  no sul de seu pais e I rene F i sher  estudou 

o geoide na América do Su l ,  em 1965.



C A P r T U L O  I I I  

MÉTODO GRAVIMÉTRICO

111 • 1 INTRODUÇÃO

A ide ia  básica do método grav imétr i co  é que as massas 

anômalas, causam a anomalia da gravidade,  Ag, a ondulação do 

geÕide N e o desvio da v e r t i c a l ,  mostrados na f igura  I I I .  1. As 

anomalias da gravidade Ag, podem ser observadas e a p a r t i r  de

las podemos c a l c u l a r  a ondulação do geÕide e o desvio da v e r t i-  

ca l .  As formulas matemáticas básicas para o cá l cu lo  da ondulação 

geoida l ,  usando anomalias da gravidade,  foram deduzidas por Sto 

kes em 1849 1301 . As fórmulas correspondentes para o cá lcu lo  

do desvio da v e r t i c a l  foram deduzidas por Vening Meinesz em 1928 

| 1 2 |, as quais apresentamos no cap í tu lo  seguinte.

Existem algumas condições do método grav imét r i co que são:

i )  o campo g r a v í f i c o  em todo o mundo deve ser  conhecido;

i i )  todas as observações grav imét r i cas  devem ser f e i t a s  no

mesmo s i stema ;

i i i )  todas as medidas grav imét r i cas  devem ser reduzidas ao 

geÕide, usando métodos de redução convenientes;



Fig. 111.1 - Conceito esquemático da geodesia gravimetrica.



i v )  a grav idade t e ó r i c a  deve se r  c a l c u l a d a  para a l a t i t u d e  

do ponto de observação ;

v)  a anomal ia da grav idade é a d i f e r e n ç a  en t re  o v a l o r  da 

grav idade medida reduzida ao nTvel  dos mares,  e a gravid^a 

de t e ó r i c a  obt ida  a p a r t i r  da fórmula padrão;  o que sic| 

r i i f i c a  que a fórmula da grav idade deve ge rar  va lo r es  teõ 

r i co s  tão próximos quanto poss í v e l  dos v e r d a d e i r o s ;

v i )  como a condição ( i )  não ó atualmente s a t i s f e i t a ,  o campo 

da grav idade deve se r  es tend ido  ãs áreas não observadas ,  

por métodos de i n t e r p o l a ç ã o  e/ou e x t r a p o l a ç ã o ,  que te - 

nham alem de base matemát i ca ,  suporte  g e o f í s i c o .

A s eg u i r  apresentaremos estas  condições do método g rav i-  

mét r i co ,  o c á l c u l o  da ondulação geoidal  e sua d i scussão .

í 1 í .2 SISTEMA DE REFERENCIA DA GRAVIDADE

U i  .2.1 INTRODUÇÃO

Os geodes i s tas  e g e o f í s i c o s  necess i tam conhecer 

a grav idade com grande exa t idão  sobre toda a s u p e r f í c i e  da T e r 

ra.  Programas para prove r  medidas da g rav idade sobre os conti_ 

nentes e oceanos expandiram-se rãpidamente e,  estamos próximos 

de a t i v a r  medidas g r a v im é t r i c a s  a bordo de av iões com exa t idão  

desejada.  Um s i stema de r e f e r e n c i a  u n i v e r s a l  homogêneo ê então 

ne cess á r io  para padron iza r  estas  medidas. Este  novo s i stema pc> 

de fo rnece r  o datum e e s c a l a  com exa t idão  compat ível  com a cap_a 

cidade do ins t rumenta l  moderno.



0 pr ime i ro  s i stema de r e f e r ê n c i a  i n t e r n a c i o n a l  

da grav idade a c e i t o  fo i  o s i stema de V i e n a , adotado em 1900, no 

X I I  Congresso da Assoc iação  I n t e r n a c i o n a l  de Geodésia,em Par is ,  

e teve uma pr e c i s ão  r e l a t i v a  est imada em + 10 mGal (25[ .

0 s is tema de Potsdam fo i  i n t rod uz ido  logo depois 

e in t e rnac iona lmente  a c e i t o  em 1 909,na reun ião da Assoc iação I_n 

t e rn ac i ona l  de Geodesia ( IAG) em Londres.  A p r e c i s ão  r e l a t i v a  

do sistema foi  est imado em + 3 mGal e c o r r i g i u  o s is tema de Vi_e 

na de -16 mGal. Medidas absolutas  r e a l i z a d a s  em vá r io s  l aboratÕ 

r ios  nas ú l t imas décadas e t r anspor tadas  a Potsdam, e n t r e t a n t o ,  

indicavam um er ro  da ordem de 14 mGal no v a l o r  abso luto  de Pots_ 

dam, determinado no i n í c i o  do sécu lo  com pêndulos r e v e r s í v e i s .

A pub l i ca ção  de dois ajustamentos independentes 

( M o r e l l i  e H i rvonen)  demonstrou a f a l t a  de p rec i s ão  e a d i s t r i 

buição i n s u f i c i e n t e  das observações g r a v im e t r i c a s  e x i s t e n t e s ,  e 

induziu Woolard a empreender seu t r ab a lh o  p i o n e i r o  de promover 

o uso de novos inst rumentos  geodés i cos ,  como grav ímet ro  LaCos- 

te & Romberg, Worden e pêndulos G u l f ,  para f o rnec e r  novas e mais 

exatas medidas r e l a t i v a s  da grav idade em todo o mundo.

0 I n t e r n a t i o n a l  Gravi t .y S t a n d a r t i  za t i  on Net-1971 

( IGSN-71) tem suas ra íz es  no pés Segunda Guerra Mundia l ,  quando 

f i cou  ev idenc iada  a necess idade de d e f i n i r  um novo s is tema que 

i n t e r l i g a s s e  estações  abso lutas  e r e l a t i v a s  disseminadas por to 

do o mundo, e cujas  observações fossem submetidas a um único ajus 

tamento. Uma rede u n i v e r s a l  que resu l tou  do ajustamento de 24000



medidas por grav imetro,  1 2 0 0  por pêndulos e 10 determinações ab_ 

so lu tas ,  coletadas em 20 anos, foi  adotada pela IAG na XV Assem 

b lê ia  Geral da União In te rnac iona l  de Geodésia e G e o f í s i c a ,  em 

agosto de 1971, em Moscou, e recebeu a denominação de IGSN-71.

0 concei to do IGSN-71 d i f e r e  dos primeiros s i s 

temas de r e fe rênc ia  da gravidade porque o datum ê determinado , 

não por um va lor  adotado em uma estação s imples,  mas pelos valo 

res da gravidade de 1854 estações,  obtidas de um simples ajusta^ 

mento do mater ia l  g rav imét r i co acima mencionado. Os desvios pa

drão dos va lores da gravidade do IGSN-71 são menores que 0,1 mGal.

m . 2 . 3 LINHAS DE CALIBRAÇAO

Diferenças da gravidade foram medidas entre as 

estações de ordem i n f e r i o r  e estações da Rede Grav imétr i ca  I n 

te rnacional  ( IGSN-71) ,  algumas vezes diretamente e algumas ve

zes via outras estações.  Em muitos casos,  quando estas estações 

foram l igadas entre si e ã IGSN-71, os c i e n t i s t a s  notaram que 

d i fe ren tes  instrumentos de medidas dão d i fe renças s i stemát i cas 

entre as mesmas estações.  Desta forma foi  necessár io es tabe le 

cer longas l inhas de ca l ib ra ção  afim de assegurar ca l ib ração  

uni forme.

Uma destas l inhas se s i tua  na América, part indo 

de Point  Barrow, no Alasca (Oceano A r t i co )  vai at ravés do Pana

má ã Punta Arenas no Ch i l e ,  extremidade meridional  da América 

do Sul .  A l inha de ca l ib ração  euro-afr i  cana estende-se de Ham- 

merfeste,  na Noruega, a Capetown, na A f r i c a  do Sul .  Uma l inha 

foi  proposta a As ia ,  part indo de um lugar prõximo a Salekhard,



ÜSSR, indo até Colombo no Ce i lon ,  e outra tem i n í c i o  em Hokkai- 

do, Japão,  e vai até Mac-Murdo Sound, na An tá r t i da ,  com estações 

na Aust rá l i a  e Nova Zelândia .

Ao longo destas l inhas de ca l ib ração  o i n t e r v a 

lo entre as estações foi  selec ionado de tal  forma que a diferen_

ça da gravidade ê de cerca de 200 mGal . Todas estas estações 

tem sido ocupadas por pêndulos,  e entre e la s ,  estações secunda

r ias  são e s tabe le c idas ,  as quais são medidas por gravímetros (*).

I I I . 2.4 REDE GRAVIMÊTRICA NACIONAL

Das 1854 (£)  estações que constituem o IGSN-71 , 

cerca de cinqüenta se loca l izam no nosso país .

Em breve vamos dispor de uma rede Gravimétr ica

Nacional ajustada e coerente com a IGSN-71, pois a Universidade 

Federal  do Parana e o Observatór io Nacional  in i c ia ram o t raba 

lho pionei ro de implantação de estações grav imét r i cas  de prime^ 

ra ordem, bem d i s t r i b u íd a  geograficamente,  por todo o t e r r i t ó 

r io  nac ional .

( * )  0 rápido desenvolvimento dos gravímetros absolutos ,cuja pre 

cisão quase aproxima ao n íve l  do yGal , certamente i r ã  revo

luc ionar  este assunto.

( J )  Que exist iam na época de sua implantação,  porque a destruj_ 

ção de ta i s  estações,  pelo menos no nosso pa ís ,  cont inua.



I I I . 2.5 DENSIFICAÇflO GRAVIMÉTRICA

Estabe lec ida  a Rede Grav imétr ica Nac ional ,  se 

gue-se naturalmente o problema da dens i f i cação  ou dos le van ta 

mentos g r a v im é t r i cos reg iona is .

A pr imei ra fornece,  at ravés das suas estações 

de pr imeira ordem,os pontos de par t ida  para os levantamentos re 

g iona i s ;  estes comumente têm uma dest inação e s p e c T f i c a , conforme 

a natureza da i n s t i t u i ç ã o  que os promove. 0 geodesist a , por exem 

p io,  v i sa  a determinação da ondulação geo ida l ,  e do desvio da 

v e r t i c a l ,  enquanto o geofTsico,  v i sa os t rabalhos de prospecção.

I I I .3 ANOMALIA DA GRAVIDADE

0 geopotenci al (W) ê o potencia l  da gravidade (g ) :

g = grad W = grad V + grad Q ( I I I . 3.1)

sendo V a atração das massas t e r r e s t r e s  e Q a força centr i fuga  

atuantes sõbre uma p a r t í c u l a  de massa u n i t á r i a .

Terra normal é o e l i p sõ id e  de revolução ao qual atribui_ 

mos a mesma massa ( in c lu indo  a massa a tmosfé r i ca ) ,  e a mesma ve 

locidade angular (w) da Terra real  com a injunção de que a sua 

superfTcie tenha potencia l  constante (UQ).

0 es feropotenc ia l  (U) e o potenc ia l  de atração mais o pô  

tenc ia l  de rotação da Terra Normal e seu gradiente def ine a grâ



vidade normal y ou:

Y = grad (U) ( I I I  .3.2)

Esferope são as su pe r f í c i e s  equ ipotenc ia i s  do campo da 

gravi dade normal.

Tomemos um ponto P sobre o geõide,  cujo geopotencial  é 

WQj e sua projeção P 1 sobre o e l i p s õ id e ,  de es fe ropotenc ia l  UQ; 

considerando os vetores gp e y p , ( F i g .  I I I . 3 .1 ) ,  definimos o ve 

tor  anomalia da gravidade no ponto P:

A g p = g p - Y p . • ( I I I . 3.3)

Fig.. i ; i l ; .3.1

A anomalia da gravidade é o e sca la r



A 9 p  = 9p - Ypl ( I I I . 3.4)

ou se j a ,  a d i fe rença entre as intensidades dos vetores da gravi

dade real  em P e da gravidade normal em P ' .

D is túrb io  da gravidade (dg) e a d i fe rença  entre os módu

los g e y no mesmo ponto P,

6 g = 9p " Yp ( I I I . 3.5)

m . 4  POTENCIAL DE ATRAÇÃO EM HARMÔNICOS ESFÉRICOS

0 potenc ia l  g r a v i t a c i onal ou newtoniano, engendrado por 

um corpo de massa M, em um ponto de massa u n i t á r i a  P Ó dado por:

V = k dm
T ( I I I . 4.1)

M

onde dm é o elemento de massa, l  a d i s t anc i a  do ponto P a esse 

elemento e k a constante g r a v i t a c i onal , que no sistema SI  tem o 

va lor :

k = 6 ,672 x 1 0" 14 m3 s " 2 kg-1 .

0 símbolo M sob o s ina l  de integração ind ica  que esta deve ser 

estendida ã to ta l  massa M.

Da f igura  I I I . 4.1 podemos escrever  

f .2 = p2 + r 2 ~2rpcos ip = r 2 1 + (-^)2- 2-̂  cos \p ( I I I . 4.2)



ou

1 + ( f  ) - 2 *  cos *
-Vo

( I I I

normalmente usa-se a notaçao s im p l i f i c ada :

t = COS ip ( I I I

que

Desenvolvendo ( I I I . 4.3)  pela formula do binômio

1I r 1 + (7 ) P, + (^)2 P2 t (y)3 P3 + ( I I I

OU

1
7 y  I  ( y )  pn > Para 

r n=0 r n
p < r ( I I I

onde Pn e 0 pol inómio de Legendre de grau n def inido por

P n ( t )  ^ 1 d ( t 2 -!)"
n 1 2n d t n

( I I I

ou p or

pn ( t ) \  1 • 3. 5. . . (2n-2k-l)( t n-2k
k =0 2kk.' (n-2k) 1

( I I I

I s i g n i f i c a  0 maior i n t e i r o  contido em n / ^

Subst i tu indo  ( I I I . 4.6) em ( I I I . 4.1)  teremos:

l  ( 7 ) Pn dm • n = 0 r n

,4 .3 )

.4.4)

temos

.4.5)

.4.6)

.4.7)

4 .7 ' )  

.4.8)



Fig.  I I I . 4.1



Consideremos agora dois pontos P e P 1 de coordenadas 

( u , A , r )  e ( u ' , A ' , r ' )  respect ivamente,  e suas projeções sobre 

a s u p e r f í c i e  de uma esfera com centro na origem do sistema ca r 

tes iano como mostra a f igura  I I I . 4.2.

Considerando o t r i ângu lo  e s f é r i co  P0 P0' na f igura

I I I . 4.2 podemos escrever :

P-j(cos ip) = cos = cos u cos u' + sen u sen u' cos(A-A').

( I I I . 4.9)

Adotando o duplo Tndice e fazendo cos u =P-|q ( u ), sen u = 

P-jl (u) e analogamente para as funções em u' na ( I I I . 4 .9) :

P-|(cos tj;) = P-|0(cos u ) P-|q ( cos u ' )  +

+ P i ^ (cos u) P i i (cos u ' )  cos(A-A' )

( I I I . 4.10)

Subst i tu indo  ( I I I . 4.9)  no polinómio de Legendre de segun  ̂

do grau em \ p ,  desenvolvendo e fazendo-se as subs t i t u i ções :

3 2 1Pon ( cos u ) = - cos u - 7T- 2 U v 2 2

P ^ i ( cos u) = 3 cos u sen u

2
P2 2 ( cos u) = 3 sen u

chegamos a expressão:



Fig.  I I I  .4.2



P2(cos tp) = P 2 0 ( c o ̂  u) P20^cos U '  ̂ +

+ - P21(cos u) P21(cos u ' )  cos ( x - x 1)

+ 1T P2 2 ^C0S P 2 2 ^cos u '  ̂ cos 2 ( X_A' )  =

= P 2 q ( c o s  u) P 2 q ( c o s  u') +

+ J ,  2(n"'nO: ! P2 m(cos u> P2 m(cos u'> cos ™<x '  x' > '

( I I I . 4 . 1 1 )

Com transformações semelhantes obtemos o polinómio de Le 

gendre de t e r c e i r o  grau em i p , expresso em coordenadas esféricas:

P3(cos i|>) = P30(cos u) P30(cos u ' ) +

( I I I . 4.12)

E assim sucessivamente;  de uma forma geral  pode

mos escrever  o polinómio de Legendre de n-ésimo grau da seguin

te manei r a :

Pp (cos i p )  = Sn = Pno(cos u) PnQ(cos u 1) +

'  Pnm<cosu>Pnm<i:os u '>cos 111' A " x ' > '



ou

n
P (cos i|j ) = S = y D P „_ ( cos  u ) P „ m(cos u ' ) cos  m ( a-a 1) n v r /  n L 0 n m v ; n m v '  v 'm = 0

onde

D = 1 se m = 0

n c (n-m) ! , _D = 2-)----(-y se m #= 0 .( n + m)

( 111 . 4 . 13a)

Apl icando a ident idade t r igonométr i ca  no últ imo f a to r  , 

transformamos o pol inómio ( I I I . 4.13) ôr forma

n
S = l D P i c o s  u) P (cos u* ) (cos m A cos m a' + sen m A sen m A1 ) n m=Q nm nm

( I I I . 4.14)

Após as mul t ip l i c ações  podemos s u b s t i t u i r  os fa tores  constantes 

po r :

a „ m = D P ( c o s  u 1) cos m A1 n m n m ' '

=  D P n m ( c o s  u ‘ ) sen m A' n m nmv '

obtendo desta forma a equação:

n
Sn = l  ( anm C0S m A + bnm Sen m A) Pnm( C0S U) ’ ( I I I  - 4. 15)m = 0

esta função s5 depende das coordenadas do ponto P^ se conside - 

rarmos Pq f i x o ,  e é denominada harmónico e s f é r i co  de s u pe r f í c i e  

do grau n; anm e bpm são os c o e f i c i e n t es  constantes a determi -



nar e é fãc i  1 de v e r i f i c a r  que são em número de ( 2 n + l ) .

Cada termo de Sn e um harmônico e s f é r i co  e recebe denomi_ 

nação d i s t i n t a :

a) harmônico e s f é r i co  zonal , se m = 0 ;

b) função associada de Legendre de grau n e ordem m, se m i =  0 ;

pode ai nda ser:

b . l )  h a r m ô n i c o  e s f é r i c o  s e c t o r i  a i  s e  m = n

b . 2 ) ha r m ô n i  co  es  f e  r i  c o  t e s s e r a  1 s e  m ̂  ri.

Os produtos dos harmônicos e s fé r i co s  de superfTcie Sp por 

r 11 ou pelo inverso de r n + ̂  são funções harmônicas de nomi nados har 

mônicos e s fé r i co s  so l i  dos ; e a soma destas funções é também so

lução da equação de Laplace.  Logo:

1  -  l  r n Sn e
n =0 n

( I I I  .4.16)

S.n
n =0 r n + 1

são também harmônicos e s f é r i co s  sól idos e podem ser  esc r i to s  na 

forma:

o° n
Z = l  r  l  (a cos m A + b sen m A) P ( I I I . 4.17) 

n^O m=0 nm nm nm

e



r icos

o que 

gue :

onde

sendo

valor

Z = y  r y ( a „ m cos m A + b m sen m A)PL - -+I L v nm nm 'n =0 r n nm nm

( I I I . 4 .17 .a)

P od e mo s  e x p r e s s a r  ( 1 1 1 . 4 . 6  )em f u n ç ã o  dos  h a r m ô n i c o s  e s f é -  

de s u p e r f í c i e :

, , r  5 „.n
1 ~  r  L  ï  ( f )  ( a nra cos m x + b nm sen ni x ) P nn, ( c o s  u)

n=0 m=0 nm

( 111.4.18)

permite escrever  o potenc ia l  de at raçao ( I I I . 4.1) como se

V = I  l  (7 ) (a cos m a + b sen m A)P ( co s u )d m  
M n =0 m = 0 n nm

( I I I . 4.19)

3nm( cos u) pode ser cal cu lado pela fórmula de Fe r re r  |7

D(n-m) ! d mP ( t )
Pnm( t )  =11-------- 1------------sen ( t )

% m ( n+ml '  d t ra
( I I I . 4.20)

t = cos u e

D =

1 se m = 0

2 se m / 0

A ( I I I . 4.20) recebe denominações d i fe rentes  dependendo do 

de hnm:



a ) harmônicos e s f é r i co s  convencionais se

h = D ( n - m ) !
nm (n+ m) ! ( I I I . 4 . 2 1  )

b ) harmônicos e s fé r i co s  normalizados se

h = 1 nm ( I I I . 4 . 2 2 )

c) harmônicos e s fé r i co s  plenamente normalizados se:

hnm = <2n+1>
-1 ( I I I . 4 . 2 3 )

E comum usar c o e f i c i e n t es  e e m ( I I I . 4 .1 9 ) ,  onde asnm nm
relações entre estes e os coe f i c i en t es  ante r io res  são:

A = km n m p n a n m  dm nm ( I I I . 4 . 2 4 )

B = km nm n b dm nm ( I I I . 4 . 2 5 )

Subst i tuindo em (111. 4 .1 9) res u 1 ta

°° n ■]
V = Y ï  —— y ( A „ m cos m X + B sen mx)P (u) ( I I I . 4.26) n n n+1 v nm nm ' nmv ‘  K ’n=0 m=0 r

A fórmula recomendada pela Uniao Astronômica In te rnac io  -

na 1 é :

r
oo n a n 

1 + F F ( S )  ( C cosmX+S sen m A)P (u)' r ' ' piyi nm 1 nm ' •n=2 m=0 nm nm

( I I I . 4.27)



onde os termos do primeiro grau são nulos quando o centro de 

massa da Terra coinc ide com a origem do sistema,  ag é o raio 

equator ia l  da Ter ra ;  a re lação destes c o e f i c i e n t e s , q u e  são 

adimensionais , com os an te r io res  e dada por:

A
C =  0JL_ ( I I I  .4.28)nm . n x 'km a„ e

A
S = --- —  ( I I  1.4.29)nm . n K 1km a„ e

Outra forma também encontrada na l i t e r a t u r a  é:

( °° n n ■»
V = < 1 - V ( A )  J  P ( u ) +  l ( J  cos m A + K sen m à)P ( u ) fr 1 % ' r '  n n v nm nm ' nm 'n = 2  m=l J

( I I I  .4.30)

com

J = - C n no

J  = - C ( 111.4.31 )nm nm K '

Knm “ Snm

I I I . 5 POTENCIAL DA GRAVIDADE OU GE0P0TENCIAL

Potenc ia l  da gravidade ou geopotencial  W é a soma do po

tenc i a l  gravi  t a c i onal V e do potencia l  da força centrTfuga Q . 

Assim

W = V + Q ( I I I . 5.1)



onde V pode ser subs t i tu ído  pela formula ( I I I . 4 .30) ;  o poten

c ia l  centr í fugo é dado pela (3 .2 .5 )  de |7|:

9 9 9 onde w é a velocidade de
Q = 4 w (x + / )

á rotaçao da Terra.

ou em coordenadas e s f é r i ca s

q = w— ü2_ .s.e-n— ü . ( I I I . 5 . l a)

A ( I I I . 5.1)  pode ser e s c r i t a  na seguinte forma

W = M  J 1 - l  (— ) n J P (cos u) r i  n - 2  n n v '

n 2 2 2
+ l  ( J  cos m X +  K sen m A) P (cosu)+— -r--,s-en-- “ l nm nm '  nm'- '  2 kM

( I I I .5 .2)

Admitindo o modelo p i r i fo rme ,  onde hã apenas s imet r ia  ro 

t a c i o n a l ,  a ( I I I . 5.2) pode ser s im p l i f i c ad a :

ui _ kM / 1 /ae >2 , p /aex3 ■, p /ae^  •, D 1 , w2 r 2 sen2 u
M —  ) J 2P2 ' ( r> J 3P3‘ (— ) 4 4” ‘ ‘ \ ------

( I I I .5.3)

sem os termos de ordem ímpar alem de n=3.

Considerando a Terra Normal, o es feropotenc ia l  pode ser 

obtido de ( I I I . 5.3) admitindo s ime t r i a  equator ia l

í “  a_ 2n )  2 2
u) <  +kM j t v / e\ n n t  ..\l . w r sen u



0 potencia l  perturbador T que é a d i ferença  entre o geo-

potencia l  W e o es feropotenc ia l  U serã obtido das ( I I I . 5.2) e 

( I I I  . 5 .4 ) :

onde o * representa o somatório dos termos que não aparecem em

( I I I . 5 .4 ) ,  i s t o  é,  o somatório dos termos da subtração W-U.

I I I . 6 REDUÇÕES GRAVIMETRICAS

Para obter Ag, a anomalia da gravidade,  temos que conhe

cer a gravidade observada e reduzida ao geÓide.

Como veremos, a u t i l i z a ç ã o  da formula de Stokes pressupõe 

a i nex is t ênc i a  das massas externas ao geÓide; a simples el iminji  

ção de ta.is massas im p l i c a r i a  em s i g n i f i c a t i v a  a l te ração  do geo 

po tenc ia l .  U t i l i z ando  o concei to de i sos ta s i  a podemos simples - 

mente t r a n s f e r i r  ta i s  massas para o i n t e r i o r  do geõide; mas a 

solução desse problema Ó apenas aproximada,face ao nosso imper

f e i t o  conhecimento sobre a densidade do mater ia l  que compõem a 

crosta t e r r e s t r e .

Dependendo de como estas massas são t ra tadas ,  temos dife^ 

rentes métodos de redução que descrevemos neste item.

T = W - U

( I I I . 5.5)



I I I . 6.1 REDUÇÕES NÃO ISOSTÄTICAS

111 . 6 .1 .1 Redução do a r - l i v r e ,  ou " f r e e - a i r "  

ou de Faye

A def in i ção  de anomalia da gravidade nos conduz 

a redução do a r - l i v r e ,  ou s e j a ,  se g e observada sobre a super

f í c i e  topogrãf ica da Terra deve ser reduzida ao geõide,  median

te a correção:

Cp = - | a  . h ( I I I . 6 .1.1)

sendo h a a l t i t u d e  da estação e ^  o gradiente v e r t i c a l  da gra- 

vi dade .

Nos t rabalhos r o t i n e i r o s  da geodésia podemos u t i l i z a r  o 

gradiente da gravidade normal

Cp = 0,3086 h ( I I I  .6 .1.2)

com Cp em mGAL e h em m |7|.

A anomalia da gravidade correspondente

AgF = g + Cp - y ( m . 6 .1.3)

é conhecida como a anomali a f ree-a i  r , do ar 1i vre ou de Faye .

I I I . 6 .1.2 Redução de Bouguer

A redução de Bouguer corresponde ã e l iminação

idas massas externas ao geõide que se estendem desde a estação



ate a zona 0 de Hayford (166,7 km); v i sa  l eg i t ima r  a apl icação 

da formula de Stokes:

CB = - 0,111 9 h - B + C.

0 pr imeiro termo corresponde a el iminação das 

massas do famoso "p la tô  de Bouguer" ( in t roduz ida  em 1749 por Bou 

guer quando da medida do arco do Peru ) ;  o segundo termo, tabela^ 

do em função de h ( a l t i t u d e  da estação em metros) converte o 

platô numa “ c a l o t a " .  Finalmente o t e r c e i r o  termo, denominado .. 

"correção do te rreno"  considera as i r r egu la r idades  da superfT - 

c ie  f í s i c a  em re lação ã " c a l o t a " ,  o seu cá lcu lo  e bastante 1 ab_o 

r ioso,além de e x i g i r  boas car tas  al t imêt r i  cas .

A expressão da anomalia de Bouguer Ó:

^9b = AgF - 0 ,1 1 1 9 h -  B + C ( 1 1 1 . 6 .1 . 2 .1 )

I I I . 6 .2 REDUÇÃO ISOSTflTICA

A i s o s t a s i a  teve sua origem na índ i a ,  em meados do sécu

lo X IX,  quando, no estabelecimento de uma rede de t r i angu lação ,  

os ingleses v e r i f i c a r am  a ex i s t ênc i a  de uma di ferença  entre as 

l a t i t u d e s  astronômica e geodésica,  no v é r t i c e  Ka l i ana ,  no sopé 

do Himalaia,  da ordem de 5" ,  d i fe rença  esta considerada inadmis^ 

sTvel .

Prat t  a t r ib u i-a  ã atração da c o r d i l h e i r a ,  mas efetuando 

os cálcu los  concluiu que a ação do Himalaia dever ia ser 15" e 

não 5". Mais tarde Ai ry e P r a t t  postularam que dever ia haver uma



d e f i c i ê n c i a  de massas l oca l iz ada  sob a c o r d i l h e i r a .  Por es te 

prisma surgiu a i sos tas i a que estabelece a ex i s t ênc i a  de um es

tado de e q u i l í b r i o  na crosta t e r r e s t r e  sob o e f e i t o  da açõe 

da gravidade.  Aos excessos e d e f i c i ê n c i a s  de massa , respec t i v£  

mente montanhas e oceanos, em re lação ao geõide, correspondem 

massas internas de compensação de " s ina l  co n t r á r i o " .

Se em uma região o e q u i l í b r i o  i s o s t ã t i c o  for  at ingido , 

dizemos que a região foi  compensada, sub-compensada se o equi lT 

br io ainda não se completou,e super-compensada se o e q u i l í b r i o  

for  u l t rapassado.

A i s o s t a s i a  permite a t r ans fe rênc ia  das massas topogrãfi_ 

cas para o i n t e r i o r  do geõide, uma vez admitido que o equi l íbr io 

completo tenha sido a t ingido.

Os sistemas preconizados por P r a t t  e A i ry  foram moderna

mente s i s temat izados,  respect ivamente por Hayford e por Heiska- 

nen.que, i n c lu s i v e  prepararam tabelas que f a c i l i t a m  os calcu - 

los ;  por essa razão aqueles sistemas são conhecidos em nossos 

dias sob as denominações Prat t-Hayford e A i ry-He iskanen.

Uma anomalia i s o s t ã t i c a  escreve-se:

A g j = g+0,308 6 h-0,1119h-B-C+Cj+ C^j-y

( I I I . 6 . 2 . 1 )

sendo Cj a correção i s o s t ã t i c a ,  num dos sistemas mencionados e 

Cçj- a chamada correção de Bowie ou do e f e i t o  i n d i r e t o ,  cujo sig 

n i f i cado  ê expl icado a segui r .  Com a ap l icação da i s o s t a s i a  ev^ 

tamos a "e l iminação"  das massas topog rá f i c as ,  elas são apenas



" t r a n s f e r i d a s "  para o i n t e r i o r  do geõide. Com isso a massa to 

ta l  da Terra não se a l t e r a ,  mas hã uma r e d i s t r i b u i ç ã o  de massas 

que a l t e r a  o geopotenci al , a Terra transformada tem uma nova ŝ j 

p e r f í c i e  equipotencia l  bãsica denominada co-geõi de . A correção 

do e fe i to  i nd i r e to  v i sa  reduzi r  g do geõide ao co-geõi de .

111.7 FORMULA DE STOKES

A fórmula de Stokes ê de fundamental importância em Geo- 

desia F í s i c a ,  pois proporciona a separação geõide — e l i psõ id e  em 

função das anomalias da gravidade.

Somente após Vening-Meinesz dar i n i c i o  âs determinações 

grav imét r i cas  oceânicas a bordo de um submarino, com o seu d i s 

pos i t i v o  t r i - p e n d u l a r , Õ que esta formula adquir iu o p re s t ig io  

de que hoje goza.

0 potencia l  da Terra real  ou o geo - potenc ia l  W pode ser 

expresso por:

W = U + T ( I I I . 7.1)

onde U e o potenc ia l  da Terra Normal ou esfero - potenc ia l  e T o 

potencial  perturbador produzido pelas massas anômalas, " p o s i t i 

vas e negat i vas " .

A gravidade no ponto P Õ ( F i g .  I I I . 7.1)

t 3 W, / 9U, 9T / 9U\ 3 U it 3T m i t  7
9 = <- 3 n>p“ <- ã n > p - W  ('  ^ 2  N ‘  M  ( I I I . 7 . 2 )



onde N ê  a separação entre o geõide e o e l i psõ ide  e n indica a 

normal ao geõide ( v e r t i c a l ) .

Da expressão a n te r i o r ,  confundindo a normal e a v e r t i c a l , 

podemos escrever :

a pr imei ra parcela  do últ imo membro é conhecida como termo de 

Bruns,e esta equação Õ denominada equação d i f e r e n c i a l  da geode- 

s ia  f í s i c a .

Se adotarmos no lugar do e l i p sõ id e  uma esfera de ra io  R, 

não ro tante ,  teremos:

( I I I .7.3)

ou

( I I I . 7.4)

Q
( I I I . 7.5)

_ 3y _ ( I I I . 7 . 6 )

geóide 
W = U©

N

£. a elipsõide 
U = U 0

Fig.  I I I . 7.1



onde Y0 é a gravidade normal sobre a esfera

A fôrmu 1 a ( 1 1 1 . 7. 2) toma a forma

2y
g = Y  -  N - —  ( I I I  .7.7)y 1 o R an v 1

0 geopotencial  sobre o geoide e:

"p = Up + T = UQ + l ï ï  N + T ( I I I . 7 . 8 )

para Wp = Uq teremos:

T = y N, ( I I I  .7.9)

expressão conhecida como equação de Bruns .

Subst i tuindo esta equação em ( I I I . 7.7) teremos a equação

fundamental da geodésia F f s i c a  em sua aproximação e s f é r i c a :

- Ag = H T  + W  ( m . 7 . 1 0 )

I s to  s i g n i f i c a  que a anomalia e igual  a soma da atração 

das massas anômalas e do chamado "Termo de Bruns" .  T é uma fun

ção harmônica, sendo portanto possTvel expressar Ag em harmôni

cos e s f é r i co s :

oo
Ag = l  Ag.n ( I I I .  7.11)

n = 2

com



Ag, A cos m X + B sen m X nm nm pnm(cos u)

2 n +1 
4n

2 n + 1 
nm " 4n

A = D nm Ag(u 1 ,X ' )• cos m X' Pnm (cos u ' )da

g ( u ' , X ' )  sen m X' Pnm (cos u ‘ )da

( I I I  .7.13)

sendo da o elemento de s u p e r f í c i e  da esfera  de ra io  u n i t á r i o ;  

o va lor  de D é dado pela ( I I I . 4 . 13a.)  e com l inhas representa - 

mos as v a r i á v e i s  de integração.  Subst i tu indo  estes valores na 

expressão de Agn obtemos:

Agn = pno( cos u) J Ag ( u ' ,X 1 ) Pno( cos u 1 ) da +
a

+ Y ( n~m) • 2n + 1 p , .m=l (n+m) “TF" nm̂  ' cos.m X j Ag cos mX’Pnm(cos u')da +
a

+ sen m X I Ag sen m X' pnm( cos u ' )  da ( I I I .7 .14)

Colocando o s ina l  de integraçao fora do somatorio obte

mos :

Ag 2 n +1
n 4n J[ Ag(u'  , X ' )  J p no (cos u) Pno (cos u ' )  +



n  I  ^  1

+ 2 y ) n; m ■; P (cos u) P (cos u1) L n ( n + m ) . nm v ' nm v 'm = P  '
cos m A cos m A +

+ sen m a sen m a da ( I I I .7.15)

A expressão entre chaves é igual  a Pn(cos \ p)  , com  ̂ re 

presentando a d is tânc i a  e s f é r i c a  entre os pontos ( u , à ) para os 

quais Agn são calculados e os pontos ( u 1, a') envolvidos na i n 

t eg ra l .  Então podemos escrever :

Ag 2 n +1 
n 4 n Ag(u 1 , A' ) Pn(cos (Jj)da ( I I I . 7.16)

0 potenc ia l  perturbador T sobre o e l ipsÕide  desenvolvido 

em harmônicos es f é r i cos  pode ser  expresso por j 35) :

T = l ,  W a  4Vn = 2
( I I I . 7.17)

Subst i tu indo  Agn pelo va lor  obtido anter iormente teremos:

R 2 n +1 
n- 1 4 n Ag Pn (cos ip) da

T = R_ 
4 n Ag I

n = 2
2 n + l
~ ^ T Pn (cos 4,) d a ( I I I . 7.18)

vã l ido  para o e l i psõ ide  cujo centro coinc ide com o centro de 

massa da Terra;  a sé r ie  entre colchetes e  conhecida como função



de Stokes , S U )  .

Usando a formula de Bruns, a ondulação geoidal  pode ser 

cal cu lada a p a r t i r  de T: .

N = R
4üy Ag S ( I p) da , ( I I I  .7.19)

esta expressão é conhecida por formula de S to kes , ta l vez  a mais 

importante da Geodésia F í s i c a .

A funçao de Stokes pode ser expressa sem usar a sér ie  

i n f i n i t a ,  por:

S U )  = 2 |  +1 - 3 cos * 5 + 3£n (1 - 1 cos i> +

ou

S ( ij>) = esc -| + 1 - 6 sen - 5 cos i|j - 3 cos i(i l n  ( sen + sen^-| )

( I I I .7.20)

E f á c i l  ver que a anomalia da gravidade sobre toda a Te£ 

ra cont r ibui  no va lor  de N. 0 va lo r  de Ag para os pontos próx i 

mos cont r ibui  mais para a separação geõide e l i p s ó id e ,  portanto 

para usar a fórmula de Stokes devemos conhecer melhor os v a lo 

res das anomalias par t i cu larmente  para as v iz inhanças do ponto 

de cá lcu lo .

A fórmula de Stokes pode ser e s c r i t a  de vár ias  formas di



Aferentes .Mencionaremos duas delas:  na pr imei ra escolhemos o pon, 

to de in te resse  como a origem de coordenadas polares e obtemos

on de

R
4HY.

2Ym

• II 

A 1 =  0  j

r l l  

0 = 0

n

J _
2H

Ag ( u 1 ,i|i1 ) sen(ijj) dõ dA

•2 n

A=0

Ag(ip)F(^)dip ( I I I . 7.21 )
0

F(^)  = - S ( \ p )  sen ij;

e Ag e a anomalia média ao longo da c i r cun fe rênc i a  de f in ida  pe

lo ra io  e s f é r i co  õ e com centro no ponto de i n t e r e s se .  Os grãfi_ 

cos das funções F ( ip) e S ( ip) apresentamos na f igura  I I I . 7.2

A outra a l t e r n a t i v a  para N é expressar  a integra l  

coordenadas geográ f i cas :

em

N(õ,X) 4IIYm

r i  n

x'=o

f W  2
Ag ( c|> 1 , X 1 ) S ( i j j ) cos <J>1 dcp1 dX

4»'= -n/2

( I I I . 7.22)

on de

ifj = arc cos(sen <j> sen cj>1 + cos <j> cos <p' c o s ( X ' - X ) ) .



Fig.  I I I . 7.2 - Funções F(iJj) e de Stokes S (ÿ )



A in tegra l  ( I I I . 7.22) pode ser subs t i tu ída  por:

N(d>,X) = 7J -  l  l  Ag U .  ,X . )  S ( i > )  q 
m i j J

( I I I . 7.24)

onde Agm( cp. , X j ) é a anomalia média do compartimento q, cujo pon:

to centra l  tem coordenadas d>.,X..i J

Nos cálcu los  numéricos a soma ( I I I . 7.24) pode ser dividj_ 

da em duas partes :  a pr imei ra

C(4>. .X j )  = j J L .  S(ip)q ( I I I . 7.25)

denominada co e f i c i e n t e  de S t o ke s , que contém as constantes,o va 

lo r  da função de Stokes e o f a t o r  de área ;  a segunda parte de

pende do campo da gravidade.

I n -8 cã l cu lo  DOS COEFICIENTES DE STOKES E DA ONDULAÇÃO GEOI- 

DAL

Hirvonen introduziu o método dos "quadrados" ,  no qual a 

supe r f í c ie  t e r r e s t r e  é d i v id ida  por meio de para le los e meridia_ 

nos em "quadrados" de I o x I o dentro de uma area de 2 0 ° x 30° nas 

vizinhanças do ponto de cá lcu lo  e "quadrados" de 5o x 5o além 

deste entorno.



I I I . 8.1 COEFICIENTE DOS QUADRADOS DE 1° x 1°

Para c a l c u l a r  o coe f i c i en t e  de Stokes podemos

assumir R = 6371 km e Ym = 979,8 G a l ; q Ó a ãrea do "quadra

do" de I o x I o sobre a esfera de ra io u n i t á r i o  |7|.

q = 2 A A sen A (j) cos ( I I I . 8 .1.1)

sendo At}> e AÀ as amplitudes do "quadrado" de l a t i t u d e  média <|> ; 

neste caso

q = 0 ,0006 cos $ . ( I I I  . 8 .1 .2)

Para o ca l cu lo  de S U ) ,  a d i s tâ nc i a  tem que ser

determinada entre o ponto de ca l cu lo  (<J>,A) e o centro do "qua -

drado" em questão ( cf>1 , X 1) pela fórmula ( I I I . 4 .9) .

Uma vez conhecido ip, f U )  = ^ S ( i p )  é calculado

diretamente por uma das fórmulas ( I I I . 7.20) ou r e t i rado  das t a 

belas de Lambert e Dar l ing | 18[.

A parte constante sera:

J t —  = 1.035 ,41 seg2 . ( I I I . 8 .1.3)
Ym

I I I . 8 .2 COEFICIENTE PARA QUADRADOS DE 5° x 5°

Este ca lcu lo  é semelhante ao an t e r i o r ,  exceto

que neste caso os co e f i c i e n t e s  são calculados para os quadrados



que estão fora da v iz inhança re tangu la r  de 20° de l a t i t u d e  e 30° 

de longitude do ponto de cá l cu lo  e

q = 0,0152 cos <J>m. ( I I I . 8 .2.1)

I I I . 8 .3 CÁLCULO DA ONDULAÇÃO GEOIDAL N

Com base nos dados g r a v i m é t r i cos d isponíve is

ava l i a-se  a anomalia media de cada "quadrado";  um simples prod£ 

to com os respect ivos  coe f i c ie n t es  proporciona a cont r ibu ição  

de cada "quadrado" e o somatório destas,  a ondulação do geõide 

no ponto considerado.

I I I . 8 .4 REGIÕES VIZINHAS

No método dos quadrados o va lor  de S ( i/j ) tende 

ao i n f i n i t o  quando \p tende a ze ro , portanto a formula ( I I I . 7.20) 

e inadequada para o cá l cu lo  da ondulação geo ida l ,  considerando 

as regiões viz inhas da estação;  assim surge a necessidade de se 

cons iderar  N formado por duas parcelas

onde N£ representa a cont r ibu ição  de todas as áreas cobertas 

quando ip v a r i a  de I o a 180° e representa a contribuição das

N ( I I I . 8 .4.1)

regiões v iz in has ,  ou se ja quando <  1 0 e pode ser obtido com 

a fÕrmula | 1 2 | :



sendo Agp a anomalia na própr ia  estação e SQ = Rt|j.

m -8 - 5 PROGRAMA FORTRAN PARA CALCULO DA ONDULAÇÃO GEOI

DAL N

Apresentamos um programa FORTRAN, no apêndice A, 

para o cá lcu lo  da ondulação geoidal N.

Para tanto é necessár io  fornecer  as anomalias mi 

dias em "quadrados" de I o x 1 °  de todo o mundo, seguindo o es 

quema apresentado na publ icação da Força Aérea Americana( USAF)- 

1971 |271. Para a l e i t u r a  destes dados o programa f ixa  a 1 at i  tu 

de, no i n t e r v a lo  +90 a -89, e va r i a  a longitude de 0o a 359° 

ApÓs a entrada destes dados, fornecemos a l a t i t u d e  e a l o ng i tu 

de de um ponto onde desejamos determinar N.

0 programa imprime a ondulação geo ida l ,  conside^ 

rando as i n f l uênc i as  das regiões para diversos va lores  de \ p , de 

grau em grau para ip < 1 0 °  e de dez em dez graus para 1 0 °  < ip <180̂

Desta forma podemos a n a l i s a r  as i n f l uênc i a s  das 

regiões afastadas.

1 1 í .9 CARTAS GE0IDAIS D0 BRASIL.  GRflFICOS PARA ANALISE DAS IN

FLUENCIAS DAS REGIÕES AFASTADAS.

Construimos quadro cartas  geo ida is ,  sendo as três primei

ras r e l a t i v a s  ao e l i psõ id e  de re fe rênc ia  67 geocênt r i co ,  e a ú] 

tima para o mesmo e l i p s õ id e ,  porém não geocêntr ico.  Ut i l izamos



as anomalias publ icadas pela Força Aérea Americana-1971 |27| na 

pr imeira ca r ta ;  na segunda ut i l izamos as mesmas anomalias ( na 

sua maioria i n t e rpo la da s ) ,  ac resc idas das cedidas pe 1 a Petrobris 

(determinadas) ,  com o i n t u i t o  de melhorar a i n f l u ê n c i a  das re 

giões p rÕxi mas .

Na t e r c e i r a  car ta  nos valemos das anomalias fornecidas pe 

lo Dr. Rapp da The Ohio S t a t e  U n i v e r s i t y ,  que se caracter izam 

por uma d i s t r i b u i ç ã o  geográf i ca mais adequada.

A quarta car ta  foi  obtida através das anomalias usadas

na t e r c e i r a ,  sõ que neste caso, as ondulações foram reduzidas

ao sistema b r a s i l e i r o .  Para t rans lação  do e l i psõ id e  geocêntr ico 

para o nosso sistema foram u t i l i z ad o s  os parâmetros X = 80,8 m,

Y = 14,81 m e Z = 44,01 m |3| na formula |9|:

N = N + X cos<j> cosA + Y c o s c j )  senA + Z sen$
0J c

sendo Nc a ondulação geoidal  r e fe r i da  ao e l i p sõ id e  geocêntr ico 

e a ondulação obtida apos a t rans lação  do sistema.

As quatro car tas geoidais acima re fe r idas  apre

sentamos no apêndice B.

Os g r i f i c o s  que relacionam o va lor  de N para ip

entre I o e 180° mostramos a segu i r  para a a n i l i s e  das in f luên  -

cias das regiões afastadas.



PONTO : LATITU DE = -  4o
LON GITU DE =- 4 3 °







N (m )

PONTO : LAT ITUD E  = - 8o
L O N G IT U D E  =-72 °



PONTO : LATITU DE = - 10°



PONTO : LAT ITUDE  = - 13°



PONTO : LAT ITUDE  = - 18° 
N (m > LONGITU DE = -4 7 °

y ( g r a u s )



PONTO : LAT ITUDE  = - 2 4 °  
LO N G ITUD E  » - 5 6 °

4 2 0  •



PONTO : LAT ITUDE  = - 3 0 °



CAPÍTULO IV 

DETERMINAÇÃO ASTRO-GRAVIMETRICA DO GEOlDE

I V . 1 INTRODUÇÃO

O geõide com re lação ao e l i psõ ide  de r e fe rênc ia  pode ser 

calculado a p a r t i r  do desvio astro-geodésico da v e r t i c a l ,  u t i 1 

zando a integração de l inha  ao longo da cadeia de t r i angu lação  

geodésica. Os desvios as t ro-geodes icos são esparsos,  portanto,o 

geõide baseado nele é incons is ten te  em muitas regiões.  Uma apro 

ximação a l t e r n a t i v a  foi  int roduzida por Molodenski,  que usa ob

servações gravi  métri cas em combinação com o desvio astro-geodéi 

s i co ,  para obter o geõide denominado geõide as t ro-grav i  métri co .

Com base nos dados gravi  métri cos podemos c a l c u l a r  o d e s _  

vio da gravidade através da formula de Vening Meinesz; para que 

o resul tado seja digno de conf iança e necessár io  que estes da

dos estejam uniformemente d i s t r i b u ído s  na to ta l  su p e r f í c i e  da 

Terra.  Infe l izmente ainda existem grandes áreas desconhecidas 

grav imétr i camente, tanto nos cont inentes como, e pr inc ipa lmente 

nos oceanos. Podemos sup r i r  estas fa lhas  u t i l i z ando  dados astro- 

geodêsicos para a v a l i a r  a i n f l u ê n c i a  da região gravi  métri  cameji 

te desconheci da.



0 método de c a l c u l o  do geoide a s t r o - g r a v i m é t r i c o  será ex

pôs to nes te c a p T t u l o .

IV. 2 DESVIO DA VERTICAL - FORMULA DE VENING MEINESZ

A formula de Stokes permite o ca l cu lo  da ondulação geoidal 

e serv iu de' base para Vening Meinesz deduzir duas fõrmul as i ntê  

g r a i s ,  que hoje levam o seu nome, para o cá l cu lo  das componen

tes p r in c ipa is  do desvio da v e r t i c a l .

A Figura I V . 2.1 mostra a inte rseção  do geoide e do e1i p - 

soide por um plano v e r t i c a l  de azimute a r b i t r á r i o .  Se e é a com 

ponente do desvio da v e r t i c a l  neste plano,  então:

o s inal  negativo e uma convenção usada para dar as componentes 

ç e n do desvio da v e r t i c a l  com s ina l  correto correspondente ã 

defi  ni ção de :

d N = - e ds ( V 1. 2 .1 )

ou

e
dN
ÏÏS ( I V . 2.2)

(VI .2.3)

e

n = ( a , - a ) c o s  <j).
a

( I V . 2.4)

Podemos expressar a d i f e r e n c i a l  do deslocamento sobre a



Fig. IV.2.1  ̂ Relaçáo entre ondulação geoidal e o desvio da 
verti cal .



esfera de ra io R em funçao de <j> e x por:

2 2 2 2 2 2 ds = R d4> + R cos <)> dx ( I V . 2.5)

Na di reção nor te-su l :

= ç e ds = ds. = Rd <j) , ( I V . 2.6)

e na di reção les te-oeste :

e = n e ds = ds = R cos<f> dx. ( IV .  2.7)

Levando a ( I V . 2 . 6 ) e ( I V . 2.7)  em ( I V . 2.2)  encontramos:

dN 
ds a

1  U í
R 8 <f>

( I V . 2 . 8 )

1n - dN  ________
cfsT Rcos<f>

_3_N
9 À ( I V . 2.9)

que dao as relações das componentes do desvio no meridiano e 

pr imeiro v e r t i c a l  com a ondulação geoidal .

Como N pode ser expresso pela in teg ra l  de Stokes,  noŝ  

so problema é de r i vã- lo  em re lação a <f> e X. Para este propósi to 

usamos a fórmula ( I I I . 7.22) :

N U . X )  =
2 n

'x '=0

n/2
A (())* ,X') S ( ip) cos <j>' d ’ dx'

*'=-n/2



ande tj; e funçao de <p, A , <j>' e A1.

Pela der ivaçao em re laçao a <j> e a A encontramos:

8 N
9 <j> 4ny

•2n

A'=0

n/2

Ag(<}>',A‘ ) cos <j)1 d(j>' dAO (|l
4>'=- n /2

9 N R
9 A 4 n y

2II

A'= 0

n / 2
Ag ( ‘ , A ' ) cos d,' d d.' dA

( I V . 2.11 )

Da derivada de funçao composta temos que:

9$ _ dS 9 ip
9 (j> d iJj 9 (j)

= dS jhj;
9 A cTip * 3 A ( I V . 2.12)

escrevendo ip na forma:

cos ip - sen <j> sen <j> ‘ + cos <{> cos cf1 c o s ( a ' - a )  ( I V . 2.13)

e derivando sucessivamente em re laçao a <f> e a A obtemos:

•sen —  = cos 4 sen ^ ' - s e n ^ c o s  <j> ' c o s ( a ' - a )
d q>

( I V . 2.14)

-sen õ " cos 4> cos ' senO A

Agora, introduziremos o azimute A, como mostra a f igura  

I V . 2.2 . Do t r i ângu lo  e s f é r i co  da mesma f i g u r a ,  usando as for-



Fig. IV.2.2 - Relação entre coordenadas geogrãficas e 
polares.



mulas conhecidas da tr igonometr ia  e s f é r i c a ,  "c inco elementos" e 

"analogia dos senos",  podemos escrever :

sen ip cos A = cos f sen <j> ‘ -  sen <j> cos <j>1 cos ( à 1 - A)

( I V . 2. 15)
sen ip sen A = cos <j)' sen ( a ' - A).

Subst i tu indo  ( I V . 2.15) nas ( I V . 2.14) obtemos as expressões

- - cos cp sen A ( I V . 2.16)

e apl icando as ( I V . 2.12)

as ( ip)
d<p

dS(ip)
3 A

cos Adtjj

( I V . 2.17)

= _ d S ( >p )
d 4» cos cf> sen A

Finalmente,  subst i tu indo  em ( I V . 2 .11 ) ,  chegamos a:

Tn y

2n

a' = 0

n / 2
A g ( <i>1 , A ' )  ̂ cos A cos (|)1 d (()' d a1

<P'=-n/2

"(♦>») = 457
-2n

A ' = 0

n / 2
Ag ( <p1 , A ' ) sen A cos <p' d<j>' d A1

<f>'=-n/2

ou na forma abreviada com da = cos <}>' d<f>' dA



d SAg ^  cos A da

( I V . 2.19)

n = 4 n y
dS . .Ag sen A da

Estas são as formulas de Vening Meinesz. Derivando a fun

ção de Stokes S ( i p ) ,  com re lação a ip obtemos a função de Vening 

Meinesz

dS
dtp cos Í .̂ Á 2 ) + 8 sen * - 6 cos i p / 2

2 sen2 (i|j/2 )
3 1 -senijj/ 2  + 

sen iJj

+ 3 sen ip £n jjsen i p / 2  + sen^ ^/2J . ( I V . 2.20)

0 azimute A é dado pela formula:

tg A =
cos (j)' sen ( A ‘ - à )

cos <j> sen cf>1 - sen cj> sen <j> ' cos ( A 1 - A )

( I V . 2.21)

que é conseqüência imediata das ( I V . 2.15) .

A fórmula ( I V . 2 .18 ) ,  como a fórmula de Stokes,  pode tam

bém ser expressa em função das coordenadas e s f é r i c a s  polares ip 

e A:

•2 n rn
1

4 n y
rl Q

A g ( xp, A ) cos A -jjjj sen ip d i p  d A



n = 1
T n y

A= 0

dSAg (if>, A) s e n A - ^ s e n ip d i J j d A .  

i p = 0

( I V . 2 . 2 2 )

As f  õrmulas de Vening Meinesz são vá l idas  para qualquer 

e l i psõ ide  de r e fe rênc ia  geocêntr ico enquanto que a formula de 

Stokes deve ser modificada pela adição de uma constante Nq qua£ 

do o e l i psõ ide  não t i v e r  a mesma massa que a Terra e WQ t  UQ • 

Se derivarmos a formula de Stokes em re lação a cp e X , para ob

te r  as fórmulas de Vening Meinesz, então esta constante desapji 

recerã e obteremos as fórmulas ( I V . 2.19 ) .

j r  _

As formulas e as fórmulas r e l a t i v a s  estao tabeladas em 

S o l l i n s  ( 1 947 ) |32| .

1 V.3 ESSENCIA do método

A debi l idade do método astro-geodesico v i s to  no Capi tu lo 

I I  está na inte rpo lação  l i n e a r  do desvio a s t ro -geodésico entre 

quaisquer dois pontos adjacentes.  Portanto é necessár io  te r  e s 

tes pontos de desvio tão próximos quanto poss íve l  .

Uma forma para superar  a necessidade de se t e r  tantos pon 

tos astro-geodés icos ê usar o conhecimento do campo da grav ida 

de local  para suplementar estes pontos, com auxTl io da fórmula 

de Veni ng Mei nesz.

Se ja a  uma região gravi  métri camente conhecida e no seu i_n



t e r i o r  uma sub-região a Q, pequena ta l  que possamos cons iderã-la 

plana e que contenha pelo menos t rês pontos astro-geodêsicos.  E 

Z a região e x t e r i o r  a a,  onde o campo grav imét r i co e desconheci 

do, o que nos impede de c a l c u l a r  a sua i n f l u ê n c i a  grav imetr i ca  

sobre as estações P e Q si tuados na sub-região a Q .

Numa pr imei ra  aproximação ê possível  admi t i r  que a i n f  1 u ê_n 

c ia  da região Z se ja igual  em P e Q, ou com um erro menor, que 

e la  var ie  l inearmente no i n t e r i o r  desta sub-região.

Representaremos por 9(P)  o desvio grav imét r i co to ta l  ou 

i nterpolado em P e por Q(P , a )  o desvio grav imét r i co  no ponto P 

devido ã i n f l u ê n c i a  da região o .

Resul ta das considerações an te r io res  e da f igura  I V . 3.1

que:

9 ( R) = 9 ( R , a ) + 0 ( R , Z) =

d
9 ( R ,cr) + 9 ( P , Z) + 9 ( Q , Z) - 9 ( P , Z) 1

( I V . 3.1)

Podemos c a l c u l a r  a i n f l u ê n c i a  astro-geodésica da região 

Z+a e cons iderar  a i n f l u ê n c i a  da região Z como sendo a d i f e r e n 

ça desta i n f l uê nc i a  e a i n f l u ê n c i a  grav imet r i ca  da região a.

Q ( P , Z )  = 9 ( P , Z + a ) - 0 ( P , a )  

9(Q,Z)  = 9 ( Q , Z+a) - 9 ( Q ,a )



Fig. IV.3.1 - Região de divisão para cãlculo dos desvios 
i nterpolados.



Introduzindo as ( I V . 3.2) em ( I V . 3.1) obtemos:

0 ( R) = 0 ( R , a ) + 0 ( P , £ + cr) - 0 ( P , a )  +

+ [0(Q,Z+a)- 0(Q,a ) j  - [0 (P ,Z+a)-  0 ( P , a )] ^  ,

que s imp l i f i c ada  apresenta a forma:

0(R) = 0 ( R , a ) + - £ ■ [ 0 ( P , £ + a ) - 0 ( P , a ) ] + [ 0 ( Q , Z +a ) - 0(Q,o) ]  .

( I V . 3.3)

Desde que possamos cons iderar  a região aQ plana,  um ponto 

P.j sobre a mesma pode ser  de f in ida  pelas coordenadas cartesianas 

retangulares planas ( x - , ) e façamos:

0 ( P i , cr) = A Xi + B y i + C .

Havendo mais de t rês pontos astro-geodésicos ,ou se ja  i > 3 , 

f í s i c a  e grav imit r i camente conhecidos,  podemos a p l i c a r  o método 

dos mínimos quadrados para c a l c u l a r  os c o e f i c i e n t es  A, B e C con 

sideradas constantes em a  e desta forma calcularmos

0 ( R) = 0 ( R ,a ) + Ax + By + C

I V . 4 GEOIDE ASTRO-GRAVIMETRICO

Temos conhecimento do geoide ca lcu lado as t ro-grav i  métri cja 

mente na Rússia 12 4 I , o n de se or iginou o método, na Alemanha|33| 

e no Canada |22| .



CAPITULO V

MÉTODO CELESTE E MÉTODO COMBINADO

V. 1 MÉTODO CELESTE

V. 1 . 1 INTRODUÇÃO

Desde o lançamento dos s a t é l i t e s ,  aumentaram sens i 

velmente as informações sobre o geõide. 0 r a s t r e i o  dos mesmos em 

Órbita no espaço, p o s s i b i l i t a  a inves t i gação  do campo grav i ta-  

cional  da Ter ra ,  através das determinações dos coe f i c i en t es  dos 

harmônicos e s fé r i co s  para es t abe le ce r  o potenc ia l  g r a v i t a c io  

nal .

Quanto maior for  a qual idade dos c oe f i c ie n t es  detej^ 

minados, assim como o numero dos mesmos, melhor serã a aproxinui 

ção do potencia l  gravi  tac i  ona 1 , e conseqílentemente a precisão 

na determinação da ondulação geoidal .

A qual idade destes c o e f i c i e n t e s  depende entre outros 

f a to res ,  das técnicas  de observação usadas e das órb i t as  dos s£ 

t é l i t e s  a r t i f i c i a i s .  Para determinar harmônicos de a l to  grau, é 

necessár io observar s a t é l i t e s  em órb i t as  próximas da Ter ra ,  au

mentar o número dos s a t é l i t e s  rastreados e estes devem apresen

ta r  d i fe rentes  i n c l i n açõ es .

Nas seções segu in tes ,  re fe rentes  ao método celeste,



partimos do pressuposto de que estes c oe f i c ie n t es  jã  foram d£ 

terminados; o geÕide assim calculado é conhecido por geõide ce

les te  ou geõide s a t é l i t e  | 2 |.

V.1.2 ONDULAÇÃO GEOIDAL CALCULADA ATRAVÉS DOS HARMÔNICOS 

ESFÉRICOS.

Vimos no CapTtulo I I I  que o potencia l  perturbadorT 

pode ser desenvolvido em harmônicos e s fé r i co s  pela formula 

( I I I  .5.5)  :

T = k_M
r

C O *

I i- f )
n=2 r V n < u>

n
I  ( Jm = l nm cos m A + Knm sen m A) Pnm(u)

( V . 1.2.2)

Introduzindo este v a lo r  na formula de Bruns

N = T/y

r e s u l t a :

N = -  77 J 2 (_r> l V n < u) + J ^ n m  cos m » + Knra senm *>] Pnm<u > >

( V . 1.2.3)

fórmula que exprime a ondulação geoidal  N, em sé r i a  de harmôni

cos e s f é r i co s .

V.1.3 MÉTODO ALTERNATIVO PARA 0 CflLCULO DA ON DULAÇÃO GEOI

DAL ATRAVÉS DOS HARMONICOS ESFÉRICOS.



Supondo conhecidos os va lores do potencia l  WQ, da 

l a t i t ude  e da longitude de um ponto sobre a s u p e r f í c i e  geoidal ,  

o va lor  de r na equação ( I I I . 5.2) pode ser cal cu lado .  Por tanto,  

podemos expressar  r como função destes elementos e dos coef2  

ci entes J M  e Knn):

r = f (W0 , 4-. A. J nm, Knm) . ( V . 1.3.1)

e determiná-lo por in te ra çao ;  ou di retamente se de f i n i  rmos esta 

função f |2 1 | .

Podemos c a l c u l a r  o ra io  geocêntr i co r g de um ponto

do e l i psõ ide  de re fe renc i a

a / l  -e^
re = ---------------  ( V . l . 3 . 2 )

/l - e^ cos 2<j)

onde e é a excent r i c idade  do e l i p sõ id e .

Da f i  gura V.1.3

N = r - r . ( V . l . 3 . 3 )e '

Sabemos que a ondulaçao geoidal  N é medida sobre a

normal ao e l i p s õ id e ,  po r tan to ,e s te  método não é exato e segundo
2Rapp o erro mãximo pode a t i n g i r  um va lo r  aproximado a Nf /2.

V.1.4.  ALTIMETRIA POR SATÍL ITE

0 radar a l t i m é t r i c o  a bordo do s a t é l i t e  mede a dis



geóide



tância do s a t é l i t e  ao n íve l  instantâneo do oceano. Entre os d£ 

dos fornecidos pelo s a t é l i t e  a l t i m é t r i c o ,  devem constar :  a posj_ 

ção do s a t é l i t e ,  o ins tante  re fe rente  a esta posição e informa

ções r e l a t i v a s  is condições meteorológicas.  Estes dados podem 

ser anal isados para uma determinação geométrica da superfície to 

pogrãf i ca do oceano ou do geõide, assim como obter detalhes do 

campo grav í  f i  co [28 [ .

Pode-se c a l c u l a r  a d i s t ânc i a  hQ da s u p e r f í c i e  i n _s 

tantânea do oceano ao e l i p sõ id e  de r e f e r ê n c i a ,  pela equação:

hQ = h - (A + R + b) ( V . 1 .4.1)

onde h é a d i s tâ nc i a  do a l t íme t ro  ao e l i psõ id e  de r e fe rê nc ia ;os  

elementos o r b i t a i s  propiciam a d i s t ânc i a  do s a t é l i t e  ao centro 

do e l i psõ ide  e desta d i s tâ nc i a  subtraimos r g calcu lado por 

( V . l . 3 . 2 ) ,  obtendo h ; A é a medida a l t i m é t r i c a ,  R a correção da 

refração e b a incer teza  a p r i o r i  do a l t íme t ro .

Se admitíssemos a s u p e r f í c i e  do geõide co inc iden 

te com o n íve l  instantâneo do oceano, então hQ se r i a  a ondulação 

geoida l ;  i s to  corresponder ia a uma prec isão na determinação do 

geõide i n f e r i o r  a 1 m; podemos c a l c u l a r  a ondulação N em função 

de hQ e da a l t i t u d e  t da su p e r f í c i e  ins tantânea do aceano, des

de que consideremos as duas s u pe r f í c i e s  pa ra l e la s  dentro de uma 

cer ta  região.  Pela f igura  V.1.4 podemos escrever :

h = N + t .  ( V . l .4.2)o v

I solando a ondulaçao geoidal  N de t ,  que requer i£



Fig. V.1.4 - Posição do satél ite com relaçao as superfícies: 
oceânica, geoidal e elipsoidal.



formações oceânicas a d i c i o n a i s ,  geralmente fornecido pelos ocea  ̂

nõg ra f o s , obtemos :

N = h - t ( V . 1 .4.3)

V .2 METODO COMBINADO

V .2.1 INTRODUÇÃO

Os s a t é l i t e s  geodésicos estão em õrb i ta  a uma d i s 

tância da Terra tal  que não são inf luenc iados  pelas pequenas mas_ 

sas anômalas regiona is .  Por esta razão,  podemos af i rmar queo mé_ 

todo que emprega harmônicos e s fé r i co s  não dã uma informação de

talhada do geÕide, pr inc ipa lmente se considerarmos regiões pe

quenas, mas apenas informações globa is .

As anomalias da gravidade,  e o desvio da vert ical  ca  ̂

culados por observações t e r r e s t r e s ,  são in f luenc iados  por estas 

pequenas massas; portanto os métodos t e r r e s t r e s  são melhores pa_ 

ra fornecer  as informações r eg iona is ,  mas apresentam a desvanta^ 

gem de não conhecermos os dados dist r ibuTdos contínua e u n i f o r 

memente sôbre toda a s u p e r f í c i e  da Terra.

0 método atualmente usado para determinar o geõide 

com precisão maior,  denominado combi nado, reúne os métodos ante 

riormente ci tados (de forma complementar, v i s to  que apresentam 

vantagens e desvantagens) .

Nas próximas seções pretendemos apresentar  um dos



procedi mentos usados para ca lcu lo  da ondulação geoidal pelo mé

todo combinado.

Nas publ icações mais recentes encontramos o método 

combinado apl icando c o l 1 ocat ion ,que é uma forma general izada de 

ajustamento e predição.  Não o apresentamos neste trabalho para 

não nos extendermos demais.

V.2.2 CALCULO DA ONDULAÇÃO GEOIDAL APLICANDO HARMÔNICOS 

ESFÉRICOS E GRAVIMETRIA

A ondulação geoidal N pode ser considerada como so

ma de três par ce l as ,  a saber:

N = N1 + N2 + N3 ; (V .2 .2 .1 )

N.| é calculado através de harmônicos e s f é r i c o s ,  pela fórmula:

£ 0, M max p l

N 1 = r 7  * ( r } ' £ ( C£ m c o s m À + S £mSenm ^ E m ^ "  ^H- L m=U

( V . 2 . 2 . 2 )

onde kM é a constante g r a v i t a c io na l  ge o c ên t r i c a , r é a d is tânc i a  

geocêntr ica do ponto P onde queremos c a l c u l a r  a ondulação geoi-
__________________  —• _i -dal ,  a e o ra io  e q u a to r i a l ,  Y e a gravidade normal media 

as d i ferenças entre os c o e f i c i e n t es  do geopotencial  e do es fero 

po tenc ia l ,  (os primeiros são observados e os segundos são calcu^ 

lados ) ;  ^max é 0 c o e f i c i e n t e  de maior grau disponTvel e P é o



polinómio de Legendre plenamente normalizado para a l a t i t u de  

geocêntr ica cj>.

Na p ra t i c a  temos:

*"20 *"20 ( OBS ) C20( CAL)

C40 - S o ( O B S )  '  *"40 ( CAL ) 5

( V .2 .2.3)

os outros C com valores iguais  aos observados

A parcela é cal cu lada pela formula de Stokes:

N R
2 TnG ( Agp - Ag ) S ( ÿ)  da (V .2 .2 .4 )

onde R é 0 ra io  médio da Te r ra ,  G 0 v a lo r  da gravidade média, 

Agp a anomalia média de f r e e - a i r  e Ag  ̂ ê a anomalia média calcu 

lada através dos coe f i c ie n t es  dos harmônicos e s f é r i co s  implicj j  

dos em ( V . 2 . 2 . 2 ) ;  a c é uma “ ca lo t a "  l imi tada  com centro no pon

to de cá lcu lo  e amplitude \ p c .

0 v a lor  de Aĝ  é cal cu lado por:

I

Ags = ~  I  ( l -1 )(■£)''' I  (c  I  cos m À+S„ sen m A)P£m(sen ) . 
1 =2 m=0

I

( V .2 .2 .5)

0 termo N̂  é cal cu lado por:

( A g r - AçL) S ( ip ) d a ,



onde o - o  representa o globo subtraido da " c a l o t a "  o  , escolhi- 
C V*

do de tal  forma que este termo seja neg l igenc iãve l  .

Rapp e Rumell efetuaram uma pesquisa do desvio pa

drão da ondulação causado pelo truncamento dos co e f i c i e n t e s  p_a

ra diversos l  , e para as amplitudes da ca lo ta  var iando dema x r r o
0o a 30°.  Por exemplo, para l  =  2 2  e = 30° e les obtiveram

l i !  Cl Â  U

desvio padrão igual  a 0,4m.

V.2.3 APLICAÇÃO DO MÉTODO COMBINADO

0 método desc r i t o  na seção a n te r i o r  foi  apl icado,  

em 1972, por Talwani para cá lcu lo  do geõide no A t l ân t i co  Norte,  

em 1973 por Kahle e Talwani para o Oceano Tndico e, no mesmo

ano por Vicente e Marsh para todo o globo.



CAPITULO VI

ANALISE DOS RESULTADOS E CONCLUSÃO

Conforme o exposto no Capi tu lo I I I ,  as anomalias pû  

bl icadas pela USAFforam acresc idas das anomalias fornecidas pe

la Pet robrãs ,  na fa ixa de l a t i t u d e  +1° e -5o e na região l i t o r ã  

nea, numa fa ixa de aproximadamente 6 o , com maior concentração 

nas viz inhanças do Datum.

Comparando as cartas geoidais  ( B . l ) ,  obtidas com os 

dados da USAF,e B.2,  obtidas da an t e r io r  acresc idas de informa

ções da Pet robrãs ,  notamos uma mudança maior nestas regiões.

Se observarmos a carta  ( B . l )  notamos uma desconti  - 

nu idade na l inha de ondulação nula,  na parte oeste do Amazonas, 

e na l inha de ondulação -lOm, na parte l es te  do B r a s i l .  Enquaji 

to na car ta  (B .2)  as duas l inhas apresentam cont inuidade e um 

leve deslocamento para l e s t e  na pr ime ira l inha e para oeste na 

segunda.

Se o conhecimento grav imét r i co  mundial for  maior,c^ 

mo nos dados cedidos pelo Dr. Rapp, percebemos uma al te ração baŝ  

tante grande em todas as l inhas ( B . 3 ) .

Analisando as i n f l uê nc i a s  nas regiões afastadas , 

através dos gráf icos  apresentados no Capi tulo I I I ,  notamos que 

elas diferem bastante para 0 o < \jj < 2 0 ° ,  onde a oscilação é maior.



Para 20° < i|j < 50° e la e prat icamente pa ra l e la  ã  hor izonta l .  Pa. 

ra 50° < ip < 160° ha um decréscimo no va lor  de N, at ingindo o 

mTnimo no entorno de 150° e para 160° < ip < 180° e la  cresce.

Com base nas aná l i ses  ante riormente apresentadas re 

forçamos o concei to v igente para o ca l cu lo  da ondulação geoi - 

dal pelo método gravi métri c o , u t i l i z an do  a Fórmula de Stokes,de^ 

ve estender a in teg ra l  ã to ta l  s u p e r f í c i e  da Terra.
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O l M t N S I O N  D G ( 1 8 0 , 3 6 0 ) , C N D L ( 2 7 )

C - - - - . - - -  LE IT UR A DAS A n C R A L I A S  F G E P A C A C  DAS C O O R D E N A D A S
C ......................................................... - ...................

W K I ’1E1 3,500)
500 F O R M A T C 1 5 X , ' C A L C U L O  DA C N C U L A C A O  GEC I C A L - F O R N U L A  DE S1 CK FS »)

P Ê A D ( 2 , 9 0 0 ) C CDGCI,J.),ü = l ,360),1 = 1,160)
900 F O R M T U 8 F 5 . 0 )

DO 1 7 1 = 1,180
X L A 1 I = ( 9 1 - I ) * 3 . 1 4 1 5 9 3 / 1 8 0 .
DO 17 J = 1,360 
I F ( D G ( I , J ) ) 2 4 , 1 7 , 2 4  

24 D G (1 , 0) = D Ü (1,ü ) + 3 . 2 - 1 3 . 6  * S I N (XlA T 1)* * 2
17 C O N T I N U E

DO 16 IV LA = 0 , 4 0  
L A T P = ò - l V L A  
DO 16 I V L O = 0 , 4 0  
L O N F = - 3 4 - l V L O  
W R I 1 E ( 3 , 6 0 0 ) L A T F  

600 F 0 R N A K / / 2 5 X , ' P O N l O l  L A T I T U D E =  »,13)
W R I 1 E ( 3 , 7 0 0 ) I O N F  

700 FOR R AI  (32X ,' LONG.ITUCE= ' , I 3 3
CtíAV1=0,
CtiA V 2 = 0,
C H AV 3= 0,
CH AV 4= 0,
C H A V 5 = 0 ,
CH AV 6= 0,
CH A V 7 =0,
C H A V 8= 0.

C  ------------------ ------------------- -----------------
C - - - - - ------  C A L C U L O  DAS R E G l C E S  D I S T A N T E S  (5X5)

DO 13 L = 1,27 
13 O N D L (L ) =2 .

L A T = 9 1 - L A T P  
I F C L O N P M  ,2,2

1 L 0 N = L 0 N P + 3 6 1  
GO 10 3

2 L 0 N = L 0 N P + 1
3 C O N I I N U E

I L A T = L A T - L A T / 5 * 5
I L 0 N = L 0 N - L C N / 5 * 5
LATL =0
LCN L =0
X LA 1 M = LA TL
X LON V =LC N L
A N 0 R = 0 .
J F ( 1LAT)2 0 , 2 0 , 2 1  
I F ( I L O N ) 2 0 , 2 0 , 2 l  

21 C O N T I N U E
DO 10 I = 1 , IL A T 
LON L =0  
L A T L = L A I L + 1  
DO 10 J = 1 , ILCN 
L 0 N L = L 0 N L + 1  

10 A N O R = A W C M + D G ( L A T L , L C N L )
XLATM = X L A T M + I L A T / 2  .
XL0NM = X L 0 N N t I L C N / 2  .
DL AT = I L A 1
D L O N = I L C N
A N 0 R = A N C R / ( 1 L A T * I L 0 N )
CALL O N D ( L A T P , L O N F , C L A T , C L O N , X L A T M fX L O N M . A N O N , C N D L )



33

31

34
3u

39
40

42

41

5 e. 

51 

53

6 ü 
111

62
404

ANOWS0.
L A T L =0 .
A L O m = L O M
X L A I M=L AT L
XLCtvM-LCNL
I F ( ï L A T ) 4 0 , 4 0 ,  33
DO 3ic I = 1 #1LAT
I ,ATL = L A' iL + 1
LONL=XLGNM
DO 30 0=1 ,5
C HAV2S0 .
L0NL=L0NL+1 
I F ( L O N L - 3 b 0 ) 3 4 f 3 4 , 31  
L0NL=L0NL-1  
CHA V 2=1 ,
GO ’10 30
a n o m =a n c *+d g ( L a t l , LCNL  )
C O N l I N Uh
X L A l M s X L A T M + l L A Ï / 2  . 
d l o n =l o n l - a l c n  
XLON«  = XLCN!** + DtON/2 ,
A N 0 ^ = A N C V / C D L 0 N 4 I L A í )
D L A 1 = 1 L A T
CALL UN L ' ( L A I P ,  LO NP,  L'L A T , C L O N , X L  A T M , X L C N K . A N O P , ON DL)  
I t  (CHAV2 ) 20  , 2 0 , 3 9  
LATL  = l l ,AT 
ANOW=0 .
LGNL=0.
XLA1M=LATL
XLONV=LONL
a l o n =l o n l
A L A 1 = L A 1L 
I t ( 1 L O N J 6 0 , 0 0 , 4 2  
DO 50 1=1,5  
LATL=LA1L+1 
I t  ( L A T L - 1 Ö 0 J 4 1  ,41 ,51
l o n l =x l o n m
DO 50 J = 1 , I LON 
LCNL=L0NL+1
AN0k = AN0M-«-DG(LA1L,LCNI )
GO 10 53 
LATL=LA1L-1  
C H A V 3 = 1 ,
CO N1 i N U t  
D L A l = L A i L - A L A T  
XLATM = XLATM + D L A l / 2  . 
d l o n =l o m - a l c n  
XLONM=XLCwM+OLON/2.
ALAT=LATL 
A L 0 N = L 0 fi L
A N C M = A N 0 W / ( D L A T * D L 0 N )
CALL O N C Î L A ï P , L O N F , C L A T , C L O N , X L A T M , X L C N M , A N O V - , O N D L )
I F  ( C H A V 3 ) 4 0 , 4 O , 6 0
CONl INUfc
DO 13b K = 1 ,3 6
L0NL=1LCN
LATL=1LAT+ C K- 1 ) * 5
F O R M A I C 10G)
CHAV5=0,
A N 0 R = 0 •
AL AT =L A I L
ALON=LONL
XLA1M=LATL



X L O N M = l G N L
126 DO 12 0 1 = 1 , b 

L A T L S L A T L + 1
DILA = ABS C l A T - L A T L )
I F ( L A T L - L A T ) U ,11 ,12 

12 D I L A = D I L A - 1
11 C O N T I N U E

I F ( L A X L - 1 8 0 ) 1 2 2 , 1 2 2 f123
122 L O N L = X L C N N  

DO 120 0= 1, 5  
L0NL = L 0 M  + 1 
D I L C = A B 5 C L C N - L O N t )
CH AV 6=0 .
I F ( L 0 N L - L 0 N ) 1 5 , 1 5 , 1 4

14 D I L C = D I L C - 1
15 C O N T I N U E  

I F ( C I L 0 « 1 5 . ) 112, 114, 1 14
112 I F ( D I L A - 1 0 . )12 0, 1 14 , U 4
127 L Ü N L = L 0 N L + 3 U  

ALON = LONl-l
114 I F ( L O N L - 360) 121  ,12 1 , 124
124 L O N L = L O n L-1 

C H A V 6 = 1 »
GO 10 120 

121 A N 0 M = A N G M * D G ( L A T L , L C N L )
120 C O N I I N U E

GÜ 10 .125
123 L A T L - L A Î L - 1  

C H A V 5 = l  ,
125 C O N T I N U E
128 D L O N = L O N L - A L O N  

D L A ï = L A 1L - A L A 1 
X L A T M = X L A í N + D L A T / 2 .
X L O N M = X L O N N + D L O N / 2 .
I F ( D L A T ) 1 3 0 , 1 3 0 , 1 0 7

107 I F ( C L C N ) 1 3 8 , 1 3 0 , 1 0 8
108 C O N I I N U E  

A N O N = A N G M / Í Ü L A T 4 C L 0 N )
CALL O N C ( L A Ï P , L O N F , C L A T , CL O N , X l A T M , XLCNM , ANON,ONDL)

130 I F ( C H A V 6 ) 6 2 , 6 2 , 1 4 0
140 C O N I I N U E  

I F C C H A V 5 ) 1 3 y , 1 3 9 , l 4 l
139 CH A V 6 = 0,

L C N L = 1 1 0 N  
138 C O N I I N U E
141 C O N T I N U E
C — - .........................................................     - ..........................................
c ------------- C A L C U L O  DAS I N F L U E N C I A S  DA K E G I O E S  P P Ü X I M A S  (1X1)
C - . - -    E NAS V I Z I N H A N Ç A S  DO PO NT O
C------ --- --------- ------------------------------------- ---------- -----------

L A T L = L A ! - 1 0  
90 DO 105 1=1,20

L A T L = L A 1 L + 1  
I F C I A T L - 1 8 0 ) 9 2 , 9 2 , 1 0 1  

92 L O N L = L O N - 15
143 DO 105 0 = 1 , 3 0

L O N L = L O N L + 1
X L A 1 W = L A T L
x l o n m = l o n l

I F ( L O N L - 3 6 0 ) 1 0 0 , 1 0 0 , 1E2
100 a n o w = d g c l a t l ,l o n l )

GO 10 103
101 L A T L = L A 1 L - 1



GO 10 103
102 L 0 N L = L 0 N L - 1  

CH AV8 sl .
103 C O N T I N U E  

X L A T M = X l A T M + 0 . 5  
X L O N M = X L O N M + 0 . 5 
DLAT = 1 .
D L 0 N = 1 .
CA LL ONDCLATF,LONF,.CLAT ,CLON ,X LA TM , X t O N M ,  ANOM ,ONDL) 
I F ( C H A V 8 ) 1 0 5 , 105,1 06  

106 I F C C H A V 7 ) 1 0 9 , 1 0 9 , 1 4 2
109 CHA 9 8 = 0.
105 C O N T I N U E
142 C O N T I N U E

W R I T E ( 3 , 2 5 0 ) ( O N D L ( I ) ,1=1,27)
250 F O R M A T ( 1 0 ( F 1 0 , 2 , 2 X ) )
16 C O N T I N U E

STOP 
END

C-----       ------- ------ ------- ------------- ------
C - - . - - - - -- -  S U B - R O T I N A  tilUE C A L C U L A  A I N F L U E n CIA D£ CAUA " O U A Dh AD O"

S U B R O U T I N E  0 N D ( L A 1 P , L C N F , D L A T , D L 0 N , x L A T M , X L 0 N M , A N 0 M , 0 N D L )  
D I M E N S I O N  CN DL C2 7)
I F ( X L O N M - 1 8 1 ) 2 0 0 , 2 0 0 , 2 1 0  

200 X L O N = X L O N M - 1
GO TO 220 

210 X L O N - X L O N M - 3 6 1,
C O N T I N U E  

220 C Q N S = J . 1 4 1 5 9 3 / 1 8 0 .
X L A 1 = 9 1 " X L A T M
P L A T = L A T P * C O N S
P L O N = L O N P * C O N S
X L 0 N = X L G N * C 0 N 5
X L A T = X L A T * C O N S
SIG = 2 * D L C N * C 0 N S * S I N , ( D I A I * C 0 N S ) * C 0 5 ( X L A T )
D L O N - X L C N - P L O N
P S I = A C O S ( S I N C P L A T ) * S I N ( X L A T )+ C O S ( P L A T )* C O S ( X L A T ) * C O S ( D L C N ))
D Q T M c P<s I / 9
I F C P S l - 0 . 0 1 7 4 5 3 2 9 2 5 ) 1 3 , 1 3 , 1 5  

13 O N D U = 6 5 0 2 . 3 4 7 4 1 7 * P S I * A N C M
GO TO 11 

15 C O N T I N U E
FPSI = 0. 5*C 1 , / S I N C P S I M m  , - 6 . * S I N f P S I M ) - 5 . * C 0 S C P S I ) - 3 . * C 0 S ( P 5 I  
1 A L 0 G I S 1 N C P S I M ) + S I N C P S I M ) * 4 2 ) )
C Q E = 1 . 0 3 4 8 8 0 7 0 8 * F P S I * S I G ^ I O O O .
O N D U = C O E * A N O M  

11 C O N T I N U E
P S I = P S I / C O N S  
DO 22 L = l, 27  
I F ( L - 1 0 ) 1 9 , 1 9 , 1 8

18 I N D = ( L - 9 ) * 1 0  
GO TO 20

19 IND=L
20 CO NT IN UE  

I F ( P S 1 - 1 N D ) 2 1 , 2 1  ,22
21 O N D L C L ) = O N D L ( L ) + O N D U
22 C O N T I N U E  

RETURN 
END
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S U M M A R Y

In th is  thes is  the author presents the methods: 

as tro-ge ode t i  c , g r a v im e t r i c ,  as tro - grav imetr i  c , c e l e s t i a l  and 

combined, fo r  determinat ion of the geoid,  as wel l  as some 

exemples of geoids computed through them.

The author also analyses the in f luence  of the 

d i f f e r e n t  remote regions in the geoidal  undulat ions computed 

through Stoke 's  formula.
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