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SINOPSE

A inversa de uma matriz pode ser calculada por di-
versos metodos. As principais vantagens de alguns metodos sao:

economia de tempo e de memoria de computador.

No presente trabalho & feita uma analise dos va-
rios metodos, dando-se atenc3ao especial as vantagens acima ci

tadas.

No Ultimo capitulo & apresentada uma relagao dos ti
pos de matrizes mais comuns no campo das Ciencias Geodesicas,
assim como dos metodos mais indicados para a inversao das mes-

mas.
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SYNOPSTIS

The inverse of a matrix can be calculated by various
methods. The main advantages of some of them are: time saving
and economy of computer memory.

In this work an analysis of theses methods is made,
and attention to the above mentioned advantages are given.

A list of the most common types of matrices 1in the
geodetic science field as well as a list of the most appropriate
methods to invert special type of matrices are found in the

last chapter of the present work.
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CAPTTULO PRIMETIRDO

A solucao de certos sistemas de equagoes pode ser
obtida com o emprego da matriz inversa. Atualmente, porem, exis
tem muitos metodos que possibilitam resolver um sistema de equa
¢0es sem o emprego da matriz inversa, e até mesmo -de maneira

mais dinamica.

Nao e o que ocorre, no entantc, quando se quer fa-
zer um estudo estatistico do problema. Até o momento, os meto-
dos pelos quais e realizado este estudo, usam a matriz varian-
cia-covariancia, que & obtida por intermedio da inversa da ma

triz dos coeficientes das incognitas nas equagoes normais.

A inversao de uma matriz pode ser um problema rela
tivamente simples se a matriz e de baixa ordem.Por outro lado,
se a matriz e de ordem elevada,o que geralmente ocorre nos pro
blemas de ajustamento de Geodesia e Fotogrametria, a operagao
poder3d ultrapassar a capacidade de memoria dos computadores

disponiveis, tornando-se, assim, impraticavel.

Alguns metodos possibilitam minimizar o uso de me-
moria do computador no calculo da matriz inversa; por esta ra
z3o, a importancia de tais metodos aumenta com a ordem da ma

triz.
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No caso de matrizes simetricas e definidas positi-
vas, como € o caso das matrizes dos coeficientes das equagoes
normais que se obtém em ajustamento pelo Metodo dos Minimos Qua
drados, existem metodos que possibilitam operar apenas com uma
matriz triangular, o que representa duplo ganho, isto e, de tém
po e de memoria do computador. Como exemplo, cite-se o metodo

dos gradiéntes conjugados e "SUBROUTINE VERSOL".

0 presente trabalho apresenta um estudo sobre di-
versos metodos para a inversao de matrizes, bem como suas prin

cipais vantagens e desvantagens.
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CAPTITULO SEGUNDO

METODOS PARA INVERSAO DE MATRIZES

2.1 - Metodo das transformacgoes elementares

0 produto de uma matriz por sua inversa e a matriz

jdentidade, isto e, se B & a matriz inversa de A, entao:

AB = BA = I, (2.1-1)

onde A e B sao matrizes quadradas e I € a matriz identidade;to

das de ordem n.

A caracteristica de uma matriz nao se altera quan

do: | 1]

1. se multiplica cada elemento de uma linha (ou co
Tuna) por um valor constante diferente de zero;

2. se troca entre si duas linhas (ou colunas);

3. se adiciona os elementos de uma linha (ou colu-
na) multiplicados por um escalar (nao-nulo) aos
correspondentes elementos de outra Tinha (ou co
Tuna).

Combinando as propriedades acima, pode-se calcular
a matriz inversa por meio de transformagoes elementares na ma-

triz dada. Este método pressupoe a existencia de uma matriz de
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transfokmag&o_T], tal que, pré-multipiicando a matriz dada pe-
la matriz T], a primeira coluna do resultado, Ri, sera igual a
primeira coluna da matriz identidade. 0 produto da mafriz R]
por uma segunda matriz de transformacgao T2, apresentara, no re..
sultado RZ’ as duas primeiras colunas iguais as duas primeiras
colunas da matriz identidade. Prosségue—se assim e, ao final,

o produto da matriz R pela matriz de transformagao Tn dara

n-1
como resultado uma matriz Rn igual a matriz identidade de or-

dem n.
Assim, tem-se:
T ... T,TiA= 1. (2.1-2)
Comparando a (2.1-2) com a (2.1-1), ve-se que:
B o= Tovvn T, Ty
ou seja,

A =B= Ty T2T1' (2.1-3)
Considere-se a matriz
A1 A2 e Ay
421 22 qon
A = (2.1-4)
an] an2 £ énn/ ?
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cuja inversa se quer determinar.

A matriz T] pode ser calculada por meio das opera-

¢oes seguintes:

a. Comegando pela primeira Tinha (i=1), dividem-se
todos os elementos dessa linha da matriz A e
tambeém os da matriz identidade pelo elemento a,.
da matriz A. 0 elemento a,; e, entao, denomina-

do pivo.

b. Subtrai-se, de cada elemento das demais linhas,

0 produto a ;2 para a matriz A e o produto

iJ
akiiij para a matriz identidade, com 1%i,j,k<n,

porém, k#i, onde i e o elemento de ordem ij

iJ
da matriz identidade.

Estas operagoes transformam a primeira coluna dama

triz A na primeira coluna da matriz identidade.

Logo,
. N\
3l- 0 0
11
1
- a 1 . 0
21 ayq
T] - (2.1-5)
1
- a 1 0
In a1 )




e o0 produto

a regra acima, obtém-se a matriz de transformacao TZ:

1
a2 a
a -—aﬂa
21 2
a1
a
ni
a - —a .
nl at; 12

12
0 by,
0 b,

Tomando agora o elemento %2

1 <by, —

12 7 -
bso
1
0 .
PP
O -b __]_.

a
In a]]
a
21
a, - —Qa
2n a]]
a
nn - an]a
11

In

2n

nn

06

(2.1-6)

(2.1-7)

como pivo e aplicando

(2.1-8)
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cujo produto com a matriz B = T1A da como resultado uma matriz
em que a primeira e segunda colunas sao iguais a primeira e se

gunda colunas da matriz identidade, ou seja,

In

= T,B =T,T,A= T (2.1-9)

0 0 dn3 e . dnnJ

Aplicando n-vezes o processo, 0 resultado sera:

T ... T, T,A =1, (2.1-10)
equacao esta que € a propria (2.1-2) ja mencionada.

Na pratica, o processo acima pode ser simplificado
mediante aplicacao a matriz identidade, das mesmas transforma-
¢oes que sao aplicadas. a matriz A, Quando a matriz A tiver se
transformado na matriz identidade, entao a matriz identidade te

ra se transformado na matriz inversa.

Ver programa 01, a pagina 46.

2.2 - Metodo de margeamento

Considere-se uma matriz A, particionada conforme o

modelo a sequir:



onde:

n-1

08

011 =120 ¢ F-1n-1 a

n-1n

an an2 a n-1 ann

\ V4

, N\
An-] Un

= (2.2-1)

Vn ann ?

\ /

representa a matriz A com excegao da ultima

linha e Ultima coluna;

representa a Ultima linha, exceto o elemento
;e

qhn s

representa a Gltima coluna, exceto o elemento

ann.

Considere-se, tambem, a inversa da matriz A parti-

cionada de modo analogo:

= (2.2-2)




Aqui, como antes, Bn—] representa
drada, de ordem n-1; r, e qn,_vetores Tinha e

1
vamente, de ordem n-1; e 5 o um escalar.

Efetuando o produto entre as duas

se, por definig¢ao, a matriz identidade:

/
An-] Un ‘n-1 9N
A B=
v a r —l-
n nn n an
.
An-] Bn-] * Un rn An-]
vn Bn-1 + qon "n Vn q
I 0
0 1

Da (2.2-3) segue-se que:

A-1 Bpap * Uy rp = 15
A q + U LI 0
n-1 "n n ap ’

0¢
uma matriz qua-

coluna, respecti

matrizes, obtem-

A
/
\
i
9 Uy, an
1
nn an
(2.2-3)
(2.2-4)
(2.2-5)
e (2.2-6)
(2.2-7)
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Da (2.2-5), obtém-se:

o ]
q, = - Ap_qUnz - (2.2-8)

o =a . -v. A _U_ . (2.2-9)

Da (2.2-4), obtem-se:

los)
1

I - Un P (2.2-10)

- -1
Pre-multiplicando a (2.2-10) por An-]’ vem:

-1 -1

B

An-1 Ana1Bp-t = An-l(I"Unrn)

-1 -1
B, 1= Au1™ Apoq Up My (2.2-11)
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Substituindo B dada pela (2.2-11) na (2.2-6 ),

n-1°?
vem:

S -1
Substituindo, nesta, o valor de v_A U dado pela

nn-1"n
(2.2-9), vem:
-1 i )
VA1 (agq = ap) g+ 2 ry =0 .
. =0 .-
Va1 @™ %t 3T T o
Al =0 .°
VnPpn-1 ¥ opfy 7 .
-1
v_ A
poo= o Nl (2.2-12)
n o.n

Introduzindo " dado pela (2.2-12)na(2.2-11), vem:

_ a1 -1 a1
Bro1= Ano1+ Mot Un e An_]a—; (2.2-13)

Finalmente, com base nas equagoes (2.2-13), (2.2-8)

e (2.2<12), pode-se -escrever a (2.2-2) como segue:
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=1 -1 -1
A §)
PR An-1% Y An- 1 . nh-ln
n_'l Ol.n an
ATl - ., (2.2-18)
n
-1
- Yn fn-1 1
o
. n "

Considere-se uma submatriz de ordem 1, da matriz dg

da A, como segue:

A= 3y
para a qual, tem-se:
-1 1
A, =—— .
Toagy

Assim, a matriz de 2a. ordem margeada sera:

A, = (2.2-15)

r 3
Aé] a13
A3 = azy | - (2.2-16)
az1 232 433
§ )
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Logo, para determinar-se a inversa de uma matriz de

ordem n, basta aplicar n-vezes a (2.2-14), onde cada matrizpro
vém do margeamento prévio da inversa da submatriz de ordem ime

diatamente inferior.

Vide programa 02, a pagina 47.

2.3 - Metodo de reforco

Seja B uma matriz nao-singular, cuja inversa & co-
nhecida; u e v, vetores coluna e linha, respectivamente. Nes-
tas condigoes, a matriz A, cuja inversa quer-se determinar, po

de ser decomposta em,
A =B+ uv (2.3-1)

Mostra-se que a inversa de A, pode ser determinada

pela relacao seguinte: [2]

%—34 uvB-], (2.3-2)

onde

y =1 +vE u. (2.3-3)

Pre-multiplicando ambos os membros da (2.3-2) por

A, vem, atendida a (2.3-1):

1

AR = (B+uv) (B~ -—;—B-l T
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I=BB"1--}—~BB"]u\/B‘1Jrusz"I--I-U\zB']uvB—1
y y
I= I--j}!JVB_1+-UVB‘l--§—U(VB—]U)VB-1 L (2.3-4)
Introduzindo nesta, a expressao de y, dada pela
(2.3-3), obtem-se:
1 -1 -1 1 -1
I=1--—uvB - — - B
y uvB "+uvB ytdy 1) v
1 -1 -1 -1, 1 -1
I =1-—uvB - — uvB
v uv +uvB uvB +y uv
e, reduzindo os termos semelhantes, resulta:
I =1 (2.3-5)

Assim, a (2.3-2) €& valida e pode ser empregada no

calculo da matriz inversa.

Considere-se o caso particular em que a matriz A
pode ser obtida da matriz B pela troca conveniente de uma Tinha,

isto e:
A =3B+ V (2.3-6]

onde V & uma matriz, cujos elementos sao todos nulos, exceto pa-
ra os lementos da linha que esta sendo trocada. Usandec o indi-

ce k podemos escrever,



onde v e a linha nao-nula da matriz V e Ik e um vetor-coluna cujo
k-esimo elemento € 1, e os demais sao nulos.

Assim,

AL S L 871 (w8

T+v (B Ik)
- 1 -1 ]
O R LA (2.3-7)

onde Bk e a k-esima coluna da matriz B-]. Denotando a j-esima

coluna da matriz AT por o, obtém-se
1

OLJ. = BJ - m—k— Sk.(VBJ)

o = B5 T Tavi By - (2.3-8).

A matriz A_] e obtida, aplicando-se n vezes o pro-
cesso acima. A passagem do j-esimo pode ser efetuado pela formu-

Ta

- v, 0%
a(.‘k) = a(k-1) - k~J
J J




16

onde o indice k (ou j) refere-se a coluna que se esta calculan

do e o super-indice refere-se a ordem de seqgliencia.

0 programa 03, a pagina 48, refere-se ao calculo

da inversa de uma matriz pelo metodo de reforgo.

2.4 - Metodo de eliminagao por substituicao

0 método de eliminagao por substituicao, para re -
solver um sistema de equagcoes, tao usual em Geodesia da €poca
pré-computador, com o chamado algoritmo de Gauss-Doolittle, |4] €
extremamente pratico pelo fato de permitir a cada passo a veri

ficagdo dos calculos efetuados.

Tal metodo pode ser usado para inverter uma matriz
quadrada nao-singular, mediante algumas adaptagdoes gque serao

consideradas adiante, neste topico.

Considere-se o sistema de equagoes abaixo, com n-
equacoes e n-incognitas, sobre o qual sera aplicado o metodo

citado acima:

a]] x] + a12 x2 + ... 4+ a]n Xg = f]
2351 x] +.a22 x2 + ... 7+ a2n Xp = fz
apy] X7 * A, X, F ... FA 0 X, = fn . (2.4-1)

Desde que a1 nao seja nulo, pode-se dividir a pri
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meira equacac por esse elemento, que sera chamado pivo e obtém-

se a equacao

ou, ainda,

onde,
a
1] A
b = —= o com J > 1,
13 ayq
e
f
g, = — . (2.4-3)
1 ayq
Somando-se a 2%, 3%,..., n% equacdes (2.4-1) 0s
produtos da (2.4-2), respectivamente por mA51s Tgqs e T30

obtém-se um sistema de equacOes, no qual nao aparece a variavel

xy» denominado primeiras reduzidas |51, a saber:

399,71 Xoteeet A X 7 Ty g
e 302 Xot vt a1 X, fn 19 (2.4-4)
onde

5.1 7 %5 7 0 Py
e fi] = fi - a7 91 com i,j > 2. (2.4-5)



18

Dividindo~se a primeira equacao do sistema assim

obtido por dp9 1» Vem

onde

Xy ¥ b23 Xg teeat bZn'xn = gy, (2.4-6)
a. .
b2 _ 2j.1
J o 829 1
f
2.1
g, = . (2.4-7)
VY

Eliminando Xo @ partir da terceira equacgao, pelo

mesmo artificio usado ha pouco, para se obter a (2.4-4),obtem-

se 0 novo sistema de equagoes transformadas ou terceiras redu-

zidas, a saber:

nas quais

833,2 X3 Teeet 35 0 Xy = 3o
3n3.2 X3 teeet Ann 0 Xy 7 F oo (2.4-8)
a = a, . - a b
ij.2 ij.l i2.1 72.]
fi.z = fi.] - 3591 99 com 1,3<3. (2.4-9)

Para um sistema de n equagoes a n incognitas, ob-

tem-se depois de aplicar n vezes o processo acima, a equagao:
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N =9 (2.4-10)

Combinando todas as primeiras equagoes de cada pas
so, chega-se a um sistema, equivalente ao sistema original, e
cuja matriz dos coeficientes das incognitas €& triangular. Tal

sistema e o seguinte:

Xq + byp Xy + byg Xz Fenat by xp o= gy

Xo + b23 X3 ...+ b2n X0 9o

>
1]

So= .. (2.4411)

Admite-se que todos os elementos pivos nao sejam

nulos.

Os elementos incognitos sao calculados, na seqflen-

cia de X, Para xy, por meio da relacao seguinte:

Xn = In " Pome1Xmer "o T Pgn Xy (2.4-12)
Na (2.4-9), viu-se gue
a. . = a.. - 3. b, .
ij.k ij.k=1 ik.k=1 “kj
ou,ainda,
a.. = a.. - C.. b, .
ij.k ij.k=1 ij kj
= 355.k-2 " Sik.k-1Pk-15 7 Sik Pk
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= a_ij "C_i-l b-lj" CiZij-"o-Cik bkj ou
k
ik T 5 Cie Pk (2.4-13)

Assim, todo elemento aij K pode ser expresso por
meio de somatorio, em fungao de Csj e bij'
Em particular para os elementos Cij’ com i > J, e

b, com i < j, sao validas as relagOes seguintes:

ij?
J-1 .
Cij = aij.j-] = aij - Eil Ciebﬂj’ com 1 > J,
(2.4-14A)
i-1
a.. - L <c.,b, .
;. s iJ - L2
e bij = aTJ'T 1. £=1 , com i < j.
ii.i-1 Cyj
(2.4-148)

Logo, a matriz A pode ser transformada em um produ

to de duas matrizes triangulares, isto e:
A = CB,

sendo os elementos da matriz triangular C definidos pela rela-
c3o (2.4-14A). Esta probriedade sera usada para inverter a.ma-

triz A,

Denotando a matriz inversa de A por D, entao

1

p = (cB)”' =8 Tc!. |6 (2.4-15)
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0s elementos dij da matriz inversa podem ser deter

minados mesmo sem inverter as matrizes B e C.

Pos-multiplicando a (2.4~15) por C, obtéem-se

DC =B ', (2.4-16)

] |7] & uma matriz triangular inferior com todos os ele

onde B~
mentos da diagonal principal iguais a 1 e os demais n (n-1) /2

elementos iguais a 0, isto e:

Lx X X 1] . (2.4-17)

Por outro lado, pré-multiplicando-se a(2.4-15) por

B, obtéem-se:

(2.4-18)

A matriz C°! & triangular inferior e n (n-1) /2 de

seus elementos serao nulos |8]:

X X . . .0 ) (2.4-19)

Com base nas (2.4-16),(2.4-17),(2.4-18)e (2.4-19),

pode-se escrever:
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i=1, 2, 3, 5N
Cipdyqy *+ Cpqdip + e+ ocgdyy 1 00 0
c22d]2 + + andin 1 0 0
nndin = 1 (2.4-20)
e
J = 29 3;, .
d]j+b]2d2j+b]3d3j+ ce. + b]ndnj = 0 0 ... 0
d2j+b23d3j+ + bannJ = 0 0
d .+ b d_ .= 0. (2.4-21)

A retro-solugao de modo alternado das (2.4-20) pa
rai=n,n-1, ..., 1, de(2.4-21), para j = n, n-1, ..., 2, for

necera os elementos dij’ respectivamente, para i > j e i < jJ.

Com base nas (2.4-20) e (2.4-21), pode-se formar o

algoritmo:

]
d =
nn Cnn
n
I
° C,. d.
d-~ = - /e—\]"'] /Z.J 13, para i > j;
1] C..
JJ
n
i ] = - £=§+1 bi[ dlj’ para i1 < J; e
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7 Li ik
d.. = £=]+] , para i = j < n.
tJ C..
JJ

Vide programa 04, a pagina 49.

2.5 - "SUBROUTINE VERSOL"

A inversa de uma matriz pode ser determinada pela

relagao seguinte

- 1
Al - adj AL |9
| A
Assim, se a matriz A = |a..|, tem dimensoes 1x1,
n'n ij

entao A & um escalar, e sua inversa e dada por:

-1 1
A B v 2.5"]
x ( )

Se A tem dimensoes 2x2, entao

A = (2.5-2)

logo,



24

oy, T A2
317822 T dp1312 299895 T 2992y,
ATl
PN 411
A11%22 T f21*12 1122 T f21%12 |. (2.5-3)
\ y

Considere-se a matriz A, da (2.5-1), aumentada con

forme o modelo seguinte:

Dividindo por 2791

obtida, resulta:

2.5-4)

a primeira linha da matriz assim

a1
0o . (2.5-5)

A matriz considerada inicialmente & de ordem 1x 1.

Aplicando, entao, a regra pratica de Chio, |10]| para abaixamento da

ordem de um determinante, desenvolvido segundo a primeira 1li-
nha e primeira coluna, obtém-se:
1+1 1 1
R A e I e (2.5-6)

Comparando as (2.5-1) e (2.5-6), Vé-se que:
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(2.5-7)

Considere-se tambem, a matriz da (2.5-2), quadrada
e de ordem 2, que sera aumentada duas vezes, sucessivamente,
conforme o modelo (2.5-4), e 0os respectivos determinantes se-

rao baixados de uma ordem m, pela regra pratica de Chio. Assim:

1 3
RN PR
I _
A = 1Ay 25, 0
-1 0 0 .
22 1
11
IT
A =lazy 2, 0
-1 0 0
J
e ’
a
12 1
a - a - a
22 21a11 21 am
AIII -
a
12 1
0 - (-1) == - (-1)4—
11 11
. J
_ Usando novos simbolos para os elementos da matriz
AIII e aplicando pela segunda vez 0 processo acima, vem

IV
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¢ 9
oz 1
11 1N
v _
AW = 1 cyy Cpp O
-1 0 0
¢ (
c h
12 1
C - C 0 - ¢ B
22 21 c]] 21 cH
AV
€12 1
0 - (-1) == 0 - (-1)z——| (2.5-9)
11 11

Comparando entre si os elementos ayo das (2.5-3) e

(2.5-9), respectivamente, vem

K N
a113p T 813y, 21 ¢y
. ayo 1
= T3 aT?y
‘11 a,,-a
227 %2137,
_ 2 1
11 31822 T 321872
a1
"2 3 " %12

(2.5-10)

811322 7 321312 3171232 T @189

Procedendo-se de modo identico com os demais ele-
mentos das duas matrizes, verifica-se serem tambem iguais en-
tre si, 0 que mostra serem iguais entre si as duas matrizes das

l(2.5—3) e (2.5-9), sendo ambas a inversa da matriz A, que de-
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monstra-se ser uUnica. |11]

Logo, para se calcular a inversa de uma matriz qua
drada, nao-singular de ordem n, € suficiente aplicar n-vezes o

‘processo acima descrito.

0 presente processo apresenta uma vantagem insofis
mavel, sobre os demais, pelo fato de que os elementos calcula-
dos em cada uma das n-vezes poderem ocupar 0S mesSmos espagos

dos elementos anteriores.

Assim, sao necessarias n + n? posicoes de memoria
de computador para inverter uma matriz quadrada de ordem n,nao
simétrica, e n + n2/2 posigoes de memoria, se a matriz for si
métrica, enquanto os demais processos, com excegao do metodo
dos gradientes conjugados, exigem 2n2 posicoes de memoria ce

computador para realizar a mesma operagao.

Alguem, cuja identidade infelizmente desconhecemos,
reconhecendo sua vantagem, programou o método, com o nome de

"SUBROUTINE VERSOL", cujo teor e o seguinte:

SUBROUTINE VERSOL (A, B, I)

IMPLICIT REAL (A-H, 0-3)
DIMENSION A(I,I); B(I)
IF (I.EQ.1) GO TO 10

IM =1-1

DO 5 K =1, I

DO2J =1, 1M



2 B(J) = A(1, J+1)/A(1,1)
B(I) = 1/A(1,1)
DO 4L =1, IM
DO 3J =1, IM

3 A(L,J) = A(L+1,J41) - A(L+1,1) « B(J)

4 A(L,I) = - A(L+1,1) * B(I)
DO 5 J =1, I

5  A(I,Jd) = B(J)

RETURN

10 A(1,1) = 1/A(1,1)
RETURN
END,

Ver programa 05 a pagina 50.

2.6 - Metodo dos gradientes conjugados

Segundo |12|, a inversa de uma matriz simetricae po
sitiva definida pode ser determinada pelo Método dos Gradien -

tes Conjugados, empregando-se o algoritmo seguinte:

1. qu - e, = 0;

2. q(o) = 03
"(0)
3. R(O) = - e

Passos iterativos k =0, 1, 2,

()T ()
_ R N H
Yo B IOy TR




onde,

A
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RO T (k)

A = - :

k+1 H(k+1)N H(k+1)

(k+1) _ (k) (k+1) .,
a, A0t Ay A ’

(k+1) _ (k) (k+1) .
R = RV 4 A N H ;

TESTE DE CONVERGENCIA

(k)| <
r

q(k+1)_

representa a matriz a ser invertida,

a ordem do vetor coluna,

o numero de iteracoes,

o vetor coluna de ordem r da matriz identidade,

o vetor coluna de ordem r (inicialmente arbitra

rio) da matriz inversa,

um vetor coluna,

Ek um vetor-coluna na iteracao de ordem k,

k+1
H um vetor-coluna dado pela iteracao de ordem
k+1,
k+] UM escalar obtido na iteragdo de ordem k+1.

0 correspondente programa encontra-se a pagina 51.
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CAPTITULDO TERCETIRDO

MATRIZES DE_TIPOS ESPECIAIS

No campo das Ciencias Geodeésicas ocorrem, com muita
freqliencia, matrizes com caracteristicas especiais. Tais matri
zes podem, com grande vantagem, ser invertidas mediante uso de

métodos e programas especificos.

Nos topicos que se seguem, serao analisadas algumas
dessas matrizes, bem como os metodos mais adequados para cada

caso. 0s programas respectivos poderao ser encontrados no apen

dice do presente trabalho.

3.1 -~ Matriz simetrica

Considere-se a matriz quadrada A = [aij]’ de dimen

soes nxn. Diz-se que A €& simetrica se para todo

aij aji’
1 <i,j <n. Logo, o numero de elementos repetidos em uma ma-
triz simetrica e da ordem de n/n-1)/2. Portanto, ao se inver-
ter matrizes simetricas, pode -se consideria-las como se fos-
sem matrizes triangulares, e trabalhar apenas com a parte nao-
-nula destas. Assim, ve-se, de imediato, a grande vantagem des-
te tipo de tratamento para essas matrizes, quando se objetiva

economizar tempo e memoria de computador.

A matriz dos coeficientes das incognitas das equa-
¢coes normais e sempre uma matriz simetrica e positiva definida,

razao porque este tipo de tratamento e de grande valia nes-
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te campo.

A economia em tempo de computador € da ordem de
quase 50%, uma vez que € suficiente inverter uma matriz trian-
gular ao inves de uma matriz quadrada. Esta economia, porem, de

pendera do método utilizado no processo.

Excetuando-se a “"SUBROUTINE VERSOL" e o método dos
gradientes conjugados, osldemais meétodos analisados no presen-

te trabalho, requerem pelo menos 2n2

entradas para a determina
¢ao da inversa de uma matriz de ordem n, ao passo que a "sub-
routine" versol requer apenas 2mn(n+1)/2 entradas para a rea-

lizagao do mesmo calculo.

Tome-se como exemplo, uma matriz quadrada de di-
mensoes 100 x 100. A maioria dos métodos requerem 20.000 posi-
coes de memdoria para inverte -la, ao passo que & “SUBROUTIMEZ
VERSOL" pode realizar a mesma operacao utilizando apenas 5.250
posigoes de memoria do computador. O exemplo supra di uma idéia

da versatilidade do metodo.

0 correspondente programa 08 encontra-se no apéndi

ce a pagina °4.

3.2 - Matriz de blocos diagonais

A matriz de blocos diagonais € uma matriz em que,
quando particionada de maneira conveniente, so nao serao nulas

as submatrizes que possuem elementos na diagonal principal.
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Este tipo de matriz ocorre com certa freqgllencia no

campo da Geodésia e Fotogrametria.

A inversa de uma matriz deste tipo pode ser calcu-
lada, invertendo-se apenas as submatrizes nao nulas separada -

mente, isto €, uma a uma.

Seja A, uma matriz de blocos diagonais e Q, a sua

inversa, como segue:

B O 0 ...0
0O ¢ 0 0

A =
0o 0 0 N,
. 3
Kip  Kyg eon Ky
Ko1 Koo Kon

Q =
LKn1 Kn2 Knn .

onde, B, C, ..., K]], K]Z’ e e Knn’ sao blocos ou submatrizes.

Pela propriedade do produto de uma matriz por sua

inversa, pode~-se escrever:

-

N
BK oo BK]n

11
cK Ko

21 22 °°°

AQ = I =
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assim,
BK]] N CK22 - N NKnn =1,
e NK g = NK o = = NKnoq = 0.

Os calculos acima mostram que os ki = 0, para 177,

J
satisfazem as equagoes supra, com excecao da primeira, pois que
B, C, ..., N, sao, por definigao, matrizes nao nulas. Logo, e

suficiente calcular as matrizes k.., para i = 1,2,..., n.

Ver programa 09 a pagina 55,

3.3 - Matriz bandada

A matriz bandada & constituida de zeros, com exce-
gao da diagonal principal e uma ou mais filas diagonais Jjunto
a esta. A largura da banda & definida pelo nimero maximo de ele

mentos nao nulos de uma linha.

Considere-se a matriz

¢ 3

a2, 0 0 ... 0 0

857 350 1353 0o .. 0 0
A=] 0 a : a33 a34 . 0 0




34

de banda igual a tres e dimensoes nxn e, igualmente, a sua in

versa.
" \
991 912 9n
921 922 92n
Q =
91 92 9nn
\ A
Considere-se o particionamento seguinte, para a ma
triz A:
B C
A =
D E R

onde B & uma submatriz 2x2; C, uma 2x (n-2); D, uma (n-2)x 2;

e E, uma (n-2)x(n-2).

Particionando, de maneira identica, a matriz Q, ob

tem-se

Efetuando o produto AQ, vem

r 3

BR + CT BS + CL

I
I
—

-

AQ
DR + ET DS + EL

\
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com
BS + CL =0

e DR + ET =0

ou BS = - CL

e ET = - DR.

Examinando as expressoes acima pode-se ver que a
matriz inversa Q, nao possui zeros ou submatrizes nulas Tocali

zaveis a priori.

Porém, um exame da expressao geradora da nova ma-
triz, em cada uma das n-aplicagoes da "SUBROUTINE VERSOL", mos
tra que este método permite que se trabalhe apenas com o0s ele-
mentos da banda na primeira aplicagao. A medida que as demais
aplicagoes se vao processando, outros elementos nao nulos vao
surgindo a partir do extremo superior direfto e do extremo in-
ferior esquerdo. Assim, uma adaptacao do método, que atenda a
esse particular, podera economizar tempo de computador, que se
ra tanto maior quanto menor for a largura da banda, em rela -

¢ao as dimensoes da matriz, no processo de inversao da mesma.

ITustrando isto, tome-se como exemplo wuma matriz
de dimensoes 100 x 100, cuja banda tem largura igual a cinco.
Ao inverte-la pelo processo acima descrito, a economia de tem-

po de computador & da ordem de 63%.
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Isto . porque na primeira aplicacao da "SUBROUTINE

VERSOL" adaptada, e suficiente calcular cerca de 502 elementos;
na segunda, cerca de 510 elementos; e, assim, sucessivamente ,
com cerca de 370.330 elementos calculados, ao final das 100apli
cagoes contra 1.000.000 de elementos calculados pelo mesmo pro

cesso, sem adaptac¢ao.

Vide programa 11 a pagins 58..

3.4 - Matriz bandada-margeada

A matriz bandada-margeada possui alem da banda (pa
ragrafo anterior), uma ou mais colunas no extremo direito e uma
ou mais linhas no extremo inferior, cujos elementos nao sao nu

los.

Este tipo de matriz tambem ocorre com certa freqlien
cia em problemas geodesicos e fotogrametricos e sua inversa,co
mo no caso anterior, nao possui elementos especificamente nu-

los.

Como na matriz bandada, se ao inverte-la usa-se a
"SUBROUTINE VERSOL", os elementos nao nulos vao surgindo a par

tir das margens direita e inferior.

Assim, o uso da "SUBROUTINE VERSOL", com algumas
adaptagoes, para inverter matrizes deste tipo, proporciona eco

nomia de tempo de computador.
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Ver programa 12 a pagina 60,

Uma matriz de banda igual a tres e margem igual a

P, € a seguinte:

( )
a1 292 0 0 . 0 a]n-p' ‘A,
a1 3z 3 0 0 apppee-3py

a0 32 233 2 0 agnpe--2sp
an—p] an-p2 an-pn
an qn2 %nn

~ /

3.5 - Matriz com submatriz diagonal singular

Se a matriz a ser invertida possui uma submatriz
diagonal, segundo a ordem crescente da diagonal principal, sin
guTar, o metodo da "SUBROUTINE VERSOL" produz resultados absur
dos, visto que o elemento pivo a;y torna-se nulo na fteragéo
correspondente a ordem da matriz singular. Um tal problema po-

de ser contornado de duas maneiras diferentes, a saber:

a. Tomar o elemento a_ . como pivo, calcular os ele
mentos da matriz inversa em fungao deste elemen

to, na ordem de a para ag;.

nn

Ver programa 14, a pagina 65,



38

b. Trocar entre si duas linhas, tais que uma delas
possua elementos pertencentes a submatriz singu
lar e a outra nao e cujos elementos nao sejam to

dos iguais entre si.

Ver programa 15, a pagina  66.

3.6 - Matriz singular

0 ajustamento de observacoes & um assunto de eleva
da importancia no campo da Geodesia e Fotogrametria. Dependen-
do dos parametros fixades desde o principio, o ajustamento po-
de conduzir a uma matriz singular, Ocorre, porém, que a matriz

singular nao possui inversa na algebra de Caylley.

Dado um sistema de equagoes do tipo

= L (3.6-1)

mAn nxl n-1 °?
a sua solucao pode ser obtida com as operagoes seguintes:

a. Pré-multiplicando ambos os membros da ( 4.6-1 )

T

por A' (matriz transposta de A), isto €,

L (3.6-2)

1l
>

AX

b. Pre-multiplicando ambos os membros da ( 3.6-2 )

-1
por (ATA) , OU seja:

=1 T

(ATA) " aTax = (aTa) ' A
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L. (3.6-3)

A (3.6-3) somente & verdadeira no caso em que Al A
nao e singular.,

T

Se A'A e singular, entao a solugao para a (3.6-3)

e obtida por meio da matriz pseudo-inversa.

0 estudo das inversas generalizadas & um campo re-
lativamente novo dentro do contexto da Matematica, no qual exis
tem, ainda, alguns pontos que requerem mais pesquisas.

Neste topico, porem, limitar-se-a ao estudo da pseu
do-inversa, de grande interesse no campo de aplicagao da Geode
sia, sem, no entanto, se deter em certas particularidades teo-

ricas, para nao fugir aos objetivos do presente trabalho.

A teoria neste campo e bastante extensa e complexa

e, cre-se, justificaria um trabalho especifico neste sentido.

Considere-se a matriz mAn e sua caracteristica

C(A). |13]
Se C(A) = n, entdo C(A'A) = n. (3.6-4)

-1 - _
Se (ATA) existe e satisfaz a equagao

(aTa)™! aTa - [(ATA)'] AT] A =1, (3.6-5)
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~ -1 - . -
entao a matriz (AT ) AT e denominada inversa a esquerda da ma

triz A. |14

Por outro lado, se

C(A) = m, entao C(AA

Ty = . (3.6-6)

Se (AAT) existe e satisfaz a equacgao

TaaTy"!

AA A ,AT(AAT)”]I= I. (3.6-7)

-1 _ -
AT(AAT) e denominava inversa a direita de A. Estas, no entan

to, nao sao inversas generalizadas.

Dentre os varios tipos de inversas generalizadas,
nao necessariamente unicas, existe uma que & Unica e que se de

nomina pseudo-inversa.

Do ponto de vista geodesico, a unica que interessa
e a pseudo-inversa, uma vez que pode ser empregada nos proble-

mas de ajustamento.

DEFINTICDOES

Seja mA uma matriz qualquer e nG a sua-inversa ge

n m

neralizada, IG, entao: |15]
AGA =A, (3.6-8)
GAG =G, (3.6-9)

(6A)T = GA (3.6-10)

I
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e (A6) = AG. (3.6-11)
notando-se que:
G satisfazendo a con- _ “sendo simboli-
digao: e chamada: zada por:
(3.6- 8) Inversa generaliza- A6
da
(3.6- 8) e (3.6- 9) IG reflexiva A"
(3.6- 8), (3.6- 9) e
(3.6-10) IG fraca a esquerda AC
(3.6- 8), (3.6-9) e
(3.6-11) IG fraca a direita ad
(3.6- 8), (3.6~ 9),
(3.6-10) e (3.6-11) Pseudo-inversa AT
QUADRO 1.

A pseudo-inversa de uma matriz quadrada singqular ,

pode ser obtida pela relacao seguinte:|16]

NT = [N(NN)9J2N. (3.6-12)

Para se obter (NN)g, procede-se da maneira seguin-

te:

a. Determina-se a caracteristica C(NN) da matriz pro

duto NN,

b. Eliminam-se k linhas e k colunas da matriz pro-

duto NN, onde k representa a singularidade dada por k=n=-C(NN)
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onde n representa as dimensoes da matriz quadrada (NN).

c. Calcula-se a inversa da matriz resultante do
item b., acima, usando qualquer dos metodos analisados no pre

sente trabalho.

d. Restituem-se as linhas e colunas eliminadas no

item b., acima, substituindo-as por zeros.

As demais operagoes sao efetuadas normalmente, obe

decendo as regras do produto matricial.

0 programa 13, a pagina6l , fundamenta ocalculo da

pseudo-inversa de uma matriz quadrada singular,

Neste programa, a singularidade da matriz & deter-

minada por meio da proporcionalidade entre as filas.
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CAPTITTULO QUARTO

4,1 - Conclusoes

Do que foi visto nos paragrafos anteriores pode-se
afirmar que,no processo de inversao de uma matriz de ordem ele
vada, € muito importante que se escolha um método que se adap-
te melhor as caracteristicas da mesma. Tal método podera pro-
porcionar economia de tempo, ou de memoria de computador ou,

ainda, de ambas as coisas simultaneamente.

A economia que se pode conseguir & proporcional 3
ordem da matriz. Assim, a importancia da escolha do metodo au-

menta com a ordem da matriz.

No campo da Geodesia, as matrizes dos coeficfentes
das incognitas nas equagcoes normais s3ao sempre simetricas, ra-
zao pofque sempre se pode optar por um metodo que proporcione
dupla vantagem,isto e,economia de tempo e de memoria de compu-.

tador.

A economia de memoria pode tornar-se crucial,em de
terminados casos, nos quais se tem uma matriz de ordem elevada
para ser invertida por um computador de pequeno ou medio por

te.
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Por outro lado, a economia de tempo pode ser de su

ma importancia para um usuario que pague pelo tempo de uso do

computador,

Cabe ao programador a decisao de
zar em seu trabalho, todavia, encontra-se no

lagao dos tipos de matrizes mais comuns e 0s

dicados a cada caso especifico.

qual metodo utili
Quadro 2, uma re-

programas mais in

Todos os programas citados est3dao relacionados no

apendice do presente trabalho.

4.2 - Recomendacoes

Tipo de matriz

Programa recomendado

Nao simétrica

Simetrica

De blocos diagonais

De blocos diagonais simetrica
Bandada

Bandada-margeada

Singular

Com submatriz diagonal singular

1,
6,

10
11
12
13
14

2, 3, 4 ou 5*

7 ou 8%

ou 15

* 0 mais indicado.

QUADRO 2.

Obs.:

a. 0s programas 1, 2, 3 e 4 sao

gerais, sendo,por

tanto, aplicaveis a qualquer tipo de matriz, com
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excec¢ao da matriz singular.

Os dados de entrada para os programas 6, 7, 8 e
10 sao os elementos da matriz triangular supe-

rior, por colunas.

Para os demais programas os dados de entrada sao

os elementos da matriz dada, por linhas.
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OO0

h

S

10

18
11

13
14

23
17
1é
C

13

19

21

FROGRAMA 01

INVERSAD DE MATRIZES FOR TRANSFORMACOES
ELEMENTARES .,

ODIMENSTION {10710 s BCIOe 10
N=DIMENSaAD Dy M TRIZ LDedicc,
N=10

LEITURA E LISTAGEM D& MATRIZ Dalia,
READ (Ze23 (Lo d)sd=1sN) s I=1sHM)
FORMAT(106G)
WRITE(IZ:sZ&)(ia(Iyd)yd=1aN) s I=1sN)
FORMAT(10FZ2. 12

FORMACAD D& MATRIZ IDENTIDADE.
Do 3 I=1-N

00 3 J=1sN

B(Is»d)=0

00 4 I=1sN

B(Is1lo=1

D0 4 I=1sN

B(I-1)=1

INICIO DAS TRANSFORMALZDES,

D0 16 K=1sn

C=a(KsyiK)

no s I=isn

AlRKs I)=a(Ky 13 /0

B(Ky I)=RB{K»1)/C

CONTINLUE

IF(K~-1)aré58

00 7 I=2sN

D=A(lsK)

Lo 7 Jd=1+nN

BE(Is D=Rily I)-TBIKsJ)

ALy )=y )-Lka (R )

CONT INUE

GO 70 1é&

OO0 11 I=1sK-1

=G (lyK)

Do 18 J=1su

IFCJ-K)99104+10

BRIy J)=B{IsJ)~DXE(KsJ)

GO TO 1@
ACTIsdd=alIsd)-DkACK s D)

B(Iy =By D)-NXE(Ky )
CONTINUE

COMTIHNUE

IF(R=-NY12y15015

nog 17 I=K+1,M

=A(IyK)

D0 23 J=1isnN

IF(J-K)13514514

BCIy D)=BCly D) ~IEB(Ks D)

GO TO 23

ACTI s D)=l D -DXA(K 1)

B(Iy J)=EC(IsJ)~-[kBE(KsyJ)
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

Salliy DA MATRIZ INVERSA,
WRITE(3s19)
FORMAT( /s /9 BXy "MATRIZ INVERSA’s/)
WRITECSy 21D CECT v ) sl sy s Tmd o)
FORMAT(2(SBF12.7+/))

ENL

46
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FROGRAMA 02

IVERSAO DE MATRIZES FELO METODO DE MARGEAMENTO.
DIMENSION AC10s10)sE(10)+C(10)
N=DIMENSAD [IA MATRIZ DADA.

N=10. o

LEITURA E INFRESSAO DA MATRIZ DADA.
READC2928) (CACLsJ) s J=1sN) sL=1sN)
FORMAT (106)

WRITE(3y65) ,
FORMAT (BX» "MATRIZ DADA’ +//)
WRITE(3+66) ((A(Ls )y J=1sNIsL=1yN)
FORMAT(10FS. 1)

0 4 I=1,N

IF(I~1)5:5s6

AT I)=1/ACI,1)

GO TO 4

I1=I-1

Do 1 L=1,11

E(L)=0

C(L)=0

D0 2 J=1,1I1

BLI=RL)-AL, D XA(Iy 1D

CCLI=CCLI~ACTI v DXACI L)

CONTINUE

D=0 ,

00 3 L=1,1I1

D=D+ACIPLIXECL)

D=A(I,I)+D

00 8 L=1,I1

D0 8 J=1,I1

ACLr D)=ACLy D)+ (BLIXC(III/T

D0 9 J=1,I1

Ay D) =E(N /D

AT, J)=C(I)/D

A(I,»I)=1/D

CONTINUE

SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3567)

FORMAT(//+BXs MATRIZ INVERSA’s//)
WRITE(3:60) ((ACLsd)sd=1sM)sL=1sN)
FORMAT(2(SF12.7+/))

END
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FROGRAMA 03

INVERSADO DE MATRIZ FELO METODO DE REFORCO.
IMPLICIT REALX8(A-H»0-~Z7)

DIMENSION AC10:10)sE(10+10)sR(10)yW(10)+C(10)
N=DIMENSAO DA MATRIZ LADA.

N=10

LEITURA E IMFRESSAO DA MATRIZ DADA.
READC2, 1) (CA(Iyd)rd=1sN) s I=1sN)
FORMAT(106G)

WRITE(3,18) 4
FORMAT (8Xy 'MATRIZ LALA’+//)
WRITE(3y19)( (AT ) s J=1+N) s I=1,N)
FORMAT(10FS.1)

[0 11 I=1,N

C(IY=A(I,I)

0o 11 J=1isN

ATy )=ACI s ) /CCT)

D0 3 I=1sN

A(IsI1)=0

FORMACAD DA MATRIZ IDENTIDALE.

D0 25 I=1sN

00 25 J=1:N

B(IyJ)=0

0 2 I=1,N

CB(IsI)=1

COMECO DO CICLO ITERATIVO.
[0 5 K=1sN

0 6 L=1sN

R(L)>=0

00 &6 I=1sN
RL)=RC(LIY+ACKs IDXE(I L)

00 7 L=1:N
WLY=R(L)Y/(1+R(K))

[0 8 I=1+K

“CO=E(IyK)

DO 8 J=1sN

BC(Is )=B{Is3)-W(JIXRCO

CONTINUE

AS LINHAS DA MATRIZ LADA FORAM DIVIDIDAS FELOS
ELEMENTOS DIAGONAIS,yDEFOIS DE ZERADA A& DIAGONAL
OBTEVE-SE IUAS MATRIZES TRIANGULARES. A& CORRECAL

- E FEITA MULTIFLICANDO-SE &% COLUNAS DA MATRIZ IM-

VERSA FELOS MESMOS ELEMENTOS. DIAGONAIS.
D0 12 J=1sN

0o 12 I=1sN

EBC(I»J)=E(I,J)/C(J)

SAIDlA Da MATRIZ INVERSA.

WRITE(3,20) '

FORMAT(//98Xs "MATRIZ INVERSA’»//)
WRITE(3s10)((B(Isd) s d=1sN)sI=1sN)
FORMAT(2(5F12.7+/))

END
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FROGRAMA 04

INVERSAQ DE MATRIZES FELO METODO. DE ELIMINALCAD
FOR SURSTITUICAO.

IMPLICIT REALX8(A-Hs0~Z)

DIMENSION AC1010)yE(10:10)yC(10+10)
I=DIMENSAD LIia MATRIZ LADA.

I=10

I=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
LEITURA E IMFRESSAO La MATRIZ DADA.
READ (2+2)((ALs ) sd=1sI)sL=1+1)
FORMAT(106)

WRITE(3r65)

FORMAT (8Xs “MATRIZ DADA’2//)
WRITE(3+68) (AL sy D) s d=1eIdel=1y1)
FORMAT(10FS.1)

CALCULO DA MATRIZ *C*.

Do 3 J=1,1

C{Jdr1)=ACJr 1)

00 4 J=2,1

C<Clyd)=AC1sJ)/C(1s1)

00 5 J=2,1 .

00 5 L=2y1

IF(L-J)7:8,8

CCLyd)=0

00 9K=1sJ-1
CCLr)=C(Lsd)+CCLIKIXC (K J)
C(LsDD=A(Ly D ~-C(Ls D)

GO TO 5.

C(LsyJ)=0

g 10 K=1si.~1

CALs=C(Ly D+CILsKIKRC(Ks )
CCLy)=CACLy I=CCLyJ))/CCLsL)
CONTINUE

CALCULO DA MATRIZ INVERSA OCUFANDO A
FOSICAD DA MATRIZ DADA.

DA MATRIZ DADA.

0o 11 L=0,I-1

Do 11 J=LsI-~1

M=I-L

N=I-J

IF(I-M)12+12+13
IF(I-N)14514y13
AMINI=1/C(T,1)

GO TO 11

A(MIN) =0

[0 15 K=N+1s1

Ay NI =AMy NI ~C (Ks NI KA (MK
IF(H-N) 17116917
ACHINI=CLHA(HIND ) /C (NN

GO TO 11
ACMNI =AMy N) /C(NYN)
AN M) =0

[0 18 K=N+1,1I
ACNYM)=A (N H) —C(N»K)KACK M)

CONTINUE

SAINA I'd MATRIZ INVERSA.
WRITE(Zy67)

FORMAT(//+8Xs “MATRIZ INVERSA’s//)
WRITE(39460) (CACLyI)rd=1y1)sL=1»1)
FORMAT(2(SF12.757/2)

ENDI
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FROGRAMA 03

OO0

SUBROUTINE VERSOL PARA INVERTER UMA MATRIZ.
IMFLICIT REALXB(A-H»0~-2Z)
DIMENSION adli1,11)yEC(11)
I=10
IM=I-1
C LEITURA E IMFRESSA0 DA MaATRIZ Ifana.
READ(2,15) ALy D) v d=1213sL=1v1)
15 FORMAT(106)
WRITE(3+186)
16 FORMAT(8Xs "MATRIZ DADA /)
WRITE(3»17)( ALy D)y d=191)sl=1+1)
17 FORMAT(10FS 1)
00 & K=1+1
IF(A(L1+1).EQ.0.0)G0 TO 28
12 npno 2 Jd=1s1In
2 B(D=a(lyJ+1)/Aa(1Ls1)
E(I)=1/A4¢(1,1)
DO 4 L=1yIH
Do 3 J=1+1I4
Sl D)=L+l d+1)-ACL+151)XECD)
AlLsId=-AL+1s1)XE(I)
0o 9 J=1+1
A(IyJ)=R{J)
CONTINUE
SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3:,7)
FORMAT(/ /98Xy MATRIZ INVERSA':/)
WRITE(Z:8) ((allLy ) rd=13T)2L=191)
8 FORMAT(2(EF12:79/))
GO TO 31
28 WRITE(Sy29) (KD
29 FORMAT(//+8Xs "HA UMA SUBMATRIZ DIAGONAL SINGULAR
DE COREM’ 7 »1I3y /)
WRITE(3:3D)
30 FORMAT (/38X TENTE 0 FROGRAMa 14 0OU 157 /7)
31 END

2 G

~ G G
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FROGRAMA 6

FROGO&.FOR
METODD ITERATIVO GRADIENTES CONJUGADOS FARA
OBRTER A MATRIZ INVERSAy DA MATRIZ SIMETRICAY
FOSITIVA DEFINIDA,

DIMENSION A(A5)yE(9) s XN(ZIsRERI 2 F (D) s5(P)
1UCD) TP s T(D) s XINW(D 9 &)
N=[IMENSOES DA MATRIZ DADA.

N=9

DADOS TE ENTRADA! MATRIZ TRIANGULAR SUFERIOR FOR COLUNAS,
LEITURA E IMFRESSAD DA MATRIZ DAL
REALC2, 1) (ACT) v I=1445)

FORMAT (93G)

WRITE(Zy65)
FORMAT(B8Xs "HMATRIZ DALA v/ /)

[0 67 I=1sN

00 66 J=1ysN

CALL LOC(IsJsIJdsNsNs1)

XNCH=aC1D)
WRITE(Z,68) (XNIL) sL=1sN)
FORMAT(9F4.,0)

CONTINUE

FORMACAD DA MATRIZ IDENTIDADE.

00 2 J=1sN

EcJy=1

RE=0,0000001

N=9

L=0

L=L+1

D0 10 I=1,N

XN(I)=0

CONTINUE

00 20 I=1sN

J=L

IF(I-J)14,12,14

T(I)=EC(I)

GO TO 15

T(I)=0

RCI)==-T(I)

FOI)==-R(I)

S(I)=R(I)

UCI)=F(I)

CONTINUE

INICIO DO CICLO ITERATIVO.

ITER=0

ITER=ITER+1

E1=0

Ti=0

[0 40 I=1sN

LCI)=0

00 30 J=1sN

CALL LOCCIsJyIJsNsNs1)
DCIY=DCIV+ACTIUIRF ()

CONTINUE

Ti=T14S(IYXF(I)
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E1=E1+UCI)xDCI)
CONTINUE

Al=-T1/E1

DO 42 I=1sN

XNCID) =XN(D) +ALXF (1)
RCID=RC(II+ALIXDCI)
S(I)=R(I)

CONTINUE

Vi=0

[0 50 I=1:N
V1i=V1+S(IDX0CID
CONTINUE

E1=V1/E1

00 60 I=1ysN
FCI)=-R(I)+R1XF(I)
UCI)=F(I)

CONTINUE

DO 350 I=1sN
IF(ARS(R(IX)~-RE)3309350,25
CONTINUE
IF(L~1)346136+38
WRITE(3+,37)

FORMATC(1IHL 38Xy "MATRIZ INVERSA s//})

WRITE(39600) (XN{I)yI=1sN)
FORMAT(EF12.79/94F12,7+//)
IF(L-N)3+6055605

STOF

END

LOC.FOR ' A
SUBROUTINE LOC(IsJsIJdsNsMsMS)
IMFLICIT REALXB(A-H,0-23
IX=1

JX=J

IF(MS-1)10+20+30
ITUX=Nk(JX-1)+IX

GO TO 36
IF(IX-JX)22+,24,24
TOX=IX+{(JXXJIX-JX) /2

Ge TO 36

TJX=JX+ (IXXIX-IX}/2

GO TO 36

IJX=0

IF(IX-JX)3461232:36

TJX=1IX

IJ=IJX

RETURN

END
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FROGRAMA 07

INVERSAD DE MATRIZ SIMETRICA FELD METOLO DE
MARGEAMENTO

DIMENSTION A(SS)YsB()»U(F)C(10)
N=[IIMENSAD DIa MATRIZ DALa.
N=10 .

M=DIMENSAQO [A MATRIZ DE TRABALHDs CONSTITUIDA DA
MATRIZ TRIANGULAR SUFERIORy SENDO A SEGUENCIA DE
ENTRADIIA FOR COLUNAS.

M=55

LEITURA E IMFRESSAD I'A MaTRIZ DiaDa.
READ(Zs20) (A(J) s d=1 )
FORMAT (1186)

WRITE(3+&5)

FORMAT(8Xy "MATRIZ D&DA°s7/)
0 67 L=1sN

N0 &6 I=1sN

CALL LOCCLsIsLIsNsNy1)
C(Iy=a(LI)
WRITE(3:43)(CLI)yI=1s0)
FORMAT(10FS.1)

CONTINUE

g 4 I=1su

IF(I-1)5+595

ACIY)=1/ACI)

GO TO 4

1i=1-1

00 7 L=1-11

Call LOC(LsIsLIsNsNs1)
UdLy=adLlI)

0o 2 L=1-11

EB(L)=0

ng 2 J=1-11

CALL LOCC(JsL s JlsNsN» 1)
RE(L)=B(L)-aACJLYXUCD)

[i=0

g 3 L=1»I1

CALL LOCC(IsLsILsNsNs1)
D=DI+ACILYXE(L)

CALL LOC(IsIsIIsNsNs1)
D=T4+A(I1)

g 8 L=1+11

ng 8 J=1sL

CalLL LOC{JrLsdLsNsNs1)
ACJLY=A(UL)Y+BCIIXRB(L) /D

no 2 L=1,11

CALL LOCC(LsIsLIsNsN»1)
A(LI)=R(L)/I

CALL LOCCI»IsITsNsNs1)
A(II)=1/01

CONTINUE '

SAIlA T'Aa MATRIZ INVERSA.
WRITE(3s75

FORMAT(//+8Xy ‘MATRIZ INVERSA »/)
Do 77 L=1sN

D0 76 I=1sN

CALL LOC(L»IsLIsNsNs1)
C(Iy=a(LI)
WRITE(3,78)(CCI)sI=1sN)
FORMAT(SF12.7s/95F12.7+/)
CONTINUE

ENII
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FROGRAMA 08

INVERSAO UE MATRIZ SIMETRICA USANDO SUEBROUTINE
VERSOL. « '
IMFPLICIT REALX8C(A-H,0-2Z)
ODIMENSION A(55)yB(10),C(2)
N=DIMENSAD DA MATRIZ A SER INVERTILA.
ENTRADAS MATRIZ TIANGULAR SUFPERIOR FOR COLUNAS.
M=DIMENSAD D& MATRIZ DE TRABALHO, LADA FOR
M=N(N+1)/2

N=10

M=959

LEITURA E IMFPRESSAO DA MATRIZ DADA.
READNC2s15)(ACI) v I=19M)
FORMAT(116G)

WRITE(3,20)

FORMAT(8Xy "MATRIZ DADA 9 //)
00 19 L=1sN

N0 18 I=1+N

CALL LOCCLsTyLIsNsNy1)
RB(I)=A(LI>
WRITEC(3y22)(R(I)»I=1sN)
FORMAT(10FS. 1)

CONTINUE _
INICIO DO CICLO ITERATIVO,.
IM=N-1

M= (NX(N+1))/2

D0 5 K=1sN

0o 2 J=1,IM

L=J+1

I=1

CALL LOCCIsLsILsNsyNr1)

CALL LOCCI»IsIIyNsyNs1)
BEC)=ACIL) /7ACIT)

CALL LOCCI+IsIIsNINs1)
B(N)=1/ACII)

DO 7 L=1,IM

J=L+1

Call. LOC(IsJsIJsNsNy1)
C(L)=a(Id)

CONTINUE

o 4 I=1,IM"

00 3 J=I+IM

M=I+1

L=J+1

CALL LOC(IyJrsIJsNsyN»1)

CALL LOC(MyL sMLsNsNs1)
AC(IJ)=A(ML)Y-C(I)XE(D)
CONTINUE

CALL LOCCIyNsINsNyN»1)
ACIN)=-CCI)XRB(N)

CONTINUE

CALL LOC(NsNyNNsNyNsi)
A(NN)=-RB(N)

CONTINUE

SAIDA A MATRIZ INVERSA.
WRITE(3,21)

FORMAT(//+8Xs "MATRIZ INVERSA&'r//)
DO 16 L=1:N

00 17 I=1sN

CALL LOCCLsIsLIYNsNs1)
B(I)=-A(LI)

WRITE(3s10) (B(I)rI=1sN)
FORMAT(2(SF12.7y/))
CONTINUE

STOF

END
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FROGRAMNA 09

INVERSAD DE MATRIZES COM ELOCOS DIAGDANAIS
‘SURROUTINE Y VERSOL.

IMPLICIT REALXS(A-H.0-7)

DIMENSION &(2s2)sK(9)

N1=DIMENSAQD DIIE CAIA SUE-MATRIZ
N2=ELEMENTO CORRESFONDENTE & AC1s1) DA ULTIMA
SUR-MATRIZ.

L1=DIMENSAD I8 MATRIZ A& SER INVERTIDA.
Ni1=3

N2=7

Mi=N1-2

M=1

Li=%

LEITURA E IMPRESSAD DA MATRIZ DADA.
READC2y2) (AL s D) s d=1sL1)sL=1-1L1)
FORMAT(9G) -

WRITE(3,18)

FORMAT(8Xs "MATRIZ LDADRA+//)
WRITE(3s173{ ALy ) sd=1sL1)rL=1sL1)
FORMATC(9FS.1)

INICIO DO CICLD ITERATIVD.

[0 10 K=1sN1

0 4 J=0siM1
R(M+Jr=a(Msri+d+ 1) 7AHI M)

N=M+N1-1

R(N)=1/A(Hs M)

00 6 L=0r#il

N0 5 J=0y#i

R=M+L

F=M+J

AR P =AML+ 1 s M+ I+ 1A M+L+1 2 M) KB (M)
ACRyN)=—A(M+L+1 M) KBE(MHANLI-1)

[0 8 J=0sHi

ANy M+I)=R(i+J)

AN NI=E(N)

M=M+N1 _

IF(M-N2)353515

SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3,18)

FORMAT(//7 8%y "MATRIZ INVERSA’:s//)
WRITE(3»12) (AT s sd=1ob 15 I=1sL1)
FORMAT(SF12.7s/794F12.7+7)

END

55
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FROGRAMA 10

INVERSAD [E MATRIZ SIMETRICA COM ELOCOS DTAGONAIS,

USANDO ‘SUEROUTINE’ VERSOL

IHFLICIT REAL¥S(A-H,0-Z)

DIMENSTON ACAS)  E(T),C(8)

L1=DIMENSAD 014 MATRIZ DADA,

M2=DIHENSAD DA MATRIZ DE TRABALHO, DADA FOR
D=NX(H+1) /2, E COMFOSTA DA MATRIZ TRIANGULAR
SUFERIOR, @& ENTRAD& E FOR COLUNAS,

N1=DIMENSAD DAS SUBMATRIZES (ELOCOS).

NP= ELEMENTO CORRESFONDENTE A0 A{1,1) DO ULTIMO

ELOCO.

L1=9

L2=N-1

N1=3

No=7

NZ=N-1

M1=N1-2

M=1

LEITURA E IMFRESSAO DA MATRIZ DADA.

READC2,2) (A(T)»I=1,45)

- FORMAT(96)
WRITE(3916)

FORMAT(// 38X "MATRIZ DARA »//)
oo 20 I=1,L1

00 19 J=1sl.1

Catl LOC(IsJdsIdslllslls1)
B(hr=a{ll)
WRITE(3s172(B(J)sd=15L1)
FORMAT(SFS5.1)

CONTINUE

INICIO DO CICLO ITERATIVO.

00 .11 K=1,N1

00 4 J=0sM1

I=M+J+1

L=M+J

Calll LOC(M»I»mMIrL1sl151)
CaLL LOC(MsHsmMMsL1sL1s1)
B{(L)=A(HI)/A(HM)

N=M+N1-1

CALL LOC(MsMoMMsL1sL191)
B(N)=1/A(HMM)

o 9 I=M,MtHl

J=I+1

CALL LOC(MsJdsMIsbLlsL1s1)
C(IN=A(MI)

CONTINUE

0 6 I1=0,M1

D0 S Ji1=I1rsM1

I=M+I1

J=M+J1

N=I+1
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L=J+1

CALL LOC(IsJdsIJdslisl1s1)
CALL LOC(NsLsNLsL1sL1s1)
AT =aNL)Y-C(I)XECT)
CALL LOC(IsLyILyi1sbL1s1)
ACIL)==-CCI)XRL)

CALL LOCC(LsLsLLyLisbL1is1)
ACLL))==-B(L)

M=M+N1

IF(M=N2)3+3+15

SAILA Da MATRIZ INVERSA,
WRITE(3921)

FORMAT(8X» “MATRIZ INVERSA’s//)

o 8 N=1sL1

Do 13 L=1,0L1

CALL LDC(NyLeNLsL1sL1s1)
B(L)=-a(NL)}
WRITEC(I»12)(B(L)YsL=1s012
FORMAT(SF 1247/ vd4F12.7+7)
CONTINUE

STOF

END
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FROGRaMA 11

INVERSAD DE HATRIZ EANDALA COM EANDA DE LARGURA

IGUAL & 2M+1.,

ONDE ZM+1 REFRESENTA 0 NUMERO MAXIMO DE ELEMEMTOS

NAD NULUOS,

DE UMA LINHA.

SUBROUTIMNE VERSOL
IMPLICIT REALXS(A-H,0-Z)
DIMENSION AC10r10)sE(10)

I=DIMENSAO Iid MATRIZ DADA.

I=10

Ii=I-1

M=2

LEITURA E IMFRESSAO DA MATRIZ DADA,
READCZ2y2)(CCALy D)3 d=191)sL=1s1)
FORMAT(106)

WRITE(3+65)

FORMAT (8X» "MATRIZ DALA&G /)
WRITE(3»&8)((A(Ly )y d=1s1dsl=1»1)
FORMATC10FE. 1)

INICIO DO CICLO ITERATIVO.

0 & K=1,1

no 3 J=isI1

B =AllyJt1)/A801r1)
BC(I)=1/A(121)

IF(K-1)4+456

D0 8 L=1:M+1

oo 7 J=1sL+M

ALy D) =AL+1yJ+1)-AL+1, 13 XEB(D)
AlLy I)=-A(L+121)XECI)

0 9 L=M+2sI-M-1

ng ¢ J=L-MrL+M

AlLyD)=ACL+1ly JH1)-AL+1 21D XECD)
o 11 L=I-r»I1

ng 10 J=L-t+1I1

AlLe D)=ACL+1s J+1)-ACLEL s 1)XEBC)
AlLsI)=-AC(L+1y1)XEC(I)

Do 12 J=1isM

ACI»J)=ECD)

DO 33 J=I1-M»sl

A{IsJ)=RCD

GO TO 5

IF(K-t-2)13514,14

[0 16 L=1yM+1

0o 15 J=1,L+M

ALy D=A(L+1 s J+1)-AL+1s1IXECD)
o 35 J=I-K+1,1I1

AlLy D) =AL+1»d+1)~-ACLF1 1) XRB ()
A(LyI)=-AL+11)XECI)

Do 17 L=M+2,I1-M-1

0o 17 J=L-MsLtM

AlLy D)=AL+1 s J+1)-AL+1y 1) XECD)
D0 19 L=I-M»I1

D0 36 J=1+M



36 ACLy DD=ACL+1yJ+1)-ACL+1» 1) XKECD)
0o 18 J=L-M»I1

18 AlLy J)=ACL+1s I+ -ACL+1 s 1IXE(D)
19 ACLsI)d=-ACL+1,1)XE(I)
Do 20 J=1sM
20 ACT» J)=RCD)
D0 40 J=I-M»I
40 ACTI»J)=E(D)
GO TO S
14 IF(R~-(I-2%M))21,22,22
21 no 24 L=1,M+1
Do 23 J=1sL+M
23 AllLr D)=AL+1 s J+1)-AC(L+1»1)XB(D)
ng 45 J=I-K+L.I1
45 ALy D)=ACl+1s 410 -ACL+1 5 1IXECS)
24 ALy I)=-AL+11)XE(I)

no 25 L=M+2dyI-K
Do 25 J=L-tMsL+H
25 ALy ) =AL+1y JH1)-ACL+1» 1) KEC(D)
0 27 L=I-K+1,11
ng 26 J=1+M

26 AL s J)=ACL+L»J+1)-AL+1y 1)XE(D
no S0 J=I-K»Il
S0 ALy D)=adl+1yJ+1) AL+ 1IXKECD)
27 AL I)=~A(L+1 1) KBTI
00 28 J=1sHM
28 A(T» J)=RCD)
ng 856 J=I-K-1I
36 AT J)=E(D)
GO TO 5 .
22 Do 30 L=1,11
no 29 Jd=1,11
29 ALy D =AL+1s JH1)-AL+1y 1)XEC(D)
30 A(LyI)=-AL+1s1)XR(I)
Do 31 J=1,1
31 A(T s J) =R
S CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3:67)
&7 FORMAT (/78X "MATRIZ INVERSA’»/)
WRITE(IZy60) ((AlLs ) s Jd=1910rl=151)
60 FORMAT(2{ESF12.7y/))

END
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C FROGRAMA 12

C

c FROGRAMA FARA INVERTER UMA MATRIZ EBANDADA-MARGEALA
C CUJA EBANDA TEM LARGURA 2XM+1 E A MARGEM TEM

c M1 FILAS.

IMPLICIT REALXS(A-H,0-2)
DIMENSTON A(10210)EC10)
C I=DIMENSA0 T MATRIZ DAD&.
I=10
I1=1I-1
M=1
M1=2
(™ LEITURA E IMFRESSAD D& MATRIZ DADA.
REAL (292)¢(AlLy ) s d=15T)sL=1y1)
2 FORMAT (106)
WRITE(3sé&53)
65 FORMAT(EX s "MATRIZ DATIAS 2 /)
WRITE(3+66) ALy D) v d=1sT)sl=1y1)
66 FORMAT(10FS.0)
C COMECO [0 CICLO ITERATIVO.
o & K=1,1
no 3 J=1-11
3 B =A1rJ+1)/AC151)
B(I)=1/A(1,1)
IF(RK-({I=-24%M-MI-2))4+4+6

4 [0 8 L=1sM+1
Do 7 Jd=1,L+t
7 ALy D =AL+TIyJ+1)-AL+L s 13XECD)
Do 20 J=I-mMl-K+1,I1
20 ALy D=AL+Lr J+1)-AL+1 s 1)XREB(DD
8 ALy I)=-ACL+1 s 1)XKR(ID)

00 10 L=M+2y I-M-K-t1
ng ¢ J=L-MsL+M

K4 ALy D)=AL+T» J+1)-ACL+1y 1)XECD)
Do 21 J=I-K-Ml+1,1I1

21 AlLs D =AL+1,J+10-A(L+1 s 1)XECD)

10 ALy I)=-ACL+11)XE(I)

N0 12 L=I-M-K-M1+1,11
o 11 J=1-1I1

11 ALy I =ACL+L s 1) -ACL+1y 1IRBCD)
12 A(LyI)==ACL+1s1)XB(I)
0o 13 J=1,1
13 ACT» JI=E(D)
G0 TO 5
é Do 15 L=1,1I1
00 14 J=1,11
14 ALy D =AL+Ly JH1)-A(L+1 7 1IKE(Y)
15 ACLyI)==ACL+1s1)KECI)
Do 16 J=1,1
16 AT J)=E(J)
5 CONT INUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3567) |
67 FORMAT(//»8Xy HATRIZ INVERSA’ /)
WRITE(3,60) ((ACLy ) yd=1,1)sL=1,1)
60 FORMAT(2(5F12.75/))

ENI
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FROGRAMA 13

CALCULO DA FSEUNCG-INVERSA DE UMA MATRIZ

QUATIRADA SINGULAR

61

DIMENSTION A(393)sE(39s3)sI(3:30yC(2)yF(3)E(3)

N=DIMENSAD DA MATRIZ A SER INVERTIDA,
N=3

LEITURA E IMFRESSAD D4 MATRIZ A
REALIC2y2) (CACT» ) s =19 N) » I=15N)
FORMAT(3G)

WRITE(3,200)

FORMAT (8Xs ' MATRIZ DADA‘ /)
WRITECZ,205) CCACTs ) s J=1sN) s I=1sN)
FORMAT(3FS. 1)

DETERMINACAD DAS LINHAS FROFORCIONAIS.
0 23 I=1sn

C(I)=1

IO 16 K=1»N-1

IF(C(K))18:17+18

GO TO 14

L=1

C1=A(KsL)

IF(C1)715y7

L=L+1

IF(N=L)616s7

GO TO 3

0 8 J=1sN

E(KrJ)=A(KsJ)/C1

00 9 I=K+1sN

C2=A(IsL)

IF(C2)105: 45105

[0 104 J=1sN

ECIyJ)=0

GO TO 9

[0 14 J=1sN
ECIsJ)=ACIs ) -C2¥E(KsJ)

CONT INUE

D0 13 I=K+1isN

D0 12 J=1,N

IFCECI»J) 11910511

CCIN=0

GO TO 12

GO TO 13

C(IN=1

GO TO 13

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

DETERMINACAO DIAS COLUNAS FROFORCIONAIS.
[0 24 I=1,N

IF(C(I))R6+25+26

0 27 J=1sN

E(Isd)=0

GO*TO 24

D0 24 J=1sN



33

93

33

38
37
36
40

C

43
42

45
44
50
46
80
49

51

48

62

B(IyJ)=A(I+J)
CONTINUE

o 24 I=1sN

F(I)=1

DD 40 K=1sN-1
IF(F(K))®5+40,93
IF(F(K))?S+40,25
L=1

Cil=B{LsK)
IF(C1)>30,28530
L=L+1
TFC(L-N)31s31530

0o 32 I=1sN
OCIsK)=B(IsK)/CL
00 93 J=K+1sN
C2=R(L+J)

Do 35 I=1sN

ODCTy D=RB(IsJ)-C2XD{IsK)
CONTINUE

00 36 J=K+1sN

00 37 I=1sN
IF((IeJ))38:33,38
FcJy=0

GO TO 27

GO TO 34

F(Jr=1

GO TO 3&

CONTINUE

CONTIMUE

CONTINUE

FRODUTOD MATRICIAL AXé
CALL FROD(AsAsEsNssN)
ELIMINACAD DAS LINHAS E COLUNAS NULAS E
FORMACAD DA MATRIZ NAOD SINGULAR.
NC=0

L0 42 I=1sN
IF(C(I))Y»Aa3,42,43
NC=NC+1

CONTINUE

NF=0

00 44 I=1sN
IFC(F(I))45744,45
NF=NF+1

CONTINUE

I=0
IF(NF-NC)446+47 948
I=I+1
IF(I-N)B0s47+47
IF(F(I))S50+47+50
IF(C(IIIS51+50951
C(I)=F(I)

NC=NC-1

GO TO S0

I=I+1
IF(I-N)81+47+47



81
G2

53

C
47

58

63
62

61
69

64

68

70
69

71
&7

73
?0

IF(CC(I)IS0yS2950
IFCF(I)IS3,350+53
FCI)=CC(ID

NF=NF~-1

GO TO S0

FORMACAD DA MATRIZ NAO SINGULAR.
NI=0

D0 65 I=1sN
IF(C(I)))a8+59,58
NI=NI+1

GO TO &5

NJ=0

o 61 J=1sN
IF(F(U))ER2963962
NJ=NJ+1

GO TO &1
ODCI-NIyJ=-NJ)=E{I.0)
CONTINUE

CONT IMUE

0 64 I=1sN

DO 64 J=N-NJ+1sN
L(Is0)=0

[0 57 I=N-NI+1sN

00 57 J=1siN

n(IyJ)=0

INVERSAD DA MATRIZ NAD SINGULAR.
M=NC

IM=H~1

[0 67 K=1sM

00 &8 J=1y1IM
ECO)=DC1yJ+1)/70¢1+1)
E<H)=1/0¢1+1)

[0 69 I=1»1IM

ng 70 J=1.1IM

DCTIs D)=0CI+1s 410 -D(I+1 e 1XRECD)
ODCIsM)==-D(I+1s1)XE{M)
g 71 J=1-M

DiMy JI)=ECD)

CONTINUE
RECONSTITUICAD DAS LINHAS E COLUNAS NULAS
NAa MATRIZ INVERSA.
NI=0

00 72 I=1»N
IF(C(I))IF2¢73+72

o 90 J=1sN
E(IyJ)=0"

NI=NI+1

GO TO 78

NJ=0

D0 74 J=1sN
IF(FCU))I7S976175
B(IsJ)=0

NJ=NJ+1

GO TO 74

B(I+ )=0CI-NIsyJ-NI)

63



64

74 CONTINUE
78 CONTINUE
79 FORMAT (3G)
¢ FRODUTO Tid MATRIZ A FELA MATRIZ INVERSA
(s GENERALIZALA,
Call., FPRODCAsEsLIyNsNoN)
C FROOUTO <AXAZYXK{AXA’ ) ONDE A=INVERSA GENERALIZALA,
Call FROD(DsDyBedMsNsN)
C FRODUTO (AXA7)XCAXAT Y XAy ONDE A=MATRIZ Dalia E
Cc A=MATRIZ INVERSA GENERALIZADA
CALL FRODCHEsAslsMsMoN)
[ SAIDA DA HATRIZ FSEUDDO INVERSA,
WRITE(Zs10Q8)
106 FORMAT (/798X “FESEUDO INVERSA /)
WRITE(Z, 773 (I{IsJ)sd=1s) s I=1y0N)
77 FORMAT(3F12.7)
END
(1 FRODLFOR (FRODUTO MATRICIAL).

SUBROUTINE FPRODC(AsHsDodetis L)
DIMENGION A(3s3)sRC3s3)0(373)
D0 2 K=1sH

ng 2 I=1»s1L

O(Ky1)=0

00 2 J=1isn

DRy ID=I(Ry I)+ACK» JO)XRBCIs 1)
CONTINUE

RETURN

END

3
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FROGRAMA 14

INVERSAO DIE UMA MATRIZ USANDO SUR-ROUTINE

E A(NyN) COMD PIVO.

ESTE METOUO E INDICADRO QUANDD &(1s1)=0.
ODIMENSTION A(11s11),R(11)

I=LIMEMSAD D& MATRIZ DADA.

I=10

LEITURA E IMFRESSAO D& MATRIZ Daba.
READ(2,2) ((ACLsJ) s d=19I)sl=1+1)
FORMAT(10G)
WRITE(3,15)
FORMAT (88X "MATRIZ DADA’+/)
WRITE(3s16) (ALY d=1210sL=151)
FORMAT(1DFS,0)

I1=1-1

M1=I+1

00 10 K=1,1
Do 3 J=1s11
EC=ACTI-J) /A1)

B(I)=1/8(I,1)
005 L=1511

00 4 Jd=1,11
ACML-LsMl-D=ACI-LesI-J)-ACI-Ls I)¥ECD)
ACMI-L s 1)==-ACI-Ls IDKE(I)
0o & J=1,1
AClsM1-)=R(1)
CONTINUE
SAIDA I'a MATRIZ INVERSA.
WRITE(3+17)
FORMAT(8X» ‘MATRIZ INUVERSA’»/)
WRITE(Ss12)C ALy D) sd=1s1)sL=11)
FORMAT(2(SF12.7+/))

CEND

65

VERSOL



66

C FROGRAMA 15

(W

C FESQUISA 0 MAIOR ELEMENTO DA FRIMEIRA COLUNA E
C 0 usa COMO FIVO.

IMFLICIT REALXB(A-H0-Z)
DIMENSION AC10-10)E{10)
I=10
IM=1~1
» LEITURA E IMFRESSAQ DA MATRIZ Dala.
REATIC2y15) CCACLy J) s d=12T) s =11
15 FORMAT (106D
WRITE(3+17)
17 FORMATCEXy “MATRIZ DADAR 2 /)
WRITE(3»18) (AL D)y d=10T)sL=1+1)
18 FORMAT(10FS.1)
M=1
C=A(1:1)
"0 16 N=2,1 .
IF(ABS(CI-ARS(AINIL1)II6116916

6 M=N
C=A(Ny1)
l1é CONTINUE
IF(M-1>12,12511
11 Do 9 L=1,1I

B(LI=AC15L)
ACLsL)=ACMsL) -
AlMsL)=B{L)

? CONTINUE
12 o 5 K=1,1
npo 2 Jd=151In
2 B(D=a{l,J+1) /A1, 1)

B(I)=1/AC1s1)
00 4 L=1,1IM

o 3 J=1,IM
3 ALy D =ALELy JH1)-AL4+L 1IXECD)
4 ALy I)=-A(L+1y12%kE(I)

oo S J=1»1
5 AT J)=ECD)

ng 10 L=1»1
B(L)=AL,1)
AlLs1)=A(L M)

10 ACLsM)=E(L)

(] Salla DA MATRIZ INVERSA.
WRITE(3,19)

19 FORMAT(BXs ‘MATRIZ INVERSA”»/)
WRITE(3,8) CCAlLs ) »J=1:10sL=11)

8 FORMAT(2(SF12.7+/))
ENI

0BS,: os programas constantes do presente traba]ho en-
contram-se em forma de subrotina, arquivados na bibliote-

ca de programas do Curso de Pos-Graduacao em Ciencias Geo

desicas da UFPr.
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precisao ate a 7. decimal, apresentamos aqui a solucgao

67

Dado que os diversos metodos apresentaram a mesma

aos programas, 01, 02, 03, 04, 05, 07, 08 e 11,

MATRIZ
2,0 3.0 0.
300' 100 40
0.0 4.0 2,
000 000 "'10
0.0 0.0 0.
0.0 0.0 0.
0.0 0.0 0.
0.0 0.0 0,
0,0 0.0 0.
0.0 0.0 0.

DALA
0 0.0 0.
0 0.0 0.
O "100 Q.
o 1.0 2.
0 2.0 3.,
0 0.0 -1,
0 0.0 0.
0 0.0 0.
0 0.0 0,
0 0.0 0.

MATRIZ INVERSA

0.1556188
0.0238976

0.,2295875

-0,0159317

-0.1741110
-0.0139403

0.5701280
-0.0916074

-0,3721195

0.0388336

0.,0238976
-0.,0667141

~-0.,0920043

0,2763869

-0.0034139
0,0095306

0.0307255
~-0.,08577352

-0,0204836
0.0571835

0.,2295875
-0.,0990043

-0,1530583
0.0660028

0.1160740
0.08577525

-0.3800853
0.,3795164

0.2480797
-0.1608819

~-0.0159317
0.2763869

0.0660028
-0.1093172

0.0022760

-0.0037696

-0.,0204836
0.0339260

0.0136558

-0.,0226174

SCOOCOCOCOOCOO0

H
S OO L= OSOO0O
OCCOOOTOOTO
!
SO R DLBOOOOCO
C OO OO OCOOO

~0.1741110
~0.0034139

0.1160740
0.00227460

0.1015647
0.0019215

~0.3325747
0.0130868

0.2170697
-0.0055477

~-0.0139403
0.0095306

0.0577525
-0.0037696

0.0019915
0.0343528

~0.0179232
-0.3091750

0.0119488
0.2061166

{

SUUMR R OO OCOOCO

* &+ e 4+ & 4 e &+ s &

RWHLUOOOOOOO
* @ & + 2 & s s s
SCOOoOOOoOODOOC
WROODOOCOOOO

SO0 OTCOOO0

0.5701280
0.,0307255

-0.3B00853
-0.0204834

~0.3325747
-0.,0179232

~-2.1854908
-0.1177809

1.4264580
0.0499289

~0,0916074
~-0.,08577542

0,3775164
0,0339260

0.0130868
~0.,3071750

-0.1177809
-0.2174253

0.,0785206
014493502

SO0 OOCOOOO

-0,3721195

~0.,0204834

0,2480797
0.0134558

2170697
0.0115488

1,4264530
0,0785206&

~0.60445942
-0,0332839

0.0388334
0.0571835

-0,1608819
-0.,0226174

- =0,0055477

0.2061166

0.,0499287
0.1449502

-0,03328%59
0.2366999

comum



68

Solucao correspondente ao programa 05,

MATRIZ DADA

*

COCOOCOOO OO

. * 0+ 2+ 2+ e+ @

* @ -
Cdvd C{CEI O v M) = Cd

SCOOCOO OO OO

O TMMOOoOOgMOo
i

0000000000

* & * e e e v o

3311115504
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0000000000
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0000000000
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d.hird3334133
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MtiTOoO TN T

HA UMA SUBMATRIZ DIAGONAL SINGULAR DE ORDEM

3

TENTE O FROGRAMA 14 0OU 1S

Solucao correspondente ao programa 13.

MATRIZ DAl

O OO

S
ocooC
ciw
coo

* e+ o

~ 04

FSEUDNO INVERSA

o O O~
o O~ O
o O O
¢ G
o O O
O~ O~ G
M i O
SO0
i
fe- Rl e
OO
< O O
O O
S O
< 0
™S ™~
OO
P

~0.1200000
~0.2400000
0.3999999
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Solucado correspondente aos programas 06, 09 e 10.

MATRIZ DAaADA

1;0 200 *100 000 000 000 000 0!0 .000
2.0 3,0 2,0 0.0 0.0 0,0 0.0 0.6 0.0
1.0 2.0 3,0 0,0 0.0 0.0 0.0 0,0 0.0
0.0 0,0 0.0 1,0 -3,0 1,0 0.0 0.0 (.0
000 0.0 0.0 “360 100 2'0 0.0 0,0 000
0.0 0.0 0.0 1.0 2,0 4.0 0.0 0,0 0.0
0.0 0.0 0,0 0.0 0.0 0.0 2.0 1,0 3.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0,0 0,0 1.0 1.0 -1.0
0.0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 3,0 -1.0 1.0

MATRIZ INVERSA

=0.2777778 0.4444444 -0,3888838% 0.0000000 0.0000000
0.,0000000 0.Q000000 0.0000000 0.,0000000

0.4444444 -0.1111111 0.2222222 0., 0000000 0., 0000000
0,0000000 0,0000000 0,000000C 0.,0000000

=0.,38888E9 0.,2222222 0. 0555558 0.0000000 0. Q000400
0.,0000000C 0.,0000000 0.000000¢ 0.0000000

0.0000000 0,0000000 0,0000000 -0,0000000 -0,2857143

0.,1428571 0. 0000000 0.0000000 0.0000000

0.,0000000 0.,0020000 0.0000000 =0,2837143 -0,0&812245
0.1020408 0.,0000000 0.0000000 0.0000000

0.0000000 0. 0000000 0.0000000 04142 0.1020408
0,1632653 0.0000000 0.,0000000 0.000C

12571
Q000
0.0000000 0,0000000 0.00000CD 0.0000000 0,0000500
0,0000000 0.,0000000 0, 2300000 0.2500000

0.,0000000 Q. 0000000

0.,0000000 0,000000Q0 00
5000 -0,3125000

0.0000000 0.,2300000

0,0000000 0.,0000000 0.,0000000 0.0000000 0.,0000000
0.0000000 + 2300000 -0,3125000 -0.0825000



Solugao correspondente aos programas 12 e 14,

MATRIZ DaDaA

26 3+ O, O Oo 0. Od Oo ::?0 1.

3 1. 2 Qs Qs Q. '09 0. 1, 24

Q. 2 3. 1. Q. 0. 0. 0. 3, 2.

0. 0, 1. 2 1. g, 0. 0. 1. 1.

0. 0. 0. 1. 1. 2, 0, 0. 0, 1.

0. Q. 0. Q. 3. 1. 4, Q. ‘10 Q.

0. 0. 0, 0. 0, 4, 29 3. 1. 2.

0. 0. 0. 0. Q. 0. 3, 2 1. 0.

2 1. 3. 1. 0. 1, i, 1. 2 i,

1. 2 2 1. 1. O 2 0. 1, 3.

MATRIZ INVERSA

0.0649472 0.3540445 —0 1207503 0.,0126612 0.’old*32
~0.0445487 ~0,1788780 Q.2811254 -0,02585549 -0,1409144
0.3540445 ~0,8100821 -0,4091442 G, 0293083 ~0,7454038
0.0820833 0.3821806 -0.8862837 0.&2602008 Q4701055
=0,1207503 ~0.,40%91442 ~0.,14617820 -0.01922%& ~0, EBDFHTE
0.144197 Q.3001172 ~0,7573271 0.5143025 04k4u"“€3
0.0126612 0.,0293083 -0.01792%& 0.1613130 0,7441570
-0,3083236 ~0.44644783 0,.7278945 -0,0853541 0.0174&07
0.2618992  ~0,74546038 -0.6529895 0,7341970 —-1,8283705
0.6037515 1,0402283 ~1.,9203157% 0.72004869 0.2729171
-0.0445487 0.0820833% 0,1441970 -0,30B3234 Q0.6037015
~Qs0633060 ~0.1805393 0.,2837048 =0,0257913 -0,1055100
-0,1788%80 0.38218 0.3001172 -0.,4444783 1.0403283
-0,1805393 -0, 640/9”” 1.1498242 -0,3772348 -0,0342321
0.26811254 ~0,8862837 -0.7573271 0.729394%  ~1. §RO5155
0.283704¢6 1,14%8242 ~1.646400%94 0,87854463 0.337507&

-0.,0255549

0,6260258

0.,6143025

-0,0663541

0.72004869

~0.,0257913 ~0.3772567 0,878 4404 ~0,6253224 ~0.5743189
-0,140%144 O.4701055A 0. 2403283 0,0194607 0.27291%1
-0,1055100 -~0,0342321 0,3295076 -0.,5763187 0.0241501



Solugao correspondente ao programa 15,

MATRIZ DADA

3,0 2.0
2,0 1.0
4,0 5.0 1
0.0 3.0
4,0 3.0
3,0 3.0
5.0 4,0
3.0 1.0
4.0 3.0
1.0 3.0

o b G s O

e & & e e

o 5.0 2,
0 3.0 1,
0 4.0 2.
0 2,0 G,
o 2.0 G,
0 1.0 3,
0 2.0 7.
0 3.0 1.
0 2.0 &,
0O 2,0 4,

MATRIZ INVERSA

0.,0490725
0.14464617%

~0,0492592
0.2442421

-0.,0412768
-0.,1121925

0.,2317250
-0,0919457

-0.0218348
-0.,2329948

~-0,0820125
0.,0700050

0.2170727
0.1038447

0,0571283
0.02066%92

-0.0848682
~0.0036619

~04,4356690
-0,0458539

0.,1353450
0.,1740%71

0.,0474003
-0.117%9741
-0,0241454

0,1053%79

~0,0440742
-0.2149983

-0.,1467128
0.04656420

0.,1831073
-0.0144412

-0.0914726
0.1154624

-0.0374888

-0.1125525

0.3571546
~0.2785306

SCOOOTOO OO0

1.0 4,0
400 "'100
-1.0 3.9
6.0 7.0
2.0 0.0
4.0 6.0
1.0 4,0
2.0 1,0
1.0 4,0
3.0 1.0
-0.0304484

-0.0%7201%4

0,14955584
-0.,2275834

0.0510292
0.0564603

< C-
F= b3
SN ED
(.'! 4]

2459
74352

[ &1 3 8]

-0,
G,
~0.0376492
0,110956%93

-0.,0165131
-0.0236383

=-0.04659282
-0.121%653

-0.,0491813
0.,0575789

0.0159479

0,13256%4

0.,1298338
020054266

5O L e e e O O

+0 1,0 2
+0 -2,0 1
+Q0 4,0 2
.0 3,0 2
+0 3.0 O
+0 5,0 1
+0 0.0 3
+0 &.0 1
+0 3.0 2
0 0.0 1
~0.0776104
-~0,15331805

-0,2349708
0.0624%07

0.14046%82
-0.1823478

~Q.02346746
0,13248766

0.1820310
0.,0080423

0.0488464
-0.016G277

0.0542440

~-0.25617555

~0.0174772
-0.1877214

-0.0274540
0.1734713

~0.,18382
&

9
0.92163842

S
pe
4

71

0.1435351

~-0.,2359448

~Q.1735841
0.,4374308

0.13753214
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