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A inve rsa  de uma matr iz pode ser  ca l cu lada  por d i 

versos métodos. As p r i n c i p a i s  vantagens de alguns métodos são: 

economia de tempo e de memória de computador.

No presente t raba lho  é f e i t a  uma aná l i s e  dos vá

r ios  métodos, dando-se atenção especia l  as vantagens acima c_i_ 

t adas .

No úl t imo capTtulo é apresentada uma re lação dos ti 

pos de matrizes mais comuns no campo das Ciênc ias Geodésicas,  

assim como dos métodos mais indicados para a inversão das mes

mas .



S Y N O P S I S

The inverse  of a matr ix can he ca l cu l a t e d  by var ious 

methods. The main advantages of some of  them are:  time saving 

and economy of computer memory.

In th i s  work an ana ly s i s  of  theses methods is made, 

and a t t en t i o n  to the above mentioned advantages are given.

A l i s t  of  the most common types of matr ices in the 

geodet ic  sc ience f i e l d  as w:ell as a l i s t  of the most appropriate 

methods to i n v e r t  spec ia l  type of  matr i ces are found in the 

l a s t  chapter  of the present work.
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C A P Í T U L O  P R I M E I R O

I _ N _ I _ R _ 0 _D_y_Ç_A_ 0

A solução de certos sistemas de equações pode ser 

obtida com o emprego da matr iz i nve rsa .  Atualmente,  porem, exi£ 

tem muitos métodos que p o s s ib i l i t a m  re so lv e r  um sistema de equ_a 

ções sem o emprego da matr iz i n ve r sa ,  e ate mesmo de maneira 

mai s di nami ca .

Não é o que ocorre ,  no entanto,  quando se quer f a 

zer um estudo e s t a t í s t i c o  do problema. Até o momento, os méto

dos pelos quais é rea l izado  este estudo, usam a matriz var iân- 

c i a - c o v a r i a n c i a , que é obt ida por intermédio da inversa da m_a 

t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  das incógn i tas  nas equações normais.

A inversão de uma matr iz pode ser  um problema rel_a 

tivamente simples se a matr iz é de baixa ordem.Por outro lado,  

se a matr iz é de ordem e levada ,o  que geralmente ocorre nos pro 

blemas de ajustamento de Geodésia e Fo togram et r i a , a operação 

poderá u l t r a pa ssa r  a capacidade de memória dos computadores 

d i sp o n í v e i s ,  tornando-se,  assim, im pra t i c á ve l .

Alguns métodos po s s ib i l i t a m  minimizar o uso de me

mória do computador no cá l cu lo  da matr iz i n ve r sa ;  por esta ra_ 

zão, a importância de t a i s  métodos aumenta com a ordem da m_a 

t r i  z .



No caso de matr izes s im é t r i c as  e de f in idas  p o s i t i 

vas ,  como é o caso das matr izes dos c o e f i c i e n t e s  das equações 

normais que se obtem em ajustamento pelo Método dos MTnimos Qu_a 

drados, existem métodos que p o s s ib i l i t a m  operar apenas com uma 

matr iz t r i a n g u l a r ,  o que representa duplo ganho, i s to  é , de tem 

po e de memória do computador. Como exemplo, c i t e-se  o método 

dos gradientes  conjugados e "SUBROUTINE VERSOL".

0 presente t raba lho apresenta um estudo sobre d i 

versos métodos para a inversão de ma t r izes ,  bem como suas prijn 

c ip a i s  vantagens e desvantagens.



C A P Í T U L O  S E G U N D O  

MlIQD0S_PARA_INyER§50_DE_MATRIZES

2.1 - Método das transformações elementares

0 produto de uma matr iz por sua inversa e a matriz 

ident idade ,  i s to  Õ, se B e a matr iz inve rsa  de A, então:

AB = BA = I , (2.1-1)

onde A e B são matr izes quadradas e I é a matr iz i den t i dade ; t£  

das de ordem n.

A c a r a c t e r í s t i  ca de uma matr iz  não se a l t e r a  qua_n

do: | 1 1

1 . se m u l t i p l i c a  cada elemento de uma l inha  (ou co 
luna)  por um va lo r  constante d i fe ren te  de zero;

2 . se t roca entre si duas l inhas (ou co lunas ) ;

3. se ad ic iona  os elementos de uma l inha  (ou co lu 
na) mu l t ip l i c ados  por um e s ca l a r  (não-nulo)  aos 
correspondentes elementos de outra l inha  (ou c£ 
luna ) .

Combinando as propriedades acima, pode-se c a l c u l a r  

a matr iz inversa  por meio de transformações elementares na ma

t r i z  dada. Este método pressupõe a e x i s t ê n c i a  de uma matriz de



trans fo rmação T-j , t a l  que, pre-mult i p i icando a matriz dada pe

la matr iz T-| , a pr ime ira  coluna do resu l t ado ,  R-| , sera igual  a 

pr ime ira  coluna da matr iz ident idade .  0  produto da matr iz R-| 

por uma segunda matr iz de t r a n s f  ormação T2 , apresentara ,  no re. 

sul tado R2 j as duas pr ime iras  colunas igua is  ãs duas pr imeiras 

colunas da matr iz ident idade .  Prossegue-se assim e, ao f i n a l ,  

0 produto da matr iz Rn_-j pela matr iz de transformação Tn dara 

como resu l tado  uma matr iz Rp igual  a matr iz ident idade de or 

dem n .

Assim, tem-se:

V "  T 2 T 1 A = '• ( 2 .1 - 2 )

Comparando a (2.1 -2) com a (2 .1-1 ) ,  vê-se que:

ou seja

A ~ I b  = Tn . . . Tz T-, . (2.1-3)

Considere-se a matr iz

a l l  a 1 2

a 21 a 2 2  a2 n
A (2.1-4)

an 1 an2 ann



cuja inversa se quer determinar.

A matr iz T-j pode ser  ca l cu lada  por meio das opera

ções seguintes :

a. Começando pela pr imeira l i nha  ( i = l ) ,  dividem-se 

todos os elementos dessa l inha  da matr iz A e 

também os da matr iz ident idade pelo elemento a..1 I
da matr iz A. 0 elemento a^- e, então,  denomina

do pivÔ.

b. Sub t r a i - se ,  de cada elemento das demais l in has ,  

o produto para a matr iz A e o produto

a . . i . .  para a matr iz ident idade ,  com Í £ i sj jk<n,Kl 1 J
porem, k ^ i , onde i . . i  o elemento de ordem i j* v
da matr iz ident idade .

Estas operações transformam a pr ime i ra  coluna da ma 

t r i z  A na pr ime i ra  coluna da matr iz ident idade .

Logo,

ll l
0 . . .  0

- a21  a 11
(2.1-5)

- a 1
1 n a11



e o produto

T 1 A =

1 a12

0 a „ 1-

a l 1

2 1
21  an  12

0 a . . - l n l anl
11

12

1 n a 11

a - - l i  a 2 n an  ln

n 1a -  a ,nn a 11 1 n

( 2 . 1- 6 )

Usando novos sTmbolos para o produto T-jA, vem:

1 b 1 2 • • •
V

bln

0 b 2 2 • • • b2 n

II<1— IICQ

0 bn2 • • • bnn
k

Tomando ago ra o elemento ^  como pivô

acima, obtem-se a matr iz de transformação

✓

1 " b 1 2
1

b 2 2
• • 0

0 1
^ 2 2

• • 0

T 2 "

0 _bn 2
1

•

b 2 2
• • 0

(2.1-7)

( 2 . 1 - 8 )



cujo produto com a matr iz B = T-jA da como resul tado uma matriz 

em que a pr ime ira e segunda colunas são igua is  à pr imeira e sê  

gunda colunas da matr iz ident idade ,  ou s e j a ,

D = T2B = T2 T1 A =

\
1 0 dl 3 • • ' dln

0 1 d23 ' ' ‘ d2 n

0 0 d . . . . d
V n3 nn

j

(2.1-9)

Apl icando n-vezes o processo,  o resul tado sera:

( 2 . 1 - 1 0 )

equação esta que e a própr ia  ( 2 . 1 -2 ) j a  mencionada.

Na p r a t i c a ,  o processo acima pode ser s im p l i f i c ad o  

mediante ap l i c ação  a matr iz i dent idade ,  das mesmas transforma

ções que são apl icadas,  ã matr iz A. Quando a matr iz A t i v e r  se 

transformado na matr iz ident idade ,  então a matr iz identidade te_ 

rã se transformado na matr iz i nver sa .

Ver programa 01, a pagina 46.

2.2 - Método de margeamento

Considere-se uma matr iz A, par t i c ionada  conforme o 

modelo a segu i r :



A =

a l l  a 1 2 ' * ’ a l n - 1 a ln

a 2 1 a 2 2  ' ' ' a2 n- 1  a2 n

an- 11 an- 1  2 * * ‘ an- 1 n-1 an- 1 n

an 1 an2 : ' ' an n- 1  ann

An- 1  ün

V an nn

( 2 . 2- 1)

iOnde:

An -j representa  a matr iz A com exceção da ult ima 

l inha  e ú l t ima coluna;

Vn representa  a úl t ima l i n h a ,  exceto o elemento

a ; e nn ’

Un representa a úl t ima coluna,  exceto o elemento

nn

Considere-se, também, a inversa  da matr iz A par t i  

cionada de modo análogo:

A" 1 _= B

B . q n- 1  Hn

1r — -n a n
S /

( 2 . 2 - 2 )



drada, 

vãmente

se,  por

Aqui ,  como antes ,  Bn_  ̂ representa uma matriz qua- 

ie ordem n-1 ; r n e qn , vetores l inha  e coluna,  respect_i_ 

, de ordem n-1 ; e , um e s ca l a r .

Efetuando o produto entre as duas matr izes ,  obtem- 

d e f i n i ç ã o ,  a matr iz ident idade :

A B =

A . U n- 1  n

nn

'n- 1  ; n

_L
n an

A -iB 1 + U r A , q + U n- 1  n- 1  n n n- 1  Mn n an

V B , + a r n n- 1  nn n V q + a —  n Mn rin an

I 0

0 1
(2.2-3)

Da (2.2-3)  segue-se que:

V l  Bn- 1 + Un r n = I ; (2.2-4)

An 1 0n + Un —  = 0;n- 1  n n a p

y B n + a r •= 0 e yn n- 1  nn n

(2.2-5)

( 2 . 2 - 6 )

v q + a —  = 1n Mn nn an (2.2-7)



por A"

Da (2 .2-5 ) ,  obtém-se:

^ n - 1 %  d n a , ’
1_
ln

Pré-mul t ip l i cando ambos os termos da equação acima 

l i , vem,

- 1  - 1  i
A t A V q = -A , U —  n- 1  n- 1  n- 1  n an

"n ■ - V l  Un f  ' ( 2 -2' 8)

Subs t i tu indo  q , dado pela (2 .2-8 ) ,  na (2 .2-7) , vem:

% < - V l U n « 7 > +  ^  ■ 1

- 1
-V  A - . U+â  = an n - 1 n nn n • •

- 1
a = a - v  A , U .  (2.2-9)n nn n n- 1  n

Da (2 .2-4 ) ,  obtem-se:

V i V r ' - » . V  <2-2-, 0 >

Pre-mul t i  pl i cando a (2.2-10) por A _ ,  vem: 

An-1 An - l Bn- l  ° An - l * I _ U n rn)

B„_i - V i '  U„ r „ .  (2.2-11)



Subs t i tu indo  B -j , dada pela (2.2-11) na (2.2-6 ) ,

vem:

1 r 1+ a V = 0  .*n n- 1  nn n n\ n- 1  n- 1 n nJ  nn n

vnAn-l - VA - 1  Un r n + annr n = ° *

Subs t i tu indo ,  nes ta ,  o va lo r  de v A „ d a d o  pelan n - 1  n r
( 2 .2-9 ) ,  vem:

vnAn-l - <ann ‘  “ n> r n + an A  = 0 •'

- 1v A i - a  r + a r + a  r =0  . * .n n - 1  nn n n n nn n

- 1v A + a r =0 n n- 1  n n

v A“ \
r n = - — — r̂ ~  . ( 2 . 2 - 1 2 )

an

Introduzindo r n dado pela ( 2. 2-1 2 ) na (2 . 2-11 ) , vem:

Bn-, = a ; 1 , ^  A-2, Un vn (2.2-13)

F ina lmente ,  com base nas equações (2.2-13), (2.2-8)  

e ( 2 . 2 t 1 2 ) ,  pode-se escreve r  a ( 2 . 2 - 2 )  como segue:



, - 1

- 1 1_ 1 A , U v A , A 1 + n- 1 n n n- 1
n- 1 a n

n n- 1
n

An - 1  Un
a n

a.

(2.2-14)

Considere-se uma submatriz de ordem 1 , da matriz d_a 

da A, como segue:

A 1 = a l 1 ’

para a qual , tem-se:

11

Assim, a matr iz de 2a. ordem nrargeada sera

a 2 =

a 2 1 a 22

(2.2-15)

e a matriz de 3a. ordem margeada serã,  por sua vez,

, - 1

A3

a 1 3

a23

a.

(2.2-16)

31 32 33



Logo, para determinar-se a inversa de uma matr iz de 

ordem n, basta a p l i c a r  n-vezes a (2 .2-14) ,  onde cada matriz prô  

vem do margeamento prév io da inversa da submatriz de ordem i me_ 

diatamente i n f e r i o r .

Vide programa 02, a pagina 47.

2.3 - Método de reforço

Seja B uma matr iz não-s ingu la r ,  cuja inversa é co

nhecida;  u e v,  vetores coluna e l i n h a ,  respect ivamente.  Nes

tas condições,  a matr iz A, cuja inversa  quer-se determinar ,  p_o 

de ser  decomposta em,

A = B + u v (2.3-1)

Mostra-se que a inve rsa  de A, pode ser determinada 

pela re lação seguinte:  | 2 |

A" 1 = B ' 1 - -1-B' 1 u v B ' 1, (2.3-2)

onde

y = 1 + v B  ̂ u . (2.3-3)

P ré-mul t ip l i cando ambos os membros da (2.3-2)  por 

A, vem, atendida a (2 .3-1) :

A A~ 1 = (B+u v) ( B " 1 “ y 6" 1 uv b_1)



I = I _ J _  U v B " 1 + uv B - 1  - ~ u ( v B -1u) vB- 1  (2.3-4)

Introduzindo nes ta ,  a expressão de y ,  dada pela 

(2.3-3)  , obtém-se:

I = I - - i-uvB _1 + uvB " 1 - -L u (y- l  ) vB_1 .*

I = I - -y- u v B~̂  + u v B"  ̂ - u vB"  ̂+ —  u v B-  ̂
j  y

e, reduzindo os termos semelhantes,  r e s u l t a :

I = I (2.3-5)

Assim, a (2.3-2)  e v a l i d a  e pode ser empregada no 

ca l cu lo  da matr iz i nve rsa .

Considere-se o caso p a r t i c u l a r  em que a matr iz A 
pode ser obt ida da matr iz B pela t roca  conveniente de uma l in ha ,  

i s to  ê :

A = B + V (2.3-6)

onde V e uma matr iz ,  cujos elementos são todos nulos,  exceto pa

ra os lementos da l inha  que esta sendo t rocada .  Usando o Tndi- 

ce k podemos esc reve r ,

V = uv = I k v



onde v é a l inha  não-nula da matr iz  V e 1̂  e um vetor-coluna cujo 

k-ésimo elemento é 1 , e os demais são nulos.

Assim,

A ' 1 = B - ' -------------- L , -------- ( B _ 1 I ) ( V B _ 1 )
l + v (B  I . }  k

A' 1 = B - 1 - ^  . ek ( vB-1) (2.3-7)

onde é a k-esima coluna da matr iz B~  ̂ . Denotando a j-ésima

coluna da matr iz A  ̂ por a . ,  obtem-seJ

a j  '  ej  '  T + k -  P k - C ^ j l

° í  1  " i  '  6k • t2 ' 3’ 8 )

A matr iz A  ̂ é obt ida ,  apl icando-se n vezes o pro

cesso acima. A passagem do j-esimo pode ser  efetuado pela fõrmu- 

1 a

( * )  f k - l í  v k“ j k 1 1  i 1 ' ' 1
“ a “ j  ~ í “ k ( 2 -3_9)



onde o Tndice k (ou j )  re fe re-se  a coluna que se esta ca lcu la rr  

do e o super-Tndice re fe re-se  a ordem de seqüência.

0 programa 03, a pagina 48, re fe re-se ao ca lcu lo  

da inversa de uma matr iz pelo método de re fo rço .

2.4 - Método de e l iminação por subs t i t u i ç ão

so l ve r  um sistema de equações, tão usual em GeodÕsia da época 

pré-computador, com o chamado al gori  tmo de Gauss-Dcol i t t l  e , ]4 ] ê 

extremamente p ra t i co  pelo fato  de pe rm i t i r  a cada passo a ver_i_ 

f i c a ção  dos cá lcu los  efetuados.

quadrada nao -s in g u l a r , mediante algumas adaptações que serão 

consideradas ad ian te ,  neste top ico .

equações e n- incogn i t a s , sobre o qual sera apl icado o método 

c i tado acima:

0 método de e l iminação por s u b s t i t u i ç ã o ,  para re -

Tal método pode ser usado para i n v e r t e r  uma matriz

Considere-se o sistema de equações abaixo,  com n

l n  x n = f l

a 21 X1 + a 2 2  x 2 + + a 2n x n f 2

(2.4-1)

Desde que a.^ não se ja nulo,  pode-se d i v i d i r  a pH



meira equação por esse elemento,  que sera chamado pivÔ e obtém- 

se a equação

a 1 2  a ln f lx, + ---  x0 + . . .  + ——  x

ou, ainda,

onde,

1 a l l  2 a l l  n a l l

x 1 k 1 2 x 2  ̂ b 1 n xn =  ̂1 (2.4-2)

a l ib-i ■ = —— , com j > 1 » ! j a ] 1

g = — L  . (2.4-3)I an

Somando-se à 2a , 3a , . . , ,  na equações (2.4-1)  os 

produtos da (2 .4-2 ) ,  respect ivamente por - a ^ , - a ^ , . . . ,  - a ^ , 

obtém-se um sistema de equações, no qual não aparece a var i á ve l  

x.| , den-ominado pr imei ras reduzidas |5| ,  a saber:

a 2 2 „ 1 x 2 + ’ * *+ a2 n -1 xn " f 2 0l »

an2 61 x2+ •* * + ann, 1 xn = f n . l * (2.4-4)

onde

a i j . l  a i j  ~ a i l  bl j

e f i -| = f  “ a i 1 §1  > com i » j  1 (2.4-5)



Div idindo-se a pr ime i ra  equação do sistema assim 

obti  do por a£ 2  i > vem

x 2 ^23 x 3 '*"•••"*' ^2n Xn = g2 ’ (2.4-6)

onde

b. -
2 j  a 2 2 . 1

^2  1
9? = T T ^ -  * (2.4-7)

í  2 2 . 1

El iminando x2 a p a r t i r  da t e r c e i r a  equação, pelo 

mesmo a r t i f í c i o  usado ha pouco, para se obter  a ( 2 .4-4) ,  obtem- 

se o novo sistema de equações transformadas ou t e r c e i r a s  redu

z idas ,  a saber:

a33. 2 x3 +< ‘ *+ a 3n.2 Xn f 3.2 5

a „ 0 /) ^ a  q x f  o,n3.2 3 nn.2 n n . 2 (2.4-8)

nas quais

a i j . 2 = ai j . l  " a i 2 . 1  b2 . j

6 f i . 2  = f i . l  ” a i 2 . 1  g2 5 com 1 (2.4-9)

Para um sistema de n equações a n i n cógn i t a s ,  ob

tém-se depois de a p l i c a r  n vezes o processo acima, a equação:



xn = gn ■ ( 2-4-10)

Combinando todas as pr imei ras equações de cada pas_ 

so, chega-se a um s istema,  equiva lente  ao sistema o r i g i n a l ,  e 

cuja matr iz dos c o e f i c i e n t e s  das in cógn i t as . e  t r i a n g u l a r .  Tal 

sistema e o seguinte:

X 1 + b 1 2 x2 + b 13 x3 +-**+ b 1 n xn = 91 

x2 + b23 x3 +-•-+ b2n xn = g2

Admite-se que todos os elementos pivôs não sejam

nulos.

Os elementos incógn i tos  sao cal cul ados, na seqüên

c ia  de para x-j , por meio da re lação  seguinte:

x = g - b n x b x .  (2.4-12)m am m m + 1 m + 1 rnn n v '

Na (2 .4-9 ) ,  v iu-se que

ai j . k  a i j . k - l  " a i k . k- l  bkj

o u , a i n d a ,

0 • • I — 0, . .  I n “ c*» bi» í j . k  i j . k - 1  kj

” a i j . k - 2  '  c i k . k- 1  bk-l j ‘  c ik bkj



a i j  " c i l  bl j "  c i2 b 2 j  ~ ' * ° " c ik bkj ou

1 i j  - k
l - l

(2.4-13)

Assim, todo elemento a-. , pode ser expresso por1 J • K
meio de somatór io,  em função de c.- e b-. .' J ' J

Em p a r t i c u l a r  para os elementos c . . ,  com i >_ j ,  e* vi
b . . ,  com i < j ,  são va l i das  as relações seguintes :' J

J ' 1
Ci j  = a i j . J - l  = a i j  “ C l l b l i > COm 1 -  j ’

(2.4-14A)

a i j  i-1 a i j  " 1  = 1 C^ b^J e b . .  = — :2— ---  =    , com i < j .
J i i . i - 1  c i i

(2.4-14B)

Logo, a matr iz A pode ser transformada em um prodjj 

to de duas matr izes t r i a n g u l a r e s ,  i s to  é:

A = CB,

sendo os elementos da matr iz t r i a n g u l a r  C def in idos  pela r e l a 

ção (2.4-14A).  Esta propriedade sera usada para i n v e r t e r  a ma

t r i z  A.

Denotando a matr iz inversa  de A por D, então

D = (CB ) ' 1 = B' 1 C" 1 . | 6 | (2.4-15)



Os elementos d. . da matr iz inversa podem ser  deterJ
minados mesmo sem i n v e r t e r  as matr izes B e C.

PÕs-mult ip l i cando a (2.4-15) por C, obtem-se

D C = B " 1 , (2.4-16)

- 1onde B |7| e uma matr iz t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  com todos os ele 

mentos da diagonal p r i n c i p a l  iguais  a 1 e os demais n (n- 1 ) / 2  

elementos igua is  a 0 , i s t o  e:

- 1

1 0 0 . o o 0

X I 0. . .0

X X X I (2.4-17)

Por outro l ado,  pre-mul t ip l icando-se  a (2 . 4-15) por

B, obtém-se:

B D = C "1. (2.4-18)

A matriz C"^ é t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e n (n-1) /2 de 

seus elementos serão nulos | 8 |:

. - 1

0 0 .

ro••

X 0 . .  . 0

X X . . . 0
ê

(2.4-19)

Com base nas (2 . 4 - 1 6 ) , ( 2 . 4 - 1 7 ) , ( 2 . 4 - 1 8 ) e (2.4-19) ,  

pode-se esc rever :



c l l di l  + c 21 d i 2 + • • • + cn 1 di n

c 2 2 di 2 + ••• + cn2 di n 1 0 . . .  0

c d . nn i n 1 (2.4-20)

dl j +b12d2 j +b13d3 j + " •  + b 1 n d n j

d2 j +b23d3 j + + b0 d . = 2 n nj

0 0 . . . 0 

0 . . . 0

d , . + b i d *= n- 1 j n-ln nj 0. (2.4-21)

A re t ro-so lução  de modo a l te rnado das (2.4-20) pa 

ra i = n, n-1 , . . . ,  1 , de( 2 .4-21) ,  para j  = n, n-1 , . . . ,  2 , for 

necera os elementos d. respect i vamente ,  para i _> j  e i < j .

Com base nas (2.4-20)  e (2 .4-21) ,  pode-se formar o

a lgor i  tmo:

d  1
C„„  ’n n 

n

d  .  -  iãilJlLlli.  p a r a  1  >  J S 

j  j

n
d . . = - Z b . .  d „ . ,  para i < j  ; e 

1J 1 = j +1 ^  L 3



1 " * = j+l C^ ‘ d u  d = -------J------------ , para i = j < n
J C . .J J

Vide programa 04, a pagina 49.

2.5 - "SUBROUTINE VERSOL"

A inversa de uma matr iz pode ser  determinada 

re lação seguinte

A' 1 = —  adj A. | 9 |
|A|

Assim, se a matr iz nAn = | a ^ . | ,  tem dimensões 

então A Õ um e s c a l a r ,  e sua inversa  e dada por:

Se A tem dimensões 2 x 2 ,  então

A =
a l l  a 1 2

a 2 1 a 2 2
( 2 .

I A| - a 11 a 22 ~ a 2 i a l 2 *’

pe 1 a

1 x 1 ,

5-1)

5-2)

1 ogo,



 _ 2_2_______
a l 1 a 2 2 " a 2 1 a l 2

- a

a l l a 2 2  " a2 1 a 1 2

- a21 11
a 1 1 3 2 2 '  a 21  a 1 2 a l l a 2 2  " a 2 1 a 1 2 (2.5-3)

Considere-se a matr iz A, da (2 .5-1) ,  aumentada con_ 

forme o modelo seguinte :

A1 .

f
A 1

.
a i  i 1

- 1
X

0 - 1  0

Divid indo por a l l a primei ra

2.5-4)

obt ida ,  r e s u l t a :

I I
1 1

° 1 1  

- 1 0 (2.5-5)

A matr iz considerada i n i c i a lm en te  e de ordem 1 x 1 .  

Apl icando,  en tã o , a regra pratica de Chio, j !0| para abaixamento da 

ordem de um determinante,  desenvolv ido segundo a pr imei ra  l i 

nha e pr imei ra coluna,  obtem-se:

a 1 1 1  =  o -  ( - :  ) 1 + 1  c - i )(-——) = - j 1 -

an  a n
(2.5-6)

Comparando as (2.5-1)  e (2 .5-6 ) ,  ve-se que:



Considere-se também, a matr iz da (2 .5 -2 ) ,  quadrada 

e de ordem 2 , que sera aumentada duas vezes,  sucessivamente,

conforme o modelo ( 2 .5- 4) , e os respect i vos  determinantes se-

rão baixados de uma ordem m, pe 1 a regra pra t i ca  de Chio. Assim;

A1
an a 1 2

•
1

= a 2 1 a 2 2 0

- 1 0 0
>

9

1 3 1 2
%

1
an a l l

A1 1 = a 2 1 

- 1

a 2 2

0

0

0
)

e >

a 2 2
a

a 21 a
1 2 
11 a 21 a n

A1 1 1 =

0  -
a

( - d  j 1 2 
11 ’  M ) â l i

•

Usando novos sTmbolos para os elementos da matriz 

e apl icando pela segunda vez o processo acima, vem



y 26

1 c 1 2 
C 11

1
cn

AV c 2 1 c 2 2 

- 1  0

0

0

e f

c 2 2  " c 2 1
C 1 2 
c n ® C 21 cc n

AVI
0 - ( - 1 ) C 1 2 

c i i
0 - ( - 1  ) - l -  

C 11
)

(2.5-9)

Comparando entre si  os elementos a ^  das (2.5-3)  e

(2 .5-9 ) ,  respect ivamente , vem

- a 1 2 _ /- 1
a l l a 2 2 a 2 I a 1 2 21 

a 1 2

C 1 1

1

a l l  '
-CTT2

a 2 2  21 a-| i

a 1 2 1

a l l a 11 a 2 2 “ a 21 a 1 2
a l l

- a ] 2 - a 1 2 (2.5-10)
a l l a 2 2  “ a 2 1 a l 2 al 1 a 2 2 - a 2 1 a 1 2

Procedendo-se de modo idê n t i co  com os demais ele-

mentos das duas matr izes , v e r i f i c a -se serem também igua is  en-

t re  s i ,  o que mostra serem igua is en t re s i  as duas matrizes das

(2.5-3)  e (2 .5-9) , sendo ambas a inversa da matr iz A , que de-



monstra-se ser  única .  | 1 1 |

Logo, para se c a l c u l a r  a inversa  de uma matriz qu_a 

drada , não-s ingular  de ordem n, é s u f i c i e n t e  a p l i c a r  n-vezes o 

•processo acima desc r i t o .

0 presente processo apresenta uma vantagem insofis^ 

mavel , sobre os demais, pelo fato de que os elementos c a l c u l a 

dos em cada uma das n-vezes poderem ocupar os mesmos espaços 

dos elementos an t e r i o r e s .

„  2 
Assim, sao necessár ias  n + n posiçoes de memória

de computador para i n v e r t e r  uma matr iz quadrada de ordem n,não
2s im é t r i c a ,  e n + n / 2  posiçoes de memória, se a matr iz for  sj_ 

mét r i ca ,  enquanto os demais processos,  com exceção do método 

dos gradientes conjugados, exigem 2 n posiçoes de memória ce 

computador para r e a l i z a r  a mesma operação.

Alguém, cuja ident idade  in fe l izmente  desconhecemos, 

reconhecendo sua vantagem, programou o método, com o nome de 

"SUBROUTINE VERSOL" , cujo teor  é o seguinte :

SUBROUTINE VERSOL (A, B, I )

IMPL ICIT REAL (A-H, 0-3)

DIMENSION A( I , I ) ; B ( I )

I F  ( I  .EQ. 1 ) GO TO 10

IM = I - 1

DO 5 K = 1 , I

DO 2 J  = 1 , I M



2 B ( J )  = A (1 , J  + l ) / A ( l  ,1 )

B ( I ) = 1 / A (1 ,1 )

DO 4 L = 1, I M

DO 3 J  = 1, I M

3 A( L , J ) = A( L + l , J  + 1) - A(L + l ,1) * B ( J )

4 A ( L , I ) = - A(L + l , 1 ) * B ( I )

DO 5 J  = 1, I

5 A ( I , J  ) = B ( J )

RETURN

10 A ( 1,1 ) = 1/A(1,1)

RETURN

ENDo

Ver programa 05 a pagina 50,

2.6 - Método dos gradientes conjugados

Segundo |12|, a inversa de uma matr iz s imét r i ca  e po 

s i t i v a  de f in ida  pode ser  determinada pelo Método dos Gradien - 

tes Conjugados, empregando-se o a lgor i tmo seguinte:

1 . N qr - e r = 0 ;

2 . q (o)  = 0 ;
r ( o )

3. R (o)  = - e r ;

Passos i t e r a t i v o s  k = 0, 1, 2,

4  £ - R( k ) |  N H<k ) k
4 ‘  k  '  N  H ( k > ’  -  *



onde ,

5. H*k + 1) = - l d k> + Ek H (k ' , k > 1 ;

,  , R( M T H(k + l )
b ’ * k + l  '  '  H( k + 1 ) N H( k + 1 )  ’

7. q (k+, )  - q (k)  ♦ Xk + 1  H<k+1> ;r

8 . R ^ k + 1  ̂ = R ^  + X k + 1 N H ^ k + 1  ̂ ;

9. TESTE DE CONVERGÊNCIA

q ( k+1)- q ( k ) 
r r

< E

N representa  a matr iz a ser  i n v e r t i d a ,

r a ordem do ve tor  coluna,

k o número de i t e r a ç õ e s ,

e p o vetor  coluna de ordem r da matr iz ident idade ,

q o vetor  coluna de ordem r ( i n i c i a lm e n te  arbitrã^

r i o )  da matr iz i n ve r sa ,

R um ve to r  coluna,

Ek um vetor-coluna na i t e r a ção  de ordem k, 

k+1
H um vetor-coluna dado pela i te ração  de ordem 

k+1 ,

Ak+-| um e sca l a r  obt ido na i t e r a ção  de ordem k+1 .

0 correspondente programa encontra-se ã pagina 51.



C A P Í T U L O  T E R C E I R O  

MAIBIZES_DE_J IPOS_ESPECIAIS

No campo das Ciências  Geodésicas ocorrem, com muita 

f reqüênc ia ,  matr izes com c a r a c t e r í s t i  cas e s p e c i a i s .  Tais matr_i_ 

zes podem, com grande vantagem, ser  i n v e r t id a s  mediante uso de 

métodos e programas e s p e c í f i c o s .

Nos topicos que se seguem, serão anal i sadas al gumas 

dessas matr izes ,  bem como os métodos mais adequados para cada 

caso. Os programas respect i vos  poderão ser  encontrados no apê_n 

dice do presente t raba lho .

3.1 - Matr iz s imé t r i ca

Considere-se a matr iz quadrada A = [ a —] ,  de dimen  ̂

sões n x n .  Diz-se que A é s im é t r i c a  se a . .  = a . , ,  para todo
‘ J J *

1 < i , j  < n. Logo, o número de elementos repet idos em uma ma

t r i z  s imé t r i ca  é da ordem de n (n - l ) /2 .  Por tanto ,  ao se i n v e r 

te r  matr izes s im é t r i c a s ,  pode-se  cons id e rã - 1 as como se f o s 

sem matr izes t r i a n g u l a r e s ,  e t r a b a lh a r  apenas com a parte não- 

-nula destas.  Assim, vê-se,  de imediato ,  a grande vantagem des

te t ipo  de tratamento para essas ma t r i zes ,  quando se ob je t i v a  

economizar tempo e memória de computador.

A matr iz  dos c o e f i c i e n t e s  das incógn itas  das equa

ções normais é sempre uma matr iz s im é t r i c a  e p o s i t i v a  de f i n ida ,  

razão porque este t ipo  de tratamento é de grande v a l i a  nes-



te campo.

A economia em tempo de computador é da ordem de

quase 50%, uma vez que e s u f i c i e n t e  i n v e r t e r  uma matr iz t r i a n 

gu la r  ao inves de uma matr iz quadrada. Esta economia, porem, de 

penderá do método u t i l i z a d o  no processo.

Excetuando-se a "SUBROUTINE VERSOL" e o método dos

gradientes conjugados, os demais métodos anal i sados no presen-
2te t r aba lho ,  requerem pelo menos 2 n entradas para a determine 

ção da inversa de urna matr iz de ordem n, ao passo que a "sub

rout ine "  verso!  requer apenas 2 m-n(n + l ) / 2  entradas para a rea 

l i zação  do mesmo c á l cu lo .

Tome-se como exemplo, uma matr iz quadrada de d i 

mensões 100x100.  A maior ia dos métodos requerem 20.000 pos i 

ções de memória para in ve r t e  - l a ,  ao passo que a "SUBROUTINE 

VERSOL"pode r e a l i z a r  a mesma operação u t i l i z ando  apenas 5.250 

posições de memória do computador. 0 exemplo supra dá uma idéia 

da v e r s a t i l i d a d e  do método.

0 correspondente programa 08 encontra-se no apendj_ 

ce ã página 54.

3.2 - Matr iz de blocos diagonais

A matr iz de blocos diagonais é uma matr iz em que, 

quando pa r t i c ionada  de maneira conveniente ,  sÓ não serão nulas 

as submatrizes que possuem elementos na diagonal p r i n c i p a l .



Este t ipo  de matr iz ocorre com cer ta f reqüência no 

campo da Geodesia e Fo togram et r i a .

A inversa de uma matr iz deste t ipo pode ser c a l c u 

lada,  invertendo-se apenas as submatrizes não nulas separada - 

mente, i s t o  e,  uma a uma.

Seja A, uma matr iz de blocos diagonais e Q, a sua 

i n ve r sa ,  como segue:

A =

B 0 0 . . . 0

0 C 0 . . . 0

0 0 0 . . . N

K 11 K 1 2  * ‘ ‘ Kln

K21 K2 2  . . .  K2n

Knl Kn2 Knn

onde, B, C, . . . ,  K ^ ,  K12, Knn, são blocos ou submatrizes,

Pela  propriedade do produto de uma matr iz por sua 

i n ve r sa ,  pode-se esc reve r :



assim,

B K 1 1 " C K 2 2  ~ - N K nr1 = 1 »

BK12 = BK13 = = B|<ln = ° ’

e NKnl NKn2 ‘ *'  NKnn-l " °*

Os cá lcu los  acima mostram que os k . . = 0 , para i f  j ,J
sat i sfazem as equações supra,  com exceção da pr ime i r a ,  pois que 

B, C, . . . ,  N, são, por d e f i n i ç ã o ,  matr izes não nulas.  Logo, ê 

s u f i c i e n t e  c a l c u l a r  as matr izes k^. ,  para i = 1 , 2 , . . . ,  n.

Ver programa 09 a pagina 5 5 .

3.3 - Matr iz bandada

A matr iz bandada e c o ns t i t u ída  de zeros,  com exce

ção da diagonal p r i n c ipa l  e uma ou mais f i l a s  diagonais junto 

a es ta .  A l a rgura da banda e de f i n ida  pelo número máximo de ele 

mentos não nulos de uma l in ha .

Considere-se a matr iz

V

an al 2 0 0 . .. . 0 0

a 2 1 a 2 2 a2 3 0 .  .  . 0 0

0 a32 3 33 a 34’ ’ * 0 0

0 0 0 0 an n- 1 ann



de banda 

versa.

t r i z  A:

onde B e 

e E , uma

têm-se

igual  a t rês  e dimensões n x n  e, igualmente,  a sua in

Q =

ql l  q 1 2  qln

q 2 1 q 2 2  ’ * * q2 n

qn1 qn2 * * * qnn

Considere-se o part i c ionamento seguin te ,  para a ma

A =
B C

D E

uma submatriz 2 x 2 ;  C, uma 2 x (n-2) ;  D, uma (n-2) x 2; 

( n - 2  ) x (n- 2 .).

Pa r t i c ionando ,  de maneira i d ê n t i c a ,  a matr iz Q, ob

Q =
R S 

T L

Efetuando o produto AQ, vem

AQ =

BR + CT BS + CL

DR + ET DS + EL

= I ,



com
BS + CL = 0 

e DR + ET = 0

ou BS = - CL

e ET = - DR.

Examinando as expressões acima pode-se ver que a 

ma t r i z  inversa  Q, não possui zeros ou submatrizes nulas 1 ocal 

zãvei s a pri  o r i .

Porem, um exame da expressão geradora da nova ma

t r i z ,  em cada uma das n-ap l i cações da "SUBROUTINE VERSOL", mo£ 

t ra  que este método permite que se t raba lhe  apenas com os e l e 

mentos da banda na pr ime i ra  ap l i c ação .  A medida que as demais 

ap l i cações  se vão processando, outros elementos não nulos vão 

surgindo a p a r t i r  do extremo su pe r io r  d i r e i t o  e do extremo i n 

f e r i o r  esquerdo. Assim, uma adaptação do método, que atenda a 

esse p a r t i c u l a r ,  poderá economizar tempo de computador, que se 

ra tanto maior quanto menor for  a l a rgura  da banda, em re la  - 

ção ãs dimensões da mat r iz ,  no processo de inversão da mesma.

I l u s t r ando  i s t o ,  tome-se como exemplo uma matriz 

de dimensões 1 0 0  x 1 0 0 , cuja banda tem la rgura  igual  a c inco.

Ao i n v e r t e - l a  pelo processo acima d e s c r i t o ,  a economia de tem

po de computador é da ordem de 63%.



I s to  porque na pr ime ira ap l i cação  da "SUBROUTINE 

VERSOL" adaptada, é s u f i c i e n t e  c a l c u l a r  cerca de 502 elementos;  

na segunda, cerca de 510.e 1ementos ; e,  assim, sucessivamente , 

com cerca de 370. 330 elementos ca l cu lados ,  ao f i n a l  das 100 a p 1 j_ 

cações contra 1 . 0 0 0 . 0 0 0  de elementos calcu lados pelo mesmo pro_ 

cesso,  sem adaptação.

Vide programa 11 a pagina 58.-

3.4 - Matr iz bandada-margeada

A matr iz bandada-margeada possui alem da banda (pa_ 

rãgrafo a n t e r i o r ) ,  uma ou mais colunas no extremo d i r e i t o  euma 

ou mais l inhas  no extremo i n f e r i o r ,  cujos elementos não são nu_ 

1 o s .

Este t ipo  de matr iz também ocorre com cer ta  freqüen 

c ia  em problemas geodésicos e fotogramétr i  cos e sua inversa,co^ 

mo no caso a n t e r i o r ,  não possui elementos especi f icamente nu

los .

Como na matr iz bandada, se ao i n v e r t e - l a  usa-se a 

"SUBROUTINE VERS0L" ; os elementos não nulos vão surgindo a pa_r 

t i r  das margens d i r e i t a  e i n f e r i o r .

Assim, o uso da "SUBROUTINE VERSOL" , com algumas 

adaptações,  para i n v e r t e r  matr izes deste t i p o ,  proporciona ecci 

nomia de tempo de computador.



Ver programa 12 a pagina 60,

Uma matr iz de banda igual  a t rês  e margem igual  a 

p , ê a segui nte :

A =

'11

l 21

0

12 0 0 . . .  0 a1n _ p . . , a ln

a22 a2 3 0

an-p1 an-p2 *

an 1 an2

* 0 a 2 rv-p * • ‘ a2 n

a32 a33 a 34 * * ’ 0 a 3 n-p ‘ ' a3n

n-pn

nn

3 . 5  ftiatriz com submatriz diagonal  s i ngu l a r

Se a matr iz a ser  i n v e r t i d a  possui uma submatriz 

d iagona l ,  segundo a ordem crescente da diagonal p r i n c i p a l ,  sin_ 

gu ia r ,  o método da "SUBROUTINE VERSOL" produz resul tados absu_r 

dos, v i s t o  que o elemento pivÔ a-j-j torna-se nulo na i te raçao  

correspondente a ordem da matr iz s i n g u l a r .  Um ta l  problema po

de ser  contornado de duas maneiras d i f e r e n t e s ,  a saber:

a. Tomar o elemento ann como pivÔ, c a l c u l a r  os ele^

mentos da matr iz inve rsa  em função deste- e 1 eme_n

to,  na ordem de a para a,-,.n n r 11

Ver programa 14, a pagina 65,



b. Trocar entre si duas l i n h a s ,  ta i s  que uma delas 

possua elementos pertencentes à submatriz singjj 

l a r  e a outra não e cujos elementos não sejam to_ 

dos igua is  entre s i .

Ver programa 1 5 , a pagina 6 6 .

0 ajustamento de observações é um assunto de eleva_

da importância no campo da Geodesia e Fotogram et r ia . Dependen

do dos parâmetros f ixados desde 0 p r i n c í p i o ,  0 ajustamento po

de conduzir a uma matr iz s ingular, ,  Ocorre,  porem, que a matriz 

s i ng u l a r  não possui inversa  na algebra de Cay l l e y .

a sua solução pode ser  obt ida com as operaçoes seguintes :

a. P ré-mul t ip l i cando  ambos os membros da ( 4.6-1 )

3.6 - Matr iz s i ngu la r

Dado um sistema de equações do t ipo

mAn nXl '  nL l 5 (3.6-1 )

por (mat r iz  t ransposta de A ) ,  i s t o  e,

AT A X = AT L (3.6-2)

b. P ré-mul t ip l i cando  ambos os membros da ( 3.6-2 )
T , \ ‘ l



T -1 T X = ( A 1 A) A 1 L.

A (3.6-3)  somente e verdade i ra  no caso em que Â  A

não ê s i ngu l a r .

Se ATA é s i n g u l a r ,  então a solução para a (3.6-3) 

e obtida por meio da matr iz pseudo-inversa.

0 estudo das inversas  genera l izadas i  um campo re-

lat i vamente  novo dentro do contexto da Matemática,  no qual exi^ 

tem, a inda,  alguns pontos que requerem mais pesquisas.

do-inversa,  de grande i n te resse  no campo de ap l i cação  da Geodi 

si a, sem, no entanto,  se deter  em certas  pa r t i cu l a r i da de s  teó 

r i c a s ,  para não f u g i r  aos ob je t i vos  do presente t raba lho .

A t e o r i a  neste campo e bastante extensa e complexa 

e, c r i - s e ,  j u s t i f i c a r i a  um t raba lho e s p e c í f i c o  neste sent ido.

Neste top ico ,  porem, 1 i mi tar-se-ã ao estudo da pse_u

Considere-se a ma t r i z  A„ e sua c a r a c t e r í s t i c am n
C ( A) .  | 1 3 |

Se C(A) = n, então C(A A) = n. (3.6-4)

Se (ATA) ex i s t e  e s a t i s f a z  à equação

(ATA ) -1 ATA= f ( ATA ) " " 1 AT1 A = I ,  (3.6-5)



T -1 T -entao a matr iz (A A) A e denominada inversa  a esquerda da ma 

t r i z  A. 114 |

Por outro lado,  se

C(A) = m, então C(AA^) = m (3.6-6)

T " 1 -Se (AA ) ex i s t e  e s a t i s f a z  a equaçao

AaV a Y 1 = A AT(AAT) _1 I .  (3.6-7)

AT (AAT)  ̂ e denominava inversa a d i r e i t a  de A. Es t as ,  no entan_ 

to,  não são inversas  genera l izadas .

Dentre os var ios  t ipos de inversas  genera l izadas ,  

não necessariamente ún i ca s ,  ex i s t e  uma que e única e que se dê  

nomina pseudo-inversa.

Do ponto de v i s t a  geodésico,  a única que in te re ssa  

e a pseudo- inversa , uma vez que pode ser  empregada nos prob le 

mas de ajustamento.

D E F I N I Ç Õ E S

Se ja  mAn uma matr iz qualquer e nGm a sua inversa  ge: 

ne ra l i z ad a ,  IG,  então:  | 15|

A G A = A, (3.6-8)

G A G = G, (3.6-9)

(GA)T = GA (3.6-10)



e (A G )T = A G . (3.6-11)

notando-se que:

G sa t i s fazendo a con
dição: e chamada:

sendo s im bo l i 
zada por:

(3.6- 8) Inversa genera l i  za- 
da ag

(3.6- 8) e (3.6- 9) IG r e f l e x i v a Ar

(3.6- 8 ) ,  (3.6- 9) e
(3.6-10) IG f r aca  a esquerda Ac

(3.6- 8 ) ,  (3.6- 9) e
(3.6-1T ) IG f raca  a d i r e i t a Ad

(3.6- 8 ) ,  ( 3 . 6 - 9 ) ,
at(3.6-10 ) e (3.6-11 ) Pseudo-i nversa

QUADRO 1.

A pseudo-inversa de uma matr iz quadrada s i ngu la r  , 

pode ser obt ida pela re lação seguinte : | 16|

N(N H f (3.6-12)

Para se obter  (NN)^, procede-se da maneira seguin

te :

a. Determina-se a c a r a c t e r í s t i  ca C(NN) da matriz pro

duto NN.

b. El iminam-se k l inhas e k colunas da matr iz pro

duto N N, onde k representa a s ingu la r idade  dada por k=n-C(NN)



onde n representa as dimensões da matr iz quadrada (NN).

c. Ca lcu la-se a inversa  da matr iz r esu l tan te  do 

item b . ,  acima, usando qualquer dos métodos anal isados no pr>e 

sente t raba lho .

d. Rest i tuem-se as l inhas  e colunas el iminadas no 

item b . ,  acima, subst i tu indo-as  por zeros.

As demais operações são efetuadas normalmente, obe 

decendo ãs regras do produto m a t r i c i a l .

0 programa 1 3 , a pagina 61 , fundamenta 0 ca l cu lo  da 

pseudo-inversa de uma matr iz quadrada s i ngu l a r .

Neste programa, a s i ngu la r idade  da matr iz é d e t e r 

minada por meio da proporei  ona 1 idade entre as f i l a s .



C A P Í T U L O  Q U A R T O  

ÇgNÇLUSOES_E_REÇgMENDAÇÜES

4.1 - Conclusões

Do que foi  v i s to  nos parágrafos an te r io res  pode-se 

af i rmar  que,no processo de inversão de uma matriz de ordem el_e 

vada, é muito importante que se escolha um método que se adap

te melhor ãs c a r a c t e r T s t i c a s  da mesma. Tal metodo poderá pro

porc ionar  economia de tempo, ou de memória de computador ou, 

ainda,  de ambas as coisas simultaneamente.

A economia que se pode conseguir  e proporcional  a 

ordem da matr iz.  Assim, a importância da escolha do metodo au

menta com a ordem da matr iz.

No campo da Geodesia,  as matrizes dos coe f i c ie n t es  

das incógn itas  nas equações normais são sempre s im é t r i c a s ,  r a 

zão porque sempre se pode optar  por um metodo que proporcione 

dupla vantagem,isto e,economia de tempo e de memória de compu

tador.

A economia de memória pode tornar-se c ruc ia l , em de 

terminados casos,  nos quais se tem uma matr iz de ordem elevada 

para ser  i n v e r t i d a  por um computador de pequeno ou médio po_r 

t e .



Por outro lado,  a economia de tempo pode ser de s_u 

ma importância para um usuár io que pague pelo tempo de uso do 

computador.

Cabe ao programador a decisão de qual método ut i l i _  

zar em seu t r aba lho ,  todav ia ,  encontra-se no Quadro 2, uma r e 

lação dos t ipos de matr izes mais comuns e os programas mais in_ 

d içados a cada caso especTf i co.

Todos os programas c i tados estão re lac ionados no 

apêndice do presente t raba lho .

4.2 - Recomendações

Tipo de matr iz Programa recomendado

Não s imét r i ca 1 , 2, 3, 4 ou 5*

Si métr ica 6, 7 ou 8*

De blocos diagonais 9

De blocos diagonais s im é t r i c a 10

Bandada 11

Bandada?margeada 12

S ingu la r 13

Com submatriz diagonal  s i n g u l a r 14 ou 15

* 0 mais indicado.
QUADRO 2.

Obs. :
a. Os programas 1, 2, 3 e 4 são g e r a i s ,  sendo,poj^ 

tan to ,  a p l i c á v e i s  a qualquer t ipo de matriz,com



exceção da matr iz s ingu la r .

b. Os dados de entrada para os programas 6, 7, 8 e 

10 são os elementos da matr iz t r i a n g u l a r  supe

r i o r ,  por colunas.

c. Para os demais programas os dados de entrada são 

os elementos da matr iz dada, por l inhas .



A P Ê N D I C E



C INVERSÃO DE MATRIZES POR TRANSFORMAÇÕES
C ELEMENTARES,

DIMENSION A<10,10)? B ( í 0 •10)
C N~DIMENSAO DA MATRIZ DADA,

N=10
C LEITURA E LISTAGEM DA MATRIZ DADA,

READ <2»2><<A(IfJ)»J=lfN)»í=l»N)
2 FORMAT(IOG)

UR I TE ( 3 t 26 ) ( < A ( I f J ) f J= 1 N ) t I 1 » N )
25 FORMATC10F5,1 )

FORMACAO DA MATRIZ IDENTIDADE,
26 DO 3 1=1fN
C DO 3 J=1»N

B(I»J)=0 
DO 4 1=1»N

3 B < I»I ) = 1 
DO A 1=1»N

4 B ( I » I ) = 1
C INICIO DAS TRANSFORMAÇÕES,

DO 16 K'= 1 y N 
C=A<K»K)
DO 5 1=1íN 
A (K i 1)“A (K j 1)/C 
B ( K s> I ) " B ( K j I ) / G

5 CONTINUE 
IFCK-1)ó»ó»8

6 DO 7 1=2»N 
D = A (I t K )
DO 7 J=lfN
B (I f J )=B(I r J )-D*B(K t J )
A(I»J)=A(I»J)-D*A(K t J )

7 CONTINUE 
GO TO 16

8 DO 11 1=1»K-l 
D=A <I» K )
DO 18 J~1?M 
l’F(J”K)9yl0?10

9 B(I»J)=B(I»J)-D*B(K t J )
GO TO 18

10 A ( I » J ) = A í l f J )  -D*A ( K r J )
B<I»J)=B(I»J)-D*B(K t J )

18 CONTINUE
11 CONTINUE 

IF(K-N) 12» 15 f .15
12 DO 17 I=K+1»N 

D~A(Iy K >
DO 23 J=1t N 
IF(J-K)13»14»14

13 B(IfJ)=B<I»J) -EiJCB < K » J )
GO TO 23

14 A (Ir J )=A <Ir J )-D*A< K » J >
B (I» J )=B(I r J )-D*B<K » J )

23 CONTINUE
17 CONTINUE
16 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA,
15 WRITE(3 f19)
19 FORMAT ( / r / r 8X r "MATRIZ INVERSA"f/)

UR I TE(3 > 21)((D (IrJ)fJ~1» N > »I~1 * N )
21 FORMAT(2(5F12,7 r/))

END



C IVERSÃO DE MATRIZES PELO METODO DE MARGEAMENTO.
DIMENSION 6(10,10),B(ÍO)rC(lO)

C N=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
N=10

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.
READ<2»28)(( A < L » J ) » J=1 » N >»L = l»N)

28 FORMAT(10G)
WRITE(3» 65)

65 FORMAT ( SX » ' MATRIZ DADA ', //)
WRITE (3»66) ((A(L»J)»J=1»N> »L=1»N)

66 FORMAT(10F5.1)
DO 4 1=1»N
IF(1-1)5»5»ó 

'5 A<I»I)=1/A(I»I)
GO TO 4 

6 11=1-1
DO 1 L=1» 11 
B < L )=0 
C ( L )=0 
DO 2 J=1»I1
B ( L > =B( L >-A( L » J ) *A ( J  » I )

2 C<L)=C(L)-A<I»J)*A<J»L)
1 CONTINUE

D=0
DO 3 L=1» 11

3 D=D+A<I»L)*B(L)
D=A<I » I)+D
DO 8 L=1>I1 
DO 8 J=1» 11

8 A(L»J)=A(L»J)+(B(L) *C ( J ) >/D 
DO 9 J=1»I1
A< J» I)=B(J)/D

9 A<I»J)=C<J)/D 
A ( M )  = 1/D

4 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

WRITE(3f67)
67 F0RMAT(//»8X»'MATRIZ INVERSA'»//)

WRITE(3»60) <(A<L»J)fJ=1»N)»L=1»N>
60 FORMAT<2<5F12.?»/))

END



INVERSÃO DE MATRIZ PELO METODO DE REFORÇO« 
IMPLICIT REAL*8(A-H»Ü~Z)
DIMENSION AÍ10f10)fB<10»ÍO)fR(10)fW<10)»C<10) 
N=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
N=10
LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.
READ < 2»1)((A(IfJ)»J=1fN)»I=1fN)
FORMAT(10G)
WRITE(3 f18)
FORMAT (8X» "MATRIZ DADA'».//)
WRITE<3» 19) ( <A(I»J)»J=1»N)»I=1»N)
FORMAT(10F5♦1)
DO 11 1 = 1»N 
C <I)=A <I»I)
DO 11 J=1»N 
A(IfJ)=A(I»J)/C(I)
DO 3 1=1rN 
A( I f I )=0
FORMACAO DA MATRIZ IDENTIDADE.
DO 25 1 = 1 * N 
DO 25 J=1jN 
B (I f J )=0 
DO 2 1 = 1 f N 

B<I»I)=1
COMECO DO CICLO ITERATIVO.
DO 5 K=1»N 
DO 6 L=1fN 
R (L )=0 
DO 6 1=1»N
R<L)=R<L)+A(KfI)*B(IfL)
DO 7 L = 1j N 
W( L ) =R( L )/<1+R( K ) )
DO 8 1=1fK 
CO=B(ÍfK)
DO 8 J=1» N
B (I»J )=B(11 J )-U(J )#C0 
CONTINUE
AS LINHAS DA MATRIZ DADA FORAM DIVIDIDAS PELOS 
ELEMENTOS DIAGONAISfDEPOIS DE ZERADA A DIAGONAL 
OBTEVE-SE DUAS MATRIZES TRIANGULARES. A CÜRRECAO 
E FEITA MULTIPLICANDO-SE AS COLUNAS DA MATRIZ IN
VERSA PELOS MESMOS ELEMENTOS DIAGONAIS.
DO 12 J=1»N 
DO 12 1 = 1 f N 

B(IfJ)=B(I»J)/C(J )
SAIDA DA MATRIZ INVERSA.
URITE ( 3 f 20 )

FORMAT ( / / f 8 X » 'MATRIZ INVERSA' » / / )

WRITE(3f10)(<B(IfJ) fJ=1fN)»1=1fN)
FORMAT(2<5F12.7f/))
END



C INVERSÃO DE MATRIZES PELO METODO DE ELIMINACAO
C POR SUBSTITUIÇÃO.

IMPLICIT REAL#8 ( A~Hr0~Z>
DIMENSION A<10r10),£<10*10)rC<10,10)

C I=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
1 = 10

C I=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.

READ <2f2)((A(LfJ)fJ=lrI)rL=lfI)
2 FORMAT(10G)

WRITE<3,65)
65 FORMAT(8X *' MATRIZ DADA ' t / / )

WRITE<3*66)((A<LfJ)»J=1fl)fL=lrI)
66 FORMAT(10F5♦1)
C CALCULO DA MATRIZ *C' .

DO 3 J=1*I
3 C<J»l)=A(Jfl)

DO 4 J=2 » I
4 C ( l * J ) = A ( l f J ) / C ( l r l >

DO 5 J=2 » I
DO 5 L=2)I 
IF(L-J)7 t 8 f 8

8 C(LfJ)=0
DO 9K=1»J-l

9 C<L»J)=C<L»J)+C<L>K)*CCK»J) 
C(L»J)=A(LfJ)-C(L»J)
GO TO 5 

7 C (L » J )=0
DO 10 K=1»L-1

10 C( L «■ J  > =C( L » J ) +C( L t K > *C( K r J ) 
C(LrJ)=(A(L»J)-C(L>J))/C(L»L)

5 CONTINUE
C CALCULO DA MATRIZ INVERSA OCUPANDO A
C POSICAD DA MATRIZ DADA.
C DA MATRIZ DADA.

DO 11 L=0U-1 
DO 11 J=L » 1-1 
M=I-L 
N=I-J
IF(I-M)12*12*13

12 IF(I-N)14 f14 » 13
14 A(M*N)=1/C(1*1)

GO TO 11
13 A (M » N )=0

DO 15 K=N+1*I
15 A (M * N > =A(M * N )-C < K * N > *A(M * K >

IF(M-N)17*16*17
16 A<M*N)=(1+A(M*N))/C<N*N>

GO TO 11
17 A(M*N)=A(M*N)/C(N*N)

A(N»M)=0
DO 18 K=N + 1* I

18 A<N*M)=A(N*M)-C(N*K)*A<K*M)
11 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

WRITE(3 * 67)
67 FORMAT(//* 8X *'MATRIZ INVERSA' * // )

WRITE < 3 * 60)<(A < L * J )* J=1* I> > L = 1* I)
60 F0RMAT(2<5F12.7>/))

END



C SUBROUTINE VERSOL PARA INVERTER UMA MATRIZ«
IMPLICIT REAL*8<A-HyQ~Z)
DIMENSION A < 11 y 11 ) y B (11 )
1 = 10 
IM=I-1

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ IftDA.
READ(2» 15) ( (A(L» J) » tL = 1 »I)

15 FORMAT(10G)
WRITEÍ3»16)

16 FORMAT<8X.'MATRIZ DADA",/)
WRITE < 3 y17) ((A (L y J )y J=IyI )y L=1yI)

17 FORMAT(10F5♦1)
DO 5 K=1yI
IF<A(lyl)«EQ*0«0)GO TO 28 

12 DO 2 J=1yIM
2 B(J)=A(1yJ+1)/A(ly1)

B ( I ) = 1/A(1y1)
DO 4 L=1yIM 
DO 3 J=lyIM

3 A (L y J ) =A(L+ly J+l)-A C L + ly1 )#B(J )
4 A(LyI)=-A<L+lf1)#B<I)

DO 9 J=1yI
9 A(I fJ)=B<J)
5 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA,

WRITE(3,7)
7 FORMAT(//y 8X y MATRIZ INVERSA"y/)

WRITE(3 y 8)((A < L y J )yJ=1yI),L=1yI)
8 FORMAT <2<5F12«7y/>)

GO TO 31
28 WRITE(3 y 29)(K )
29 FORMAT(//ySXy'HA UMA SUBMATRIZ DIAGONAL SINGULAR

DE OREM"y13y /)
WRITE<3y30)

30 F0RMAT(/y3Xy"TENTE 0 PROGRAMA 14 OU 15"/)
31 END



C PR0G06♦FOR
C METODO ITERATIVO GRADIENTES CONJUGADOS PARA
C OBTER A MATRIZ INVERSA » DA MATRIZ SIMÉTRICA»
C POSITIVA DEFINIDA♦

DIMENSION A ( 45 ) » E ( 9 > » XN ( 9 ) »R C*9 ) » P ( 9 ) » S < 9 ) »
1U (9)»D(9)»T(9)»XIN V < 9» 9)

C N=DIMENSOES DA MATRIZ DADA.
N=9

C DADOS DE ENTRADAÍ MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR POR COLUNAS.
C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA

READ(2»1><A(I)»I=1»45)
1 FORMAT(9G)

WRITE(3»65)
65 FORMAT <8Xf 'MATRIZ DADA'»/./)

DO 67 1=1»N
DO 66 J=1»N
CALL LOC<I»J»IJ?N»N»1)

6 6  X N ( J ) = A ( I J )

WRITE<3»68)<XN(L)»L=l»N)
68 FORMAT(9F4.O)
67 CONTINUE
C FORMACAO DA MATRIZ IDENTIDADE,

DO 2 J=1» N
2 E ( J )=1 

RE=0.OOOOOOl 
N=9
L=0

3 L=L+1
DO 10 1 = 1»N 
XN(I)=0 

10 CONTINUE
DO 20 1=1»N 
J=L
IF(I-J)14»12»14 

:L2 T(I)=E(I)
GO TO 15

14 T (I)=0
15 R íI)=-T(I )

P (I) = - R (I)
S <I)=R(I)
U(I)=P(I)

20 CONTINUE
C INICIO DO CICLO ITERATIVO.

ITER=0 
25 ITER=ITER+1

E1=0 
T1=0
DO 40 1=1»N
D(I)=0
DO 30 J=1»N
CALL LOC(I»J»IJ»N»N»1)
D<I)=D(.I)+A(IJ)*P< J>

30 CONTINUE
T1=T1+S<I)*P(I)



42

50

60

350

36
37
38 
600

605

C

.10

20
no* m  A m

24

30

32
36

E1=E1+U(I)*D(I)
CONTINUE 
A1--T1/El 
DO 42 1 = 1 »N 
XN(I>=XN<I )+Al*F'(I>
R (I)=R(I)+A1&D(I )
S <I)=R(I)
CONTINUE 
01 = 0
DO 50 1=1»N 
U1=U1+S<I)*D<I>
CONTINUE
B1=U1/E1
DO 60 1=1»N
F'( I )=-R( I)+B1$F’(I)
U( I )=F'( I)
CONTINUE 
DO 350 1=1fN
IF(ABS(R (I))-RE>350»350»25
CONTINUE
IF(L-1>36»36»38
WRITE < 3 7 37)
FORMAT(IHlrSXf"MATRIZ INVERSA/
WRITE(3»600)(XN <I)?1 = 1»N )
FORMAT(5F12♦7 »/»4F12♦7»//)
IF(L-N)3»605»605
STOP
END

LOC«FOR
SUBROUTINE LOC(IrJ t IJrN»M »MS) 
IMPLICIT REALM'S < A-H» U-Z )
IX=I
JX=J
IF(MS-1)10»20»30 
IJX=N*(JX-1)+IX 
GO TO 36
IF(IX-JX)22 7 24 7 24 
IJX=IX+(JX*JX-JX>/2 
GO TO 36
IJX=JX+<IX*IX-IX)/2
GO TO 36
IJX=0
IF(IX-JX)36 » 32 » 36
IJX=IX
IJ=IJX
RETURN
END

//)



C INVERSÃO DE MATRIZ SIMÉTRICA PELO MÉTODO DE
C MARGEAMENTO

DIMENSION A (55)»B <9)»U(9>>C(10)
C N=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.

N=10
C M=DIMENSAO *DA MATRIZ DE TRABALHO t CONSTITUÍDA DA
C MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR » SENDO A SEGUENCIA DE
C ENTRADA POR COLUNAS.

M=55
C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.

READ < 2 y 20)(A < J )*J=1» M )
20 FORMAT (116)

WRITE(3 » 65)
65 FORMAT(8X»'MATRIZ DADA'».//)

DO 67 L=1»N
DO 66 1=1»N
CALL LOC(L»I»LIj>N»N»1)

66 C(I)=A(LI>
WRITE(3»68)(C (I)» 1 = 1»N)

68 FORMAT(10F5.1)
67 CONTINUE 

DO 4 1=1»N 
IF(1-1)5»5»6

5 A(I)=1/A(I)
GO TO 4

6 11= 1-1
DO 7 L=1»I1
CALL 'L0C(L»I»LI»N»N»1>

7 U ( L. ).=A (LI)
DO 2 L=1»I1 
B (L )=0
DO 2 J=1»I1
CALL LOC( J » L » JL y N » N > 1 )

2 B(L)=B(L)-A(JL)*U(J)
D=0
DO 3 L=1»I1
CALL L0C(I»L»IL»N»N»1)

3 D=D+A(IL)*B(L>
CALL L0C(I»I»II»N»N»1)
D=D+A(II)
DO 8 L=1 f I1 
DO 8 J=1»L
CALL L0C(J»L»JL»N»N»1>

8 A(JL)=A(j L)+B(J)*B(L)/D 
DO ? L = 1» 11
CALL L0Q(L»I»LI»N»N»1.)

9 A(LI)=B(L)/D
CALL L0C(-I»I»II»N»N»1>
A(II)=1/D

4 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

WRITE < 3 f 75)
75 FORMAT(//»8X»'MATRIZ INVERSA"»/)

DO 77 L=1 f N
DO 76 1=1tN
CALL L0C(L»I»LI»N»N»1)

76 C(I)=A(LI)
WRITE(3»78)(C(I)»I = 1.»N)

78 FORMAT(5F12,7»/» 5F12.7»/)
77 CONTINUE 

END



C INVERSÃO DE MATRIZ SIMÉTRICA USANDO SUBROUTINE
C VERSOL.

IMPLICIT REAL*3(A-H*0-Z)
DIMENSION A(55)*B(10)*C(9)

C N=DIMENSÃO DA MATRIZ A SER INVERTIDA♦
c e n t r a d a : MATRIZ TIANGULAR SUPERIOR p o r c o l u n a s .
C M=DIMENSAO DA MATRIZ DE TRABALHO* DADA POR
C M=N<N+l)/2

N=10 
M=55

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.
READ(2115)(A(I)* 1 = 1 * M )

15 FORMAT(11G)
WRITE(3 * 20)

20 FORMAT ( 8 X r ' MATRIZ DADA'*//)
DO 19 L= 1 * N
DO 18 1 = 1 *N
CALL LOC < L * I * L1' * N * N * 1)

18 B(I)=A(LI)
WRITE(3 * 22)(B(I)*I=1»N)

22 FORMAT(10F5 ♦1)
19 CONTINUE
C INICIO DO CICLO ITERATIVO.

IM=N-1
M=<N*<N+1> >/2 
DO 5 K=1* N 
DO 2 J=1*IM 
L=J+l 
1 = 1
CALL L0C(I*L*IL*N*N*1)
CALL LOC.( I*I*II*N*N*1)

2 B(J)=A(IL)/A(II)
CALL LOC(I*I*II*N*N*1)
B(N) = 1/A(II)
DO 7 L=1*IM 
J=L+1
CALL LOC(I*J*IJ*N*N*1)
C<L ) =A(IJ )

7 CONTINUE
DO 4 1=1*IM- 
DO 3 J=I *IM 
M=I + 1 
L=J+l
CALL L0C(I*J*IJ*N*N?1)
CALL L0C(M*L*ML*N*N*1)
A<IJ)=A<ML)-C(I)*B<J)

3 CONTINUE
CALL L0C(I*N*IN*N*N*1>
A(IN)=-C(I)*B(N)

4 CONTINUE
CALL L0C<N*N*NN*N*N*1)
A (NN)=-B(N )

5 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

WRITE<3*21)
21 FORMAT<//*8X*'MATRIZ INVERSA'*//)

DO 16 L=1* N
DO 17 1=1*N
CALL L0C(L*I*LI*N*N*1)

17 B(I)=-A(LI)
WRITE < 3 r i o )<B(I>*I=1*N)

10 FORMAT(2(5F12.7*/))
16 CONTINUE 

STOP 
END



C INVERSÃO DE MATRIZES COM BLOCOS DIAGOANAIS» U S A N D O
C 'SUBROUTIN E' VERSOL.

IM P LICIT R E A L * 8 í A - H » 0 - Z >
DIMENSION A ( 9 » 9 ) » B ( 9 )

C N1=DIMENSAÜ DE CADA SÚB-MATRIZ
C N2=ELEMENTO CORRESPONDENTE A A (1 ? 1) DA ULTIMA
C SUB-MATRIZ.
C L1=DIMENSA0 DA MATRIZ A SER INVERTIDA,

NI =3
N2=7
Ml=Nl-2
M=1
Lí=9

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA,
READ( 2 > 2 )<<A<L»J)»J=1»L1)»L=1»L1)

2 FORMAT(9G)
WRITE(3 » 16)

16 FORMAT < SX » 'MATRIZ DADA'»//)
WRITE (3» 17) < (A(L» J) » J=1 »L1 ) »L = l »L..1 )

17 FORMAT<9F5, 1)
C INICIO DO CICLO ITERATIVO.
3 DO 10 K=1 » N1 

DO 4 J=0 ? M1
4 B (M+J)-A < M » M+J+1)/A(M » M )

N=M+N1-1
B(N)=1/A<M»M)
DO 6 L=0 ? Ml 
DO 5 J=0»M1 
R=M+L 
P=M+J

5 A ( R » P ) =A < M+L +1 » M-f J+1 ) - A ( M+L +1 » M ) &B ( M+J )
6 A(R»N)=-A(M+L+1rM)*B<M+Nl-i)

DO 8 J=0 » Ml
8 A(N»M+J)=B(M+J)
10 A( N » N) " B ( N)

M=M+N1
IF < M~N2)3 » 3 » 15 

C SAIDA DA MATRIZ INVERSA,
15 WRITE( 3 » 18 )
18 F0RMAT(//»8X,'MATRIZ INVERSA'»//)

WRITEÍ3» 12) ( ( A ( I » J ) » J~ 1 ? L 1 ) » I “ 1 » L. 1 )
12 FORMAT < 5F12,7 »/,4F12♦7 »/)

END



C INVERSÃO DE MATRIZ SIMÉTRICA COM BLOCOS DIAGONAIS»
C USANDO 7 SUBEOUTINE' VERSOL

IMPLICIT REAL*8<A-H»0-Z>
DIMENSION A<45)»B<9)»C<8>

C LI“DIMENSÃO DA MATRIZ DADA♦
C M2=DIMENSÃO DA MATRIZ DE TRABALHO ? DADA POR
C M2=N*<N+l)/2» E COMPOSTA DA MATRIZ TRIANGULAR
C SUPERIOR, A ENTRADA E POR COLUNAS «
C N1=DIMENSA0 DAS SUBMATRIZES (BLOCOS),
C N2= ELEMENTO CORRESPONDENTE AO A<1»1) DO ULTIMO
C BLOCO.

Ll=9 
L2=N-1 
NI =3 
N2=7 
N3=N--1 
M1=N1-2 
M=1

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA,
READ (2» 2)(A <I)» 1 = 1 » 45 >

2 FORMAT(9G)
WRITE(3»16)

16 F0RMAT<//»8X»'MATRIZ DADA7»//)
DO 20 1=1»LI
DO 19 J=1 » L 1
CAL.L L OC ( I » J > IJ » L1 » L1 » 1 )

19 B<J)=A(IJ)
WRITE(3 » 17)<B(J)»J=1»L1)

17 FORMAT(9F5.1)
20 CONTINUE
C INICIO DO CICLO ITERATIVO.

3 DO .11 K=1 » NI 
DO 4 J=0»M1 
I=M+J+1 
L=M+J
CALL LOC(M»I»MI»L1»L1».1)
CALL LOC( M > M ? MM »L1»L1»1)

4 B(L)=A(MI)/A(MM)

N=M+N1-1
CALL LOC( M » M » MM»L1»L1»1)
B (N )=1/A(MM)
DO 9 I=M»M+Ml 
J=I + 1
CALL LOC(M»J»MJ»L1»LI » 1 )
C(I)=A(MJ>

9 CONTINUE
DO 6 11=0»Ml 
DO 5 J1 = I1 » Ml 
I=M+I1 
J=M+J1 
N= I +1



L=J+1
CALL LOCÍI»J»IJ»L1»L1»1>
CALL LOC ( N * L » NL » L. 1 » L1 » 1 )

5 A(IJ>=A(NL>-C<I)*B<J)
CALL L0C(I»L»IL»L1»L1»1)

6 A<IL)=-C<I>*B<L>
CALL L0C<L»L»LL»L1»L1»1>

11 A(LL)=-B<L)
M=M+N1
IF(M-N2)3»3f15 

C SAIDA DA MATRIZ INVERSA*
15 WRITE(3,21)
21 FORMAT(8X? 'MATRIZ INVERSA ' t / / )

DO 8 N=1»L1 
DO 13 L = 1» LI
CALL LOC(N»L»NL»Ll»L1» 1)

13 B (L )= -A(NL)
WRITE ( 3 * 12) ( B ( L. ) » L = 1 * LI >

12 FORMAT(5F12*7?/»4F12*7í/)
8 CONTINUE

STOP
END



C INVERSÃO DE MATRIZ BANDADA COM BANDA DE LARGURA
C IGUAL A 2M+1♦
C ONDE 2M+1 REPRESENTA 0 NUMERO MAXIMO DE ELEMENTOS
C NAO NULOS,
C DE UMA LINHA,
C SUBROUTINE VERSOL

IMPLICIT REALM'S ( A- H » O-Z )
DIMENSION A(10»10)»B(10>

C I=DIMENSAO DA MATRIZ DADA.
1 = 10 
11=1-1 
M=2

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.
READ < 2 » 2)<(A < L » J )» J=1 » I> » L = 1 » I>

2 FORMAT(10G)
•WRITE (3 f 65)

65 FORMAT(SX *'MATRIZ DADA"»/)
WRITE(3>66) ( ( A ( L t J )» J=1» I)»L=l» I>

66 FORMAT(10F5.1)
C INICIO DO CICLO ITERATIVO,

DO 5 K=1 » I 
DO 3 J=i»Il

3 B < J )=A i 1 f J +1)/A(1f1 )
B<I)=1/A<1f1)
IFÍK-1>4»4»6

4 DO 8 L = 1f M +1 
DO 7 J=1»L+M

7 A(L»J)=A(L+1,J+l)-A(L+i»1>*B<J>
8 A<L»I)=~A(L + 1» 1)*B<I>

DO 9 L=M+2 f I-M-1
DO 9 J=L-M»L+M

9 A < L f J )=A(L+l»J+l)-A(L+lf1>*B(J)
DO 11 L=I-M f11
DO 10 J=L-M f11

10 A(L» J)=A(L + 1 » J+l )~A(L.+1 » 1 )*B< J)
11 A(L»I>=-A<L+1»1)*B(I>

DO 12 J=1
.1.2 A<IfJ)=B(J)

DO 33 J=I-Mf I 
33 A(I»J>=B(J>

GO TO 5 
6 IF(K-M-2)13»14f14
13 DO 16 L = 1 f M+1

DO 15 J=1 » L+M
15 A(L»J)=A(L+1»J+l)-A(L + l» 1>*B(J)

DO 35 J=I-K+1»I1
35 A(L»J)=A(L + 1»J + l)-A(L+l» 1)*B(J)
16 A(L»I)=-A(L+1»1)*B(I>

DO 17 L=M+2»I-M-l
DO 17 J=L-M » L+M

17 A(L»J)=A(L+1»J+l)-A(L+l»1>*B<J)
DO 19 L = I-M f11
DO 36 J=1» M



A ( L » J ) = A < L + 1 r J + l ) - A < L + l f 1 ) * B < J )
DO 18  J - L - M i I 1
A < L f J )-A(L+1 f J+ l)-A(L+1»1>*B(J ) 
A(L. fI)=-A(L+1f1)*B(I>
DO 2 0  J = 1 > M  
A ( I f J ) = B < J )
DO 4 0  J = I - M f I  
A ( I  f J ) = B ( J )
GO TO 5
I F < K - ( I - 2 * M > ) 2 1 f 2 2 f 2 2  
DO 24 L = 1 f M + 1  
DO 23 J=1rL+M
A <L f J  > = A ( L  + l f J + l >- A ( L  + l f 1 ) * B ( J )
DO 4 5  J = I - K + L f I 1
A Í L f J ) = A < L + 1 f J + l ) - A ( L + l  f 1 ) * & < J )
A ( L f  I  ) = - A ( L  + l  f 1 ) * B (  I  >
DO 2 5  L - M  + 2 f I - K  
DO 2 5  J ~ L - M  f L  + M
A < L f  J ) = A ( L  + 1 f J + l  ) - A ( L + 1 . f  1 ) * B <  J )
DO 2 7  L = I - K + 1 f I 1 
n o  2 6  J = 1 f M
A ( L. f J ) =A < L  + 1 f J + 1 ) - A  < L  + 1 f 1 ) * B  < J  )
DO 5 0  J = I - K f I 1
A ( L f J ) = A ( L + 1 f J + l ) - A ( L + l f 1 ) * B < J )
A ( L f I ) = - A ( L + l f 1 ) * B < I )
n o  2 8  J = 1 f M
A ( I f J ) = B ( J )
no 56 J=I-KfI
A( I f J ) =B( J )
GO TO 5 
n o  3 0  L = 1 f I 1
no 2 ? j= 1 f H
A ( L f J ) = A < L + 1 f J + 1 ) - A ( L + 1 f 1 ) & B ( J >  
A ( L f I ) = - A < L .  + 1 f 1 > * B < I )
n o  3 i  j = i t i 
a < I f j ) = b í j )
CONTINUE
S A I D A  DA M A T R I Z  I N V E R S A .
U R I T E ( 3  f 6 7 )
F O R M A T ( / / f 8 X  f ' M A T R I Z  I N V E R S A ' f / )  
U IR I T E  ( 3  f 6 0 )  < < A ( L f J )  f J - l f I >r L = 1 f I > 
F O R M A T ( 2 < 5 F 1 2 « 7 f / > )
E N D



C PROGRAMA PARA INVERTER UMA MATRIZ BANDADA-MARGEADA

C CUJA BANDA TEM LARGURA 2*M+1 E A MARGEM TEM
C Ml FILAS.

IMPLICIT R E A L * 8 < A ~ H ? Ü - Z >
DIMENSION A(10?10)?Bclü)

C I=DIMENSAO DA MATRIZ DADA♦
1 = 10 
11=1-1 
M=1 
Ml = 2

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA .
READ <2?2)<(A (L ? J )?J=1?I)?L = 1?I)

2 FORMAT(10G)
URI TE(3 ? 65)

65 FORMAT(8X?"MATRIZ DADA'?/)
URITE(3 ? 66) ( (A(L.?J) ? J=1 ? I ) ? L = 1 ? I )

66 FORMAT ( 10F5.0)
C COMECO DO CICLO ITERATIVO.

DO 5 K~.l?I 
DO 3 J=1?I1

3 B<J)=A(1?J+l)/A<1?1)
B<I)=l/A<lf1)
IF<K-<I-2*M-Ml-2))4?4?6

4 DO 8 L=1»M+1 
DO 7 J=1? L + M

7 A(L? J)=A(L. + 1 ? J+l )-A(L + l ? 1 >&B< J)
DO 20 J-I-Ml-Kil?I1

20 A (L ? J )=A < L +1 ? J+l ) -A <L. +1 ? 1 )#B ( J )
8 A(L.? I >=-A(L + l ? 1 )*B( I)

DO 10 L=M+2?I-M-K-Ml 
DO 9 J=L-M ? L + M

9 A < L ? J )=A(L + í ? J+l)-A(L + l»1)&B < J )
DO 21 J=I-K-M1+1?II

21 A(L?J)=A<L+1?J+lJ-AÍL+I?1)*B<J)
10 A(L?I)=-A(L+1?1)*BÍI>

DO 12 L=I-M-K-M1+1?II 
DO 11 J=1?I1

11 A(L?J)=A<L+1?J+l)-A(L+l?1)*B<J)
12 A<L?I)=-A(L+1»1)#B<I>

DO 13 J=1?I
13 A <I? J )=B < J )

GO TO 5
6 DO 15 L = 1 ? 11

DO 14 J=1?I1
14 A(L?J)=A(L+1?J+l)-A<L+l?1>*B<J)
15 A(L?I)=-A<L+1?1)*B<I)

DO 16 J=1?I
16 A(IfJ)=B(J)
5 CONTINUE
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

URITE(3 ? 67)
67 FORMAT <//? 8X ?'MATRIZ INVERSA"?/)

URITE(3?óO)((A(L?J)?J=l?I)»L=l?I)
60 FORMAT(2(5F12.7?/))

END



C PROGRAMA 13
C
C CALCULO DA PSEUDO-INVERSA DE UMA MATRIZ
C Q U A D R A D A SIN G U L. A R

DIMENSION A í 3 »3)»B <3 »3)»Dí 3 »3)» C ( 3 )» F ( 3 )»E (3) 
C N=DIMENSAO DA MATRIZ A SER INVERTIDA.

N=3
C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ A

READ( 2 » 2 )(<A(I»J)»J=1»N)»I=1»N)
2 FORMAT(3G)

WRITE ( 3 »200)
200 FORMAT<8X»'MATRIZ DADA'»/)

WRITE < 3 »205)((A (I»J )»J=11N ) »1 = 1»N )
205 FORMAT(3F5.1)
C DETERMINACAO DAS LINHAS PROPORCIONAIS.

DO 23 1=1»N 
23 C(I)=1

DO 16 K=1» N-l 
IF(C(K) ) .18» 17» 18 

17 GO TO 16
.18 L = 1
3 Cl=A(KtL)

IF(C1)7»5>7
5 L=L+1

IF(N"L)Ó»Ó»7 
ó GO TO 3
7 DO 8 J=1»N
8 D(K»J)=A(K»J)/C1 

DO 9 I=K+1»N 
C2=A(I» L )
IF ( C2) 105» 4»1 05

4 DO 104 J=1»N
104 B(I»J)=0 

GO TO 9
105 DO 14 J=1»N
14 B(I»J)=A(I»J)-C2*B(K»J)
9 CONTINUE

DO 13 I=K+1»N 
DO 12 J=1»N 
IF(B(I»J))11»10»11

10 C(I)=0 
GO TO 12 
GO TO 13

11 C(I)=1 
GO TO 13

.12 CONTINUE
13 CONTINUE
16 CONTINUE
C DETERMINACAO DAS COLUNAS PROPORCIONAIS.

DO 24 1=1»N
IF(C (I))26» 25 » 26

25 DO 27 J=1» N
27 B <I» J )=0

GO TO 24
26 DO 24 J=1»N



24 CONTINUE
rio 94 1 = 1 fN

94 F <I) = 1
DO 40 K=1 t N-1 
IFÍFÍK))95 t 40 i 95 
IF(F < K ))95 f 40 ? 95

95 L=1
31 C1=B(LfK)

IF(Cl)30» 28 > 30 
28 L=L+1

IF(L-N)31»31>30 
30 DO 32 1 = 1 fN
32 D(I»K)=B(I»K)/C1 

DO 93 J=K + 1 t N 
C2=B(LfJ)
DO 35 1 = 1 fN

35 D<IfJ>=B<IfJ)-C2#D<IfIO
93 CONTINUE

DO 36 J=K+1»N 
DO 37 1=1fN 
IF<B(IfJ> ) 3 8 f 33 f 38

33 F (J )=0 
GO TO 37 
GO TO 36

38 F (J )=1
GO TO 36 

37 CONTINUE
36 CONTINUE
40 CONTINUE
C PRODUTO MATRICIAL A*A

CALL PROD(AfA fB fN fN fN)
C EL.IMINACAO DAS LINHAS E COLUNAS NULAS E
C FQRMACAO DA MATRIZ NAO SINGULAR♦

NC=0
DO 42 1=1fN
IF(C (I ))43 f 42 f 43

43 NC=NC+1
42 CONTINUE

NF=0
DO 44 1=1fN
IF(F (I))45 í 44 f 45

45 NF=NF+1
44 CONTINUE 

1=0
50 IF(NF-NC)46 f 47 f 48
46 1=1+1 

IF(I~N)30f47 f47
80 IF(F (I ))50 f 49 f 50
49 IF(CÍI))51»50f51
51 C (I)=F<I)

NC=NC-1 
GO TO 50

48 1=1+1
IF(I-N)81f47»47



81 IF<C(I))50»52»50
52 IFIFCI))53»50y53
53 F(I)=C<I)

NF=NF~1 
GO TO 50

C FORMACAO DA MATRIZ NAO SINGULAR♦
47 NI=0

DO 65 1=1»N 
IF(C (I))58 y 59 y 53 

59 NI=NI+1
GO TO 65 

58 NJ=0
DO 61 J=1»N 
IF(F<J))62»ó3t62

63 NJ=NJ+1 
GO TO 61

62 D(I-NI»J-NJ)=BÍIfJ)
61 CONTINUE
65 CONTINUE

DO 64 1=1»N 
DO 64 J~N-N J-f1 y N

64 D (Iy J )=0
DO 57 I=N-NI+1f N 
DO 57 J=1»N 

57 D (I y J ) = 0
C INVERSÃO DA MATRIZ NAO SINGULAR♦

M=NC 
IM=M-1 
DO 67 K = 1 y M 
DO 68 J=1 y IM

68 E(J)=D<1»J+1)/D(ltl)
EíM)=l/D<1 r 1 )
DO 69 1=1»IM 
DO 70 J=1 f IM

70 D(IyJ)=D(1+1rJ+l)~Dí1+1 t 1)*E(J)
69 IK 11M)=-D(1 + 1 t 1 >*EÍM>

DO 71 J= 1 y M
71 D(M>J)=E(J)
67 CONTINUE
C RECONSTITUIÇÃO DAS LINHAS E COLUNAS NULAS
C NA MATRIZ INVERSA♦

NI=0
DO 78 1=1»N 
IF(C (I))72 y 73 y 72 

73 DO 90 J=1y N
90 B (I» J )=0•

NI=NI+1 
GO TO 78

72 NJ=0
DO 74 J=1»N 
IF(F<J))75?76»75 

76 B (I y J )=0
NJ=NJ+1 
GO TO 74 

75 B(IyJ)=D(I—NIyJ-NJ)



74 CONTINUE
78 CONTINUE
99 FORMAT(30)
C PRODUTO DA MATRIZ A PELA MATRIZ INVERSA
C GENERALIZADA♦

CALL PROD(A?BfD»N»N»N>
C PRODUTO <A*A">*<A*A">» ONDE A"=INVERSA GENERALIZADA.

CALL PRODCDfDfBfNfNfN)
C PRODUTO (A*A")*(A#A")*A» ONDE A-MATRIZ DADA E
C A /=MATRIZ INVERSA GENERALIZADA

CALL PROD(B f A f D f N f N f N )
C SAIDA DA MATRIZ PSEUDO INVERSA.

WRITE(3f106)
.106 FORMAT <//f 8.X f "PSEUDO INVERSA"»//)

WRITE(3p77)((D(IfJ)»J=1»N)»I=1»N>
77 FORMAT(3F12.7)

END

C PROD.FOR (PRODUTO MATRICIAL ) .
SUBROUTINE PROD < A »B »D » N » ri » L ) 
DIMENSION A (3,3)»B <3 »3)»D (3»3) 
DO 2 K=1»N 
DO 2 1=1»L 
D< K fI)=0 
DO 2 J=1»M
D < K »I> = D < K »I> +A < K » J > *B < J »I>

2 CONTINUE
RETURN 
END



C INVERSÃO DE UMA MATRIZ USANDO SUB-ROUTINE VERSOL
C E A(NrN) COMO PIVO.
C ESTE MÉTODO E INDICADO QUANDO A(1»1)=0.

DIMENSIÜN A <11»11)»B (11)
C I“DIMENSÃO DA MATRIZ DADA.

1 = 10
C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.

READ(2» 2)((A (L » J )»J=1»I)»L=l»I)
2 FORMAT(1OG)

WRITEÍ3»15)
15 F0RMATÍ8X» 'MATRIZ DADA'»/)

WRI TE ( 3 » 16 ) ( ( A < L.» J ) » J=1 » I ) » L = 1 »I )
16 FORMAT(10F5.0)

11=1-1
M1 = I +1 
DO 10 K=1»I 
DO 3 J=1»I1

3 B(J)=A(I»I-J)/A(I»I)
B(I)=1/A(I»I)
DO 5 L=1»II 
DO 4 J=1»I1

4 A ( Ml -L.» Ml - J ) =A (I-L» I-J)-A( I-L» I >*B< J)
5 A < Ml -L » 1 ) =-A (I-L.» I ) *B (I)

DO 6 J=1»I
6 A (1 » M1 - J ) = B (J )
.1.0 CONTINUE
C SAI DA DA MATRIZ INVERSA.

URI TE(3 »17)
1.7 FORMAT ( SX » ' MATRIZ INVERSA'»/)

URITE(3»12)<(A í L » J )» J=1»I)» L=1»I)
12 FORMAT(2 < 5F12 * 7»/))

END



C PESQUISA O MAIOR ELEMENTO DA PRIMEIRA COLUNA E
C O USA COMO PIVO,

IMPLICIT REAL*8(A~HyO-Z)
DIMENSION A(lOylO)yB(lO)
1 = 10 
IM=I-1

C LEITURA E IMPRESSÃO DA MATRIZ DADA.
REAIK2» 15) < ( A(L f JXf J=l» I ) »L=l » I >

15 FORMAT(106)
WRITE(3 y 17)

.1.7 FORMAT ( SX y ' MATRIZ DADA ' »/ )
WRITE <3 y 1 8 )  < < A < L f J  ) y J= 1 < f ï ) y L=1 y I )

18 FORMAT(10F5.1)
M=1
C=A(1 y 1)
DO 16 N=2 y I
IF< ABS ( C ) - A.BS ( A ( N y 1 ) ) >6f 16f 16 

6 M=N
C=A(N f1)

16 CONTINUE
IF ( M--1 ) 12y 12f 11

11 DO 9 L=1fI 
B ( L ) = A ( 1 f L )
A ( 1 f L ) = A ( M f L )
A<MfL)=B(L)

9 CONTINUE
12 DO 5 K=1fI 

DO 2 J=1 y IM
2 B(J)=A<1 yJ+l)/A<1 y 1)

B ( I ) = 1 / A ( 1 y 1 )
DO 4 L=1 y IM 
DO 3 J —1 y IM

3 A ( L y J)=A(L+1yJ+l)-A(L+lf1)*B(J)
A A(LfI)=-A<L + ly 1 ) * B ( I)

DO 5 J=1y I 
5 A(IfJ)=B(J)

DO 10 L=1fI
B (L )=A(L y 1)
A(L f1)=A<LyM)

10 A (L y M )= B (L )
C SAIDA DA MATRIZ INVERSA.

WRITE(3y19)
19 FORMAT ( SX y ' MATRIZ INVERSA '' y / )

W R I T E  < 3 f 3 ) ( ( A ( L  f J ) y J = 1 y I  ) y L = 1 f I  )
8 FORMAT(2(5F12.7 f/))

END

OBS,: os programas constantes áo presente t raba lho en

contram-se em forma de subro t ina ,  arquivados na b i b l i o t e 

ca de programas do Curso de Põs-Graduação em C iências  Ge£

d i s i cas da UFPr.



Dado que os d iversos métodos apresentaram a mesma 

precisão até a 7? decimal ,  apresentamos aqui a solução comum 

aos programas, 01, 02, 03, 04, 05, 07, 08 e 11,

MATRIZ DADA

2,0 3.0 0. 0 0.0 0.0 0.0 0,0 0,0 0.0 0.0
3.0 1.0 4. 0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0,0 0.0
0.0 4.0 2. 0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0,0
0.0 0.0 -1. 0 1.0 2.0 0.0 0.0 0,0 0,0 0.0
0.0 0.0 0. 0 2.0 3.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0. 0 0.0 -1.0 1.0 4.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0. 0 0.0 0.0 4.0 1.0-•1.0 0,0 0.0
0.0 0.0 0. 0 0.0 0.0 0,0 -1.0 2.0 -3.0 0.0
0.0 0.0 0. 0 0.0 0.0 0.0 0,0 --3,0 1,0 2,0
0.0 0.0 0. 0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 2,0 3.0

MATRIZ INOERSA

0.1556188 0,2295375 -0.1741110 0.5701280 -•0,3721195
0,0238976 -0.0990043 -0.0034139 0,0307255 -•0.0204836

0.2295875 -0,1530583 0,1160740 -0,3800853 0,2480797
-0.0159317 0,0660028 0,0022760 -0.0204836 0,0136558

-0.1741110 0.1160740 0.1015647 -0,3325747 0.2170697
-0.0139403 0.0577525 0.0019915 -0,0179232 0,0119488

0.5701280 -0.3800853 -0.3325747 -2,1854908 1 .4264530
-0,0916074 0,3795164 0.0130868 -0,1177809 0,07S5206

-0,3721195 0.2480797 0.2170697 1,4264580 -•0,6046942
0.0388336 -0.1608819 -0,0055477 0,0499289 -•0,0332859

0,0238976 -0.0159317 -0.0139403 -0,0916074 0 ♦ 0388-336
-0,0667141 0.2763869 0.0095306 -0,0857752 0.0571835

-0.0990043 0.0660028 0.0577525 0.3795164 -•0.1608819
0.2763869 -0.1093172 -0,0037696 0.0339260 -•0.0226174

-0.0034139 0.0022760 0,0019915 0,0130868 -•0,0055477
0.0095306 -0.0037696 0.0343528 -0.3091750 0.2061166

0.0307255 -0.0204836 -0,0179232 -0.1177809 0,0499289
-0.0857752 0.0339260 -0.3091750 -0.2174253 0, 1449502

-0,0204836 0.0136558 0.0119488 0,0785206 -•0.0332859
0.0571835 -0.0226174 0.2061166 0.1449502 0.2366999



MATRIZ DADA

3.0 2.0 4.0 5.0 2.0 1.0 4,0 3.0 1,0 2.0
2.0 1.0 2.0 3.0 1.0 4.0 -1,0 3,0 -2,0 1,0
4.0 5.0 10.0 4.0 2.0 -1.0 3.0 1.0 4.0 2.0
0.0 3.0 4.0 2.0 5.0 6.0 7.0 1.0 3.0 2,0
4.0 3.0 1.0 2.0 5.0 2.0 0.0 1.0 3.0 0,0
3.0 3.0 2.0 1.0 3 ♦ 0 4.0 6,0 1,0 S.O 1,0
5.0 4.0 3.0 2.0 7.0 1.0 4.0 5,0 0,0 3,0
3.0 1.0 4.0 3.0 1.0 2.0 1,0 5.0 6,0 1,0
4.0 3.0 1.0 2.0 6.0 1.0 4,0 0.0 3,0 2.0
1.0 3.0 1.0 2.0 4.0 3.0 1,0 4,0 0,0 1.0

HA UMA SUBMATRIZ DIAGONAL SINGULAR DE ORDEM 

TENTE O PROGRAMA 14 OU 15

Solução correspondente ao programa 13. 

MATRIZ DADA

1.0 2.0 2,0
2,0 4,0 4,0
2.0 4,0 3,0

PSEUDO INVERSA

-0.1200000 -0.2400000 0.3?99999
-0.2400000 -0.4800000 0.7999999
0.3999999 0.799999? -0.9999999



MATRIZ DADA

1.0 2.0 ~1, 0 0.0 0.0 0.0 0,0 0,0 .0.0
2.0 3.0 n 0 0.0 0,0 0,0 0.0 0.0 0,0
1.0 2.0 3, 0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0
0.0 0,0 0. 0 1,0 -3.0 1,0 0.0 0.0 0,0
0,0 0.0 0, 0 -3.0 1.0 2.0 0.0 0,0 0,0
0,0 0,0 0. 0 1,0 2.0 4.0 0,0 0,0 0.0
0,0 0,0 0, 0 0.0 0.0 0.0 2.0 1,0 3.0
0.0 0,0 0, 0 0,0 0,0 0,0 1,0 1.0 -1.0
0.0 0,0 0. 0 0.0 0.0 0,0 3.0 -1.0 1,0

MATRIZ INVERSA

-0.2777778 0,4444444 -0,3888839 0.0000000 0.0000000
0.0000000 0.0000000 0.0000000 0,0000000

0,4444444 -0.1111111 0 . v o v o o ■> o 0.0000000 0,0000000
0♦0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000

-0,3888889 0 » 2222222 0.0555556 0,0000000 0♦0000000
0.0000000 0,0000000 0,0000000 0.0000000

0.0000000 0,0000000 0,0000000 -0,0000000 -0,2857143
0,1428571 0.0000000 0.0000000 0.0000000

0.0000000 0,0000000 0,0000000 -0.2857143 -0,0*12245
0.1020408 0,0000000 0,0000000 0,0000000

0.0000000 0.0000000 0,0000000 0.1428571 0.1020408
0,1632653 0.0000000 0,0000000 0,0000000

0.0000000 0,0000000 0.0000000 0.0000000 0,0000000
0.0000000 0,0000000 0,2500000 0.2500000

0.0000000 0.0000000 0.0000000 0,0000000 0,0000000
0.0000000 0.2500000 0,4375000 -0,3125000

0.0000000 0,0000000 0.0000000 0.0000000 0,0000000
0.0000000 0.2500000 -0,3125000 -0,0625000



MATRIZ DADA

2 » 3 « 0 , 0 . 0 , 0 . 0 . 0 4 2 4 1.
3 . 1 . 2 « 0 * 0 , 0 . 0 4 0 4 1 4 o
0 , 2 4 3 « 1 « 0 . 0 , 0 , 0 , 3 , 9
0 . 0 . 1 ♦ 2 « 1 . 0 . 0 , 0 . 1 4 1 4
0 . 0 . 0 . 1 ♦ 1 . 3 « 0 , 0 , 04 1 4
0 * 0 . 0 . 0 . 3 « 1 4 44 0 , 1 4 04
0 . 0 « 0 . 0 , 0 , 4 , 2 . 3 4 1 4 2 4
0 . 0 . 0 . 0 . 04 0 . 3 4 n ♦ 1 4 0 ,
2 « 1 « 3 . 1 , 0 4 1 4 1 4 1 4 2 . 1 *
1 . 2 ♦ 2 ♦ 1 . 1 4 04 o 0 4 1 4 34

MATRIZ INVERSA

0.0649472 0,3540445 -0.1207503 0,0126612 0,2618992
-0*0445487 -0,1788980 0,2811254 -0.0255569 -0,1409144

0 * 3540445 -0,8100821 -0.4091442 0,0293083 -0,7456038
0*0820033 0.3321806 -0,8862837 0.6260258 0,4701055

-0*1207503 -0,4091442 -0.1617820 -0.0199296 -0,6529895
0.1441970 0,3001172 -0,7573271 0 * 6143025 0,2403283

0.0126612 0,0293083 -0,0199296 0.1613130 0,7441970
-043083236 -0,4644783 0,7298945 -0,0663541 0.0194607

0,2618992 -0,7456038 -0.6529895 0.7441970 -1,8283705
0*6037515 1,0403283 -1.9205159 0 * 7200469 0,2729191

-0,0445487 0.0820633 0,1441970 -0 * 3083236 0,6037515
-0,0633060 -0.1805393 0,2837046 -0.0257913 -0.1055100

-0 * 1788980 0,3821805 0,3001172 -0,4644783 1.0403283
-0.1805393 -0.6407972 1,1498242 -0,3772568 -0.0342321

042811254 -0.8862837 -0,7573271 0,7298945 -1,9205159
0,2837046 1,1498242 -1♦6640094 0.8785463 0,33*7 507ú

-0,0255569 0,6260258 0,6143025 -0,0663541 0,7200469
-0,0257913 -0,3772567 0,8785463 -0.6253224 -0,5763189

-0,1409144 0,4701055 0.2403283 0,01.94 607 0,2729191
-041055100 -0,0342321 0,3395076 -0,5763189 0.0241501
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MATRIZ DADA

3♦0 2.0 4. 0 5,0 2.0 1.0 4,0 3.0 1.0 2.0
2.0 1.0 2, 0 3,0 1,0 4,0 -1.0 3,0 -2.0 1,0
4.0 5.0 10. 0 4.0 2.0 -1.0 3,0 1,0 4.0 2.0
0.0 3.0 4 , 0 2,0 5,0 6,0 7,0 1,0 3,0 2,0
4.0 3.0 1. 0 2.0 5,0 2,0 0,0 1.0 3,0 0,0
3.0 3.0 2. 0 1.0 3.0 4.0 6,0 1.0 8,0 1,0
5.0 4.0 3. 0 2.0 7,0 1.0 4.0 5,0 0.0 %ií» + 0
3.0 1.0 4. 0 3.0 1,0 2.0 1,0 5.0 6.0 1.0
4.0 3 + 0 1. 0 2.0 6,0 1.0 4,0 0.0 3.0 2,0
1.0 3.0 1. 0 2,0 4.0 3.0 1,0 4.0 0.0 1,0

MATRIZ INOERSA

0.0490725 0 . 1353450 -0.0304486 -0,0776104 0, 1435351
0.1446619 0 . 1740971 -0,0920194 -0,1531805 --0.2859448

-0.0492592 0 . 0474003 0.1499556 -0.2369708 --0,17.35861
0.2442421 - 0 . 1179741 -0.2275834 0.0624907 0 , 4 v j / 4 6 0 o

-0.0412768 - 0 , 0241454 0,0510292 0.1606988 0.1375314
-0.1121925 0 . 1053978 0 ♦0564603 -0.1823473 --0,2125228

0.2317250 - 0 , 0440762 -0.0282459 -0.0236766 0,0335336
-0.0919457 - 0 . 2149983 0.0157452 0 ♦1348766 0,1359134

-0.0218368 -0. 1467126 -0,0576492 0.1820310 0,1956490
-0.2329968 0, 0466420 0, 1109693 0.0080423 -0 ♦ 0923606

-0.0820125 0, 1831093 -0.0165131 0,0488464 --0.0002923
0,0700050 -0, 0144412 -0♦0236383 -0.0165297 -•0,053734?

0,2170727 -0, 1189900 -0,0669282 0.0542460 0,1120745
0,1038447 0 , 1278601 -0.1219655 -0,2617555 --0.1317395

0.0571283 -0. 0914726 -0,0491813 -0,0174772 0.0224335
0.0206692 0 . 1154624 0.0575989 -0.1897214 0,0653205

-0,0848682 - 0 . 0374888 0,0159479 -0,0274540 -•0 « 0360248
-0.0036619 - 0 . 1125525 0,1325694 0.1734713 0,0920449

-0.4356690 0 , 3571546 0,1298338 -0.1838229 -•0,8109029
-0,0458539 - 0 , 2285306 0.2054266 0.9163642 0,3154522
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