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Resumo

Nesta dissertacao estudamos o conceito de grupoide simplético e sua relacao com a ge-
ometria de Poisson. Seguindo a referéncia [3], mostramos que a base M de um gru-
poide simplético (¢, w) herda uma tnica estrutura de Poisson 7 de forma que o alge-
broide de Lie A(¥) de ¢4 é isomorfo ao algebroide de Lie 7*M canonicamente associado
a variedade de Poisson (M, 7). Posteriormente, introduzimos o conceito de grupoide G-
Hamiltoniano e mostramos que o espaco de 6rbitas de uma acdo de Poisson numa varie-
dade de Poisson integrdvel, é também integravel como variedade de Poisson e, é possivel
construir um grupoide simplético que integra esta variedade de Poisson via reducao de
Marsden-Weinstein para grupoides G-Hamiltonianos. Finalmente, relacionamos nos-
sos resultados com os obtidos por Mikami e Weinstein em [20].

Palavras-chave: acoes Hamiltonianas, algebroides de Lie, variedades de Poisson, grupoi-
des simpléticos.



Abstract

In this dissertation we study the notion of symplectic groupoid and its relation with Pois-
son geometry. Following [3], we show that the base M of a symplectic groupoid (¥, w)
inherits a unique Poisson structure 7 in such a way that the Lie algebroid A(¥) of ¢ is
canonically isomorphic to the Lie algebroid T*M associated to the Poisson manifold
(M, r). Then, we introduce G-Hamiltonian groupoids, proving the main result of this
work which says that the orbit space M /G of a Poisson action on an integrable Poisson
manifold M, is always integrable, when M /G is smooth. Moreover, a symplectic grou-
poidintegrating M /G is constructed via Marsden-Weinstein reduction for G -Hamiltonian
groupoids. Finally, we relate our results with the ones obtained by Mikami and Weinstein
in [20].

Keywords: Hamiltonian actions, Lie algebroids, Poisson manifolds, symplectic groupoids.



Sumario

Resumo

Abstract

Introducao

1 Geometria Simplética

1.1
1.2
1.3
1.4

Variedades Simpléticas . ... ... ... ...
Simplectomorfismos. . .. ... ...
Subvariedades . ....... ... . ...
Espacos G-Hamiltonianos .............. ... ... ...,
1.4.1 AcOes Hamiltonianas . ............ .. ... ...,
1.4.2 ReducdoSimplética ........... .. . i

2 Grupoides e Algebroides de Lie

2.1
2.2
2.3

24

Grupoidesde Lie ... ... ... .. ...
Algebroidesde Lie . ........ ... ... ..
Ofuntordelie . ... ... ... e
2.3.1 O algebroide de Lie de um grupoidede Lie ..................
2.3.2 OfuntordeLieem morfismos ...........................
Integracdo de algebroidesdeLie ............. ... ... ... ... ......

3 Geometria de Poisson

3.1
3.2
3.3

Estruturasde Poisson . .. ........... .
Bivetoresde Poisson . . . ....... .. ...
Morfismosde Poisson . . . .. ... . e
3.3.1 OTeoremadelibermann.....................0uuiuono...

11
12
15
15
16

21
21
26
28
28
31
33



10

4 Teoriade Lie e Geometria de Poisson
4.1 O algebroide de Lie de uma estrutura de Poisson . . . .
4.2 Grupoides simpléticos . ............... ... ...,
4.3 0O algebroide de Lie de um grupoide simplético . .. ..

5 Grupoides G-Hamiltonianos
5.1 AcoOesemgrupoidesdelie ....................
5.2 Acoes Hamiltonianas em grupoides simpléticos . . . . .
5.3 O grupoide fundamental de uma variedade simplética

Conclusao

Referéncias Bibliograficas

...............

...............

44
44
49
56

62
62
63
69

75

76



Introducao

E conhecido que na formulag¢do Hamiltoniana da mecanica cldssica, os objetos geomé-
tricos que representam espacos de fase correspondem a variedades simpléticas. Uma va-
riedade simplética é um par (M, w), onde M é uma variedade diferencidvel e w € Q*(M)
é uma 2-forma em M que é fechada e ndao-degenerada. Similarmente, o estudo de siste-
mas mecanicos com simetrias se traduz matematicamente numa acao de um grupo de
Lie G numa variedade simplética (M, w), preservando a estrutura simplética w € Q*(M).
Se G for compacto e a acdo de G em M é livre, entdo o espago de 6rbitas M /G é uma
variedade diferencidvel, mas ndo necessariamente uma variedade simplética. De fato,
M /G herda uma estrutura de Poisson.

De forma concreta, uma variedade de Poisson é um par (N, {:,-}), onde N é uma va-
riedade diferencidvel e {-,-} é uma estrutura de Poisson na dlgebra de func¢ées suaves
C*(N). Isto é,

{-}: C¥(N)x C*(N)— C*(N)

é um colchete de Lie, tal que, para cada f € C®(N), tem-se que {f,-} € Der(C*(INV)) é
uma derivacdo na dlgebra C*(IV). Por um lado, um resultado clédssico garante que existe
uma correspondéncia 1-1 entre grupos de Lie simplesmente conexos e dlgebras de Lie de
dimensao finita. Por outro lado, a dlgebra de funcdes (C*(N), {-,-}) de uma variedade de
Poisson é naturalmente uma 4lgebra de Lie (de dimensao infinita). Uma questao natural
é a seguinte:

Pergunta 1: Qual é o objeto global associado a dlgebra de Lie(C*(N),{-,-})?

Esta dissertacdo trata esta questdo. Embora a dlgebra de Lie (C*(N),{-,-}) tenha di-
mensao infinita, o fato que {f,-} € Der(C*(IV)) é uma derivac¢ao, para cada f € C*(N),
permite associar a variedade de Poisson (IV, {:,-}) um objeto geométrico de dimensao fi-
nita chamado algebroide de Lie.



O conceito de algebroide de Lie unifica as no¢oes de dlgebra de Lie, folheacao regular
e fibrado tangente, e corresponde a versao infinitesimal do conceito de grupoide de Lie.
Desta forma, a pergunta 1 pode ser reformulada da seguinte maneira:

Pergunta 2: Qual a geometria global associada ao algebroide de Lie de uma variedade de
Poisson?

Neste trabalho, veremos que a versao global de uma variedade de Poisson é um gru-
poide simplético. Um grupoide simplético é um grupoide de Lie munido de uma forma
simplética compativel com a multiplicacdo de grupoide, veja [3]. Grupoides simpléticos
foram introduzidos de forma independente por A. Weinstein e M. V. Karasev em conexao
com problemas de quantizacao. Grosso modo, grupoides simpléticos estdo para grupos
de Lie, como variedades de Poisson estdo para algebroides de Lie.

O objetivo principal desta dissertacao consiste em explicar em que sentido varieda-
des de Poisson correspondem ao anélogo infinitesimal de grupoides simpléticos. Para
tal, usamos a referéncia [3]. Em particular, estamos interessados em descrever grupoides
simpléticos associados a variedades de Poisson daforma M /G, onde M é uma variedade
de Poisson e G é um grupo de simetrias de M.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte maneira:

O capitulo 1, cujas principais referéncias sdo [1] e [6], consiste numa introducao a
Geometria simplética. Definimos variedades simpléticas e apresentamos os exemplos
principais destes objetos. Em seguida, estudamos morfismos entre variedades simpléti-
cas e finalizamos o capitulo com o estudo de espacos G -Hamiltonianos.

No capitulo 2, usamos principalmente as referéncias [5], [8], apresentamos os con-
ceitos de grupoide de Lie e algebroide de Lie. Também explicamos de forma detalhada
a construcao do funtor de Lie entre a categoria dos grupoides de Lie e a categoria dos
algebroides de Lie.

No capitulo 3, usamos [8] e [15], sdo apresentados os conceitos fundamentais da geo-
metria de Poisson. Explicamos a relacao entre estruturas de Poisson e bivetores de Pois-
son e, também estudamos os exemplos principais destas estruturas e o conceito de mor-
fismo de Poisson. Finalmente, mostramos o Teorema de Libermann sobre estruturas de



Poisson na base de uma submersao cujo espacgo total € uma variedade simplética.

O capitulo 4, cujas referéncias foram [3], [8] e [24], é a parte central desta dissertacao.
Explicamos em detalhe a relacdo entre grupoides simpléticos e variedades de Poisson,
seguindo areferéncia [3]. Mostramos que toda variedade de Poisson (V, {, -}) induz cano-
nicamente uma estrutura de algebroide de Lie no fibrado cotangente T*N. Terminamos
este capitulo com um resultado devido a Coste-Dazord-Weinstein [3], que mostra que a
base N de um grupoide simplético (¢, w) = N herda uma tinica estrutura de Poisson de
forma que o algebroide de Lie de ¢ é isomorfo ao algebroide de Lie T*N determinado

por (N) {'r })

O capitulo 5 apresenta os resultados principais deste trabalho. Introduzimos o con-
ceito de grupoide G-Hamiltoniano, isto €, grupoides simpléticos munidos de uma acao
Hamiltoniana compativel com a estrutura de grupoide. Mostramos que o espaco de 6r-
bitas de uma a¢do de Poisson numa variedade de Poisson integravel, é também inte-
gravel como variedade de Poisson e, é possivel construir um grupoide simplético que
integra esta variedade de Poisson via redu¢do de Marsden-Weinstein para grupoides G-
Hamiltonianos. Finalmente, relacionamos nossos resultados com os obtidos por Mi-
kami e Weinstein em [20].



Capitulo 1

Geometria Simplética

Neste capitulo fizemos uma introducao as variedades simpléticas. Comec¢amos defi-
nindo e dando alguns exemplos de variedades simpléticas. Em seguida estudamos mor-
fismos entre variedades simpléticas e subvariedades. Finalmente, estudamos simetrias
de variedades simpléticas e apresentamos o Teorema de Marsden - Weinstein sobre quo-
cientes simpléticos.

1.1 Variedades Simpléticas

Sejam M uma variedade diferencidvel de dimenséo n e w € Q?(M) uma 2-forma em M.
Dizemos que w € ndao-degenerada se, para todo p € M, vale o seguinte: se w,(u,v)=0
para todo u € T,M,entao v=0,v€ T,M.

Definicao 1.1. Uma variedade simplética é um par (M, w), onde M é uma variedade
diferencidvel e w € Q*(M) é uma forma simplética. Isto é, w é uma 2 - forma fechada e
ndo-degenerada.

Observacao 1.1. Se (M, w) é uma variedade simplética e p € M, entdo a forma bilinear
w,: T,M x T,M — R é ndo-degenerada e anti-simétrica. Com isto, se A € a matriz asso-
ciada a w, entdo A é ndo-singular e

(—1)"det(A) = det(—A) = det(A") = det(A).
Decorre do anterior que toda variedade simplética tem dimensao par.
Vamos agora exibir alguns exemplos de variedades simpléticas.

4



Capitulo 1. Geometria Simplética 5

Exemplo 1.1. Seja M =R?*" com coordenadas (x,,--, X,, }1,** , V). Considere a2-forma
n
j=1

Afirmamos que (R*", w,) é uma variedade simplética. Note que w, é fechada, de fato é

j=1

Vejamos que w, é nao-degenerada. Sejav € T, M, tal que w(u, v) =0, para todo u € T,M.

— _ 92 2 :_ ~
Vamos mostrar que v =0. Tome u = a3 = 1,---,n, entio

exata

2 2 |
dxj'(l/)z(l)o(a_yj,U):O:wo(%,y):dyj(y) j=1,---,n.

J
Ouseja, dx;(v)=dy;(v)=0, paratodo j =1,---, n. Isto é, v = 0. Portanto, w, é uma forma
simplética em R".

Exemplo 1.2. Considere o espaco C" = {(z,--,z,) | z;€C,j=1,- ,n}. Usando a iden-
tidade R*" ~ C" dada por (x,y)— x + iy, a forma simplética do exemplo anterior induz
uma forma simplética em C" ~R?*" dada por

. n
lz )
C()OZE de/\de.
j=1

Segue que C" é naturalmente uma variedade simplética.

Exemplo 1.3. Sejam (M,, w,),(M,, w,) variedades simpléticas. Considere M = M, x M, a
variedade produto com as projegoes canonicas

prj:M—>Mj j=1,2.

Entdo w := prjw,; + pryw, define uma forma simplética em M. Observe que w é fechada,
pois
dw=pridw, +pr,dw, =0,

onde usamos o fato de w,, w, serem fechadas. Vejamos que w é ndo-degenerada.
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Sejam (u,, u,),(vy, v,) € T,M, sendo p =(py, p») € My x M,, entdo

W, (U, Up), (v, 1)) = (priwi),, (wy, uy), (11, 1))+ (Pryw,),, (U, Uy), (11, 12))

= (1) (U, 1)+ (wy)p, (U, 1,).

Suponha que (v, 1,) é tal que, para todo (u,, u,) € T,M, tem-se

W, (U1, Up), (01, 1)) = (1), (U, V1) +(W5) 5, (U, 12) = 0.

Entdo, tomando u, = 0 e u, # 0 e usando o fato de w, ser ndo-degenerada, segue que
v, = 0. De modo andlogo, segue que v, = 0. Portanto, w = pr; w, +pr,w, define uma forma
simpléticaem M = M, x M,.

Exemplo 1.4 (Fibrado Cotangente). Seja M uma variedade de dimensdo n com coorde-
nadas (x,,---, x,). O fibrado cotangente de M é definido por,

T*M := ]_[ T*M.

Considere a projegdo canonica:

pr : T"M — M
Sp P

Para cada & p € TP*M , considere a derivada
Dpr(&,): Tz, (TrM)— T,M.
Definimos a 1-forma tautolégica o € Q'(T*M) por,
agp(v) :=¢&(Dpr(&,)(v)), EeT*M,ve T;vp(T*M). (1.1)
A partir disso, definimos a 2-forma canonica ., € Q*(T*M), por
Wean = —da. (1.2)

Proposicdo 1.1. A2-forma w,, € Q*(T*M) é uma forma simplética.

Demonstracdo: De (1.2) segue que w,, € fechada. Vejamos que w.,, é ndo-degenerada.
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Considere coordenadas(x,,---, x,)) em M. Isto induz coordenadas locais(x,,--- , X,, &1,

em T*M, onde cada ponto &, € TyM tem a expressdo

= E;dx;(p).
j=1

Considere a seguinte base para T (T*M):

B 0 o 0 0
\ox,’ ox, 08, '0&,)°

Entdo, temos a seguinte expressdo local para a 1-forma tautologica

a:igjdxj.
j=1

+Sn)

Localmente o = Z?Zl (a;jdx;)+ Z?Zl (b;d&;), ondea;, b; € C*(M) serdo determinadas a

seguir. Note que,

0 1% 0
Dpr - == e Dpr = =0.
P (gp)(axj 5!)) axj p P (gp)(agj gv)
Logo
0 0
e = o5, J-<(oreenl 51, )
%
= 5(5_;@ p)—ij(ﬁp)
Ou seja, &; = a;, para todo j = 1,---,n. De modo andlogo, temos que f3; = 0, para todo

j=1,---,n. Portanto,
n
j=1

Logo,
Oen=—da=Y _dx;NdE;.
j=1

Ou seja, localmente, w,, é a forma simplética canénica em R?*". Portanto w.,, é uma
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orma simpléticaem T*M. O
[ p

Seja M uma variedade diferenciavel. Denotamos por QF(M) o espaco das k-formas
em M. Dado um campo de vetores X € X(M ) temos os seguintes operadores:

1. Contracao:
ix @ QM) —  QFY(M)
n — T,(X,,,)

2. Derivada de Lie: Seja ¢, : M — M o fluxo de X, para t € (—¢, €), com € suficiente-
mente pequeno. Entio,

£ QM) —  QFM)
d

o g tzo%n-

A derivada de Lie e o operador de contracao estao relacionados através da Férmula de
Cartan:

Exn=d(1xn)+1x(dn). (1.3)
Para uma demonstracdo da féormula de Cartan veja [23].

Exemplo 1.5 (Orbitas Coadjuntas). Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. A repre-
sentagdo coadjunta de G em g* é dada por

k: G — GUlg*)
g = kg: g* - g*
£ = (Adgyog,

Seja & € g* e considere Oy a Orbita coadjunta que passa por &. Entdo,
T:0: = {ad’;i; ue g}.
De fato, sejam £ € g* e u € g. Considere a seguinte aplica¢do

E(1) = kq(1)(&),
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sendo, g :10,1] — G tal que g(0) = e € G e g'(0) = u. Entdo £(t) é uma curva em O que
satisfaz £(0) = &. Sendo assim,

d d

dr r=0<g(t)' v)= dt t:0<g’Adg‘1(t)(V)>-

Logo,
(£'(0), v) =—(&,ad,(v)) =—(ad; (&), v)

para todo v € g. Portanto £'(0) = —ad’ () e segue que
T:0: ={ad’ &; u € g}.
A partir disso, definimos uma forma bilinear, anti-simétrica em T: Oz, por

we(ad; (&), ad; (8)) = (S, [u, v]). (1.4)
Desta maneira, obtemos uma 2-forma em 0.
Proposicdo 1.2. Seja 6 € 0;, arbitrdrio. Entdo O: admite a seguinte estrutura simplética:
ws(ad’ (0),ad’(0))=(0,[u, v]).
Demonstracao: Para todo u € g e 0 € g* temos a representagdo coadjunta de g em g*
ad*: g — End(g")

u — ad: g — g

5§ — 6&oad,.

*

Vamos verificar que w € Q*(0;) é suave. Observe que w é invariante por tranformagoes
coadjuntas. De fato, sejam u,v € g e 6 € g*, como a agdo adjuntaAd, : g — g preserva
colchetes de Lie, entdao

(Ad1(6), [Ad,(u), Adg(v)]) = (Ad;-.(6), Adg[u, v]) = (6[u, v]).

*
gfl
Além disso, estas agoes sdo transitivas em O:. Ou seja, w € Q*(0:) é suave.
Precisamos verificar que w estd bem-definida, poisad, : g* — g* é um campo de vetores
emg. Sejam
* * * * *
ad’ (6), ad’(5), ad"(8), ad’(5) € ¢°,
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tais que
ad’ (0)=ad’(0) e ad)(0)=ad}(d).
Entdo,
w(ad’ (6),ad’ (6))=(6,[u, v])=(6,[u, 7]) = w(ad,(06),ad}(0)).
Ou seja,

w(ad* (8),ad"(5)) = w(ad’(5), ad(5)).

Portanto, w estd bem-definida.
Note que w é ndo-degenerada. Suponha que, para cada ad;(0), 6 € g*

w(ad (&), ad*(5)) =0,
entao, de(1.4), temos
(6,[u,v])=0.

Mas,
(0,[u,v])=(0,ad,v)=6o0ad,(v)=ad; (0)(v)

para todo v € g, ou seja, ad’,‘;(5 )=0. Portanto, w é ndo-degenerada.
Finalmente w é fechada. Para u € g arbitrdrio, temos que d u define uma 1-forma em
g%, tal que, para quaisquern € g* e 6 € g*, temos,

(du),(0)=o(u),

Logo,
(du),(ad’(6))=ad;(0)(u)=(6cad,)(u)=0(ad,(u))= (1.5)
=o([v,ul)={(6,[v, ul).

Por outro lado,
(taar(5yw)(ad; (0)) = w(ad,(6),ad; (6)) = (0, [u, v]). (1.6)

Ou seja, de (1.5) e (1.6), segue que

lLgw=—du.
u
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E com isso temos que 1,4+ w € exata. Entdo d (zad»; w) = 0. Pela férmula de Cartan, segue que
Lad dw= Lagr 0 — d(lad;; w)=0.

Isto é, para cada u, w € g temos que d(w(ad’ , w)) =0, ou seja, dw = 0. Portanto, w é uma
2-forma fechada e temos que w é uma forma simplética em 0. O

1.2 Simplectomorfismos

Nesta secao introduzimos o conceito de morfismo entre variedades simpléticas.

Definicao 1.2. Sejam (M,, w,),(M,, w,) duas variedades simpléticas da mesma dimensao.
Um difeomorfismo ¢ : M, — M, é um simplectomorfismo entre (M,, w;) e (M., w,) se
Y*w, = w;. Isto é, para cada p € M, e u,v € T, M,,

(w2)ypm(D(plu, Dp(p)v)=(wi),(u,v).

Sejam M,, M, variedades diferencidveis. O objetivo do préximo resultado é mostrar
como um difeomorfismo entre variedades diferencidveis induz um simplectomorfismo
entre os fibrados cotangentes correspondentes. Para isto, considere ¢ : M; — M, um
difeomorfismo. O levantamento cotangente de ¢ é a aplicacao

¢ =D "V :T*M, — T*M,.

Note que o diagrama
T*M, —— T*M, ,

jprl Lprz
Y

Ml —_— M2
comuta, onde pr;: T*Mj — M]-,j = 1,2, sao as projecoes canodnicas.
Proposicao 1.3. Sejam a,,a, as formas tautolégicas em T*M, e T*M,, respectivamente.

Entdo
Ak _
Pra, =a;.
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Demonstragdo: Sejam p; € M; e £; € T*M;, j =1,2. Sabemos de (1.1) que

(a (g] =¢;(Dpr;(&;)y,)

pelo visto no Exemplo (1.4). Se ¢(&,)=&,ev e ]Eil)m (T*M,),

(9*ar). (v) = (az)z( )(v =E,(Dpr,y(E:)) (D P(E1)(v))

(Dpr(E)) (D e(p))(E2)(v)
= (Dpr, (&) (E1)(v)
(al)gl(V)-

O

Seja w; =—da; € *(T*M;), a 2-forma canonica em T*M;, j = 1,2. O seguinte resul-
tado é consequéncia imediata da proposicao anterior.

Coroldrio 1.4. O difeomorfismo ¢ : T*M, — T*M, é um simplectomorfismo.

Demonstracao: Basta observar que

@*w, = P*(—day) = ¢p*(d(—ay)) =—d (¢p*ay) =—da, = w,.

1.3 Subvariedades

Diremos que (V,£2) é um espaco vetorial simplético quando V é um R-espaco vetorial
munido de uma forma R-bilinear 2 que € anti-simétrica e ndo-degenerada. Considere
W C V um subespaco vetorial. O ortogonal simplético de W é o conjunto,

Wh={ueV|Qu,v)=0, ve W}.

Diremos que W é um subespaco:

1. Simplético se W N W ={0};
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2. Isotrépico se W C W¥;
3. Coisotrépico se W& C W;
4. Lagrangiano se W = W9,

Observacao 1.2. Se W é um subespaco isotropico de V, entao dimW < %dimV. Com
isto, subespacos lagrangianos sdo subespacos isotropicos de dimensao maxima.

Definicao 1.3. Seja (M, w) uma variedade simplética. Uma subvariedade N — M é dita
lagrangiana (respectivamente simplética, isotrépica e coisotrépica) se, paratodop € N, T,N
é um subespaco lagrangiano (respectivamente simplético, isotropico e coisotropico) de
(T,M,w,).

Para os préximos exemplos vamos considerar o fibrado cotangente munido da estru-
tura simplética definida pela férmula (1.2).

Exemplo 1.6. Considere a sec¢do nula Z do fibrado cotangente T*M definida da seguinte
forma
Z: M — T*M
p — (p0,).
Vejamos que a imagem de Z é uma subvariedade lagrangiana de T*M . De fato, sabemos
que localmente, a forma simplética em T*M tem a seguinte expressao,

n
wcan:de]'/\dgj,
j=1

como cada &; = 0 em Z, segue que w,y,|, = 0. Além disso, como os pontos em Z sdo da
forma (p,0,), entdo, dimZ = dimM = %dim(T*M ). Portanto, Z é subvariedade lagrangi-
anade T*M.

Exemplo 1.7. Cada fibra M do fibrado cotangente T*M é uma subvariedade lagrangi-
anade T*M . De fato, temos quedim( Tp*M )=dimM = %dim( T*M). Vejamos que wcaan; M=
0. Sejam (x,,-+-, x,,&1, -+, &,) coordenadas locais em T*M , entéo, nessas coordenadas,

wcan:de]/\d&:]
=1
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Como p € M estd fixado, entdo as coordenadas x;, em IyM, para todo j =1,---,n, sdo
constantes. Logo d x le; v =0, dai, wcaan; v = 0. Portanto, cada fibra Tp*M de T*M é uma
subvariedade lagrangiana de T*M .

Exemplo 1.8. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e N — M uma sub-
variedade de dimensdao k. Entao o fibrado conormal de N, definido por,

C*N={(p,£)e T"M |peM,E€ T;M e £l =0}

éuma subvariedade lagrangiana de(T*M , w,,). De fato, tome coordenadas locais(x,,- - , X,,)
em M tais que(x,,---, X;) sGo coordenadas induzidasem N e(x,, -+, X,,&1,:++,&,) sd@o co-
ordenadas induzidas em T*M. Da defini¢do de C*N, temos que (X1, , Xi, Exs1r " En)
sao as coordenadas induzidas em C*N. Entdo, dim(C*N) = dimM = %dim(T*M ). Veja-

mos que W q,| c+n = 0. Sabemos que w.,, = —d a, entdo basta verificar que |« = 0. Como,

a:iéjdxj
j=1

entdo claramente a|c+y = 0. Portanto, C*N é uma subvariedade lagrangiana de T*M .

localmente,

Sejam (M, w,) e (M,, w,) duas variedades simpléticas. O proximo resultado nos da
uma condic¢do para verificar quando um difeomorfismo ¢ : (M, w;) — (M,, w,) é um
simplectomorfismo.

Proposicao 1.5. Sejam (M, w,), e (M,, w,) duas variedades simpléticas. Um difeomor-
fismo ¢ : My — M, é um simplectomorfismo se, e somente se, Graf(p) := {(p, e(p)|pe Ml}
é uma subvariedade lagrangiana de M, x M ,, onde M , estd munida da forma simplética

(—wy).

Demonstragdo: Vejamos que Graf(y) ¢ M, x M, é subvariedade lagrangiana. Note que
dimGraf(¢) = dimM, = :dim (M, x M,). Além disso,

Tty o(pyGraf(e) = Graf(D ¢ (p)) € T, M, x T,,)M.

Para mostrar que Graf(y) é isotrépico considere (u, D p(p)u), (v, D p(p)v) € T, o,y Graf(y).
Entao,

w(p,(p(p))(u’ D@(p)u)»(V»DCP(P)V) = (wl)p(u’ V)_(O)z)g;(p)(DSO(P)u’D‘P(P)U)



Capitulo 1. Geometria Simplética 15

Dali, w|gragy) =0 se, € somente se, p*w, = w;. [

1.4 Espacos G-Hamiltonianos

1.4.1 Acoes Hamiltonianas

Definicao 1.4. Sejam (M, w) uma variedade simpléticae) : G x M — M uma agdo suave
de um grupo de Lie G em M. Diremos que Y é uma agdo simplética, se para todo g € G,
Yo: M — M,p— (g, p), éum simplectomorfismo.

Se g é a dlgebra de Lie de G e u € g, considere u,; € X(M) o gerador infinitesimal
associado a u, cujo fluxo € ¢, =Y ey 1. : M — M. Logo,

d

d
= — * :0,
dt t:Ow @ @

w expit-u _Et:O

Um

pois aacao de G em M é simplética. Além disso, como w é fechada, segue da férmula de
Cartan que
0=¢,, (0)=d(,, w).

M

Ou seja, para cada u € g, a 1-forma 1,,,w € Q'(M) é fechada. Estamos interessados em
encontrar primitivas de 1, , . A seguinte defini¢do aponta nesta direcdo.

Definicao 1.5. Dizemos que a agdo simpléticay) : G x M — M é uma acdao Hamiltoniana
se existe uma aplicagdo, que chamaremos de aplicacd@o momento, u : M — g* que satifaz:

1. u é equivariante com respeito a agdo coadjunta. Isto é, para cada g € G, o diagrama

MYy
w 7
Ad*_,
g *

g—g
é comutativo.
2. Para cada u € g a fungdo
u“: M —R
p —ulp)(u)
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satifazdp* =1, w.
Neste caso (M, w, G, u) é denominado um espac¢o G -Hamiltoniano.

Definicao 1.6. Sejam (M, w) uma variedade simplética e f € C*(M). O campo Hamilto-
niano de f é o uinico campo de vetores X, € X(M) tal que

leC():df. (17)

Observacgao 1.3. Pode-se mostrar, pela ndao-degenerescéncia de w, que X, estd bem-
definido.

Observacao 1.4. Para todo X € X(M), segue de (1.7) que
w(Xf,X):zXfw(X)zdf(X)zX(f)zSX(f). (1.8)

Observacao 1.5. Se (M, w, G, u) é um espaco G-Hamiltoniano, para cada u € g o campo
Uy € X(M) é o campo Hamiltoniano de u* € C*°(M).

Exemplo 1.9. Seja (M, w, G, u) um espago G -Hamiltoniano. Denote por s : M — M a
acdo Hamiltoniana de G em M. Sabemos que (M x M,), onde Q) = priw—pr,w, é uma
variedade simplética. Entao, se g € G, a aplica¢do
®,:MxM — MxM
(pq) — (l/)g(p)v lpg(q));

define uma acédo Hamiltoniana de G em M x M, com a seguinte aplicacdo momento:

J:MxM — g"
(p,g) — wplp)—u(q).

1.4.2 Reducao Simplética

Nesta secdo estamos interessados em construir quocientes na categoria de variedades
simpléticas. Para tal, vamos considerar um espaco G-Hamiltoniano (M, w, G, u), com
acdao Hamiltoniana i, : M — M, g € G. Para demonstrar tal fato, precisamos de alguns
resultados:
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Lema 1.6. Suponha que0 € g* é um valor regular de u e que G age livremente em u~(0).
Entdo T,u~'(0)=(T,0,)°, onde 0, C M é a érbita que passa pelo ponto p € u~'(0).

Demonstrac¢dao: Como a acdo de G em M ¢ livre, entdo 1,0, = {uy(p) | u € g}. Logo

vekerDu(p) <& (D,u(p)v,u) para cada u € g,
v

< w(uy(p) v)
& ve(T,0,)°

=0
=0

Portanto,
(T,0,)° =T,u"(0).
O

Lema 1.7. Seja (V,Q)) um espaco vetorial simpléticoe W C V um subespago isotrépico.
Entdo Q induz uma estrutura simplética canénica Q..q em W*/W.

Demonstracdo: Sejam [u],[v] € W/W. Defina,
Qred([ Lt], [ V]) = Q(u’ U)-
Vamos mostrar que {24 estd bem-definida. Para tal, observe que para cada w,, w, € W,

QAu+w,v+w,) = Uu,v)+Qu, w,)+QAuw,, v)+Quw,, w,)
= Qu,v)

pois Q(u, w,) = QAwy, v)=Qw,, w,) =0, ja que u, v e W w, w,e W e w,y, w, €[0].
Falta mostrar que Q.4 é ndo-degenerada. Suponha que

Qred([u]r[v])zoy [u] EWQ/W.
Queremos mostrar que [v]=[0]. Mas
Q(u’ V) = Qred([u]r [ U]) = 0,

Segue da ndao-degenerescéncia de €2 que [v]=[0]. O
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Feito isso, podemos agora dar uma demonstracao para o teorema a seguir, devido a
Marsden, Weinstein e Meyer.

Teorema 1.8 (Reducao Simplética. [19],[17]). Seja(M, w, G, u) umespago G -Hamiltoniano
para um grupo de Lie G compacto. Suponha que 0 € g* é valor regular de u. Seja 1 :
u(0) — M a inclusdo canénica. Assuma que G age livremente em u~'(0). Entdo,

1. Oespaco de 6rbitas M,.q = u~'(0)/G é uma variedade diferencidvel;

2. Existe uma tinica forma simplética w..q em M4 tal que,
1" = Priweq-

Demonstracao:

1. Como 0 € g* é valor regular de u : M — g*, entdo u'(0) é uma subvariedade de M.
Além disso, a acdo de G em u~'(0) é livre e G é compacto, dai,

Mg =p~'(0)/G

é uma variedade diferencidvel. Para tal fato, consulte [6], Teorema 23.4.

2. Vamos mostrar que T, 0, € subespago isotropico de T, M. Sejam u,,(p), vm(p) €
T, 0, quaisquer, entao,

@, (tp(p), vy (p)) = W (p) = {u(p),[u, v1)=0.

Portanto, a)plTpﬁp =0, ouseja, T,0, C (T,0,)° = Tp,u_l(O). Segue do Lema (1.7), que
existe w,eq em (T,u~"(0))/ (T,0,) nao-degenerada. No ponto [p] € M,.q temos que

7fp]]wred = (Tp.u_l(o))/( Tp 0p)°

Vejamos que vale 1*w = pr*w,.q. Sejam p € u~(0) e u, v € T,u~'(0), entao,

(t*w),(u, v) = w, (Diu(p)u), Di(p)(v)) = w,(u, v).



Capitulo 1. Geometria Simplética 19

Por outro lado,

(pr*wred)p(u’l}) = wred[p] (Dpr(p)(u),Dpr(p)(v))
= wred[p]([u]»[v])

= wy(u,v)

Portanto,

1" = Prw,eq.

Falta mostrar que w,.q € fechada. Mas isso segue de 1*w = pr*w,q, € do fato de
pr*: Q*(M,.q) — Q*(u~1(0)) ser injetora, pois

pr*(dwred) = d(pr*wred) = d(l*w) = l*(d(x)) =0.
O

Definicao 1.7. A variedade simplética (M4, Wreq) € chamada o quociente de Marsden-
Weinstein de (M, w) com respeito a(G, u).

Este resultado nos dd um método para achar novas variedades simpléticas a partir de
variedades simpléticas conhecidas. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.10. Considere a variedade simplética (C", w,) do exemplo (1.2)

Em coordenadas polares, x; = r;cos(0;) e y; = r;sin(0;). Nestas coordenadas, temos a se-
guinte expressdo para w,

O grupoS' age em (C", w,) via
Yexplin)(2) =exp(it)z.

O gerador infinitesimal associado é

u—i+ +a
M™ a0, 00,
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Considere a aplicacdo u : C" — R, dada por u(z) = —%. Como S! é abeliano, a acdo
coadjunta é trivial. Além disso, u é invariante por rotagdo. Segue que

pop,=u, t€R.
Precisamos verificar que vale
Ly, W=dU.
Como
nox2+ y]? n r]?
‘U(Z) = 2 = ?)
j=1 j=1
entao .
du= —ZZE]d I

Por outro lado

E segue que

Alem disso,

E com isso temos que
Mred — SZn—l/Sl — C]P)n_l.

Pode-se mostrar que,

Wyeq = Wes,)

onde (wgs);1= 50 dlog(|z|?) é a 2-forma de Fubini-Study em CP""', para tal consulte|[6).

i
2



Capitulo 2

Grupoides e Algebroides de Lie

Neste capitulo introduzimos o conceito de grupoides de Lie e suas versdes infinitesimais,
isto é, algebroides de Lie. Construimos o funtor de Lie entre a categoria de grupoides de
Lie e a categoria de algebroides de Lie. Finalizamos este capitulo com alguns resultados
sobre integracao de algebroides de Lie.

2.1 Grupoides de Lie

Definicao 2.1. Um grupoide sobre um conjunto de pontos M é um conjunto<, munido
de aplicagoes estruturais s, t : ¢ — M (source, target), um produto parcialmente definido
m: 9, — ¥, onde9y = {(g, h)e9 x9|s(g)= t(h)}, uma se¢do identidadec : M — 4 e
uma inversdo 1 : 9 — 9, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (g-h)-k=g-(h-k);
2. s(g-h)=s(h)et(g-h)=1(g);
3. £(1(g))-g =g =8-£(s(8));
4. g-1(g)=¢(t(g))
5. 1(g)-g=¢(s(g));
Em geral, escrevemos 1(g) =g .

Diremos que ¢ € o conjunto das flechas e que M é o conjunto dos pontos de base, ou
simplesmente, base do grupoide ¢¥. Denotaremos um grupoide ¢ sobre um conjunto M
por¥Y =M.

21
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Exemplo 2.1. Um grupo G é um grupoide sobre um conjunto unitdrio M = {p}. Neste
caso as aplicagoes source e target sdo constantes, a multiplicagdo m(g,h)=g - h é a mul-
tiplicacdo do grupo G, e(p)= e € G éa identidade do grupo G ei1(g)= g~ é a inversdo do
grupo G.

Exemplo 2.2. O grupoide trivial M = M.
e As aplicagoes source e target sao s,t =1dy; : M — M.

e O produto é definido da seguinte maneira,
m(p,p):=p.

e A secdo identidade é,

e A inversao é,

pl—)

=

Exemplo 2.3. O grupoide do par M x M = M.

e As aplicagoes source e target sdo:

s : MxM — M
(p,q) —

=

tr : MxM — M
(p.q) — q.

e Como (M x M)(z) = {(Pp G),(poy ) EM x M | py = qz}, definimos o produto da se-
guinte maneira,

m((q, p2),(p1, q)) == (p1, P2)-

o A secdo identidade é,
e : M — MxM

p — (pp)
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o A inversao é,
1 : MxM — MxM

(p.q) — (q,p).

Exemplo 2.4. O grupoide fundamental (M) = M,
(M) ={la]|a:[0,1] = M}.

onde cada |a)] é uma classe de homotopia de uma curva a :[0,1] — M com extremos fixos.
e As aplicagoes source e target sdo,

s : IM) — M
[a] — «(0)

t : IM) — M
[a] — a(l).

o Temos que (I1(M)),) = {([a], (B elI(M) xII(M) | a(0)= [3’(1)} . A multiplicacéo é
[e]-[B]:=[a-B],
onde a - B é a curva obtida através da concatenacdo de caminhos.

e Asecdo identidade é
e : M — II(M)

p — [pl

onde|p] é a classe de homotopia do laco constante

o A inversdo é
1 [I(M) — II(M)

[a] — [a7'],
ondea (r)=a(l1—r),r €[0,1].

Agora, apresentamos o conceito de morfismo entre grupoides. Se ¥ = M, 7 = N
sdo dois grupoides, denotamos por s, ¢, m, €, 1 as aplicacoes estruturaisem ¢, 7#, quando

nao houver ambiguidade.
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Definicdo 2.2. Um morfismo entre grupoides é dado por aplicacoes®:4 — ¢ ep : M —
N tais que, paracada g, g,,8, €9, com s(g,)=t(g)

4. O(g1-8) =D(g1) P(g2)

Neste caso, é comum dizer que ® : ¥ — 2 é um morfismo de grupoides cobrindo
¢p:M—N.

Exemplo 2.5. A aplicacdo

sxt: II(M) —MxM
[a] +—(a(0),a(1))

é um morfismo de grupoides entre o grupoide fundamental e o grupoide do par. Explicita-
mente® =s x t,ondes, t :1I(M)— M, sdo o source e o target em I1(M), respectivamente,

Observacdo 2.1. E importante observar que s x ¢ é um morfismo de grupoides quando
trocamos I[1(M) por um grupoide ¢ qualquer.

A partir de agora estaremos interessados no caso em que ¢ e M sao variedades dife-
renciaveis.

Definicao 2.3. Um grupoide de Lie é um grupoide Y = M, onde 9 e M sao variedades
diferencidveis, as aplicacoes estruturais sao diferencidveis e s,t : ¢ — M sdo submersoes
sobrejetoras de9 em M.

Observacao 2.2. A condicaode s, t : 4 — M serem submersoes sobrejetoras garante que
92 CY x¥ é uma subvariedade de ¢4 x ¢. Portanto, requerer que m : ¢4, — ¢ seja suave
faz sentido.

Exemplo 2.6. Um grupo de Lie G é exatamente um grupoide de Lie cuja base é um con-
junto unitdrio.
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Exemplo 2.7. Se M é uma variedade diferencidvel, o grupoide do par M x M = M é um
grupoide de Lie.

Exemplo 2.8. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo o fibrado cotangente T*M tem
estrutura de grupoide de Lie sobre M, definida da seguinte maneira:

e As aplicacoes source e target sao dadas pela proje¢do canénicapr: T*M — M.
o Como(T*M)y = {((pl,gl),(pz, E))EeT*M x T*M | p, = pz}, definimos a multiplica-
¢doem T*M da seguinte forma

m((p,&1),(p, &) =(p, &1 +&>).

e A secdo identidade é
e : M — T*M
p — (p,0,).
e Ainversdo é
1 . T"M — T*M

Exemplo 2.9 (Grupoide de transformacao). Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade
diferencidvel. Considereumaacao) : GxM — M deG em M. Entdo G x M é um grupoide
de Lie sobre M com a seguinte estrutura:

e Considere o source da seguinte maneira:

s : GxM — M
(&p) — p

e o target
tr : GxXxM — M

(& p) — Ygp)

o Como (G x M)y ={((81, 1), (82, P)) €(G x M) x (G x M)| py =1 4,(p,)}, entdio,

m((81, Y, (P)) (82, P)) :=(81 " &2 P)-
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e Asecdo identidade é
e : M — GxM

p — (e p)
e Ainversdo é
1 : GxM — GxM
(&,p) — (g ygp)).

Exemplo 2.10. No exemplo anterior, se M = g* e a acdo de G em M é pela acdo coadjunta
obtemos um grupoide de Lie G x g* = g*.

Exemplo 2.11. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo o grupoide fundamental é um
grupoide de Lie. De fato, como s x t :II[(M)— M x M é um recobrimento diferencidvel
de TI(M), entdo I1(M) admite estrutura de variedade diferencidvel, que torna I1(M) um
grupoide de Lie.

Definicao 2.4. Um morfismo entre grupoides de Lie ¢ — M, — N, é um morfismo
entre grupoides, ® : ¢ — ¢ cobrindo ¢ : M — N, onde® e ¢ sdo aplicagoes diferencidveis.

Exemplo 2.12. Se M é uma variedade diferencidvel, entdo s x t :1I(M)— M x M é mor-
fismo de grupoides de Lie.

2.2 Algebroides de Lie

Nesta secdo introduzimos o conceito de algebroide de Lie e apresentamos alguns exem-
plos.

Definicao 2.5. Um algebroide de Lie sobre uma variedade M é uma tripla (A, p,[-,]4),
onde A — M ¢é um fibrado vetorial, p : A— TM é um morfismo de fibrados (aplicagdo
dancora) e|-,], é um colchete de Lie no espaco de secoes'(A) de A, tais que vale a regra de
Leibniz,

[a,f-Dla=f-la,bla+Lya)(f) b,

paracadaa,b €l'(A) e f € C*(M).

Proposicao 2.1. Seja (A, p,[-,-]4) um algebroide de Lie sobre M. Entdo a ancora p : A —
T M preserva colchetes, isto é, para cada a, b € I'(A) tem-se

pla,bl,=[p(a),p(b)],



Capitulo 2. Grupoides e Algebroides de Lie 27

onde o colchete do lado direito é o colchete de Lie de campos vetoriais em M.

Demonstracgdo: Sejam a, b,c € Ae f € C*(M). Sabemos que

pla,bla(f)=Loiap,(f) 2.1)

[p(a), p(D))(f) = Lo Loim)(f)—Loin)(Lpa)(f)) 2.2)

Dai, pela identidade de Jacobi e regra de Leibniz:

0 = [la,bla f-clat+llb, f-clyals+Ilf-c,ala bls
= f-lla,bly,cla+Loap,(f)-c+1f-[b,claala+[Lom)(f)-c,ala
- f'[[a’C]A’b]A_[Sp(a)(f)'crb]A
= f-lla,blaclat Lo, (f)c—f-la,[b,clala—Loa)(f)-[b,cla
— Lom(f)la, cla—Lp)(Lpow)(f))-c+ f-[b[a,clala—Lpom(f)-la, cla
+ o) b, clat L) (Lpa)(f))-C
= Loab1, () ¢ (L)L) € — L)L) f))- ).

Como a, b, c e f sdo arbitrérios, segue, de (2.1) e (2.2), que

pla,bly=[p(a), p(b)].

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 2.13. Uma dlgebra de Lie é exatamente um algebroide de Lie sobre um ponto.

Exemplo 2.14 (Algebroide candnico). Seja M uma variedade diferencidvel, entdo o fi-
brado tangente TM — M é um algebroide de Lie: a dncora é a aplicacdao identidade,
Id7p : TM — TM e o colchete de Lie é o colchete de Lie usual para campos vetoriais em
M.

Definicao 2.6. Sejam (A;, p1,[",°]4,) €(Az, P2,[,14,) algebroides de Lie sobre a mesma vari-
edade base M . Um morfismo entre algebroides de Lie ¢ um morfismo de fibrados vetoriais
U: A, — A, tal que:

1. pyoW=py;
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2. sea,b €A, entdoVa,bly, =[¥(a),¥(b)],

9"

Um isomorfismo de algebroides de Lie é um morfismo de algebroides de Lie que é
invertivel.

Observacao 2.3. Existe o conceito de morfismo entre algebroides de Lie sobre bases dis-
tintas, para tal consulte [22]. Porém, neste trabalho é suficiente estudar morfismos entre
algebroides de Lie sobre a mesma base e cobrindo a identidade.

2.3 O funtor de Lie

2.3.1 O algebroide de Lie de um grupoide de Lie

Seja ¥ = M um grupoide de Lie, com source s e target t. Para todo g €%, com s(g)=p
e t(g) = q, a translacdo a direita pelo elemento g é definida por

R, : s7'(q) — s7'(p)
h +— h-g.

Um campo vetorial X em ¢ € invariante a direita se X € tangente as s-fibras e
Xj.g = DRg(h) X,

para cada g € ¢, com h € s7!(#(g)). O conjunto dos campos invariantes a direita serd
denotado por X%(%¢). Como s : 4 — M é uma submersao sobrejetora, temos

T,s'(s(g)=kerDs(g),  ge¥.
Em particular, se p € M, tem-se

T,s”'(p)=kerDs(p).

Observe que, campos invariantes a direita em ¢ estdao completamente determinados
pela sua restricdo a secdo identidade M — ¥. De fato,

Xg = Xi(g)g = DRy(£(8)) Xy (g).
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Portanto, podemos identificar campos invariantes a direita em ¢ com as se¢des do fi-
brado vetorial ker D s|,; — M. Considere o fibrado vetorial sobre M

A(¥9):=kerDs|,,.

Nosso proximo passo € definir uma estrutura de algebroide de Lie em A(¥). Para cada
a €I'(A(9)), considere o campo de vetores em ¢ dado por:

ag’ :=DRy(t(g))a;q, L€Y

Vejamos que a” é um campo invariante a direita em ¢. De fato, sejam g, h € ¢ tais que
s(h)=1t(g), entao

= D(RgoRy)(t(h))a,m

= DRy t(h-8)anyg

.
aj -

g

Com isto, temos uma aplicacdo R-linear

F : TAY¥) — xR9)

a —  a’.

Vejamos que F : I['(A(¥)) — XR(¥) é bijetora. Para mostrar que F é injetora considere
a € ker F, entao,
a"=0.

Isto €, DR,(#(g))a ) =0, para todo g € 4. Como R, : s71(t(g)) — s7Y(s(g)) é um isomor-
fismo, segue que a,) = 0, para todo g € 4. Portanto a = 0 e com isto temos que F é
injetora. Vejamos que F é sobrejetora. Seja X € X%(¥), entdo

X :Xt(g}g:DRg(t(g))Xt(g) geg
Vejamos que X = a’, para algum a € I'(A(¥)). Defina,

a : M — AY9)

p — X,



Capitulo 2. Grupoides e Algebroides de Lie 30

Entdo, X, = DRy(#(g)) X, = DRy(1(g))ag) = ag. Portanto, F € sobrejetora. Com isto,
temos um isomorfismo,
[(A9) ~ xF(@).

Analogamente ao caso de grupos de Lie, temos que X%?(¥¢) é fechado com respeito ao col-
chete de Lie de campos vetoriais. Dai, o isomorfismo X#(¥4) ~I'(A(¢)) induz um colchete
de Lie em I'(A(9)).

Definicao 2.7. Dados a, b € T'(A(9¥)), definimos o colchete de Lie em A(¥) por
[a, b]z(%) =[a",b"].

Com esta definicao temos um colchete de Lie em secdes de A(¥). O préximo resultado
nos garante a existéncia da ancora p : I'(A(¥4))— T M.

Proposicao 2.2. A aplicacdo
p:T(A¥Y)— TM,

obtida pela restricdode Dt : TY — TM a A(¥)=ker Ds|,, C TY satisfaz a regra de Leib-
niz. Istoé,sea,b €T'(A(¥)) e f € C*(M)

[a’f'b]A(%):f'[ayb]A(%)'i_'gp(a)(f)' b.
Demonstracao: Sejam b €['(A(¥)) e p € M arbitrarios, entao, se f € C*(M)
(f-b)(p)=f(p)-b,=f(t(p))-b; =(fot)p)-b,=(fot)-b"(p).

Ou seja,
(f-b) =(fot)-b". (2.3)

Além disso, sejam a, b €T (A(¥)) e f € C*(M), entao

Lar(for)(g) = D(fot)glay)

g)p(ay) (2.4)
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Segue das igualdades (2.3) e (2.4), que

[a,f-bly, = la",(f-b)]=la",(for) b
(fot)-[a",b"]+ L4 (fot)-b
(fot)-[a, br]-l-ﬂ an f-br

= (fot)-[a",b"]+[(p(a)),(f-b)
(fot)-la, b]A(w)‘i‘[P f b) ]A(w)
(f-la, blyg) + (Lo@(f b))

OJ

Definicdo 2.8. Atripla(A(9), p,[,-]a«)) é denominada o algebroide de Lie do grupoide de
Lie¥. Denotaremos (A(9), p,[","1a«)) simplesmente por A(9).

Seja (A, p,[-,-]4) um algebroide de Lie sobre M. Dizemos que A é integravel se existe
um grupoide de Lie ¥ = M tal que
A~ A9).

2.3.2 O funtor de Lie em morfismos

Sejam ¥, 7¢ grupoides de Lie sobre a mesma base M e ¢ : 4 — 7 um morfismo de
grupoides de Lie cobrindo a identidade. Para todo g € ¥,

D(I)(g) ng—> Ib(g)%'

Como ®o £ = ¢ segue que,
Do(p): 1,9 — T,

Por outro lado, da identidade s,, o ® = s, segue que

D5, (p)oD®(p)= D sy(p).

Como consequéncia, a derivada D®(g) : T,%9 — Ty se restringe a um morfismo de
fibrados
A(D): A(¥)— A(7).
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Explicitamente,
A(®)(a,)=D®(p)a,.

Proposicao 2.3. A(®): A(¥)— A(57) é um morfismo de algebroides de Lie.

Demonstragdo: Vejamos que A(®)(a,) € A(s¢). Como a,, € ker(D s(p)), entdo,

Ds(®(p))D®(p)a, = D(syo®)(pa,
= Ds?f(p)ap
= 0.

Como A(®): A(¥), — A(J), € linear para cada p € M, segue que A(®) : A(¥) — A(Z) é
morfismo de fibrados. Vejamos agora que A(®) preserva ancoras, isto é,

Par) ©A®) = p )

Para tal, lembre que p 5 : A(¥) — T M é tal que py = D t|4). Seja a, €T'(A(¥)), entao,

(Paryo DO)pla,) = Dty(®(p)De(p)a,)
= D(tyo®)(p)a,)
= Dty(p)ay,)
= PA(%)(P)(ap)

Portanto, p4») 0 D® = p ).
Falta mostrar que A(®) : A(¢) — A(2¢) preserva colchetes. Como a €I'(A(¥)), entdo a,,

coincide com um campo vetorial invariante a direita em ¢. Vamos mostrar que D®(p)a,,

também é um campo vetorial invariante a direita em ®(¥¢). De fato,

DRyg(®(p))D®(p)a,) = D(Rggo®)p)a,)
= D(®oRgy)pay)
= D(g)DRg(p)a,)

= D®(g)a,.

(P
(P

Pois ® o Ry = Rgg 0 ®. Vejamos que A(®) : A(¥) — A(s¢) preserva colchetes. Observe
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que,
[a,,b,) =lal,b!].

Logo, para p € M temos

De(p)la, b,]" = D®(plla,,b,]
= [D®(p)a,, D®(p)b,]
= [(D®(p)a,)",(D®(p)b,)"]
= [(D®(p)a,),(D2(p)b,)]".

Como D<I>(p)[ap, bp]r =[(D®(p)a,),(D®(p)b,)]", entao,
D®(p)la,, b,]=[(D®(p)a,),(DP(p)b,)].
Ou seja, ¢ : 4 — 77 induz um morfismo de algebroides de Lie
A(®): A(9)— A(7).
O

Observacio 2.4. E possivel definir o morfismo de algebroides de Lie A(®) : A(¢) — A(J¢)
no caso em que ¢ e . sdo grupoides de Lie sobre bases distintas. Para tal fato, consulte
[22].

Desta forma obtemos um funtor entre a categoria dos grupoides de Lie a categoria
dos algebroides de Lie, definido em objetos por:

4 — A(Y)
e em morfismo

(©:9 — ) — (A(®): A(¥Y) — A(S7)).

2.4 Integracao de algebroides de Lie

Finalizamos este capitulo com um resultado sobre integracao de algebroides de Lie. Para
mais detalhes, incluindo demonstracao, veja [5].
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Definicdo 2.9. Seja¥y == M um grupoide de Lie. Dizemos que< é s -simplesmente conexo
seas s-fibras de </ sdo simplesmente conexas.

Observacido 2.5. E importante observar que estamos assumindo as s-fibras e t-fibras
conexas.

Na sec¢do anterior, vimos que existe um funtor .7 : ¥.¥ — o/ ¢ entre a categoria dos
grupoides de Lie e a categoria dos algebroides de Lie. Porém, este funtor ndo é uma
equivaléncia de categorias. Concretamente, existem algebroides de Lie ndo integraveis
(veja [5]). Porém, quando um algebroide de Lie é integravel, existe uma tinica integracao
s-simplesmente conexa, conforme o préximo resultado.

Teorema 2.4. Seja’d = M um grupoide de Lie com algebroide de Lie A(%). Entdo existe um
tinico grupoide de Lie s -simplesmente conexo, a menos de isomorfismo, 4 cujo algebroide
de Lie é A(9).

Para uma demonstracgdo deste resultado, veja [5].



Capitulo 3

Geometria de Poisson

Neste capitulo fizemos uma breve introducao as variedades de Poisson. Comecamos de-
finindo estruturas e variedades de Poisson, apresentando alguns exemplos que serao im-
portantes posteriormente. Em seguida, definimos morfismos entre variedades de Pois-
son e discutimos alguns exemplos. Finalmente, mostramos o Teorema de Libermann
sobre a existéncia de uma estrutura de Poisson na base de uma submersao sobrejetora
cujo dominio é uma variedade simplética.

3.1 Estruturas de Poisson

Definicao 3.1. Uma dlgebra de Poisson é um par (A, {-,-}), onde A é uma dlgebra associ-
ativa munida de uma fungao R-bilinear, anti-simétrica

{} : AxA — A
(f.8) — {f.g}

que satisfaz a regra de Leibniz,

{f,g-hy=1f.gk-h+g-1f,h}

e a identidade de Jacobi,

{{f’g}»h}+{{g’h}’f}+{{h’f}’g}:O»

paracada f,g,h € A.

35
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Definicao 3.2. Umavariedade de Poisson é uma variedade diferencidvel M tal que(C*(M), {-,-})
é umal dlgebra de Poisson.

Se (C*(M),{:,-}) € uma algebra de Poisson, diremos que {-, -} ¢ uma estrutura de Pois-
son em M. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo, {f,g} =0, para cada f,g €
C*(M), define uma estrutura de Poisson em M.

Exemplo 3.2. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Entdo o espago dual g* herda
uma estrutura de Poisson definida da seguinte forma: se f,g € C*(g*), entdo

{f,gt:g — R
& — &([df(&),dg&)).

Onded f(&),dg(&) : g* — R sdo vistos como elementos de g** ~ g. Esta estrutura é deno-
minado estrutura de Lie-Poisson em g*. Vejamos que {-,-} define uma estrutura de Poisson
em g*.

Segue diretamente da definigdo que {-,-} é R-bilinear, anti-simétrica e que satisfaz a
identidade de Jacobi. Para mostrar a regra de Leibniz, sejam f,g,h € C®(g*) e & € g,
entao

{f.g-h}&) = &(ldf(&) d(g-h)E)])

= &([df(&),(dg(&)- h+g-(dh(§))])

= &([df(&),dg)-h+g- [df h(&)])
= ({f,.g}-h+g-{f,dn})&

g

Portanto, o par (g*,{,*}) define uma variedade de Poisson.

Exemplo 3.3. Seja (M, w) uma variedade simplética. Definimos, para cada f,g € C*(M)

{f g} =w(XpX,), 3.1)

onde X;, X, € X(M) sdo os campos Hamiltonianos associados a f,g, respectivamente.
Afirmamos que {-,-} define uma estrutura de Poisson em M. De fato, a anti-simetria e a
R-bilinearidade seguem do fato de w ser uma 2-forma em M. Para mostrar a regra de
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Leibniz observe que, de(1.8) e(3.1) segue que

(.8} = X, (/)= Lx ().

Logo,

{f.g-h} = wX; Xgp)
= —Xs(g-h)
= —(X;(g)-h+g-X/(h)
= o(Xp, Xg)-h+g-w(Xy, Xp)
= {f.g}-h+g-{f, h}

Portanto, {f,g-h}={f,g}-h+g-{f, h}.

Finalmente vamos mostrar a identidade de Jacobi. Sejam X;, X4, X, 0s campos Ha-
miltonianos associados a f,g,h € C*(M), respectivamente. Como w ¢é fechada, temos
que:

0=dow(Xp Xg, Xp) = Ly (0(Xg, Xp))— Lx, (w(Xf, X))+ £, (w(Xf, X))
— o[ Xp, Xg], Xp) + ([ Xy, Xp], Xg) — ([ X, Xi], Xf)
= g htfY-Uf hh gt +{{f.gb h}+{{h, g}, f—Uh f} 8}
— g hh fI+lg fHLRY+{{f R} gt +{{f g} h}
= —({{f. gl h}+{{g h}, fY+{{n fLe}),

de onde segue a identidade de Jacobi para {-,}.

Exemplo 3.4. Seja (M, w) uma variedade simplética e : G x M — M uma agdo simplé-
tica livre de um grupo de Lie compacto G em M. Entdo M /G é uma variedade diferencid-
vel e herda uma estrutura de Poisson da seguinte maneira: temos uma projec¢do natural
pr: M — M /G, dada por

pr(p)={yY4(p)1 g € G}=[p]

Note que C*(M /G) se identifica com o conjunto C*(M)° das funcdes constantes em M
que sdo G -invariantes, isto é, fungoes constantes ao longo das 6rbitas da a¢do de G em M.
Explicitamente, a correspondéncia é dada por

feC®M/G)— fopre C®(M)°.
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Observe que C*(M)¢ é fechado pela estrutura de Poisson induzida por w. Logo, C*®°(M)®

herda uma estrutura de Poisson.

3.2 Bivetores de Poisson

Seja M uma variedade diferencidvel. Um elemento 7 € [(A>T M) é chamado bivetor em
M. De forma concreta, um bivetor é uma aplicacido 7 : M — A?(T M), tal que, para todo
peM,n(p)e AZ(Y;,M). Sejam (x,,---, x,,) coordenadas locais num aberto U Cc M, entdo
com respeito a estas coordenadas, 7 se escreve na forma:

0 %} 1 0 0
ap)= Ti—A—== T;i—A—or, 3.2
(p) Z ”c’?xi 3x] ZZ ljﬁ'xi 5x] ( )
1<j L]
onde 7;; € C*(M) sdo fungoes tais que 7;; =—7;;, i, j =1,---, n. Um bivetor 7 determina

uma aplicacao

T QA M)x QM) — C®R)
(arﬁ) M ﬂ(arﬁ)-

Seja{:,-},: C®(M)x C®(M)— C*(M), definida por,

{f,8y = =n(df,dg). (3.3)

Entdo {,-}, é R-bilinear e anti-simétrica. Vejamos que {:, -}, satisfaz a regra de Leibniz:
sejam f,g,he C*(M)e p € M, entao

{f.g-h}:(p) = nlp)df(p)d(g-h)p))
= n(p)df(p),dg(p)) h(p)+g(p) n(p)df(p) dh(p))
= ({f.g}=-h+g-{f, h})p).

Como p € M é arbitrério, segue que {-,-},, € uma biderivacdo em M. Reciprocamente,
temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Se uma aplicagéo {-,-} : C*(M) x C®(M) — C*(M) anti-simétrica, R-
bilinear é uma biderivagdo, entdo {-,-} define um bivetor em M, onde 1 é dado pela for-
mula (3.3).
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Demonstracao: Para ver que 7 pode ser definido por (3.3) devemos mostrar que { f, g}(p)
s6 depende dos valores de d f,dg no ponto p. Suponha que, d f(p) = 0, entdo existem
funcoes g;, h; € C*(M), j=1,---,n, e uma constante ¢ € R tais que, g;(p)=h;(p)=0e
f=c+3._ g h Entao,

{f.8}:(p) = {c+> (g h;).g}p)
j=1
= c{Lglp)+ ) (g &}p)- hi(p)+ > (g(p)-{h;, g}p))
j=1 j=1
= 0.
Assim, {f,g}(p)=n(d f(p), dg(p)) define um bivetor em M. O

Considere o colchete de Schouten:
[-,]: X%(M) x X*(M) — X3(M).

dado por, [, n](df,dg,dh) = {f,{g, h}}+ O . Como consequéncia da discussao feita
acima e da Proposicdo (3.1) temos uma correspondéncia entre as estruturas de Poisson
em M e o conjunto dos bivetores 7 em M tais que [, 7] =0.

3.3 Morfismos de Poisson

Assim como um simplectomorfismo entre duas variedades simpléticas preserva as estru-
turas simpléticas, um morfismo de Poisson entre duas variedades de Poisson preserva as
estruturas de Poisson.

Definicao 3.3. Sejam (M,,{-,-},),(M,,{-,-},) duas variedades de Poisson. Um morfismo de
Poisson é uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M, — M, tal que, se f,g € C*(M,), entdo

o*{f.8l={o"f.¢7gh,
ondep*f=foq.

Se o morfismo de Poisson ¢ : (M, {:,-},) — (M>, {:,-},) for um difeomorfismo dizemos
que ¢ é um isomorfismo de Poisson.
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Exemplo 3.5. Seja ¢ : g — b um morfismo de dlgebras de Lie. Entdo a aplica¢do dual
¢ = *:h* — g* é um morfismo de Poisson. De fato, se {-, -}, {-, -}h* sdo os colchetes de Lie
em C*®(g*) e C*(h*), respectivamente, entdo para cada f,g € C*(g*) e & € b*

{9°f,07g}y(8) = Eld(@™f)E).d ¢g
= cld(fop)&).d ¢)(§)]
= <ld f(9(S) °d¢€» g(@(E)ede(S)]
= &ldf(E)ep,dg(S)oq]
= &[df(8).dg(8)leg
= ¢"(Eld f(&),dg(S)])
= ¢"f 8}x(8)

Exemplo 3.6. Seja(M,w,G,u) um espago G -Hamiltoniano. Entdo y : M — g* é um mor-
fismo de Poisson com respeito a estrutura de Poisson em M do exemplo (3.3) e a estrutura
de Lie-Poisson em g*.

3.3.1 O Teoremade Libermann

Sejam (M, w) uma variedade simplética, N uma variedade diferencidvele F : M — N
uma submersdo sobrejetora. Suponha que as fibras F~!(q) ¢ M, g € N, sdo conexas.
Como F é uma submersao, dado p € F~!(q) tem-se

T,F'(q)=kerDF(p).

Denote por K o subfibrado de TM cuja fibraem p € M é K,, =ker D F(p) € T, M. Consi-
dere o ortogonal simplético de K
K“®CTM.

Lema 3.2. Sejag € C®(N), entdo go F € C*(M) é constante ao longo das fibras da sub-
mersao F : M — N.

Demonstracdo: Sejam g € C*°(N) e g € N. Entdo, para todo p € FY(q)

(goF)p) = gF(p))
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Isto é, g o F € constante ao longo das fibras de F. O

Lema 3.3. Se f € C*(M) é constante ao longo das fibras de F, entdo o campo Hamiltoni-
ano de [ satisfaz: X;(p) € K7, paratodop € M.

Demonstracao: Seja f € C*(M) constante ao longo das fibras de F, entdo existe g €
C*(N)talque f =goF.Se X eI'(ker T F), entao,

dF(X)=0.
Se X; é o campo hamiltoniano associado a f, entéo,

w(Xy, X)=(1x,0)(X)=d f(X)=d(go F)X)=dg(DF(X))=0.

Como X €I'(ker TF), entdo Xy € ['(K®). O

Sendo assim, agora podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 3.4 ([15]). Sejam (M, w) uma variedade simplética, N uma variedade diferen-
cidgvele F : M — N uma submersdo sobrejetora cujas fibras sdao conexas. Considere K C
TM dado por K,, = ker DF(p), para todo p € M. Entdo existe uma unica estrutura de
Poisson em N tornando F : M — N um morfismo de Poisson se, e somente se, K“ é invo-
lutivo.

Demonstracao: Queremos definir uma estrutura de Poisson
{3y 1 CF(N)x CP(N)— C*(N)
Por hipoétese, temos uma estrutura de Poisson em M dada por

{f bt =(Xs, Xe),  fi, L€ CT(M),

onde X, Xy, sdo os campos Hamiltonianos associados a f; e f,, respectivamente. Sejam
81,8, € C*(N), bastamostrar que {g,oF, g,0 F},; é constante ao longo das fibras de F. Se
fi, > € C*(M) sdo constantes ao longo das fibras de F, queremos mostrar que {f;, £}
também o é. De fato

d({fl»fz}M)X = X({fl’fZ}M)
= X(w(Xf, X))
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Porém, d w(Xy, X, X)=0. Pelo Lema (3.3), temos
w(Xp,, X)=w(X,X;)=0, (3.4)
além disso,

(X X1 X5) = d(fi(Xs XD =[X5 XN(fi)=—(Xp0 X=X X5 )MA)  (3.5)
= X,(X(A))—X(X5(A)=—X (X4 (/)

pois f é constante ao longo das fibras e X é um campo vetorial em ker T F. De modo
analogo,
(X, Xp ], Xp,) ==X (Xp,(H)). (3.6)

Dai, segue de (3.4),(3.5) e (3.6), que
0=dw(X;, X, X) = X;(0(Xs X))—Xp, (0(X, Xp)+ X (0(X;, X))

= X(Xp;, Xp)) = (X, X1, X)),

ou seja, X (w(Xp, X)) —(w( X}, X5], X) = 0. Portanto, d ({f;, fi}w) X = X (0(Xp;, X)) =0
se, e somente se, K¢ é involutivo. Além disso, se g, o F, g, 0 F sdo constantes ao longo das
fibras de F, entdo {g, o F, g, o F},, também o é. Logo, existe tnica h € C*(N) tal que,

{g10F, g0F}y=hoF.

Defina {g,, 8.}y := h. Vamos mostrar que {:, -}, € uma estrutura de Poisson. Para tal,
sejam g, 8-, 83 € C*(NV). Entado

{g1oF,g0F}y
= —{goF g oF}y
= —{g»&}noF.

{81, 8N F

Portanto, {g,, &}y =—1{82, &1} n- Isto é, {:, -}y € anti-simétrico.
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Sejam [}, [, € R, entdo h é R- bilinear:

{g1oF(l,-g)oF}y+{g1oF (l;-8g3)oF}ly
= L-{g1oFgoFly+l-{g1oF goF}y
= L-{g&InoF+1L-{g1,8}noF

= (l1'{81»82}N+lz'{ghgg}N)OF-

{8, 8&+1hL-glnoF

Portanto, {g;,/,- &+ L, - g}y = (l1 g &Iv+ 1L 181, gg}N). Da anti-simetria, segue que
{-,-}» é R-bilinear.
Temos que {:,-}y satisfaz a regra de Leibniz, de fato:

{8182 83InoF = {g10F(8-83)oF}uy
= {&1oFgoFly -8 +8 1§10k g&oFly
= {g18&InvoF -8 +8-{81,&InoF
= ({glrg?:}N'g2+g3'{gl’g2}N)oF-

Portanto, {g, 8" &3}y = ({gl»gs}zv ‘8>t 83" {glrgZ}N)-
Finalmente, {:, -} satisfaz a identidade de Jacobi:

{81,182 &InInNo F+ O
{&10oF{g,8noFly+0O

= {g1oF{goF goF}ylyt+O
= 0.

({g1 {82 gslnIn+O)oF

Portanto, {g;,{g2, g3}nv+ O=0.
E, segue que {, -}y € uma estrutura de Poisson em N. Como

{g10F g oF}y=1{8,&}InoF,

entao F : (M, w)— (N, ) é um morfismo de Poisson. O



Capitulo 4

Teoria de Lie e Geometria de Poisson

Comecamos este capitulo mostrando que toda variedade de Poisson induz uma estru-
tura de algebroide de Lie no seu fibrado cotangente. Em seguida, introduzimos o con-
ceito de grupoide simplético e apresentamos alguns exemplos. Finalizamos com um re-
sultado devido a Coste-Dazord-Weinstein [3], que estabelece que variedades de Poisson
correspondem a versao infinitesimal de grupoides simpléticos.

4.1 O algebroide de Lie de uma estrutura de Poisson

Sejam M uma variedade diferencidvel e © € X?(M) um bivetor. Sabemos que 7 corres-
ponde a uma biderivacao {:,-}: C*(M)x C*(M)— C*(M) em M, da seguinte maneira

{f,g}=nldf,dg).

Considere
x-(df,dg,dh)={f,{g, h}}+ O

e a aplicacdo de fibrados:
"M —TM,  n(r(&):=n(,n),
onde £,n € T*M. Considere o operador R-bilinear,

[l o QM) xQ(M) — QM)
(g’n) N [g’n]ﬂ)

44
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onde [, 1] := (LrN) = (LrpS) —d (S, 7).

Proposicdo 4.1. Para cada &, n,y € Q' (M) valem as seguintes igualdades:

1. &, N),. = [7HE), ()] + x=(E,n,"), onde[-,-] é o colchete usual de campos vetoriais

emM;

2. [&[nr], ] +0=—(L) nar+ O)—2d 2-(E,1,7).

Demonstracdo: Primeiro observe que € suficiente mostrar que valem 1 e 2 para formas

exatas, pois, localmente, 1-formas sao combinacoes C*(M )-lineares de formas exatas.

1. Sejam f,g,he C®(M),entdo d f,dg e dh € Q'(M) sdo 1-formas em M. Dali,

dh(r'df,dgl,)= dh(ﬂn(ﬂnﬁ(df)(dg)—an(dg)(df)—dﬂ(df, dg))) 4.1)

Como d f,dg sao 1-formas exatas, segue da férmula de Cartan que

Luap(dg)=d(tandg)+ lnﬁ(df)(dzg) =d(tapndg) (4.2)

De (4.1) e (4.2), temos

dh(m'ldf,dgl)

Por outro lado,

dh(ﬂn(sﬂﬁ(df)(dg)_Snu(dg)(df)_dﬂ(df’ dg)))
dh(ﬂ-n(d(lnj(df)dg)_d(lﬂﬁ(dg)df)_dﬂ:(df!dg)))
dh(ri(d(dg(n'(d f)—d(d f(n*(dg))—dn(df,dg))
dh(mi(dn(df,dg)—dn(dg,df)—dn(df,dg))  (4.3)
dh(r'(—dn(dg,df))=dh(rdn(df,dg)))

(7°(

dh(r(d{f,g})=n(d{f, g}, dh)={{f g} h}.

dhlni(df),n'(dg)] = [Xp, Xgl(h)= Xp(Xg(h)—Xg(X(h)

= X;{h,g}—X.{h, f} (4.4)
= {th,gh f1=Uh fhg}
= —Hg hh f1-Uh [} g}
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Portanto, das igualdades (4.3) e (4.4), temos que
h(m'df,dgl.)—dh([n(df),n"dg)) = y-(df,dg,dh).
Como d h € QY(M) é arbitrario

nildf,dgl.=n"d f), m(dg)+ x.(df,dg, ).

Daij,
&, ], = 74 E), T+ x2(E, 1, ).

2. Sejam d f,dg e dh € Q'(M), 1-formas em M. Como dg,dh sao 1-formas exatas
em M, entdo d[dg,dh], =0. Dai, pela féormula de Cartan

Luanldg, dhl, = d(igapldg, dhl)+imap(dldg,dh];)
= d(igapldg, dhl)=dn(df,[ldg,dh],). (4.5)

Além disso, pelo item 1, temos que

Lrtag,an, Af = Liagymany, 8 + £, agan)df- (4.6)

Combinando as igualdades (4.5) e (4.6), obtemos

ldf.ldg.dh] ] = (Swapldg . dh])—(Cujagan df)—dn(df.[dg dR] )
= dr(df,[dg dh] )= Lpagmamdf
~ £ aganydf—dn(df,[dg dh] )
= —£y.agan A —Lmag,amaf
= —£yagan)@f — Ayzag,amdf 4.7)
= —£, @gan)df—d( (d fln}(dg), i (d h)))
= —£, wgan)df—d((Xe, Xi,)(f))
= —£, aganydf—d{g,{h, f}}—{h,{g, 1}
= —£, @ganydf—d{g,{n, f1+{h{f, g}}.
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De modo anélogo temos,
[dg,[dh,df] ] = —£, @narodg—d{nAf,g}+1{f (g h}})) 4.8
[dn,[df.dg]] = =, aragsdh—d({f (g, h}}+{g.(h.f}}). (49

Somando as igualdades (4.7),(4.8) e (4.9) obtemos

l[df.[dg,dh] | +0=—(, @fag)dh+O)—2dy (df,dg,dh).

Portanto
[&.[n 7] ]+ 0=—(&, cnor+ O)—2d x(E,0.7).

OJ

Como consequéncia deste resultado, obtemos a seguinte caracterizacao de um bive-
tor de Poisson numa variedade diferencidvel M.

Teorema 4.2. Sejam 1 € X?(M) e[-,-], como na Proposi¢do (4.1). Sao equivalentes as se-
guintes afirmacaes,

1. m € X%(M) é bivetor de Poisson;

2. . T*M — T M preserva colchetes. Isto é, para cada &, € Q' (M)
g, ], = [74E), T (n)];

3. O colchetel-,-], em QM) satisfaz a identidade de Jacobi;
4. Atripla (T*M, [, '],r) é um algebroide de Lie.

Demonstracao: Suponha que vale 1, mostraremos que vale 2. Como 7 € bivetor de Pois-
son, tem-se

1=(&,1,)=0 &neQ' (M)
Segue, da afirmacao 1, da Proposicao (4.1), que

g, Nl = (&), ().

Portanto, 7t* : T*M — T M preserva colchetes.
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Suponha que vale 2, mostraremos que vale 3. Como 7*[&, 1], = [7#(&), *(n)], pela afir-
macao 1, da Proposicao (4.1), segue que

Xﬂ'(g’ n, ) =0.

Decorre da afirmacao 2, da Proposicao (4.1), que

&[] ] +o=0.

Portanto, [+, -], satisfaz a identidade de Jacobi.
Suponha que vale 3, mostraremos que vale 4. Vejamos que [+,-]; € um colchete de Lie
em I'(T*M). De fato, [-, -], € anti-simétrico:

[grn]n = Snﬁ(g)n—ﬂnu(n)g—dﬂ(g»n)
= —(=Laen+Lupé —dnn, <))
= _[n’&:]n

Além disso, [+, -], € R-bilinear:

[En+1-1le = Caen+l-Luey —Lums—1 Lupd
— dn(&,n)—1-dn(&,7)

LN —Lwp —dn(E,n)

+ 1 (Luer —LupE—dn(E, 7))

(€l +1-[E,7]r

Como [-,-], é anti-simétrico, entdo [n+1-7,&], =[n,&l.+ 1 -[7,&].. Segue que [-,], é
R-bilinear.

Por hipétese, [, -], satisfaz a identidade de Jacobi. Portanto, [+, -], € um colchete de Lie
em ['(T*M). Vejamos que 7* : T*M — T M é uma ancora para T*M. Note que, para cada
XeTM e&,neQk(M) tem-se

Seo(f - =(Laef)n+ [ L) (4.10)

dﬂ(@»f77)=fd7f(5»77)+7r(5,77)df (4.11)
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e, da formula de Cartan, segue que

Lrxé€ = dlyrxé)+yrx(dé)
= d&(f-X))+di(f-X)
= d(f-E&X)+ f-d&(X)
= frdixS+e(X df+f 1xd& (4.12)
= f-(dix&+i1xd&)+E&(X)-df.

Em particular, se f € C*(M) e &,n € Q(M), combinando (4.10), (4.11) e (4.12), obtemos

(€, Nl = Lue(f -n)— nﬁ(f.n)g—dﬂ(g»f'n)
= (Exef)n+f-Loen—F-dn&,n)—n(En)-df
— (- (dia(E + 1a(ndE + E(nH(n)d )
= ( mh(E) f)TH‘f (LN — L€ —d (€, 1))
= [ &N+ Lue(f)n

Portanto, a tripla (T*M i [ -]ﬂ) é um algebroide de Lie.
Suponha que vale 4, mostraremos que vale 1. Temos que (T*M , 7 [, -]ﬂ) é um alge-
broide de Lie, entdo pelo Lema (2.1)

(&, Nl = [7HE), T(n)].

Pela afirmacdo 1, da Proposicdo (4.1), segue que y, = 0. Isto é, = é um bivetor de Poisson.
0

4.2 Grupoides simpléticos

Definicao 4.1. Um grupoide simplético é um par(¥, w) onde¥ é um grupoide de Lie sobre
uma variedade M e w € Q*(¥) é uma forma simplética tal que

Graf(m)={(g,h,g-h)€¥ x4 xG|(g, h) €Yz}

é uma subvariedade lagrangiana de 9 x 4 x4, sendo ¥ a variedade ¥ munida da forma
simplética (—w).
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Observacgao 4.1. Se (¢, w) = M é um grupoide simplético entdo w € Q*(¢) é uma forma
multiplicativa, isto é,
m*w = pr,w + pr,w.

Exemplo 4.1. Seja(M, w) uma variedade simplética. O grupoide do par(M x M ,Q) = M,
com estrutura de grupoide dada em (2.3), munido da forma simplética Q2 = priw —priw,
é um grupoide simplético. Considered = M x M. Sabemos que 9 = M admite estrutura
de grupoide de Lie. Vejamos que Graf(m) é uma subvariedade lagrangiana de 9 x4 x 4.
A forma simplética em 9 x 4 x4 é dada por

0= PIj W —PI,w + Pryw — Ppr;w —Ppriw + pryw.
Vejamos QIGraf(m) =0. Sejam p € Graf(m) e u, v € T,Graf(m)
p=((ps, p2), (P1, p3), (P1, o)), u=(uy, Uy, Us, Uy, Us, Up) € V= (v, Uy, Us, Uy, U3, ).
Entao,

Q,(u,v) =
= 0.

p(Up, V) — 0, (Up, 1)+ 0y, (Us, V3) — W), (U, 1) — W), (U, V3) + ), (U, 15)

Além disso, 6 )
dim(Graf(m)) = 3dimM = EdimM = Edim(% X G XG).

Portanto, (M x M,Q) = M é um grupoide simplético.

Exemplo 4.2. Sejam(M, w) umavariedade simpléticaeS = (s x t)*(pri w—priw) € Q*(I1(M)),
onde

sxt: IMIM) —MxM
[a] —(a(0), a(1)).

Entao (II(M),Q2) = M é um grupoide simplético. Vejamos que 2= (s x t)(priw —pryw) €
O2(II(M)) é uma forma simplética. De fato, como,

dQ=(s x t)(pridw—pr,dw)=0
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entdo Q2 € Q*(II(M)) é fechada. Seja v € T, 411I(M) tal que, para todo u € T, 11(M)
Q[a](u, U) =0.
Considere ) = priw—priw, entdo

Qo v) = ((s % 1) gy, v)
= Quo.auyD(s x )[al)u, D(s x t)([a])v).

Como ) é simplética, entdo D(s x t)([a])v = 0. Porém, s x t : ITI[(M) — M x M é um
difeomorfismo local, logo v = 0. Falta verificar que () é uma forma multiplicativa. Como
sxt:1(M)— M x M é um morfismo de grupoides de Lie, entdo

m*Q = (sxt)m*Q
= (sxt)(Pr] +Pr;)Q
= PriQ+Pr;Q.
ondePr; :TII(M)y — II(M), j = 1,2. Portanto (II(M),Q2) = M é um grupoide simplético.

Exemplo 4.3. Seja G um grupo de Lie. Sabemos que T*G admite a estrutura simplética
Wean € V(T*G) (veja Exemplo (1.4)). Além disso, como T*G éisomorfoaG x g*, entdo T*G
admite estrutura de grupoide de Lie. Pode-se mostrar que(T*G, W ,,) = g* é um grupoide
simplético.

O préximo teorema nos fornece propriedades importantes a respeito de grupoides
simpléticos.

Teorema 4.3 ([8],[20]). Seja (¥, w)= M um grupoide simplético com aplicacbes estrutu-
rais
s, t,m,1,&, entdo

1. Adimensdo decadas - fibraecadat - fibrade¥ éigual adim¥ —dimM,;
2. dimM = %dim% ;
3. M é subvariedade lagrangiana de ¥ (M estd identificado com ¢(M));

4. Paratodog €%, T,s7'(s(g)) = (T, t7'(t(g));
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5. Ainversdo1:9 — % é um anti-simplectomorfismo:

*

1w =—w;
6. Paracada f,, f, € C*(M),
{s"fi, "2} =0;

7. Para cada f € C*(M), o campo Hamiltoniano associado X, é tangente as t -fibras
de 9 e invariante em relacdo a translacdo a esquerda em &. Similarmente, X,.; é
tangente as s -fibras e invariante em relacdo a translacéao a direitaem 9 .

8. Existe uma tinica estrutura de Poissont em M talquet : (¥, w) = (M, ) é morfismo
de Poisson s : (¢, w) = (M, 1) é anti-morfismo de Poisson.

Demonstracao:
1. Como s:¥ — M é uma submersdo sobrejetora entdo, para todo g €¥,
T,s~'(s(g))=kerDs(g).

Alémdisso, Ds(g): 1,9 — TyqM, entdo ImD s(g) = Ty,)M . Pelo teorema do Nticleo
e da Imagem temos

dimT,¥ = dim(kerD s(g))+dim(Tg)M)
dim(s7'(s(g))) + dimM.

Como, dimT,¥ = dim¥, segue que dim¥ =2dimM. Logo
dim(s7'(s(g))) = dimg — dimM.

De modo anélogo,
dim(¢7'(¢(g))) = dim¥ —dimM.

E importante observar que isto vale para grupoides de Lie, em geral.

2. Como Graf(m) é subvariedade lagrangiana de ¢ x ¢4 x ¢ ento,

3
dim(Graf(m)) = Edim% .
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Por outro lado
dim(Graf(m)) = dim(¥[,)) = 2dim¥ — dimM

Portanto,
1
dimM = Edim% .

3. Basta mostrar que w|y; =0. Como ¢: M — ¥, entao,
DE(]?): TpM — Tg(p)g.

Dados u,v € T,M, os vetores, U = (u,u,u) e V= (v,v,v) sdo tangentes a P =
(p, p, p) em Graf(m). A forma simpléticaem & x ¢ x ¥ é dada por Q. = prjw+pryw—
priw, entao

0 = Qp(U,V)
= w,(u,v)+w,(u,v)—w,(u,v)

= wy(u,v)

Isto mostra que M C ¢ é uma subvariedade isotrépica de 4. Do item 2, sabemos
que dim¥ = %dimM . Portanto M é subvariedade lagrangiana de ¢.

4. Sejam g €% e u € T, s '(s(g)). Vejamos que para todo v € T, t'(£(g))
we(u,v)=0.

Sejam (g,g7',g-g ') € Graf(m) e @ : [0, 1] — ¥, tais que a(r) = (a;,(r), a,(r)), onde
a,(0)=g,a(0) = u,a,(r)=1(a,(r)) entdo

Dm(a(r)) = E rzoal(r)-az(r)

= | _anaa(r)

_ -1
B dr r:Og
= 0.

Com isto temos que U =(u,D1(g)u,0),€ T 1Graf(m). Considere § :[0,1] —

g8t gg
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%), tal que B(r)=(By(r), Bo(r)), onde B,(0)=g, B;(0)= v, Bo(r) =g~ entdo

d
Dm(B(r)) = ——| Br)-Ba(r)
rir=0

d -1

=~ ar rzoﬂl(r).g

= DRg—l(g)l).

Portanto V =(v,0, DR,-1(g)v) € Tjg g1 ¢.¢-1)Graf(m). Como w é multiplicativa
0 = Q(g'g—l,g.g—l)(U,V)

= wg(u,v)+we1(D1(g)u,0)— wg.e-1(0, DRg1(g)V)

= wg(u,v).

Portanto, T,s~'(s(g)) C (T, t~'(¢(g)))*. Pelo item 1 temos que

1
dim T, s (s(g)) = S dim(T, 1~ (¢(8))°.

Ou seja,

5. Sejam (g,g 7", t(g)) € Graf(m) e a : [0,1] — ¥, tais que a(r) = (a,(r), a,(r)), onde
a,(0)=g,a(0) = u, a,(0)= 1(a,(r)) entdo

d

Dm(a(r) = —| a(r)as(r)
d

= Er:oal(r)'l(al(r))

d

= Er:ot(al(r))

= Dt(g)u

Portanto, U =(u, Di1(g)u, Dt(g)u) € Ty o1 ,(g)Graf(m). De modo andlogo,

V=(v,Di(g)v,Dt(g)v) € Tig g1 q)Graf(m).
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Como Graf(m) é subvariedade lagrangiana de ¢4 x ¢ x ¢, concluimos que

= wg(u, v)+we1(Di(g)u, Di(

g»g“,t(g))(

)
s
|
g

D
O
pag
)
8
o
—~
)
S

= wg(u, v)+we1(Di(g)u, Di(

oQ
~—
<

—

pois Dt(g)u,Dt(g)v € T, ;sM e M é subvariedade lagrangiana de ¢ . Portanto,
Vwg(u, v)= w1 (Di(g)u, Di(g)v)=—w,(u, ).

Isto é,

w=—w.

6. Sejam g €9, fi, f, € C*(M),Y € T, t'(¢(g)) = ker D t(g) arbitrério e X,.,, € X(¢), o
campo Hamiltoniano associado a t* f, € C*(¥), entao

wg(Xt*fz(g)! Y(g)) = lX,*fz(g)wg(Y(g))
)

= D(f(t(g)Y(g
= D(f:(t(g)Dt(g)Y(g)
= 0.

Pois Y (g) € ker D#(g). Portanto, X, € (T, t71(#(g)))*. De modo analogo,
Xop € Tt (2(8))
Do item 4, sabemos que T, t'(£(g)) = (T, s~'(s(g)))*, dai, segue que

{S*ﬁ, t*.fz}:w(XS*fl’Xt*fg):O‘

7. Do item 6 temos que X € T, t71(¢(g)). Disso, segue diretamente que X FEX(@)é€
invariante a esquerda. De modo andlogo, X;. € Zl“gs_l(s(g)) e é invariante a direita.

8. Pelo item 4, sabemos que Jg,s‘l(s(g)) = (T, t71(1(g)))®, para todo g € 4. Pela identi-
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dade de Jacobi e pelo item 6 temos

0 = {f 'L BY+ UL s" (L O AU i AL 0 L)
U fi ' L) s7f)

Isto é,
0= w(X{t*f].t*fz}’XS*fé) = w([Xt*f]’Xt*fz]’XS*fs)'

Portanto, _’Z:gs_l(s(g)) = (Tgt‘l(t(g)))‘” é involutivo. Segue do Teorema de Liber-
mann (Teorema (3.4)), que existe uma Unica estrutura de Poisson = em M tal que
t:(¥9,w)— (M, nr)éum morfismo de Poisson. Como s =t o1, entao,

st = (o) {fi, t=1r{t" fi, " 3}
= At fi,t' L =—{-t"f,—1"f}
= —{'(s"f), (" L =—{(to1) fi,(t 0 1) [}
= —{s*fi,s"fo}.

Portanto, com a mesma estrutura de Poisson definida acima em M, segue que
s:(¥4,w)— (M, m,,)éum anti-morfismo de Poisson.

4.3 O algebroide de Lie de um grupoide simplético

Na sec¢do anterior (Teorema (4.3)), mostramos que se (¢, ) é um grupoide simplético
sobre M, entdo existe uma tnica estrutura de Poisson 7t,, € X?(M), que torna ¢ : (¢, w) —
(M, 1t5;) um morfismo de Poisson. Nesta secao, mostraremos que variedades de Poisson
correspondem a versao infinitesimal de grupoides simpléticos. Este resultado é devido
a Coste-Dazord-Weinstein, [3], e € um dos resultados principais apresentados neste tra-
balho.

Teorema 4.4 ([3]). Sejam (¥,w) = M um grupoide simplético e m € X*>(M) a tinica estru-
tura de Poisson tal que t : (4, w)— (M, t) é morfismo de Poisson. Entdo

o : AY) — (T*M),

a, — wp(“pr')'TpM’
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é um isomorfismo de algebroides de Lie, onde(T*M ), denota o algebroide de Lie induzido
por .

Para demonstrar o Teorema acima, precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 4.5. Seja¥¥ = M um grupoide de Lie com algebroide de Lie A(¥). Seja g € 4, com
s(g)=p et(g)=q. Entdo, para cada v, € 1,9 e a, € A, valem as seguintes igualdades:

1. vy,=Dm(q,8)Dt(g)vg, vg);
2. DRg(q)a,=Dml(q,g)a,, Dt(g)ve);
Em particular, se w € Q*(¥4) é multiplicativa em ¥, entdo

wo(DRg(q)a,, vy) = wyla,, Dt(g)vg).

Demonstracao:

1. Observe que Idy = mo(t,1dy). Se v, € 1,9, entdo

D(mo(z,1dy))(g)v,) = Dm(r(g) g)D(t,1dy)(g))vg)
= Dml(q,g)Dt(g)v,, D1dy)(g)(v,)
= Dml(q,8)Dt(g)vy, vg)

Mas D(m o(t,1dy))(g)(vg) = D1dy(g) v = v,. Portanto,
vg=Dm(q,8)(Dt(g)vg, vg).

2. Considere uma curva a : [0,1] — ¥y, tal que a(r) = (a,(r),a,(r)), sendo
a,(0)=q e a}(0)=a, e a,(r)=g, para todo r €[0, 1]. Entdo,

d
Dm(q’g)(aq’Dt(g)Vg) = E rzOm(a(r))
d
E r=0
d

drlr=o0
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Dos itens 1 e 2 segue que

we(DRg(q)a,, vg) = wg(Dm(q,g)a,0),Dm(q,g)Dt(g)vg, vg))
= (m*w)4((a,,0),(Dt(g)vy, vg))
= (prjw—priw)s((a,,0),(Dt(g)vy, vy))
= wylay, Dt(g)vg)— wg(0, vg)
= wylay, Dt(g)vy)

g

OJ

Lema 4.6. Sejam (M,,m,),(M,, n,) duas variedades de Poisson. Se ¢ : M, — M, é um
morfismo de Poisson, entdo o seguinte diagrama comuta

Do(p)
T,,M1 — T¢(p)M2 .

nﬁT ng[

* 3 *
Tn M 1(D¢(p))*T

¢(p)M2

Demonstracao: Seja {f,g}; = n;(df,dg) a estrutura de Poisson correspondente em

M;, j=1,2.Como ¢ : M; — M, é um morfismo de Poisson, para cada f, g € C*(M,)

{f 8o ={fcp,go0h (4.13)
Reescrevendo a igualdade (4.13), em termos de bivetores, temos
my(df,dg)o¢ =m(d(f o) d(goe)).

Sejam d f,dg € T*M,, entao

dg(@(p))o(D(p)omi o (DP(P)NAf(D(p) = dg(@(P)D(p)
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Comope M, edf,dg e T*M, sdo arbitrarios, concluimos que
D (p)orio(D(p)) =k
Isto segue do fato que, localmente, elementos em 7*M, sao combinacdes C*(M,)-linea-

res de 1-formas exatas. [

Podemos, fazer uma demonstracdo do Teorema (4.4):
Demonstracdo: Vejamos que o : A(Y) — T*M é um isomorfismo de fibrados vetoriais.
Se a, €kero e v, € T,M entdo
wy(a,, v,)=0.

Como ¢ : ¥ — M é uma submersao sobrejetora, existe Ug € 1;,% tal que Dt(g)vg = Uy,

para todo v, € T, M. Além disso, pelo Lema (4.5)

wy(a,, v,)=wy(a,, Dt(g)vs) = w,(DRg(p)a,, vg) =0.

Como w é ndo-degenerada, segue que
DRg(p)a, =0.

Mas DR,(p): s7'(q) — s~'(p) € um isomorfismo, entdo a, = 0. Ou seja, 0 : A(¥) — T*M
é injetora. Além disso, pelo item 2, do Teorema (4.3), temos

1
dimM = Edim% .
Assim, dim7T*M =2dimM = dim%¥. Como
dim(A(¥¢))=dim(ker D s)+ dimM =2dimM,

segue que
dimA(¥9)=dimT*M.

Portanto, o : A(¥)— T*M é um isomorfismo de fibrados.

Vejamos que 0 : A(¥) — (T*M), é compativel com a ancora p : A(¥9) — TM em A(Y)
e com a ancora 7* : T*M — TM em (T*M),. Por um lado, para cada g € M a ancora em
A,9 € definida por p, =D t(q)lAqg. Por outro lado, como ¢ : (¢4, w) — (M, r) é morfismo
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de Poisson, pelo Lema (4.6), segue que
pg=mro Wt

Dai, temos que
—
pg=T"o0,.

Vejamos que o : A(¥) — (T*M), preserva colchetes. Para tal, vejamos que vale a se-
guinte igualdade

t*(O'[(l, b]A(g)) = t*[O'(a), G(b)]n

Como, [0(a), o (b)], = £,a)(0(D))— £, (0 (a)) —d(o(b)(*(o(a))), entdo
t*[o(a),o(b)], = t*(Lp)(0 (b)) — t*(L,pm(0(a))— t*d(o(b) (7o (a)))

Da férmula de Cartan, segue que

t*lo(a),o(b)l, = rriyu(do)(b)+t d(lp(a)U)(b)
— ) (do)(a)+ ( o )(a)— 71,0 (do)(D)
= t7d(1p)0)(b)— ( o)a)—t*(1pxdo)(b)
= t'd(w(b,p(a))—t* ( (a,p(b))— ( w)(a, p(b))
= d(t*w(b,p(a))—d(t"w(a, p(b))—(dt*w)a, p(D)) (4.14)
= d(t"w(b,Dt(a))—d(t*w(a,Dt(b))—(dt*w)(a, D (b))
= d(t"w(DR(b),a))—d(t*w(DR(a), b))—(dt*w)(DR(a),b)
l

= —1(dt*o)a)+ i, (dt*o)a)+d(1, t*o)(b).
Por outro lado, pelo Lema (4.5), vale a seguinte igualdade: t*o(a)=1,rw. Logo,

t*(ola, blag) = Yar @ =(Lar(1prw))—(15r(Lor w))
= d(iyt'o)b)+i1,(dt*o)b)—1,(d(1, )+ 1, (dw)) (4.15)
= d(iyt*o)b)+1,(dt*o)b)—1,-(dt* o) a).

Portanto, das igualdades (4.14) e (4.15) segue que

t*(ola, blyg) = t*lo(a),o(b)],.
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Como t :¥4 — M é uma submersao sobrejetora, segue que

ola,blyg =[o(a),o(b)],.

Reciprocamente, vale o seguinte resultado

Teorema 4.7 ([2], [4]). Seja(M, 1) é uma variedade de Poisson tal que (T*M), se integra a
um grupoide de Lie 9 s-simplesmente conexo. Entdo existe uma tinica forma simplética
w € Q3(4) que torna (¥4, w) um grupoide simplético sobre M tal que t ¢ — M é morfismo
de Poisson e s : ¢ — M anti-morfismo de Poisson.

Com este resultado mostra-se que existe uma correspondéncia 1 —1 entre grupoides
simpléticos e variedades de Poisson integraveis da seguinte maneira

(¢, w)=M)— (M, ),

onde 7t é dada pelo item 8 do Teorema (4.3).

Exemplo 4.4. Seja(M,w) uma variedade simplética. No Exemplo (4.1) vimos que o gru-
poidedo par M xM = M éum grupoide simplético. E facil ver que(M xM,Q) = M integra
(M, w) vista como variedade de Poisson. Note que M x M = M ndo necessariamente é um
grupoide s -simplesmente conexo.

Exemplo 4.5. Se(M, w) é uma variedade simplética, o grupoide fundamental ll(M) = M
herda a estrutura de grupoide simplético (Exemplo (4.2)). Neste caso, (II(M),2) = M inte-
gra(M, w) vista como variedade de Poisson. ComoIl(M)= M tem s-fibras simplesmente
conexas, segue do Teorema(4.7) quell(M) = M é o tinico grupoide s -simplesmente conexo
que integra(M, w).

Exemplo 4.6. Considere o grupoide simplético T*G = g* do Exemplo (4.3). Neste caso,
T*G integra a variedade de Poisson g* com a estrutura de Lie-Poisson (Exemplo (3.2)).



Capitulo 5

Grupoides G -Hamiltonianos

Neste capitulo estudamos grupoides G -Hamiltonianos, isto €, grupoides simpléticos mu-
nidos de uma acao Hamiltoniana compativel com a estrutura de grupoide. Apresenta-
mos o resultado principal deste trabalho, que mostra que o espaco de 6rbitas de uma
acdo de Poisson numa variedade de Poisson integravel, é também integravel como va-
riedade de Poisson e, é possivel construir um grupoide simplético que integra esta vari-
edade de Poisson via reducdao de Marsden-Weinstein para grupoides G -Hamiltonianos.
Finalmente, relacionamos nossos resultados com os obtidos por Mikami e Weinstein em
[20].

5.1 Acoes em grupoides de Lie

Sejam ¥ = M um grupoide de Lie e G um grupo de Lie compacto que age em ¢ por auto-
morfismos de grupoide. Ou seja, para cada g € G, temos um isomorfismo de grupoides
de Lie ¥, : 4 — ¢ cobrindo um difeomorfismo ¢, : M — M, tal que ¥, oW, =W, ;,, g, h €
G. Note que g — 1), define uma agédo de G em M.

Neste capitulo, G denotard sempre um grupo de Lie compacto.

Proposicao 5.1. Se a acdo de G em & é livre, entdo o espago de orbitas 9 /G herda uma
estrutura de grupoide de Lie sobre o espacgo de orbitas M /G, tal que a projecdo canonica
Pr:9 — % /G é morfismo de grupoides de Lie cobrindo a projecaopr: M — M /G.

Demonstracdo: Como as acoes de G em ¢ e em M sao livres e G é compacto, entdo os
espacos de 6rbitas 4/G e M /G admitem estrutura de variedade diferenciével, tais que

62
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as respectivas projecoes, Pr: 4 — ¥/G e pr : M — M /G, sdao submersoes sobrejeto-
ras. Vejamos que ¥/G = M /G é um grupoide de Lie. Para isto, considere s, t,m,¢,1
as aplicag0es estruturais em ¢. Denotaremos por ¥, : 4 — ¢ a acdo de G em ¢ e por
Yg: M — M aagdo de G em M e a a Orbita de a € ¥. Temos a seguinte estrutura de
grupoideem ¥/G :

® Source:
s . ¥9/G — M/G
a — s,
e target:
t : 9/G — M/G
a — ta),
[ )

multiplicacio: Sejam @, f € 4/G tais que s(@) = £(f8). De forma equivalente, existe

um Unico g € G, pois a acdo é livre, tal que 1,/1 ¢(s(a))=t(B). Logo, definimos

m(a, )= m(¥,(a), B).

secao identidade:
e : M/G — 9/G

inversao:

[ ]
~|

L G/G — %/G
a —

E facil verificar que 4/G = M /G com as aplicacoes s, t,m,¢,1, é grupoide de Lie. Por
construcdo, Pr: ¢ — ¥ /G é morfismo de grupoides, cobrindo pr: M — M /G. O

5.2 Acoes Hamiltonianas em grupoides simpléticos

Motivaremos os objetos de estudo desta secao com o seguinte exemplo:

Exemplo 5.1. Seja (M, w) uma variedade simplética. O grupoide do par M x M = M
é naturalmente um grupoide simplético (veja Exemplo (4.1)). Suponha que u : M — g* é
uma aplicagdo momento para uma agdo simplética ) : G x M — M de um grupo de Lie



Capitulo 5. Grupoides G-Hamiltonianos 64

(compacto) G em M. Entdo, a agdo diagonal de G em M x M é simplética com aplicagéo
momento

J:MxM — g
(p,g) — wplp)—u(q).

Observe que a ag¢do diagonal é uma ag¢do por automorfismos de grupoide. Além disso, a
aplicacdo momento J : M x M — g* satisfaz

J(a-B)=J(a)+J(B)

onde cada a, 8 € (M x M),. Em particular, se 0 € g* é valor regular de J : M x M — g*,
entdo J1(0) é um subgrupoide de M x M, cuja base é M. Suponha que G age livremente
em J~Y(0). Pela Proposicdo (5.1), o espaco reduzido

(M X M)red = ]_1(0)/G

é um grupoide de Lie sobre M /| G. Sabemos que M /G herda uma estrutura de Poisson T .q
(veja Exemplo (3.4)). E ficil ver que (M x M),.q = M /G é um grupoide simplético que
integra(M /G, T eq).

O exemplo anterior faz parte de um contexto mais geral de acbes Hamiltonianas em
grupoides simpléticos. O cendrio é o seguinte:

1. (¢, w)= (M, ) grupoide simplético;

2. G grupo de Lie compacto agindo por automorfismos de grupoide ¥, : 4 — ¢, co-
brindo uma agéo y,: M — M, g € G;

3. WZw = w, para cada g € G;

4. a acdo de G em (¥, w) é Hamiltoniana, com aplicacdo momento u : 4 — g* que
satisfaz
ula- B)=ula)+u(p) (5.1)

para cada (a, ) € 9.

Nesta situacao, diremos que (¢4, w, G, u) € um grupoide G -Hamiltoniano.
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Proposicao 5.2. Sejam (9, w) = M um grupoide simplético e G um grupo de Lie que age
de forma simpléticaem . Entdo a agdo de G na base M é por difeomorfismos de Poisson.

Demonstracao: Como (¢, w) = (M, ) é um grupoide simplético, segue do Teorema (4.3)
que ¢t : (¥, w)— (M, ) é morfismo de Poisson. Por outro lado, para cada g € G, temos

toW,=1,0t,

pois a acdo de G é por automorfismos de grupoide. Seja {-, -}, o colchete de Poisson em
C*(M) induzido por 7. Queremos provar que

v dropg={fiohg foothgls

paracada f;, f, € C*(M)e g € G. Como ¢ : ¢ — M é uma submersao sobrejetora, basta
mostrar que

i, Lo =t"{fiog, frohehr.
Mas isto decorre do fato que ¢ : (¢,w) — (M, n) é morfismo de Poisson e que a acdo

U, : ¢4 — ¢ é simplética O

Observacao 5.1. Como G age em (M, r) por difeomorfismos de Poisson, se G age li-
vremente, entdo M /G herda uma estrutura de Poisson 7.4 tal que a projecdo canonica
pr: M — M/G é morfismo de Poisson. O seguinte resultado mostra que € possivel
integrar a variedade de Poisson (M /G, .q) via reducao simplética para o grupoide G-
Hamiltoniano (¢, w, G, u).

O teorema abaixo é o segundo resultado principal deste trabalho.

Teorema 5.3. Seja (¥, w, G,u) um grupoide G -Hamiltoniano. Se 0 € g* é valor regular de
u e G age livremente em u~*(0), entdo

1. Oespaco reduzido G,eq = (U (0)/ G, Wwyeq) € um grupoide simplético sobre M | G;
2. O grupoide simplético 9Y..q integra a variedade de Poisson (M |G, Tt eq)-
Demonstracao:

1. Como 0 € g* é valor regular de u e u satisfaz (5.1), concluimos que u~'(0) = M
é um subgrupoide de ¥ = M. Por outro lado, como G age por automorfismos
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de grupoide, decorre da Proposicdo (5.1) que o espaco de 6rbitas u~1(0)/G herda
uma Unica estrutura de grupoide de Lie sobre M /G que torna a projecao canonica
Pr: u~'(0) — u~'(0)/G um morfismo de grupoides, cobrindo pr: M — M /G. Pelo
Teorema de Reducao Simplética (Teorema (1.8)), existe uma tnica estrutura sim-
plética w,.q em %,.q := 1 1(0)/G caracterizada por

Priw,g=1"w, (5.2)
onde 1 : u1(0) — ¥ é a inclusdo. Vejamos que w,.q € 2%(%,.q) € multiplicativa. Isto
é,

m*wred = ﬁjwred + ﬁ;wred- (5.3)

onde 7 : (Yeq)2) = Yea € @ multiplicagdo em ¥4 € pr IR (“red)2) = Grear J = 1,2, 580
as projecoes. Para mostrar (5.3) basta verificar que

(Pr x Pr)*(m*wred) =(Prx Pr)*(ﬁ#{ Wred +ﬁ;wred)’

pois Pr x Pr: u~1(0) x u™'(0) = %eq X %eq € uma submersido sobrejetora. Mas isto
segue combinando o fato que Pr: u~!(0) — ¥..4 € morfismo de grupoides com (5.2)
e a multiplicatividade de w.

2. Considere {-,}.q, aestrutura de Poisson em C*(M /G)induzida por 7 .4. A projecao
pr: (M’ {'r }n) I (M/G; {'r '}red)’
é um morfismo de Poisson, isto é:

pr*{fl’ fé}red = {pr*fl’ pr*fZ}rU fl’ f2 € COO(M)

Como (1 1(0)/G, w,q) = M /G é um grupoide simplético, o Teorema (4.3) garante
a existéncia de uma tnica estrutura de Poisson {-,-},;,c em M /G tal que

£:(u0)/Go Vo) — (M /Gy Y uj6),

é um morfismo de Poisson, ou seja:

T fhe =T AT Hlow fi, € C*(M).



Capitulo 5. Grupoides G-Hamiltonianos 67

Vejamos que {-,-} /6 = {-) }rea- Como prot : u=(0) — M /G é submersao sobrejetora,
basta verificar que:

(pI‘O t)*{flrfz}M/G = (pI‘O t)*{f‘l!f‘Z}red- (54)

para cada fi, f, € C*(M/G). Para o lado esquerdo de (5.4), como ¢ : u~1(0)/G —
M /G é morfismo de Poisson e pro t = t o Pr, entdo

(pro t){fi, LYmc ={fiot, ooty oPr. (5.5)

Avaliando (5.5) em a € u~1(0), temos

(pro t){f, fotmscla) = {flo?’fZO?}M/G(Pr(a))
D f,(t(Px(a)))D t(Pr(a)) X 1,oz(Pr(a)).

Como 7 : u~1(0)/G — M /G é morfismo de Poisson, segue que
Dt(Pr(a))X,oz(Pr(@)) = X, (t(Pr(a))).

Ou seja,
(pro t)'{fi, itmsc(@) = D f((Pr(a) X, ((Pr(a))), (5.6)

onde X, é o campo Hamiltoniano associadoa f, € C*(M /G), comrespeitoa{-,-} /-
Para o lado direito de (5.4), pr: (M,n) = (M /G, mq) € t : (¥4, w) — (M, ) sdo mor-
fismos de Poisson e pro t = f o Pr, entdo

(prot){fi, folrea={fiotoPr, foprot},. (5.7)

Avaliando (5.7) em a € u1(0), obtemos

(pro t){fi, o}real@) = {fiotoPr, froprot},(a)
= Df({(Pr(@))DE(Pr(@))DPH@)X (@) (5.8)

Seja h € C*(u~1(0)/G). O campo Hamiltoniano Xp,-j,, associado a Pr*h € C*®(u~1(0)),
é Pr-relacionado ao campo Hamiltoniano X}, associado a h. Ou seja,

DPr(a)Xpp, () = X, (Pr(a)) a<u ' (0). (5.9)
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Como toPr=prot,se h=1 f,onde f € C*(M/G), temos
Pr*h =Pr'(t"f)=(t o Pr)* f =(pro t)* f = t*(pr*f). (5.10)
Entdo, pelas igualdades (5.9) e (5.10), obtemos
DPH()X - 1)(@) = DPH(@) Xpre(,07)(@) = X o7(PT(a0)). (5.11)
Combinando as igualdades (5.8) e (5.11), segue que

(pro t)*{fi, flea(@) = DAl
= D AE(Pr()X,(t(Pr(a)) (5.12)

onde X, € o campo Hamiltoniano associadoa f, € C*(M/G), comrespeitoa{-,-},;/c-
De (5.6) e (5.12), obtemos

(pro tY*{fi, fo}ea(@) = (pro t){fi, fila/c(@) aeu'(0)

Dai
{'» '}red = {'» '}M/G'

OJ

Exemplo 5.2. Seja(M, w, G, u) um espago G -Hamiltoniano. Usando o Teorema(5.3), exi-
biremos um grupoide simplético que integra a variedade de Poisson (M /G, Teq). O gru-
poide do par M x M = M é um grupoide simplético (Exemplo (4.1)) e com respeito a a¢do
diagonal, (M x M,Q,G,J ) é um grupoide G -Hamiltoniano, onde ] : M x M — M é dada
por,

J(p,q)=ulp)—uq).

Pelo Teorema (5.3), o espago reduzido

(M x M)eq:={(p,q) €M x M | u(p)=u(q)}/G,

é um grupoide simplético que integra (M |G, T oq)-
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5.3 O grupoide fundamental de uma variedade simplética

Na secdo 5.2 mostramos que se M /G é o espaco de 6rbitas determinado por um espaco
G-Hamiltoniano (M, w, G, u), entdo M /G, visto como variedade de Poisson, é sempre
integravel e ainda é possivel construir explicitamente um grupoide simplético que inte-
gra M /G. E conhecido que existem acdes simpléticas que ndo admitem aplicacdo mo-
mento. Obstrucdes cohomoldégicas para a existéncia de aplicacbes momento podem ser
encontradas em [12]. Nesta secao mostraremos que se G age simpleticamente em (M, w),
entdo a variedade de Poisson M /G € integravel, mesmo quando a acdo de G em (M, w)
ndo admite aplicagdo momento. Nossa demonstracdo combina os resultados da secao
5.2 com o seguinte teorema, devido a Mikami e Weinstein [20].

Teorema 5.4 ([20]). Seja(M, w) uma variedade simplética. Suponha quey) : G x M — M
é uma agao por difeomorfismos simpléticos. Entédo o grupoide fundamental IIM) = M
herda de forma canénica uma estrutura de grupoide G -Hamiltoniano, com estrutura sim-
plética

Q0 =(s x t)"(prjw —priw), acdo simplética dada por

Ue([a]) =[yg(a)]

e aplicacdo momento u : TI(M ) — g*

(u(la), u) :=f Ly 0. (5.13)

onde|a]l€Il(M) e u,; € X(M) é o gerador infinitesimal associado a u € g.

Para demonstrar este Teorema, precisamos de um resultado prévio. Para isso, consi-
dere a seguinte:

Definicao 5.1. Seja :[0,1] = M uma curva em M. Uma variagdo de a é uma aplicacdo
suave Y. :[0,1]x (—&,8) — M, (1, 1) — X(1y, 1), € > 0, tal que

1. X(r,0)=a(ry), nr€[0,1];

2. Fixador, €[0,1], a curva

(—e,e) —M

p) — (1, 1)
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é suave.

Dada uma variacao > : [0,1] x (—¢,€) = M de « : [0,1] — M, considere os seguintes
vetores:

0
Vi(n, r):=DX(r, n)— j=12. (5.14)

]
5rj

Lema5.5. Sejam (M, w) uma variedade simplética e[a] € TI(M). Se>:[0,1] x (—¢,&) = M
é uma variagdo de a e V;, V, sao dados por (5.14). Entdo valem as seguintes igualdades:

1. Ly (w(upy, Vo)) = Ly, (w(uy, V1));

2. Ly, (W, V)= w([up, M), Vo) — w([uy, Vo], V1)

3. Ly (w(uy, V)= (Ly,w)(uy, Vi)— (U, V2], V1).
Demonstragao:

1. Seja & :=1,, w.Como aacgdo de G em M € simplética, segue da férmula de Cartan
que

0 = di(V, Vo)=£Ly(E(V))—Ly (W) =<V, 1))
= Ly (w(uy, Vo)) — Ly (w(uy, V1))

ja que [Vi, V3] =0.
2. Como w € Q?*(M) é simplética entio,

0 = do(uy, i, Va)= £y, (0(V, V2)) = Ly (w(Ur, Va)) + Ly, (w(Upr, V1))
- w([qu Vl]’ V2)+w([uM’ VZ]» Vl)_w([vl»vé]’ uM)
= 2’uM('()(Vl»Vé)_(f‘)([uM»Vvl]’ VZ)"'Q)([MM’ VZ]» Vl)

Ou seja,
'QuM(w(‘/l’ ‘/2)) = C‘)([uM’ ‘/l]r ‘/2)_6‘)([qu ‘/2]’ ‘/1)

3. Como w € Q?*(M) é simplética segue da formula de Cartan que,

Lxw=diyw, X ex(M).
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Sejam X =V, e ) = 1, w, entao,

(Ey,o)(uy, Vi) = dn(uy, Vi) =Ly, (V1) =Ly, (n(ua)) —n(lum, Vi)
= Ly, (0(Va, V1)) =Ly, (0(Va, up)) = Vo, [uy, Vi)
= o([up, V2], )= o[ur, Vil, Vo) = Ly (@(V, up)) — w(Va, [y, Vi)
= o(luy, V2], i)+ Ly (i, V).

Logo,
SVZ(C’)(qu V)= (Sv1 w)(up, Vo) — w([uy, V2], )

E do item 1, segue que

SVZ(CO(UM» V))= SVZ(C()(UM» V))—w((uy, V2], V1)

Feito isso, podemos dar uma demonstracao para o Teorema (5.4) :
Demonstracao: Vejamos que u : [I(M) — g* é equivariante com respeito a representacao
coadjuntaAdz,1 : g — g. De fato, sejam [a] € [I(M) e g € G, entdo

(uoWp)lal), u) = (u(lyg(a)]) u)

= Wy (alr uM’ ¢g oa(r))dr
= C‘)(Jt(r)(z#,g*l(’“tM)r a/(r))d r

= Cz)a(r)((Adg—l U)M, a/(r))dr

= l(Adgfl W wdr
a(r)

= (ual),Adg-u)
= ((Adg) o p)([al), u).

Portanto, (uoW,) :Ad’;,1 ou.Vejamos que u : II(M) — g* é uma aplicagdo momento. Sejam



Capitulo 5. Grupoides G-Hamiltonianos 72

[a]€II(M)e V € T,I1(M). Considere uma variagdo X:[0,1] x (—¢,&) — M de a, tal que

0
V(rl):DZ(rl)O)(E)’ rle[o)l]'
2

o0
Sejam V|(ry, )= DX(r, rz)(a—

) . Queremos mostrar que
ny

0
) e Vy(r, n)=DX(n, rZ)(é’_

p)
DU (V)= 1, AV,

sendo Q2 := (s x t)*(priw —priw) € Q*(II(M)). De fato

17
Du“(V) = Du* (DZ(', rz)(g))
2

1,=0
7
= — us(e,
37 o (2]
= 9 f 1,, W
ar, Iplr= ¥(r,1) "
0 7
= ( —_— u ,DZ(r,r)(—))dr
I or, ( M 112 or, 1
1
= ( 'QVZ uM,‘/l)} dl‘l
Jo
1
= j‘ Ly w(uy, Vi)— ([uM»VZ]»Vl)‘rzzodrl-
0

Pelo item 3, do Lema (5.5), vale a igualdade acima, entdo
1
Du*(V) = f Ly o(uy, Vi) —o([uy, Vol V1)|r2:0d n
0

1
= J 1, (Vs V)= 1y, d0(Va, tg) = (Vi Lttag, VD)= ((1tas, Vo), V), ol
0
1

= ( w(luy, Vol Vi) = w(lum, Vil Vo) = 1y d w(Vy, ty)
0

— o(Vy [y, Vi) = (1aag, Vo), Vi), _yd11)
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1
= f Q)([UM,‘/Z],‘/I)—ZV]dO)(Vé, uM)_w([quVé]"/l)’rzzodrl
0
1
= f —zvldcu(Vz,uM)\rzodr1
0
= Wqo)(un(a(0)), V1(0,0)) — wqay(un(a(l)), Va(1,0)).
Por outro lado, temos
(Cugon Da(V) = QU V)
= (s x t)(prjw—pr,w) ](un( my V) (5.15)

Vejamos que vale a igualdade (5.15).
D(S X t)[a]uH(M)

De fato, considere a curva 3 : [0, 1] — II(M

D(s x t)la]una

Vejamos que, D(s x t)[a]V =

D(s x t)a]V

W q0)(Up(@(0)), V1(0,0))—

o (Unm(a(1)), V5(1,0)).

Para tal se [a] € II(M), entao
= (up(a(0)), up(a(1))).

), tal que B(r) = (Weyp(r.y)la]. Entdo

r:o(s X t)(lpexp(r'u)[a])

(S X t)([wexp(r-u)a])

r=0
?P exp(r-u)

wexp (r-u)
e

d
dr
d
dr
d
drlr=o
a(0), uy(a (1)))

(uy,

(V1(0,0), V5(1,0)). Considere a variacao X de a. Entao,

L1 (sxoxstn, )
d
7 rZO(Z(O, r),x(1,r))

0 0
[os00( ) oz ()
(V4(0,0), 1(1,0)
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Combinando o Teorema (5.3), com o Teorema (5.4), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.6. Sejam (M, w) uma variedade simpléticae G um grupo de Lie que age em M
por difeomorfismos simpléticos. Suponha que a acdo de G em M é livre, entdo a variedade
de Poisson (M /G, m.q) do Exemplo (5.2) é integrdvel. Além disso, o grupoide simplético

H(M)red = (.u_l (0)/G ’ Qred)
ondeu :TI(M) — g* édefinida por(5.13), é um grupoide simplético que integra(M /G, T oq)-

Demonstracao: Pelo Teorema (5.4), o grupoide fundamental IT1(M ) herda a estrutura de
grupoide G-Hamiltoniano. Seja u : II(M) — g*, dada por (5.13), segue do Teorema (5.3)
que

(M )gea := (U (0)/G,ea) = M/G

é um grupoide simplético que integra a variedade de Poisson (M /G, T oq). O



Conclusao

Finalizamos este trabalho com algumas observag¢oes relacionadas com os resultados aqui
demonstrados:

1. Grupoides G-Hamiltonianos s-simplesmente conexos: No Teorema (5.6) exibi-
mos um grupoide simplético que integra o espaco de 6rbitas M /G de uma acgdo
simplética, onde G é um grupo de Lie conexo. A tnica integracdo de M /G como
no Teorema (4.7) é dada por um recobrimento de II(M),.4. Porém, se aplicacao
u: (M) — g* em (5.13), tem fibras simplesmente conexas, entdo [1(M),.q € o gru-
poide simplético s - simplesmente conexo que integra(M |G, Tt oq)-

2. Integracao de quocientes por uma acao de Poisson: Seja (M, ) uma variedade
de Poisson. Em geral, se G age liviemente em M por difeomorfismos de Poisson,
entdo M /G herda uma estrutura de Poisson 7,.4. Se M é integravel como varie-
dade de Poisson, a variedade de Poisson (M /G, 7t,.q) também é integravel. A de-
monstracdo deste fato usa uma extensao das técnicas das secoes 5.2 e 5.3, substi-
tuindo I[1(M) pelo chamado grupoide de Weinstein associado a variedade de Pois-
son (M, ). Para mais detalhes veja [10].
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