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Resumo

Neste trabalho propomos novas medidas de correlacoes quanticas e investigamos o
fenomeno de descoeréncia para um sistema de dois gbits. Na primeira etapa buscamos
uma forma alternativa para o calculo da discordia quantica utilizando entropias diferentes
da de von Neumann, como a entropia de Rényi e a entropia linear. Nessa andlise des-
cobrimos uma conexao entre a discordia entrépica e a geométrica. Assim, propusemos
formalmente um vinculo entre elas definindo a discérdia a partir do desvio da regra de
Bayes. A partir desses resultados, conseguimos outro mais surpreendente. Ao utilizar-
mos a entropia de Tsallis na definicao da discérdia, provamos que existe uma discérdia
mais geral, que chamamos de discordia-q, capaz de reproduzir, em limites apropriados, a
discérdia entrépica e a geométrica. A segunda etapa do trabalho consistiu na analise do
fenomeno de descoeréncia para um sistema de dois gbits acoplado com um reservatorio
composto por N osciladores em equilibrio térmico. Determinamos as caracteristicas cen-
trais do modelo, em particular o tempo de descoeréncia e, em seguida, o decaimento das
correlagoes quanticas, medidas pelo emaranhamento e discordia, e dos aspectos nao-locais,

a partir das desigualdades de Bell.
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Abstract

In this work we introduce new measures of quantum correlations and investigate the
phenomenon of decoherence for a two-gbit system. In the first part, we look for an alter-
native way to evaluate the quantum discord using entropies other than the von Neumann
one, such as the Rényi entropy and the linear entropy. In this analysis we discovered a
connection between entropic and geometric discord. Then we proposed formally, a con-
ceptual link between them defining discord as the deviation of the Bayes rule. A more
surprising result came out from the previous one. Using the Tsallis entropy as the kernel
definition of discord, we proved that there is a general discord, which we called ¢-discord,
which is able to reproduce, in appropriate limits, the entropic and geometric discord. The
second part of the study was to examine the phenomenon of decoherence for a system
of two gbits coupled with a reservoir composed of N oscillators in thermal equilibrium.
We determined the central features of the model. In particular, the decoherence time and
then, the decay of the quantum correlations, measured by the entanglement and discord,

and of the non-local aspect, given by Bell inequalities.
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Capitulo

Introducao

Até o final do século XIX, acreditava-se que a natureza era determinista, completa-
mente descrita pela mecanica classica. Com o desenvolvimento da tecnologia, os expe-
rimentos comecaram a ficar mais sofisticadas e escalas cada vez menores passaram a ser
investigadas. Com esses novos experimentos, apareceram fenémenos que a teoria classica
nao conseguia explicar, como, por exemplo, o efeito fotoelétrico, difracao e interferéncia
de particulas materiais, radiagao de corpo negro, entre outros. Nesse momento ocorreu
uma ruptura na fisica, que precisava de novas teorias para explicar esses fendomenos recém

descobertos.

A mecanica quantica surge nesse contexto, no inicio do século XX, a fim de tentar
entender o que acontece no mundo microscépico, quando a mecanica Newtoniana falha
na descricao de certos fenomenos. Entre seus idealizadores estao: Niels Bohr, Werner
Heisenberg, Max Planck, Louis de Broglie, Albert Einstein, Erwin Schrodinger, Max Born,
John von Neumann, Paul Dirac, Wolfgang Pauli, David Hilbert, entre outros. Atualmente
ela é estabelecida como uma teoria bem sucedida no estudo dos fenomenos que ocorrem

em escalas microscopicas.

Mas qual a conexao entre a mecanica quantica e a mecanica classica? Muitos acre-
ditam que a mecanica quantica ¢ uma teoria mais geral que engloba a mecanica cléssica.
Esse pensamento foi primeiro expresso pelo principio de correspondéncia de Bohr, segundo

o qual a mecanica quantica deve reproduzir as previsoes classicas no limite macroscépico.

Porém, muitos aspectos fundamentais da teoria quantica permanecem sem resposta.



Por exemplo, seu cardter probabilista: nao se pode inferir com certeza a posicao de um
elétron em um instante de tempo, apenas a probabilidade de encontra-lo numa certa
regiao. O que muitos cientistas se perguntam é se o carater probabilista é inevitavel ou
a teoria quantica é apenas uma aproximacao de uma teoria mais geral. Os adeptos desta
ultima posicao, acreditam que o carater probabilista ¢ oriundo do desconhecimento de
alguns parametros, chamados de “variaveis ocultas”. Ou seja, se tivessemos controle sobre
essas variaveis, a teoria deixaria de ser probabilista e poderia ser considerada completa,

conforme a visao disseminada por Einstein, Podolski e Rosen em 1935 [1].

Em 1964, John Bell publicou um artigo no qual descreve a incompatibilidade entre
a mecanica quantica e o conceito de realismo local [2]. Bell mostrou que é impossivel
construir um modelo baseado nas varidveis ocultas locais compativel com as previsoes
da mecanica quantica. Sua proposicao tomou a forma de um conjunto de desigualdades,
hoje conhecidas como desigualdades de Bell, que podem ser violadas apenas por sistemas
emaranhados. O primeiro de muitos testes experimentais das desigualdades de Bell foi

feito em 1982 por Aspect et. al. [3] comprovando a violagdo das mesmas.

Mas o que sao esses aspectos nao-locais da teoria quantica evidenciados pelas desigual-
dades de Bell? A resposta para esta pergunta ainda nao foi dada de maneira completa,
mas hoje sabemos que uma condi¢ao necessaria para a nao-localidade é a presenca de ema-
ranhamento. Trata-se de correlacoes quanticas com papel de destaque para a moderna
ciéncia da informagao quantica. O emaranhamento consiste em correlagoes que existem
entre sistemas compostos que “sentem” instantaneamente quando uma medida é feita lo-
calmente num subsistema, mesmo que as partes estejam separadas por grandes distancias.
A definicao matemética de emaranhamento é dada em termos de uma negacao: o estado

¢ dito emaranhado se for nao separavel.

Até o final do século XX, o emaranhamento foi aceito como a tinica manifestagao das
correlagoes quanticas existentes em sistemas compostos. Mas em 2001, dois artigos, um
publicado por Zurek e Olivier [4] e outro por Henderson e Vedral [5], utilizando conceitos
de teoria da informacao, demonstraram que existem correlacoes “puramente” quanticas
mesmo quando os sistemas sao separaveis. Essa nova classe de correlagoes ficou conhecida
como discordia quantica, e ¢ um dos assuntos centrais dessa dissertagao. Na ultima década,
houve um grande interesse da comunidade cientifica por essa nova medida, em particular

pelo entendimento de seu significado fisico. Devido as dificuldades no célculo, novas



medidas foram propostas e, entre elas, a discdrdia geométrica [6]. Esta tltima se baseia
numa medida geométrica da distancia no espaco de Hilbert entre o sistema de interesse
e o estado com discérdia nula mais préximo. Apesar de conceitualmente diferentes, a

discordia entrépica e geométrica evidenciam as mesmas correlagoes.

A importancia do estudo da discordia estd no fato de que mesmo estados separaveis
(ndo emaranhados) podem ser utilizados em processos de computagdo quantica. Assim,
estados quanticos que nao apresentam emaranhamento, mas que tém discérdia nao nula
sao extremamente relevantes no desenvolvimento da ciéncia da computacao quantica.
Além disso, em 2003, Zurek demonstrou que a interpretacao operacional da discordia
esta relacionada com a diferenca entre a eficiéncia de demonios de Maxwell cldssicos e

quanticos em extrair trabalho de sistemas quanticos correlacionados [7].

Uma questao natural no contexto das correlagoes quanticas é como elas se comportam
frente a descoeréncia. Em particular, é interessante quantificar quao robustas elas sao.
A teoria de descoeréncia foi proposta nos anos 80, pelos trabalhos seminais de Caldeira
e Leggett [8] e Zurek [9]. A ideia central consiste em modelar o ambiente mais o sistema
por uma dinamica Hamiltoniana unitaria e entao tracar as varidveis inacessiveis do reser-
vatorio. Como resultado, tem-se uma dinamica dissipativa e nao unitaria e que, portanto,
nao conserva coeréncia. Fundamentalmente, a descoeréncia é um mecanismo derivado do
emaranhamento entre o sistema de interesse e graus de liberdade incontrolaveis, aos quais

chamamos genericamente de “ambiente”.

O fenomeno da descoeréncia foi extensivamente estudado nas tultimas duas décadas,
especialmente por duas razoes. Em primeiro lugar, este mecanismo é o grande empecilho a
computacao quantica, que precisa do carater quantico dos estados afim de oferecer ganho
em relacao a computacao classica. A segunda razao, é que o mecanismo da descoeréncia
fornece um paradigma para a explicacao de alguns problemas conceituais importantes,

como a transicao quantico-classico e o problema da medida em mecanica quantica.

O estudo de correlagoes quanticas e o fenomeno de descoeréncia sao de extrema im-
portancia para a teoria de informagao e computagao quantica. Para o desenvolvimento
dessas ciéncias €é necessario saber quais estados quanticos podem ser usados para proto-
colos de computacao e como eles se comportam quando interagem com o ambiente. Além

disso, as correlacoes quanticas e o fenomeno de descoeréncia sao pecas fundamentais para



o entendimento da transicao entre a mecanica quantica e a mecanica classica. Nessa
dissertacao buscou-se um estudo desses dois aspectos e de sua inter-relacao em sistemas
bipartidos de dois gbits. Nossos resultados podem fornecer informacgoes tteis para uma

série de situacoes experimentais de interesse atual.

A dissertacao serd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 vamos apresentar al-
guns conceitos preliminares de mecanica quantica, uma descri¢cao das correlagoes quanticas

e sua quantificacao e uma descricao de diferentes entropias.

No terceiro capitulo iremos investigar maneiras alternativas de calcular a discordia
quantica para sistemas de dois gbits para uma série de estados conhecidos como tipo
X [10] através da utilizagdo de diferentes entropias daquela apresentada em [4]. Para
complementar a analise é feita uma comparacao numérica entre esses resultados. Em
seguida, apresentamos o calculo da discordia via entropia linear para sistemas gerais de
dois gbits que evidencia a equivaléncia com a discérdia geométrica. Continuando a ana-
lise, propomos entao a formulacao de uma discérdia generalizada, a qual chamamos de
discordia-g, que é baseada na entropia de Tsallis. Provamos que essa nova definicao recai
na discérdia entropica usual para ¢ — 1 e na discérdia geométrica quando ¢ — 2. Assim,
conseguimos um resultado mais geral que descreve as correlagoes quanticas em sistemas
bipartidos e consegue conectar duas formas bem estabelecidas na literatura, a discordia

entropica e a geométrica.

No quarto capitulo é feita uma andlise de um sistema de dois gbits preparados num
estado inicial X interagindo com um reservatério de osciladores harmonicos em equilibrio
térmico. Através desse modelo analisamos a dinamica das correlagoes (como emaranha-
mento, discérdia) sob descoeréncia de fase, isto é, a perda de fase sem dissipacao de
energia. Esta aproximacao é justificada pelo fato conhecido de que a perda de coeréncia
do sistema geralmente ocorre muito mais rapidamente do que a perda de energia. Nosso
modelo simula, portanto, um canal de amortecimento de fase, efeito que nao tem anélogo

classico direto.

O ultimo capitulo desta dissertagao é reservado para um breve sumaéario, conclusoes e

discussao de perspectivas.



Capitulo

Conceltos Preliminares

2.1 Fundamentos da Mecanica Quantica

Computacao e informacao quantica sao areas de pesquisa que estudam a utilizagao
de sistemas quanticos para melhorar a transmissao e o processamento da informagao,
através de aspectos da natureza que nao ocorrem em sistemas classicos (macroscépicos).
Esses sistemas sao caracterizados pela mecanica quantica, uma descricao matematica do
mundo fisico, fundamentada por alguns postulados. Iremos apresentar os postulados
necessarios para o desenvolvimento do trabalho. O contetiido desse capitulo é baseado nas

referéncias [11-14].

O primeiro postulado se refere a descricao do estado de um sistema quantico, ou
seja, um estado é uma descricao completa de um sistema fisico e todo estado quantico é
definido através de um vetor estado (|¢)), com norma unitaria ((i|1)) = 1), pertencente

a um espago vetorial conhecido como espago de Hilbert (H).

Um dos principais aspectos da mecanica quantica é o principio de superposicao. Se-
jam |@1), [da), -+, |¢n), vetores estados pertencentes a um espago de Hilbert qualquer H,
entao o estado [¢) = Y "I | ¢;l¢;) também é um vetor estado pertencente ao espaco de
Hilbert ‘H, onde os coeficientes ¢; sao nimeros complexos conhecidos como amplitudes de
probabilidade de determinado estado. Ou seja, qualquer estado quantico pode ser descrito

como uma combinacao linear de outros estados quanticos.
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O segundo postulado se refere a dinamica de um sistema quantico fechado, isto é,
sistemas quanticos que nao sofrem quaisquer interagoes com o mundo exterior. A evo-
lugao dinamica de um sistema fisico é unitaria, gerada por um operador Hermiteano,
chamado de Hamiltoniano do sistema. A dinamica do sistema é governada pela equagao

de Schrodinger,

d 1
S1(®) = 5 Hp(0), 21)

onde H ¢é o operador Hamiltoniano. Trata-se de um operador Hermiteano geralmente
obtido a partir da quantizagdo da funcao Hamiltoniana classica. O Hamiltoniano do
sistema pode depender explicitamente do tempo. Quando isso nao acontece, nés podemos

integrar formalmente a equacao (2.1) para obter

[¥(t)) = U(t, to)[¢ (o)), (2.2)

onde
U(t, ty) = exp [—%H(t - to)] , (2.3)

to sendo o tempo inicial e [1(¢y)) o estado inicial do sistema.
Podemos verificar que U(t,ty) também satisfaz a equagao de Schrodinger

d )
—U — ——_HU 2.4
dt (tatO) h (t7t0)> ( )

e em t = tg, U(t, ) deve satisfazer

Como H é um operador Hermiteano, segue que:

!

U'(t, to) = exp {h

H(t— to)] =U"(t, 1), (2.6)

o que mostra que U(t,tg) é um operador unitario. Portanto, podemos dizer que o estado

quantico de um sistema fisico evolui de um tempo inicial ¢y para um tempo final ¢ através
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de uma transformacao unitaria, implicando num processo deterministico. O operador

U(t,ty) é chamado de operador evolugao temporal ou propagador.

O terceiro postulado se refere a medidas quanticas, que sao descritas por uma colecao
{M,,} de operadores de medida. Estes sao operadores que atuam no espago de estado
do sistema sendo medido. O indice m refere-se ao resultado da medida que pode ocorrer
no experimento. Se o estado do sistema é |¢)) imediatamente antes da medida, entao a
probabilidade do resultado m ocorrer numa medida do operador M,, é dado formalmente

por

p(m) = (Y| M} Mp|t), (2.7)

e o estado do sistema logo apds a medida é

™) = Mulb) (2.8)

(| M M, |b)

Os operadores de medida satisfazem a equacao de completeza,
> MiM,, = 1. (2.9)
m

A equacao de completeza expressa o fato das probabilidades somarem um:

> pm) = ($IM] My|¢p) = 1. (2.10)

m

Existe ainda, dentro desse postulado, uma classe especial de medidas conhecidas como
medidas projetivas. Uma medida projetiva é descrita por um observavel, M, um operador
Hermiteano no espaco de estado do sistema observado. O observavel tem decomposicao

espectral,

M =Y "mP,, (2.11)

m

onde P,, = |m){m/| é o projetor no autoespago de M com autovalor m. Os possiveis re-

sultados da medida correspondem aos autovalores m do observavel. Fazendo uma medida
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no estado |¢), a probabilidade de obter o resultado m é dado por

p(m) = W|Pult)) = D ($ldn)(dnl Pult) = Y (dnl Pult) (]¢0) = Tr([9) (| Pn).(2.12)

n n

Dado que o resultado m ocorreu, o estado do sistema quantico imediatamente apds a

medida é

[v"™) = : (2.13)

Medidas projetivas podem ser consideradas como um caso especial do terceiro postu-
lado. Os operadores de medidas projetivas além de satisfazerem a relacao de completeza
Yo M} M, = 1, também satisfazem a condicao de ortogonalidade, ou seja, os operadores

M, sao Hermiteanos e satisfazem a relacao M, M, = Oy M.

O quarto postulado é referente a sistemas compostos, que sao sistemas constituidos de
duas (ou mais) partes, chamadas usualmente de subsistemas. O espago de fase do sistema

composto é o produto tensorial dos espacos de cada parte, H =H1 ® --- Q@ Hy.

Para exemplificar esse postulado, vamos considerar um sistema bipartido, com es-
pacos de Hilbert H; e M, com bases {|mM)}, m = 1,2,--- e {]n@))}, n=12:--

respectivamente. Logo, os vetores de H sao na forma
) = com|mM) @ [n?) =~ e |mDn). (2.14)

Os produtos escalares desses vetores em H, supondo a ortonormalidade das bases nos

espacos individuais, podem ser obtidos a partir da relagao
(mOn@|m /@y = (mO /DY (@)@ = 56, (2.15)
Se [y =3 ImMn®) & outro vetor de H, entdo

m,n ~mn

W) = Chnlhn = W), (2.16)

de maneira que a normalizagdo de um vetor de H corresponde a condi¢ao (Y[y) =
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S lemnl* = 1. Todos os pares de vetores [¢(M) @ [¢?), com D) € H;, i = 1,2,
fazem parte de H, porém esse espaco possui também todas as combinagoes lineares dos
produtos tensoriais que, em geral, nao podem ser escritos na forma fatorada. Ou seja, em

‘H vao existir vetores que nao podem ser postos na forma

pM) = Zv m®),  16®) Zv [n®

o) @ [ Z T ff) In®), (2.17)

o coeficiente ¢,,,, nem sempre pode ser escrito como um produto %(n)% Os estados que

nao podem ser escritos na forma fatorada foram chamados por Schrodinger em 1936 de

estados emaranhados, os quais serao abordados na secao 2.4.1.

2.2 O qgbit

O conceito mais fundamental em informacao classica e computacao classica é o bit,
o qual pode assumir dois valores diferentes: 0 ou 1. O andlogo quantico do bit é o
bit quantico ou gbit. O gbit é um sistema quantico de dois niveis, como por exemplo,
uma particula de spin 1/2 (como o elétron) ou um dtomo de dois niveis. Assim como
os bits classicos, eles possuem dois estados que podemos chamar genericamente de |0) e
|1) (spin up e spin down, respectivamente, para o caso do spin do elétron ao longo de
um eixo particular, como o eixo-z). Entretanto, os gbits sdo essencialmente diferentes
dos bits classicos, pois o estado de um gbit qualquer sempre pode ser escrito como uma

combinacgao linear do tipo
[¥) = al0) +b[1), (2.18)

onde a e b sdo nimeros complexos normalizados, isto é, |a|*> + |b|?> = 1. Isso nao corres-
ponde a dizer que o gbit assume valores entre 0 e 1. Na verdade ele se encontra numa
superposicao coerente dos dois estados e, se realizarmos uma medida no gbit para conhe-
cer seu estado, nés o encontraremos no estado |0) com probabilidade |a|* ou no estado

|1) com probabilidade |b]?. Na base computacional, esses estados representam as matrizes
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(1 A
|0>=(0>7 !1>—<1). (2.19)

A base formada pelos vetores acima é ortonormal e a ela é associado um espaco de Hilbert

colunas:

bidimensional. Além disso, os estados |0) e |1) sdo autoestados do operador de Pauli o3

com autovalores +1, ou seja,
03]0) = 1|0), o3|1) = —1|1). (2.20)

Os operadores de Pauli 01, 05 e 03 satisfazem as seguintes relacoes de comutacao e anti-

comutagao, respectivamente,

3
[O’Z',O'j] = Qiz&jkak,
k=1
{0'1',0']'} = 2(51']'1, (221)

onde €;; € o simbolo de Levi-Civita e d;; ¢ a delta de Kronecker. Na base computacional,

os operadores de Pauli o1, 09 € 03 possuem as seguintes representagoes matriciais:

(01 (0 =i (o
0'1:<10>, 0'2—<i 0), 3 (0_1> (222)

As matrizes de Pauli também satisfazem as relacoes:

Det(U]’) = —17
Tr(oj) = O,

3
0'in = 5,”1"‘25 gijko-k7

k=1
0'5 - 520-3:1]-7
(@ -3)b-3) = (@-b)1+id-(@xb). (2.23)

E possivel descrever rotagoes em um tnico gbit através de transformacgoes unitarias.
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Estas operagoes preservam a norma do vetor estado que caracteriza o gbit, ou seja, sao
rotagoes que preservam a relacao |a|® + |b|?> = 1. Operagoes desse tipo sao representadas
por matrizes unitarias 2 x 2, e o grupo de simetria associado a essas matrizes é o grupo
SU(2). Se n é um vetor tridimensional real de médulo unitario, entdao podemos definir

uma rotacao ¢ em torno do eixo definido por n pela equagao

0n 2 o . . .0
Uy = e "%/2 = 1 cos 3 i(n - J)sin Y (2.24)
com & = 01Z + 03y + 032. A rotacao dada em (2.24) caracteriza a transformacao unitéria

mais geral que se pode operar sobre um unico gbit.

2.3 Operador densidade

Uma outra maneira de modelar sistemas quanticos consiste em utilizar o operador
densidade, também conhecido como matriz densidade, pois ele oferece uma descricao con-
veniente para sistemas quanticos que nao sao completamente conhecidos. Dessa forma,
suponha um sistema quantico para o qual sabemos que o estado pode ser |¢;) com pro-
babilidade p;. Podemos chamar {p;, [1;)} de um ensemble de estados puros. O operador

densidade para o sistema sera dado por
p= Y pili) (il (2.25)

Utilizando o formalismo para o operador densidade, podemos reescrever todos os postula-
dos da mecanica quantica, de forma a generalizar a descricao de problemas fisicos. Nessa

secao iremos nos dedicar a reformulacao desses postulados.

Suponha que a evolucao de um sistema quantico fechado seja descrita pelo operador
unitario U. Se o sistema estiver inicialmente no estado |¢;) com probabilidade p;, entao
depois da evolucao o sistema estard no estado Uly;) com probabilidade p;. Entao, a

evolucao do operador densidade é dada por

p=> pilviywil = D pUR) U =UpU". (2.26)
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Medidas também sao facilmente descritas pelo formalismo do operador densidade.
Suponha que realizemos uma medida descrita pelos operadores de medida M,,. Se o

estado inicial for |1;), entdo a probabilidade de obter o resultado m sera
p(mli) = (i M My |tps) = Tr(M, My, [103) (1)) (2.27)

Pela lei da probabilidade total, a probabilidade de obter o resultado m é
p(m) = p(mli)pi = > pTe(M, My |) (i]) = Tr(M], Myap). (2.28)

Se o estado inicial do sistema for |¢;), entdo o estado apés uma medida com resultado m

sera

V WM )

;") = (2.29)

Logo, depois de uma medida na qual obtemos o resultado m, temos um ensemble de esta-
dos [1I") com as respectivas probabilidades p(i|m). O operador densidade correspondente

Pm € entao

Min|thi) (i M},

o = S| = 3 ptim) (2:30
Utilizando a regra de Bayes,
. p(m,i) _ p(mli)p;
= = 2.31
plitm) = 2ed - PR, 2.31)
nas equagoes (2.27) e (2.28), temos

Di = .

— " Te(MyMyp)  Tr(M},M,.p)
Um sistema quantico cujo estado [¢)) é conhecido exatamente estd em um estado
puro. Nesse caso, o operador densidade é simplesmente p = [¢)(¢)|. Caso contrério, p é
um estado misto, ou seja, uma mistura de diferentes estados puros no ensemble {p;, [¢;)}.

Para descrever melhor estados mistos, considere que p; possui um ensemble de estados
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puros, {pi;,|¢i;)}. Entdo a probabilidade de estar no estado |¢;) é p;p;j. A matriz

densidade para o sistema é dada por
p= E pipi; Vi) (Wi | = E Dipi- (2.33)
ij i

Dizemos entao que p é uma mistura de estados p; com probabilidades p;.

Um operador Hermiteano p serd um operador densidade associado ao ensemble {p;, |1;) }

se, e somente se, ele satisfizer as condicoes:

1. Trago unitario.

szTr |wz 1/}1 sz = 1. (234)

2. Positividade.

(dlple) = sz (Dli) (il ) = sz (@lyi)|* > 0. (2.35)

Sabemos que projetores formam uma importante classe de operadores Hermiteanos.
Logo, como o operador densidade para estados puros é um projetor, ele também é um
operador Hermiteano, p' = p, e como todo projetor II satisfaz a propriedade 112 = II, ele

satisfaz a relacao conhecida como idempoténcia, ou seja, p?> = p, o que implica que
Tr[p?] = 1. (2.36)

A propriedade (2.36) é o critério utilizado para verificar se um estado é puro ou misto,
pois a propriedade de idempoténcia s6 ocorre para estados puros. Por outro lado, para

estados mistos,

=Tr

me] ZpQTr Zp <1. (2.37)

Assim, utilizando todas as propriedades descritas acima, podemos reformular os pos-

tulados da mecanica quantica no formalismo do operador densidade:
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e Primeiro postulado: Associado a qualquer sistema fisico isolado estda um espaco
vetorial complexo com produto interno (espago de Hilbert H) conhecido como es-
paco de estado do sistema. O sistema é completamente descrito pelo seu operador
densidade, que é um operador positivo com trago unitario, atuando no espago de
estado do sistema. Se um sistema quantico estd num estado p; com probabilidade

ps, entao o operador para o sistema é p = > p;p;.

e Segundo postulado: A evolucao de um sistema quéantico fechado é descrito por
uma transformacao unitaria. Isto é, o estado p do sistema num tempo ¢; é relacio-
nado ao estado p’ do sistema num tempo t por um operador unitario U que depende

somente dos tempos t; e tq,

p = UpUT. (2.38)

e Terceiro postulado: Medidas quénticas sdo descritas por uma colegao {M,,} de
operadores de medida. Estes sao operadores atuando no espaco de estado do sistema
sendo medido. O indice m se refere ao resultado da medida que pode ocorrer no
experimento. Se o estado do sistema quantico é p imediatamente antes da medida,

entao a probabilidade que o resultado m ocorra é dado por
p(m) = Te(M],M,.p). (2.39)

e o estado do sistema depois da medida é

M,,pM}
—nfm (2.40)
Tr( My Myp)
Os operadores de medida satisfazem a equacao de completeza,
> MM, =1. (2.41)

e Quarto postulado: O espaco de estado de um sistema fisico composto é o produto

tensorial dos espacos de estado dos sistemas fisicos componentes, H = H1®- - -QH .

Considere entao um sistema bipartido com subsistemas A e B, cujo estado é descrito
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pelo operador densidade p*Z. Entdo, se quisermos descrever o estado do subsistema A é
necessario realizar uma operacgao sobre o sistema composto, ou seja, o operador densidade

reduzido é definido por
pt = Tep(p??), (2.42)

onde o trago é um mapa de operadores conhecidos como o traco parcial sobre o sistema
B. Por exemplo, para uma subclasse especial de operadores em AB, o traco parcial é

definido por

Trp(|ar)(az| @ [b1)(ba|) = |a1){az|Tr([b1)(bel), (2.43)

onde |a;) e |ag) sdo dois vetores quaisquer em H4 e |by) e |by) sdo dois vetores quaisquer

em Hp. Além disso, Tr(|b1)(ba]) = (b2|b1) é a operagao usual do trago.

2.4 Correlacoes Quanticas

Existem propriedades conhecidas na mecanica quantica que sao utilizadas para trans-
missao e processamento de informacao quantica. Essa caracteristica fundamental quantica

¢é chamada de emaranhamento.

Nessa secao iremos definir o emaranhamento para sistemas bipartidos, para que pos-
samos medi-lo em nossa analise para sistemas de dois gbits.
2.4.1 Emaranhamento
Definicao

Considere um sistema composto por dois subsistemas A e B, cujos espacos de Hilbert
associados sao H4 e Hp, respectivamente. Um estado puro |¢ap) € H = Ha ® Hp, ¢

dito separavel se o estado do sistema puder ser escrito na forma

[Yap) = [ha) ® [¥5), (2.44)
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caso contrario o estado do sistema ¢é dito emaranhado. Um exemplo de estado separavel
é o estado [145) = 00) = |0) ® |0). Exemplos de estados emaranhados sao os estados

conhecidos como estados de Bell:

oy - DUZID, sy NI 015

Uma propriedade que podemos identificar a partir dos estados acima, é que a propriedade
fisica de cada subsistema é indefinida, isto é, antes de medirmos nao podemos afirmar
se o estado, por exemplo do subsistema A, é |0) ou |1). No entanto, o estado global
¢ bem definido. Portanto, nao ha sentido em falar no estado individual de cada parte.
Este fato contrasta com a mecanica classica, onde sempre podemos considerar os estados

individuais de cada parte do sistema, em qualquer situacao.

Em sistemas compostos por N partes, uma generalizacao da definicao discutida acima
pode ser feita. Entretanto, nesses casos, existem diferentes graus de separabilidade e
torna-se necessario distingui-los. Um estado puro de um sistema de NN constituintes é
dito n-separdvel (possui n subsistemas ndo emaranhados) se puder ser escrito como um

produto tensorial de n estados:

1) = ¢h1) @ |1h2) @ -+ @ |¢hn). (2.46)

Se n = N, o estado é dito completamente separavel, ja que nao ha emaranhamento entre
quaisquer pares de subsistemas. No entanto, se n < N, apenas alguns constituintes estao

emaranhados enquanto outras partes do sistema permanecem separaveis.

Partindo da definicao de emaranhamento para estados puros, podemos estender o
conceito para misturas estatisticas. Assim, uma matriz densidade p é dita n-separavel se

puder ser escrita como uma mistura de estados n-separaveis:

pP= Zpipu Q) P2, @ @ P (2.47)

Medida de emaranhamento

Em um estado completamente emaranhado nao podemos atribuir um estado definido

a qualquer um dos seus constituintes. Esta propriedade é expressa matematicamente
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no fato da matriz densidade reduzida de cada componente ser mista, mesmo quando o
estado global é puro. Desta forma, é natural pensar que a quantificacao da falta de
informagcao sobre cada componente de um par emaranhado possa ser uma boa medida
do emaranhamento do par. Para quantificar a ignorancia sobre um estado p, pode-se
usar a entropia de von Neumann (um estudo mais detalhado de medidas entrépicas de

emaranhamento ¢é feito na se¢ao 2.5), definida por:

S(p) = —Tr[plog, o, (2.48)

onde a base 2 é escolhida pela influéncia da teoria da informagao, onde todos os logaritmos

sao calculados nesta base.

Para estados puros S(p) = 0, situagdo em que o estado é bem definido (a informagao
é completa) e para misturas estatisticas S(p) # 0. Também podemos definir a entropia

CcCOomao:
S(p) ==Y _ Ailog, \i, (2.49)

onde )\; sdo os autovalores de p'. O uso da entropia de von Neumann para quantificar
emaranhamento foi introduzida por Bennett et al. [15]. Basicamente, a quantificagao
do emaranhamento para sistemas bipartidos puros é feita calculando-se a entropia da
matriz densidade reduzida de qualquer um dos dois subsistemas envolvidos; o resultado é

o mesmo. Podemos provar essa propriedade utilizando a desigualdade de Araki-Lieb [12],
1S(p™) = S(pP)| < S(p"F) < S(p) + S(p"). (2.50)

Se o estado global é puro, entdo S(p*f) = 0. A tnica maneira de satisfazer a primeira

desigualdade é exigindo que S(p?) = S(pP).

A esta quantidade baseada na entropia de von Neumann damos o nome de entropia de
emaranhamento, F(p). Para estados separdveis, E(p) = 0 e, para estados emaranhados,
0 < E(p) <log,D, onde D é a dimensao do subsistema. Se E(p) = log, D, o estado é

dito maximamente emaranhado.

INo caso de autovalores nulos adotamos 0log, 0 = 0, resultado que é obtido de lim,_, x log, .
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O emaranhamento de um estado puro pode ser calculado entao por
B(p*?) = 5(p") = 5(6") = = 3 Mulogy A (251)
1%

onde )\, sao os autovalores de p? ou p”.

Uma boa medida de emaranhamento E(p) deve satisfazer alguns requisitos [16]:

e Se p for separdvel, entdao E(p) = 0.

e O grau de emaranhamento de p nao pode aumentar devido a operacoes locais e
. ~ l4ssi 2 O . M t d 1 le-
comunicagoes classicas®. Ou seja, se representa um mapa que pode ser imple

mentado por operacoes locais e informacao classica, entao

E(M(p)) < E(p). (2.52)

e Normalizacao: O emaranhamento de um estado puro maximamente emaranhado p

de dimensao D ® D deve ser dado por:

E(p) = log, D. (2.53)

e Continuidade: No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a

diferencga entre seus emaranhamentos deve tender a zero, ou seja,
E(p) — E(o) — 0, (2.54)

para ||p — o|| = 0, onde ||A|| = \/Tr[ATA] é a norma de Hilbert-Schmidt.

e Aditividade: O emaranhamento de n cépias idénticas de p deve ser igual a n vezes

o emaranhamento de uma cépia, ou seja:

B(p®") = nE(p). (2.55)

2Do termo em inglés LOCC: local operations and classical communications. E definido quando uma
operagao local é realizada em parte do sistema e o resultado é “comunicado” classicamente para a outra
parte onde geralmente outra operacao local é realizada.
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e Subaditividade: O emaranhamento do produto tensorial de dois estados nao deve

ser maior que a soma do emaranhamento de cada estado, isto é:
E(p®o) < E(p)+ E(0). (2.56)

e Convexidade: O emaranhamento deve ser uma fungao convexa, ou seja:
EXp+(1=XNo) <AE(p)+ (1 —N)E(0), (2.57)
para 0 < A < 1.

O conjunto de requisitos realmente necessarios para quantificar o emaranhamento
¢ uma questdao em aberto [16, 17]. Na verdade, algumas das propostas existentes na

literatura nao satisfazem alguns dos requisitos listados acima.

Para estados bipartidos puros, a entropia do estado reduzido é considerada uma boa
medida de emaranhamento. Entretanto, para estados mistos F(p) ndo pode mais ser
utilizada para quantificar emaranhamento, pois cada subsistema pode ter entropia nula
mesmo quando o estado global do sistema é emaranhado. Para estados mistos nao existe

uma Unica proposta para quantificar o emaranhamento utilizando essa mesma abordagem.

Dessa forma, foram desenvolvidos alguns quantificadores que se baseiam em propri-
edades matematicas das matrizes densidades do sistema. Nessa dissertagao iremos focar
numa medida conhecida como concorréncia (adequada para sistemas de dois gbits). Ela
foi desenvolvida por Hill e Wootters, para estados de dois gbits de posto 23 [18], e, poste-

riormente, generalizado por Wootters para qualquer estado de dois gbits [19].

Esta fungao esta relacionada com a operacao spin-flip de p dada por:
p=0y,Q0yp 0y 0y (2.58)
Define-se, entao, a concorréncia de p como

Clp) = max {0, VA = VA = VAs = VAi (2.59)

30 posto de uma matriz é o nimero de autovalores nao nulos dela.
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onde ); sdo os autovalores em ordem decrescente da matriz pp. C(p) é um quantifica-
dor de emaranhamento, sendo 0 para estados separaveis e 1 para estados maximamente

emaranhados.

2.4.2 Paradoxo EPR e Desigualdades de Bell

Em 1935, Albert Einstein, Natan Rose e Boris Podolsky publicaram um trabalho [1]
que definiu um quadro conceitual que ficou conhecido como Paradoxo EPR. Neste artigo,
os autores defendem que a mecanica quantica é uma teoria incompleta, ou seja, ela nao
possui 0s requisitos necessarios para que seja aceita como uma teoria fisica. A ideia
fundamental que esta por tras do artigo de EPR é o conceito de realismo local, ou seja, a
hipotese de que, numa teoria completa, os objetos fisicos possuem propriedades definidas
que independem do processo de observagao (elemento de realidade), e de que uma medida
feita por um observador nao pode influenciar medidas feitas por outro observador, se eles
estiverem separados de tal forma que a troca de informacoes entre eles seja impossivel

(causalidade).

Assim, define-se o paradoxo EPR: se condigoes aparentemente razodveis, tais como
localidade e realismo, forem introduzidas na mecanica quantica, obteremos uma contradi-
¢ao. Para exemplificar o paradoxo vamos utilizar a formulagao feita por David Bohm [20],
que é mais simples que a formulada inicialmente em [1]. Considere o estado singleto de

duas particulas, A e B, de spin 1/2, que se encontram afastadas espacialmente:

1

N 0alp) — [140p)), 2.60
¥7) \/§(| ) = [1403)) (2.60)
onde {]0),|1)} sao os autoestados do spin na diregdo Z, com autovalores +h/2 e —h/2,
respectivamente. Como o singleto ¢é invariante quando as mesmas rotacgoes sao aplicadas
nos dois sistemas, vamos escrevé-los em termos dos autoestados de spin numa direcao o

arbitraria, de forma que

) = %u Fa—B)— | —a+5)). (2.61)

onde {|+),|—)} sdo os autoestados do spin na dire¢ao U, com autovalores +5h/2 e —h/2,

respectivamente. Se realizarmos uma medida do mesmo observavel nos dois sistemas,
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os resultados sempre serdo anti-correlacionados, isto é, se encontrarmos +h/2 para A, o

resultado para B sera —h/2.

Agora considere que S, tenha sido medido para a particula A e que o resultado +5/2
tenha sido obtido. Entdo, se medirmos S, em B, o resultado certamente serda —h/2. Uma
vez que as duas partes estao afastadas espacialmente, o fato de medirmos o sistema A nao
deveria perturbar o sistema B. Concluimos portanto, que mesmo sem realizar a medicao
em B, podemos determinar o valor de S, com probabilidade 1. Assim, segundo o critério
de EPR, S, é um elemento de realidade do sistema B. Usando a mesma légica para S,

podemos concluir que S, também é um elemento de realidade em B.

Se considerarmos que a medida de uma componente de spin no sistema A nao pode
perturbar o sistema B, e que A pode escolher qualquer direcao para a medida que o re-
sultado em B podera ser determinado com probabilidade 1, encontramos uma maneira de
determinar o spin da particula B nas direcoes x ou z sem perturbéa-la, ou seja, sem reali-
zar nenhuma medida. Portanto, segundo o critério de EPR, deve haver, simultaneamente,

elementos de realidade correspondentes ao spin da particula B nas diregoes x e z.

Porém, sabemos que S, e S, sdo operadores que nao comutam, ou seja, [S,, S, # 0.
Nao é possivel definir um estado quantico em que os resultados das medicoes de ambos os
observaveis possam ser determinados simultaneamente. Logo, de acordo com a hipotese de
EPR, essa impossibilidade faz com que a mecanica quantica seja considerada uma teoria
incompleta. A hipétese levantada é que deve haver uma teoria mais completa, compativel

com a mecanica quantica, que explique esses elementos de realidade.

Para resolver esse paradoxo e tornar a mecanica quantica compativel com a hipotese
de realismo local, foi postulada a existéncia de um conjunto de varidveis conhecidas como
“variaveis ocultas”. Um modelo de variaveis ocultas seria capaz de reproduzir todas as
previsoes da mecanica quantica sem apresentar a contradigao apontada por EPR. Ou
seja, a teoria de variaveis ocultas nos prega que a teoria quantica nao é incompleta, mas
falta-nos informagao sobre todas as varidveis que determinam o estado do sistema. Se elas
fossem conhecidas, entao poderiamos reproduzir todos os resultados quanticos utilizando

alguma teoria classica local.

Entretanto, em 1964, John Bell [2] descobriu uma maneira de testar a compatibilidade

da teoria de varidaveis ocultas na mecanica quantica utilizando os argumentos propostos
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por EPR. Bell demonstrou que estados emaranhados violam as premissas de EPR, e a
mecanica quantica passou a ser considerada nao-local, ou seja, nao existe nenhuma teoria
local de variaveis ocultas que consiga reproduzir os resultados da teoria quantica. A partir
desse teste apareceram generalizagoes que ficaram conhecidas como desigualdades de Bell
e que foram verificadas experimentalmente. Os primeiros experimentos que comprovaram
as previsoes de Bell foram realizados por Freedman e Clauser [21] em 1972, e por Aspect
et. al. [3] em 1982. Até os dias atuais sao feitos diversos experimentos que demonstram

que estados emaranhados violam as desigualdades de Bell.

A desigualdade de Bell mais conhecida é a proposta por Clauser, Horne, Shimony e
Holt [22] em 1969. Podemos deduzir essa desigualdade de maneira simples utilizando o
seguinte exemplo: os gbits de um par emaranhado sao enviados para laboratérios distintos,
um para Alice e outro para Bob. Alice pode medir um de dois observéveis (incompativeis)
A e A, enquanto Bob pode medir B ou B’ (também sdo observaveis incompativeis).
Suponha que os observaveis A, A’, B e B’ assumem valores £1 e sejam fun¢oes de variaveis

ocultas aleatorias.

Se A e A’ tiveremo o mesmo sinal, entao A+ A’ = +£2 e A — A’ = 0; se tiverem sinais

diferentes, entdo A+ A’ =0e A — A’ = £2. Portanto
Beusu = (A+ A)B+ (A— A")B' = +2. (2.62)

A hipétese de varidveis ocultas é implementada ao assumirmos que os valores 1 podem
ser atribuidos simultaneamente para as quatro observaveis, mesmo quando é impossivel

medir ambos A e A’, ou ambos B e B’. Assim
|(Bensn)| < (|Bensul) = 2, (2.63)
de modo que
|[(AB) + (A'B) + (AB'Y — (A'B")| < 2. (2.64)

Este resultado é conhecido como desigualdade CHSH (de Clauser-Horne-Shimony-Holt).
Isso se verifica para quaisquer varidveis aleatérias A, A’, B, B’ assumindo valores £1 que

sao governadas por uma distribuicao de probabilidade conjunta.
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Para ver que a mecanica quantica viola a desigualdade CHSH, faca A, A’ denotarem

os operadores Hermiteanos

A=W .q, A =5W.¢, (2.65)

Y

referente ao gbit em posse de Alice, onde a, @’ sdo vetores tridimensionais. Similarmente,

sejam B, B’ dados por
B=aP.b B =g".¥, (2.66)

referente ao gbit de Bob. Cada observavel tem autovalores +1, os quais, portanto, devem

ser os resultados possiveis numa medida do observavel.

Observe que, se Alice e Bob compartilham o estado maximamente emaranhado [¢7),

entao
(W] (Y - @) (5<B> -6) W) = —a - b= — cos, (2.67)

onde # é o angulo entre a e b. Considere o caso onde @, b, a, b’ sdo coplanares e separados

por sucessivos angulos de 45°. Entao as previsoes da mecanica quantica sao

(ab) = (a'b) = (alf) = —cos - = —

1
12
(a'b)y = — cos %T = % (2.68)
A desigualdade CHSH entao se torna
PR Z 2. (2.69)
V2

Claramente, a desigualdade é violada pela previsao da mecanica quantica.

As desigualdades de Bell sao utilizadas tedrica e experimentalmente até os dias atuais
para indicar correlacoes entre sistemas. Ou seja, se os sistemas nao estao emaranhados,
eles nao violam nenhuma desigualdade de Bell. Porém, foi mostrado pela primeira vez
por Werner [23], em 1989, que existem estados mistos emaranhados (ndo-separaveis) que

também nao violam nenhuma desigualdade, fazendo com que o emaranhamento seja con-
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siderado como um indicador mais apropriado para a existéncia de correlagoes quanticas
entre sistemas, enquanto que as desigualdades sejam indicadores de correlagoes quanticas

nao-locais.

2.5 Entropias

Para o desenvolvimento do trabalho, vamos descrever diferentes entropias que serao
utilizadas na abordagem do capitulo 3. Como ja foi enunciado antes, a entropia de von
Neumann é um bom quantificador de emaranhamento para estados puros, mas existem
outras medidas entropicas que também podem ser utilizadas nesse sentido. Entre elas
estao a entropia linear, a entropia de Rényi, a entropia de Tsallis, etc. Nessa segao

apresentaremos algumas propriedades dessas entropias.

2.5.1 Entropia de von Neumann

Em 1927, von Neumann propds uma extensao da entropia classica de Boltzmann e

Gibbs para a mecanica quantica,

S(p) = —kpTr[plog(p)], (2.70)

sendo kp a constante de Boltzmann, que sera considerada igual a um, o que corresponde
a medir a temperatura em ergs ao invés de Kelvin para tornar a entropia uma quantidade

adimensional.

A fungao (2.70) s6 pode ser “corretamente” definida [24] na mecanica quantica, na
qual nao hé ambiguidade na definicao do conceito de microestados acessiveis ao sistema.
Para exemplificarmos esse aspecto, considere que o operador densidade de um sistema
seja dado por
N
o= D Ik, 2.11)

k=1

isto é, um sistema maximamente misturado, ja que todos os estados puros |k)(k| sdo
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obtidos com a mesma probabilidade. A entropia de von Neumann para esse estado é
S(p) = log N. (2.72)

Logo, a entropia de von Neumann é um quantificador do niimero de estados puros acessi-
veis ao sistema. A entropia serd nula somente no caso de um estado puro, que ¢ a situacao

em que se conhece completamente o estado do sistema.

A entropia de von Neumann é conceitualmente bem definida, porém sua utilizacao
pode ser complicada pois depende do processo de diagonalizacao de p, que nem sempre é
uma operacao simples de ser feita, mesmo numericamente. Essa questao serda importante
no préoximo capitulo quando sera necessario utilizar a entropia de von Neumann para o
calculo de correlagoes. Sera conveniente introduzirmos uma funcao entrépica mais simples,

a entropia linear.

2.5.2 Entropia linear

Em 1957, U. Fano publicou um artigo [25] que apontava a potencialidade da grandeza
Tr[p?] como medida de informagao para o caso de estados globais puros. Mais tarde,
levando em conta o fato de que estados puros tem a propriedade de idempoténcia (2.36),

vérios trabalhos [26-28] utilizaram o conceito de entropia linear,
Sr(p) =1 - Tr[p?]. (2.73)

Esta medida, também chamada de defeito de idempoténcia, traz as mesmas informagoes
conceituais da entropia de von Neumann em relacao a pureza e a separabilidade quando

aplicada a sistemas globalmente puros.

Alguns limites particulares mostrando a equivaléncia conceitual com a entropia de von
Neumann podem ser facilmente ilustrados. Por exemplo, para um estado puro normali-
zado (Tr[p] = 1), vale a condi¢ao de idempoténcia p* = p, e consequentemente S;, = 0,
o que também acontece para a entropia de von Neumann. Por outro lado, se p nao é
idempotente, entao 0 < Tr[p?] < 1, e fatalmente 0 < S, < 1. Apesar da equivaléncia qua-

litativa (ambas sao zero ou ambas s@o positivas), as entropias em geral ndo tém a mesma
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amplitude. Usando o mesmo exemplo do operador densidade completamente misturado,

1

encontramos para a entropia linear Sp = 1 — %, enquanto S = log N. Esses resultados

mostram que

0<5,<1 e 0<S <o (2.74)

2.5.3 Entropia de Rényi

Em 1960, Alfréd Rényi definiu uma familia de funcionais para quantificar a diversi-
dade, incerteza ou aleatoriedade de um sistema [29]. A entropia de Rényi de ordem « é

definida para o > 0 e a # 1, como sendo

Sp(X) =+ i ~log (Z pg> , (2.75)

onde X é uma variavel discreta, p; ¢ a probabilidade do evento X = z;. Se as probabilida-
des forem todas as mesmas entao todas as entropias de Rényi da distribuicao sao iguais,
com S%(X) = logn. Caso contrario as entropias sao fracamente decrescentes em fungao

de a.

O analogo quantico para a entropia de Rényi, pode ser escrito como

Si(p) = T TogTr(p"), (2.76)

—

onde p é o operador densidade do sistema. No limite em que o — 1, obtemos a entropia

de von Neumann:

Sk = lim log Tr(p®) = —Tr(plog p). (2.77)

a—1 1 —
A entropia de Rényi também pode ser utilizada para quantificar emaranhamento.
Para este fim costuma-se utilizar a entropia de Rényi para o = 2, pois satisfaz a maioria

das condigoes enumeradas na secao 2.4.1.

Neste capitulo fizemos a apresentacao de conceitos preliminares necessarios para o

entendimento dessa dissertacao. Iniciamos com a apresentacao de alguns postulados da
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mecanica quantica, a definicao de gbit e uma descricao do que sao correlacoes quanticas
e como quantificd-las. Para finalizar, descrevemos algumas medidas entropicas que serao

essenciais no desenvolvimento do préximo capitulo.



Capitulo

Discordia Quantica e Medidas Alternativas

No capitulo anterior, abordamos duas maneiras de avaliar a presenca de correlagoes
entre sistemas quanticos, o emaranhamento e as desigualdades de Bell. Esses dois con-
ceitos foram utilizados largamente até final do século XX para indicar a existéncia de
correlagoes nao-locais em sistemas quanticos. Enquanto o emaranhamento estd definido
como a nao-separabilidade dos estados num sistema composto, as desigualdades de Bell
sao testes baseados na hipdtese de existéncia de uma teoria local com “variaveis ocultas”.
Como existem estados emaranhados que nao violam as desigualdades de Bell, estas tlti-
mas sao modernamente encaradas como medidores da nao-localidade do estado, embora
nao haja ainda uma teoria bem definida para a quantificacao desta nocao. O emaranha-
mento, por sua vez, recurso essencial da ciéncia da informacao quantica, é considerado

como uma quantificador de correlagoes exclusivamente quanticas de um estado.

Em 2001, Zurek e Ollivier [4] e, independentemente, Henderson e Vedral [5], utili-
zando conceitos de teoria da informacao, demonstraram que existem correlacoes que nao
sao capturadas por medidas de emaranhamento, ou seja, mesmo quando h& separabili-
dade de estados ainda existem correlagoes “puramente” quanticas que podem ser usadas
em processos de computacao quantica. Esse novo quantificador de correlagoes ficou conhe-
cido como discordia quantica, descrita em detalhes na se¢ao 3.1. A partir destes trabalhos
iniciou-se uma busca para entender o significado fisico dessas correlagoes e novos quanti-

ficadores foram propostos como, por exemplo, a discordia geométrica [6].

Como veremos na proxima secao, a discérdia quantica depende da realizagao de uma

28
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medida em um dos subsistemas, e como a base da medida nao é tnica, propos-se uma
otimizacao sob a que menos “perturbe” o sistema. Esse procedimento nao é simples de
ser feito, mesmo numericamente. Além disso, a discordia é fundamentada na entropia de
von Neumann, que requer a solucao da equacao de autovalores do sistema aumentando
ainda mais a complexidade dos cédlculos. Motivados por esta dificuldade, definimos como
objetivo desta dissertacao a proposicao e investigacao de formulagoes alternativas para a
discordia. Em particular, como primeira abordagem, adotaremos a estratégia de substi-
tuirmos a medida entrépica da discordia por outra mais simples, como a entropia linear
e a entropia de Rényi. A escolha destas entropias se deve ao fato de que elas depen-
dem apenas da pureza do sistema, Tr(p?), que é facilmente obtida para qualquer sistema

bipartido.

Neste capitulo iremos apresentar a discérdia entrépica original (definida por Zurek e
Ollivier [4]) e a discérdia geométrica [6]. Essas medidas de correlagao valem para sistemas
bipartidos, mas vamos focar nossa abordagem da troca de entropias para estados de
dois gbits, mais especificamente para uma sub-classe de estados conhecidos como estados
X [10].

Para finalizar, partindo dos resultados obtidos para estados X, vamos propor uma
discérdia generalizada baseada na entropia de Tsallis [30], uma generalizacao de entropias
em funcao de um parametro ¢, que se torna a entropia de von Neumann quando g — 1 e a
entropia linear quando ¢ — 2. Mostraremos que essa nova defini¢ao da discordia reproduz

todos os resultados das discérdias entropica e geométrica apenas variando o parametro q.

3.1 Discordia para sistemas bipartidos

3.1.1 Discordia quantica

Em teoria da informagao cldssica [31] a entropia H(A) = — )" p,1og,(p,), conhecida
como entropia de Shannon, descreve a ignorancia sobre uma varidvel aleatéria A. A

correlacao entre duas variaveis aleatérias A e B é medida pela informacao mitua,

J(A: B) = H(A) — H(A|B), (3.1)
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onde H(A|B) =, poH (A|b) é a entropia condicional de A dado que foi feita uma medida
do valor de B. Todas as distribuicoes de probabilidade sao derivadas da probabilidade

conjunta, p g:

PA=Y Pab  DPB= Y Pab (3.2)
b a

Pap = % (regra de Bayes). (3.3)
De acordo com a regra de Bayes, psp se refere ao conhecimento disponivel sobre uma
variavel aleatéria A depois que um dado resultado b foi medido para a varidavel B. Por
outro lado, pap e py representam, respectivamente, a probabilidade de AN (B = b) e
a probabilidade do resultado b, sem referéncia a medida. Eles podem ser considerados
como o conhecimento prévio ao processo de inferéncia. De pap = (pap/paps)pa vemos
como o conhecimento prévio p4 é atualizado apés uma medida em B, contanto que A e

B sejam eventos dependentes. Para distribuicoes independentes, pa g = papp, de modo
que H(A|B) = H(A).

Assim, vemos que a informagao mitua J(A : B) corresponde ao desvio da situagao de
“independéncia”’. Logo, é uma medida das correlagoes entre A e B. Isto é, a informagao
mutua mede a diminuicao média da entropia em A quando fazemos uma medida B.

Usando a regra de Bayes (3.3), temos que

Da, Da,
HAD) = — 3" pu loga pup) = — —ﬁM&(;), (3.4)

a qual nos permite reescrever a entropia condicional na forma

Pa, Pa,
HAB) =~ Y o, (122)
b a

Po

= = paslogy(pas) + Y pelogy(m)

a,b b

= H(A,B)— H(B). (3.5)
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Assim temos uma expressao classicamente equivalente para a informacao mutua:
I(A:B)=H(A)+ H(B)— H(A, B). (3.6)

Nessa forma, observamos que nao é necessario fazer uma medida do valor de B. A
informagao mutua pode ser obtida através da entropia de cada variavel e da entropia

conjunta H(A, B). Logo, classicamente, essas duas expressoes sao idénticas:

I(A:B)=J(A:B). (3.7)

A ideia para a discérdia quantica é a generalizacao do conceito de informacao mutua
para sistemas quanticos. Suponha um sistema bipartido AB descrito pela matriz densi-
dade p = p?P e os subsistemas A, B com matrizes densidades reduzidas p?, p?, onde
AB] AB] A informacao mitua pode ser usada mais uma vez para

pt =Trp[p*P] e pP = Tralp

quantificar as correlagdes totais entre A e B. Um anélogo quantico da expressao (3.6) é
1(p"F) = S(p") + S(p") — S(p"7), (3.8)

onde S(p™?) é a entropia do subsistema A, S(p?) é a entropia do subsistema B e S(p”?)
¢ a entropia do sistema. Usualmente, utiliza-se a entropia de von Neumann S,y(p) =
—Tr[plog, p| como medida de entropia devido a sua associagdo direta com a entropia

classica de Shannon.

Para a versao quantica de (3.1), foi proposto [4] que
J(p*P) = S(p") = S(p"1P), (3.9)

onde a entropia condicional quantica S (pA|B ) depende de qual observavel medimos em
B. Ou seja, é preciso especificar a medida, o que é feito formalmente e, de forma geral,
através da utilizacao dos elementos POVM!. Dentro desse conjunto de medidas, existe

uma classe conhecida como medida projetiva von Neumann, definida por operadores de

Do termo em inglés positive-operator valued measure [12], que sao operadores de medida cujos resul-
tados sao positivos definidos.
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projecao. Essa medida em B projeta o sistema num ensemble estatisitico {px, px}, tal que

I[A PB AB I[A PB

pe=Tr[(1* @ PP)p*P(1* @ PP)] . (3.11)

Utilizando a propriedade ciclica do traco total e a idempoténcia do projetor PP, podemos

reescrever a equacao (3.11) na forma
e =Tr [p"P (1" @ PP)]. (3.12)

Observe que pj, tem traco unitdrio e ), py = 1.

Alk

A matriz densidade condicional p** é obtida através de um trago parcial no sistema B,

(14 PP)p 2 (14 @ PP)
Pk

p* = Trp (3.13)

Embora em teoria de informacao classica as duas formas de se calcular a informacao
mutua sejam equivalentes (3.7), o mesmo nao ocorre quando analisamos sistemas quanti-
cos, porque a medida altera o estado do sistema. A partir dessa andlise podemos definir
a discordia quantica como sendo a minima diferenca entre essas expressoes, uma maneira

de capturar correlacoes “puramente” quanticas. Matematicamente,

D(p"") = {H;an} [L(p"P) = T (p"7)]
= S(p%) = S(p"?) + {rgiBn}Zka(pA'k), (3.14)

onde o processo de minimizacao é feito para que a férmula final da discérdia nao dependa
da escolha do conjunto de projetores de medida. Logo, define-se a discérdia quantica
como sendo o resultado obtido para a diferenca das informacoes mitas no caso em que a

medida produz o menor desvio.

A equagao (3.14) é conhecida como “discérdia quantica”. Podemos notar que essa
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expressao € assimétrica, pois

S(pt) = S(p*P) # S(p”) = S(p"1H). (3.15)

Realizar a medida no sistema B, ao invés do sistema A é perfeitamente legitimo, mas
o resultado, em geral, ¢ um valor diferente da discérdia. Uma discussao mais detalhada
desse aspecto ¢ feita em [32] e uma proposta de generalizacao simétrica, vélida inclusive
para sistemas multipartidos, pode ser encontrada em [33]. Neste trabalho, focamos na
versao assimétrica que apresentamos aqui, mas uma possivel generalizacao dos nossos

resultados para a versao simétrica pode ser obtida e analisada posteriormente.

Foi verificado que nao somente estados emaranhados, mas quase todos os estados
separdveis possuem discérdia quantica nao nula [34], ou seja, sdo afetados pelo processo
de medida, exibindo correlacoes quanticas. Para o caso de estados puros, a discordia
se reduz a entropia marginal de um dos dois subsistemas e, dessa forma, a medida de
emaranhamento. A discordia quantica para todos os estados de dois gbits satisfaz

0 < D(p*P) < 1. (3.16)

Uma ilustracao interessante das correlacoes discutidas acima realizada por Olliveir e

Zurek [4] é dada para o estado de Werner [23]:

1—=z2

L2yl [¥) = (|00) +[11))/v2. (3.17)

p:

Neste caso, os resultados na figura 3.1 mostram que, para valores de z < 1/3, o estado
é separavel (ndo-emaranhado), mas possui discérdia nao nula. Fica claro nesse exemplo
que a discordia “revela” que ainda existem correlagoes quanticas mesmo quando nao ha

emaranhamento.

3.1.2 Discordia geométrica

Recentemente, por causa da dificuldade no céalculo da discérdia quantica, foi proposta
uma nova medida de correlagao para estados gerais de dois gbits conhecida como discordia

geométrica [6].
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Figura 3.1: Discérdia (linha azul) e emaranhamento (linha vermelha) em funcao do para-
metro de pureza z para o estado de Werner.

Considere um sistema bipartido AB no qual se pretende realizar uma medida no
subsistema B. A maioria dos estados (emaranhados ou separaveis) sdo perturbados pela
medida; entretanto existe uma subclasse de estados que é invariante e apresenta discordia
nula. Esta é a classe dos estados conhecidos como cldssicos-quanticos [35], os quais sdo

escritos na forma
X=>_pipit @ i)il, (3.18)

onde p; é uma distribuicio de probabilidade, p# é a matriz densidade reduzida de A e
{]7)} é um conjunto de vetores ortonormal em Hp. Um estado classico-quantico nao ¢é

afetado pela medida em B de nenhuma maneira.

Este estado pode ser interpretado da seguinte forma. Suponha que saibamos que o
observével do subsistema B serd medido na base {|i)} mas que nao nos seja revelado o
resultado obtido. Diante da informagao da base escolhida, tudo o que podemos dizer é
que o estado apés a medida serd p! ® |i)(i| com probabilidade p;. Em média, apds varias
medidas nao lidas, tudo o que poderemos dizer é que o estado serd dado por y. Este tipo

de interpretacao auxilia na definigdo de uma interpretagao operacional para a discérdia [7].

Sendo €2 o conjunto de estados classicos-quanticos de dois gbits e xy um elemento

genérico deste conjunto, a discérdia geométrica Dg(p) é definida como a distancia entre
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o estado p e o estado classico-quantico mais proximo, isto é,
De(p) = min||p — x| (3.19)
XEN

onde ||A|]* = Tr[AAT] é o quadrado da norma de Hilbert-Schimdt da matriz A.

Assim, a discérdia geométrica (3.19) é baseada numa medida de distancia entre es-
tados quanticos, enquanto a discérdia entrépica (3.14) baseia-se numa diferenca entre
medidas de informacao. Apesar de terem naturezas diferentes, essas duas medidas captu-

ram correlagoes de mesma natureza. Uma andlise nesse sentido foi realizada por Girolami

e Adesso em [36].

3.2 Sistemas de dois gbits

Considere um sistema de dois gbits com espaco de Hilbert C2®C? e base computacional
{]00), |01), |10), |11)}. Na representacao de Bloch, qualquer estado para esse sistema pode

ser parametrizado como [37]:

L an B Ag
p:4(]1 + (@Y1 +1 +]thz]0 ®ol |, (3.20)
onde 147 é a matriz identidade para o sistema composto, 14 e 17 sdo as matrizes iden-

tidade para o subsistemas A e B, respectivamente. ¢ = (01, 09,03) com 0y, 03, 03 sendo
as matrizes de Pauli nas diregoes x,y,2. T = (z1,72,23), ¥ = (y1,42,y3) € R® e t;; sdo

numeros reais que denotam os elementos na matriz de correlacao 7'

Se realizarmos operagoes unitarias locais podemos reescrever esse sistema numa forma

mais simples [38]. O estado p ¢é localmente equivalente a

1
p:4<]1AB+( M @1F +14® Jch,a ®0>. (3.21)

Neste formato, a matriz densidade é completamente definida por nove parametros reais

arranjados em vetores tridimensionais, @ = (ay, as,as), b = (b1, b, b3) € € = (c1, ¢, ¢3).

20s detalhes dessa transformacio sdo apresentados no Apéndice A.
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Todo estado de dois gbits pode entao ser simplificado na sua forma normal através de
transformagoes locais unitdarias (que preservam emaranhamento e correlagoes em geral,
por defini¢do). Assim, podemos restringir nossa andlise para matrizes densidades da

forma (3.21) sem qualquer perda de generalidade.

3.2.1 Estados X

Como vimos, o célculo da discérdia nem sempre é um processo simples, principalmente
pelo fato de ser necessaria uma otimizacao em termos da medida que menos perturbe o
sistema. Dessa forma, serd conveniente considerar também estados mais simples em nossa
andlise. Para estudos de caso utilizaremos os estados X [10], os quais recebem este nome
devido a forma da matriz densidade. A matriz densidade de um estado X de dois gbits,

na base computacional, pode ser escrita na forma

pir 0 0 pu
0 p2 p 0
px = 2 . (3.22)
0 p32 p3z O

par 0 0 pyy

Para que represente um estado fisico, a equagao (3.22) deve satisfazer as condigoes de
traco unitdrio, Zle pi = 1, e positividade, paapsz < |p2s]? € pr1pas < |p1al>. Os estados

X sao emaranhados se, e somente se, paops3 < |p14]® ou p11pas < |pasl?.

Para reescrevermos essa classe de estados utilizando a definicao da matriz densidade

dada em (3.21), basta empregarmos a seguinte parametrizagao:

1—a3—b3+63 0 0 C1 — Cg
1 0 l1—a3+b3—c ¢+ 0
px = - 3 3 3 1 2 (323)
4 0 1+ Co 1+G3—b3—63 0
C1 — Co 0 0 1+a3+b3+03

que satisfaz automaticamente a condicao do trago.

Vamos iniciar nossa analise da discordia quantica via diferentes entropias, assim como

da discordia geométrica, utilizando uma familia de estados X mais simples, com marginais
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maximamente misturadas. Essa classe de estados pode ser descrita como

3
1
pAB - Z <1AB + Z cia;.A (024 alB) , (3.24)

i=1

onde c¢; sao constantes reais e p? = pP = 1/2 sdo as matrizes reduzidas para cada

subsistema. Podemos reescrever a equagao (3.24) na forma matricial, ou seja,

1+ C3 0 0 C1 — C2
1 0 l—c3 c1+c 0
PP == o (3.25)
4 0 1+ Co 1-— C3 0
C1 — Cy 0 0 1 + C3
Os autovalores para esse estado sao dados por
1
)\0 = Z<1 — C1 — Cy — 63),
1
)\1 = 1_1(1 —C +C2+03),
1
/\2 = Z(l —f-Cl — C9 +C3),
1
)\3 = Z<1+C1+CQ—03), (326)

onde os coeficientes ¢; devem satisfazer a condi¢ao na qual A, € [0,1], que garante a

positividade da matriz densidade e a propriedade de trago unitario.

Para a pureza do estado global temos que
1 3
Tr[(p*P)?] = 1 (1 +) c§> : (3.27)
j=1

Calculando a informacao mutua (3.8) para a matriz densidade (3.24), obtemos

Lv(p™?) =2+ Nlog,[\] (3.28)

=0
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via entropia de von Neumann, Syn(p) = — > 10g,[A],

IR(PAB) = log,

1+ i c§] (3.29)

via entropia de Rényi, Sgr(p) = —log, [Tr(p?)], e

1+ 23: c§] (3.30)

via entropia linear, S;(p) = 1 — Tr(p?).

Agora é preciso calcular a informacao mutua apds realizar uma medida em um dos

subsistemas. Para isso, utiliza-se uma medida generalizada von Neumann, dada por

PE = VILVT,
I, = [k){k], k=01
vV e SU(2), (3.31)
onde V' é unitério e é dado por
V =vl? +iv- 7, (3.32)

com vy € R, 7 = (v1,v9,v3) € R e v +v? + v +v2 = 1. Os operadores de medida
PPB consistem em projetores arbitrdrios, obtidos através de uma rotagao genérica induzida

pelo operador unitario V. A base |k) refere-se a base computacional,

0 1
\0):<1>, |1>:<0>. (3.33)

Assim, utilizando as equagoes (3.11) e (3.13), obtemos os estados reduzidos de A apds
a realizacao de uma medida em B. Para os estados X com marginais maximamente

misturadas, as matrizes reduzidas para os dois valores possiveis de k sao, com probabili-
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dades pg = p1 = %,

1
pA|O — _(]1 + C12101 + Coz909 + 03230-3>’
1
PA|1 = —(1 — 12101 — 2209 — C32303), (3.34)
onde
23 = ’l}g‘f—vg_v%_v%'

Para calcular a informacao mutua apods realizar uma medida na parte B, precisamos
calcular a entropia das matrizes densidade condicionais, e para a entropia de von Neumann

obtemos

Sun(p™) = poSun(p™°) + p1Sun (")

1—0 1—-60] 1+96 146
= logQ[Q}— 5 1og2{2], (3.35)

de forma que a informagao mitua (3.9) se reduz a

1-6 1-06 1+6 1+46
NS (ST [T %

2 2 2
1—-4 1+6
= g, [1- 0]+ ; log, [1 + 6], (3.36)
onde
0 = \/]erz1]? + [eazal? + [eszs|?, (3.37)

depende da medida { P,f} ou, equivalentemente, dos parametros de V.

Pode ser verificado diretamente que 2? + 22 + 22 = 1. Definindo

¢ :=max {|c1], ez, |e3|}, (3.38)
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podemos construir uma desigualdade para 6,

0 < V|cP(lz1? + 22 + |23) = ¢, (3.39)
de forma que

sup 6 =supf = c. (3.40)
{re} v

Logo, o valor méximo de 6, e consequentemente de J,y(p*?), depende do valor méximo
entre |cq], |c2| e |es].

Finalmente, podemos escrever uma expressao analitica para a discérdia (3.14), depois

de ter sido feita a otimizagao sobre a medida,

[(1—c1 —co—c3)logy(l —cy — o — c3)

A~ =

DvN(pAB> =
+(1 — ¢ + 2+ c3)logy(1 — ¢y + e + ¢3)]

+(1+c¢1 — g+ c3)logy(1+ ¢ — o + ¢3)]
+(14c1 4+ 2 —c3)logy(1 — 1 + co — c3)]
1 1
10g2(1 —c)— + log,(1 4+ ¢). (3.41)

Esse resultado foi obtido por Luo em [38].

Agora, fazendo o mesmo procedimento, porém com a entropia de Rényi ao invés da

entropia de von Neumann, conseguimos o seguinte resultado,

Dr(p"P) = 10g2<1+2) log, (1 + ), (3.42)

e, de maneira andloga, com a entropia linear, obtemos

Dp(p*P) = i (Z ¢ — 1) + %(1 — ). (3.43)

J=1

Analiticamente, podemos observar que a estrutura da discérdia de Rényi (3.42) e da
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discérdia linear® (3.43) sdo muito mais simples se comparadas com a discérdia usual.
Porém, precisamos verificar a validade desses resultados para qualquer estado descrito
por (3.24). Para realizar essa verificagao, construimos um grafico no qual variamos ¢y, o
e ¢y aleatoriamente e, desde que eles satisfagam a condigao de positividade A, € [0, 1], é
marcado um ponto no gréafico relacionando a discérdia com as “novas” discordias. Esse

procedimento foi feito para 10° conjuntos de pontos?.

1.0 T T T T T T T T
I /)
L // 4
0.87 /// 7
I yam
0.6; // |
AB I / ]
Dg(p™) | /
L pl 4
0.4r . .
L . p2 4
0.2r .
I /"/
OO i R R B B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Dun(p™?)
Figura 3.2: Comparacao entre Dg(p??) e D,n(p*?), a regidao azul é preenchida pelos

pontos marcados relacionando as duas medidas e as bordas sao descritas por estados
definidos pelas equacoes (3.44), (3.45) e (3.46).

A primeira analise é feita entre a discordia e a discérdia de Rényi dada pela figura 3.2.
Podemos observar que para essa classe de estados, a troca das entropias é satisfatoria,
pois as duas medidas de discérdia possuem os mesmos limites em zero e um, e para todos

os estados ambas medidas sao positivas.

Porém, dentro do dominio de existéncia das duas medidas verificam-se ordenamentos
distintos. Para exemplificar este ponto considere os dois estados marcados na figura

3.2, p1 e po. Note que Dg(p1) > Dg(p2), enquanto D,y (p1) < Dyn(p2). Esse problema é

3Por simplicidade, a partir de agora vamos chamar de discérdia de Rényi a discérdia calculada via
entropia de Rényi, discordia linear a discérdia via entropia linear e apenas de discordia quando é calculada
usando a entropia de von Neumann.

4Esse tipo de comparacdo entre medidas de correlaciio é normalmente utilizado para comparacoes
entre diferentes quantificadores de emaranhamento. Uma andlise envolvendo a discérdia e a discordia
geométrica foi feita em [36].
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observado também em analises envolvendo comparacoes entre medidas de emaranhamento

(por exemplo, em [39]).

A partir do grafico conseguimos também identificar os estados que descrevem a borda

da regiao preenchida pelos pontos:
e Linha azul fina:

Dg(p*?) > D2y (p™"); (3.44)

e Linha azul grossa: estados de Werner, para 0 < z < 1,

1—-2 0 0 0

1 0 142 -2z 0
p" =7 : (3.45)
4 0 -2z 1+z 0
0 0 0 1—z
e Linha vermelha grossa: estados «, para 0 < o < 1/3,
« 0 0 «
11 0 1—-« 0 0
Pt = ; (3.46)
2o 0 1-a 0
« 0 0 «

e Linha vermelha fina: continuacao analitica obtida a partir dos estados a.

Assim, podemos assegurar que a troca da entropia de von Neumann pela entropia
de Rényi pode ser feita de forma bem sucedida para a sub-classe de estados X com
as marginais maximamente misturadas. Vamos estender essa andlise para estados mais

gerais, mas antes, vamos fazer a mesma analise utilizando a entropia linear.

Ao analisarmos a figura 3.3, fica claro que a mesma correspondéncia que tinhamos na
figura 3.2 nao é mais satisfeita. Para o caso da troca da entropia de von Neumann pela
entropia linear existe uma classe de estados que nao satisfaz a correspondéncia, ou seja,

Dyn(p?P) é zero para estados nos quais Dy (p*?) # 0 (linha vermelha no grafico). Esses
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10 T T

0.8 ]

Dr(p*P) 7
0.4t .

0.2 ]

O'G‘.‘l“.\“.\.“l.“
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Dyn(pAP)

Figura 3.3: Comparacdo entre Dy (p?) e D,n(pAP), a regido azul é preenchida pelos
pontos marcados relacionando as duas medidas e a linha vermelha é descrita pelos estados
definidos na equagao (3.47).

estados especificos sao dados por

(I+z0,®0;), 0<z<1. (3.47)

A

Pi =

Com esse resultado, verificamos que a troca da entropia de von Neumann diretamente pela

entropia linear nao satisfaz as condicoes para que seja uma boa medida de correlagao.

Ao invés de abandonarmos a ideia de utilizar a discérdia linear, vamos propor uma

renormalizacao da entropia em termos da dimensao das matrizes®, ou seja,

Su(p?) = 0 = vTr(p*P)?),

S(p) =1 —Tr(p’
(:0) (p ) — { SL(pA(B)> = n-— yTr[(pA(B))2]>

onde v, V', n e 1 sao parametros a serem ajustados. Para essa entropia linear “normali-

zada”, obtemos a expressao

1
Di(p"?) =2n =1 —v+3

v (1 + i c?) — 21/02] : (3.48)

5Em algumas definicdes aparece a dimensao do sistema, para assegurar que ela varie de zero a um.
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A fim de satisfazer a correspondéncia entre as discérdias, isto é, garantir que D,y (p5)

0 somente quando Dy (pAB) = 0, determinam-se os parametros de ajuste: v/ = 2v e

n =21 — 5. Assim, a discérdia linear ¢ dada por

Dp(pB) = %1/ (Z ¢ — 02> : (3.49)

Utilizando a discérdia normalizada (3.49) conseguimos reestabelecer novamente a corres-
pondéncia entre as discérdias calculadas por diferentes entropias, resultado que é apre-

sentado na figura 3.4, para v = 1.

1.0

0.8

06 08 1.0
D-L-N ( ,OAB )

00"
00 02 04

Figura 3.4: Comparacio entre Dy (p*?) e D,n(pAP), a regido azul é preenchida pelos

pontos marcados relacionando as duas medidas e as bordas sao descritas por estados
definidos pelas equagoes (3.45), (3.46), (3.50) e (3.51).

Novamente, conseguimos descrever os estados que compoem a borda da regiao preen-

chida pelos pontos da simulagao estatistica:

e Linha roxa:

Dy (p*?) = DYy (p™P); (3.50)

e Linha azul: estados de Werner (3.45);
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e Linha vermelha: estados a (3.46);

e Linha preta, para 0 < z <1,

1— 21/6 0 0 20
1 0 1+ 21/6 0 0
p=- (3.51)
4 0 0 1+ 24/6 0
226 0 0 1 — /6

Uma anélise entre a discérdia e a discérdia geométrica foi efetuada por Girolami
e Adesso [36], no qual um grafico similar foi produzido utilizando-se a técnica acima.
Assim como no nosso caso, foi verificada a correspondéncia conceitual adequada para
as medidas entropica e geométrica. Vamos fazer a mesma analise aqui, comparando a

discordia geométrica com a discordia de Rényi e a discérdia linear.

A expressao explicita fechada da discéordia geométrica para sistemas de dois gbits,
dados pela equacao (3.20), foi obtida por Vedral et. al. em [6]. O resultado, em notagao

matricial, é dado por
]' — —
Dap) = (g g 1| +[ITI]* = k), (3.52)

com k sendo o maior autovalor da matriz ¢y’ + T7T. A discérdia geométrica nao é
normalizada a um: seu valor maximo é 1/2 para estados de dois gbits, entao é natural
considerar 2Dg como uma medida apropriada para uma comparacao com a discordia
entrépica. Para a forma simplificada dado pela equagdo (3.21), podemos reescrever a

discordia geométrica,

1 - s ~
Dalp) = 7 (IIB5"1l + [1ee” || = k). (3.53)

onde k é o maior autovalor da matriz bb” +¢¢7 e b e ¢ passam a denotar matrizes colunas.

A discérdia geométrica para o estado (3.24), usando a equagao (3.53), sera

=1

3
1
De(pAP) = T [Z ¢; — max (¢}, 3, c%)] : (3.54)
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A comparagao com a discérdia de Rényi, dada pela figura 3.5, continua garantindo a

equivaléncia entre as medidas de correlagao, com os mesmos limites.

10
0.8
0.6-
Dr(p?)

0.4}

02

0.07 R Y S S T T S ST SR S N SR
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2D (p*P)

Figura 3.5: Comparacao entre 2Dg(p8) e Dp(p?P).

O mesmo comportamento de equivaléncia entre as medidas de discordia é descrito

também pela discérdia linear normalizada (figura 3.6). Como podemos notar, para o

1.0
0.8 ]
0.6 |
Dyi(p*P)

0.4] ]

0.2 ]

O'O“.l‘.‘\‘.‘\.‘.\“.
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2D¢(p*7)

Figura 3.6: Comparagao entre 2Dg(pP) e Dp(pP).
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caso em que o estado X sé depende das varidves c’s, todas reais, a correspondéncia entre
a discordia linear e a discordia geométrica é total, elas sao exatamente iguais. Esse
fato é curioso, considerando que a natureza das duas discérdias é diferente (enquanto
uma depende de uma medida em um dos subsistemas, a outra é baseada numa distancia
minima até o estado com discérdia nula mais préximo). Se compararmos as equagoes
(3.49) e (3.54), para v = 1, vemos analiticamente que elas sdo exatamente iguais, isto é,

Dy (p*") = 2Da(p"").

Assim, encerramos nossa analise para estados X com marginais maximamente ema-
ranhadas (3.25) e encontramos a equivaléncia entre a maneira “usual” para o calculo da
discérdia (via entropia de von Neumann), com a nossa proposta da troca das entropias
(entropia de Rényi e entropia linear normalizada). Para essa classe especifica de estados,
podemos afirmar que a discérdia quantica, proposta em [4, 5], pode ser calculada usando

diferentes entropias, apontando a existéncia de correlacoes “puramente” quanticas.

Vamos estender nossa andlise para estados mais gerais, como aqueles descritos na
segao 3.2.1 pela equagao (3.23). Utilizando a equagao (3.31), e a mesma medida proposta

em (3.32), podemos calcular as probabilidades associadas aos resultados 0 e 1,
1

Para o calculo da matriz densidade apds a medida (3.13), encontramos as matrizes redu-

zidas do subsistema A apds a medida,

1
PAlO - 5(1 + [z10101 + 220209 + (a3 + c323)03] /(1 + bs23)),

AL _

p (I]_ + [—21610'1 — Z29C909 —|— (CL3 — 0323)0'3]/(]_ — b323)), (356)

N | —

em termos do vetor unitério 7 definido em (3.35). Os dois autovalores de pA° e pAl' sdo

dados por

1
vy = 5(1 + 9),

1
we = S(1£0), (3.57)
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T = S0+62)

1
Tr[(pth)?] = S+ 0). (3.58)
Retornando aos elementos da matriz py, as probabilidade se reduzem a

po = [(p11+ p3z)k + (p22 + paa)ll,
p1 = [(p11+ p33)l + (P2 + paa)k], (3.59)

e 0 e 0 sao dados por

0 = \/[(pll — ,033)16 + (p22 — p44)l]2 +0
[(pll + p33)]{7 + (p22 + ,044)”2

ro_ [(p11 — p33)l + (22 — pas)k]2 + O
v = \/ [(p11 + p33)l + (pao + pas)k]? ) (3.60)

onde © = 4kl[|p1a|* + |p53)* + 2R(p14p53)] — 16mR(prapss) + 16nS(p14pss). Definimos os

parametros, m, n, k e [ como

m = (vovy + vav3)?,
n = (vov2 — v1v3) (Vo1 + V2U3),
k = o+ 3,
I = vi+u3,
m?+n® = kim. (3.61)

Com k41 =1 e a ultima relacao, podemos perceber que ha duas variaveis independentes
sobre as quais a otimizacao envolvida na defini¢ao da discoérdia quantica deve ser feita. Ou
seja, a otimizacao vai depender apenas de k e m, com n = 0. Usando essas relacoes, vemos
que esses dois parametros sdo tais que possuem intervalos em k£ € [0,1] e m € [0,1/4].

Usando a otimizagao proposta em [40], os minimos sao obtidos para o conjunto de valores
{k7 m} = {<O7 O>7 (]‘7 0)7 (1/27 0)7 (1/27 1/4)}'

Os graficos correspondentes as comparagoes entre a discérdia com a discérdia de Rényi
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Figura 3.7: Comparacao entre D,n(px) € Dr(px).
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Figura 3.8: Comparacao entre D,n(px) € Dr(px).

e a discérdia linear (figuras 3.7 e 3.8), mostram que quando “ligamos” mais duas variaveis
no estado do sistema, perdemos a equivaléncia que tinhamos quando era realizada a troca
das entropias. Para essa classe de estados mais gerais, a mudanc¢a na entropia nao pode
ser efetuada, pois a discérdia, por definicao, é sempre positiva, e nao é o que de fato

acontece nessa situagao. Assim como nos casos anteriores, se aumentarmos o nimero de
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pontos na elaboracao do gréafico, também teremos uma regiao bidimensional com bordas
descritas por classes especificas de estados. Porém, como os resultados para estados X

mais gerais nao foram satisfatorios, essa andlise nao foi realizada.

Assim, encerramos nossa analise afirmando que a troca das entropias s pode ser
efetuada se considerarmos estados X com marginais maximamente misturadas. Para
todos os outros casos nao podemos utilizar essa técnica da maneira como propusemos

inicialmente (fazendo a troca das entropias diretamente na definigdo da discérdia).

3.3 Discordia linear

Os resultados obtidos mostram que a utilizacao da entropia linear é satisfatéria, a
menos de constantes que foram inseridas para obter essa equivaléncia. Porém, esses re-
sultados nao podem ser estendidos para estados mais gerais. Nesta secao apresentaremos

uma abordagem mais formal para este problema.

Nossa motivacao é construir uma discordia que seja mais simples de ser calculada.
A ideia é adaptar a definicao original para acomodar a entropia linear como medida
entrdpica, mas ainda assim obedecer ao quadro conceitual basico delineado em [4]. Clas-

sicamente, podemos definir a entropia linear como
Hy(A):=1-> p2=1-"P(A), (3.62)

onde P(A) é o andlogo clédssico da pureza. O primeiro passo na adaptacao do formalismo
consiste em redefinir a entropia condicional usando uma métrica apropriada a nova medida

entropica. Propomos:
HY(AIB) =" pRHL(AlD) = P(B) = > piP(Alb). (3.63)
b b

Como 0 < p, < 1, é claro que Hy(A|B) < >, ppH(Alb). Porém, continuamos com uma
medida da ignorancia média que resta sobre A apds uma medida de B. Mudou-se apenas
a ponderagdo, de modo que a média resultante ndo é mais normalizada (3, p7 < 1). A

motivacdo para isto fica clara quando se aplica a regra de Bayes (3.3). Sem o fator p}
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em (3.63) nao seria possivel escrever a entropia condicional linear na forma
H{?(A|B) := H,(A, B) — H(B) = P(B) — P(A, B). (3.64)

Do ponto de vista da medida de entropia utilizada, a férmula acima conserva a estrutura
original dada na equagao (3.5). Talvez a diferenga mais importante ocorra para distri-
buices separdveis pa p = papp, em qual caso temos que H (A\B) P(B)H(A). Este
resultado difere do tradicional pelo fator multiplicativo P(B). Seguindo o formalismo
anterior, definimos a diferenca entre as entropias condicionais lineares pré e pds regra de

Bayes como
AH(A|B) := HV(A|B) — HY(A|B) = 0. (3.65)

A extensao para o caso quantico é entao dada por

Dy(p"?) = minAS,(p"1P) = S]V(A|B) - S{P(A|B)
_ S A|k S AB S
IEIB% {Zpk (0"%) + Si(p”)
= Sp(p®) — SL(p*?) + ?11% Zp Sp(pA*), (3.66)
PB

onde S;(p) = 1 — Tr[p?] é a entropia linear quantica e p* é dada por (3.13). Exceto
pela métrica diferenciada e pela nova medida de entropia, a estrutura matematica acima é
similar a da discérdia original dada em (3.14). A férmula da discdrdia linear (3.66) ganha
ainda mais simplicidade matemadtica se expressa em termos da pureza P(p) := Tr[pp] =

1= SL(p).

Se optarmos por obter a extensdo quantica a partir das férmulas (3.63) e (3.64) escritas

em termos da pureza teremos que

Di(p*B) = min AS,(p!P)
= min {73(/)3) =Y P = [P(p”) - P(pAB)]}

= P(p"") — max 3 P(p). (3.67)
PPy
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E interessante reescrever a discordia linear em termos de medidas de distancia a fim
de comparé-la com a discordia geométrica. No espaco de Hilbert-Schmidt (HS), matrizes

densidades sao consideradas como vetores, com produto interno dado por
(plo) = Tr[p'a]. (3.68)

Segue que a norma de p é definida como

1ol = V/(plo) = V/Trlp'p], (3.69)
e medidas de distancia sao dadas por d(p,o) = ||p — o||. Vé-se imediatamente que
P(p) = ||p||- Podemos entao reescrever a discérdia linear como

D (p"") = min <I|pABH - ZpinA’“H> : (3.70)
k

(PP}

lembrando que a discdrdia geométrica [6], definida na segao 3.1.2,

De(p) := min [|p — x|I% (3.71)
XEN

onde  é o conjunto de estados com discérdia nula. Em [41] mostrou-se que tais estados
devem ter a forma x = > 7 k) (k|p|k) (k|. Como j& mencionamos antes, as discérdias linear
e geométrica sao, em principio, diferentes: a primeira esta definida pela minimizacgao sobre
operadores de medida em sistemas bipartidos, sendo oriunda de principios entropicos,
enquanto a segunda se refere a distancia minima em relacao a um estado de discérdia

nula em sistemas multipartidos.

Observa-se que a férmula da discérdia linear, tal como dada pela equagao (3.67), pode
ser interpretada como uma expressao do desvio quantico da regra de Bayes ps g —pppajp =

0. Esta ideia fornece uma intuicao alternativa para a discordia.

3.3.1 Discordia linear para o estado geral de dois gbits

Nesta secao avaliaremos nossa proposta de discérdia através da comparagao com uma

medida bem estabelecida de correlacoes quanticas, como a discordia geométrica. Considere
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o estado geral de dois gbits (3.20), introduzido na se¢ao 3.2.1, na forma matricial, temos

1
p = Z(I[AB +adTot@1P + 14 @ b7 0® + (JA)TTUB>, (3.72)

onde a e b sao matrizes-colunas reais,

oft tin tiz tig
UR = 0'5 ) € T = t1o too tog s (373)
off l1g taz t33

com t;; € R. off é a i-ésima matriz de Pauli do subsistema R, sendo R = A, B. Para este

estado, é conhecida uma férmula bastante simplificada para a discérdia geométrica [6]:
1
Da(p) = 7 (b1 + IT1* = s ). (3.74)

onde ||[M||?> = Tr(MTM) e kpa é 0 maior autovalor da matriz K = bb? +TTT.

Para o céalculo da discordia linear, assim como fizemos anteriormente, consideramos
medidas projetivas no subsistema B, com projetores de von Neumann I1, = |k)(k|, k =

0, 1, unitariamente transformados:
PP .= VIL VT, V= 0ol? +ivTo?, (3.75)

com vy € R, v € R® e V € SU(2). Para que V seja unitario, isto é, VVT = VIV = 15 ¢
necessério que v3 +v7v = 1, onde vT = (v; vy v3) . O quadrupleto (vg,v) define, portanto,
uma medida projetiva arbitréria, PPPP = P sobre o spin do subsistema B. E sobre
o conjunto {v;} que deve ser feita a minimizagao. Utilizando-se das propriedades das
matrizes de Pauli, dadas pelas equagoes (2.21) e (2.23), é possivel mostrar que o estado

do subsistema A apés uma medida feita em B é dado por

Alk _

(14 +nla?), (3.76)

N | —

p

T a’ + (—1)k+1ZTT
N = 9
Pk

, (3.77)
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onde p = $[1+ (1)1 270 e

V1U3 — VU2
Z = 2 Vo1 + VU3 5 (378)

2 2 1

que ¢é a matriz coluna equivalente ao vetor obtido na equagao (3.35). A forma (3.76) é

conveniente pois é facil mostrar que P(pAF) = % (1 + ngnk). Segue entao que
1
> B = ¢ [1 +a"a+ 27 (b7 + TT7) Z] . (3.79)
k
O célculo da pureza total leva a
1
P(p) = L_L (1 + aTa + bTb + Ztijt]‘i>
Z7J
1
= 7 (L llall® + [P+ NITIF) (3.80)

j& que Y7, tijty = Tr[TTT]. Logo, a discérdia linear é dada por
1
Di(p) = 1 [||b|\2 +|T|)? - e ZT (" + TTT)Z] : (3.81)
k
Utilizaremos agora o seguinte resultado (Apéndice F - Nielsen & Chuang [12]):

[1] Se K é um operador Hermiteano com autovalores {k;}, entdo <n|qz;x1 |(u| K|u)| =

Emaz, onde kg = max{|k;|}.

A prova pode ser esbocada da seguinte forma. Utilizando a decomposic¢ao espectral K =
> kili)(i], com k; real e {]i)} ortonormal, escrevemos (u|K|u) = Y. k;(uli)|*. Note-se
agora que

|(u| K |u)| Z e || (] 2)] (3.82)

il (ul2)|

Pela desiguladade de Schwartz, temos que [(u|i')|* < (ulu)(/|i') = 1, j& que a maximi-
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zacao ¢ feita sobre estados com (u|u) = 1. E evidente que o maior valor possivel para
|{u|i')|* ocorre quando |u) = |#'). Pondo este resultado na equagao (3.82), obtém-se que

|(u| K|u)| < |ky|, e a prova se completa.

Definindo K = bb" +TT7T. De posse do resultado [1] e notando que K > 0, voltamos
a equagao (3.81) para obter

1
Di(p) = 7 (1P + 171 = hinss ). (3.83)

onde kyax ¢ 0 maior autovalor da matriz K = bb" + TT7T. Este resultado ¢ idéntico ao
fornecido pela discérdia geométrica (3.74). Este resultado é surpreendente, dada a dife-
renca conceitual entre as medidas. Conseguimos provar analiticamente, que uma mudanca
na definicao da discérdia utilizando conceitos como entropia linear e pureza nos levam a

resultados idénticos aos obtidos em [6] para a discérdia geométrica.

3.4 Unificacao das medidas de discordia via entropia

de Tsallis

Na se¢ao 3.3, mostramos que existe uma correspondéncia direta entre a discordia
entrépica e a discordia geométrica ao utilizarmos a entropia linear na definicao. Nesta
secao vamos generalizar nosso resultado para uma discordia-qg baseada na entropia de
Tsallis [30, 42], a qual é uma generalizacao de entropias a partir de um parametro q. Essa
entropia é interessante para nos pois se ¢ — 1, ela recai na entropia de von Neumann e,

se ¢ — 2, recai na entropia linear.

A definigao de discérdia proposta por Ollivier e Zurek [4] consiste num desvio quan-
tico da regra de Bayes, isto ¢é, ela é derivada da quantizacao da diferenga entre duas
formas classicamente equivalentes da entropia condicional. Vamos utilizar esta mesma

propriedade, porém adotando a entropia de Tsallis, que é definida como
Hy(A) == plln,pa, (3.84)

ul=9—1

- (u > 0) é a fungao g-logaritmica e p, é uma distribuigao de probabi-

onde In,u =
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lidade. Por conveniéncia, vamos usar a forma

Hy(A) = q_lll—Ejm] (3.85)

da equagao (3.84). Uma caracteristica de H, é que ela se reduz a entropia de Shannon
Hi(A) = =3, palogp, quando ¢ — 1 e & entropia linear Hy = 1 — Y p? quando ¢ — 2,

como comentamos anteriormente. A entropia condicional ¢ [42] é dada por

H,(A|B) = Zpg H,(A|b). (3.86)

Entao, a primeira forma é dada por

1 (A|B lzpb Zpb pa|b] : (3.87)

Usando a regra de Bayes, pas = pas/pp, obtemos uma segunda forma para a entropia

condicional ¢,
H®(A|B) = Hy(A, B) — Hy(B), (3.88)

que pode ser convenientemente expressa como

Db Py — Za,b Pg,b

o (AB 3.89
(A[B) = — (3.89)
Definindo AH, = Hél) — H,gQ), obtemos
q q,.9
abPay — PpPq
AH, = 2aplPap = Polup) _ 0, (3.90)

qg—1

que é uma manifestacao entropica da regra de Bayes. A discordia quantica surge nova-

mente como um desvio desta regra, como vemos a seguir.

A quantizacao é promovida por uma extensao direta das equacOes anteriores. A
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entropia quantica g é dada por

1—"Py(p)

3.91
2, (391)

Sq(p) =

onde P,(p) = Tr(p?) é a pureza generalizada. Assim como no caso classico, Si(p) =
—Tr(plogp) é a entropia de von Neumann e Sy(p) = 1 — Po(p) é a entropia linear. Para

a entropia condicional ¢, temos
1 A|B qus A|k (392)

onde

(14 ® PF)p* (14 © PF)
Pk

pAlE = Ty } e pr =Tr [p*? (1" ® PP)]. (3.93)

Assim, as versoes quanticas das equagoes (3.87) e (3.89) sdo dadas por

9

SO(AP) = Zalh — X piPol0™)

q q— 1
Py — P

Agora, definimos AS, = Sél) — 5(52). A discérdia-g de um estado bipartido p é entao

definida como

Dy(p) = {rggi AS,, (3.95)
ou seja,
_ 1 (o)
Dq(p) = =1 ( ?g}chZP ) (3.96)

em referéncia direta a regra entrépica de Bayes AH,. Agora podemos mostrar como D,

conecta ambas as discérdias entrépica e geométrica com a variagao de q.
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Em termos das entropias ¢, D, ¢é escrita na forma

Do»—mnGlliﬁ—&wH§:¢&@“0. (3.97)

{PB} q—1

No limite em que ¢ — 1, a discérdia se reduz a

Di(p) = min [ Si(I1%[p%]) + ) Si(p**) 3.98
1(p) = pin ( ' Z Si(p), (3.98)
onde IT8[p] = >, Miplly e 1Ty = |k)(k| é um projetor von Neumann. Esse resultado é
igual a reformulacao da defini¢ao da discérdia feita por Zurek em [7]. A equacao (3.98)
tem algumas diferencas em relagao a defini¢ao original (3.14), mas possui interpretacao
operacional. Trata-se da diferenga entre o trabalho termodinamico extraido por demonios

de Maxwell classicos e quanticos de um reservatorio térmico.

A conexao com a discordia geométrica nao é tao aparente, mas também pode ser
facilmente provada. O palpite natural consiste em investigar a situagao na qual ¢ = 2,
j& que neste caso temos uma ligacao imediata com a norma de Hilbert-Schmidt, isto é,
Ps(p) = ||p||> = Tr(p'p). Entdo, usando as propriedades dos projetores (PEPPP = PB) e

também

Trp(PP)" = (K|(PF)!K) Zékk/ —1, (3.99)
mostramos que
[Trp(PER)]" = ((klolk)" = Trs(PE)? ((K|olk))" = Ten ((klplk) © PE)”,  (3.100)

1

de forma que

[Trp(PPp)]" = T [(PEpPP)],
piP(p**) = Py (PFp), (3.101)
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para todo ¢ > 0. Com esses resultados, a equagao (3.96) pode ser escrita na forma

D,(p) = L (Pq(p) max 77 (P,fp)) : (3.102)

q—1 (PP}
Partindo da definicao de discordia geométrica,
Da(p) = min [|p = T17(p)[*, (3.103)

onde I1%(p) = >, (14 ® |k)(k|)p(1* @ |k)(k|) para alguma base ortogonal {|k)} de B e

considerando |k)(k| = PP, mostramos que

lp—TI%(p)|]> = 7’(p)+7’2[HB(p)]—2Tr[pHB(p)]
= Palp +Z7>2 PPp) —22% PPp)

— ZPQ PPp). (3.104)

Finalmente, minimizando o resultado sobre o conjunto {PF} concluimos que, de acordo
com a equagao (3.102), Ds(p) = Dg(p). Claramente, a discérdia geométrica pode ser
considerada como a regra de Bayes entropica gerada pela entropia linear. Este resultado

é geral, valido para qualquer estado bipartido.

Vamos ilustrar nossos resultados fazendo um estudo de caso para sistemas de dois

gbits com marginais maximamente misturadas, cuja matriz densidade é dada por

3
1
P=7 <]1AB + Z o ® UZB) : (3.105)
i=1

com ¢; € R. Usando a decomposigao espectral p = Y. A;|9)(i|, onde 0 < A\;(¢j) < 1 e os

resultados da otimizagao obtidos na secao 3.2.1, podemos mostrar que

q —
D, Z)\q (14 + =) (3.106)

22q 1
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onde ¢ = max{|c|, |ca|, |c3]}. Nos limites apropriados obtemos®

4 1
Dy = logd—>» Aloghi+ Y xxlog/Xx,
i=1 k=0

D, = (P - ). (3.107)

|

onde x; = 1+ (—1)*c. Esses resultados sio os mesmos obtidos anteriormente na secio

3.2.1 para as discordias entrépica e geométrica. Em particular, se escolhermos ¢; = u,

g =—uec3=2u—1 (estado a) ou ¢; = c3 = ¢3 = —u (estado de Werner), obtemos
(1 —2179)ya
D(p) = 2 W
Q(p ) q— 1 )
I —w)?+ (14 3u)? —2(1 +u)?
D,(p") = ( : 3.108

(b)

Figura 3.9: Discérdia ¢ para (a) o estado « e (b) o estado de Werner em funcao dos para-
metros u e g. Claramente, a discérdia entrépica D; (linha azul) se deforma continuamente
na discérdia geométrica Do (linha vermelha) quando variamos ¢ de 1 até 2.

A figura 3.9 mostra como D, interpola da discérdia entrépica para a geométrica e vai
além para outros valores de q. Assim, conseguimos esbog¢ar um exemplo para dois estados
de dois gbits conhecidos (estado de Werner e estado a)) de como a discérdia se comporta
com a variacao de g. O resultado é que apenas temos uma deformacao na medida da

discordia em funcao de ¢, mas todos eles revelam as correlagoes quanticas presentes no

6Quando tomamos o limite em D, o resultado é o logaritmo natural, e ndo mais o logaritmo na base
2, como haviamos usado até entao.
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sistema, o que poderia nos induzir a negar qualquer contetudo fisico mais profundo para
o parametro ¢q. E importante notar, contudo, que no campo da termodinamica nao-
extensiva, ¢ possui interpretacao fisica intimamente ligada a dinamica microscopica do

sistema [43-46].

Os resultados obtidos nessa secao e outros posteriores em colaboracao com o prof.
Renato Moreira Angelo foram submetidos para publicacao devido ao seu importante papel
no estudo de correlacoes e sua interpretacao operacional. Uma versao prévia pode ser

encontrada em http://arxiv.org/abs/1207.3337.

Neste capitulo, conseguimos mostrar que a utilizacao de outras entropias além da de
von Neumann para o calculo da discérdia é satisfatoria. Além disso, encontramos uma
relacao baseada na entropia de Tsallis que conecta a discérdia entrépica com a geométrica
pela variacao de um parametro ¢q. Este resultado é de extrema importancia, pois até
entao nao havia nenhum resultado que conseguisse demonstrar qual era a conexao entre
essas medidas. Conseguimos conectar duas medidas de naturezas diferentes (entrépica e

geométrica) com a utilizagdo de uma defini¢ao generalizada, a discérdia-q.



Capitulo

Dinamica sob Acoplamento com Banho

Térmico

Durante as ultimas duas décadas, o fendomeno conhecido como descoeréncia induzida
pelo ambiente (EID), responsdvel pela destruigao de superposicoes quanticas, foi bastante
estudado, teoricamente [8, 9, 47-49] e experimentalmente [50]. O fenémeno de descoerén-
cia é baseado no acoplamento de um sistema S com um ambiente com muitos graus de
liberdade, que é teoricamente descrito em termos de particulas quanticas em equilibrio
numa temperatura 7. O acoplamento com o reservatério forca o sistema a evoluir numa

dinamica nao unitaria e, em geral, dissipativa.

Usualmente, o ambiente ¢ modelado por um niimero enorme de particulas (graus trans-
lacionais, de spin, etc.) que se emaranham com o sistema a medida que a dinamica toma
lugar e, assim, destroem a coeréncia do mesmo além de drenar sua energia. Em muitos
casos, portanto, o ambiente assume as caracteristicas de um “reservatoério térmico”, sendo
assim descrito por uma distribuicao de Boltzman quantica definida por uma temperatura
T'. O modelo seminal de reservatério, em que se empregam osciladores harmonicos unidi-
mensionais com acoplamento posicao-posicao e distribuicoes apropriadas de frequéncias,

foi concebido por Caldeira e Legget [8] em 1985.

Utilizaremos um acoplamento nao-dissipativo, a fim de podermos analisar efeitos ex-

clusivamente quanticos, como o amortecimento de fases (descoeréncia propriamente dita,

1do termo em inglés: environment-induced decoherence

62
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sem dissipacao de energia). Estamos principalmente interessados em avaliar como ocorre
a destruicao das correlagoes quanticas, medidas pelo emaranhamento e discordia, e dos

aspectos nao-locais, inferidos a partir das desigualdades de Bell.

Neste capitulo iremos investigar a dinamica de um sistema de dois gbits interagindo
com um reservatério de campos bosonicos descrito por N osciladores harmonicos em
equilibrio térmico. Apds calcularmos analiticamente a matriz densidade dependente do
tempo para o sistema de dois gbits, vamos analisar as func¢oes que aparecem nos elementos
de matriz as quais devem trazer a informacao a respeito do reservatério. Em grande parte,

nossa abordagem seguird o quadro conceitual delineado em [51, 52].

Numa primeira etapa, avaliaremos as caracteristicas centrais do modelo, em particu-
lar o tempo de descoeréncia. Em seguida, focaremos na dinamica propriamente dita e
utilizaremos a desigualdade de Bell-CHSH, a concorréncia e a discérdia geométrica para

a analise do comportamento das correlacoes quanticas sob amortecimento de fase.

4.1 Interacao de um sistema de dois gbits com um

reservatorio bosonico

Nossa andlise sera feita através de um estudo de caso. Usaremos um modelo nao-
dissipativo de acoplamento entre um reservatorio térmico e um sistema de dois gbits
preparado inicialmente num estado X (3.22). Esta abordagem nos permitird aplicar dire-
tamente as técnicas e ferramentas desenvolvidas nos capitulos anteriores. O procedimento
usual para o tratamento da descoeréncia consiste em iniciar o problema a partir de uma
dinamica conservativa unitaria descrita por um Hamiltoniano total, o qual no nosso caso

sera dado por
H = Hs+ Hg+ Hy, (4.1)

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema de dois gbits, Hr é o Hamiltoniano do reservatorio

e H; é o Hamiltoniano de interagao, que é dado por

H; = VA+VB, (4.2)
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onde V4 e Vg sao as interagoes entre cada gbit e o reservatério. Os termos de interagao

sao da forma

Va = h(u?,az?)zgkﬁka
K

Vg = h(vgaf)ngﬁk, (4.3)
k

onde 1y sao os operadores de niimero dos osciladores do reservatorio e g sao as constantes
de acoplamento entre os gbits e o reservatério. Os parametros uz e vy foram inseridos
para diferenciar o acoplamento entre cada gbit e o reservatorio. Estamos interessados,
num primeiro momento, no estudo da evolucao do estado X. Logo, as interagoes para
os dois spins foram escolhidas na dire¢ao de o3, o que garante que a evolucao dinamica
fique restrita a um subespaco especifico, levando X noutro estado X. Além disso, para os
nossos objetivos, nao é importante definir o Hamiltoniano livre do sistema Hg, pois sua
influéncia é apenas local. No que segue vamos apenas assumir que [Hg, H;] = 0, a fim de
garantir a conservacao de energia do sistema. Para o reservatério, usaremos um conjunto

de modos bosonicos, com Hamiltoniano:
HR = thkﬁk, (44)
k

onde wy, sao as frequéncias caracteristicas dos osciladores do reservatorio.

Assumiremos, como de costume, que o estado inicial é separado e dado por p(0) =
pap(0) ® pr, onde pap(0) é o estado inicial do sistema de qbits e pp = e PHrR/Z ¢
o estado Boltzmaniano associado ao equilibrio térmico a temperatura T e Z a funcao
particio, Z = Tr(e PHRr), que indica que todos os osciladores do reservatério estdo em

equilibrio térmico numa temperatura (kgf3)~'.

A dinamica global unitaria é obtida através da solu¢ao da equagao de Schrodinger, o

que se da na seguinte forma

p(t) = Up(0)U" = ™1/ (p,45(0) @ pr)e™/™. (4.5)

Para o estado inicial do sistema de dois gbits, vamos considerar os estados X com
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estados reduzidos maximamente misturados. Nesse caso, na representacao de Bloch temos

que

3
1
pap(0) = 1 (]lAB + Zciaf ® O'Z-B> : (4.6)
i=1

A solugao da equagao de Schrodinger (4.5) é obtida utilizando-se as propriedades das

matrizes de Pauli, em particular

%) — 1 cos(a) + i(i - &) sin(a). (4.7)

Assim, como V4 e Vg comutam, podemos desacoplar as exponenciais e calcula-las sepa-

radamente:
e~ Vat/lh — exp [—it(u3a§4) Z gkﬁk] = 14 cos [u;),t Z gkﬁk] —iaf sin [ugt Z gkﬁk]
k . k J . k J
o 5
= 1% —iody, (4.8)

e~ VBt/h exp [—it(vg,af) ngfzk] = 1% cos [vthgkﬂk] —iaf sin [vgt Z gkﬁk]
k k k

. / (.

v~

,Y/
= 15%d —io%+. (4.9)

g
a/

A partir da equagao (4.5), a matriz densidade do sistema composto ¢é entao escrita na

forma
p(t) = 170/ — ioP+/][1%0 — i0f7)(pan(0) ® pr)[14a + ioin][1%0’ +ioP). (4.10)

Outro passo importante nos modelos de descoeréncia consiste na operacao do trago parcial

sobre os graus de liberdade do reservatério,

pap(t) = Trr[p(t)]. (4.11)

Com isso, a dinamica resultante para o sistema se torna nao-unitaria.
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Calculando todos os termos?, obtemos a matriz densidade do sistema de dois qbits

dependente do tempo,

1+ Cs 0 0 (Cl - Cg) Q+<t>

1 0 1-— 0_(t 0
pas(t) = - “ (1 +22) 8- , (4.12)

4 0 (c1 + co) 0 (t) 1 —c3 0

(Cl — C2) 91@) 0 0 1+ C3
onde
N
1 — e Pher

gi(t> = IH (1 _ 6—(5hwk+2i(u3:tv3)tgk)> ’ (413)

A partir da equagao 4.12, notamos que a dependéncia da matriz densidade no tempo e na
temperatura provém das fungoes 04 (t). Além disso, as duas fungoes também dependem
dos parametros do acoplamento (u3 e v3) entre o sistema e o reservatério. Logo, fica
evidente que todas as informagoes da dinamica de descoeréncia dependem somente do
comportamento dessas duas funcoes no tempo. Deve-se notar, em particular, que nao ha

dinamica se uz = v3 = 0, como se espera.

Para entender as caracteristicas da descoeréncia tal como foi introduzida pelo nosso

modelo, focaremos por um momento nas fungoes A.. Os mddulos sao dados por

N sin2[(u3 + v3)tgs] —1/2
0.(t)] = 1+ —— ) (4.14)
* klill ( sinh*(Bhwy/2) )

Essas duas fungoes dependem da distribuicao de g e wy, que sao as constantes de acopla-
mento e as frequéncias caracteristicas dos osciladores do reservatorio, respectivamente.

Se mantivermos g = go constantes, e fizermos uma distribuicao gaussiana de wy,

(k — N/2)2} 7 (4.15)

Wy = Wp eXp [— 52

onde N é o numero de osciladores do reservatério e § é uma constante de normalizacao,

notamos que hé recorréncias nas fungoes 04 (t), como mostra a figura 4.1.

20s detalhes da construcao da matriz densidade e os tracos sobre o reservatério sao feitos em detalhes
no Apéndice B e C.
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.0 prmmmm e 1.0 s

0.8; \ 0.8; \'\..\
0.6} : 0.6}
|6, (D)] 0.4t |6_(1)] 0.4l
0.2} : 02!
(71| SO — O 11 (71| AU S—
001 01 1 10 100 00l 01 1 10 100
t t

Figura 4.1: Dinamica das fungoes |0+ (t)| para gr = go e uma distribuicao para wy, com
hzl,u3:1,v3:5,N:2O,ﬁ:0,5,w0=1,g020,01e6:10.

Se, por outro lado, mantivermos as frequéncias do reservatério constantes (wr = wp),
e fizermos a mesma distribuicao gaussiana dos parametros de acoplamento,

gi = go €Xp [—““"5—5/2)2} : (4.16)

onde N é o numero de osciladores do reservatério e § é uma constante de normalizacao,

observamos na figura 4.2 o decaimento dessas funcoes sem recorréncia?®.

1.0 =] 1.0 ===z
N <

0.8 \ : 0.8 \
.01 TR
04} 104

0.2} \ : 0.2}

0.0k . S 0.0k . A

0.00 01 1 10 100 0.00 01 1 10 100
t t

Figura 4.2: Dinamica das fungoes |0+ (t)| para wy = wy e distribui¢do gaussiana para gy,
comh=1u3=1,v3=5 N=20,=0,5, wg=1, go=0,01 e § = 10.

Analisando a matriz densidade do sistema de dois gbits, observamos que o importante
¢ a distribuicao nos parametros de acoplamento, nao nas frequéncias do Hamiltoniano

livre, pois nesse regime de parametros ocorrera um decaimento dos termos fora da diagonal

3Podemos notar que, variando-se §, poderemos interpolar entre a situacio de acoplamentos iguais
(6 — o0) e acoplamentos distintos (6 > 0, finito).
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sem recorréncias, implicando no fenomeno de descoeréncia. De fato, isso é esperado, ja
que os w; sao coeficientes de influéncia apenas local. Logo, vamos considerar para as
proximas andlises a situacao na qual temos uma distribuicao gaussiana em g dada por
(4.16) e wy = wy.

A escolha desse regime fica clara quando avaliamos a pureza do sistema Tr[p% 5()],

Plpap(t)) = < [2(1+¢5) + (c1 — e2)*|0+ ()] + (c1 + e2)*|0- (1) "] - (4.17)

ool

Vemos em (4.17) que a pureza depende das fungoes |04 (t)| e que esta também decai com

o tempo, mostrando que a dinamica dos gbits é de fato nao-unitaria.

4.1.1 Tempo de descoeréncia

Um dos aspectos fundamentais na analise do fendmeno de descoeréncia é a identifica-
¢ao do tempo de descoeréncia, informacao que auxilia na caracterizacao do modelo. Para
encontrar o tempo de descoeréncia, vamos utilizar a aproximacao de tempos curtos, isto

é, quando (ug & v3)tgr < 1. Nesse regime, temos que

(us &+ v3)%t%g?

. -1/2
o= = ] (Hsmh2<5hwo/2))

oo [~ (i)

(uz & v3)%g2 5
P [_ Z (2 sinhz(ﬁhw0;2)) ! ] ' (4.18)

k

12

I

Este resultado pode ser convenientemente escrito na forma
42 /42
04(t)] = e /", (4.19)

onde tp, ¢ dado por

_ V2sinh(Bhwy/2)
tDi - (U3 + ’Ug)G ) (4.20)
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e G? =3, g tp, sao os tempos de descoeréncia para esse modelo. Podemos observar

que existem duas escalas de tempo que dependem dos valores de uz e v3. E conveniente,

portanto, definir o tempo de descoeréncia do modelo como tp = max{tp,,tp_}.

1.0F 1.0F
0.8} 0.8}
g 0.6} 1 o 0.6}
() _(t)
00 4 =00 0 4
02f 0.2} \
00k . .. PRkt i Tttt e e 00k .. .. \ ‘-‘7‘-7\_-7: - N ——
0 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
LORy | LOF, '
\ \
0.8} | 0.8 \
\
oo 061 I
t \ _(t
|+()|0.4_ 1 ()|0.4_
0.2} 0.2|
0.0’\ N T I M- 0.01 L T - I M
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t

Figura 4.3: Aproximagao de tempos curtos para cinco osciladores (graficos acima) e 50

osciladores (graficos abaixo), a linha continua representa o decaimento das fungoes |64 (t)|
e a linha pontilhada a aproximacao Gaussiana, com h = 1, ug3 = 1, v3 = 5, § = 0,5,

wo=1egy=0,01.

Utilizando a aproximagao de tempos curtos, vemos que ocorre um decaimento Gaussi-

ano para as fungoes |0+ (t)| quando temos poucos osciladores no reservatério, assim como

para a situagdo de muitos osciladores (figura 4.3). Como era esperado, o decaimento

ocorre mais rapidamente quanto mais osciladores tivermos no reservatorio. Podemos ob-

servar essa situacao diretamente na equacao (4.20), onde G cresce com N. Além disso, a

numero de osciladores no reservatorio.

aproximacao descreve cada vez melhor o decaimento dessas fungoes, quanto maior for o
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4.1.2 Equilibrio

Vamos analisar agora a situacao de equilibrio (¢ — o0). Fisicamente, o equilibrio
ird ocorrer quando |04 (t)| atingir seu valor minimo, o que acontece para tempos muito

maiores que o tempo de descoeréncia. Podemos reescrever a equagao (4.14) na forma

16 ()] = ! : (4.21)

e (1+2)

onde z, = sin®[(us £ vs)tgy] e yo = sinh?(Bhwy/2). Se considerarmos que todas as

constantes de acoplamento sao iguais a um valor maximo, teremos que

N T T N
(1+—’“) < <1+ max) : (4.22)
1 Yo Yo

Ou seja,

1
6=(t)] > = {0]min,
sy

onde [0|min descreve o valor minimo para as fungoes |04 (t)|. Como z é uma funcao seno

(4.23)

ao quadrado, podemos assegurar que Z,,,, = 1, de forma que

~N/2
o = (=)
mm sinh?(Bwy/2)

( sinh?(Bhwo/2)
1 + sinh?®(Bhwy/2

N/2
)) = tanh™ (Bhw/2). (4.24)

Podemos notar na figura 4.4, para N grande mas finito, que o limite inferior dado
pela equagao (4.24) pode variar de valores arbitrariamente pequenos, no regime de altas
temperaturas (fhwy < 1), até valores arbitrariamente préximos & unidade, no regime de
baixas temperaturas (Shwy > 1). O tltimo regime, para o qual |0y, — 1, corresponde
aquele no qual a dinamica ¢é praticamente unitaria, sem descoeréncia. Por outro lado, o
primeiro, para o qual |6|,i, — 0, correponde ao regime no qual os efeitos da descoeréncia

sao acentuados.
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Figura 4.4: |0|min em fungao de fhwy e N.

A transicao entre esses dois limites corresponde ao regime no qual a descoeréncia
ainda ocorre, mas somente parcialmente, uma vez que um valor finito para ||y, indica
a existéncia de termos fora da diagonal sobrevivendo no estado quéantico. A temperatura
critica, isto é, acima da qual os efeitos de descoeréncia se tornam acentuadas, pode ser
definida impondo-se que |0|nn < 7 na eq. (4.24), onde r é um valor real qualquer, que
pode ser tao pequeno quanto necessario e que define o limiar abaixo do qual assumimos
que o amortecimento de fase ocorreu efetivamente. O resultado para Beica € uma funcao
de N,

2
Beritica(N) = (—> arctanh (TI/N) ) (4.25)
th
Lembrando que 3 = (kgT)~!, obtemos
Te(N) = BT arccotanh (r'/V) . (4.26)
B

A figura 4.5 nos mostra a relagdo entre a temperatura critica e o nimero de oscila-
dores para diferentes valores do limiar r. Se analisarmos a situagao em que r = 0,0001,
verificamos que o fenomeno de descoeréncia s sera acentuado para poucos osciladores
quando a temperatura for muito alta. Por outro lado, no limite termodinamico, N — 1,

fica claro que existira descoeréncia mesmo quando T ~ 0 (regiao evidenciada pelo circulo
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100+
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Figura 4.5: Temperatura critica (T¢x) em fungao do nimero de osciladores do reservatério
N com kg =1 e h =1 para (a) r = 0,0001, (b) »r = 0,001, (¢c) » = 0,01, (d) r=0,1e
(e) r=0,5.
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Figura 4.6: Dinamica das fungoes |64 (¢)| (linha rosa), decaimento gaussiano para aproxi-
magao de tempos curtos (linha amarela) e |fpi,| (linha azul) com h =1, ug = 1, v3 = 5,
N=20,8=1w =1, go=0,01¢d=10.

Na figura 4.6 podemos ver mais claramente o que acontece com as fungoes |04 (t)]|.
Apoés atingir o equilibrio, as fungoes oscilam fracamente em torno de um valor muito
pequeno, sendo esse sempre maior que |fp;,|. Além disso, apesar de ser muito pequeno,
|0+ (t)| nunca vai exatamente a zero (exceto quando consideramos o limite de N — 00).
Logo, [Omin| sempre pode ser considerado como o valor minimo que essas fungoes irdo

atingir.
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As observagoes acima apontam que o modelo descreve de forma razoavelmente boa a

fisica de um reservatério térmico. Em particular, destacam-se as seguintes caracteristicas:

e Decaimento Gaussiano, caracteristico de descoeréncia de fase, para tempos curtos;
e Tempo de descoeréncia dado por tp = maX{tD+, tp_}, com a relagao tp, G
e Frequéncia caracteristica dada por G* = Y _)'_, g;

e Limite inferior |0|mm =0 e Te = 0.

O dltimo item, que pode ser obtido diretamente tomando-se o limite de N — oo nas
equagoes (4.24) e (4.25), nos diz que a descoeréncia ird ocorrer no limite termodinamico
mesmo para temperaturas arbitrariamente baixas. Uma descrigao mais detalhada e rigo-
rosa sobre o limite termodinamico pode ser encontrada em [51], pois 0 mesmo nao ocorre
simplesmente com N — o0; é preciso também que o volume va para infinito com N/V

constante.

4.1.3 Dinamica das correlagoes

Vamos analisar agora a dinamica das correlagoes do sistema. Como primeiro passo,
calcularemos os correlatores de Bell, a concorréncia e a discérdia geométrica para estados

X genéricos.

Como vimos na secao 2.4.2, a nao-localidade de um estado quantico pode ser detectada

pela violacao da desigualdade de Bell-CHSH, que é dada por
[(Bensh)| < 2, (4.27)

onde (Beusn) = Tr(pBensn), € Beusu € o operador de Bell associado com a desigual-
dade CHSH. Como foi demonstrando por Horodecki et. al. [53], a violagdo mdxima
Buax(p) = max |(Bcush)|, a qual se refere a um conjunto 6timo de medidas, é relacionada
& quantidade M(p) via Buax(p) = 24/M (p), que para estados do tipo X [54], é dada por

M(px) = max {8(|p1a]* + |ppss|*); 4(|p1a] + |p23])?* + (P11 + pas — p2o — p33) } . (4.28)
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A desigualdade (4.27) é violada se, e somente se, M (p) > 1, e a quantidade M (p) também

pode ser usada para medir o grau de violacao da desigualdade de Bell.

Como quantificador do emaranhamento, vamos utilizar uma medida conhecida como

concorréncia (2.59). Para estados X, ela é dada por [10]
C(px) = 2max {0, |p2s| — \/p11pas, |pral — /p22p33} - (4.29)

Finalmente, a discordia geométrica para estados X em termos dos elementos da matriz,

¢ dada por

Da(px) = (p11 — p22)? + 4p2spsz + 4p1apar + (p33 — paa)”
—max {2(pazps2 + prapar — 2v/pPrapaspsapar),
2(paspsz + prapa + 2+/prapsps2pal ),
((p11— p22)® + (pss — pas)®) } - (4.30)

Para o nosso modelo, as medidas de correlacao definidas acima, sao dadas por

M(pap(t)) = ;Lmax {2 [(c1 = 2)?|04+ () + (c1 + 2)?[0-(8) "],

Acs + (c1 — )[04+ (D) + (1 + c2)*0- (1)
+2]ei = |l0- ()]0~ (1)},

N | —

Clpan) =max {0, 3 [Ifer = 0] = 1+ o], 5 1cr + -] - 1- ] |

Da(pag(t)) = = [(c1 = 2)?104(8)° + (c1 + 2)?10-(t)]* + 2¢§ — max {23,

((er = 2|05 (O + (e + c2)?|0- ()" — 2(ct — ) |0+ ()]0~ (1)])

DO = M| =

((c1 — )l (O + (cx + e220- (O +2(2 — Do, D] (0)]) H .

Podemos notar que todas as medidas de correlagdo dependem explicitamente de |0L(t)],

fato que justifica toda a andlise feita anteriormente.
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Considerando o conjunto de parametros (N e T') para o qual |0+ (t)| — 0 (descoeréncia

total) temos que

M(pas(t)) — o,
C(pap(t)) — max{0,—14c3,—1 —c3},
Da(pap(t)) — 0. (4.31)

Como |c3] < 1, obedecendo a condigao de positividade da matriz densidade pap(t), vemos
que o emaranhamento e a discordia tendem a zero no equilibrio e, no caso da desigualdade
de Bell, a situacao de nao violagao (M(p) < 1). Assim, verifca-se que a descoeréncia

“mata” todas as correlagoes quanticas entre os gbits.

Antes da situacao de equilibrio, a dinamica das correlagdes é mostrada nas figuras 4.7 -
4.9. Consideramos trés regimes diferentes para o reservatério. Na figura 4.7, temos poucos
osciladores no reservatorio mas, mesmo assim, ocorre o decaimento das correlacoes. Nesse
regime de parametros observamos que ocorrem ressurgimentos das correlacoes, devido a
dinamica do sistema. Nota-se que a nao-localidade é o primeiro efeito a ser suprimido
(quando M(pag(t)) < 1), o que ocorre em torno de t = 4 (unidades arbitrarias). Trata-
se da morte subita da nao-localidade, isto é, o estado deixa de violar a desigualdade de
Bell subitamente. A morte subita* também acontece para o emaranhamento, mas num
instante posterior, em t ~ 13. Depois da morte subita do emaranhamento, a discordia
vai assintoticamente a zero. Logo, a cronologia seria: primeiro morre a nao-localidade,

depois o emaranhamento e por tultimo a discordia.

No regime de parametros evidenciado pela figura 4.8, aumentamos o niimero de os-
ciladores, mas mantemos a mesma temperatura. Nota-se que neste regime nao ha re-
corréncias, a dinamica atinge rapidamente o equilibrio. Novamente observamos a mesma
cronologia de mortes. Primeiro a nao-localidade (¢ ~ 2,8), depois o emaranhamento

(t = 8) e por ultimo a discérdia.

Como ultima anélise, escolhemos o regime de baixa temperatura e muitos osciladores,

para o qual nao existe decaimento, como mostramos na figura 4.4. Ou seja, para esse

4Este comportamento é bastante abordado na literatura, chamado normalmente de morte sibita do
emaranhamento, do termo em inglés entanglement sudden death. E a situagdo na qual a medida de
correlagao vai subitamente a zero, isto é, nao decai assintoticamente.
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Figura 4.7: Correlagoes quanticas para pZ(t) em fungio do tempo, com ¢; = ¢y = ¢3 =
—0, 8 (estado inicialmente emaranhado), h =1, u3 =1,v3 =5, =1, wg = 1, go = 0,01,

0=10e N =7.
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Figura 4.8: Correlacdes quanticas para p?Z(t) em funcao do tempo para o regime de
muitos osciladores, com ¢; = ¢3 = ¢3 = —0,8 (estado inicialmente emaranhado), h = 1,

us=1,v3=5,0=1, wy=1, go=0,01, 6 =10 e N = 50.

regime o reservatorio interage fracamente com o sistema de dois gbits sem modificar suas

correlagoes.
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Figura 4.9: Correlacdes quanticas para p?Z(t) em fungao do tempo para o regime de
baixa temperatura e muitos osciladores, com ¢; = ¢3 = ¢3 = —0,8 (estado inicialmente

emaranhado), h =1, u3 =1, v3="5, =10, wy =1, go = 0,01, § = 10 e N = 50.
E interessante analisar a cronologia de mortes para dois estados especificos, o estado
de Werner (cl = ¢2 = ¢3 = —u) e o estado uv (cl = u, 2 = v e c3 = “5%). Para

fazer as comparacoes entre as medidas de correlacao, é conveniente definirmos o grau de
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nao-localidade na forma

NL(pap(t)) = max {0, M(pap(t)) — 1} . (4.32)

O grafico 4.10 se refere ao estado uv. Os graficos demonstram a cronologia das mor-
tes das correlagoes sob descoeréncia. A dinamica das correlagoes comeca em t = 0 e
termina em t > tp (indicados nos graficos), quando todas as correlagoes sao suprimidas
por causa da interacao do sistema com o reservatério. Eles evidenciam a conclusao que
discutimos anteriormente, a primeira correlacao a morrer é a nao-localidade, seguida pelo

emaranhamento e, por dltimo, a discordia.
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Figura 4.10: Comparagoes entre as correlagoes quanticas para o estado uv, com u = 1/3,
v=1h=1u3s=1v3=0,5,08=1,wy=1,9g90=0,01,0=10e N =5.

A figura 4.11 se refere ao estado de Werner. Novamente, os graficos demonstram a
cronologia das mortes das correlagoes. Assim como os outros casos que investigamos, a

mesma cronologia é observada.
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Figura 4.11: Comparacoes entre as correlagoes quanticas para o estado de Werner, com
u=0,99, h=1,u3s=1,v3=0,5, =1, wyg=1,9g0=0,01, =10e N = 5.

Neste capitulo investigamos a dinamica de um sistema de dois gbits interagindo com
um reservatorio de campos bosonicos descrito por N osciladores harmonicos em equilibrio
térmico. Mostramos inicialmente que nosso modelo possui as caracteristicas de um reser-
vatério fisico e descreve o fenomeno de descoeréncia. Apds essa verificagdo, apresentamos
a dinamica de diferentes medidas de correlacao e como elas sao afetadas pela interacao
com o reservatorio. Para finalizar a andlise, apresentamos uma descrigao da cronologia
das mortes das correlagoes. Mostramos varios casos nos quais a nao-localidade é sempre a

primeira correlacao a ser suprimida, seguida do emaranhamento e por ultimo a discérdia.



Capitulo

Conclusao

O objetivo desta dissertacao foi investigar correlacoes quanticas, com foco voltado
para (i) sua defini¢ao em relacdo a principios entrépicos genéricos e (ii) sua dinamica sob

descoeréncia.

Para o estudo das correlagoes quanticas focamos nossa andlise em uma medida in-
troduzida recentemente na literatura, a discérdia quantica. Motivados pelas dificuldades
técnicas envolvidas em seu calculo, mesmo numericamente, propusemos formas alternati-
vas para sua definicao, com a utilizacao da entropia linear e da entropia de Rényi ao invés
da entropia de von Neumann. Num primeiro momento, investigamos sistemas bipartidos
mais simples, como os estados X. Durante esta andlise, verificou-se uma correspondéncia
direta entre a discérdia via entropia linear com a discordia geométrica. Partindo dessa
descoberta, buscamos uma maneira de conectar a discérdia entropica com a geométrica

para casos mais gerais.

Adotamos uma nova abordagem para a definicao da discérdia, isto é, abandonamos
o conceito de informacao mitua e introduzimos o desvio da regra de Bayes na entropia
condicional como responsavel pelas correlagoes quanticas apresentadas pela discordia. Uti-
lizando essa nova definicao, demonstramos analiticamente que é possivel obter a discordia

geométrica a partir da discordia entrépica baseada na entropia linear.

Continuando a anélise, propusemos entao a formulacao de uma discordia generalizada,
a qual chamamos de discordia-g, que é baseada na entropia de Tsallis. Provamos que

essa medida generalizada recai na discordia entrépica usual para ¢ — 1 e na discordia

79
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geométrica quando ¢ — 2. Assim, conseguimos um resultado mais geral que descreve
as correlagoes quanticas em sistemas bipartidos e consegue conectar duas formas bem

estabelecidas na literatura, como a discordia entrépica e a geométrica.

O proximo passo no estudo da discérdia e das correlagdes quanticas é a busca de
uma generalizacao ainda maior, utilizando outra entropia, mais geral que a entropia de
Tsallis, que depende de dois parametros, a entropia (g,7) [55-57], a qual, pela variagdo
desses parametros, resulta na entropia linear, na entropia de von Neumann e também na
entropia de Rényi. Utilizando essa entropia talvez seja possivel encontrar uma definigao

mais geral para a discérdia que englobe todas essas entropias mencionadas.

Além disso, recentemente, obtivemos outros resultados interessantes. Utilizando a
discordia g baseada na entropia de Tsallis conseguimos uma interpretagao operacional
para as correlagoes apresentadas pela discérdia. Essa interpretagao esta associada ao
trabalho termodinamico de demonios de Maxwell cldssicos e quanticos. Além disso, con-
seguimos conectar a discordia entrépica e geométrica pela variacao do parametro q. To-
dos esses resultados foram submetidos para publicagao num trabalho realizado em co-
laboragao com o professor Renato Moreira Angelo. Segue o link do artigo no arXiv:
http://arxiv.org/abs/1207.3337.

A segunda etapa do trabalho foi o estudo da descoeréncia, para o qual propusemos
o modelo de um sistema de dois gbits interagindo com um reservatorio de N osciladores
harmonicos em equilibrio térmico. Para essa andlise, consideramos, por simplicidade, que
o estado inicial do sistema era um estado X. A interacao escolhida levava a outro estado
X, com os elementos fora da diagonal acoplados a fungoes que descreviam a dependéncia
do sistema com o tempo e a temperatura. Fizemos um estudo analitico dessas fungoes,
demonstrando que nosso modelo descreve razoavelmente bem a fisica de um reservatorio

térmico, com decaimento Gaussiano para tempos curtos.

Para esse modelo também foi possivel analisar a dinamica das correlagoes quanticas,
tais como emaranhamento, desigualdades de Bell e discérdia geométrica sob decaimento de
fase. Observamos alguns regimes de parametros para os quais ocorre morte stubita tanto
do emaranhamento, quanto da nao localidade do sistema. A partir desses resultados,
identificamos a cronologia em que ocorrem essas mortes para diferentes estados, mais

especificamente para estados de Werner e estados uv. Mostramos que a primeira correlacao
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suprimida foi a nao-localidade, seguida do emaranhamento e, por ultimo, a discérdia

geométrica.

Uma outra abordagem interessante a ser investigada é o estudo do fenomeno de des-
coeréncia para estados mais gerais de dois gbits, assim como utilizar outro tipo de reser-

vatério, composto por N spins.
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Apéndice

Matriz densidade de sistemas de dois gbits

Considere um sistema de dois gbits com espaco de Hilbert C2®C? e base computacional
{]00), |01), 10), |11)}. Na representacao de Bloch, qualquer estado para este sistema pode

ser parametrizado como [37]:

p:i(]lAB+( M1 +149 —|—th]0 ®0), (A1)

3,j=1

onde 147 ¢ a matriz identidade para o sistema composto, 14 e 17 sdo as matrizes identi-

dade para o subsistemas A e B, respectivamente. ¢ = (01,09, 03) com 01,03, 03 sendo as
. . . ~ - - 3 o ~

matrizes de Pauli nas diregoes z,y, z. T = (1,%2,23), ¥ = (Y1,Y2,¥3) € R® e t;; = t;; s@o

nimeros reais que denotam os elementos na matriz de correlacao T

Se realizarmos operagoes unitarias locais podemos reescrever esse sistema numa forma
mais simples [38]. Ou seja, de acordo com o teorema da decomposigao de valor tinico
em algebra linear, a matriz T = {¢;;}, real e simétrica, pode sempre ser escrita como

T = OAdiag {c1, ¢2, c3} OF ou, equivalentemente, como

Z O ti;08, = 6, (A.2)

1,7=1

onde O = {04, } ¢ OF = {OF;} sdo matrizes ortogonais em O(3). Além disso, sempre

existem matrizes unitdrias U e V em U(2) tal que Uo;UT = Z LO2 5, e Vo, VI =

87
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SO OF0m [37]. Fazendo & = 0%, 3 = 7(OP)T e notando que

3 3
U®V(Ztij0'i®0'j> Ul Vvt = Ztij<UO'iUT)®(VO'jVT)

ij=1 ij=1
3 3
m,n=1 \i,j=1
3
= Z CnOm @ O, (A.3)
m=1
o estado p é localmente equivalente a
L aB | (= -a B | 1A o (i =B : A B
P=7 1"+ (@-d")e1”+1 ®(b-0)+Zciai®ai : (A4)
i=1

Neste formato, a matriz densidade é completamente definida por nove parametros reais
arranjados em vetores tridimensionais, @ = (ai, az,as), b = (b1, by, b3) e € = (c1, ¢, ¢3).
Todo estado de dois gbits pode entao ser simplificado na sua forma normal através de

transformagoes locais unitarias (que preservam emaranhamento e correlagoes em geral).



Apéndice B

Matriz densidade dependente do tempo

A matriz densidade do sistema composto dependente do tempo é escrita na forma
p(t) = 170" —iody|[1%a — io31](pas(0) @ pr)[17a +iog|[1%a/ +ioyy'].  (B.1)

Outro passo importante nos modelos de descoeréncia consiste na operacao do traco parcial

sobre os graus de liberdade do reservatério, ou seja,

pap(t) = Trg [p(t)]. (B.2)
Com isso, a dinamica resultante para o sistema se torna nao-unitaria. Assim, temos que

pap(t) = pap(0) Tr[a’apg] + 008 pap(0)os ol Tr[v*y2pr]
+i[pag(0), 03] Tr[a’/y pr] + ilpap(0), 05| Tr[aa*ypg]
22

+(05 pap(0)od ) Tr[a®y?pr] + (05 pap(0)o ) Tr[a*y*pg
+i[aprB(0)03 , 054 ]Tr[owv pR] + i[o} pAB(0)0'3A, op ]Tr[o/y/vzp ]
+((04'pap(0)0% + 05 pap(0)05") — {pan(0), 0508 ) Tr[aa’y+ pr). (B.3)
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O célculo dos elementos do sistema AB, sao dados por

3
1
oloipapoilol = 1 (JlAB +chff{4 ®U¢B> )

i=1

i[pAB,af] = (claf®af—cga§®a{3),

i[,oAB,J?] = (010§4®J{3—0201A®02B),

ilofpanotol) = —1 (ot ok — ey @ ol

N~ DN —

iloypapoy,oy] = —=(c103 @0y —crof ®0Y),

((05papos + 05 papoy) — {pap.0i0f}) = (c10) @0 + e 014®Uf),

1
A A B B AB A B A B A B
03 PABO3 = O3 PABO3 = 1(11 —C1 0] Qo7 —0202®02+0303®03).

Desse modo, a matriz densidade dependente do tempo é descrita por
1 3
pas(t) = 5 <]1AB +> col® O'ZB> (Tr[a*a”pr] + Tr[y*y*prl)
i=1
1 1
+§(01014 ® 03 — co03 @ o7 ) Tr[a’a’y' pr] + 5(01054 ® 07 — cp01 ® 03 ) Tr[aaypp]
+(c103 @ 0F + 08 ® 0P) Tr[ad/ vy pr]

1
+- (147 — 107 @ 0f — 203 ® 03 + 305 © 07 ) (Tr[a® pg] + Trla’*y?pr))

4
1 1
—5(0105‘ ® 07 — 01 @ 0 ) Tr[ayy?pr] — 5(010fl ® 03 — 03 @ o7 ) Tr[a’y'7* pg].

De forma que podemos encontrar todos os termos da matriz densidade dependente do

tempo,
143 2 1 2 12 2 12 22
pu(t) = —— (Trla®a”pg] + Trly*y*pr] + Trla*y*pr + Trla™y%pr])
1—c¢
pua(t) = — = (Trlaa”pg] + Tely*ypr] + Telo®ypr + Tr[a*pr])

p33(t) = paalt),
paa(t) = pul
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c—c
pult) = = —(Trfo’a”pr] + Trly*y" pr] — Trla®ypr] — Trla"y%pg] — ATrlaa’yy il
—2iTr[aa*ypg] — 2iTr[a*d’y pr] + 2iTr[ayy?pr] + 2iTr[a’y'v?pr)),
¢ +c
pus(t) = ———(Tela*a”p] + Tely*y”pr] — Trla®ypg] — Trla"y%pg] + ATxlac'y pal

—2iTr[ac*ypg] + 2iTr[a?a’Y pg| + 2iTr[ayy?pr] — 2iTr[a’y'v?pr)),
par(t) = pia(t),
pa2(t) = pas(t). (B.4)

Assim, utilizando os resultados apresentados no Apéndice C, os elementos da matriz

densidade dependente do tempo podem ser escritos na forma

o) = pult) =11,

polt) = pun(t) = L=,

pu(t) = pu(t) = (61%40"’) (R[04] +i9[04]) = @9%

pas(t) = sz(t):@(%[9]+i%[9]):@+@0. (B.5)

Finalmente, obtemos a matriz densidade do sistema de dois gbits dependente do

tempo,
1+ Cs3 0 0 (Cl — C2) 09+<t>
1 0 1—c¢ ¢+ co)0_(t 0
pas(t) =+ o (are)i - (B.6)
4 0 (c1 + co) 0% (t) 1 —c3 0
(Cl — CQ) 9:_(15) 0 0 1+ C3
onde
N
1 — e Pher
8i(t> - H (1 _ 6—(ﬁhwk+2i(u3:tv3)tgk)> ' (B7)

k=1



Apéndice

Tracando o reservatorio

Os tragos sobre o reservatorio sao feitos da seguinte maneira:

cos? (ugt Z gkﬁk> cos? (vgt Z gkﬁk) /?R]
! !

62i(ugtzkgkﬁk) +672i(u3t2k9kﬁk) +2
— K > .

Tr[e?a?pr] = Tr

4

eQi(vat >k IkTk) + e 2i(vat >k IkTk) +9 e—pn Dok Wk
( ; ()]
- 1 Tr [46 Bh >, Wit te — >k (Bhwi—2i(uz+v3)tgy )Ny te — >k (Bhwi+2i(uz+v3)tgy) i

167
> ok (Bhwi—2i(ug—v3)tgy) i — >k (Bhwp+2i(uz—v3)tgr )i, — >k (Bhwi—2iustgy )i
+e” +e + 2e

+26—Zk(ﬁﬁwk+2iu3tgk)ﬁk + 2e” i (Bhwp—2iv3tgy ), + 2 Zk(ﬁﬁwk+2iv3t9k)ﬁk]

1
_ T
167

_|_He 5ﬁw+2l(u3+vs)tgk)nk+ne (Bhwg—2i(uz—v3)tgr) g

4 H e Bhwkig + H e~ (Bhwy—=2i(us+vs)tgy )iy

+ H (Bhwy+2i(us—v3)tgr )i +2 H (Bhwy—2iustgy ) g
k

+2 H ¢~ (Bhwk+2iustgr)ig +2 H e~ (Bhwy=2ivstgy )iy, +2 H ¢~ (Bhwi+2ivstgy )i,
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1

Tr[oz2o/2pR} _ 16Z 4 H Tr e Bhwknk + H Tr e~ (Bhwr— 21(u3+v3)t9k)m)
+ H Tl" e~ (Bhwi+2i(uz+v3)tgr) ”k + H Tl" e ,Bhwk_zl(uii—’i@)tgk)ﬁk)
k k

+ H (TI" ef(ﬁhwarZi(usfvs)tgk)ﬁk) 42 H (TI‘ ef(Bhwkaiugtgk)ﬁk)

+2 H (Tr e_(ﬂh“’k”i“?»tgk)ﬁk) ) H (Tr e—(ﬁhwk—%vgtgk)ﬁk)
k

492 H (TI' e(ﬁhwarZivgtgk)ﬁk)]

4+ H <1 —e 1,3;Wfi}z::+v3)tgk)) T 1;[ (1 — e%ﬁh_wf;:;:;rvs)tgk))
11 ( e ) T (5t )
] () T (i)

Al () T ()] e

onde definimos as fungoes:

=
=

I
1=

1 — e Bhwe
(1 — e(ghwarzz’(ugivg)tgk)) ’

1 — e Phor
1— 6—(ﬂhwk+2iui,»tgk) ’

B
Il
—

2
=

Il
=

;1 — e Bhwy
30 = T (=) ©2)
Logo,
Trlo2aps] = % (2 4+ R0, (8)] + R6_(1)] + 2R[r(D)] + 2RAD)]). (C.3)
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Os outros termos do trago sobre o reservatorio sao feitos de maneira similar, e obtemos

Trly 27 /sz]
Trla®y?pr|
Tr[a*y*pr]
Trlea’yy'pr]

Tr[a*a’y pr)

TrlaaypR]
Tr[ayy?pr]

Tr[o'y'*prl

—
(\]
|

0| = 00| — 0ol — 00| 00| 00| oo —0oo|—

(2 + RO (0)] + R[O_(1)] = 2R[7 ()] = 2R[A(1)]) ,
(2 = RO ()] = RIO-@)] + 2R[7()] - 2R[AQ)]) ,

RO+ (1)) = RO ()] = 2R[7(1)] + 2R[A(D)]) ,
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