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“Mathematics compares the most diverse phenomena
and discovers the secrets analogies that unit them.”

Joseph Fourier

“Assim como a leitura, a mera experiéncia nao
pode substituir o pensamento. A pura empiria
estd para o pensamento como o ato de comer
estd para a digestio e a assimilacdo. Quando a
experiéncia se vangloria de que somente ela, por
meto de suas descobertas, fez progredir o saber
humano, é como se a boca quisesse se gabar

por sustentar sozinha a existéncia do corpo.”

Arthur Schopenhauer
“Pensar por si mesmo”, 1851.



Resumo

Nesta dissertagao estudamos a estabilidade de um modelo reduzido e linearizado de ondas
internas no caso de um fundo plano. Este modelo apresenta um termo nao local que
envolve a transformada de Hilbert na faixa. Estudamos uma adaptagao da anélise de
estabilidade de Von Neumann para o modelo linear uni-dimensional que leva em conta
o termo dispersivo nao local. Comecamos primeiro com a andlise de Fourier e a analise
de estabilidade numérica de Von Neumann, aplicando-as a uma versao nao dispersiva do
modelo reduzido, chamada de sistema hiperboélico. Em seguida consideramos o sistema
dispersivo, comparando a estabilidade dos dois regimes. Apresentamos uma férmula para

o fator de amplificacao que nos fornece estimativas para a estabilidade numérica.

Palavras chave: Ondas internas, Modelos de dispersao, Andlise de Von Neumann,

Transformada de Hilbert e Transformada de Fourier.
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Abstract

In this work, we have studied the stability of a reduced, linearized model for internal waves
in the flat bottom case. This model has a non-local term involving the Hilbert transform
on the strip. We consider a modification of the classical Von Neumann stability analysis
in the one-dimensional linear model to account for nonlocal dispersive terms. We begin
with the Fourier analysis and the Von Neumann numerical stability analysis, employing
them in a non-dispersive version of the reduced model, called hyperbolic system, and then
proceed with the dispersive system, comparing their numerical properties. We present a

formula for the amplification factor that yields estimates for the numerical stability.

Key words: Internal waves, Dispersive models, Von Neumann analysis, Fourier and

Hilbert Transforms.
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Capitulo 1
Introducao

Uma das principais contribuicoes para a dinamica de fluidos foi dada por Leonhard Euler
(1707-1783). Utilizando a segunda lei de Newton, que estabelece que a variacao da quan-
tidade de movimento de uma porcao de um fluido é igual resultante das forcas externas
que atuam em ele, Euler conseguiu estimar a aceleracao de qualquer particula do fluido.
Tendo em consideragao a lei de conservacao de massa, em 1755, Euler estabeleceu as leis
que regem o movimento de fluidos inviscidos, incompressiveis e homogéneos, as quais sao
de grande interesse pratico em engenharia [Lin07]. As equagbes de Euler na forma vetorial

sao dadas por:

r Du
2 _Up+f
Do _ 0, (1.1)
Dt

com condicao de contorno

u-n=0 em 0€,

sendo u(t,x),u = (ug, ug, uz) um campo de velocidades, p é a pressdo, p(t,x) ¢ a den-
sidade do fluido na posicao x e no instante ¢, onde consideramos uma porcao do fluido
que, num determinado instante ¢, ocupa a regiao ;. Sendo o fluido incompressivel e
homogeéneo, satistaz dp/0t = 0 e Op/Ox; = 0 para i = 1,2, 3, entdo p(t,x) = po > 0 (cte).

O operador D/Dt, dado por
D

i O+u-V
é conhecido como a derivada material.
E importante ressaltar que (1.1) sdo as equacdes de Navier-Stokes quando as componentes
dissipativas sdo despreziveis frente as convectivas ([GR11, pag. 5] ou [V4az03, pag. 99]).

As equagoes de Navier-Stokes para fluidos viscosos e incompressiveis (Vide [CMO00, pag.
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34]) sao dadas por:

Dt
V-u = 0,

1 1
— = ——Vp+rvAu+ —f,
p p (1.2)

com condicao de contorno
u=0 em O0€,

sendo v = u/p o coeficiente de viscosidade cinematico e p o coeficiente de viscosidade
dinamico.

A partir de agora vamos nos concentrar em um regime de dois fluidos e os modelos re-
sultantes obtidos a partir das equacoes de Euler. Mas primeiro temos que falar sobre as
ondas internas.

O que sao as ondas internas?

As ondas internas sao movimentos de ondas em fluidos de estratificacao estavel, onde o
alcance maximo vertical do movimento ocorre na zona abaixo da interface, que esta loca-
lizada entre as fronteiras (superficie ou fundo) do fluido. A principal for¢a restauradora é
a gravidade. As ondas internas sdo muito mais lentas e maiores do que as ondas externas
observadas na superficie. Ondas internas também ocorrem na atmosfera (existente na
corrente de ar descendo de uma montanha), e propagada como ondas ao longo de uma
camada de inversao (camada de ar muito estavel) [Chi89|. Se consideramos uma configu-
racao de 4gua nao pura composta por uma camada superior e uma camada inferior mais
densa, a interface entre as camadas pode sofrer movimento das ondas. Este é um exemplo
de uma onda interna. A Figura 1.1 mostra ondas manifestacoes na superficie de ondas
internas no estuario do rio Derwent, em Hobart, Tasméania [Tom11|. O periodo dessas

ondas foi de 20 minutos.

Figura 1.1: Ondas internas no mar (Fonte: [Tom11, Figure 10.5])

Ondas internas também podem ser observadas na atmosfera, onde eles viajam na interface
entre o ar quente e frio. A Figura 1.2 mostra um padrao de nuvens produzidas por uma
onda interna.

Outro exemplo, ¢ dado em [dZ07| onde as ondas internas marinhas aparecem quando a
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Figura 1.2: Ondas internas na atmosfera (Fonte: [Tom11, Figure 10.8])

concentracao de sal e diferencas de temperatura no mar geram estratificacao. Eles podem
interagir com o fundo da topografia marinha e estruturas submersas, assim como as ondas
da superficie. Em particular, na recuperagao de petréleo em &guas profundas do mar, as
ondas internas podem afetar as operacoes "offshore" e estruturas submersas.
Modelos reduzidos sao um primeiro passo na producao de métodos computacionais efici-
entes para resolver problemas de engenharia em oceanografia.
Na configuracao de dois fluidos imisciveis e irrotacionais, ha modelos fortemente nao-
lineares de ordem superior que contam com precisao para a dispersao fisica das equacoes
de Euler, especialmente em relacao a4 camada inferior [CC99,dZ07,RdZ08|. Estamos in-
teressados no regime que tem uma configuracao de dgua rasa para a camada superior e
uma profundidade intermediaria para a camada inferior.
A necessidade de obter aproximagoes numéricas eficazes e a incapacidade relativa dos mé-
todos analiticos para descrever de forma mais precisa o comportamento destas equacoes e
suas solucoes fizeram destas um dos principais motores da Anélise Numérica. Os métodos
que usaremos serao as diferencas finitas [Tho95] e a diferenciacdo espectral [Tre00| com
dominio periédico. Por este motivo, é importante determinar a malha espacial intensi-
ficando os parametros do tempo a fim de garantir uma solucao precisa e estével, a um
custo computacional aceitavel.

Os modelos obtidos em [CC99,dZ07,RdZ08] apresentam um termo dispersivo que en-
volve a transformada de Hilbert, causando dificuldades ao fazer uma analise do tipo
numérico. Seja o seguinte modelo dispersivo fortemente nao-linear em uma dimensao (na

forma adimensional):

{ = (1= nu)s = 0, 13)

ututs + 1, = VB(p2/p) Ts[(1 = )],
onde os indices z e ¢ indicam as derivadas parciais. O Modelo (1.3) foi obtido em [CC99| a

partir de uma reducao assintotica das equacoes de Euler em uma configuragao do sistema

de dois fluidos tendo um fundo plano e uma tampa rigida na parte superior. A varidvel
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n(x,t) indica o deslocamento da interface e a variavel u(z, t) indica a velocidade média da
componente horizontal (na profundidade) na camada superior. A densidade é denotada,
por p; para o fluido na parte superior e py para o fluido na parte inferior. Para uma
estratificagao estavel, vamos considerar p; < ps. A espessura da camada superior (h) é
delgada se comparada a longitude de onda caracteristica L na interface. Assim, a camada
superior estd no regime de 4guas rasas ou pouco profundas e o parametro de dispersao
adimensional 3 = (hy/L)* é pequeno. A espessura da camada inferior (hy) é comparavel
com o comprimento de onda caracteristico, portanto, sob um regime da profundidade
intermediaria. Em (1.3) a velocidade da agua rasa foi normalizado para um. A natureza
dispersiva do sistema (1.3) surge de um termo nao-local que envolve a transformada de

Hilbert na faixa de espessura 6 = hy/L:

Tslf)(x :—Pv/f coth 25( m))df (1.4)

e onde PV denota o valor principal de Cauchy.

Z
nx,t
( ) P£1 hl

02 hy

Figura 1.3: Configuracao do sistema: 2-Fluidos (Figura cedida por A. Ruiz de Zarate)

Estudaremos a versao linearizada de (1.3),

Nt = Ug,

(1——\/_73 )uxznx,

(1.5)

no caso particular onde as solucbes u e 1 sao periddicas no espaco com periodo 2[. A
discretizacao no tempo sera realizada com o método Runge-Kutta de quarta ordem, en-
quanto a discretizacao espacial é feita pelos métodos de diferencas finitas e espectral.

Também comparamos a estabilidade numérica linear do problema (1.5) com o sistema



Capitulo 1. Introducio 6

hiperbolico obtido quando tomamos 8 = 0 em (1.5), i.e.

(1.6)

Esta dissertacao ¢ baseada no trabalho apresentado em [DAVNI11] e esté organizada da
seguinte maneira:

No Capitulo 2, fazemos uma revisao da Transformada de Fourier e de sua forma discreta.
Ressaltamos a relacao de um tipo especial de matrizes Toeplitz, as matrizes circulantes,
com a transformada discreta de Fourier. Também resaltamos a importancia do teorema da
amostragem para funcdes de banda limitada. Em seguida, vamos expor algumas matrizes
associadas a aproximacgao das derivadas, denominadas matrizes de diferenciacao. Aqui
aparecera uma funcao especial chamada de fungao sinc (ou fungao cardinal de Whittaker)
a qual é muito importante ja que a partir dela podemos reconstruir fungoes continuas de
banda limitada, a partir de amostras uniformemente espacadas dessa funcao. Por dltimo,
introduzimos a Transformada de Hilbert, a qual devemos redefini-la quando restringimos
nosso problema para um dominio periddico para implementacoes numeéricas.

No Capitulo 3, fazemos uma revisao do método de Von Neumann para a andlise da
estabilidade dos esquemas em diferencas finitas, inicialmente usando trés exemplos de
discretizacoes da equacgao de adveccgao, e em seguida generalizando na forma de um teo-
rema. Finalizamos o capitulo com a Condicao de Courant-Friedrichs-Lewy.

No Capitulo 4, fazemos a analise de estabilidade. Primeiro para um modelo mais simples
do sistema (1.3), dado pelo sistema hiperbolico linear (1.3), onde se faz um estudo da dis-
cretizagao espacial e temporal, e em seguida para o sistema dispersivo linear (1.5) onde se
faz uma adaptacao do método Von Neumann e se enunciam e demonstram dois lemas que
garantem a estabilidade das discretizagoes no espacgo e no tempo do modelo hiperbélico
e do modelo dispersivo. Um dos principais resultados mostrados é que a regularizacao
fisica fornecida pelo termo dispersivo nao-local presente em (1.5) permite as condigoes de
estabilidade sejam menos restritivas.

No Capitulo 4, presentamos as conclusoes do trabalho e os possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2
Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos e os resultados principais que serao usados nesta
dissertacao, os quais tentamos expor de uma forma objetiva. Antes de comecar, vamos
esclarecer convencgoes e notagoes. Em todo o texto quando dizemos a FT de uma funcao
f, queremos dizer que estamos calculando a transformada de Fourier da funcao f, quando
dizemos a DF'T, queremos dizer que estamos calculando a F'T na sua forma discreta e por
ultimo quando dizemos a FS de uma funcao f se refere a expresar f como uma série de

Fourier.

2.1 A FT, O Teorema da amostragem e a DFT

A FT e a FS sao essenciais em muitas aplicagoes, por exemplo, em problemas fisicos como
a Dinamica dos Fluidos que sao descritos mediante equacoes diferenciais parciais. Para
analisar uma funcao com estas ferramentas é necessario o conhecimento da funcao num
intervalo peridédico no caso da FS, e em toda a reta no caso da F'T. Nas aplicagoes, as
funcoes sao medidas sobre conjuntos discretos de valores. Para analizar estas fungoes dis-
cretas, apresentaremos o conceito da DF'T e o teorema da amostragem que foi descoberto

por Claude Shannon em 1940.

21.1 AFT

Assim como problemas periddicos em intervalos finitos leva as séries de Fourier, os pro-
blemas em toda reta real conduz as integrais de Fourier. Para entender essa relacao, seja
f uma funcao perioédica, com periodo 2/, integravel, absolutamente integravel e de classe

C! por partes definida no intervalo (—[,1). Sua série de Fourier na forma complexa é dada
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por
+oo

f(l‘)z Z Cnez‘mra:/l
e (2.1)

e :
_ fznwy/ld

Note, que em ¢, tanto o intervalo de integracao quanto o integrando dependem de [. Se

escrevermos k, = nn/l, paran = 0,+1, 42, ..., e substituirmos ¢, na série (2.1) obtemos
1 XX
r)=— Ky )elrn?
o) =97 3 fits)

sendo
Ak =

T
l

(k) = / f(y)ei=vdy.

Definigao 2.1. Sejam (X, A, pu) um espaco de medida, ¥ = R ou C e p € [1,00).
Definimos LP(X) = LP(X, A, p, Y) como

£p(X):{f:X—> Y | fémensuréwele/ |f\pdu<oo}.
X

Definicao 2.2. Seja Y = R ou C. Uma funcio f : X — Y ¢ dita essencialmente

limitada quando eziste algum r € R tal que |f(x)| < r para quase todo x € X, i.e.,
Il <7 gtp.

Definicao 2.3. Sejam (X, A, u) um espago de medida e Y = R ou C. Definimos
LX(X)=LXX, A, u, Y) como

LYX)={f:X — Y | f é mensuravel e essencialmente limitada}.

Assim definidos, £P(X) e £%(X) s@o espagos vetoriais reais, respectivamente comple-

ufn,,:{( / \f!pdu)l/p, feﬁp(X)}

¢ uma semi-norma em LP(X) e

x0s, além disso

[flloo = inf{r =0 | [f| <rqtp}, feLF(X)

¢ uma semi-norma em £°(X), a semi-norma do supremo essencial.
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Definigao 2.4. Sejam (X, A, u) um espago de medida, Y = R ou C e p € [1,00].
Definimos LP(X) = LP(X, A, pu, Y) como o quociente de LP(X, A, n, Y) pela relagio de
equivaléncia f ~ g < f =g q.t.p., 1.e.,

LX) =Ll ferlry,

onde
f1={9€LP(X)|g=Ffatp}

O espago LP(X) é um espaco de Banach para a norma

I, = [[fllp, P € 1, +oc].

Dado f € L}(R), os seguintes limites existem:
N

N
lim f(z)dz, e lim |f(x)|dx,
M

M,N—oco | M,N —oc0o M

onde M e N tendem independentemente para infinito (vide [dF87, pag. 196]). Seja
(f1),er+ uma familia de fungdes periddicas tais que f; = f|_;. Pode-se mostrar [dF87]

que a familia de funcoes (ﬁ(m)) , converge para
leR

f(r) = / " ey

e que o seguinte limite existe

l—00 27T

(PN L[>
lim —/ fi(k)e™ dr = —/ fi(k)e"™dk.
1 2 —0o

Em particular escolhendo a particao k,, = nAk para a soma de Riemann,

Assim procedemos a dar a defini¢do da transformada de Fourier de f(x).
Defini¢io 2.5. Seja f uma fun¢io de LY(R). A FT de f ¢ denotada por f e definida

como uma funcao de Kk, sendo

—+00

flr) = f(x)e ™*dx, K €R. (2.2)

A transformada de Fourier f(x) de uma funcdo f € LY(R) estd bem definida para
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todo s € R e é uma funcdo uniformemente continua e limitada com ||f|ls < ||f]l, (vide
[IdMI10, pag. 170]).

Proposicao 2.1. (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C absolutamente
integrdvel e suponha que € seccionalmente continua em cada intervalo [a,b] C R. Entdo
f(k) = 0 quando |k| = cc.
Demonstracdo: Vide [IdMI10, pag. 171]. O
Definigao 2.6. (Espaco de Schwartz). O espaco de Schwartz ou espago das fungoes de
decrescimento rapido, denotado por S(R), € a cole¢io das f : R — C tais que f € C°(R)
e
lim 2*D*f(z) =0

|z| =400

quaisquer que sejam k,a € N, onde D® denota a derivada de ordem «.

Podemos reconstruir f a partir de f (k) usando formula da inversa da transformada
de Fourier. Se f € S(R), entdo vale

1 [t ’
flz)=— f(r)e"™dr, ze€R (2.3)

T or oo

Definicao 2.7. (Espago de Sequéncias). Seja p € [1,+00). Definimos (P = (*(7)

*(z2) = {UI (u)jez | D lwl < 00}7

k=—o0

+o0 1/p
lull, = (Z Iwclp> :

k=—o00

como

com norma

O espago (° = (*(Z) é definido como

(>* = {’u,: (uj)jez | sup |ug| < +oo} ,
keZ
com norma
[[lloc = sup [ug|.
ke
Assim definidos, P e (*° sao espacos de Banach.

Defini¢ao 2.8. (Transformada Semidiscreta de Fourier). Seja f € (2. Definimos

a transformada semidiscreta de Fourier (SFT) como

+oo
f(k) = Az Z fie " k€ [-m/Ax, 7/ Ax], (2.4)

j==oc
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sendo x; = jAx, f; = f(x;), Ax = x;41 — xj, para todo j € Z.

Podemos reconstruir f a partir de f usando formula da inversa de (2.4)

1 T/Ax o .
fi= 2—/ f(r)e"™¥dk,  j€Z. (2.5)
T J_r/Ax

Esta é a sintese de Fourier. A variavel x é a variavel fisica e x é a variavel de Fourier ou

numero de onda.

Exemplo 2.1. Se a fun¢io R(x) € definida da sequinte maneira

R(z) = 1/2r Se |z| <m,
0 Se |x| >,

entao

. Feo . 1
R(k) = / R(x)e_m””dm:/ %e_dmdx

—0o0 —T

—imk __ eiTrk

— 2k
sin wk

7k

e

A FT da funcao R € portanto a func¢ao sinc.

1 ; ! , . , !
0gh : ” § : .

06k - | — ......... .......... ........

(0 .......... s LRI x..... T ......... B 4

Figura 2.1: Fungao sinc(k)

Teorema 2.2. Seja F a operacao transformada de Fourier, i.e., f N f Tem-se as

sequintes propriedades:
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(i) Linearidade: Para a e b nimeros complexos quaisquer tem-se,
Fo o2 .
af(x) +bg(z) — af(k) + bg(k).
(ii) Extensdo e Compressao: Para cada constante p > 0 tem-se,

f(%) Zyofor) e flon) D %f( )

(iii) Deslocamento: Para cada constante real ¢ tem-se,
Fo7 —ick
flx =) = flr)e™™".

(iv) Modulag¢do: Para cada constante real ¢ tem-se,

(v) Derivagdo: Para todo n > 0 tem-se,
10 (@) = (im)" f(5).

(vi) Convolugdo:

(f  9)(x) <> F(m)a(x).

Demonstracao: (i) aplicagao direta da definigdo. (i7) precisamos fazer uma mudanga

de varidveis s = x/p na FT, i.e.,

f (%) i> /+OO f (%) e—?m’mﬁdx _ e f(s)e—Zfrm(ps)d<p8)
+oo

= p f(s)e—Qﬂi(pH)SdS

= pf(pr).

Assim, f(x/p) N pf(pk). Substituindo 1/p em lugar de p, f(pz) — (1/p) f(k/p), e 0
item (77) é verificado. (ii7) s6 precisamos fazer uma mudanca de variaveis s = = — c. (iv)

so precisamos ter em consideragdo que e~ 2T 2mIRT — o=2mi(r=c)z_(4)) ¢ (vi) vide [Asm04,
pag. 401-404]. O
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Exemplo 2.2. Seja a fungao 0 de Dirac definida como:

6(1‘):{0 se x#0,

400 se x =0,

a qual satisfaz

Pela propiedade (3) de deslocamento sabemos que 6(x — a) N e~%§(k). Portanto temos
que

1 .

5(5(95 +a)+6(x —a)) 7 cos (ar)o(K).

2.1.2 O teorema da amostragem

O teorema da amostragem ¢ um resultado importante que estabelece que algumas funcoes
em particular podem ser reconstruidas perfeitamente a partir de um conjunto discreto de
amostras colhidas em intervalos iguais. Agora vamos definir um tipo de fungoes em relagao
a (1.1).

Definicao 2.9. Seja f(x) uma fun¢iao com FT f(/ﬁ) A funcao f(x) é chamada de banda
limitada se existe um W finito e positivo, chamado de largura de banda, tal que f:(li) =0,

para todo |k| > W.

Exemplo 2.3. A funcdo f(x) =sin(z)/z é uma funcdo de banda limitada pois

1 se |k <m,
fr) =14 1/2 se |x|= =,

0 se |kl >m,
sendo W = .

Teorema 2.3 (Teorema da amostragem para fungdes de banda limitada). Se
f € L*(R) é uma fungdo de banda limitada com largura de banda W, entio para todo x
tem-se

flz) = f f (%T) sinc(Wz — nm). (2.6)

n=—oo

Assim, f pode ser reconstruida completamente de sua amostra de valores f (%), n =
0,+£1,...
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Demonstragdo: Como f(k) = 0 para todo || > W, temos pela inversa da FT
IR AL
f(z) = o /_W f(r)e"™dr (2.7)

alem disso podemos estender f periodicamente (com periodo 21¥) sobre o eixo k e repre-

sentar f usando as séries de Fourier, i.e.,

+oo “+o0o
f‘(/{): Z éneinmf/W: Z 6_ne—in7rn/W (28)

usando a defini¢do dos coeficientes de Fourier (1.1)

1 W : 2 nmw
~ - intk /W _ =7 e
T ow /Wf(“)e dr 2Wf<W>

sabendo que

I A : sin(Wz — nr)
- —inmk /W i - 9.
2W /W ‘ © (Wax —nm) (2:9)

assim, inserindo (2.8) e (2.9) em (2.7), obtemos

1 W&

f(l') _ % . Z 6_ne—in7m/W] T e

1 (V&R or nm . .
- en o —inwr/W KT ]
o | 2. QWf(W)6 ]6 "

+00 w
nm 1 , .
— E —intk/W _ikz
n=-—00 f ( ) |:2 /—W ‘ ‘ d/{| 7

podemos inserir a integral na somatoéria pois a FS de f converge na norma L?(—W, W),

considerando o produto interno desta série com ¢ (vide [Fol92, pag. 231]). Portanto

- £ 1) e

n=—0oo

O

Teorema 2.4 (Teorema da amostragem para fungGes de tempo limitado). Su-

ponhamos que f(t) =0 para todo t > T, entdo para todo k tem-se

f(k) = Z f(%r) sinc(Tk — n).
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Assim, f pode ser reconstruida completamente de sua amostra de valores f (”T”), n =
0,+£1,...

~

Demonstracao: Anéloga ao teorema 1, trocando f por f. O

2.1.3 A DFT

Para a DFT, agora, tanto x quanto x sao variaveis periddicas definidas num dominio
discreto ilimitado. O dominio espacial fundamental que consideraremos sera o intervalo
[0, 27| sem perda de generalidade. Sejam N um inteiro positivo par, Az = ;41 —x; = h

e
_27r

N

Definamos z; = jAx para qualquer j. Assim, a malha de pontos de nosso dominio

Azx

fundamental é z; = Axz,....xny_1 = 21 — Azx,xy = 27.

0 T 21
I S . S

Iy T3 T2 Ty—-1 TN

Figura 2.2: Malha uniforme

Uma igualdade que devemos lembrar daqui em diante ¢ dada por:

Ax 7
- =N (2.10)
O quociente m/Ax vai aparecer no capitulo 4 devido a que [—7/Ax,7/Ax] é o intervalo
dos ntimeros de onda distiguiveis na malha. Se consideramos a F'T nos N pontos da malha,
o espacamento na malha Ax implica que os nimeros de onda diferindo por um multiplo
inteiro de 2w /Ax sdo indistinguiveis na malha, assim é suficiente centrar nossa atengao
para £ € [—7/Ax,m/Az]. Seja (i o conjunto das fungoes definidas sobre {x;} ("grid
functions" [Tre00, pag. 11]) que sdo N-periodicas com respeito a j, i.e., 27 - periddicas

com respeito a x, com a norma

|v]]az =

N 1/2
Az |vj|2] . (2.11)
j=1

Como a soma ¢ finita, a norma ¢ finita, Assim, toda fun¢ao do tipo exigido é garantida a

pertencer a (4. Assim procedemos a dar a defini¢ao da DFT.
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Definigao 2.10. Seja v € (%. A DFT de v ¢ denotada por © e definida como sendo

N

, N N
o = A ~kTiy; =—=+1..,— 2.12
Vg $Z€ Vs, k 9 +1,.. 9 ( )
7j=1
Neste caso, a inversa da DFT é dada pela seguinte férmula
R
vi=o= Y. My, j=1,..,N. (2.13)
k=—N/2+1

Podemos escrever a DFT e sua a inversa na forma matriz - vetor da seguinte maneira:
: _ T & — [5 . ST — _
sejam v = [V, V2, ..., UN]", D = [0_njat1,D-Nj242, -, Onja) 'y By = § — N/2, 0, = 2wk /N e

F & uma matriz N x N com entradas F;; = e "% para j k=1,.., N, ie.,

e~ W11 =il L. o—iBibONo1 ]
e~ WB201  p—if2b2 .. o—iffN—1
F= . . . . - (2.14)
e~ BNO  o=ifinO2 ... o=ifNON-1
Assim, a DFT é
v = AxFv, (2.15)
e a inversa da DFT é .
—=T
= —F 9. 2.16
v=o 0 (2.16)

Temos que a matriz F' é simétrica, suas colunas sao ortogonais dois a dois e tem norma
igual a v/N, i.e., a matriz \/LNF é unitaria, a inversa de [' é \/LNFT. De fato, representemos
F' da seguinte maneira

F=[FOIF®|. |F™N)]

sendo F®) as colunas de F, para s = 1, ..., N, logo , as entradas do vetor F'®) sio dadas
por e HF=N/2)0s nara k=1,..., N.

<F®O FP > = F

I 2 U

k=1

=
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de onde temos dois casos: se p = s, entdo < F®) F®) >= N e se p # s, entdo

N
< FO FO > = Zei(k—%)%ﬁ(p—S)

k=1
N
_ Zeik%‘(pfs)efz%%( —s)
k=1
N
— ( 1)p75 <Z eik%(p—s) 1)
=0

k
1 — 12w /N (p—s)|N+1
— (_1)p75 ( [6 ] - 1)

1 — ei27/N(p—s)

1— 127 /N (p—s)
= (=1 6.— —1
1 — ei2m/N(p—s)
Alem disso a DFT de v é Unica.

2.2 Matrizes Toeplitz

As matrizes Toeplitz surgem nas solugoes de equagoes diferenciais e integrais, fungoes

spline, problemas e métodos em fisica, matematica, estatistica e processamento de sinais.

Definicao 2.11. Seja Ty uma matriz quadrada N x N. Se diz que T € uma matriz
Toeplitz se, T = [tgji k.7 =1,..., N| sendo

. th—(j+1) se k<7,
kj = .
! thr1—j  se k>,

1.e., uma matriz da forma

t—l t_g t—3 . t—N
lo tqy to - lon-1
TN == t3 tQ tfl et t_(N_Q) . (217)
| iv Ine I ot

2.3 Matrizes Circulantes

Um caso especial das matrizes Toeplitz (o que resultard em uma importante simplificagao

e desempenham um papel fundamental no desenvolvimento de resultado mais gerais) sao



Capitulo 2. Conceitos e resultados preliminares

18

as matrizes circulantes, a seguir sua defini¢ao.

Definicao 2.12. Uma matriz quadrada N x N. Cy € chamada de circulante se cada

uma de suas linhas € obtida por uma mudanca ciclica na posicao da linha anterior, i.e.,

ty, =1 g, para k=1,...,N.

Neste caso ~ _
ty ty tog -ty
.y  t1 to - Tonoy
Cy=|t-w-1) t-n T1 -+ Tn-9
lg teg tog -+ 1

(2.18)

As matrizes circulantes se geram, por exemplo, em aplicagoes envolvendo a transfor-

mada discreta de Fourier (DFT). Assim uma matriz circulante C' ¢ uma matriz Toeplitz

da seguinte maneira

C1 Cy C3 --- CN

CN ci C -+ CN-1
Cn=|¢nv1 N €1 -+ CN-2 |,

C2 C3 Cq4 - C1

(2.19)

onde cada linha é uma mudanca ciclica da linha anterior, sua estrutura também pode ser

caracterizada notando que a entrada (k, j) de C, Cy ; é dada por
Cr,j = C(j—k+1) mod N-
Os autovalores )\, e autovetores v®) da matriz circulante C, sio as solucdes de
Cv =\

ou, equivalentemente de um sistema de N equacoes de diferencas

m—1 N
CN+1-m+kVk + E Chtl—mVk = A\Vpy
k=1 k=m

param = 1,..., N. Trocando os indices resulta em

N N+1-m
E CkVk—(N—m+1) T E CkVk—14m = AlVpn.
k=N12-m k=1

(2.20)

Como a equacao é linear com coeficientes constantes é uma suposicao razoavel considerar

_ —N/2+k
v = p NP

, sendo N um ntimero par (analogo ao y(t) = e, em equagoes diferenciais
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ordinérias lineares invariantes no tempo). Substituindo em (2.20) obtemos

N N+1—m

—-N k—1 k—1

p § cp” + § cp” = A,
k=N+2—m k=1

considerando p = 1, i.e., p é uma das raizes complexas da unidade, entdo obtemos um

autovalor
N
A=Y e
k=1

com correspondente autovetor normalizado

b 1N [p_N/2+17p_N/2+2’p—N/2+37 ...,pN/Q]T,

escolhendo p,, como a N - ésima raiz da unidade, p,, = e~ 27"/~

N 2mi(k—1

/\m _ Z cke_w

k=1

e o autovetor
1 , . , T
(m) _ [ —27i(—N/24+1)m/N _—27mi(—N/242)m/N 727rz(N/2)m/N:|
v'" = ——le e e :
\/N ’ ) ’

Assim, da defini¢ao de autovalores e autovetores temos

cv™ =)\ ™

, obtemos o autovalor

(2.21)

(2.22)

param = 1,..., N. Assim, os autovalores de uma matriz circulante compreendem a DF'T

da primeira linha da matriz circulante e, reciprocamente, a primeira linha de uma matriz

circulante é a DFT inversa de seus autovalores.

Podemos escrever (2.22) como sendo

CV =VA

(2.23)

sendo V. = [pWp®@ v e A =diag (A, A2, ..., Ay). Da defini¢io de ortogona-

lidade no sentido complexo, i.e.

Nz‘l S N, kmod N =0,
e =
0, m#0,

m=0

se conclui que V é unitaria, portanto C' é unitariamente similar a uma matriz diagonal.
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Assim mostramos o seguinte teorema.
Teorema 2.5. Toda matriz circulante C tem autovetores

m) _ 1 [efQﬂi(fN/2+1)m/N’ 6727ri(7N/2+2)m/N’ y

VN

e correspondentes autovalores

o y efZTri(N/Z)m/N]T

)

N
/\m _ E :Cke—Qmm(k—l)/N7
k=1

—T

para m = 1,....N, e pode ser expressa na forma C = VAV, onde V tem os autovetores
como colunas e A € diag (\g). Em particular, todas as matrizes circulantes tem os mesmos
autovetores, a mesma matriz V' trabalha para todas as matrizes circulantes e qualquer

matriz da forma C' = VAV ¢ circulante.

Observacao 2.1. Temos que V = \/LNF, de modo que NC' = FAF'.

2.4 Matrizes de Diferenciacao

2.4.1 Diferencas Finitas

Consideremos uma malha uniforme x4, ...,xy com Az = ;41 —x; e u(x;) = u; para cada
j, i.e.,

U Ua U N

USR] Iy

Figura 2.3: Malha uniforme

Seja w; ~ u'(x;), a derivada de u em x;. A aproximacao por diferencas finitas centra-

das de segunda ordem e quarta ordem sao dadas por

Ujt1 — Uj—1

2.24
2Ax ( )

w; =

8(uji1 — uj_1) + (Ujr2 — uj_o)

12Azx

que sao obtidas considerando a série de Taylor de u(z;42), u(z;+1), u(x;—1) e u(z;_2) res-

w; = (2.25)

pectivamente. Por simplicidade, vamos supor que o problema ¢ periddico e considera-

mos Uy = Uy, U = Uni1 € Uy = Uynyo. Vamos representar (2.24) e (2.25) como uma
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multiplicagao matriz - vetor

[ w, ] 0 1/2 121 [ w, |
-1/2 0 .
1
E— . 2.26
N (2.26)
0 1/2
| wN | | 1/2 —1/2 0 ] | unv |
e
w 1/12 —2/3 Uy
ws oo—1/12 - 1/12 U2
1 2/3
= — ’ 2.27
Az 0 . ( )
—2/3
Wa 1 ~1/12 1/12 Un 1
wy 2/3  —1/12 Uy

As matrizes que aparecem em (2.26) e (2.27) sdo exemplos de matrizes de diferenciagio,
as quais tém uma aproximacao de ordem 2 e 4, i.e., para um conjunto de mostras {u;}
obtidas a partir de uma funcao v suficientemente suave, a correspondente aproximacao

discreta para u'(z;) vai convergir com taxas de O(h?) e O(h*) respectivamente.

2.4.2 Diferenciacao Espectral

Seja v uma fungao periddica de periodo 2. Associamos a v o vetor v = [vy, Vs, ..., un]T
definido por v; = v(z;), j = 1,..., N. Além disso, seja ¥ o vetor correspondente & DFT

de v de acordo com a equagao (2.12) e (2.13)

DFT .. . .
[v1, va, ..., on]" = [U—N/2+17U—N/2+27---aUN/Q]Ta

. . N (DFT)~!
['U—N/2+17?J—N/2+2> e UN/2] = [v1,02, ..., UN]T

Para a diferenciacao espectral da funcao peridédica v precisamos de um interpolante de

banda limitada de v, o qual é obtido da equagdo (2.13) para todo x em vez de apenas x

na malha, Para isto, consideramos 9_n/, = Un/2 € substituimos (2.13) por

N/2

1 :
k=—N/2
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onde a prima indica que os termos k = +N/2 sdo multiplicados por 1/2. Nosso interpo-

lante p(z) é
N/2

1 1 ikx o
p(z) = %k;\w e vy, x € [-m/Azx,m/Ax]. (2.29)

Seja d; a delta de Kronecker periddica:

(2.30)

5. — I, j = 0 (mod N),
’ 0, j # 0 (mod N).

Em geral, podemos expandir v como uma combinagao linear de deltas de Kronecker

trasladadas, i.e.,

v=3 vmd", (2.31)

sendo 5§»m) = 0j_m. Vamos calcular o interpolante de banda limitada da delta de Kronec-
ker, que vamos denotar por Sy(z). De (2.12) e (2.30), obtemos que o, = Az para cada
k. Assim,

] N/2
SN<1') = % leikmék
k=—N)/2
N/2
— % leikw
27
k=—N/2
N/2-1 N/2
= 513 >« T3 > e
k=—N/2 k=—N/2+1
N/2-1 N/2
Az [ 1 _, , 1. .
_ —ix i(k+1/2)x i i(k—1/2)x
= — | e Z e + -e Z e
2m \ 2 k=—N/2 2 k=—N/2+1
A N/2—1
T .
_ 2—COS(Z‘/2) Z ez(k+1/2):p
T k=—N/2
Az Gi(=N/2+1/2)z _ Li(N/2+1/2)2
= — 2 -
5 €08 (x/2) o

o—i(N/2z _ Li(N/2)x
o—iz/2 _ gia/2
sin (Nz/2)
sin (z/2)

A
= 2 cos (x/2)
2m

A
= 2 os (x/2)
2m
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usando a identidade (2.10) , concluimos que o interpolante de banda limitada para § é a

funcao periédica i (e Aa)
V) = ST tan (172)° (2:32)

Temos que o interpolante da delta de Kronecker transladada 6™ & Sy(x — x,,). Assim,

segue de (2.31) e (2.32) que o interpolante de v com banda limitada é dado por

N
p(x) = vnSn(z = Tm), (2.33)
m=1
com derivada
N
wj =p'(x;) = Z U Sy () — Tim). (2.34)
m=1

Sabendo que

a5 Cos (m2/Ax) — gsin (rx/Az) sec? (z/2)

2
/ 2
Sy(z) = 2r Az tan? (z/2) v € (0,27, (2.35)
0 x =0,
obtemos
) 0 7 =0mod N,
Syl(z;) = —1) cot (iAx/2 2.36
NED) ( )coz(J z/2) i £0mod N, (2.36)
logo (2.35) e (2.36) em (2.34) e obtemos nossa matriz de diferenciacao espectral
i cot (1Ax/2) 7
0 -
_cot (1Az/2) cot (2Ax/2)
2 ' 2
cot (2Az/2) . _ cot (3Az/2)
CsP = 2 2 2.37
_ cot (3Az/2) (2.37)
2
cot (1Az/2)
2
cot (1Az/2) 0
L 2 i
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2.5 A Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert H de uma funcao f(x) ¢ usualmente definida como sendo a

convolugdo desta com 1/mx (Vide [Pou09, 7.2|), i.e.,

Hf)(x) = f(2) % — = 1/_ T I6)

T T [ o S—x

E claro que a transformada de Hilbert é um operador linear, além disso é uma integral
imprdépria, ja que para s = x o integrando tem uma singularidade. Para solucionar este
problema calculamos a integral de forma simétrica em torno de s = x, de acordo com a

seguinte equagao

/ R, / I / )

oo ST =0t Jyp 1S —T e S—T

que nao é outra coisa que a definigdo do valor principal de Cauchy (PV), assim procedemos

a dar a definicao da transformada de Hilbert.
Defini¢ao 2.13. (Transformada de Hilbert) Sejo f € S(R). A transformada de
Hilbert de f ¢é denotada como H[f] e € definida como

HIf|(x) = 2PV () 45, (2.38)

™ S —XT

E necessario redefinir a transformada de Hilbert na faixa, dada pela equacio (1.4),
que ¢ diferente da equagao (2.38). Tendo em vista (1.3), vamos relembrar a definicao do
operador T definido em (1.4):

Definigao 2.14. A transformada de Hilbert de g € S(R) na faiza de espessura 6 € definida

como

Tslg)(x) = 2—16PV/9(£) coth (%(i — x))df

Devido a definicao nao local da transformada de Hilbert na faixa é necesséario redefini-
la quando restringimos nosso problema para um dominio peridédico para implementacoes
numéricas. Para esse efeito, temos em mente sua interpretagdo geométrica, ou seja, o
operador que transforma a derivada normal da funcao harmonica na fronteira na derivada

tangencial na fronteira.
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Seguindo [dZ07], considere o seguinte problema para x periodico em [0, 2{]

b, +b..=0, —0<2<0,0<x<?2
®(0,z) = (21, 2),

CI)Z(ZL’, 0) = g(l‘),
,(z,—d) =0.

(2.39)

Seja & = mz/l. Nas novas coordenadas ®(Z, z) = ®(z, z) satisfaz

(7r/l)2555+5u:0, —0<z2<0, 0<T<2m,
®(0,2) = (2, 2),

?Z(iv O) = g(f)7

,(7,—6) =0.

(2.40)

Consideremos agora a série de Fourier em Z € [0, 27| na forma complexa (vide [IdMI10,
pag. 51)

h zkm )
=5 Z (2.41)

k=—o0

com coeficientes dados por

k,0) = g(k), (2.42)

G(k) cosh ( (z+ 5))
7k/l  sinh (%5)

k0,

GOz + 1 k=0,
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logo, usando (2.41)

- 1 &= . .
O(z,2) = gy d(k, 2)e™
k=—oc0
1 <X §(k) cosh (52 (2 40)) GitT 3(0, 2)
2m “~ 7k/l  sinh (£25) 2
kA0

com convergéncia uniforme em 0 < Z < 27 e também em —6 < z < 0 devido a

cosh (k—“(S)

l
sinh (¥75)

< ‘coth <§5)‘ : (2.43)

cosh (&2 (z + 9)) <
sinh (£26) -

para todo inteiro k # 0.
Agora precisamos ®,, voltando a variavel original
1 — g(k) cosh (kTﬂ- (Z + 5>) eik’xﬂ/l g(o> 1

+5 52+, (2.44)

) -
(z,2) 2 ~~ wk/l  sinh (56) 2m

k40

calculando a derivada de ® com respeito a x

1 & icosh (’“l—7r (z+5)) P
e .

Bal2) = 57 2L 90—y,

k=—o00

k0

Fazendo z — 0 obtemos a derivada tangencial na fronteira

1 — ~ i cosh (kTﬂ(S) tkxm/l
D, (7,0) = %k;mﬂ(lﬂ)me :
v

A qual possui convergéncia uniforme devido a (2.43). Portanto, a transformada de Hilbert

na faixa em [0, 27] é dada por

1 X km : )
To20l9)(z) = or Z i coth (75> ehme/ly (k). (2.45)
iy
Note que
2 o T 21 '
g(k) :/ §(7)e *dz = 7/ g(z)e * e/ dg, (2.46)
0 0

E também importante escrever a composi¢ao da derivada espacial com a transformada de
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Hilbert na faixa 7)o 9[.] porque ela aparece no modelo dispersivo (1.5)

~ 1 X kr Em \ iz
Toalgl(Iz/m) = o Z -7 coth (Té)e K (k). (2.47)
it

No dominio discreto e*74% = ¢#327/N de modo que nio faz diferenca para k = ko mod N.
Finalmente, para a discretizacdo de nosso dominio periédico (ignorando o efeito do alia-

sing) temos

N/2

1 km km hF :
Tio2nl9)s(2;) = o Z 7 coth (75> e* gy, j=1,.., N, (2.48)
k:;;\;/o%rl

onde g, é uma aproximacao de g(k) pela DFT

N
(k) = g = AT Y g(T;)e ™.
j=1



Capitulo 3
Analise de Von Neumann

Demonstrar que um esquema ntimerico é estavel utilizando apenas a definicao de estabili-
dade [Sod85] é bastante dificil. Em geral, a analise de estabilidade para problemas lineares
com coeficientes constantes ¢ mais simples com as ferramentas da anélise de Von Neu-
mann (ou analise de Fourier), para avaliar a estabilidade destes esquemas se as condigoes
de contorno podem ser negligenciadas ou retiradas [Hir94, pag 267]. Este é o caso tanto
para um dominio infinito ou para condicdes periddicas num dominio finito. Neste tltimo
caso, se considera que o comprimento [ sobre o eixo x (dominio numérico) é repetido pe-
riodicamente, por isso, todas as quantidades, a solucao, os erros podem ser desenvolvidos
em uma série de Fourier finita do dominio 2[. Este desenvolvimento é a base para a analise

de estabilidade de von Neumann. Considere a seguinte equagao hiperbolica (advecgio):
uy + auy, = 0, (3.1)

onde u é uma funcao de x e t, a é velocidade da onda ou velocidade de adveccao e suponha

a > 0, com condigoes de contorno

{ w(0,t) = u(l,t), 0<z<lI, (3.2)

u(z,0) = f(x), t>0.

Vamos considerar uma malha uniforme no espaco 1, ..., zx com Az = zi 1 —z; e u(x;) = u;

para cada i. Utilizando o método de diferencas finitas centradas de segunda ordem

a

(we)i = —E(Uiﬂ — Ui_1), (3.3)

28
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agora, fazendo uma discretizacao no tempo com uma malha uniforme, utilizando o método

de diferencgas finitas (Forward) em (3.3) obtemos o seguinte esquema explicito

ntl _gn

1 1 a

u

Seguindo [Hir%4, pg 271| obtemos outros esquemas nimericos

uin+1 _ U? a n n
AT = Taag M T, (3:5)
uin+1 B uln a n n
AL _E(ui —uy). (3.6)

3.1 A decomposicao do erro

Sejam u} e ul' as solucoes da equacao de diferengas (3.4) com e sem presenga a erros nos
dados iniciais e erros de arredondamento, respectivamente. Podemos escrever a relacao
entre 4 e u da seguinte forma:

u' = + € (3.7)

onde €!" indica o erro com relacao ao tempo n no ponto i da malha. A fim de apresentar os
conceitos basicos do método de Von Neumann, serao feitas para as equagoes em diferencas
(3.4), (3.5) e (3.6). Substituindo (3.7) em (3.4) e supondo que u!' e @} satisfazem (3.4)

obtemos .
i"+ — € a

At - _2Al’ <€?+1 - E?fl)' (38)

€

e portanto, os erros €' também sao solucoes da equacdo (3.4). Assim os erros variam
ao longo do tempo da mesma maneira que a solu¢ao numérica u!'. Os erros nao devem
crescer indefinidamente, ou seja:
lim |¢'| < K (3.9)
n—o0

K é independente de n. A condi¢do de estabilidade (3.9) é um requisito puramente
numérico, mas analogo a condicao de que a solucao de um problema de valor inicial e de
contorno bem posto depende continuamente dos dados iniciais. Esta condigao garante que
0 erro nao vai ficar inaceitavelmente grande para t,, = nAt. Vamos analisar o crescimento

do erro na forma vetorial. Isolando u!"™ em (3.4) obtemos a equacio

Uttt =cun, (3.10)
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onde U™ e C sao dados por

1 —w/2 0 /2 ] ur
v/2 1 —v/2 :
. . Uiy
C = v/2 1 -v/2 , Ut = i . (3.11)
' (G4
0 v/2 1 7)2 :
i —v/2 0 v/2 1 ] | uy |
onde o quociente 7 = aAt/Az é o "nimero de Courant".
Seja €" o vetor dos erros numa etapa de tempo n
€ =[el, .. €, € €6, en]t. (3.12)

Observando que o operador C' é linear, a equagio (3.7) pode ser escrita como

Ur=0T"+¢" (3.13)

com U indicando a solucdo exata. Substituindo (3.13) em (3.10) e supondo que U™ e U
satisfazem (3.10) obtemos
"t = Ce", (3.14)

pela definicio de U como uma solucio de

—n+1

U =cu. (3.15)

Assim, a evolucao no tempo do erro é determinada pelo mesmo operador C' como uma
solucao numérica do problema. Se as condicoes de contorno sao consideradas periodicas,
o erro €' pode ser decomposto em FS no espago para cada nivel de tempo n e, como
o dominio espacial é de comprimento finito, ele terd uma representacao de Fourier num
numero finito de oscilacoes.

Vamos estender o dominio por meio de uma reflexdo do intervalo (0,[) sobre a parte
negativa (—[,0) com o proposito de ter periédo 2. Deste modo, a freqiiéncia funda-
mental corresponde ao comprimento de onda maximo \,,,, = 2/ e o nimero de onda
associado k = 27/ atinge seu valor minimo em £,,;, = 7/l. Do mesmo modo, o compri-
mento de onda minimo é \,,;, = 2Azx e, portanto, o niimero de onda méaximo é dado por
Rmaz = 7/Az [Hir94, pag 285|.
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Como a malha é uniforme, o espacamento Ax satisfaz
Az =1/N, (3.16)
Todas as oscilagoes representadas em um tempo finito sao dadas por

Rj :ijin :]_ (317)
para j = 0,..., N, com o maior valor de k associada & maxima freqiiéncia. Assim com
Kmaz = T/Az 0 maior valor de j é igual ao nimero de intervalos N da malha, vide Fig.
3.1, [Hir94, pag 285|.

Amam =2l
Amin = 2Azx

Figura 3.1: Representagao das oscilagdes no intervalo (—(,1).

Como o erro é uma "grid function", pode-se escrever como
?
N
€' = E Efemﬂm = g E}Ie“”/N, (3.18)
=N =

sendo i = v/—1e £} a amplitude do j-ésimo harmonico €% Por outro lado, o harmoénico
associado a j = 0, representa uma fun¢ao constante no dominio espacial. O produto r;Ax

é muitas vezes representado como um angulo de fase.
0, = kjAz = jm /N, (3.19)

e cobre o dominio [—m, 7| em intervalos de 7/N.
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3.2 O fator de amplificacao

Daremos o conceito do fator de amplificagao mediante os seguintes exemplos:

Exemplo 3.1. (Instabilidade Incondicional) A evolugao temporal de uma oscilagao sim-
ples E}‘eiaﬂ' ¢ determinada da mesma maneira que ul'. Assim, usando (3.8) , obtemos
n+1 n CLAt n( 10; —10;\ __
(Ej —E’j)—l—mEj(e i—e ) =0. (3.20)
A condigao de estabilidade dada em (3.9) vai ser satisfeita [Hir94, pag 278/, se a amplitude
de qualquer erro nao cresce com o tempo, i.e.,

En+1

J

Ej

gl = <1, (3.21)

para todo 0;, sendo g = E]’-‘“/E;‘, g € chamado de fator de amplificacdo. Utilizando
(3.20), obtemos
g =1—1ivsin(0;), (3.22)

a condi¢ao de estabilidade requer que |g| < 1, o qual nao € satisfeito.

Exemplo 3.2. (Estabilidade Condicional) Inserindo o harmoénico simples E;?ewf em
(3.6), obtemos

g=1-7+ve ™ = (1 -7)+vcos(d;) — ivsin(d;), (3.23)

escrevendo g em forma paramétrica, com pardmetro 0;

{ §E=(1-7)+vcos(b,)), (3.24)

n = —vsin(6,)

para analisar a estabilidade e para melhor entendimento, nds levamos (3.24) para o plano
complexo. A curva (3.24) que representa g (3.23) para valores de 0 = kAx deve perma-

necer dentro do circulo (Fig. 3.2) [Hir94, pag 288]. O esquema é estdvel para
0<w<1. (3.25)

Portanto (3.6) é condicionalmente estdvel e (3.25) é uma condi¢io do tipo CFL.

Exemplo 3.3. (Estabilidade Incondicional) Inserindo o harménico simples E}Leieﬂ' em

(3.5), obtemos
1

e —— Y 2
1 +ivsin(f;)’ (3:26)

9=
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Figura 3.2: Regido de estabilidade para o esquema nimerico (3.6).

1
1+72 sin?(6;)
cionalmente estdvel.

2

assim, |g| = < 1 para todos os valores de v°. Conclui-se que (3.5) € incondi-

3.3 Operadores em Diferencas

Seja f uma fungao e f; = f(iAx), sendo Az = ;1 — x;, para |i| = 1,..., N. Donde N é
suficientemente grande e suponha que f; = 0 para todo |i| > N. Assim a "grid function"
f de f é dada por

F =1 oo fors fon fiy oo )T (3.27)

Seguindo [SOD85, pg 7|, definimos os seguintes operadores em f = (f;):

(i) O operador deslocamento progressivo S.:
(S4F)i = firn, (3.28)
(ii) O operador deslocamento regressivo S_:

(5-F)i = fi1, (3.29)

(iii) O operador identidade I:
(If)i = fi, (3.30)
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(iv) O operador diferencas progressivas D.:

f1+1 fl

(D.py =TT (331)
(v) O operador diferencas regressivas D_:
_fi— fia
(D) ==K (3.32)
(vi) O operador diferencas centrais Dy:
f1+1 fl 1
(Dof)i = = oA (3.33)
De (2.4) com 0 = kAz, obtemos que a SFT de S_f e S, f sdo dadas por
(S_F)(6) = [ (0), (3.34)
(S.£)(6) = € f(6). (3.35)

para 0 € [—m, 7). Para um melhor entendimento olhar no seguinte diagrama

SFT
f —

f
| e
S_f SFT, _SFT, 573 7

0

Seja u" = (u!") uma "grid function" no tempo t,, = nAt , n > 0, com u; a condi¢ao inicial

discreta, uma equagao diferencial com condi¢oes de contorno (por exemplo (3.1) e (3.2))

pode ser aproximado pelo método de diferencas finitas e vai ter a forma
u" = Q(S_, 5, )u", (3.36)

onde Q(S_, S, ) depende dos operadores deslocamento regressivo S_ e deslocamento
progressivo Sy. De (3.34) e (3.35), obtemos

a"(0) = Qe )u(6), (3.37)

sendo g(0, At,Ax) = Q(e?,e) o fator de amplificagdo.

Defini¢ao 3.1. Sejam 0 < At, Az << 1, uma malha ou grid serd os pontos (t,,x;) =

(nAt,iAx), para arbitrdrios n,i inteiros.
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Denotemos ul* = u(t,, x;) e considere EDP’s lineares da forma P(0;, 0,)u = f(t,z) de
primeira ordem no tempo. Assuma que, dada uma condicdo inicial u(0,z), a solu¢do é

unicamente determinada.

Definicao 3.2. Um esquema em diferencas finitas Paiayui’ = 0 para uma equagao de
primeira ordem é estdavel numa regido A, na norma (2.11), se existe um inteiro J tal que

para todo T > 0, existe Cr tal que

J
|| np < Cr Y |||, (3.38)

5=0
para 0 < nAt < T, com (At,Ax) € A. Sendo A uma regido limitada e ndo vazia do

primeiro quadrante do R? que tem a origem como um ponto de acumulacao.

Teorema 3.1. (Critério de Von Neumann) Um esquema de diferencas finitas de
passo simples (com coeficientes constantes) € estdvel numa regiao A na norma (2.11) se

e somente se existe K (independente de 0,Ax e At) tais que
9(0, At, Az)| <1+ KA, (3.39)
com (At, Ax) € A. Se g = g(0), entdo a condi¢io de estabilidade é
l9(0)] < 1, (3.40)

Demonstracao: Vide [Sod85, pag 18| ou [Str04, pag 50]. O

3.4 A condicao de Courant-Friedrichs-Lewy

A idéia intuitiva por trés da condi¢do de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é que a solugao
da equacao de diferencas finitas nao deve ser independente dos dados que determinam a
solucao da equacao diferencial parcial, salvo se for demonstrado que os dados omitidos

tém um efeito negligenciavel.

Defini¢ao 3.3. O dominio de dependéncia de um ponto (to,xo) € o conjunto de pontos

(0,x) que influéncia a solugdo da equagao diferencial parcial no ponto (to,xo).

Definicao 3.4. O dominio de dependéncia numerico de um método de diferencas finitas
num ponto (nAt,iAx) da malha é o conjunto de pontos (0,jAx) na linha inicial que

influéncia a solu¢ao do esquema de diferencas finitas no ponto (nAt,iAx).

Suponha que o dominio de dependéncia no ponto (nAt,iAz) no método de diferen-

cas finitas DFa, nao contém o dominio de dependéncia no ponto (nAt,iAz) da equacao
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diferencial parcial D. Seja D; o conjunto de pontos em D nao contidos em DFa,. Supo-
nhamos que em algum lugar no D; o dado inicial é perturbado. A solugao da equacao de
diferengas finitas no ponto (nAt,iAz) ndo deve ser afetado por esta perturbagao do dado
inicial. Assim, serd impossivel para a solucdo do método de diferencas finitas convergir
para a solucao da equacao diferencial parcial com os dados iniciais perturbados quando
Ax, At — 0.

Definicao 3.5. Um método de diferencas finitas satisfaz a condicio de Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL) se o dominio de dependéncia da solug¢ao da equagao da diferengas finitas
mnclui o dominio de dependéncia da solugcao da equagao diferencial parcial em todos os
pontos (nAt,iAx).

A condicao CFL é necesséaria para a estabilidade. Tipicamente, um método de dife-
rencas finitas que satisfaz a condicao CFL deve ter um dominio de dependéncia numérico
que contém pontos que nao pertencem no dominio de dependéncia da equagao diferencial
parcial. Aqueles pontos adicionais no dominio de dependéncia numeérico resultam ser da-
dos iniciais adicionais que determinam a solucao da equacao de diferencas finitas. Isto da
origem a um erro. No entanto, a contribuicao destes dados adicionais tende a 0 quando
Az, At — 0. Um exemplo com mais detalhes pode ser encontrado em [MMO05, pag. 87|
onde é satisfeita a condicao CFL e logo usando o critério de estabilidade de Von Neumann
[MMO5, pag. 19| é exibido o fator de amplificacao.

Seguindo [Str04, pag. 25|, vamos definir a consistencia de um esquema em diferencas

finitas.

Definicao 3.6. Dada uma EDP Pu = f e um esquema em diferengas finitas Pay pnv = f,
dizemos que o esquema € consistente com o EDP Pu = f se para qualquer funcdo suave
o(t, x)

P — Paynr =0 quando At, Az — 0,

a convergéncia sendo pontual em cada ponto da malha.

Teorema 3.2. (Teorema de Equivalencia de Lax - Richtmyer) Para um problema
de EDP’s de evolugcao bem posto, um esquema em diferencas finitas linear consistente é

convergente se e somente se € estavel.

Demonstracado: Vide [Str04, pag 262]. O



Capitulo 4

Analise de Estabilidade

Nosso objetivo neste capitulo é estudar um modelo linear de onda interna dispersivo.
Para isto usaremos o critério de estabilidade de Von Neumann, apresentado no capitulo

anterior .

4.1 Sistema Hiperbdlico

4.1.1 Semi discretizacao no espaco

Considerando (1.5) com 5 = 0. Temos o seguinte sistema:

{ = Yoy (4.1)

Ut = Ty-

Nossa discretizacao espacial é baseada na malha uniforme de pontos z; = jAz onde
Ax = 2[/N, para j = 1,2,3,..., N, com N é um namero par. Agora vamos considerar

modelos de aproximacao que podem ser escritos como o seguinte sistema de equacoes

{ m = Cu, (4.2)

diferenciais ordinarias (ODE’s):

u;, = Cn,
onde 7 = [, ....,nn]", w = [ug,...,un]t, n; = n(z;,t), u; = u(z;,t) e C é uma matriz
de Toeplitz circulante real e antisimétrica. Da defini¢ao (1.12) e (2.19) sabemos que C
¢ determinada pelas N entradas da primeira linha, sejam estas cy,...,cy. Definimos C
como sendo

Clei_i se 1<y,
Cij=4 7 = (4.3)
CN+14j—i 8¢ 1> 7,
onde consideramos ¢; = cyjp41 = 0 € ¢14j = —cyy1—;. Estes casos sdo estudados em

[VB82] para equacdes lineares hiperbolicas de primeira ordem, onde ao considerar C

37
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antissimétrica, os esquemas numeéricos se tornam conservativos no tempo.
De acordo com (2.15) e (2.16), temos © = AzFv e v = 5-F10, onde © = [0_ny241, ..., Ony2) "

ev=[v,..,on|T. A matriz C pelo teorema 2.4 satisfaz
FT'CF = N)O), (4.4)

onde

Me(C) = etV =1 N. (4.5)

Temos que \,(C) sdo autovalores de C' logo, pela definicio de C' (4.3) e definindo a

seguinte fungao continua
N/2—-1

v(0) = 2Ax Z cjr1sen(jo) (4.6)

J=1

notamos que (4.5) pode ser escrito da seguinte maneira

l

M(C) = N

(Or)- (4.7)
Para analisar o sistema discreto (4.2), precisamos da DFT de produtos tais como
y=Cx
entao, de (2.15) e (2.16) temos que
y = AxFy
= AzFCx

e
2ZC:1:

1 —T .

= —FCF
N T
= Oz,
e segue do teorema 2.4 que

N

C = diag (Ak—%<c))’ k=1,..,N.
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Portanto mostramos que
Gr = M(C)&p,  k=-N/241,...,N/2. (4.8)

Com o proposito de estudar a estabilidade, notamos que o sistema semi-discreto (4.2)

2]+l

0 C
cC 0|

pode ser escrito como

sendo

4.1.2 Integracao temporal e anilise de Von Neumann

A fim de tornar o sistema numeérico (4.2) totalmente discretizado, vamos nos concentrar
no classico método de integracao de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) o qual pode

ser escrito como

At? At? At3
' ’ (4.9)

At3 At? Att

de (4.8) e (4.9) temos que a DFT de n"*! e w"*! satisfazem

AtZ At4 Atg
Al = <1 + TAQ(C) + TX‘(C)) n" + (AtA(C) + ?A?’(C)) u,
At3 AtQ At4
na k-ésima posicao, para k = —% +1,.., % temos que

. Af? At . At :
= (1 + —=X2(C) + Aﬁ(C)) e+ (At/\kz(c) + ?Ai(c‘)) ur,

4

At At?

. 3 X At? N
artl = (At)\k(c) + 5 Ai(C)) A+ (1 + = A(O) + Tkﬁ(C)) ay,

onde k = —N/2+1, ..., N/2. Usando os critérios da teoria da estabilidade de Von Neumann

[Asc08| para mostrar o fator de amplificacao e procurando solugoes do tipo

[ 4] = giliR. @il (0%, ak] # 0,
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temos que

At? At? A At3
(1+ 500 + S0 ) i -+ (At + 5
: k
At?

At3 At?
0 = (AtAk(C) + 7Ai(C)) M + (1 + TAi(C) T

Ai(O)) i — g %
k

com o qual chegamos num sistema onde sua matriz associada

At? At? At?
1+ TAi(C) + TA@(C) — Ok AtA(C) + ?Ai((])
: : , 4.10
A, At? At , (4.10)

possui determinante zero, i.e.,

A2 At 2 At 2
(1 +25N0) + Toao) - gk) _ (Atw T —Ai(C)) o,

4! 3!
At? At3 Att
gz: =1+ At)\k(C) + Tt)\i(C) + 3—I:Ai(c) + 4_]:)‘i(0)7

de (4.6), (4.7) e introduzindo o parametro v = At/Az que vamos denominar de nimero

de Courant normalizado, obtemos

l ?

, 1
gr = Lxivy(6y) — §V272(9k) F 3,V373(9k) + 3,V474(9k)~
Assim, o fator de amplificacao gkjE = g* (0, v) é dado por
~ (Fivy(0)"
+ _
g (0,v) = Z_O e (4.11)
ou também pode ser escrito como
+ Ly o L 44 : L3 3

g-(0,v)=1- SV (6) + a0 Fi vy(0) — ETRA () ) - (4.12)

4.1.3 Discretizacgao espacial

Sabemos por (2.24) e (2.25) que uma possivel aproximagao para u/(z) ¢ dada pelas dife-

rencas finitas centradas de segunda ordem

Ujr1 — Uj—1

Uy () =~ oAy (Cu), (4.13)
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e de quarta ordem

8(uji1 — uj—1) = (Ujy2 — ;)
ua(y) = W 2] i T 02) (| (4.14)
notando que
N j—1 N
(Cu); =D ciptr = Y eN—Goneklle + Y Cho(-1) Ui
k=1 k=1 k=j

temos de (4.3) que os coeficientes ¢ ”~2 da matriz de diferenciacio (2.26) do esquema de

diferencas finitas centradas de segunda ordem satisfazem

1
FD-2 _ _ FD-2 _

N 27z (4.15)

FD—Q

C =0 em outros casos.

1

Substituindo (4.15) em (4.6), obtemos

FEP72(9) = 2Ax (Qix sin(@))) = sin (6), (4.16)

Vamos agora determinar v'P~%(0). Analogamente aos coeficientes (4.15), temos de (4.3)

e (2.27) que, para o esquema de quarta ordem,

2
FD—4 FD—4
S vve
1
FD—4 FD—4
03 = _CN—l = — 12A$7 (417)
cFP=4 =0 em outros casos.

Substituindo (4.17) em (4.6), obtemos

sin(?@)) = %sin (0) — ésin (20). (4.18)

FFP40) = 2Ax ( sin(f) —

3Ax 12Ax

Outra escolha para aproximar u'(z) é usar a diferenciagio espectral [Tre00], cuja matriz

de diferenciacdo (2.37) possui os coeficientes

— 1) V1 0 »
P =0, P = ( >2l 7Tcot< N‘; ) (4.19)
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Substituindo (4.19) em (4.6), obtemos

N/2

YPO) = 2080 (—1)2; T ot <9N;”) sin((j — 1)6)

Jj=2
N/2—1

—1)i+1 ;
= 2Ax Z (g—lﬂcot (%) sin(j0).

Jj=1

Além disso, pode-se mostrar que

0 se k=0,N/2,

SP
~SP(0),) = 4.20
(s { O, se |k =1,2,...,N/2—1, (4.20)

e de (4.7), seus autovalores sao

para k=—N/2+1,...,—1,1,.... N/2 — 1 e A\o(C) tem multiplicidade 2.
Tendo em consideragao os trés esquemas espaciais e identificando suas fungoes correspon-
dentes (0), nos agora vamos derivar as condi¢oes do tipo CFL que sdo suficientes para

garantir a estabilidade.

Lema 4.1. Para a estabilidade do sistema hiperbdlico totalmente discretizado (4.9), nds

temos as sequintes condicoes suficientes do tipo CFL de acordo com o sistema espacial.

P2 <ov/2, VP < W6 VRS &. (4.21)
(V6 +1)v2v6 — 3 T

Demonstracao: Para garantir a estabilidade o nimero de Courant, v tem que ser tal

que o fator de amplificacao satisfaca a condicao de Von Neumann para cada caso, i.e.,

N N
) <1, k=-T 41T

Nos sabemos de (4.12) que

5 (0,) = 1= 3020) + 1020 1 (11(0) — 3%0) ).

entao

i 0nf = (1 320+ 25 0) + (0 - s @)

considerando y = vy(#) temos que
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6
0> [g*(0,0))> — 1= 2-(y* — 8
6
para y € [~2v/2,2+/2] o polinémio p(y) = ;J%(QQ —-8) <0

Figura 4.1: Polinoémio p(y).

Assim |vy(0)] < 2v/2 se

2v/2
v < “max O] (4.22)

—m<O0<m

agora precisamos calcular o maximo de vP=2(0), vFP=%(9) e 47 (0) no intervalo [—m, 7]

e substituir em (4.22). Em particular,

1. Temos de (4.16) que [y*P~2(6)| = [sin 6], logo

FD-2 _
_max Iy 0) =1,

assim

I/FD_2 S 2\/5
2. Temos de (4.18) que (y7P~%(9))" = dcos(#) — Lcos(20), achando os pontos criticos

3
2+6

2 I

cos (0) =

logo

FD—4 _ V2v/2v6 — 3(v/6+ 1)
_max [y = Vi :
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assim
yFD=4 < 1V/6 _
(V6+1)v/2v6 -3
3. Temos de (4.20) que v (0) < +5F(N), ou seja,
SP
<
_max @) <,
assim
5P < V2
T
O
4.2 Sistema Dispersivo
Nos agora vamos considerar o seguinte modelo dispersivo linear (1.5):
nt - uwu
(4.23)
P2
Vimos na secao 2.5 que o operador 75, = 750z satisfaz
1 — k k :
Tulalle) = ; 3~ coth (75) ¥/ (4.24)
iy

sendo

Seja v = [f(x1), ..., f(zy)]T. Temos de (2.48) que

72 ]C?T k‘ﬂ' o7k

Tl ~ g S e (F6) e,

k=—N/2+1

k#£0
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ou também podemos escrever
N/2
1 k k 7r
(T(s,xv)j =g Z —Tﬂ coth ( ;5) e ZNk]vk
k=—N/24+1
k0
Vamos definir
k k
—=F o th< W(S) —FH+1<k<Tk#0,
hy = ! ! (4.25)
0, k=0
Temos que
N/24+1
(T5.2v), Z he' X iy,
k—fN/2+1
k#£0
assim, na forma matricial,
[ hox e —EEY I L g . h%e—i%’f(%)(l) 1T o-njom
T 1 higﬂe—zf(—ﬂﬂ)( ) 0 h%e—z‘i\’;(%)@) D_n/242
5,17’0 Y . 9
21 : 0 :
i h_%ﬂe—z‘%‘(—%n(m 0 h%e—%%)w) _ o
ou, seja,

1—r
T5.v = Q_ZF Hv, H = diag(h_nja41; .-, hya)-

Agora, seja w = Ts,v. Sabemos de (2.13) e (4.25) que

N/2+1
27rk
E hk’l}k e
k—fN/2+1 o
kA0

assim concluimos que
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Usando o mesmo esquema feito no caso hiperbodlico, a discretizacao da derivada espacial

chega ao seguinte sistema de ODEs

["t]:D["], (4.26)

sendo D e P dados por

[ o ¢
| P o |’
P = 1-2/813,
P1
_ _PAr BF HF

p1 21

[ PVBET
p1 N

Alem disso, se s = Pv entao

assim L N
{1 + %\/BT” coth (Tﬁa)] e kA0,
1

'lA)07 k - 0

Sk =

Em outras palavras, P pode ser diagonalizada através da matriz F' e tem autovalores
para k = —N/2+1,...,N/2, sendo a(s) dado por

1+ &\/Es coth (sd), s#0,
P1

1, s=0.

a(s) = (4.27)

Além disso P! e C comutam, i.e.,

P'C=cCcP, (4.28)
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e de (4.28) os autovalores da matriz D associada ao sistema EDOs (4.26) sao

A(D) = + Aii((j;), (4.29)
e de (4.7) e (4.29) obtemos que \g(D) é dado por
(D) = i) (4.30)

Ax+/a(b,/Ax)

De forma analoga a (4.9) usando agora (4.30), o método de Runge - Kutta de quarta
ordem fornece uma solugao aproximada do sistema EDOs (4.26) que pode ser escrita

como

At? At4 At?
U (1 + 5P+ 204) n"+ (At0+ 713103) u”,

3 2 4
(R <AtP‘1C + Ag—fP—QCi”) n" + (1 + ATtP‘lCQ + A—tp-204> u

4!
(4.31)
Aplicando a DFT a ambos lados das equagoes (4.31), obtemos
A2 XN2(C) AP XL(O) AN (0)
antl 1 k k ~n A
K ( T n(p) T Ai(P)) +( ME)+ ) Ak(P))
313 2 \2 44
- At)\k(C’) N At )\,;(C) i ) At N (C) N At )\,;(C)
Me(P) 31 A(P) 2 \(P) 4! X(P)
Procurando solucoes do tipo
(75 i) = grlig, ayl, g, aq] # [0, 0],
chegamos ao sistema
0 t2A2(C) At4/\4((])_ AP N(C) R
e e AT SINE
B AE) | ABN(O) - AR X2(C) At XA(C)
0 AP T3 2P > M(P) At em) T | ag

Neste sistema a matriz associada ao sistema possui determinante zero, assim conseguimos

obter o fator de amplificagio na forma g = g (0, v, Az) sendo

. o) v a0 v (0)
90,1, Ax) =1 2 a(f/Azx) + 41 o2(0/Ax) ™ ( a(0/Az) 3! a3(9/A$)) '
(4.32)
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Comparando (4.12) com (4.32), notamos que em (4.32) existe uma dependéncia explicita
de Ax por causa da dispersao.

Introduziremos o seguinte niimero adimensional

~ h
Gor2VB_ph (4.33)
p1 0 p1 ho
e o numero de Courant normalizado
vy = ——, (4.34)
1+

adaptado para o sistema dispersivo. Observamos que o niimero v coincide com o nimero
de Courant v quando 8 = 0.

Para 3 # 0, introduzimos o ntimero

9 3 At Az
= (o) Ty (43
o qual envolve a discretizacao e os parametros fisicos do modelo dispersivo.
No lema seguinte, vamos fornecer estimativas sobre os dois parametros de estabilidade
diferentes v5 e pg. A estimativa CFL para v; é uma extensao natural do caso hiperbo-
lico e revela como a dispersao fisica relaxa as restrigoes de estabilidade (por um fator
(14 B)~2). Por outro lado, a estimativa envolvendo jz é mais natural no contexto dis-
persivo levando a uma condicao mais exata para At no limite assintético do parametro
de discretizacao sempre e quando S for maior do que zero.
Vamos agora comparar os parametros v e pug. Partindo dos critérios vz < Cy e

tp < Csy, obtemos

At
vV Ax

A condicao v < C é mais restritiva quando

. At -
< VAzy\/1+ BC; = R (Ax), T <4/ B0Cy = Ry.
x

Coy/ 56 2 53
Ri(Az) < Ry & Ar< VT o Ax<(%) ﬂ

Ciy/1+ 8

Por exemplo, se B < 1, isto acontece quando

Csy 253_ Cy ? p2 VB
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Observacao 4.1. No caso § — oo, a condicao vg < (7 é a mesma que para O €aso

hiperbolico. Por outro lado, o critério pg < Cy tomaré a forma

At :
<oy BV /B

Assim sendo, este critério sera melhor quando
Cay/ B %
VAz < VT L A< (2 &\/B
01 Ol P1

A condigao (4.36) sugere que mesmo no limite assintotico § — 0, considerando uma

discretizagao com Ax = O(y/f), a solugao numérica seré estéavel.

Lema 4.2. Para a estabilidade do sistema hiperbdlico totalmente discretizado (4.32) nds

temos as sequintes condigcoes do tipo CFL de acordo com o sistema espacial,

D 2 2\/_ FD 4 4\/_ ’ SP 2\/5’ 4.7
- SWerovaveos 7w 0

respectivamente. Mais ainda, se B # 0 tem-se as sequintes condigoes

pgPT? < 3.3227, ppPt <2.6514, p3” < 1.5958. (4.38)

Demonstracao: Da maneira andloga como foi provado o Lema 3.1 a condigao suficiente

para a estabilidade do sistema ¢ | g,f| < 1 o qual nos leva a seguinte condicao,

'ﬂ <22, (4.39)

a0/ Ax)

definindo a seguinte fun¢ao ¢(x) para todo =z € R

xcoth(z), = #0,
¢(x) = ol w7 (4.40)
1, x =0,

onde ¢(z) atinge seu minimo em z = 0, assim de (4.39) e (4.40) podemos fazer a seguinte
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Figura 4.2: Func¢ao ¢(z) definida em (4.43)

estimativa
‘ ~ (6) _max 17(0)]
a(f/Az) a(b/Ax)
. _max |y(0)] |
125 o (1)
‘ 1(6) g, 1)
afx/Az)| min V1 + Bo(85/Ax)
_max_[y(9)|

1+ 3

Portanto, uma condicao suficiente para a estabilidade é

v < 22
|+ _max 17(0)]
assim
VgD—Q < 2\/5’
VFD_4 < 4\/6

ST (WVE+ V26— 3
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V§P<%.
B = r

Alem disso, sabendo que ¢(z) > |z|, Vo € R, de (4.27) e de (4.33) temos que

IO SCT0)

aly/Ax) — —w<o<x |\ /5106 / Ax]

N . {M}
65 —m<O0<m \/TT ’

para k = —N/2+1,...,N/2. Assim chegamos & seguinte condi¢do para a estabilidade:

() )

sabendo que

[ P2(0)]
su 3 <0.8512, 4.41
—ngyr{ V|0’ o ( )
FD—49
sup 4O 4 o666, (4.42)
—r<O0<mw |0|
e
SP Ja
sup O ooy (4.43)
—m<O0<mw \/|9|
portanto concluimos que
ugD—Q < 3.3227, (4.44)
ugd—‘* < 2.6514, (4.45)
e
Mgp < 1.5958. (4.46)
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Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas condicoes suficientes de estabilidade do tipo CFL,
primeiro para o sistema linear hiperbélico (4.1) considerando o método de diferengas
finitas centradas de segunda ordem e quarta ordem e o método de diferenciacao espectral,
usando o método de Von Neumann para a andlise de estabilidade. Encontramos uma
estimativa para o nimero de Courant normalizado correspondente a cada método.
Para estabelecer condigoes suficientes para a estabilidade do sistema dispersivo (4.23), é
preciso primeiro introduzir dois parametros de estabilidade (4.34) e (4.35), além do nimero
adimensional (4.33). Observamos que a estimativa para a condi¢do CFL é uma extensao
natural do caso hiperboélico estudado anteriormente e mostramos como a dispersao fisica
relaxa as restricoes de estabilidade.

Uma extensao deste trabalho consistird na substituicao do modelo dispersivo linear

para ondas internas com fundo plano,

nt_uazzo

w=n = VEET . Tlfle) = 352V [

[e.e]

5.1
f(y) coth o1

(e

55 W~ x)) dy,

por modelos com um maior grau de complexidade. Um destes modelos, proposto em
[DZVNC09], aumenta de O(3) para O(3%?) a ordem de aproximagdo assintética do pre-
sente modelo, resultando em uma relacao de dispersao mais proxima a relacao observada
nas equacoes de Euler. Em um segundo modelo, o fundo plano é substituido por um fundo
varidvel [dZNOT7], que introduz coeficientes variaveis em (5.1). Um terceiro modelo que
poderia ser considerado nos trabalhos ¢ a versao fracamente nao-linear [CC99| do sistema
(5.1). A andlise de estabilidade numérica dos dois tltimos modelos é mais desafiadora e
pode demandar técnicas alternativas as técnicas empregadas no mestrado, como o mé-
todo de energia [Asc08|, além de estimativas experimentais das condigoes de estabilidade

e dispersao numéricas. Outro trabalho futuro vai ser a implementacao computacional.
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