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RESUMO

A detecgao de descontinuidades a partir de dados espectrais de Fourier é
importante em muitas aplicacoes, incluindo processamento de imagens e pds pro-
cessamento de solugoes numéricas para equagoes diferenciais parciais. O método
de concentragao, introduzido por Gelb e Tadmor [10], localiza descontinuidades de
salto em fungoes seccionalmente suaves a partir de seus dados espectrais de Fourier.
No entanto, como para todas as técnicas globais, o método produz fortes oscilagoes
proximas das descontinuidades de salto, o que torna dificil distinguir as descon-
tinuidades verdadeiras das oscilagoes artificiais.

Mais tarde, Anne Gelb e Dennis Cates [12] desenvolveram um novo método,
que introduz refinamentos ao método de concentragao para reduzir as oscilagoes.
Uma técnica adiciona filtragem ao método de concentracao. Uma outra usa con-
volugao para determinar as correlagoes mais fortes entre as ondulagoes produzidas
pelo método de concentragao e pela aproximacao da funcao salto de uma funcao
indicadora. O fator de concentracao baseado no cruzamento zero, que cria uma for-
mulacao mais localizada da aproximacao da funcao salto, também é introduzido. A
funcao minmod é usada para combinar varias aproximacoes da funcao salto, obtidas
pelos métodos de concentracao, no sentido de apontar os locais de salto.

Wei, Martinez e De Pierro [28] derivaram a expressao matematica que per-
mite determinar aproximacgoes precisas para pontos de descontinuidade, que nao
coincidam com os nés da malha uniforme, com um baixo custo computacional. A
descoberta consistiu em entender a capacidade do ponto inicial apresentado no Teo-
rema 2.2 (ver [30]) de melhorar significativamente os resultados do método de Gelb
e Tadmor [10, 11].

Mhaskar e Prestin [21] desenvolveram outro método, utilizando a decom-
posicao de uma funcao seccionalmente diferenciavel em suas partes continua e des-
continua, e com base na caracterizacao dos espagos locais de Besov de funcgoes
periddicas em termos de operadores polinomiais trigonométricos.

Ao longo deste trabalho, apresentamos os métodos acima citados, e re-
alizamos testes computacionais para algumas fungoes especificas, incluindo com-

paracoes entre alguns dos métodos.

Palavras-chave: Fungoes seccionalmente suaves - Deteccao de descontinuidades -

Dados de Fourier - Filtragem - Convolugao



ABSTRACT

Edge detection from Fourier spectral data is important in many appli-
cations, including image processing and post-processing of solutions to numerical
partial differential equations. The concentration method, introduced by Gelb and
Tadmor [10], locates jump discontinuities in piecewise smooth functions from their
Fourier spectral data. However, as is true for all global techniques, the method
yields strong oscillations near the jump discontinuities, which makes it difficult to
distinguish true discontinuities from artificial oscillations.

Later, Anne Gelb and Dennis Cates [12] developed a new method, which
introduces refinements to the method of concentration to reduce the oscillations.
One technique adds filtering to the method of concentration. Another uses convolu-
tion to determine the strongest correlations between the waveform produced by the
concentration method and the one produced by the jump function approximation of
an indicator function. A zero crossing based concentration factor, which creates a
more localized formulation of the jump function approximation, is also introduced.
The minmod is used to combine various approaches jump function, obtained by the
methods of concentration, to point out the places to jump.

Wei, Martinez and Pierro [28] derived the mathematical expression for de-
termining accurate approximations for points of discontinuity, which do not coincide
with the nodes of the mesh uniform, with a low computational cost. The discovery
was to understand the ability of the starting point shown in Theorem 2.2 (see [30])
to significantly improve the results of the method of Gelb and Tadmor [10, 11].

Mhaskar and Prestin [21] developed another method, using the decomposi-
tion of a piecewise differentiable function in continuous and discontinuous parts, and
based on the characterization of local Besov spaces of periodic functions in terms of
trigonometric polynomial operators.

Throughout this work, we present the methods above, and we performed
computational tests for some specific functions, including comparisons between some
of the methods.

Keywords: Piecewise smooth functions - Edge detection - Fourier data - Filtering

- Convolution
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Introducao

A deteccao de descontinuidades é um problema fundamental em processa-
mento de imagens e visao computacional, particularmente nas areas de detecgao e
extracao de caracteristicas, que visam a identificacao de pontos, em uma imagem
digital, onde alguma propriedade da imagem muda drasticamente ou, mais formal-
mente, tem descontinuidades. Exemplos praticos podem ser encontrados em tomo-
grafia computadorizada, inversao em ressonancia magnética, e as leis de conservagao
em equacoes diferenciais. Tais mudancas podem corresponder a descontinuidades
em profundidade, descontinuidades na orientacao da superficie, mudancas nas pro-
priedades do material e variagoes na iluminagao da cena.

No caso bidimensional, o resultado da aplicagao de um detector de borda
(ou descontinuidade) de uma imagem pode levar a um conjunto de curvas conectadas
que indicam os limites dos objetos, os limites de marcas na superficie, bem como
as curvas que correspondem a descontinuidades na orientacao da superficie. Assim,
a aplicacao de um algoritmo de detecgao de bordas em uma imagem pode reduzir
significativamente a quantidade de dados a ser processada e pode, portanto, fil-
trar informagoes que possam ser consideradas menos relevantes, preservando as pro-
priedades estruturais importantes de uma imagem. Se a etapa de detecgao de bordas
é bem sucedida, a tarefa subseqiiente de interpretar o conteido de informacoes na
imagem original, portanto, pode ser consideravelmente simplificada. No entanto,
nem sempre ¢ possivel obter tais bordas ideais a partir de imagens da vida real
de complexidade moderada. Bordas extraidas de imagens nao-triviais sao muitas
vezes dificultadas pela fragmentagao, o que significa que as curvas das bordas nao
estao ligadas, faltando segmentos, bem como bordas falsas que nao correspondem
aos fenomenos interessantes na imagem - o que complica a tarefa subseqiiente de
interpretar os dados da imagem.

Nos tltimos anos, no entanto, foi feita investigacao substancial e bem suce-
dida. Neste trabalho, consideramos o problema de detectar as bordas presentes em
uma funcao quando sdo dados seus coeficientes de Fourier. H4 métodos numéricos
que estimam os coeficientes de Fourier de uma funcao de interesse ao invés de esti-
mar diretamente a solu¢ao. A determinacao precisa dos pontos de descontinuidade
é essencial para obter convergéncia exponencial da série de Fourier.

No primeiro capitulo deste trabalho, estudamos analise de Fourier, que é



necessaria para o entendimento dos métodos de detecgao de descontinuidades que
serao apresentados ao longo do segundo capitulo. Depois apresentamos alguns
métodos de deteccao de singularidades. Primeiro falamos sobre o método de con-
centracao, que foi desenvolvido por Gelb e Tadmor, e mais tarde aprimorado de
diversas maneiras. Apresentamos também o método de Wei, Martinez e De Pierro,
que apresenta melhores resultados que o método de Gelb e Tadmor. O método de
Mhaskar e Prestin aproveita a possibilidade de se decompor uma fungao em uma
parte continua e outra descontinua para desenvolver seu método. O ultimo capitulo
deste trabalho mostra os resultados da aplicagao dos métodos a algumas funcgoes

especificas, e faz também uma comparacao entre alguns dos métodos apresentados.



Capitulo 1
Analise de Fourier

Precisamos estudar as propriedades de convergéncia de séries de Fourier
para entender os métodos que serao exibidos adiante. Demonstracoes de alguns

resultados, que aqui foram omitidas, podem ser encontradas em [16, 8, 31].

1.1 Série de Fourier

Uma dada funcao f(x) pode ser representada, sob certas hipdteses, por uma

série na forma
f(x) = Ag + ay cos(x) + agcos(2x) + - - - + by sen(zx) + agsen(2x) +--- . (1.1)

Tal série, com os coeficientes determinados da maneira descrita a seguir, é chamada
de série de Fourier.

Uma vez que cada termo é uma funcao periédica de periodo 27, a soma da
série necessariamente tem o mesmo periodo. Vale lembrar que, se a é um periodo,
entao qualquer multiplo inteiro de a é também um periodo.

Uma série de Fourier é 1til para representar uma dada func¢ao em um inter-
valo de comprimento 27, ou qualquer outro de comprimento arbitrario, como sera
apontado adiante, sem nenhuma dificuldade adicional além de uma ligeira perda de

simplicidade nas férmulas.

1.1.1 Ortogonalidade de Senos e Cossenos

A determinacao dos coeficientes depende da avaliagao de certas integrais
definidas envolvendo os senos e cossenos que entram nos termos da série. Em

primeiro lugar, se n é um inteiro diferente de zero,

/7T cos(nx) dx = 0, /7r sen(nzx)dr = 0. (1.2)

—T —T



A dltima relagao vale também para n = 0; na primeira, ao fixar n = 0 obtemos 27
como resultado da integral. Até o final desta subsecao, p e ¢ representarao niimeros

inteiros nao-negativos. Como

1 1
cos(px) cos(qz) = 5 cos|(p — )] +  cos{(p + ¢)a],
segue, com n = p — ¢, e outra vez n = p + ¢, que
/ cos(px) cos(gx) dx =0 (1.3)

quando p # q. Se ¢ = p # 0, a integral de cos|(p + q)z] sobre o intervalo do periodo

ainda é zero, enquanto o outro termo fornece

/ cos®(px) dx = T.

—T

Similarmente, as identidades

sen(pr) sen(gz) = 2 cos{(p — q)a] — 7 cosl(p + )],
1 1
sen(px) cos(qz) = 3 sen|(p — g)a] + g sen(p + g)a],
fornecem _
/ sen(pz) sen(qx) dz = 0, D #q, (1.4)

/ sen’(pz) dr = T, p # 0,

/7r sen(pz) cos(qz) dz = 0, (1.5)
esta tltima valendo se p e ¢ sao iguais ou diferentes.

A anulacdo das integrais em (1.3), (1.4) e (1.5) quer dizer que quaisquer
duas das funcgoes 1, cos(x), cos(2x), ..., sen(x), sen(2zx), ... sdo ortogonais entre si
no intervalo (—m, ).

Em geral, duas fungoes u(x) e v(x) sdo ditas ortogonais num intervalo (a, b)

Se

/a bu(x)v(x) dz = 0.

1.1.2 Determinacao dos Coeficientes

Se assumirmos que a série pode ser integrada termo a termo, a integracao

de (1.1), com o uso de (1.2), fornece

/ﬂ f(z)de =27 A, AOZ%/W f(x)de.



Para determinar ay, quando k # 0, multiplicamos a identidade (1.1) por cos(kz) e
integramos a expressao resultante, f(z)cos(kz), de —m a 7, assumindo ainda que a
série pode ser integrada termo a termo. Como consequéncia de (1.2), (1.3) e (1.5),

obtemos

/ f(z)cos(kx)dr = / cos’(kx)dr = may,

/f cos(kz) dx (1.6)

Similarmente, para determinar by, multiplicamos a identidade (1.1) por sen(kx) e

integramos a expressao resultante de —m a 7, obtendo

= %/W f(x)sen(kx) dx. (1.7)

Assim, denotando ag = 24, escrevemos a série de Fourier na forma

% + Z ay cos(kx) + by sen(kx)], (1.8)
k=1
com todos os coeficientes, inclusive ag, dados por (1.6) e (1.7).
Sejam F'(y) é uma fungao na variavel y com periodo 2p, onde p é um ntimero

positivo arbitrario, e

e F(y) uma funcao de x denotada por f(z), ou seja, f(x) = F <]£> Temos que
T

f(z) tem periodo 27 em termos de x. Se f(z) é representada por uma série da forma

(1.8), constitui-se uma representacao de F'(y) na forma

> k k
= @—O—Z [akcos(ﬂ) —i—bksen(ﬂ)} ,
2 = p p

e as férmulas (1.6) e (1.7) tornam-se

1 [? k

e [ o)
pJ, p
1 [

by = — / F(y) sen(@> dy.
D Jyp p

Toda a teoria de séries de Fourier é de bastante generalidade, porém a discussao
prosseguira em termos das férmulas mais simples, associadas com o valor particular
p=T.

E ¢bvio da interpretacao de uma integral definida como a area sob a curva,
e facilmente provado com base na definicao analitica que, se uma funcao periodica

¢é integravel no intervalo de um periodo, este intervalo pode ser substituido por



qualquer outro do mesmo comprimento sem mudar o valor da integral, ou seja, se

a+2m b+2m
[ ewi= [ el
a b

para todos os valores de a e b. Em conexao com séries de Fourier para uma func¢ao

¢(x) tem periodo 2,

de periodo 27, as integrais podem ser escritas sobre o intervalo (0,27) em vez de
(—m,m), e 0 uso de ainda outro intervalo de periodo é igualmente admissivel e algu-

mas vezes essencial.

1.1.3 Série de Cossenos e Série de Senos

Da afirmacao do tltimo paragrafo segue que, se ¢(x) é uma fungao par tal

que o(—x) = @(x), e se esta é integravel em um intervalo (—a,a) simétrico com

/_igp(x)dsz/Oago(:r)dx.

Similarmente, se ¢(x) é impar, isto é, se (—x) = —p(x),

relacao a origem, entao

pois as integrais de —a a 0 e de 0 a a sao iguais em moédulo, mas tém sinais opostos.
Se f(x) é uma func@o par no intervalo (—m, ), entdo a funcao f(z) cos(kx)
é par e a fungao f(x)sen(kx) é impar, para cada valor de k. Logo, os coeficientes

na série de Fourier para f(z) sao definidos por (1.6) e (1.7),

o = ; /0 " Fa) cos(kz) da (1.9)

e by = 0. A série de Fourier para f(z) contém apenas termos de cossenos, e os
coeficientes sao dados por (1.9).

Se f(z) é impar, entao os produtos f(x)cos(kz) e f(x)sen(kx) sdo impar
e par respectivamente, e entao a série de Fourier contém apenas termos de senos,

sendo os coeficientes dados por a; =0 e

by = %/Oﬂ f(z)sen(kz) dx. (1.10)

As férmulas (1.9) e (1.10) envolvem apenas os valores de f(z) no intervalo
(0,7). Qualquer funcdo que é integrével de 0 a 7 pode ser formalmente represen-
tada naquele intervalo de duas maneiras distintas: por uma série de cossenos com
coeficientes (1.9), fazendo-se assim a sua extensdo par; ou por uma série de senos

com coeficientes (1.10), fazendo-se assim a sua extensao impar. O exemplo a seguir



deixa isso mais claro.

Exemplo 1.1 Seja f(x) = x no intervalo (0, 7). Para a série de cossenos corres-

pondente,
2 ™
ap = —/ x cos(kx) du.
0

T

Quando k =0, ag = w. Para k > 0,
T 1 R 1
/ x cos(kx) dr = {— x sen(kx)} - —/ sen(kz) dx = — [cos(km) — 1],
0 k o kJo k2

4
de modo que ar, = 0 quando k ¢ par, e ap = 2 quando k € impar. A série
™
resultante (ver Figura 1.1) é

- (1.11)

T 4 cos(3z)  cos(bx)
5——{COS($)+ 3 + = +ee |

Para a série de senos,

™

/ x sen(kx) dx = {—— x Cos(ka:)] + —/ cos(kz) dr = I cos(km),
; k A K

0

2 [T 2
b = —/ z sen(kz) do = (—1)F! o
0

/0

de modo que a série (ver Figura 1.2) tem a forma

sen(2z) | sen(3z)  sen(4x) 4. } _ (1.12)

9 _ _
[sen(x) 5 T 5 1

Cada uma destas séries é de fato convergente para x ao longo do intervalo
(0,7), exceto para o ponto extremo x = 7 no caso da série de senos, porque a
extensao impar apresenta uma descontinuidade. Isto serd estabelecido na prova de

convergencia mais adiante.

Figura 1.1: Série de cossenos de Fourier da funcao do Exemplo 1.1. A funcio (e sua extensio par)
estao representadas em vermelho, enquanto sua aproximagcao por série de cossenos esté representada
em verde, para n = 2.



Figura 1.2: Série de senos de Fourier da funcao do Exemplo 1.1. A fungdo (e sua extensao fmpar)
estao representadas em vermelho, enquanto sua aproximagao por série de senos esta representada

em verde, para n = 15.

1.2 Estimativa da Ordem de
Magnitude dos Coeficientes

A seguir, estimaremos a magnitude dos coeficientes da série de Fourier sob

certas hipdteses, e depois verificaremos que os coeficientes convergem para zero.

1.2.1 Magnitude dos Coeficientes sob Hipoteses Especiais

Seja f(z) uma fungao de periodo 27 com derivada primeira continua para
todos os valores de x. Integrando por partes a integral que define o coeficiente de
Fourier ay, obtemos

rax= [ f(2)cos(kz) dz = | = f(x)sen(ka) oL '(2) sen(kz) da.
/Tr {k’ }_W kJ «

O produto f(z)sen(kz) se anula em ambas as extremidades do intervalo. Se M; é

o méaximo de |f'(x)|,

< / |f'(z) sen(kz)|dz < M, dx = 27 My;

—T —T

‘ /_ z F/(2) sen(kz) dz

além da questao de demonstragao formal, o fato de que o valor absoluto da in-
tegral nao pode exceder a integral do valor absoluto do integrando é evidente da
interpretacao da integral em termos de drea. Entao |ag| < 2M;/k. Similarmente,
|bx| < 2M;/k; a expressao f(x)cos(kz) que entra no cdlculo nao se anula em geral
para r = 47, mas assume o mesmo valor em ambas as extremidades do intervalo.
Os coeficientes se aproximam de zero quando k tende ao infinito, com pelo menos o
grau de rapidez indicado pela desigualdade obtida.

Suponha agora que f(x) tem derivada segunda continua, com M 0 maximo

de |f"(z)|. Fazendo duas integracoes por parte sucessivas, com atencao a periodici-



dade das fungoes envolvidas,

™

Tay = f(z) cos(kz) dx = ——/ f'(z) sen(kz) dz = ——/ 1" (z) cos(kz) dx
e lay| < 2M,/k*. Do mesmo modo, |by| < 2M,/k?.
Nas condicoes do ultimo paragrafo, podemos deduzir imediatamente que a

série de Fourier ¢ convergente. Temos que
|y, cos(kx) + by, sen(kx)| < 4My/k?,

e o membro da direita é o termo geral de uma série convergente. Porém, do ponto
de vista da integralidade da demonstracao, isto nao é o mesmo que dizer que a
série converge para f(z); se os termos de seno forem omitidos, a série de cossenos
remanescente nao serd menos convergente, mas nao representaria f(z) em geral.
Mais adiante daremos uma prova de que a fungao converge para a funcao desejada,
com hipdteses menos restritivas sobre f(x). Sera conveniente termos desigualdades
similares para os coeficientes sob hip6teses um pouco diferentes. Seja f(x) continua
e de periodo 27, e suponhamos que o intervalo (—m, ) pode ser dividido em um
nimero finito de subintervalos, sendo f(z) linear em cada um deles. O gréfico de
f(z) em qualquer intervalo de periodo é entao composto de um nimero finito de
linhas ininterruptas com declive finito de ponta a ponta. Tal funcao serd chamada,
por brevidade, de funcdo linha quebrada. Sejam x1, x9, -+, x,_1 as abscissas dos
cantos no interior de (—7, ) e, por uniformidade de notagao nas préximas férmulas,
sejam xg = —, T, = 7 (sejam estes pontos cantos ou nao). Seja \; o valor constante
de f'(z) no intervalo (z,_1,z;), € seja A o maior dos nimeros |\;|. Para o j-ésimo

subintervalo,

/;jl f(z) cos(kx) dr = E f(x) Sen(kx)} . %/;] A; sen(kz) dzx

= % [f(x;)sen(kx;) — f(xj_1)sen(kx;_1)]

+ 2% fcos(hay) — cos(has o).

Somando os m subintervalos, obtemos
Z (x;)sen(kx;) — f(xj_1)sen(kz;_1)] = f(m)sen(kmw) — f(—m)sen(—km) = 0,
7j=1

enquanto

% [cos(kx;) — cos(kz;—1)]| < —
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e
NP 2mA
Z k—; [cos(kx;) — cos(kxj_1)]| < e
j=1
Consequentemente,
2mA
== k) dx| < .
|ag| x) cos(kx) dx| < 1

Analogamente, |by| < 2m\/(7wk?); a diferenca f(7) cos(kn) — f(—7) cos(—km) é zero
em razao da periodicidade de f(x) e cos(kz), embora seus termos em geral nao
se anulem separadamente. Os coeficientes de Fourier ay, b, de uma funcao linha

quebrada sao tais que

C

’bkl — k27

(1.13)

onde C' é independente de k.

1.2.2 Teorema de Riemann sobre o Limite Geral dos Coefi-

cientes

Seja agora f(x) uma funcao qualquer integravel no intervalo (—m, ), nao
necessariamente periédica ou definida em todos os pontos fora desse intervalo, mas
sujeita a restrigao adicional de que [f(z)]? também seja integravel em (—m, 7). Seja

Snlf](x) a soma parcial de sua série de Fourier através de termos da n-ésima ordem,

% + kz:; lay cos(kx) + by sen(kzx)). (1.14)

Sulfl(z) =
Segue da defini¢io dos coeficientes que
| e -5 [ ta
+Z [ak / f(x) cos(kx) da + by, / f(z) sen(kz) dx

wao +7TZ (af +b7),

e das relagoes de integral na Subsegao 1.1.1, na expansio de [S,[f](z)]? e integracio

termo a termo, que

[ =58 ex " i)
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Consequentemente,

™

—2/Wﬂ@&MM@dx+/[&MM@PM

—Tr —Tr

2 n
Ta,
TO—HTZ(CL%eri)

k=1

O primeiro membro desta igualdade, sendo a integral de um quadrado, é
nao-negativo. Segue que
ag

DY @< [ P

k=1 -

Uma vez que isto é véalido para todos os valores de n, enquanto o lado direito é
independente de n, > 7°(ai + b}) é convergente, visto que uma condigao necessdria

para a convergéncia de uma série é que o termo geral se aproxime de zero,

kh_{go ar =0, kh_)rgo by = 0. (1.15)
O teorema sobre a aproximacao dos coeficientes de Fourier de zero, co-
nhecido como teorema de Riemann, é de fato verdadeiro sem necessidade de que
[f(x)]? seja integravel. A prova deste, mais geral, serd omitida aqui, mas pode ser
encontrada em [31].
A esséncia de (1.15) como provado nesta subsecao pode ser registrada numa
notacao diferente, dizendo que, se p(u) é uma fun¢ao (nao necessariamente periédica)
tal que o e p? sao integraveis em (—, ), entao

™ s

lim @(u) cos(nu) du = 0, lim o(u) sen(nu) du = 0. (1.16)
n—oo J n—oo [

™ ™

Se as hipdteses sao satisfeitas por ¢(u), elas serdo também satisfeitas pelas
1
2
por ¢(u) na primeira equagao de (1.16), e o outro na segunda equacao. Pela adigao

fungoes ¢(u)sen(zu) e p(u)cos(3u). Seja o primeiro desses produtos substituido

dos resultados,

lim [ (u) sen Kn + 1) u} du 0. (1.17)

n—oo J_ 2
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1.2.3 Estimativa de uma Soma de Cossenos

O estudo da convergéncia da série de Fourier terd base na identidade trigo-

nométrica obtida a seguir. Seja a soma

1 n
v) = 5t ; cos(kv)

multiplicada por 2 sen(2 v). Para k > 1, sejam os produtos avaliados pela relagao

() ot —san (- 2)o] - - 2.
Entao

i)t 5 ol [

1
5t cos(v) + cos(2v) + - - - + cos(nv) =

>—‘

n -+

N —

/—\ Ml’_‘

sen [(n+ 3) o]

1.18
2 sen (%U) ( )

1.3 Convergéncia da Série de Fourier

Estudaremos a seguir a convergéncia da série de Fourier, estabelecendo a

relacao existente entre suavidade da funcao e convergéncia da sua série de Fourier.

1.3.1 Foérmula Integral para Soma Parcial de Série de Fou-
rier

Em S,[f](z) definida por (1.14), sejam as férmulas para os coeficientes

escritas com t como variavel de integracao:

-2 /_ Cfyeos(htyd, b= /_ " f(t) sen(kt) dt

Na formacao dos produtos ay cos(kx), by sen(kz) com estas expressdes para os co-
eficientes, os fatores cos(kx), sen(kx), sendo constantes com respeito a varidvel de
integragao, podem ser escritos dentro da integral, e o par de termos ay cos(kx) +

br sen(kx) pode ser representado por

%/_ﬂ f(t) cos(kt) cos(kz) dt + % /_7r f(t) sen(kt) sen(kx) dt
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_ 1 _ﬂ f(t) cos[k(t — x)] dt.

7

Entao S,[f](x) tem a representacao

[ s

que, por (1.18), com v =t — x, é equivalente a

s == [ s senj(nt5) E=2)] ) (1.19)

T J 2 sen[5(t — )]

% + i cos[k(t — :z:)]] dt,

Suponhamos agora que f(z) tem periodo 27. Em (1.19), fagamos a subs-
tituicao ©w = t — x. Os limites de integracao com respeito a uw sao, em primeira
instancia, —m — x e m — x; pela observacao do tltimo paragrafo da Subsegao 1.1.2,
entretanto, uma vez que o integrando tem periodo 27 com respeito a u, a integral

tem o mesmo valor de —m — 2z a m — x que de —7 a 7. Entao

sen[(n + %) u}

2 sen(% u)

Sulfl(z) = %/_ Flo +u) du. (1.20)

1.3.2 Convergéncia em um Ponto de Continuidade

Pela integracao de (1.18) de —7 a m,

/7r senf(nty)ul , _ (1.21)

_. 2 sen (% u)

Multipliquemos esta equagao por (1/7)f(x); a fungao f(x) pode ser escrita dentro

da integral, pois é constante com respeito a variavel u:

Fz) = l/w sl s)d (1.22)

™) . 2 sen(% u)

Subtraindo (1.22) de (1.20), obtemos

1

S — 1@ = [l oDy
T ) 2 sen(§ u)

A prova de convergéncia consiste em mostrar que, sob hipoteses adequadas, esta

expressao se aproxima de zero quando n tende a infinito.

Seja f(z) uma funcao integravel de perfodo 27 tal que [f(z)]? também é in-
tegravel num periodo. Esta condigao certamente serd satisfeita se f(x) for continua,
ou se for continua exceto para um nimero finito de saltos finitos em um periodo.
Um salto finito é um ponto de descontinuidade no qual a fungao se aproxima de um

limite pela direita e de outro pela esquerda. Concentremos a atencao na questao
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de convergéncia em um ponto especifico, e assumamos aqui que f(x) é continua no

ponto em questao. Fixado x, seja

Sulfl(z) — f(z) = — / o(u) senKn + %) u] du. (1.24)

—Tr

O quociente ¢(u) pode ser escrito na forma

flz+u)— f(x) %u

u sen(su)’

p(u) =

A fragao (3u)/sen(3u) tende a 1 quando u tende a 0 e, se definida por este valor
limitante para u = 0, é continua para —7 < u < 7. A condi¢ao de que [f(x + u) —
f(z)]/u se aproxime de um limite quando u tende a zero é precisamente a condi¢ao
de que f(t) seja derivdvel em t = z, pela defini¢ao de derivada. Se uma derivada
existe no sentido estrito, isto é, se o quociente diferenca tende a um mesmo limite
por ambos os lados quando u tende a zero (a palavra limite refere-se sempre a um
limite finito), ¢(u) é continua para u = 0 se definida por seu valor limitante. Se
limites diferentes sao obtidos pela direita e pela esquerda, como em um ponto onde
o grafico de f(t) tem um canto, ¢(u) tem um salto finito para u = 0. Em ambos
os casos, se f(t) é continua exceto para um numero finito de saltos finitos em um

periodo, o mesmo ¢ verdade para ¢(u) no intervalo (—m, 7). Por (1.17), aplicado a
(1.24),

lim [S,[f](x) = f(x)] = 0.

n—oo
Assim, podemos concluir que, se f(z), de periodo 27, é continua, ou continua exceto
para um numero finito de saltos finitos em um periodo, sua série de Fourier converge
para f(x) em todos os pontos de continuidade onde f(z) tem derivadas laterais,
sejam estas iguais ou diferentes.

A conclusao é valida mesmo que nao existam derivadas no ponto, e sem re-
feréncias aos detalhes dos dois tltimos pardgrafos, desde que [f(z)]? seja integravel.
Ainda mais geralmente, é suficiente que p(u) e |p(u)| sejam integraveis, se con-
siderarmos conhecido o teorema de Riemann da Subsecao 1.2.2 na sua forma mais

geral.

1.3.3 Convergéncia Uniforme sob Hipdéteses Especiais

A prova da tltima subsecao se aplica em particular se f(x) é uma fungao

linha quebrada como descrito na Subsecao 1.2.1. Sabemos, da Subsecao 1.2.1, que
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a série de Fourier para tal funcao é convergente; asseguremos agora que a soma da
série é f(x) para todos os valores de z.
Uma vez que a série atualmente representa f(x), a diferenca entre f(x) e

Su[f](xz) pode ser escrita na forma

(e 9]

f@) = Sulfl(x) = D [ax cos(kx) + by sen(kx)].

k=n+1

Em consequéncia de (1.13), |ay cos(kx) + by sen(kz)| < 2C/k?* e, portanto,

7@) ~ Sf@l <20 Y 5

Como 1/k* < 1/t? para k — 1 <t < k, segue que

1 kot kodt <1 <dqt 1
- = =< = — < i
k? /,C1 k2 — /,“ 2’ k;W k? —/n 2 n

Entao, para todos os valores de z,

|f (@) = Sulfl(2)] < —.

O membro da direita é independente de z, e tende a zero quando n tende a infinito.
Logo, conclui-se que a série é uniformemente convergente:

A série de Fourier para uma funcao linha quebrada (do tipo especificado)
converge uniformemente para a funcao para todos os valores de .

A discussao da subsecao presente de fato se aplica em particular a série de
cossenos (1.11) do Exemplo 1.1, considerada como série de Fourier para a fungao
de periodo 27 que é igual a |z| para —7 < x < 7, e justifica a afirmagao feita no

Exemplo 1.1 sobre a convergéncia daquelas séries.

1.3.4 Convergéncia em um Ponto de Descontinuidade

A série de senos em (1.12) no Exemplo 1.1 pode ser similarmente considerada
como a série de Fourier para a funcao periddica descontinua la descrita, e a prova da
Subsecao (1.3.2) estabelece sua convergéncia, exceto para os valores isolados de x
nos quais as descontinuidades ocorrem. Nestes pontos, como observado no Exemplo
1.1, a convergéencia da série particular em questao é ébvia, sendo a sua soma igual a
zero. A série converge para o valor médio entre os limites laterais direito e esquerdo
da fungao. Mostremos que este comportamento da série de fato ocorre em todos os
pontos de descontinuidade.

Seja f(x) uma funcéo de periodo 27 e, por simplicidade, assumida continua

exceto para um numero finito de saltos finitos em um periodo. Sejam f(z+) e f(x—)
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os limites a direita e a esquerda de f(z) em x, respectivamente, iguais ou diferentes,

dependendo se f é continua ou descontinua em x. Para dado z, sejam

flz+u) = fla—-)

2 sen(%u)

flx+u) = flat)

2 sen(%u)

p1(r) = ) pa(z) =

b

sendo ¢; definida para u > 0 e ¢, para u < 0. Suponhamos, novamente por
simplicidade, que cada um dos quocientes diferenca

flx+u) = flat) flx+u) = flz—)

Y Y

u u

se aproxima de um limite quando u tende a zero, através de valores com sinal
algébrico apropriado, isto é, tal que a fungao igual a f(t) para t > z e igual a
f(xz+) para t = z tem derivada a direita no ponto t = x, com uma interpretagao
correspondente a esquerda. Entao ¢ e ¢, também tém limites para u = 0, e se
definidas por seus valores limitantes, sao continuas exceto para um ntmero finito de
saltos finitos em (0, 7) e (—m,0), respectivamente.

As hipdteses nas quais (1.17) tem base sao satisfeitas se ¢ e ¢* sao in-
tegraveis em (0, 7) e ¢ é identicamente nula no intervalo (—m,0). Entao, se ¢ ¢ uma

fungao tal que ¢ e ¢? sdo integraveis em (0, 7),

T 1
lim o(u) sen{(n + 5) u} du = 0.
0

n—oo

Uma observacao similar se aplica ao intervalo (—m,0). Uma vez que o integrando

em (1.21) é uma fungado par de u,

™
5 .

[lle 3, el

x 2 sen(%u) 2 sen(%u)

A integral em (1.20) pode ser considerada como a soma das integrais de —m a 0 e
de 0 a 7. Por passos andlogos aos que levaram a (1.23) e (1.24),
1 1 [7 sen|(n + 1) u
slat)=— [ fla+) )

T Jo 2 sen(%u)

S.11(e) ~ 5 o)+ fe = [ty sen (0 3 ) ] a

+%/_igog(u) senKnJr%) u} du.

Sob as hipéteses impostas a f(z) no segundo paragrafo desta subsecao, cada
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uma das duas ultimas integrais tende a zero quando n tende a infinito, e

lim S,[f](x) =

n—oQ

[f (z+) + f(z=)],

DN | —

isto é, a série converge para a média dos limites laterais de f(x).

Em consequéncia de um teorema bem conhecido da teoria de fungoes, a série
nao pode convergir uniformemente na vizinhanca de um ponto de descontinuidade.
O comportamento das somas parciais proximo a um salto finito (a maneira de con-
vergéncia) ¢ conhecido como Fenomeno de Gibbs. O Fenémeno de Gibbs é um
reflexo da convergéncia nao uniforme da série de Fourier para fungoes que apresen-
tam descontinuidade de salto. Para essas funcoes, a soma parcial de Fourier exibe
oscilacoes perto do ponto singular e este comportamento nao pode ser corrigido ape-
nas aumentando o nimero de termos da soma. A seguir apresentamos um exemplo

para ilustrar o Fenomeno de Gibbs.

Exemplo 1.2 Seja

0, —d<r<—1,
flz)y=¢1, —-l<zxz< 1,
0, l<x< 3,

e suponha que f(x + 6) = f(x). Entdo a série de Fourier para f €

flz) = % N g cos(m/3) + cos(2;mc/3) B cos(4;m/3) B cos(5;m:/3) )

Na Figura 1.3 pode-se observar a presenca do Fenomeno de Gibbs para as
diferentes somas parciais de Fourier consideradas. Longe dos pontos singulares,
as somas parciais convergem lentamente, mas perto desses pontos ocorrem as 0s-
cilacoes. Notamos que o fendmeno nao desaparece ao tomarmos mais parcelas na
soma parcial de Fourier: consequimos apenas reduzir os intervalos onde as oscilagoes

ocorrem.

Figura 1.3: Tlustragao do Fénomeno de Gibbs. Somas parciais de Fourier para a fungao do

Exemplo 1.2 com 5, 11 e 22 termos, respectivamente em azul, verde e vermelho.
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1.4 Forma complexa da série de Fourier

A forma complexa da série de Fourier de uma fungao periddica real f pode
ser obtida como uma combinacao linear de funcoes exponenciais complexas. Seja
f = f(z) uma fungao real 2m-periddica. A forma complexa da série de Fourier de

f = f(x) é dada por
f(z) = Z fkeik‘z? (1.25)

onde cada coeficiente de Fourier, para k € Z, é dado por
fim o [ @) (1.26)
E= oo B x)e x. .

A forma complexa da série de Fourier coincide com a forma real da série de
Fourier; a relagao existente entre fi e os coeficientes ay e by, (ver [23]) é dada por:

A A 1 A 1
fo = ag, fn = §(an — bui), fon = §<a” + byi), n € N*.

Cada uma das formas pode ser usada para tirar vantagem das propriedades matema-
ticas envolvidas com o contexto fisico. No estudo de sinais digitais, por exemplo, é

util trabalhar com a série complexa.

1.5 A Transformada Discreta de Fourier (DFT)

A Transformada Discreta de Fourier ou DFT (do inglés, Discrete Fourier
Transform) transforma uma fun¢ao matematica em outra, obtendo uma representa-
¢ao no dominio da frequéncia, sendo a funcao original uma funcao no dominio do
tempo. A transformada discreta de Fourier é usada quando pretendemos analisar
sinais nao periodicos e de tempo discreto.

Consideremos a malha definida pelos nés x; = j/N, paraj =0,1,2,..., N—
1, com N par, eseja f; = f(z;49), para cada j, onde 0 < ¢ < 1/N. A Transformada

Discreta de Fourier da sequéncia { f; ;\/:—01 ¢ definida por

N-1
= 1 ik N N
- 127k _ i <k< 2
fk \/N — f]e ) 9 = = 9 ;
e a sua transformada inversa (IDFT) por
N1
fj:— kaZﬂ-xj, OS]SN—l
VN =,

Cabe observar que o fator de normalizagao 1/v/N e o sinal do expoente sao
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convengoes e podem diferir conforme necessario, desde que o sinal dos expoentes
seja oposto e o produto dos fatores de normalizagdo na DFT e na IDFT seja 1/N.
Podem-se encontrar diferentes dedugoes da férmula da DFT em [2].

A DFT corresponde a uma transformacao ortogonal em Cly, entre os N
ntimeros { f; }¥ =0 ! ¢ 0os N ntimeros complexos {fk N/2 ]\}/2 A DFT e a IDFT sao, de
fato, uma inversa da outra, pois, dada a propriedade fundamental de ortogonalidade

discreta da exponencial complexa,

N
N

E : 6—227rktcj 6227rk1'j — Naﬂa

onde
Y B sej=Louj—Ll=N
j:t 0, caso contrario,
temos que
N/2-1
IDFT{DFT{f;}r}c = Z et
k— N/2

N—-1  N/2-1

f] Z z27rk(xl—zj)

j=0  k=—NJ/2
1

T ZIH

I
S

5% = f-

0

<.
Il

Observagao 1.3 A DFT pode ser definida para qualquer sequéncia de N nimeros

complexos.

Observacao 1.4 A f;. pode ser interpretada como uma aprorimacao a fr usando a
regra de integracao numérica dos trapézios com subdivisao para aproximar a integral

que define os coeficientes de Fourier.

1.5.1 Propriedades da DFT

e Periodicidade: As sequéncias definidas pela DFT sao N-periddicas, isto é,

DFT{f;}rin = DFT{f;}x e f; =IDFT{fi}; = fisn, Vi kecZ.

Logo, a informacao completa estd contida na primeira metade da sequéncia

da DFT. Isto é resultado imediato de wy JRFN) —wyNe wJ(\J,JrN)k — w2, onde

Wy = ez27r/N

e Linearidade: Se f; e g; sao duas sequéncias complexas e o e  dois nimeros



20

complexos, entao

e Translagao: Ao aplicarmos a DFT sobre uma sequéncia transladada r unida-

des a direita, obtemos:
DFET{f; . }x = wi’ DET{f;}s.

Situacao notavel corresponde a translagao da sequéncia original na metade do
periodo, N/2 unidades:

DFT{/,_x}s = (~1)* DFT{f;},..

e Convolucao Discreta: A DFT do produto de duas sequéncias é a convolugao

discreta de suas DFT’s, isto é,

N/2
DET{f; g} = foxde = D [fo*drr
r=—N/2+1
e Teorema de Parseval
N—1 1 N/2-1
SO = ~ > 1fl
3=0 k=—N/2

1.5.2 A Transformada Répida de Fourier (FFT)

A Transformada Rapida de Fourier (em inglés fast Fourier Transform, ou
FFT) é um algoritmo eficiente para se calcular a DFT e a IDFT, implementado por
Cooley e Tuckey [5]. A transformada rapida de Fourier é de grande importancia em
uma vasta gama de aplicagoes, como processamento digital de sinais e resolucao de
equacoes diferenciais parciais.

O ntimero de operacoes necessarias para calcular a DFT através da FFT é

da ordem de N log,(N), enquanto sdo necessdrias N2 operagoes para o produto de
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matriz por vetor. A FFT ja vem implementada no MATLAB, que sera usado para

a implementacao dos algoritmos apresentados ao longo deste trabalho.

1.5.3 Soma Parcial de Fourier Conjugada

A soma parcial de Fourier conjugada, definida para f € Ct seccionalmente,
¢ dada por
. N
Sn[f](z) = Z [ag sen(kx) — by, cos(kx)], N > 1.
k=1

Um resultado classico estabelece que

m ~

Ty = @, N — o

para toda f € C' seccionalmente e para todo x (ver Zygmund [31], pag. 60), onde

[f1(x) = fla+) = flz—),
com f(zt) e f(z7) os limites laterais direito e esquerdo, respectivamente. Pode-se
notar que, em geral, a taxa de convergéncia de

T ~

oty A = [

nao supera O(1/log(N)). Para melhorar a convergéncia, Gelb e Tadmor [10, 11]
introduziram a soma parcial de Fourier conjugada generalizada, como descrevemos

a seguir. Assumamos que o € C?[0,1] e que o é definida em R. Seja
N
Z o(k/N)[agsen(kzx) — by, cos(kz)].
k=1
Pode-se mostrar que

S%[f](z) = K + f(x),  onde zia( >sen k).

k=1

Celb e Tadmor estudaram a convergéncia de S§[f](z) — [f](z), desenvolvendo assim
o método de deteccao de descontinuidades chamado de Método de Concentracao,

que apresentaremos no capitulo seguinte.



Capitulo 2

Métodos de Deteccao de
Descontinuidades a Partir de

Dados Espectrais de Fourier

A deteccao de descontinuidades a partir de dados espectrais de Fourier é
importante em muitas aplicagoes. O método de concentracao, introduzido por Gelb
e Tadmor [10], localiza descontinuidades de salto em fungoes seccionalmente suaves
a partir de seus dados espectrais de Fourier.

Mais tarde, Anne Gelb e Dennis Cates [12] desenvolveram um novo método,
que introduz refinamentos ao método de concentracao para reduzir as oscilagoes. A
funcao minmod é usada para combinar varias aproximacoes da funcao salto, obtidas
pelos métodos de concentragao, no sentido de apontar os locais de salto.

Wei, Martinez e De Pierro [28] derivaram a expressao matemadtica que per-
mite determinar aproximacoes precisas para pontos de descontinuidade, que nao
coincidam com os nos da malha uniforme, com um baixo custo computacional.

Mhaskar e Prestin [21] desenvolveram outro método, utilizando a decom-
posicao de uma funcao seccionalmente diferencidavel em suas partes continua e des-

continua.

2.1 Método de Concentracao (Gelb e Tadmor)

Considere-se uma func¢ao f(x) de periodo 27 e seccionalmente suave no
intervalo [—,7) com uma descontinuidade de salto simples em = = £. Além disso,
assuma-se que as derivadas laterais m-ésimas de f(x) existem em z = £ param > 1.

Define-se a funcao salto de f(x) como

(1) = f(z™) = fz7), (2.1)

22
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onde f(xz%) e f(x7) sdo os limites laterais direito e esquerdo, respectivamente,
supondo-se que existam. Uma vez que a funcao tem uma descontinuidade de salto
em x = &, a fungao salto vale [f](£) neste ponto e zero em todos os outros.

Suponha-se que sao dados os coeficientes de Fourier
fim o [ @) (2.2
al B x)e x, :

para k = —N,..., N. Um método geral para detectar descontinuidades é baseado

na soma parcial de Fourier conjugada,

oy S0 =~y 3 s = 10+ 0 ) 2
k20

Para acelerar a convergéncia da funcao salto, fatores de concentracao sao

introduzidos em [10], fornecendo a soma parcial de Fourier generalizada conjugada,

N
s : : ELY 7 i
So = — e 2.4
W) =1 Y sien) o 1) e (2.4
k=—N
k0
Aqui o(n) = o(|k|/N), n € (0, 1], é chamado de fator de concentra¢ao, uma vez que
forga a soma parcial conjugada a se concentrar nas descontinuidades de f(z). Com
a inclusao de um fator de concentragao admissivel, (2.4), que foi cunhado o “método
de concentracao” em [11, 10, 9], converge para [f](x) como

51 = o) +0(EY) = oaw + o EY). e

Aqui 0¢(x) é uma funcao indicadora definida como

1 se x=¢,
Og () = - (2.6)
0 caso contrario.
Em [11, 10] foi mostrado que é possivel designar fatores de concentragao tais que (2.4)
log N

converge muito mais rapido que O (em alguns casos exponencialmente) em

regioes suaves distantes das descontinuidades de salto.

Um fator de concentragao admissivel o(n) satisfaz as propriedades:

(i) neC’(O,l),

(ii) /;Mdn:ﬂ.

n

(2.7)
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Vérios tipos de fatores de concentragao sao estudados em [11, 10, 9], mas

para ilustrar alguns conceitos, aqui exibiremos os fatores de concentracao dados por

_ msen(fn)
Orrig(n) = TSI (2.8)

com a normalizacao adequada:

B sen
Si(5) 12/0 #dn,
UPOZy(U) = 7T7]p7 (29)
OEap(n) =N exp<m) : (2.10)
onde

’7:

[ eolam=m)”

normaliza 0g,y,, com € > 0 pequeno e o > 0 um parametro definido pelo usuario.

Como se pode notar em [11], usar oy, com § = 7 em (2.4) corresponde a
tomar uma diferenca dividida no espago fisico sobre pontos da malha —m + jw /N,
para j = 0,...,2N. Similarmente, aplicar op,;, ¢ equivalente a diferenciar a soma
parcial de Fourier. Consequentemente, o método de concentragdo usando (2.8) ou
(2.9) pode ser visto analogamente aos métodos de espago fisico que buscam por
gradientes grandes para determinar os locais das descontinuidades de salto. Por
outro lado, o fator de concentragao exponencial (2.10) foi desenvolvido de modo que
(2.4) é uma aproximacao filtrada (com um filtro exponencial) da fungao salto [f](x)
definida em (2.1). Assim, como com aproximagoes filtradas de fungoes seccional-
mente suaves, convergéncia mais rapida pode ser obtida longe das descontinuidades
de salto [10].

Mede-se o erro aproximado da funcao salto como
E([f)(x)) = [SZ[f](z) = [f1(=)], (2.11)
e o correspondente erro de localizacao do salto como
errojec(§) = |Tpico — &, (2.12)

onde & é a atual localiza¢ao da descontinuidade de salto (conhecida) e @, ¢ 0 local

de méximo valor de S§[f](z) na vizinhanca local de £.
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2.2 Minmod

Como discutido em [11, 10], a taxa de convergéncia do método de concen-
tracao depende do fator de concentracao particular escolhido. Além disso, cada fator
de concentracao produz seu proprio padrao oscilatério proximo as descontinuidades
de salto, que varia em sinal e magnitude. Especificamente, notamos que o fator
de concentracao exponencial de maior ordem produz uma convergéncia mais rapida
para zero em regioes distantes das descontinuidades de salto, quando comparadas a
outros fatores de concentragao, mas sofrem mais oscilagoes préximo delas. Enquanto
as oscilacoes induzidas por esses métodos sao em si indesejaveis, a variacao que elas
produzem pode ser explorada para reduzir o impacto global das oscilacoes. Especi-
ficamente, em [9] é demonstrado que é possivel distinguir entre saltos verdadeiros e

oscilagoes artificiais aplicando a fungao minmod,

St f](x) = minmod (ST [f](x), .., SY [f)(x)), (2.13)
onde oy,...,0; sao j fatores de concentracao e a fungao minmod é definida como

(min(fl,...,fj), Sefla---7fj>07

minmod (fi,..., f;) = { max(fi,....f;),  sefi... f;<0,  (214)

L 0, caso contrario.

Por reduzir a magnitude global da aproximacao da fungao salto, o método de con-
centracao minmod (2.13) diminui o efeito das oscilagoes artificiais em torno das
descontinuidades de salto, enquanto ainda converge rapidamente para zero longe
delas.

E importante ter em mente que o método de concentragao obtém locais de
salto e valores correspondentes diretamente dos dados espectrais de Fourier, sem
qualquer informagao do espaco fisico. Para fins de apresentacao, a maioria das fi-
guras mostra a funcao subjacente. Deve-se notar também que o método de concen-
tracao aproxima a fungao salto [f](x), e na verdade nao localiza as descontinuidades
de salto. Usa-se a expressao “deteccao de descontinuidades” ao longo do texto, mas

esta distin¢ao deve ser entendida.

2.3 Fatores de Concentracao Filtrados

Filtragem é uma maneira de reduzir as oscilagoes no método de concentragao

(2.4). Como exemplo, considere-se o filtro de Lanczos de n-ésima ordem [18], dado
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por

o) = (22

O fator de concentracao correspondente é entao

o (n) = v o(n) (M>n (2.15)

nm
onde o(n) é qualquer fator de concentragdo admissivel e

[ ) o

garante a admissibilidade de ¢/"*(n). Usando (2.15) em (2.4), geramos o método de

”}/f = (216)

concentracao filtrado,

N

5110 =1 3 sien) o/ (1) (2.17)
e

2.4 Método de Concentracao “Matching Wave-

form”

Uma outra técnica que reduz tanto as oscilagoes do método, quanto as in-
duzidas por ruido, aproveita o fato de que cada fator de concentracao gera seu
préprio signature profile (“perfil de assinatura”, ou “forma de onda”), em uma sim-
ples descontinuidade de salto. Estas func¢oes waveform independentes explicam a
origem das oscilagoes (que queremos evitar) induzidas pelo método. No entanto, a
existéncia das oscilagoes em cada signature profile pode ser usada para aperfeicoar

os resultados do método de concentragao.

2.4.1 O Método de Concentragao “Matching Waveform”

A derivacao dos matching signature profiles segue da derivacao do método

de concentracao em [10]. Integrando-se (2.2) por partes, obtém-se

;. 1
- 2wk

[£1(€)e™ ¢ + ﬁ / 7; f(r)e ™ dr. (2.18)
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Substituindo-se (2.18) no método de concentracao (2.4), obtém-se

Silfl(@) = i fﬁ Sign<k>a(’—f§’) {;ikmwe-imﬁ / :f'me—iw} e

k=—N
k40
_ 1 - [k e
= 510 3 s o) T+ i) (219
k40

onde o residuo R(z) é definido como
N
1 k i .
= > gm0 ) [T reee ar
=y -

M) quando N — oo [10].

Uma vez que a<|k|> ¢ limitada, R(x) — 0 com (9(
Portanto, (2.19) fornece

i) - WO () U] o) o

conduzindo a definicao de matching signature profiles, ou waveform, como

— %ﬁ: a( ) o8 m), (2.21)

para x € [—m, ).

A forma distinta de Sg[f](z), dada por W§(x —€), caracteriza a forma que
o método de concentracao deve produzir quando localizar uma descontinuidade de
salto simples em = = £. Na pratica, esta forma exata pode nao ser gerada devido
ao ruido, a estrutura da funcao base, ou as posigoes relativas dos saltos adjacentes.
No entanto, convoluir o método de concentracao original (2.4) com seu signature
profile (2.21) gera areas de melhor correspondéncia com os provéaveis candidatos para
localizagoes de descontinuidades de salto simples. Esta discussao leva a definicao do

método de concentracdo matching waveform como

M [f1(x) = 25 (N) (SR [f] * WE) (=), (2.22)

onde v¢,;(N) normaliza M§[f](x) para garantir o valor correto do salto no ponto de
descontinuidade recuperado. Isto é realizado através da imposicio Mg [0¢]()|sme =
1, isto ¢, ignalando-se S§[f](z) = W (z — €). Assim,

1 ag ag " g ag
TN (Wr(z =& x Wi (@))la=e = [ WR(T = WR(E=T)dr.  (2.23)

—T



28

Devido a 27m-periodicidade de W, (z), podemos assumir sem perda de generalidade

que o salto ocorre em £ = 0, e

1 B 4 " - B o i , _l N @ 2
,%(N)—/_WWN(T)WN( r)dr—/_ﬁ(WN(r)) dT—ﬂ_;( p ) . (2.24)

O método de concentracao matching waveform (2.22) converge para a fungao
salto, como se mostra a seguir.
Teorema 2.1 Seja ME[f](z) definida em (2.22), e a funcdo salto [f)(x) definida
em (2.1), Entdo M5 [f](x) = [f](x) + O(%F).

Prova. De (2.20) e (2.21), temos

1) = O W +0( 57 ) =[O WE(o-Elometil)+0(“57 ),
onde &¢(z) é definida em (2.6). Portanto,

ME[f1(@) = 75, (N) (SFLf] = WE) ()

= 5 (N) ([FUO) Wi (& — &) x Wi () + OCOM)
= (V) L) (WE (= &) % Wi () lamel () + O <1O§;VN)
=+ 057

onde usamos (2.23) e as propriedades de convolucio de (2.6). =

A seguinte prova alternativa mostra que o método de concentracao matching
waveform pode ser implementado em uma forma de concentragao padrao (2.4), e
que o seu fator de concentragao correspondente é admissivel de acordo com (2.7).

Prova. Usando-se a notagao A para denotar o coeficiente de Fourier, tem-se

(1) = 5 | T exp(ikr) dr

=B [ SR04 W3 ex( i) dr
_ V%ETN) /_: [/_: SO F]() WS (7 — x)dx} exp(—ikr) dr
=R EKUDE [ W) exp(—ikn) d (2.25)

devido a 27m-periodicidade e as definigoes (2.2) e (2.22). Além do mais, (2.4) fornece

LAY

(S510% = siea) a1 2.26)
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Substituindo-se (2.26) em (2.25) obtém-se
, KN . [T .
IR = 5 sin(h) o (1) i [ W) expitn)

Por isso, M[f](z) pode ser escrita na forma do método de concentracio padrio,

Ccomo

M 11)e) =i 25) 3 (s (51 e [ wRe explitn) d| explin
i -
= Z sign(k) o <| |> frexp(ikz), (2.27)
g

onde oM <%> ¢ definida como

o ('j’;') 734(1\/)0('—]];') _Zw;(T)exp(—ikT)dT. (2.28)

Para mostrar que o (

n) é admissivel, usa-se (2.24) para se obter

oM ('-Z') _ 7 (N) o (%) /_ : W (7) exp(—ikr) dr

BT} ) (%)) -
A admissibilidade segue, uma vez que
e "”%i G Z <0Mﬁ>)2 .
Portanto,
M5 (1)) = 11(0) + 0 5%
L]

2.4.2 The Zero Crossing Matching Waveform

Uma estratégia comum usada para encontrar descontinuidades de salto é ob-

servar regioes que contém grandes valores para a aproximacao da derivada de uma
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fungao seccionalmente suave [3, 17, 24, 27]. Uma alternativa é identificar regioes nas

quais a aproximagcao da derivada segunda sofre uma mudanca de sinal [1, 4, 15, 19].

Em uma dimensao, a derivada segunda é zero nos pontos onde se localizam as des-

continuidades de salto, e é de sinal oposto em cada lado imediatamente adjacente

a estes pontos, criando uma zero crossing waveform. O método zero crossing geral-

mente encontra descontinuidades de salto determinando as regides correspondentes

aos pontos de zero crossing na aproximacao da derivada segunda, onde a aproxi-

magao da derivada primeira tem amplitude maxima. Toma-se esta ideia, porém

modificada, para encaixar no método de concentracgao, e especificamente para caber

dentro do contexto de dados espectrais de Fourier. Portanto, considere-se a derivada

da projecio, S%[f](z), determinada a partir de (2.4), como

Substituindo-se (2.18) em (2.30), obtém-se

T8 == 3 ) o (1) b | il

k=—N
k40

1 " / —ikT ikx
to /ﬂf (1)e dT:| e

o111 3 k) o (1) e 4 o)

k=—N
k40

onde Ry(z) é o residuo dado por

N

Ry(z) := % ZN sign (k) a<%) /_ : f(r)e”*=2) dr = O(log N).

k=—
k0

O zero crossing signature profile é entao definido como

. N | 1 N
dWg(z) = g sign(k (W) ek E a( )Sen kx).
T
Py -1

k#0

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Note que dW§(z) é impar. Uma vez que dWg(z) = O(N), temos, para N grande,

que

d

T Slf1(@) = [f1() dWF(x — &) + R(w) = [£1(§) dWF (x — &) (2.33)

A fungao dW§(z — &) é uma forma de onda de cruzamento zero com seu zero
na descontinuidade de salto correspondente ao pico maximo de W§(x — &) em
(2.21). Portanto, pode-se determinar a localiza¢ao de uma descontinuidade de salto
pesquisando-se por sua caracteristica de zero crossing.

Seja p = x — & a localizacao do pico em (2.32), que é o mais préximo da
descontinuidade de salto. Por simplicidade, tomamos p = %, que ¢ razoavel uma
vez que a implementacao do método de concentracao ocorre tipicamente em uma
malha de pontos equidistantes, com Az = &. Pode-se normalizar a forma de onda

de cruzamento zero tal que 1 = Kk, dW53, (%), obtendo-se
l ]
K, =—T Lz:; G(N> sen(ﬁg)] : (2.34)
De (2.33), temos

d

S5 1f1(0) = 1) e AW (2 — €) + @<

1ogN>

v (2.35)

A localizacao do pico mais préximo é facilmente determinada resolvendo-se

d g
% HZdWN(IO) =0,

onde novamente usa-se p = %, e ignoram-se os termos de ordens mais altas.

O método, cujo desenvolvimento esta sendo apresentado aqui, nao faz uso
do préprio zero crossing como a localizacao da descontinuidade de salto, mas prefe-
rencialmente busca pelo aspecto geral da zero crossing matching waveform através
da técnica de matching waveform previamente descrita na Subsecao 2.4.1. Isto é,

define-se o método zero crossing matching waveform como

Z311)o) =) ( 45 51+ 405 ) @), (2.36)

onde 7Z(N) normaliza (2.36) para garantir que o valor do salto correspondente a
descontinuidade de salto localizada é precisamente recuperado. Isto é alcangado
impondo-se Z%[0¢](x)|.=¢ = 1. Neste caso, de (2.33), dixgj‘\,[f] () =~ dW§(z — &),
fornecendo

™

) = [WRE = &) AWR@)l—e = - /_ (@) 237
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onde usa-se a periodicidade e a antissimetria de dW g (z). Portanto, de (2.32), obtém-

P EOIE

Também pode-se implementar (2.36) na forma padrao do método de concentragao.

se

Primeiro, escreve-se

~ A 1 4

Z5R = o [ ZRIfE) exp(ikr) dr
_ 7%2(:[ ) /_ 1 (d%g;'v[ 1] * dW]‘\’,) (7) exp(—ikr) dr

_ zY) /W VW %gj'v[f](x)de\’,(T _ x)dx} exp(—ikt) dr

—g0 (25311 [ gt exp(ikn

—T

= g sign®) o (51 ) ki [ awg o exo(-ibn) d

—T

para k # 0. A penitltima linha segue da periodicidade e a ultima linha segue pela

diferenciagao de (2.3). Entao

N
Z311(x) = Y (ZRIi explikz)
g
N K
= Z sign(k) o? <N) frexp(ikz), (2.39)
gl
onde 0% (%) ¢ definido como

S

o? (W) = iv%(N) a(%) k/_: dW (1) exp(—ikT) dr
- _Z;V_ 7}2"7(%”2 g(%) /_: %léa<%> exp|—i(l — k)| dr
140

k [0<I_JI\€7|. }2 (2.40)

il ) . Implementa-se diretamente

z[=

para qualquer fator de concentracao admissivel O'(

(2.39) na pratica.
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2.4.3 O Método de Concentracao “Matching Waveform”

Combinado

Como demonstrado ao longo do artigo [12], o método de concentragdo min-
mod (2.13) é eficaz porque explora a variedade de padrdes oscilatérios e taxas de
convergencia encontrados em diferentes waveform de métodos de concentragao. Os
fatores de concentragao introduzidos nas Subsecoes 2.3, 2.4.1 e 2.4.2 aumentam essa

variacao. Portanto, pode-se combinar todos os métodos discutidos e computar-se

SMZy[f)(x) := minmod (S31f](x), .., S /1), M [f)(a). ...,

MEF[f)(@), Z3H (@), - Z55 (1)), (2.41)
onde o1,...,0x podem incluir os varios fatores de concentracao filtrados e nao fil-

trados. Naturalmente, nem todos os fatores de concentracao precisam ser incluidos.
A diferenca entre (2.13) e (2.41) é que, no tltimo caso, fatores de concentragao zero

crossing matching waveform sao incluidos, e estes podem nao ser admissiveis.

2.5 Método de Wei, Martinez e De Pierro

Apresentamos aqui o método de deteccao de continuidades proposto por
Wei, Martinez e Pierro [28]. Primeiro exibimos o Teorema 2.2 (conforme [29]) que
é a base do método. Em seguida, mostramos o desempenho do método para dados

espectrais exatos.

2.5.1 Primeiras aproximacgoes para os pontos de descon-

tinuidade

Wei, Martinez e De Pierro aproveitaram a presenca do Fenomeno de Gibbs
na férmula de reconstrucao de grau zero para o caso em que algum dos pontos de
descontinuidade nao coincide com algum né da malha uniforme. Com base nisso,
derivaram a expressao matematica que permite determinar aproximacgoes precisas
para estes pontos com um baixo custo computacional. A descoberta consistiu em
entender a capacidade do ponto inicial apresentado no Teorema 2.2 (ver [30]) de
melhorar significativamente os resultados do método de Gelb e Tadmor [10, 11].

Considere-se uma fungao f(z) definida em [0, 1], estendida de modo a ser
periddica e, assim, seccionalmente suave. Suponham-se conhecidos os seus coefi-
cientes de Fourier. Sabe-se que, se f é analitica e periddica, entao sua soma parcial
de Fourier converge exponencialmente com o tempo [13]. No entanto, quando f(z)
é descontinua e/ou aperiddica, a convergéncia para f(z) é muito lenta e o fenémeno
de Gibbs ocorre.

Sejam oy um filtro, N um nimero inteiro positivo grande (em geral, N = 2¢,
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com t positivo e inteiro), z; = j/N, f; = f(x; + ) para j =0,1,--- ,N — 1, onde
0 <6 < 1/N é uma constante. Os pontos {z;}_; sdo chamados de pontos de né.

Entao, o método

N/2-1

g9; = Z O-kfkei2k7r%7 j = 07 e 7N - ]-7 (242)
k=—N/2

converge para f(z; + J) mais rapido do que a soma parcial de Fourier quando f(z)
é descontinua ou nao periddica. Métodos de filtragem para melhorar a taxa de
convergéncia, que consistem na aplicagdo de um filtro (o) conforme a equagao
(2.42), sdo mais estaveis e menos caros computacionalmente do que os métodos
descritos em [14].

A fungao 0 de Kronecker serda denotada por ¢;;, e o dominio de f(z) serd
extendido para todo o R, definindo f(z + ¢N) = f(z) para qualquer ¢ inteiro e
z € [0,1). Assim, se f(1) # f(0), diz-se que f(z) é descontinua em x = 0. Serd
denotada por F = {{f;}jez |f; = fj+n, Vj € Z}. Para a fungao f, valem as
seguintes hipdteses:

Hipoéteses:

i. f é uma fungao real de z definida em [0, 1];

ii. Seja Z ={z,---,21}. Parax e (0,1) ex ¢ Z, f'(z) e f"(x) existem, e

sup [f'(z)] = Cy < oo,  sup|f’(z)] = Co < o0;

¢t Z ¢t Z
iii. 21,---, 21 sao bem separados, isto ¢, N min, d,, 4 > 1, onde ¢ ¢ obtido de
modo que z,, ¢ 0 né mais préximo a z;, [ = 1,---, L. Além disso, |f(z") —

fEO> %

Teorema 2.2 Suponha-se que f é uma funcdo satisfazendo as hipoteses anteriores e
que sao conhecidos os N coeficientes de Fourier fk de f, parak = —N/2,--- /N/2—
1, com N par. Paral = 0,1,--- /N — 1, define-se o conjunto de nés v; = [/N,
e denota-se f; = f(n;) com n; = x; + 5%. Suponha-se que N > L e Z =
{z1,---, 2z} & {zo, 21, - ,xn_1}. Sejam g;, para j = 0,--- N — 1, as aprozi-
macoes para os valores pontuais da fungao obtidos através da formula de recons-

trugao de grau zero:

g = o fi. (2.43)

Define-se oy = N(z — ) paral = 1,--- L. Assim, para j prézimo a algum g,
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r=1,---,L, tem-se

TR f(am (—=1)7=r~tsen(ma,.) 1
= g1 =G~ ) T oG] 2an

Entretanto, para j distante dos q,, vale

9i — 9j-1 = O(%) : (2.45)

Prova. Inicialmente, ¢ necessario estimar a diferenca g; — f; em termos da magnitude
dos saltos da fungao nos pontos em que ela é descontinua. Se z € (x,,n,), entao

f(z) pode ser expressa, usando a expansao de primeira ordem, como

fl@)=flz)+ f(&)(x—2), & €(rgy,2), paraz e (r4,2),

fl)=f&)+ (&)@ —2), &€ (a,2q,), paraze (z,7,,)

Em particular,

Tg + Tg41

f‘n = f(77Ql) = f( 9 ) = f(zl—i_) + f,(QQ)(nqz - zl)? by € (Zl’xQH-l)-

A contribuicao de todos aqueles subintervalos que nao contém pontos de descon-
tinuidade para a estimagao do erro de aproximacao g; — f; ¢ muito pequena, mais
precisamente da ordem de O(#[Cldj_l + CyIn(N)]), como se pode observar através
do Teorema 1 de [29]. Assim, serd necessario estudar apenas o que acontece nos

subintervalos que contém os pontos de descontinuidade da funcao. Tem-se que

%71 L T
. q+1 .
5 fy= 3 oty [ e ) — f,)de
k=—4 =1 " %q
1 _
+ O (m [Cldj ! + CQ IH(N)]) .

Fazendo-se uso da expansao de primeira ordem para f, obtém-se

N
L 51

g; — fj = Z [f(z;r) — f(Zl_)] Z 0-1(40) /qu o2k (zi—2) 1. 1A,
k=—2 Z

=1
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onde A satisfaz

N/2—1

Tq+1 ‘
Al < C1/ (|lx — 2| + |y, — x|) Z 0120)622]4”(9%'*1) de

@ k=—N/2

+0 <% [Chd; !t + Cs ln(N)]> :

Para = € (x,,24+1), aplicando o Lema 1 de [29], pode-se estimar

T .
Nj2—1 5 para j = qi,
Z 0 12k7r (xj—x) <
h=—N/2 L+ 2 o paraj #q.
2 2n; —
Assim,
\A[<(9( Clzd + CyIn( )D
e, entao,
L g1 24
5 b= UG ~ 1G] Y ol [ e g
=1 k= % z
1 _
+0 (ﬁ CrY _d;' +Cy 1n(N)D

Foi suposto até agora que 2, € (x4, 7,,), mas deve-se observar que as contas anteriores
continuam sendo validas para z € (1y,-1,%,). Geralmente, quando x, é o ponto
mais préximo a z;, para l = 1,---, L, e denotando oy = N(z — ) e 1r; = (g; —

fj) - (9;‘—1 - fj—l), tem-se que

L J-1
n= UG = S 3 ol ey [ e gy
=1 k:—% 2l
1 o
J-1
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Utilizando-se do fato que

81

ke _ sen(Nz/2) it/
i sen(z/2) ’
-2

obtém-se que

1 & o | (=1 e sen(mray) —im(j —q — o)
= D) S0 | (g exp(ZTL ) v,

Da expressao acima, como f; — f;_1 = (’)(%) para os subindices j que estao

longe dos ¢;, tem-se

1
%—%AZE—EA+QZOGQ~

Pode-se agora expressar a variagao entre valores consecutivos da funcao em
termo das amplitudes dos saltos nos pontos de descontinuidade.

Para j = ¢,

o = Fues = 50 = 1)+ ().
entao

= et = o = Fyerb gy UG = 1G] | =0 ep () =
SGH( )

ol

~ 0 - £ 25 o)

Se j # ¢, sendo |7 — ¢.] um nimero inteiro muito pequeno,

fi— i1 = 0(%)
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e, assim,

65— Gy1 = fy = fia + 5 ()
_ (=17 tsen(ra,) —in(j — g — ) 1
- f(zz )] son (F(j—?\;—m)> exp< N > +0 <N>

=1f(z") — f(z (=1~ 'sen(may) l
— 16D - S ) o)

Portanto,

() — f(a (—=1) "% 1 sen(ma,) 1
0= g =) - 1) S I oL

O

Corolario 2.3 Os pontos de descontinuidade z, podem ser aproximados através das

eTpressoes
(1)
r 1
zT:xr—l——%—O(—) (2.46)
q N(1 _i_%g)) N2
ou (2.47)
(2)
r 1
z,n:xr_—m(_), (2.48)
TNy N
onde
77(‘1) = g‘h‘f‘l - gCIr e 77(‘2) = gLI'f_l - g(h"_27 (249)
g(Ir - qu—l gqr - qu—l

observando-se as mesmas hipdteses do Teorema 2.2.

Prova. Usando-se o resultado do Teorema 2.2 para o caso particular em que j =

qr + 1, tem-se

Gurt = 90, = [F() = F () % + 0(%) ,

e para j = ¢, — 1,

B _\, sen(may.) 1
1 =2 = =) = ) S s+ 0 (N> |

Através do quociente entre estas expressoes, obtém-se

— o 1
A = 9or+1 — Gar _ I (’)(—) 7
g‘ZT' - qu—l 1 - Qp
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logo
(1)
Ir 1
r = Ol=)=N T
) 1 -y ! <N) Gr = )
e, portanto,
(1)
Tr 1
zrzxﬁ—w(_).
Ty (1+ 77(1)) N2
Analogamente obtém-se a expressao para 752). [l

2.5.2 Consideragoes sobre a determinacao dos z,,

H& dois casos a considerar, partindo-se da defini¢ao de «,., com 0 < |a,.| <

1/2:
1
i. la.|=0(=);
i |, <N>
i o] > 1
ii. |a, —.
N
Fazendo-se a andlise de cada caso, tem-se:

sen(may,.)

(i) Como a, é “pequeno”, entao ~ 1 e, assim,

T,

gqr_gqr—lzf(zj)_f(ij)‘l'o(%)»

1 .
9q; — 9q;—1 = O(N) ) J 7£ dr,

logo 'y,gl) = O(Jiv)
(ii) Para s = —1, 0, 1, tem-se que

sen(may.)

9arts = Garrsal = 1F(z7) = f(27)] (o, +5)

1
o=
A maior de tais diferencas ocorre quando s = 0, no entanto, as demais nao sao mais
(9(%) Observando-se que

(95 — 9j-1)(gj+1 — g5) <O, J# ¢ —1, q,

(gQT""l - gQ'r)(gQT_l - g(J7-—2) < 07
(9¢, — 94.-1)(9g,+1 — gg,) > 0 ou
(gQT - gQT*1>(gQT*1 - g@r*2> > 07

) (

. . 1 2 (o .
pode-se determinar ¢, e z, por meio de %E e Yr ). HA trés casos possiveis:

. 1 2
g = ot ~ 91— 9a] = AW~ e 4P~ 1y
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i 100 —ga ~ g —gpal = A~ 13 e e

ili. |gg — gg—1| tnico maior valor na vizinhanca de j = ¢, = ]'yﬁl)] <
Le || <1;

A partir destas trés situagoes pode-se determinar, unicamente, o subindice
qr, para entdo estimar o ponto de descontinuidade z, na equagao (2.48), através de
%Q) e da definicao de «,. Assim, é possivel determinar uma aproximacao para oS
pontos de descontinuidade, com erro (’)(ﬁ) Entao, tem-se entao o método imple-

mentado através do seguinte algoritmo:

ALGORITMO: Pontos Iniciais

N/2

Dados os NN coeficientes de Fourier {fk ke N /27

i. Calcular g; = FFT(U,(CO)fk) para j =1,2,..., N;

1. Calcular

dif(j) = |gq; — 9¢;—1| para j=2,3,... N,

para determinar o ponto da malha mais préximo ao ponto de
descontinuidade, filtrando os da (9(%) e tomando o maximo

entre os demais;

iii. Para cadar =1,..., M, calcular a aproximagdo

(1)(7") _ 9¢-+1 — 9, .

f)/T' )
9q, = YGg.—1
iv. Se 00
oy = % < 0, 5,

calcular a aproximagdo inicial para o ponto

de descontinuidade z,, dada por

v. Se o, > 0,5, descartar o candidato.

2.5.3 Algumas ponderacoes sobre o método

Na implementagao do algoritmo é preciso determinar a separacao minima
permitida entre os pontos de descontinuidade, como em qualquer método de loca-

lizagao de singularidades a partir de dados espectrais de Fourier.
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Eventualmente, o algoritmo pode detectar um nimero M maior que o
nimero L de pontos de descontinuidade realmente existentes, dependendo do valor
escolhido inicialmente para tomar a variagao nos g; como salto. No entanto, isto
nao representa um problema ao se aplicarem os algoritmos de reconstrucao. E im-
portante que todos os pontos de descontinuidade sejam detectados.

E interessante comparar o método de Wei, Martinez e De Pierro com o de
Gelb e Tadmor [10]. A diferenca g; — g;—1 estd relacionada com a soma parcial

conjugada generalizada,

N/2

S ) 1 2|k r ikmx
$ulfl@) =in S sign(k) e(%) fo ik
k=—N/2
da seguinte maneira:
N/2—-1
g — gj-1 = Z (621k7rxj _ eszwzj,l) U]gO)fk
k=—N/2
N/2-1 .
— Z 2km f, e2ikme;
k=—N/2
N/2—-1
) 3 2|k| £ 2ikmx;
=7 Z sign(k) H(T) fr e2ikmes,
k=—N/2

Assim, pode-se observar que a diferenca g; — gj_1 corresponde & soma parcial conju-
gada generalizada da funcao f, com fator de atenuacao polinomial de grau 1, isto é,
O(x) = z. No entando, o resultado do Corolério 2.3 possibilita o refinamento deste
valor através da férmula (2.48). Além disso, o método de Wei, Martinez e De Pierro
tem a vantagem de poder encontrar o nimero exato de pontos de descontinuidade,
0 que nem sempre acontece o método das somas parciais conjugadas.

As aproximagdes iniciais dadas por (2.48) podem ser escritas em termos das

somas parciais conjugadas generalizadas. Como

9i — 9i—1 = S’?\T/Q[.ﬂ () — fN/z(—l)j7

tem-se que

() = Jartl = Gar _ S8 ol (g, 1) = frvja(=1)+
9¢r — 9gr—1 S%/Q[f](xqr) — fN/2(_]_>qr ’

Logo ) A
w, = T4 + 1 o S?Y/;[f](xqurl) — 7/-7"':];]\/'/2(—1)(17""!‘1
N SN/2[f](~TqT+1) + SN/2[f](xqr)

Outros fatores de atenuacao (exponencial, trigonométrico, ...) podem ser usados
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nesta expressao.

2.6 Meétodo de Mhaskar e Prestin

Apresentaremos a seguir o método de deteccao de descontinuidades desen-
volvido por Mhaskar e Prestin [21], com base na decomposi¢ao de uma fungao sec-
cionalmente diferenciavel em suas partes continua e descontinua. E necessdria uma
caracterizagao dos espagos locais de Besov de fungoes peridédicas em termos de ope-
radores polinomiais trigonométricos.

Se f: R — R é uma funcao 2m-periddica, (Lebesgue) mensuravel, integravel

em [0, 27], os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

2m
(k) = 2i F(t) exp(—ikt)dt,  k=0,41,42 .- (2.50)
T Jo
Sabemos que
lim " f(z) — Z 1—m f(k) exp(ikz)| dz =0
n—oo [q n p o

|k|<n

e, portanto, a sequéncia de coeficientes de Fourier determina a funcao unicamente.
No entanto, uma vez que a determinacao dos coeficientes de Fourier requer o conhe-
cimento da funcao ao longo do intervalo de periodicidade, um problema interessante
¢ obter informagoes sobre o comportamento local da funcao, dada a sequéncia de
seus coeficientes de Fourier, isto é, construir polinomios trigonométricos fornecendo
“localizacao tempo-frequéncia”. Pois, em geral, ocorre que, quando um operador
é bem localizado no dominio do tempo (definido em um intervalo limitado), é mal
localizado no dominio da frequéncia; e se é bem localizado na frequéncia, isto nao
acontece no tempo. Operadores com localizacao tempo-frequéncia sao bem loca-
lizados tanto no tempo quanto na frequéncia, permitindo assim uma andlise mais
apropriada.

Uma demonstragao das propriedades de localizacao destes operadores é sua
capacidade de localizar singularidades (descontinuidades de salto em derivadas de
diferentes ordens) de fungoes seccionalmente suaves. Em [22], foi estudada uma
classe muito geral de operadores da forma f —s 3 gpnf(k)exp(ik-). Foi feita
uma precisa conexao entre os fatores gy, ¢ a capacidade do operador de detectar as
singularidades da funcao. Tipicamente, os fatores gy, sdo da forma g(k/n) para uma
funcao g adequada, e a localizacao tempo-frequéncia dos operadores é determinada

pela suavidade e pelo suporte da funcao g.
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2.6.1 Espacos de suavidade local

Se A C R é Lebesgue mensuravel, e f : A — R é Lebesgue mensuravel,

eSCrevemos
{[ilf@pFda}”, se 1<p<oc,
[fllap =
ess sup | f(z)], se p= 0.
teA

A classe de funges mensuraveis f para as quais || f||4, < 0o é denotada por LP(A),
com a convencao padrao de que duas fungoes sao consideradas iguais se elas sao
iguais para quase todos os pontos (isto é, iguais exceto num conjunto de medida
nula) em A. A notacdo X?(A) denota o espago LP(A) se 1 < p < oo, e 0 espago
de fungoes uniformemente continuas e limitadas em A (munidas da norma || - ||4.«)
se p = oo. Na sequéncia, simplificaremos a notagéo escrevendo || f||, no lugar de
[ ll02eis

Se I =la,b] CR, e f € LP(I), definimos o médulo de suavidade de f para
0<d<(b—a)/rer>1inteiro por

kzi%(—n’“—’f (;)f(- + kt) (2.51)

[a,b—r&] P

Se § > (b—a)/r, é conveniente definir wy . ,(f,d) := min|| f — P||r,, onde o minimo
¢ tomado sobre todos os polinomios algébricos de grau no maximo r — 1. Sejam
1<p<o0,0<p<oo,a>0,eromenor inteiro maior que o. Para I = [a,b] C R,

e f € LP(I), escrevemos

n=0

1 ll1,p, 00 == (2.52)

sup  2"wr ., (f,277), se p=o00.
n>0,n€EZ

oo 1/p
{Z(2”aw1mp(f, 2_”))"’} : se 0<p<oo,

Se zg € [0,27], o espago local de Besov B, , o(%o) consiste das funges f € XP
satisfazendo a seguinte propriedade: ha um intervalo I nao degenerado, centrado
em o, tal que || f]|7,p, p,o < 00. O médulo de suavidade, wy,,, ,, ¢ 0 médulo aperiédico
de suavidade, apesar de B, , (7o) consistir de fungoes periédicas. Mais informacoes
sobre os espagos de Besov podem ser encontradas em [7, 25].

A seguir, serao discutidos alguns dos operadores polinomiais trigonométricos.
O ponto inicial é construir operadores que fornecem uma “boa aproximacao”. Para
x > 0, a classe de todos os polinomios trigonométricos de ordem no maximo x sera

denotada por H,. Para f € X? e x > 0, o grau de aproximacao de f de H, ¢é
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definido por

Ezp(f) = min [|f =T, (2.53)
Uma sequéncia de operadores lineares U, : X? — Hyn, n = 0,1, -, serd chamada

uma sequéncia de boa aprorimacgao (para X?) se U,(T) = T para cada T € Han-1, €
sup,,>o [|Un(f)|lp < ¢l f]l, para alguma constante ¢ > 0, dependendo somente de p e
da sequéncia de operadores. Sejam {U, } uma sequéncia de boa aproximagao, n > 0
um inteiro, f € X?, e T' € Hyn-1 satisfazendo ||f — T'||, < 2E9.-1 ,(f). Entao

1f = Un(P)llp < Nf =T = Un(f =T)llp < (c+ DIIf = Tllp < 2(c+ 1) Epn,(f)-
Portanto, temos
Eonp(f) SN = Un(Pllp < 2(c+ D Exnr p(f), feXP, n=0,1,---. (2.54)

A fim de construir sequéncias de boa aproximagao, consideramos matrizes
bi-infinitas da forma H = (hgan)g—o +1,42,.., onde hyon = 0 se |k| > 2". Para

qualquer matriz H, e f € X!, definimos

W(H, ;) Z I, an ) exp(ikz), re€R, n=0,1,2,---. (2.55)

kEZ

E conveniente definir o(H, f) = 0 se ¢t < 0. Notamos que para f € X', 0,,(H, f) €

Hyn, e com
®,(H, )= Z hi, on exp(ikz), z € R, (2.56)
keZ
temos
on(H, f;x) / )P, (H,z —t)dt, r e R. (2.57)

Uma matriz H serda chamada uma ”"matriz de somabilidade didadica”” se
hi on = 0 para |k| > 2™, hy on = 1 para |k| < 2"*!) e existe uma constante Ay tal

que

> |klhs,on — 2hpgr, 20 + hion| < A <00, m=0,1,2,---. (2.58)
keZ

A seguinte proposi¢ao, cuja prova pode ser encontrada em [21], resume algumas
das propriedades dos operadores o,(H, f). Adotamos a seguinte convencao sobre as
constantes: as letras c,cy,--- denotarao constantes positivas que podem depender
de H, p, p, a, e do paramentro ¢ depois de introduzido abaixo, e de outras quanti-
dades indicadas. Seus valores podem ser diferentes em diferentes ocorréncias, mesmo

dentro da mesma formula.

Proposicao 2.4 Seja H uma matriz bi-infinita.
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i. Se (2.58) € satisfeita, entao

sup || @, (H)|; < 0. (2.59)

n>0

1. Se H é uma matriz de somabilidade didadica, entdo a sequéncia de operadores

{o,(H)} € uma sequéncia de boa aproximagao para cada X?, 1 <p < 0.

1. Sejam q > 1 um inteiro e

g+1 1
Z Z(_1>e (q 14 )thrf,Qm < CZ?m(I? m = 1727 Tt (260)
kez | ¢=0
Entao
C1
|D,(H,x)| < Yz mod ZaiT” x # 0 mod 27, z € R, (2.61)

Dizemos que uma matriz de somabilidade diadica H esta na classe S? se a
condigao (2.60) é satisfeita.
O objetivo desta secao é esclarecer a relagao entre espacos locais de Besov

e o comportamento dos operadores

To(H, [) := on(H, f) = on-1(H, f) (2.62)

proximo ao ponto em questao. Esse comportamento serd descrito pela condigao
de que certas normas do operador pertencem a uma versao sequencial dos espacos
de Besov, que definiremos a seguir. Para uma sequéncia a = {a,}32, e nimeros

a, p > 0, escrevemos

00 1/p
{z<2m|an|>p} s O<p<oo,

n=0

lallp,a = (2.63)
sup 2" a,, se p=00.
n>0,n€Z
Dizemos que a sequéncia a estd no espago b, o se ||al|,, o« < 00. Deste modo, f €
By, p,a(x0) se e somente se a sequéncia {wy . ,(f,27")} € b, o para algum r > a e [
intervalo centrado em xg.
O teorema mais importante aqui é o que segue. Sua prova pode ser encon-
trada em [21].

Teorema 2.5 Sejam 1 < p < oo, f € XP, 9 € [0,27], a > 0, ¢ > max(1,«) um

inteiro, 0 < p < oo, e H € §9. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i. f - B ,p,a(x())-
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ii. Existe um intervalo I, centrado em xg, tal que a sequéncia {||7.(H, f)||1.,} €
b

p, ot

1. Fxiste um intervalo I, centrado em xq, tal que para cada fung¢ao ® infini-
tamente diferencidvel, com suporte em I (e estendida como uma funcao 27-
periddica), a sequéncia {||7,(H, f®)|,} € bp.a-

Observamos que as fungoes 7,(H, f) € Ha» s@o polinomios trigonométricos
de ordem no maximo 2", e sao de frequéncia localizada, no sentido de que os coefi-
cientes de Fourier TTTH,\f )(k) sao iguais a zero exceto quando 2”72 < |k| < 2". O
Teorema 2.5 demonstra que elas também sao de tempo localizado. A equivaléncia
entre as partes (ii) e (i) mostra que o comportamento de 7,(H, f) préximo a um
ponto depende somente das propriedades de suavidade de f proximo a tal ponto. A
equivaléncia entre (iii) e (i) mostra que o comportamento global do operador, cons-
truido somente de valores de f préoximos a um ponto, é determinado inteiramente
pela suavidade de f préximo daquele ponto. Entao, a suposicao a priori de que
f € XP? nao é necessaria neste contexto; os espacos locais de Besov sao caracteriza-
dos pelo comportamento global dos operadores com base nos coeficientes de Fourier
de f® no lugar dos de f.

A seguir, discutiremos uma versao discretizada do Teorema 2.5, no sentido
de que as normas LP nas partes (ii) e (iii) acima serdao substituidas por normas
discretas adequadas, e também no sentido de que os operadores serao avaliados
usando os valores da funcao em vez dos coeficientes de Fourier.

Para este fim, primeiro introduzimos mais algumas notacoes. Se v é uma
medida com sinal em [0, 27|, denotamos sua medida de variagao total por |v| (ou
|dv| no contexto de integragao). Se f é uma fungao v-mensurével, e A é um conjunto

v-mensuravel, escrevemos

(L PP de]} se 1< p< oo,

1flla,0,p = (2.64)

max , se = 00,
e max  F(l p

onde supp é o suporte, no caso, {z € A | v(z) > 0}. Como antes, escreveremos
I fllv,p == I flloz2x],0,p- Uma medida com sinal v serd chamada uma medida de

quadratura M-Z de ordem N se cada uma das seguintes condigoes é satisfeita:

ITlvp <clTllp, T eHy, 1 <p<oo, (2.65)

/T(t) dv(t) = % /027r T(t)dt, T € Hy. (2.66)

Quando o suporte de v é um conjunto finito, a desigualdade (2.65) é chamada
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uma desigualdade de Marcinkiewicz-Zygmund. E provado em [20] (Corolario 4.1 ¢
Proposicao 3.4, com a estimativa (4.9) em [20] conforme alteracdo na Errata) que

se C é um subconjunto qualquer de [0, 27], e

sup min |e” —e¥| < ¢/N
zel0,2n] YEC
para uma constante ¢ > 0 absoluta suficientemente pequena, entao existe uma
medida de quadratura M-Z de ordem N, com suporte em C.
O teorema a seguir é analogo ao Teorema 2.6, onde as normas dos operadores

sao substituidas por suas normas discretas.

Teorema 2.6 Sejam 1 < p < oo, f € XP, xy € [0,27], a > 0, ¢ > max(1,«)
um inteiro, 0 < p < oo, e H € S1. Para cada inteiro n > 0, seja v, uma medida

(possivelmente com sinal) de quadratura M-Z de ordem (2"). Entdo

F= Yl ) =Y [ L@ (H =) =0 — )} 1), (267

com a série convergindo no sentido de XP. Além disso, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

i. f - B ,p,oz(x())-

it. Eziste um intervalo I, centrado em xo, tal que a sequéncia {||,(H, f)
b

p, ot

1. FExiste um intervalo I, centrado em xq, tal que para cada funcao ® infini-
tamente diferencidvel, com suporte em I (e estendida como uma funcao 27-

periodica), a sequéncia {||7,(H, fP)||v,.p} € by a-

No caso em que v, tem suporte em um conjunto C, finito, a equagao (2.67)
mostra que {7,(H, f,£)}eec, é uma sequéncia de coeficientes em uma expansao em
série de f. O Teorema 2.6 fornece a caracterizacao dos espacos locais de Besov
em termos dos valores absolutos destes coeficientes. Agora voltaremos a atencao as
propriedades de localizacao dos operadores definidos usando as medidas discretas v,.
De fato, uma vez que as avaliacoes nos pontos sao definidas somente para fungoes
em X, o teorema seguinte sera estabelecido apenas para normas do supremo.

Seja H uma matriz de somabilidade diadica, para n = 0,1, -+ , v, uma
medida de quadratura M-Z de ordem (2"), C, := supp(v,). Para uma fungao f

vp-mensuravel, definimos

D(H, f.2) / £(t) ) v (8). (2.68)
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Claramente, o2 (H, f) € Ha.. Notamos que o operador o | (H) é definido usando
a medida v,. O teorema a seguir fornece uma caracterizacao dos espacos locais de

Besov em termo das diferencas
Tf?(Haf) = 0-1?<H7f)_0-7?71(H7f>' (269)

Notamos mais uma vez que no caso em que C, é um conjunto finito, o polinémio
trigonométrico 7 (H, f) € Hyn é definido usando um ntmero finito de valores da

funcao f.

Teorema 2.7 Sejam f € X, zo € [0,27], a > 0, ¢ > max(l,«) um inteiro,
0<p<oo,eHeS! Para cada inteiro n > 0, seja v, uma M-Z medida (possivel-
mente com sinal) em quadratura de ordem (2"). Entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. f € Boo,p,a(-%'0)~

i. Existe um intervalo I, centrado em xg, tal que a sequéncia {||7P(H, f)||1.} €
b

p, ot

1. Fxiste um intervalo I, centrado em xq, tal que para cada fung¢ao ® infini-
tamente diferencidvel, com suporte em I (e estendida como uma funcao 27-
periddica), a sequéncia {||TP(H, f®)|loc} € by, a-

w. Erxiste um intervalo I, centrado em x, tal que a sequéncia {|| 72 (H, f)|l1.0,.00} €

b

P,

v. Fxiste um intervalo I, centrado em xq, tal que para cada funcao ® infini-
tamente diferencidvel, com suporte em I (e estendida como uma fungdo 27-

periddica), a sequéncia {||T°(H, f®)|l,..00} € bpa-

2.6.2 Exemplos Numéricos: Expoentes locais de Lipschitz

Nesta subsecao, discutiremos alguns exemplos numéricos para ilustrar a
teoria apresentada anteriormente, bem como em [22].

A regularidade de um sinal se avalia habitualmente mediante os expoentes
de Lipschitz ja que, de alguma forma, tais expoentes fornecem uma medida da dife-
renciabilidade da funcao.

Seja n um inteiro positivo tal que n < a < n + 1. Diz-se que uma funcgao
é lipschitziana de ordem « se, e somente se, existem duas constantes, A e hg > 0, e

um polinémio de ordem n, P,(t), tal que para h < hg, tem-se

|f(to + h) — Fu(h)] < Alh|*.
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A regularidade lipschitziana de f(t) se caracteriza mediante o limite superior do
expoente a na desigualdade acima. Se o expoente de Lipschitz é inferior a unidade
em um ponto, entao se diz que a fungao é singular em tal ponto.

Uma funcgao limitada em um instante ¢, mas descontinua em tal instante, é
lipschitziana de ordem zero. Se o < 1 em t, entao f nao é diferenciavel em t e este
exponente « caracteriza a medida da singularidade.

Como conclusao, a informacgao que se pode extrair dos expoentes de Lips-
chitz se refere a diferenciabilidade de uma funcao e define se a derivada de ordem «
esta limitada, mas nao a continuidade da mesma.

Seja o um numero real nao inteiro e [a,b] C R. A fungao f é dita uniforme-
mente lipschitziana de ordem « no intervalo |a,b[, se e somente se sua primitiva
¢ uniformemente lipschitziana de orden o + 1 em tal intervalo. Notemos que esta
definicao é global ao referir-se a intervalos e nao a pontos.

Passaremos a denotar Be oo, o (o) por Lip(a, o).

Exemplo 2.8 Consideramos a funcgao

|z — |12, se /2 < x < 3m/2,
f(x) = Q)+ (7/2)'2 + |z — = /2|4, se 0<x<m/2 (2.70)
(m/2)Y2 + |x — 3m /234, se 3m/2 < x <2,

onde Q € um polinomio quadrdtico que faz a funcdo continuamente diferencidvel
em 0, 27, quando estendida como uma funcao 2mw-periodica. Claramente, f €
Lip(1/4,7/2), f € Lip(1/2,7), e f € Lip(3/4,37/2).

Para analisar esta fungdao, consideramos a fungao h definida por

h(z)= Y M:(l4z—j+7/2), x>0

j=—10

Lembramos que, para ¢ > 1, a B-spline cardinal de ordem q € a funcdo

definida por (conforme [6])

1, se 0<o <1,
My (z) := { .
0, caso contrario,
1
M,(z) = | [eMy_1(z) + (¢ —x)Myr(x—1)], q>2. (2.71)

A funcgao h €5 vezes continuamente diferencidvel em R, h® € uma funcdo
seccionalmente constante, h(x) =1 se |x| < 1/2, e h(x) = 0 se |x| > 1. Portanto,
H = (h(k/2")) estd em S®. Neste exemplo, os coeficientes de Fourier de f sao
simplificados e entao aproximados com precisao suficiente usando Matlab, e as nor-
mas do supremo sobre diferentes intervalos sao aproximadas com exatiddo suficiente

(107%°). Seja t = w/8. Para encontrar o valor do expoente de Lipschitz em um
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ponto xqy, computamos a quantidade

HTH(Hv f)” [xo—t, To+t], 00 )

Alest 1= log (
2 H7h+1(}{>f)H[mofmxg+ﬂ¢n

e obtivemos os sequintes valores:

’ H Qest(n, T/2) \ Qest (1, T) \ Qest (1, 3m/2) ‘
0.27220 0.577207444 0.794
0.24239 0.502889989 0.709
0.24484 0.499999986 0.713
0.24693 0.500000048 0.720
0.24818 0.500000002 0.725

©O|oo| || o I

Assim, como a < 1 em 7/2 e em 3w/2, temos que f nao € diferencidvel

nestes pontos, e este expoente o caracteriza a medida de singularidade.

2.6.3 Deteccao de singularidades

Nesta secao, serd conveniente tratarmos [—m, 7| como o dominio bésico de
definicao de funcgoes de periodo 27. Dizemos que uma funcao f : R — C, 27-

periddica, é seccionalmente R-suave se existem pontos
T =Yo <Y< <Yn=T7

tal que a restrigao de f a (y;, yir1), para 0 < i < m—1, é R vezes continuamente dife-
rencigvel, e f)(y;+) e f)(yi11—) existem (sdo finitas) para 0 < r < R. Qualquer

funcao satisfazendo tais hipdteses pode ser escrita na forma canonica

fla)y=>" Z 2o To(z —y;) + F(z), z€R (2.72)

onde z;, € C, F' ¢ uma funcao 2m-periédica R vezes continuamente diferencidvel em

R, e as fungoes I',. sao definidas por

Lo)= Y (ZZ)—H r €R. (2.73)

keZ\0

Na representacao (2.72), y; serd chamado uma singularidade de ordem ¢ de f se

¢ = min{r | z;, # 0}. Em [22] foram estudados operadores da forma

2" —1

g fr) = 3 g(ﬁ) F(k) explikz), (2.74)

2n
k=0

onde g é uma funcao convenientemente definida, e f é uma funcao com valores em

R, seccionalmente R-suave. Notamos que 71 (g, f) utiliza somente os coeficientes
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f (k) para valores positivos de k. Como f tem valores em R, estes ja contém toda
a informagao necessaria. Além disso, os resultados em [22] indicam que estas trans-
formagoes “unilaterais” sao mas adequadas para revelar as singularidades de diferen-
tes ordens, pares ou impares. Embora alguns exemplos numéricos sejam discutidos
em [22] sobre o uso destes operadores na detec¢do dos pontos y;, vale a pena dis-
cutir algumas informacgoes adicionais que tém sido levantadas em conexao com este

problema nos ultimos anos.

ALGORITMO

Para encontrar as singularidades, executamos os seguintes passos repetidamente:

1. Calcule

To = arg maX'ﬂf(Qa f,.T)’

ii. Encontre

mi =g, foxo)l,  ma = n4 (g, fao)l.

1i. Calcule

P
r = round [log2 (@)] , d = M‘
m

iv. Redefina »
d exp(—ikxg)

itk = J) ~ =



Capitulo 3

Testes Computacionais

Neste capitulo sao realizados testes computacionais, fazendo-se algumas ob-

servacoes e comparagoes entre os métodos descritos anteriormente. Ilustramos al-

guns exemplos geometricamente.

3.1 Os Métodos de Concentragao

Nos experimentos numéricos que se seguem, foi escolhido f§ = m, p = 1,
a =6, e e=1/N correspondendo a (2.8), (2.9) e (2.10), respectivamente.

O seguinte exemplo simples mostra que o método de concentragao é capaz

de determinar multiplas descontinuidades de salto:

Exemplo 3.1

;

1
3 cos(3z) + 3

4
1+ 222

sen(z) cos<7§> |

A funcao salto correspondente € dada por

\

(6 — 5r?
4 4 272’

4 — 27?
2472’

— 1

V2

0,

\

A Figura 3.1 ilustra este exemplo.
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As Figuras 3.2, 3.3 e 3.4 mostram o resultado da aplicacao do método de concen-
tragao (2.4) ao Exemplo 3.1, respectivamente com os fatores de concentragao (2.8),
(2.9) e (2.10). Pode-se observar que a funcao salto do Exemplo 3.1 ¢, de fato,

recuperada, quando qualquer um dos trés fatores de concentracao é usado.

3.1.1 Minmod

Cada fator de concentracao gera um padrao oscilatério diferente quando
se depara com uma descontinuidade. Tal fato pode ser aproveitado para melhorar
os resultados, aplicando-se o algoritmo minmod. A Figura 3.5 mostra a eficacia do
método de concentragao minmod no Exemplo 3.1. Em particular, vemos os beneficios
da aplicacao do procedimento minmod longe das descontinuidades de salto. As

oscilagoes sao significativamente reduzidas pelo minmod.

3.1.2 O Método de Concentracgao Filtrado

No lugar dos fatores de concentragdo dados por (2.8), (2.9) e (2.10), s@o
usados os fatores de concentragao filtrados. O algoritmo minmod (2.14) é entao
usado para melhorar a aproximacao da funcao salto.

A Figura 3.6 mostra o método de concentragao minmod (2.13) aplicado ao
Exemplo 3.1, usando os fatores de concentragao filtrados (2.15), para n = 0,1,2, 3,

onde os fatores originais sdo dados por (2.8), (2.9) e (2.10).

3.1.3 O Método de Concentracao “Matching Waveform”

As Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 mostram os signature profiles para os fatores de
concentragao dados em (2.8), (2.9) e (2.10). O padrao oscilatério observado préximo
da descontinuidade de salto claramente varia para cada waveform, assim como o
comportamento de convergencia longe da descontinuidade de salto. Ambos aspectos
sao explorados pelo algoritmo minmod em (2.13).

A Figura 3.10 mostra os resultados quando o minmod é aplicado ao método
de concentracao matching waveform, usando os fatores de concentracao (2.8), (2.9)
e (2.10).

3.1.4 O Método “Zero Crossing Matching Waveform”

E importante notar que o método zero crossing matching waveform nao
converge para a funcio salto, e portanto oZ(n) nao é admissivel. No entanto, seu
comportamento préoximo das descontinuidades de salto mostra que ele é 1til quando
combinado com outros métodos de concentragao no algoritmo minmod (2.14). Pode-
se notar que, enquanto a matching waveform converge para um unico pico na des-

continuidade de salto, a zero crossing matching waveform inclui dois outros picos
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adicionais de sinal oposto, com magnitudes proporcionais a [f](£), em cada lado da
descontinuidade. A localizacao desses maximos locais e seus valores correspondentes
sdo diretamente determinados de (2.39). A convergéncia nao uniforme de M$[f](z+
p) e de Z%[f](z + p) é explorada pelo algoritmo minmod. Como uma vantagem
adicional, vemos que zero crossing matching waveform é mais localizada, no sentido
de que é menor a distancia entre os zeros mais proximos da waveform adjacente a
descontinuidade de salto. Isto também pode ser explorado pelo algoritmo minmod,

e o resultado global localiza melhor o salto.

3.2 O Método de Wei, Martinez e De Pierro

Aplicamos o método de Gelb e Tadmor (com fator de concentragao poli-
nomial de primeiro grau) e o método de Wei, Martinez e De Pierro as seguintes

fungoes, com N = 128:

0, z €10, 0.1),
1, € (0.1, 0.2),
0.5, € (0.2, 0.51),
1.5, =z € (051, 0.8),
0, € (0.8, 0.92),
L 2, € (0.92, 1],
(2, € [0, 0.1),
—2z, € (0.1, 0.2),
37, € (0.2, 0.25),
T) = 3.2
PO=1 i re 025, 00, (32)
5z, € (0.6, 0.85),
| —6z, € (0.85, 1],
0.1e>*, 2 €0, 0.29),
0, € (0.29, 0.33),
fa(z) =< 3, € (0.33, 0.87), (3.3)
—1, € (0.87, 0.92),
L 0, € (0.92, 1],
(04, z € [0, 0.27),
0, € (0.27, 0.31),
fa(z) =3 25(x —0.6)2, =z € (0.31,0.6), (3.4)
37, € (0.6, 0.951),
( 0, € (0.951, 1].

As Figuras 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 mostram o desempenho dos dois métodos
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com estas fungoes. Em todos os casos, a tolerancia para a amplitude a ser con-
siderada como saltos é a mesma. Notamos que no caso de f; e fy, 0 método de
Gelb e Tadmor detecta mais descontinuidades do que realmente existem; enquanto
no caso de f3 e f;, o método de Gelb e Tadmor nao é capaz de detectar algumas
das descontinuidades. Por outro lado, o método de Wei, Matinez e De Pierro de-
tecta todas as descontinuidades para dados exatos, além de apresentar uma melhor
performance, nao somente para a deteccao de descontinuidades mas também para
estimar o tamanho dos saltos. Os experimentos com o método de Wei, Martinez e

De Pierro confirmam a ordem de aproximacao de O1/N2.

3.3 0O Método de Mhaskar e Prestin

Para ilustrar as questoes do Método de Mhaskar e Prestin, consideramos a

funcao:
cos) - (L)@t r<e< ]
cos(x — ) @t - TSw< -5,
1 1 1 s
flz) = < sen(m)—(;—§>x—;, |a:\<§, (3.5)
1 1 1 0
_ S (i s <<,
cos(x) (W 2)(3: ) — g ST

A funcgao f é seccionalmente 2-suave, com uma singularidade de ordem 2 em —m /2,
de ordem 1 em 7/2, e nenhuma outra singularidade de ordem menor que, ou igual
a, 2.

Os coeficientes de Fourier desta fungao sao dados por

(

0, k=0,
1+ 1
— - k=1
4 ’ﬂ" Y
F(k) = k
f(k) = ; I k(ik + 1) cos(%) (3.6)
— il =923 ...
. sen<2>+ 2] ; k 3y,
\ f(_k)7 k <0.

Para analisar a funcao f, consideramos a funcao ¢, dada por

g(x) := Ms5(10x — 5), (3.7)
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que é uma fungao trés vezes continuamente diferencidvel, com suporte em [1/2, 1].
Desta maneira, deve-se ter em mente que o operador 77 (g, f) usa somente 27!
coeficientes de Fourier de f.

As Figuras 3.12 e 3.13 mostram os gréficos de |7.F(g, f, z)| antes e depois
de deletar a primeira singularidade em 7/2, respectivamente. Usando n = 5, en-
contramos uma singularidade de ordem 1 em 0.49977 (com m; = 0.0018), uma
singularidade de ordem 2 em —0.49957 (com m; = 3.636 x 107°) e uma singulari-
dade extra de ordem 5 em —0.3477 (com m; = 2.0365 x 1079).

25

15

f(x)
[f1(<)

Figura 3.2: O método de concentragao (2.4) aplicado ao Exemplo 3.1, usando oryi4. A fungao
original estd em linhas pontilhadas, e a aproximagao da funcao salto em linhas sélidas. Aqui,
N = 64.
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Figura 3.3: O método de concentragao (2.4) aplicado ao Exemplo 3.1, usando opey. A fungao
original estd em linhas pontilhadas, e a aproximagao da fungdo salto em linhas sélidas. Aqui,
N = 64.

ot 5 1
£y
/
A
15F P J
/ \
! . il
! \ £ l‘\
! \ \ i
/ \ \
! \ \
- —]
¥
/ \ ! (R
/ I \

- + ) - _

0.5 ; . B

‘ v
=1F 4 A -

" ~

|~ !
=-1.5F b
-2t i
1 1 1 1 1 1 1
3 2 o 0 1 2 3

Figura 3.4: O método de concentragio (2.4) aplicado ao Exemplo 3.1, usando ogyp,. A fungao
original estd em linhas pontilhadas, e a aproximacao da funcdo salto em linhas sélidas. Aqui,
N = 64.
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Figura 3.5: O método de concentragao minmod 2.4 aplicado ao Exemplo 3.1 usando os fatores de
concentracao (2.8), (2.9) e (2.10). A funcdo original estd em linhas pontilhadas, e a aproximagao

da fungao salto em linhas sélidas. Aqui, N = 64.

051

Figura 3.6: Os resultados do método de concentracao minmod para o Exemplo 3.1 , com N = 64,
usando o método de concentragao (2.17).
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Figura 3.7: Signature profile (2.21) para ory;y. Aqui, N = 32.
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Figura 3.8: Signature profile (2.21) para opoy. Aqui, N = 32.
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Figura 3.9: Signature profile (2.21) para ogyp. Aqui, N = 32,
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Figura 3.10: O algoritmo minmod (2.14) aplicado ao Exemplo 3.1, com

waveform, usando os fatores de concentracao (2.8), (2.9) e (2.10).
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Figura 3.11: A fungao g, dada por (3.7).
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o método matching

Figura 3.12: O grafico de |77 (g, f, )| antes da primeira iteracio.
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Figura 3.13: O gréfico de |77 (g, f, )| depois da primeira iteragdo, apés deletar a singularidade

em 7/2.
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Figura 3.14: Localizagao das descontinuidades e amplitudes dos saltos para f; usando o método
de Wei, Martinez e De Pierro (WMP) e o método de Gelb e Tadmor (GT). O método de Gelb e

Tadmor superestima o nimero de pontos de descontinuidade.
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Figura 3.15: Localizagao das descontinuidades e amplitudes dos saltos para f, usando o método
de Wei, Martinez e De Pierro (WMP) e o método de Gelb e Tadmor (GT). O método de Gelb e

Tadmor superestima o niimero de pontos de descontinuidade.
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Figura 3.16: Localizagao das descontinuidades e amplitudes dos saltos para f3 usando o método
de Wei, Martinez e De Pierro (WMP) e o método de Gelb e Tadmor (GT). O método de Gelb e

Tadmor nao é capaz de detectar todos os pontos de descontinuidade.
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Figura 3.17: Localizagao das descontinuidades e amplitudes dos saltos para f; usando o método
de Wei, Martinez e De Pierro (WMP) e o método de Gelb e Tadmor (GT). O método de Gelb e

Tadmor nao é capaz de detectar todos os pontos de descontinuidade.



Conclusao

Neste trabalho, estudamos alguns métodos de deteccao de descontinuidades
que foram desenvolvidos nos ultimos anos, e que utilizam os coeficientes de Fourier.
Analisamos a teoria envolvida e implementamos os algoritmos em Matlab.

A pesquisa de Gelb e Tadmor mostra que o método de concentracao pode
ser refinado pela introducao de fatores de concentracao que reduzem as oscilagoes
do método. Fatores de concentracao filtrados melhoram ainda mais os resultados.
A nova familia de fatores de concentracao matching waveform aproximam a fungao
salto determinando regioes que estao altamente correlatadas com um método de
concentracao waveform dado.

O método de concentragao zero crossing matching waveform nao é um
método de concentracao pela sua definicao padrao, uma vez que nao converge para
a funcao salto. No entanto, devido ao seu comportamento localizado proximo as
descontinuidades de salto, é capaz de melhorar a capacidade do algoritmo min-
mod identificar as mesmas. Futuramente, o método pode ser melhorado através da
otimizacao da escolha dos fatores de concentracao para casos particulares.

O método de Wei, Martinez e De Pierro apresenta resultados melhores, nao
somente para a deteccao de descontinuidades mas também para estimar o tamanho
dos saltos. Notamos que o método de Gelb e Tadmor, em alguns casos, detecta mais
descontinuidades do que realmente existem, o que aumenta o custo computacional.
Em outras situagoes, o método de Gelb e Tadmor nao é capaz de detectar algumas
das descontinuidades.

O método de detecgao de descontinuidades desenvolvido por Mhaskar e
Prestin tem base na decomposi¢cao de uma funcao seccionalmente diferenciavel em
suas partes continua e descontinua. E necessdria uma caracterizagao dos espacos lo-
cais de Besov de funcoes periddicas em termos de operadores polinomiais trigonomé-
tricos. Este método conta com a vantagem de poder detectar singularidades nas
derivadas.

Enfim, foram apresentadas novas abordagens para a deteccao rapida de
descontinuidades, que podem ser aplicadas usando apenas calculos essencialmente
equivalentes a aplicacao de uma Transformada Rapida de Fourier. A implementagao
dos algoritmos nao é de tao grande dificuldade, mas devem ser observados alguns

“detalhes” que podem afetar significativamente o desempenho dos métodos. Dois



65

aspectos importantes a serem observados, em todos os métodos, sao referentes a
escolha dos parametros: a distancia minima a ser considerada entre os pontos de
descontinuidade, e o valor minimo a ser considerado como salto.

E interessante analisar também como estes métodos se comportam na pre-
senca de ruido, o que pode trazer resultados inesperados. Pretendemos, partindo
deste trabalho e do estudo de outros métodos ja existentes, tentar obter novos
métodos para detectar descontinuidades também nas derivadas. Podemos fazer
também a extensao dos métodos a duas dimensoes, o que é ainda mais 1til na

pratica.
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