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RESUMO

Este trabalho tem como base a dindmica dos fluidos computacional. Dentro das
possibilidades desta area o foco deste trabalho € o estudo do erro de discretizacdo
gerado pelo uso de fungdes de interpolagdo (Fl). Para atingimento deste objetivo
adotou-se o fendmeno de adveccdo-difusdo, unidimensional, sem termo fonte.
Outras consideragdes foram: regime permanente, propriedades constantes,
condigdes de contorno de Dirichlet, método numérico dos volumes finitos e aplicacao
de volumes ficticios na fronteira. Foram adotadas para aproximacdo do termo
advectivo duas FI's de 12 ordem, sete de 22 ordem e uma de 32 ordem. Para
aproximacdo do termo difusivo foram usadas uma Fl de 22 ordem e outra de 42
ordem. Para cada destes conjuntos de FI's (termo advectivo/termo difusivo), foram
realizadas simulacées em 15 malhas distintas, come¢ando com 5 nds e refinando
até 23.914.845 nos, com razao de refino 3. Para acompanhamento dos resultados,
definiram-se quatro varidveis de interesse: variavel T (valor da variavel T no ponto
médio, obtido pelo valor nodal do volume central em malha com nimero impar de
nés); variavel T, ( valor médio da variavel T obtido com a regra do retangulo);
variavel | (fluxo da variavel T na face da fronteira direita do dominio); e finalmente a
variavel L (média da norma l;). Foi realizada a analise a priori de cada uma das
variaveis, obtendo as ordens verdadeira (py) e assintdtica (p.) de cada uma das
quatro variaveis. Com as simulag@es foram obtidas as ordens efetiva (pe) e aparente
(pu), confirmando-se os resultados obtidos na analise a priori para todas as variaveis
de interesse, exceto para a varidvel I. Quanto as magnitudes de erros, obtivemos
magnitudes menores com a utilizacdo das multiplas extrapolagfes de Richardson
(MER). Em relagdo ao desempenho comparativo entre as fun¢des de interpolagéo,
pbde-se constatar a melhor performance do esquema QUICK/CDS-4 para erros
obtidos sem MER, e do esquema CDS-2 para erros obtidos com MER. E finalmente

confirmaram-se os resultados anteriores para outros valores do nimero de Peclet.

Palavras-chave: Volumes finitos. Erros a priori. Erros a posteriori. Adveccao-difuséo.
MER. CFD.



ABSTRACT

This work is based on Computacional Fluid Dynamics. Among the possibilities of this
area, the focus was the study of discretization error generated by interpolation
functions (FI's). To achieve this aim the one-dimensional advection-diffusion
problem, without source term, was considered. Other considerations were: steady-
state flow, constant properties, Dirichlet boundary condition, finite volume method
and ghost cell on boundaries. For the approximation of the advection term were
adopted two FI of 1% order, seven of 2" order and one of 3" order. To approximate
diffusive term were used one 2" order FI and one 4" order FI. To each of those pairs
of FI's (advective term/difusive term), simulations for 15 distinct grids were
performed, beginning with 5 control volumes (CV's) and refining up to 23,914,845
CV's, with refine rate of 3. Four variables of interest were defined: variable T. (value
of variable T at middle point of domain, got by the nodal value of the central volume
in an odd grid), variable T, (medium value of variable T get with rectangle integration
rule), variable | ( flux of variable T at the face of east boundary of domain); and finally
variable L (average value of I3 norm). A priori error analysis of each variable were
conducted, getting the true orders (pv) and asymptotic order (p.) for each one of the
four variables. After simulations the effective (pg) and apparent (py) orders were
defined, and the results of a priori analysis were confirmed, except for variable I.
Using the method of multiples Richardson extrapolation (MER) lower discretization
error magnitudes were obtained. Comparing the performance of interpolation
functions, could be seen better performance of QUICK/CDS-4 when the error was
obtained without MER, and CDS-2 for error obtained using MER. At last, previous

results for other Peclet number were confirmed.

Key Words: Finite volume. A priori error. A posteriori error. Advection-diffusion. MRE.
CFD.
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1 INTRODUCAO

Este capitulo inicial, de introdugdo a dissertacdo, foi dividido em cinco
topicos. Inicialmente é apresentado o problema que serid estudado de forma
bastante genérica. Na sequéncia, apresentam-se as motivacdes que sustentam a
certeza de que este trabalho tera utilidade para a disciplina e para futuros
desenvolvimentos. Apos isto sdo mostrados os objetivos do trabalho de forma mais

especifica. E finalmente, é exposta a estrutura em que esta montado o trabalho.

1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

A dinadmica dos fluidos computacional (DFC), ou Computacional Fluid
Dynamics (CFD), como € mais conhecida, é uma &rea que utiliza técnicas
computacionais para simulagdo de problemas de transferéncia de calor e mecanica
dos fluidos (FORTUNA, 2000; VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).

Este conceito inicial da CFD dando tanta relevancia a tecnologia
computacional, pode dar a idéia de que antes do advento da computacao digital, por
volta de 1950, a CFD praticamente ndo existia, e os problemas que envolviam
escoamentos de fluidos e trocas de calor ndo eram passiveis de solucéo.

Isto de fato n&o é verdade. Apesar de bastante limitado, comparado aos dias
atuais, muito j4 era feito na andlise e aplicagdo a projetos de engenharia. Na
verdade esta tecnologia computacional veio facilitar muito os trabalhos dos
profissionais da area, tornando possivel a solucdo de um numero maior de
problemas.

Esta afirmagéo pode ser compreendida, se for levado em conta que os
fendmenos relacionados a escoamentos tém sua modelagem matemética
representada por equacgdes diferenciais parciais (EDP’s), cujas solu¢gfes analiticas
s&o conhecidas somente para poucos casos especiais (FERZIGER e PERIC, 1999).
Sendo que, na maioria das vezes, esta solucdo sé é encontrada apds uma série de
simplificagbes do fenébmeno fisico, o que acaba afastando o resultado obtido do

fendmeno real (MALISKA, 2004). A caracteristica principal deste método analitico €
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a sua pouca abrangéncia, obtendo porém, nos casos onde é viavel, a solugdo exata
do problema (MALISKA, 2004).

Outra forma de analise possivel é através de métodos experimentais, que
buscam estudar estes fendmenos através de sua reproducdo em dimensdes reais,
ou em escala. Estas solu¢gbes sdo muitas vezes um tanto caras, sendo que, algumas
vezes os fendbmenos podem ainda ser de dificil reproducéo.

z

E finalmente, a terceira forma de analise é através do método numérico.
Este método é muito proximo ao método analitico, considerando sua natureza
tedrica de solucdo das EDP's, porém, sua solu¢do parte da modelagem matemética
do fenbmeno passando pela discretizacdo (obtengdo de um modelo numérico) e
posterior solucéo algébrica do sistema de equacdes obtido.

Apos o entendimento dos métodos possiveis para analise de problemas em
dindmica dos fluidos, é interessante que o conceito de CFD seja revisto, passando
entdo a entendé-la como uma &rea que trata da obtencdo de solugbes numéricas
para EDP’s com uso do computador (FORTUNA, 2000).

Para conseguir estas solu¢des, os métodos numéricos mais utilizados séo, o
método de volumes finitos (MVF), o de elementos finitos (MEF) e o de diferengas
finitas (MDF), sendo que, no ambito da CFD o mais usado € o MVF (MALISKA,
2004).

O processo de solugdo numeérica difere da solug&o analitica principalmente
na sua abrangéncia e acuracia. Enquanto a solugdo analitica de uma EDP numa
regido R implica na obtencéo de funcdo continua para a variavel dependente nesta
regido, a solucdo numérica traz a desvantagem de ndo poder tratar R como um
espaco continuo, e sO admite solugdo para pontos discretos deste espaco
(FORTUNA, 2000).

A acurdcia da solugdo numérica esta fortemente relacionada as
aproximagdes utilizadas para sua obtencéo. Considerando que, em grande parte dos
casos, estas aproximacdes sdo conseguidas através de expansfes em séries de
Taylor (séries infinitas), torna-se necessario a reducdo desta série em
representacdes finitas. Esta transformag&o na representac@o da série acarreta certo
erro ao processo, que explica, em parte, a menor acurécia do método numérico em
relagdo ao analitico.

A analise de erros, através de testes de verificacdo e validagédo (V&V), tem

sido uma necessidade quando se pretende divulgar artigos ou trabalhos em
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publicacbes cientificas de renome (ROACHE, 1998). Por isto, antes de fazer
qualquer projeto, ou estudo na area de dindmica dos fluidos, deve-se fazer uma
prévia andlise dos erros envolvidos. Isto pode ser feito através de estimativas a priori
e estimativas a posteriori.

Na estimativa a priori, procura-se avaliar qualitativamente as dimensdes do
erro gerado pelas aproximagBes numeéricas utilizadas. J& na estimativa a posteriori,
faz-se a analise do erro de forma quantitativa, bastando para isto determinar a
diferenca entre a solucéo analitica e a solugdo numérica obtida, o que nem sempre é
possivel pois as solu¢des analiticas do problema sdo desconhecidas para boa parte
dos casos. Isto faz com que seja necessario obter estimativas de erro com base em
solugdes analiticas estimadas, e passa-se a falar em incerteza da solugdo numérica.

Os modelos cujas solugdes analiticas ndo sdo conhecidas, tem seus erros
previstos através de estimadores, que possibilitam fazer o estudo dos erros
envolvidos nos métodos numéricos utilizados em CFD.

Considerando o exposto acima, este trabalho tem como objetivo o estudo do
erro de truncamento e seu impacto no erro numérico final. Isto porque se deve ao
fato de ser esta a principal fonte de erro, contribuindo mais significativamente no
valor do erro numérico. Para isto foram tomados alguns cuidados para tornar os
outros erros (iteragdo, arredondamento e programagao) tdo pequenos quanto
possivel, para que o de truncamento prevaleca no erro numérico.

O trabalho se baseia num problema unidimensional de adveccéao-difuséo,
resolvido com algumas fungbes de interpolagdo determinadas. A escolha deste
problema como referéncia tem como justificativa o fato de ser uma equacao muito
utilizada em testes de novos modelos matematicos e fungdes de interpolacao, como

pode ser visto em Ferziger e Péric (1999).

1.2 RELEVANCIA DO PROBLEMA

O crescente impacto da modelagem computacional nos trabalhos de
engenharia tem feito com que os trabalhos de pesquisa direcionados ao
desenvolvimento de métodos quantitativos, que comparem o0s resultados
computacionais e experimentais, recebam atengéo cada vez maior (OBERKAMPF e
BARONE, 2006).
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Pode-se ver em Freitas (1999) que analises de nivel de acurdcia no
desenvolvimento de solugdes numéricas ndo sdo praticas comuns. Sua explicacédo
para isto € a percepcdo de que a analise de erros nédo é tdo importante e so
consome tempo. Porém, a aplicacdo de modelos sem analises mais aprofundadas
tem sido mais custosas.

Nos Estados Unidos da América (USA) o Defense Modelling and Simulation
Office (DMSO) do Department of Defense tem liderado trabalhos na area de V&V no
que diz respeito a conceitos e terminologia. Outro departamento do governo
americano com grande interesse nesta area é o Accelerated Strategic Computing
Iniciative (ASCI) do Department of Energy (DOE) (OBERKAMPF e TRUCANO,
2002).

Também é bastante oportuno a observagédo de Oberkampf e Trucano (2002),

quanto a participacdo da CFD na area de V&V:

E justo dizer que usuarios de métodos computacionais e experimentais do
campo da dindmica dos fluidos tém sido pioneiros no desenvolvimento de
metodologias e procedimentos em validagdo. Embora, é também justo dizer,
gue o campo da CFD tem, em geral, procedido através de um caminho que
€ independente da validacdo. Ha diversas razdes porque a comunidade de
CFD nédo tem percebido uma forte necessidade para V&V de cédigos,
especialmente validacao.

A raz8o basica pela qual os autores justificam isto, € o clima de competi¢do
que se estabeleceu entre os usuarios de métodos computacionais e experimentais,
qguando na verdade deveriam trabalhar de forma complementar. Vale ainda verificar

uma outra parte do texto que pode ajudar a justificar o trabalho:

...h& uma necessidade critica por caracterizag6es detalhadas das condi¢des
experimentais e a estimacdo de incerteza das medidas do experimento.
Similarmente, a estimativa quantitativa de erros numéricos pelo analista de
CFD é uma necessidade. Para problemas complexos de engenharia, isto
requer uma estimativa a posteriori de erro; ndo apenas analise formal de
erro ou estimativa de erro a priori. (OBERKAMPF e TRUCANO, 2002).

Outro importante pesquisador da area, demonstra sua apreensao quanto ao

destino dos estudos em V&V.

A seriedade com que V&V tem sido procurada em 2002 é surpreendente e
animador. Parece que muitos usuarios de métodos computacionais, de
varias disciplinas, tem se tornado comprometido com o cuidado do
trabalho... Mais que em qualquer outra atividade em que tenho participado,
o campo de V&V requer esfor¢co da comunidade, cooperacdo, comunicacao
honesta e aberta, construcao de consenso, e tolerancia pessoal (ROACHE,
2002).
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Nesta apresentacdo, Roache parece corroborar as palavras de Oberkampf e
Trucano (2002), no que diz respeito a competicdo e falta de cooperagéo, travando o
desenvolvimento desta importante area.

Roache (2004) ainda explicita sua preocupacdo com a relagdo entre a
modelagem computacional e a sociedade. Segundo ele, estes sdo anos de
pseudociéncia e anti racionalismo, em que acaba-se ficando sobre o fio da navalha,
pois cada erro cometido € de grande impacto para a opinido publica, acabando por
traduzir-se em descrédito, para uma sociedade cada dia menos crente na ciéncia.

Além disto, os trabalhos de simulacdo estdo geralmente relacionados a
atividades de grande responsabilidade, tornando os erros catastréficos. Por isto a
insisténcia na atengdo que deve-se ter com as atividades de V&V nos trabalhos de
modelagem computacional

Pode-se ver entéo, a partir do ponto de vista de alguns dos mais importantes
pesquisadores desta area, a necessidade de trabalhos que estudem os impactos
dos processos numéricos na acuracia das solu¢des, buscando sempre reduzir ao
mAaximo os erros gerados.

Estes trabalhos de andlises de erros estdo relacionados a uma area que
vem se desenvolvendo com grande intensidade em CFD, que é a de estudos
envolvendo a verificagdo e validagdo (V&V), e que tiveram um grande interesse
durante a década passada.

Este fato fica bastante evidente a partir da formag&o de grupos com foco em
padronizacdo na é&rea, que sao citados na sequéncia (OBERKAMPF e SCHWER,
2007).

Apesar da importancia da ultima década, vé-se antes disto, j& em 1986 uma
preocupac¢do importante quanto a organiza¢do e normatizacdo do assunto. Pode-se
verificar em Roache (1997 apud ROACHE et al., 1986), que no ano de 1986 os
editores do Journal of Fluids Engineering (JFE) publicaram requerimentos minimos
que devem ser atendidos em relac&o a quantificagdo da acurécia numérica.

A partir de entdo, varios periédicos comecaram a adotar normas de
quantificacdo de incertezas numéricas. conforme mencionado por Roache (1997).
Aparecem a ASME Editorial Board em 1994, o American Institute for Aeronautics

and Astronautics (AIAA) também em 1994, e Gresho & Taylor também em 1994.
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Em seu artigo de 1997, Roache inicia buscando definir conceitos
importantes, mas que parecem ainda sem consenso no meio da dinamica dos
fluidos. Exemplo disto séo os termos validacao e verificagdo, erros numéricos e erros
de modelagem, erros de discretizagao e erros de geragao de malha, entre outros.

Na area especifica da CFD, surgem os trabalhos do AIAA, com seu comité
de padronizacdo em CFD, que langou em 1998 o AIAA Guide for the Verification and
Validation of Computational Fluid Dynamics Simulations (G-077-1998), um marco na
organizacgdo dos trabalhos nesta area.

Com este mesmo foco de V&V, porém, na area de mecanica dos sélidos
computacionais, a American Society of Mechanics Engineers (ASME), através de
seu subcomité de V&V em Computational Solid Mechanics (CSM), (PTC-60), publica
em 2006 o Guide for Verification and Validation in Computational Solid Mechanics
(ASME V&V 10-2006). Recentemente a mesma ASME formou o comité de V&V em
CFD e Heat Transfer (PTC-61). J& a American Nuclear Society (ANS) apresenta em
2006, uma reviséo de seus padrdes de V&V, langados inicialmente em 1987 (ANS-
104).

Na &rea de elaboracao de critérios para aceitacdo de artigos em publicacdes

da area, tem-se as seguintes entidades:

e ASME Journal of Fluid Engineering (1991);
¢ Clinical Biomechanics Journal (2005); e

e AIAA Technical Journals (2006)

Em 2007, o periodico Engineering with Computers lan¢a, o que Oberkampf e
Schwer (2007) acreditam ser, a primeira edigdo especial de um jornal totalmente
voltado a V&V. Os artigos ali apresentados séo resultado de um mini simpdsio em
Advances and Acomplishes in V&V, que ocorreu como parte do World Congress on

Computational Mechanics em 2006.
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1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Além dos estudos apresentados até aqui, mostrando este desenvolvimento
relacionado a trabalhos especificamente voltados & normatizagéo de atividades de
V&V, tem-se trabalhos correlatos de aplicagdo, como apresentados a seguir.

Pode-se ver em Leonard (1995) um estudo mostrando a diferenga do erro de
truncamento entre esquemas de advecgao-difusdo com diferengas finitas e volumes
finitos, especialmente a ordem de acuracia do esquema QUICK para problemas de
adveccgao-difusado permanentes.

Abassi et al. (2003) mostram um estudo sobre funcbes de interpolacéo
aplicadas em fluxo bidimensional incompressivel, e comparadas em termos de
estabilidade numérica do processo e acuracia. A conclusdo apresentada mostrou
que, para fluxos sem direcdo privilegiada, as funcdes de interpolacdo lineares tem
melhores resultados. Para fluxos com dire¢do privilegiada, tanto a funcédo de
interpolacéo linear classica quanto a exponencial tém igual acuracia.

O trabalho de Abdou e Soliman (2005) traz uma forma de solugdo da
equacdo de Burgers utilizando método da iteracdo variacional.

Bi (2006) apresenta um trabalho que mostra que o esquema Mortar Upwind
converge com ordem 6tima na norma H' em problemas de adveccao-difus&o.

Em Bradot-Nico et al. (2007) vé-se a aplicacdo do esquema upwind na
solugdo de um problema de adveccado em multiplas dimensdes em malha cartesiana.

No trabalho de Diskin e Thomas (2007), uma nova ferramenta de andlise
computacional chamada downscaling (DS) test é apresentada e aplicada no estudo
da taxa de convergéncia dos erros de discretizagéo e truncamento da discretizagéo
em volumes finitos em malhas n&o estruturadas.

J& Araya et al. (2007), introduzem uma estrutura de estimativa de erro
baseada na solucé@o de problemas locais. Os indices de efetividade do estimador se
mostraram significantemente melhor que o, previamente conhecido, estimador de
base residual.

E finalmente, vérios trabalhos vem sendo desenvolvidos pelo grupo de CFD
da UFPR, podendo-se destacar alguns trabalhos como Marchi, Novak e Santiago
(2008), que demonstram a efichcia das multiplas extrapolagbes de Richardson
(MER) como meio para reducdo do erro de discretizagdo, sendo neste caso

especifico utilizado para a equagdo de Laplace bidimensional. Ainda dentro do
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grupo, tem-se o artigo de Marchi e Alves (2008), com estudo sobre verificagéo
numérica em malhas unidimensionais com diferencas finitas.

Com base no exposto até aqui, pode-se verificar que o presente trabalho
pretende acrescentar ainda mais aos estudos e desenvolvimentos que a area de
V&V vem passando nos ultimos anos, focando um tema bastante presente nos

artigos mais recentes da &rea e indicando caminhos possiveis a trilhar no futuro.

1.4 OBJETIVOS DA DISSERTAGCAO

O objetivo geral deste trabalho € verificar o efeito do tipo de aproximacgao
numérica utilizada na discretizacdo da equagdo de adveccao-difuséo,
unidimensional, sem termo fonte em regime permanente.

Os objetivos especificos do trabalho s&o:

e Deduzir (andlise a priori) as ordens assintotica e verdadeiras do erro
de discretizagéo;

e Verificar a posteriori 0 erro de discretizacdo com e sem multiplas
extrapolagdes de Richardson;

e Verificar a posteriori as ordens assintética e verdadeiras através da
ordem aparente;

e Comparar os erros e ordens das diversas fungdes de interpolacéo; e

e Verificar o efeito da variagdo do numero de Peclet na solugéo

numérica.

1.5 DELINEAMENTO DA DISSERTACAO

A dissertacdo sera apresentada em cinco capitulos, distribuidos da seguinte
forma:

e O primeiro capitulo, introdutério, definiu o problema que sera
estudado, as motivagdes e importancia do trabalho, seus objetivos
gerais e especificos, e o delineamento do projeto;

e O segundo capitulo consiste da fundamentagdo teorica do tema,
desenvolvendo os  principais conceitos, necessarios ao

desenvolvimento e compreenséo do trabalho;
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e O terceiro capitulo descreve os procedimentos analiticos e numéricos
utilizados para obtenc¢é&o dos objetivos do trabalho;
¢ O quarto capitulo mostra os resultados obtidos nas diversas
simulagdes realizadas; e
e O quinto capitulo fecha o trabalho propriamente dito, mostrando as
conclusdes finais a que se chegou.
Apresentados o0s capitulos acima, as secgbes posteriores trazem as
referéncias bibliogréficas, bases do trabalho, e finalmente, nas uUltimas sec¢es, dois
apéndices com as demonstragcdes de como foram obtidos alguns dados importantes

do trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo tem como objetivo apresentar o0s principais conceitos
abordados no trabalho. E um capitulo bastante extenso mas importante para o

entendimento dos resultados finais.
2.1 EQUA(;C)ES GOVERNANTES

Sdo as formulagbes mateméticas utilizadas para resolver problemas
representativos de fendmenos fisicos. No caso dos fenbmenos em CFD, as
equagcbes governantes representam descricdes mateméticas das leis de
conservacéao da fisica:

¢ A massa do fluido é conservada;

e A taxa de variagdo da quantidade de movimento linear deve ser igual
a soma das forgas atuantes sobre a particula de fluido; e

e A taxa de variagcdo da energia é igual & soma da taxa de adicdo de

calor, e a taxa de trabalho realizado pela particula de fluido.
Considerando uma variavel genérica “@”, a forma conservativa para todos os
escoamentos de fluido pode ser descrita como a Eq.(2.1), conhecida como equagéo

de transporte para a propriedade “@” (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).
XP0) LG (oV ) =V-(CV )+ S,
ot (2.1)

Esta é a equacdo considerada inicialmente para procedimentos
computacionais em CFD, sendo entdo adequada para descricdo matematica de

cada fenbmeno especifico.
2.2 METODO DOS VOLUMES FINITOS

Segundo Maliska (2004) qualquer método que obtenha as equacdes

aproximadas levando em consideracdo, e satisfazendo, a conservagdo das
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propriedades em nivel de volumes elementares, € um método de volumes finitos.
Considerando como volume elementar, o menor volume de fluido ainda tratado como
um meio continuo, ou seja, que ndo é afetado pelas atividades moleculares /
atomicas do fluido.

Pode-se obter as equacgdes discretizadas de duas formas através do método
dos volumes finitos. A primeira € através de um balanco da propriedade no volume
elementar. J4 a segunda é por meio de integrac&o, sobre o volume de controle (CV),
no espaco e no tempo, das equagdes na forma conservativa. Utilizando a integracéo
sobre o volume elementar e considerando a Eq.(2.1), obtém-se (VERSTEEG e
MALALASEKERA, 1995),

ij%dv +ij€. (oV $)dV = Cjﬁ (T'V $)dv +ijs¢dv (22)

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss na Eq. (2.2), chega-se a
o [pgav + [n-(oV p)dA= [n-(CVg)dA+ [S,av (2.3)
oty Aoy Aoy cv

A Fig.2.1 mostra o significado fisico de cada um dos termos desta equagéo.

Taxa de Taxa de
descréscimo de ¢ acréscimo de ¢ Taxa de
Taxa de _\‘ devido & adveccdo | — | devido & difusio _\‘ criacdo /
acrescimo através das - através das destruicéo de
de ¢ fronteiras fronteiras ¢

FIGURA 2.1 — SIGNIFICADO FiSICO DOS TERMOS DA EQ. (2.3)

2.3 DISCRETIZACAO

Para discretizagdo da EDP deve-se primeiramente discretizar o espago, ou
dominio, que é a regido em que a modelagem fisica foi feita. Isto é realizado
dividindo-o em pontos, ou volumes de controle (CV), processo representado pela
Fig.2.2.

A divisdo da regido, ou discretizagéo, gera uma malha de pontos/volumes de

controle. Os pontos, ou nos, sdo os locais onde serdo definidas as variaveis de
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interesse, por isto & importante que seja feita uma andlise pormenorizada na
geracdo da malha.
Verifica-se em Schneider (2007) que a geracao da malha pode ser de quatro

formas bésicas: uniforme, ndo-uniforme, estruturada e ndo-estruturada.

—>

Regido Continua Regido Discretizada

FIGURA 2.2 — DISCRETIZAGAO DO ESPAGO UNIDIMENSIONAL

A malha ndo-uniforme é aquela em que os tamanhos de seus elementos
constitutivos variam aleatoriamente. A aplicacdo deste tipo de malha se justifica
gquando for necessario um refino em determinado local da malha, onde
descontinuidades ou grandes gradientes de alguma propriedade de interesse se
fizerem presentes. J4 a malha uniforme, ao contrario da anterior, tem elementos de
mesmo tamanho.

A ndo-estruturada € aquela que ndo existe lei de formacdo entre os
elementos que a compdem, sendo mais dificil de trabalhar, em funcdo de sua
complexidade computacional, mas por outro lado, sendo extremamente versatil
quando trata-se de geometrias irregulares. J4 a estruturada tem lei de formacéo
especifica.

Quando tem-se um dominio regular a melhor maneira de se obter a solugéo
numérica é usando uma malha estruturada, que resulta em menor custo
computacional. Deste modo, as malhas estruturadas uniformes devem ter
preferéncia sobre as outras, s6 ndo sendo usadas quando seu uso ndo for

adequado.

no centrado face centrada

FIGURA 2.3 - VOLUME DE NO CENTRADO (VNC) E VOLUME DE FACE CENTRADA (VFC)
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As discretizagdes com o meétodo dos volumes finitos ainda trazem duas
outras peculiaridades na geracdo das malhas, que dizem respeito ao
posicionamento do n6é no volume de controle. Aqui existem duas possibilidades (Fig.
2.3) que sao, geracao de malhas de nds centrados e de faces centradas. As malhas
de nés centrados s@o geradas quando os nds estdo localizados no ponto médio
entre as faces de cada CV. J4 as de face centradas séo feitas quando a malha é
gerada posicionando-se inicialmente os nds, e depois centrando-se as faces dos
CV's no ponto médio entre os noés.

Com base no exposto acima, o trabalho tomou por base as malhas
estruturadas uniformes, que consequentemente sdo simultaneamente do tipo de nos
e faces centradas.

Quanto ao tamanho dos elementos de malha, pode-se ver intuitivamente
que, quanto mais fina for a malha, ou seja, quanto maior for o numero de pontos,
mais fiel ao modelo matematico sera o resultado obtido (menor o erro de
discretizacéao).

Depois de gerada a malha, é necessario discretizar a EDP, ou seja, escrevé-
la em funcdo dos pontos onde sera resolvida. Para isto € necessério utilizar uma
forma de discretizagdo que aproxime a equacéo diferencial inicial, resultando em um

sistema algébrico de equagbes a ser resolvido (FERZIGER e PERIC, 1999).

AX AX AX AX

® ® W e € @ ®
WW w P E EE

FIGURA 2.4 - VOLUME GENERICO “P” E SEUS VIZINHOS NO DOMINIO DISCRETO (MALHA
UNIFORME UNIDIMENSIONAL)

Para exemplificar 0 que esta exposto, supfe-se a seguir um problema de

conduc¢do unidimensional, cuja modelagem matemética seja representada por,
d ,_d¢
—(T-4)+S, =0. 2.4
o L)+ S (2.4)

Aplicando o MVF e integrando-a no volume elementar “P” da Fig. 2.4, resulta

em,
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j%(rg—‘f)dx+js¢dx=o (2.5)

w

Realizando as integrais, tem-se,

{Fd—¢ —Fd¢

dx

dx

e w

}s% AX, =0 (2.6)

sendo S, o termo fonte, I o coeficiente de transporte e Ax, o tamanho do volume

de controle em x.

O processo de discretizagdo ainda ndo estd finalizado, uma vez que a
Eq.(2.6) ainda ndo esta descrita em fungdo do dominio discreto. Nesta equacao
estdo presentes os termos difusivos na face leste, identificado pelo indice “e”, e na
face oeste, indicado pelo indice “w”. Eles representam o fluxo difusivo através das
respectivas faces no volume elementar “P”.

Porém, o interesse é obter-se a solugdo para o ponto discreto “P” deste
volume elementar. Tem-se entdo que escrever estes fluxos nas faces leste e oeste
em funcéo destes pontos discretos da malha, e de seus nés vizinhos (Fig.2.4). Para
isto, torna-se necesséario fazer aproximacdes numéricas através das fungbes de
interpolacdo, cuja qualidade numérica € fundamental para a acuracia da solucdo
obtida (MARCHI, 1993).

2.4 REFINO DA MALHA COMPUTACIONAL

Para o estudo dos erros de discretizacdo, é preciso obter as solugbes
numéricas em malhas de diferentes dimensdes dos CV’s, isto é feito através do
refinamento da malha.

Verifica-se em Schneider (2007) cinco formas de refino de malha para
volumes finitos. Sao eles os refinos uniforme (RU), semi-uniforme (RSU), entre
centros (RC), entre centros com fator de interpolagdo constante (RFE) e refino
aleatdrio (RA). A Fig. 2.5 ilustra o tipo de refino uniforme, que pode ser aplicado para

malhas uniformes e nao-uniformes.
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FIGURA 2.5 — REFINO UNIFORME EM MALHA NAO-UNIFORME (SCHNEIDER, 2007)

Como neste trabalho foi considerada uma malha uniforme com nos
centrados, escolheu-se o refino uniforme para a malha. Este tipo de refino tem como
base a divisdo de cada volume de controle em (n) volumes de mesmo tamanho,
independente da posicdo em que se encontra o0 centro do volume. Sua razdo de

refino (q) é dada por,

N,
q= [N—j (2.7)

onde N e Ng sdo o numero de volumes da malha mais fina e mais grossa

respectivamente, e D é a dimensé&o do problema (uni, bi ou tridimensional).
2.5 CONDICOES DE CONTORNO

Condi¢bes de contorno (CC) séo os valores necessérios para a solugdo de
uma EDP, de forma a torna-la (solugao) Unica, ou seja, que facam com que uma, e
somente uma solucdo possa ser destacada de uma familia de solugbes,
satisfazendo a EDP tanto no dominio, quanto nas fronteiras.

Pode-se ver em Tannehill et al. (1997) que a aplicagdo das condigbes de
contorno tem papel essencial na solugdo computacional de problemas em CFD,
sendo que a técnica de utlizagdo tem papel fundamental na estabilidade e

convergéncia da solugdo numérica.
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Esta visdo é confirmada por Chung (2002) que relata as instabilidades da
solucéo geradas por especificages incorretas das condigbes de contorno. Outros
efeitos destas incorre¢cdes podem ser a ndo convergéncia, ou mesmo resultados
sem acuracia, motivo pelo qual, sua importancia para a solugéo ser tdo grande.

A forma como se aplica as condigbes de contorno nas solu¢des analiticas
sdo bem conhecidas, o que ndo é o caso para a solugdo numérica, onde muitas
vezes aproximagdes devem ser feitas.

Apos verificadas a importancia das condicdes de contorno e como séo
aplicadas, torna-se necessario saber que tipos de CC’s sé@o usadas para solucdo de
problemas em CFD, ou de forma mais geral, para solu¢des de EDP’s. Existem trés
tipos, que sao: Dirichlet, Neumann e Robin.

A condicao de contorno de Dirichlet, ou também chamada de primeiro tipo, é
aquela em que os valores da variavel dependente sdo conhecidas nas fronteiras
(CHUNG, 2002 e TANNEHILL et al., 1997). A segunda forma de condi¢cdo de
contorno é a de Neumann, ou de segundo tipo, que surge quando tem-se a
derivada normal da variavel na fronteira (TANNEHILL et al., 1997). E finalmente a
condigcdo de contorno de Robin, ou do terceiro tipo, que € uma combinacéo linear
das duas anteriores, ou seja, tem-se o valor de uma combinacao da variavel e de
sua derivada normal na fronteira, sendo necessario neste caso, a realizacdo do
balango de energia na superficie da fronteira INCROPERA e DEWITT, 1996).

2.6 VOLUMES DE FRONTEIRA

Foi apresentado acima o que vem a ser as condigbes de contorno, sua
importancia, e os tipos de CC's que podem ser utilizadas para solugdo de EDP's.
Serd visto agora, como considerar estas CC's na discretizacao do dominio, e de que
modo esta discretizacdo afeta a obtencdo das equacdes algébricas necessérias a
solucéo dos problemas em CFD.

Segundo Maliska (2004) pode-se aplicar as condigdes de contorno no
dominio discretizado de trés formas basicas: a de meio volume, a de volumes

ficticios, e a do balango para os volumes de fronteira.
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2.6.1 Método do meio volume

Pode-se ver em Maliska (2004) que o método do “meio volume” de fronteira,
€ aquele em que o dominio € discretizado de tal forma, que o centro do volume de
controle da fronteira seja localizado exatamente sobre a fronteira, conforme pode ser

visto na Fig. 2.6.

FIGURA 2.6 — MEIO VOLUME DE FRONTEIRA

A vantagem deste método é que tem-se o valor nodal de fronteira como o
valor da prépria CC, ndo necessitando a geragéo de relagdes e aproximacdes para
obtencdo deste valor. Ainda assim, esta vantagem s6 aparece quando aplica-se a
CC de Dirichlet, pois com as de Neumann ou Robin tem-se ainda que fazer um
balanco nos volumes de fronteira, gerando novas relagdes.

Outro problema que aparece diz respeito & ndo uniformidade dos volumes,
que gera dificuldades nas rotinas computacionais, pois geram sub-rotinas
especificas nestes pontos. No caso de um dominio unidimensional ndo chega a ser
um complicador, porém, quando tratar-se num dominio bi ou tridimensional, pode-se
estar falando até em volumes de 12,5% do tamanho do volume genérico (volumes
de canto no caso tridimensional).

E finalmente, como ultimo complicador deste caso, tem-se a importante
questdo conceitual em relacdo a observancia da conservagdo de energia e de outras

propriedades nestes meio volumes, que ndo € observada.

2.6.2 Método dos volumes ficticios

Neste método o dominio é discretizado de tal forma que o dominio real
contenha os volumes de controle internos da malha. Para isto s&o gerados volumes

ficticios nas fronteiras, ou seja, volumes que ndo existem no dominio real, e que séo
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considerados para fins da aplicagdo das condi¢des de contorno, conforme pode ser

visto na Fig.2.7.

| Ax Ax Ax Ax Ax Ax |

....... /]
TS .%%. T
‘ 0 1 2 3 N-2 N-1 N N+l

FIGURA 2.7 - VOLUMES DAS FRONTEIRAS ESQUERDA E DIREITA NO DOMINIO
UNIDIMENSIONAL

Uma importante caracteristica deste método é que ele satisfaz as leis da
conservacdo. Isto porque o sistema de equacdes algébricas é obtido inicialmente
fazendo a integracdo das equagbes conservativas para todos os volumes internos,
que ja garante a satisfagdo da conservacado dos volumes. E finalmente as relacdes
para obtengdo dos valores nos nos ficticios sdo feitas a partir de rela¢des algébricas
simples.

A desvantagem do método € a geracdo de mais algumas incégnitas, que sdo
as oriundas dos volumes ficticios. Novamente, ndo é problemético para dominios
unidimensionais, porém, para bi ou tridimensionais pode ser limitante em termos

computacionais.
2.6.3 Método do balango para os volumes de fronteira

Com este método, a integracdo das equagfes governantes, em sua forma
conservativa, ndo é feita somente para os volumes de controle internos, mas é feita
também para os volumes de controle de fronteira (Fig. 2.8). Isto faz com que o
processo seja fisicamente correto, uma vez que as leis da conservagdo sé&o

satisfeitas em todo o dominio.

X | X AX AX

/ /
5 .3{7%.1\;2 | N

FIGURA 2.8 - BALANCO PARA OS VOLUMES DE FRONTEIRA
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Para o caso unidimensional existirdo trés conjuntos de integracdes para
gerar o sistema de equacdes algébricas. Uma para cada volume de fronteira e um
terceiro para o dominio que vai do n6 2 a N-1. Desta forma, as equacdes

conservativas séo integradas para todos os volumes de controle.

2.7 FUNCOES DE INTERPOLACAO

Conforme pode-se ver em Marchi (1993), funcdo de interpolagédo (FI) é
aquela relacéo utilizada para expressar os valores das incognitas do problema e de
sua derivada normal nas faces dos volumes de controle. Sob outro ponto de vista,
Maliska (2004) diz que as FI's tem como objetivo conectar os pontos nodais, que
sdo os locais de armazenamento das variaveis de interesse.

Ambos os conceitos sdo corretos e complementares, sendo possivel dizer
que, as FI's séo relagbes utilizadas para obtencéo dos valores das incégnitas do
problema e de sua derivada normal nas faces dos volumes de controle, obtendo, ao
mesmo tempo, relagdes conectivas dos pontos (nodais) da malha discretizada.

Tendo mais claro o que séo as FI's, € possivel ver agora de que forma estas
relagBes sdo obtidas. A primeira € com a representacdo das relagdes nodais através
de expansdes em séries de Taylor. A segunda é através de interpolacdes
polinomiais (FORTUNA, 2000).

A expansdo em séries de Taylor permite escrever o valor da varidvel em
cada ponto da malha através de uma série infinita (FORTUNA, 2000). Por serem
infinitas, deve-se considerar um ponto de “corte” (truncamento), onde deseja-se
obter a quantificacéo finita da variavel a partir da série. Desta afirmativa, fica claro
que, uma parte da série foi descartada, ou seja, a série foi truncada em determinado
ponto. Este residuo ndo considerado é um erro do processo numeérico, que neste
caso é conhecido como erro de truncamento (&;).

Considerando este aspecto, a principal preocupagdo é conseguir trabalhar
com fungbes de interpolacdo que tenham o menor erro de truncamento possivel,
sendo que a fungéo ideal seria aquela que conectasse 0s pontos nodais com a
propria solucdo do problema a ser resolvido. Isto ocorre num nimero muito limitado

de problemas.
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Maliska (2004) também alerta para o fato que as FI's devem gerar o menor
erro de truncamento possivel, e adiciona ainda que devem envolver o menor nimero
possivel de pontos nodais, de modo a ndo gerar uma matriz muito complexa.

Com base na definicdo de Maliska (2004), a aproximagdo CDS-2 (Central
Difference Scheme de segunda ordem) se torna bastante interessante, uma vez que
€ de 22 ordem, e envolve somente dois pontos nodais. Porém, ele também alerta
que este tipo de FI, de alta ordem, tende a gerar oscilagbes numéricas em regides
de grandes gradientes em problemas de advecgdo dominante.

Voltando a definicdo dada por Marchi (1993) vé-se dois tipos de relagdes
que devem ser geradas. A primeira é para conseguir o valor da variavel na face,
termo advectivo. Ja a segunda relacdo é para conseguir o valor da derivada normal
na face, que € o termo difusivo.

A aproxima¢do numérica dos termos difusivos ndo traz grandes problemas
de estabilidade para o método numérico, e em geral a utilizacdo do esquema de
diferencas centrais é satisfatorio (MALISKA, 2004). J& os termos advectivos devem
ser melhor trabalhados. Para Chung (2002), enquanto os termos advectivos ditam a
acuracia da solugao, os termos difusivos mantém sua estabilidade.

Foram apresentadas anteriormente algumas questdes relativas aos erros de
truncamento gerado por estas aproximagdes. Torna-se bastante importante neste
momento entender, mesmo que de modo simplificado ou intuitivo, qual a relagcéo
entre a ordem da Fl e seu erro de truncamento.

As fungbes de interpolacdo podem ser classificadas pela ordem do erro
gerado. Quanto a isto podem ser de 12, 22, 32, ....ou de enésima ordem, sendo que,
quanto maior a ordem, mais acurada, em termos de resultado, é a solugdo numérica.
Outro aspecto importante relativo a isto € que, quanto maior a ordem do erro da Fl,
maior o numero de nds envolvidos na relagéo dada pela Fl.

O exposto acima faz crer que aproximagdes de mais alta ordem séo as mais
adequadas, porém, isto pode néo ser verdade. Para Fortuna (2004), quanto maior o
ndmero de pontos envolvidos na aproximacdo, maior o risco de problema de
instabilidade do método numérico. Além disto, quando proximos a fronteira, o grande
ndimero de pontos pode fazer com que alguns caiam fora do dominio, e outra
aproximacdo € necessaria para estas regibes, gerando algumas complicacdes

computacionais adicionais.
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Quando se utilizam malhas grossas, os erros das Fl's de alta ordens nao
Sdo necessariamente menores que as de baixa ordem (FORTUNA, 2000 apud
FLETCHER, 1992). Isto porque a fungcdo expandida em série de Taylor pode
apresentar descontinuidades, por n&o ser suave o suficiente. O resultado disto é que
suas derivadas de mais alta ordem na série podem néo diminuir de magnitude, como
se sup0e, fazendo com que a ordem do erro que esta sendo considerado acabe por
perder seu significado.

Finalmente, Fortuna (2000) sugere que se considere ordens de erro dentro
de uma razoabilidade, com o objetivo de obteng&o de boa eficiéncia computacional,

ou seja, uma boa relagéo entre estrutura computacional e preciséo de resultados.

2.8 FUNCOES DE INTERPOLAGCAO PARA TERMOS ADVECTIVOS

Pode-se ver em Maliska (2004) que o termo advectivo tem como
caracteristica fisica a transmissao de perturbagcfes apenas no sentido da velocidade.
Matematicamente isto se justifica por ser este um termo parabdlico. Mais adiante
serd visto o impacto desta caracteristica nas solu¢gdes dos problemas.

A seguir serdo apresentadas as principais fungdes de interpolagdo usadas
neste trabalho para aproximagédo dos termos advectivos. Todos os termos das
equagbes tem por base a Fig. 2.4, considerando também que sdo aplicadas a

malhas unidimensionais uniformes.

2.8.1 UDS (Upstream Difference Scheme)

Conhecido como Upstream Difference Scheme, ou upwind, é o mais
simples e estavel de todos (MARCHI, 1993). Possui acuracia de 12 ordem. E um
esquema dissipativo, que ndo gera oscilagbes numéricas quando utilizado para os
termos advectivos, porém, suaviza os altos gradientes.

Esta é a Unica aproximagdo que satisfaz incondicionalmente um critério

conhecido como boundedness condition’, ou seja, ndo ird gerar solucdes

! Boundedness Condition é um critério qgue afirma que, na auséncia de termos fontes, os valores
nodais internos de determinada variavel de interesse, devem estar entre os valores minimos e
maximos das condi¢Ses de contorno. Outra imposi¢éo desta condigdo € que todos os coeficientes das
equac0es discretizadas tenham o mesmo sinal (VERSTEEG e MALALASEKERA, 2005).
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oscilatérias, embora seja numericamente difusiva. Este é um critério dificil de ser
garantido, e apenas alguns esquemas de 12 ordem garantem esta propriedade.
Esquemas de mais alta ordem podem n&o atender a este requisito, porém, isto
ocorre mais frequentemente em malhas mais grossas, sendo resolvido com um
refinamento da malha (FERZIGER E PERIC, 1999).

Sua relacao é dada pelas seguintes equacdes,

Pu = dy P = bp uz0 (2.8)
Pu = Po Pe = Pe u<o0 (2.9)

2.8.2 UDS-2 (Upstream Difference Scheme de 22 ordem)

7

Este € o esquema UDS com aproximagdo de 22 ordem. Na literatura é
também conhecido como Beam-Warming Scheme (MURTHY et al., 1998).
Foi aqui considerado para velocidades positivas (u>0) e as relagbes que

definem os valores das variaveis nas faces sédo dadas por,
PRl (2.10)

_ 3w — (2.11)

P >

Este esquema foi desenvolvido para melhorar a ordem de erro gerada. E um
esquema muito complexo, devido as vérias possibilidades de dire¢cdes do fluxo, e
necessita uma grande quantidade de interpolagdes. A possibilidade de ocorréncia de
oscilagdes na solugdo numérica quando utilizando malhas grossas, e a dificuldade
de programacéo, fizeram com que este esquema nao fosse muito difundido
(FERZIGER e PERIC, 1999).

2.8.3 CDS-2

Abreviagdo de Central Difference Scheme, o CDS-2 é um esquema de 22

ordem. E utilizado de forma muito positiva para os termos difusivos, porém, pode
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trazer erros consideraveis quando aplicado aos termos advectivos. Este erro
aumenta a medida que tem-se um aumento no niumero de Peclet (ou Reynolds).

E a aproximacdo mais largamente utilizada, sendo uma interpolacéo linear
entre dois nos préximos. Assim como todas as aproximacdes de ordem maior que
um, pode gerar oscilagbes na solugdo. Uma de suas desvantagens fisicas é que a
direcé@o do fluxo ndo é levada em conta, recebendo influéncia de mesma intensidade
dos nos a direita e a esquerda.

Para Maliska (2004) este € um esquema que, quando aplicado aos termos
convectivos, tende a criar coeficientes negativos nas equagdes discretizadas, o que
pode impedir a obtencéo da solugéo. Diz ainda que a presenca de aproximagdes no
termo advectivo, quando estes forem dominantes, gera instabilidades e produz
solugdes impregnadas de oscilacfes numeéricas (wiggles) em regifes de grandes
gradientes. Para ele, os esquemas de alta ordem ndo tem a capacidade de dissipar
estas oscilagdes, ou seja, sdo conhecidos como esquemas néo-dissipativos.

As seguintes relagdes representam este esquema,

g =Je o (2.12)
2
g = u e (2.13)
2
2.8.4 QUICK

Abreviacdo de Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kinematics.
Funcédo de interpolagcdo desenvolvida por Leonard em 1979 (MARCHI, 1993). Sua
idéia basica é aumentar a ordem da aproximacdo, que, neste caso se torna de 32
ordem. E ligeiramente superior & CDS, mas ambas convergem com erro de 22
ordem, sendo raro observarem-se diferencas significativas entre os dois esquemas
(MALISKA, 2004).

Conforme indicado, no esquema CDS-2 a aproximagdo entre dois nos
proximos foi feito por interpolagéo linear. Neste caso a aproximacao é feita por uma
parabola, necessitando um ponto a mais para sua constru¢io (FERZIGER e PERIC,
1999).

Considerando a velocidade u>0, tem-se este esquema representado por,
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6 3 1

¢, = §-¢p +§'¢E —g-‘ﬁw (2.14)
6 3 1

¢w _§¢W +§'¢P _§¢WW (2-15)

2.8.5 PLDS (Power Law Difference Scheme)

Esquema desenvolvido por Patankar em 1979. Sua base conceitual € a
busca por corrigir algumas inconsisténcias do esquema hibrido. A principal delas é a

consideragéo de que o efeito da difusédo cessa téo logo tenha-se —2 > Pe, e Pe, > 2,

onde Pe, € o Peclet da malha, dado por,

Pe, = ——, (2.16)

Neste esquema, o efeito da difusdo cessa assim que Pe excede o valor 10.
Se Pe esté entre zero e dez, o fluxo é analisado usando uma expresséo polinomial.

Considerando a possibilidade de escrever a equacdo de adveccgao-difuséo
discretizada de uma forma genérica por (PATANKAR, 1980),

apPp = Ag P + 3y Py +D,, (2.17)

pode-se definir os valores de ag e aw para o esquema PLDS como,
a = De.maxlo,(l—0,1.|Pee|)5J+ max|- F,,0] (2.18)
a, = D, max|0,(L-0,]Pe, | |+ max[F, 0] (2.19)

sendo que, as relagdes D, F e Pe sédo dadas por,

% - rp—'“ (2.20)
U

A proximidade deste esquema ao esquema exponencial € muito grande, em

Pe =

termos de resultado, o que leva Patankar (1980) a considera-lo como o mais propicio
em problemas de adveccao-difusdo, sendo o esquema hibrido relegado somente a

alguns casos mais especificos.
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2.8.6 WUDS

Abreviacdo de Weighted Upstream Differencing Scheme, esta fungdo de
interpolacdo é associada a dois coeficientes, a« e 3, que dependem do nimero de
Peclet (Pe) e traduzem o peso da adveccdo e difuséo no fendmeno. Como esta
secdo trata da aproximacéo do termo advectivo, ou seja, em determinar o valor das

variaveis nas faces, sera considerado somente o termo «, que é obtido por,

Pe?

%= 0+ 2pe’ 2.21)

onde Pe é obtido através da Eq.(2.16).

Para obtencé@o dos valores das variaveis nas faces usam-se as seguintes

relagdes,
9, = @ v ae}ﬁp v @ - ae}bE (2.22)
4, = @ + aw}m + @ —awj.(bp (2.23)
287 ALFA

O esquema alfa aqui considerado € um esquema similar ao WUDS, onde é

definido um valor especifico para alfa nas equagdes abaixo.

o, = (%Jra}qﬁp +(%—aj¢E (2.24)
o, = (%4‘ aj.ﬁ,v +(%—aj¢P (2.25)
2.8.8 TVD

Para Chung (2002), o mais importante desenvolvimento em CFD foi o UDS
de 22 ordem com alta resolugéo, conhecido como TVD, abreviagéo de Total Variation

Diminishing. Os estudos de desenvolvimento deste esquema se iniciaram em 1959
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com Godunov e tiveram desenvolvimentos posteriores, com Van Leer em 1973 e
1979, Harten e Lax em 1981, Harten em 1983 e 1984, Osher em 1984, Osher e
Chakravarthy em 1984 e, finalmente, revisado por Hirsch em 1990.

Segundo Marchi (1993), estes tipos de esquema foram desenvolvidos para
evitar o surgimento de oscilagdes na solugdo numérica em problemas
unidimensionais.

A condigédo principal para um esquema TVD é que, a variacdo total da

solucédo, dada pela Eq.2.26, decresga com as iteragdes (BLAZEK, 2001).
TVD=> (U,,-U) (2.26)
|

Os esquemas TVD sdo implementados como uma média dos fluxos
advectivos, combinados com um termo de dissipagéo adicional. Se o termo de
dissipac@o depender do sinal da velocidade, entdo é chamado TVD simétrico, caso
contrario € um TVD upwind, que tem melhor ordem de acurécia que o anterior
(BLAZEK, 2001). E um esquema de 22 ordem em regides de fluxos suaves, e de 12
ordem em regides de descontinuidade (BLAZEK, 2001).

O esquema TVD utilizado neste trabalho serd do tipo Superbee, proposto

por Roe em 1983. Sua representacéo, como segue, foi tirada de Marchi (1993),

o, =%.(1—‘Pe) 2.27)

- (¢E —¢VE) (2.28)
(¢E _¢P)

¥, = MAX[0; MIN(2.r,;1); MIN(r,;2)] (2.29)

As Eqgs. (2.27) e (2.28) sao validas para u>0. O fator re introduz uma néo-

linearidade no calculo de ¥, e o, (MARCHI, 1993). Apos calculados os valores de

“‘a” para a face leste, e face oeste, estes devem ser substituidos nas Egs.(2.22) e
(2.23) para obtencao das aproximagdes com o esquema TVD.
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2.8.9 ADS

O esquema ADS, ou Adaptable Difference Scheme, é apresentado a seguir
pelas Egs. (2.30), (2.31), (2.32) e (2.33) (MARCHI, 1993). Neste esquema o valor de

¢. ndo depende do sentido do escoamento.

b =i+ 5= ) (2.30)
0 =265 +42) o3
0 =9 - e - 90) (2.32)
8. = MAXIMIN (597 ); MIN 942 ); MIN (B3] (2.33)

sendo ¢, obtido pela extrapolagéo linear deg¢,, e ¢, sobre a face leste do volume
de controle P; ¢." € a média aritmética entre ¢, e ¢.; ¢, obtido pela extrapolagéo
linear de¢.. e ¢. sobre a face leste do volume de controle P. Desta forma ¢, obtida

pela Eq. (2.33) corresponde a um valor intermediario entre ¢, , ¢." € ¢, .

2.9 FUNCOES DE INTERPOLAGCAO PARA TERMOS DIFUSIVOS

Como caracteristica fisica dos termos difusivos tem-se sua natureza eliptica,
gue faz com que as perturbagbes sejam transmitidas (difundidas), em todas as
direcdes, ou seja, independente da velocidade do fluxo, existe a difusdo mesmo no
sentido contrario ao da velocidade.

Conforme visto anteriormente, a aproximagao dos termos difusivos néo gera
grandes problemas ao método numérico, dando estabilidade, enquanto o termo
advectivo dé acuracia, ou seja, tem maior impacto sobre o erro numeérico. Isto torna
necessario algum cuidado para que as ordens de erro das FI's do termo difusivo ndo

poluam as ordens de erro das FI's do termo advectivo.
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Para focar a influéncia dos termos advectivos no erro da solugao numérica,
foram escolhidas aproximagbes para os termos difusivos tais, que seus erros
tivessem impactos menores que das aproximacOes dos termos advectivos na
solugdo numeérica final. Isto explica a escolha de uma aproximagéo de 22 ordem para
as FI's advectivas de 12 e 22 ordem, e uma aproximagdo de 42 ordem para o
esquema QUICK, de 32 ordem de erro de truncamento. Seré possivel ainda, ao final
do trabalho, identificar a influéncia da ordem do CDS-2 no esquema QUICK, que

resulta na reducéo da ordem de 32 para 22 ordem.

29.1 CDS-2

O esquema CDS-2 é de 22 ordem e tem como vantagens sua simplicidade,
por envolver somente dois pontos nodais, e sua alta ordem com relagdo a seu erro
de truncamento. Por isto, tem seu uso amplamente disseminado.

As derivadas de 12 ordem séo definidas nas faces por,

0p| _ ¢ —dp (2.34)
OX |, AX
@ - M (2.35)
oX|,, AX

29.2 CDS-4

O esquema CDS-4 é de 42 ordem e tem a vantagem de sua elevada ordem
de erro, porém, tem como desvantagem ter quatro pontos nodais envolvidos no
calculo, o que traz algumas complica¢des computacionais.

As derivadas de 12 ordem séo definidas nas faces pelas Egs.(2.36) e (2.37).

@ _ 270 — 279 + Py — Pee (2.36)
oX|, 24.AX .
04| _ 2140 — 219y + b — % (2.37)
oX|,, 24.AX .
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2.10METODO DIRETO DE SOLUCAO

O TDMA, ou algoritmo de Thomas, ou ainda Tri-Diagonal Matrix Algorithm, é
um método que resolve de forma direta sistemas de equagdes, cuja matriz de
coeficientes € do tipo tridiagonal. Este sera o método utilizado para solugdo do
sistema de equacdes algébricas geradas a partir da discretizacdo das equacdes
diferenciais que governam o fenébmeno.

Este método de solugédo é utilizado para sistemas unidimensionais, podendo
ser utilizado também em sistemas bi ou tridimensionais com algumas adaptacdes e
com a utilizacdo de métodos iterativos associados.

Tendo por base a Eq. (2.6), que foi integrada usando o MVF, e apds serem
feitas as aproximacdes numéricas dos termos difusivos e advectivos, resulta, para
cada volume de controle, uma equacéo no formato da Eq. (2.17). Tem-se entdo um
sistema de equaces algébricas. Lembrando que é um sistema linear, que pode ser
representado de forma matricial pela Eq. (2.38). Sendo que, no caso de problemas
unidimensionais resultam matrizes tridiagonais se forem empregadas fungdes de
interpolacdo que usam menor numero de vizinhos (UDS e CDS-2), ou se os volumes

adicionais forem colocados como termos-forte.

[Alls]=[B] (2.38)

O objetivo do método é encontrar uma solugdo direta do tipo da Eg. (2.39).

Sendo que, P, e Qp, sdo os coeficientes do método TDMA.

¢p = Po.e +Qp (2.39)

Para célculo dos coeficientes do método, serdo utilizadas a EQ.(2.40) e

(2.41). Sendo que, estes coeficientes sédo validos somente para os nés internos da

malha.
a
P = E 2.40
* a,-a,.P, (2.40)
b, +a,.
Q, _bp+ay Qy (2.41)
ap —ay.Py

No contorno esquerdo (N=1), verificam-se as relagdes dadas por,
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a
PP(l) = aE(l) (2.42)
P(1)
b
Qp(l) = ap_(l) (2.43)

P

Para o contorno direito, ou seja, o né “N”, resulta,

Boony = Qo) (2.44)

Desta forma, para solugdo com o TDMA, devem ser feitos os seguintes
passos:
e Calculo de P; e Q;, com as Eqs.(2.42) e (2.43);
e Calculo de Py e Qp, com as Eqgs.(2.40) e (2.41), para 0s n6s P=2 a N;
e Obtencdo de ¢, da Eq.(2.44); e

e Obtencédo de ¢, para P=N-1....1 com a Eq. (2.39).

Para utilizagdo do método, deve-se ter o cuidado de garantir a positividade
dos coeficientes, evitando problemas de convergéncia. Outra observancia € quanto
a conservacdo do fluxo nas interfaces, caso néo seja respeitado pode-se novamente
ter problemas de convergéncia. E finalmente, buscar a obtencdo de termos fonte

negativos em sua linearizag&o, buscando garantir a dominancia diagonal da matriz.

2.11 ACURACIA E ERROS

Devido as sérias consequéncias dos resultados das atividades de CFD em
aplicagbes préaticas, e ainda, as restricbes relativas a exatiddo das solucdes
numeéricas exigidas pelos periédicos na area de CFD, muito tem sido feito para

estudar a acuracia dos resultados de trabalhos de modelagem e simulacao.

2.11.1 Conceitos de incerteza

Segundo Freitas (1999), a incerteza é a diferenca entre a quantidade
estimada e seu valor real, podendo ser de trés tipos: incerteza de entrada, incerteza

do modelo e incerteza numérica (erro iterativo e de discretizacao).
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A incerteza de entrada é aquele parametro inserido no processo, mas que
ndo foi bem definido, sendo que n&o tem nenhuma relagdo com o modelo. A
incerteza do modelo, vem da implementacdo adotada em cada caso. E finalmente, a
incerteza numérica, que é aquela inserida pela discretizacdo e pelos processos
iterativos. Para ele, este é o Unico erro que ndo pode ser eliminado, sendo a solucdo
para isto a sua minimizacdo. O desafio entdo € desenvolver estimadores de erros

que as quantifiquem.

2.11.2 Conceitos de erros

Como conceito de erro pode-se considerar o que diz o AIAA (1998), onde
“erro € uma deficiéncia reconhecivel em qualquer fase da atividade de modelagem e
simulacéo, que nao é devido a falta de conhecimento”.

Para Freitas (1999), erro é a diferengca entre um valor observado ou
calculado e um valor exato. Diz ainda que ele é inserido no processo pelas
representacdes truncadas das seéries de Taylor das derivadas, e também pelos
processos iterativos. Chamando ambos finalmente de erros de discretizacéo.

Oberkampf et al. (2002) trazem a mesma interpretacdo do AIAA (1998),
dizendo que € uma inacuricia reconhecivel em cada passo da atividade de
modelagem e simulagdo, que ndo € devido a falta de conhecimento. Porém, o erro
pode ser conhecido ou n&o. Os conhecidos sdo aquelas faltas de acuracia
reconhecidas pelo analista, que pode ter uma idéia do seu tamanho e impacto no
problema (preciséo aritmética do computador, aproximagdes e conversado das EDP's
em equacdes numéricas discretas).

J& os erros desconhecidos sdo aquelas inacuracias ndo detectadas pelo
analista, mas que sdo passiveis de reconhecimento. Podem ser erros ou enganos
cometidos pelo analista (OBERKAMPF et al., 2002).

2.11.3 Fontes de erros em solugfes numeéricas

Dando sequéncia aos conceitos aqui discutidos, sera visto adiante como sao
classificados os erros envolvidos nas solu¢des numéricas, e apesar da variacdo na

nomenclatura usada por alguns autores, os conceitos nao diferem muito.
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Ferziger e Péric (1999) classificam estes erros como erros de modelagem,
de discretizacdo, de iteragdo e de programacgdo. Ja Fortuna (2000) os classifica
como erros de modelagem, geométricos, discretizacdo, convergéncia (iteracéo) e
arredondamento.

Porém, para o desenvolvimento do trabalho, a base sera a dada por Marchi
(2001), que nao difere muito dos autores acima, classificando-os em erros de

truncamento (¢, ), erros de iteragdo (¢, ), erros de arredondamento (¢,) e erro de
programacgao ().

Considerando que o erro de uma solugdo numérica (E), para uma variavel

de interesse “@” , pode ser representada por,

E(p) = E(e..¢,,6,.8,) (2.45)

Cada um destes erros entra na solu¢cdo numeérica podendo ter magnitudes e

sinais diferentes, podendo se anular ou néo.

2.11.4 Erros de iteragéo

E a diferenca entre a solucdo exata e a solucdo iterativa das equagdes
discretizadas (FERZIGER e PERIC, 1999).

Tem-se em alguns casos que lidar com equagdes ndo-lineares, que sao
linearizadas e entdo resolvidas por processos iterativos. Estes processos devem
parar em algum momento, isto é feito, geralmente, obedecendo a um critério de
convergéncia, ou seja, a aceitacdo de um erro pré-determinado (FERZIGER e
PERIC, 1999).

Mesmo que 0 processo seja convergente e a iteragéo seja feita num ciclo téo
grande quanto se queira, nunca se obtém a solucdo exata das equacdes
discretizadas. Esta diferenca entre a solugéo exata das equacgdes discretizadas e a

solugcdo numérica em determinada iterag&@o é o erro de iteracdo (¢,).
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2.11.5 Erros de arredondamento

Também conhecido como round-off errors, sdo o0s erros devido a
representacdo finita dos numeros reais. Nao pode ser evitado, mas pode ser
reduzido através da utilizag&do de precisédo dupla ou quadrupla (FORTUNA, 2000).

Em Marchi (2001) verifica-se que, se com a reducdo da malha h temos a
reducao do erro de truncamento, com o erro de arredondamento ocorre o inverso.

Supondo que o erro de iteragcdo tenha sido reduzido a um valor
insignificante, ainda assim a solucdo exata do problema néo é atingida, isto porque
existem ainda os erros de arredondamento computacionais, que ocorreram durante
a solucéo do problema (FERZIGER e PERIC, 1999).

2.11.6 Erro de programagao

Estes erros estdo relacionados a propria geracdo do programa, que pode
resultar em erros. Para Ferziger e Péric (1999) uma parte critica do programa sdo
as condi¢cdes de contorno, que devem ser satisfeitas. Além da possibilidade de
geracdo de erros no programa, outros erros podem surgir se 0S USU&rios nédo

souberem aplicar os programas de forma correta (FERZIGER e PERIC, 1999).

2.11.7 Erros de truncamento

Conforme descrito em Ferziger e Peéric (1999), como as equaches
discretizadas séo representadas por aproximagdes truncadas da equagéo
diferencial, a solugdo ndo serd exata, ou seja, ndo ir4 satisfazer a equacéo

diferencial. Esta diferenca € conhecida por erro de truncamento (¢,). E, para uma

malha com espagcamento h, este erro sera definido por,

L(DP) =B(D) +¢,, (2.46)

onde S(®)é o operador simbdlico que representa a equacao diferencial e B(®)é o

operador simbdlico que representa o sistema de equacfes algébricas obtidas pela

discretizagc&o na malha h.
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Estes erros podem ser determinados através da expansdo em série de
Taylor em torno de um ponto, de forma a obter as expressfes numeéricas das
derivadas do operador diferencial (MALISKA, 2004). Vale entdo o entendimento de
que forma a expanséo em série de Taylor ajudaré a encontrar as aproximagoes.
Conforme pode ser visto em Kreyszig (1999), a série de Taylor é uma série
infinita que pode ser escrita como,
h® h"

+Aj.§+....+Aj.ﬁ+.... (2.47)

i ii hz
A=A, +Aj'h+Aj'E

A expanséao acima foi baseada na regiéo discretizada mostrada na Fig.2.9.

h h h h
L L L L 2
41-2 +j-1 +,- +j+1 %2

FIGURA 2.9 - REGIAO DISCRETIZADA

onde "A" representa a varidvel dependente do modelo matematico considerado,

"A;," € ovalor analitico da variavel que se deseja obter no ponto “j+1”, a partir do
valor analitico " A ; ", conhecido para o ponto “j", numa malha uniforme, cujos nés tem

espagcamento “h” entre eles. S&o ainda conhecidos os valores de suas derivadas nos
nds envolvidos.

Considere-se ainda que "A" é uma funcdo de “X”, continua no intervalo
fechado [a,b], e ainda possui derivadas continuas de ordem “n” neste mesmo
intervalo. Pode-se ver em Apostol (1967), que esta série sO serd convergente se
para “n” tendendo a infinito, o valor do erro tende a zero.

Se a funcdo "A" é infinitamente diferencidvel no intervalo aberto ]Ja,b[ , e
existe uma constante positiva “k”, tal que a relacdo dada pela EQ.(2.48), seja
verdadeira para todo “x” no intervalor ]a,b[, entdo, a série de Taylor gerada por "A"

converge para " A(x)" para todo valor de “x” neste intervalo.

A" (x)‘ <k", para n=123... (2.48)
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Pode-se redefinir agora o dominio discreto mostrado na Fig. 2.9 em
notagbes mais adequadas ao método dos volumes finitos, representando o dominio
pela Fig.2.10.

I I I 1 |
-® -|-0-]-0-1t @ -0 -
ww W w P e E
[

' h/2, h/2,

FIGURA 2.10 — PASSANDO DE UM DOMINIO DISCRETO DE DIFERENGAS FINITAS PARA
VOLUMES FINITOS

Considerando ainda, que a equacao discretizada, no método dos volumes

finitos, exige que tenhamos relagdes dos valores da variavel "A(x)" nas faces e nos

nés, podem ser desenvolvidas as seguintes relacdes, baseados na nova

configuracao de dominio discreto:

(%)2 A‘:,(%)S JrAieV.(%)4 o (2.49)

Ay =A, +Aie.(%)+ Aig.T+

3 4
A, =AW—Aiw.(%)+Ai;.%—Aiu.(%) +Aivvv.(yj!) o (2.50)

As relagBes desenvolvidas acima, mostram o valor analitico de "A” no ponto
genérico “P” utilizando as faces leste (e) e oeste (w), obtidas através de séries de
Taylor. Elas seréo utilizadas para discretizagdo das equagdes, porém, ha ainda um
incoveniente, o de haver representacdes infinita para os valores das variaveis nestes
nés. O proximo passo entdo serd encontrar uma representacdo finita para estas
séries de tal modo que esta relagéo possibilite discretizar as equagfes, gerando um
sistema algébrico de equagbes que possam ser resolvidas com o TDMA.

Uma forma de obter isto é truncando a série em determinado ponto,

transformando a série infinita numa relacéo finita. Ao fazer isto gera-se um erro, que
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€ o erro de truncamento. Ou seja, o erro de truncamento da aproximacgao (funcéo de
interpolacdo), é a diferenca entre o valor analitico do operador diferencial, ou da
variavel, na face, e seu valor numérico neste ponto.

Para andlise dos erros seré levado em consideragdo que o valor analitico da
variavel (A) sera igual ao seu valor numérico (A) acrescido de seu erro de

discretizagéao (E):

A=2+E(A) (2.51)

Deve-se lembrar que uma das premissas do trabalho € que somente o erro

de truncamento sera relevante na formacao do erro de discretizagéo, ou seja:

E(1) =¢(A) (2.52)

Substituindo a EQ.(2.52) em (2.51), resulta uma relacdo do erro de
truncamento para 0 caso em que este € o mais significativo no erro da solugéo
numeérica. Ou seja, o valor analitico da variavel € seu valor numérico mais o erro de

truncamento:

A=A+e() (2.53)

Voltando as relagfes desenvolvidas nas Egs.(2.49) e (2.50), para o caso da
relagdo dada para o valor da variavel na face leste, a partir do ponto “P” dado pela
Eqg.(2.49), consegue-se o esquema “upwind” truncando a série, e escrevendo-o da

seguinte forma:

A=A +e, (2.54)
Sendo que o erro de truncamento neste caso €;

h/f h h/f
e =N, (%)-‘r A‘;.@+A‘2.@+A‘;.@+.... 2.55)
E, comparando as Egs.(2.53) e (2.54), tem-se que:
Ao =Ap (2.56)

Reescrevendo a Eq.(2.54) considerando a Eq.(2.56), tem-se:
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Ao =2 +e, (2.57)

Que é arelagéo dada pela funcdo de interpolacdo upwind (UDS) para a face
leste, em fluxo de velocidade positiva (u>0).
Em Marchi (2001), vé-se que a EQ.(2.55) pode ainda ser representada pela

equacéao geral do erro de truncamento, dada por,

e()=c.h™ +c,hP +c,.h™ +.. (2.58)

onde os termos “c” sdo constantes positivas ou negativas, ou ainda funcdes
independentes de “h”, e onde os expoentes em “p” s&o dispostos em ordem
crescente.

Tem-se ainda em Tannehill et al. (1997), que um pressuposto importante
para que a relagdo dada pela EQ.(2.58) seja aceitavel, € que seja satisfeita a
condicao de consisténcia. Segundo esta, o erro de truncamento deve tender a zero
com o refinamento da malha, ou seja, quando “h” tende a zero.

Dizer que o erro tende a zero quer dizer que a equagdo discretizada tende a
equacdo diferencial inicial. Isto é bastante simples de se constatar, bastando lembrar
o que foi dito por Ferziger e Péric (1999), mostrado pela Eq.(2.46).

Desta condi¢cdo, pode-se mostrar ainda que, quando h — 0, o termo de
maior impacto no erro de truncamento € o primeiro termo em “h”, ou seja, o termo
em “h” de menor ordem. Considerando a Eq.(2.58) pode-se dizer que a ordem do
erro é de ordem p., também conhecida por ordem assintética do erro de
truncamento.

No caso exemplificado acima (UDS) resulta que, para esta aproximagao do

valor de A., seu erro de truncamento é de primeira ordem.

Mostrou-se entédo que o erro de truncamento de uma funcéo representada
por uma série de Taylor tem seu erro de truncamento definido como a diferenca
entre seu valor analitico no ponto “X” e seu valor numérico neste mesmo ponto.

Até agora pOde-se ver o erro de truncamento como uma operagdo de
truncamento propriamente dita em uma série representativa de determinada variavel,
em determinado ponto nodal. E necessario agora ampliar este conceito para o erro
de truncamento gerado pela substituicdo de uma ou mais destas funcgoes,

representadas por séries de Taylor, numa EDP que esta sendo discretizada.
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Para isto sera considerada a insercdo de duas aproximacdes em
determinada EDP em seu processo de discretizagdo. Cada uma destas
aproximacdes ir4 inserir na equacéao discretizada, um erro de truncamento local.

Levando em consideragdo a EQ.(2.6) representativa de um processo de
discretizagdo ainda nao finalizado, e considerando ainda nesta relagdo que seu

termo fonte seja nulo, tem-se sua reducgéo a,

dA

dA rdA
dx

dx

=0 (2.59)

w

e

Adotando agora, como aproximagdes para os operadores diferencias, a
aproximacao por diferencas centrais dadas pelas Eqs.(2.34) e (2.35), para as faces
leste e oeste respectivamente.

Considerando ainda que cada uma destas aproximacdes ir4 gerar um erro
de truncamento, conforme pode-se ver da relagéo geral dada pela Eq.(2.53), obtem-

se entdo, sem necessidade de demonstracdo no momento, as seguintes relacdes,

O _Ae—hp | o (2.60)
OX |, h
A :MJrgr? (2.61)
OX |, h

as notacdes “1” e “2” nos erros de truncamento(e ) das aproximagdes foram
inseridas para diferenciar as parcelas de erro devido a cada uma destas
aproximagoes.

Aqui, substituindo estas rela¢des na Eq.(2.59), obtem-se:

A —A Ap —A
| —f—F 4 |-T|—2—% 12 |=0 (2.62)
h h
Deixando numa forma mais abreviada:

F{AE —2.A, + A,

; j+r.(gi +£2)=0 (2.63)

Considerando o teorema da propagagéo dos erros (KREYSZIG, 1999), que
diz que, na adicdo e subtracdo, o limite do erro resultante destas operacdes é a
soma dos limites de erros de cada um dos termos, tem-se da Eq.(2.63) que o erro de

truncamento final sera,
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e =g +¢’ (2.64)
ou seja, o erro de truncamento da equacao discretizada em determinado no6, sera a
soma dos erros de truncamento locais das aproximagoes utilizadas.

Extrapolando para o resultado dado pela equagéo discretizada, confirma-se
o que foi dito em Ferziger e Peric (1999), dado pela Eq.(2.46), ou seja, que o erro de
truncamento é a diferenca entre a solugdo analitica da EDP menos a solugdo da
equacdo discretizada, dada pela solugéo do sistema de equagdes algébricas obtidas
pelo processo de discretizacdo. Esta assertiva € verdadeira caso considere-se que
somente o erro de truncamento é relevante na solugdo numérica da EDP, que € o
presente caso.

Considerando a equagéao geral do erro de truncamento dado pela Eq.(2.58),
é possivel tirar mais dois conceitos bastante importantes para o trabalho, qual sejam,
o de ordens verdadeiras e assintéticas.

As ordens verdadeiras (py) do erro de truncamento sdo os expoentes de “h”
dos termos ndo nulos na equagdo geral do erro de truncamento, dados pela
Eq.(2.58). Sendo representadas por p., p2, ps..., que, conforme ja descrito, estdo
ordenadas de forma crescente. Estes valores sdo numeros inteiros positivos que
geralmente seguem uma ordem aritmética, ou seja, tem uma razao definida entre
seu valor e seu subsequente.

J& a ordem assintotica do erro de truncamento é o indice de menor valor na
equacdo geral do erro de truncamento, ou seja, € o valor de p.. Este valor
representa a ordem do erro de truncamento e seu significado vem do fato de que,

quando h — 0, este termo representa o termo mais significativo do erro.

2.11.8 Erro de discretizagéo

O erro de discretizagdo é a diferenca entre a solucdo exata das equacdes
governantes, e a solugdo exata da aproximacéo discreta (FERZIGER e PERIC,
1999).

Pode-se ter inUmeras fontes para os erros de discretizagdo, conforme
apresentado em Ferziger e Péric (1999). Uma das fontes deste erro é o uso de

aproximacdes para solugdo numérica do problema.
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Outra fonte € o erro de geragdo de malha. Nao é um erro claramente
definido na literatura, porém, Ferziger e Peric (1999) o mencionam como uma fonte
de erros. Isto € explicado pois dependendo da forma da malha, ou melhor, da
distribuicdo dos elementos de volumes na malha, o tipo de aproximacéo escolhido
pode ser muito bom para determinadas regifes de fluxo, porém podem néo ser tao
acurados em outras areas.

Como forma de auxilio em pontos que serdo vistos adiante, pode-se ver em
Marchi (2001), que a equacgdo genérica para o erro de discretizagdo, pode ser

descrita por,

E(¢)=C,.h™ +C,.h% +Coh> +Ch"™ + ... (2.65)

sendo que os termos desta equacdo tem o mesmo significado j& explicado para os
termos da Eq. (2.58).

2.12ESTIMADORES DE ERROS DE DISCRETIZAGCAO

Os erros de discretizacdo s6 podem ser estimados se forem comparadas as
solugdes em malhas sistematicamente refinadas, e, a qualidade do erro de uma
aproximacao é descrita em termos de sua ordem (FERZIGER e PERIC, 1999). Estas
ordens de aproximacdo sdo encontradas através das expansfes em séries de
Taylor.

Para estimar os erros de discretizacdo pode-se usar basicamente dois
conceitos, fazer estimativas a priori, ou seja, tentar prever inicialmente como ir4 se
comportar o processo resolutivo adotado para obtencédo das solu¢des das EPD's. E
ainda estimativas a posteriori, que sdo responsaveis por indicar o qudo adequada
esta a solugcdo numérica, se comparada a solugéo analitica do problema, ou no caso
de ndo as ter, comparada as solugbBes analiticas estimadas do problema. Sera

apresentado adiante o que quer dizer cada um destes temas.

2.12.1Estimativas de erro a priori

Sao utilizados para estimar a ordem do erro de discretizacdo, que é feito

estimando-se o erro de truncamento do modelo matematico através da série de
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Taylor, e admitindo-se que o erro de discretizagdo (E) tenha a mesma forma
funcional quando o tamanho “h” dos elementos da malha tende a zero (MARCHI,
2001).

Este tipo de estimativa é feito quando o interesse é em definir as ordens
assintdtica (p.) e verdadeiras (pv), dos erros de truncamento.

Ainda em Marchi (2001) pode-se observar que quanto menor a malha, ou
seja, maior o numero de nos do dominio discretizado, menor sera o erro de

discretizagdo. Esta afirmacao é facilmente confirmada pela Eq.(2.65).

2.12.2Estimativa de erro a posteriori

Sao utlizados para calcular efetivamente a magnitude do erro de
discretizagéo, ou seja, seu valor quantitativo. A forma mais simples de verificar a
magnitude do erro de discretizacdo é comparando o resultado da solugdo numérica
com o resultado das solucdes analiticas. Processo bastante simples e I6gico, porém
sem muita razdo de ser, salvo casos de estudos de processos numéricos. Isto
porque se existe a possibilidade de conseguir a solugdo analitica de determinado
problema, ndo faz sentido a obtencdo de sua solu¢cdo numérica.

De qualquer forma, em casos onde estdo sendo analisados processos de
solugbes numéricas, como € o caso destes trabalho, a andlise a posteriori é feita
comparando a solugdo numérica obtida (A\) com a solug&o analitica (A\), e neste caso

o erro de discretizacdo (E(A)) é dado por,

EA)=A-1 (2.66)

Para os casos onde nao tem-se a solucdo analitica, a maioria dos casos, é
necessario fazer a andlise com base em solu¢des analiticas estimadas, que séo
obtidas com o uso de alguns estimadores. Nestes casos fala-se de incerteza da

solugdo numeérica (U ),
Uu=1,-4 (2.67)

sendo “1,” a estimativa do valor da solucdo analitica, e “A "é a solu¢cdo numérica.

Estas incertezas séo obtidas através do uso de alguns estimadores de erros.

Como aparece em Marchi (2001), existem varios métodos para estes calculos,
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porém, podem ser divididos em dois grupos, o primeiro estima o erro com base na
solugdo numérica calculada sobre uma uUnica malha, o segundo grupo considera a

estimativa de erro sobre as solugbes numeéricas obtidas sobre diferentes malhas.
2.12.3 Estimador de Richardson

O estimador de Richardson nos da a incerteza da solugdo numérica para
casos em que a solugdo analitica ndo € conhecida, assim, a incerteza (U, ) de uma

solugdo numérica (1) € obtida empregando a Eq.(2.68), baseado numa solucdo

analitica estimada(4,) .

Ug (A) =1, — A (2.68)

Pode-se obter o A, por meio da extrapolacdo de Richardson dada por,

= t) (2.69)
Q™ -1

onde A, e 4, sd@o as solugBes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, cujo
tamanho (h) dos volumes de controle é h, e h,, respectivamente, e q € a razdo de
refino da malha, dada por,

h2

q= h_l (2.70)

Com a substituicdo da Eq. (2.69) na Eqg. (2.68) o estimador de Richardson

resulta em,

Ug (1) = % (2.71)

Ordem Efetiva:

A ordem efetiva é a ordem do erro conseguido a partir de uma solugéo
analitica conhecida, mais duas solugbes numéricas em malhas refinadas com uma

razéo de refino (q).
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Esta ordem pode ser obtida com duas solugbes numeéricas “4,” e “1,” em

malhas distintas de tamanhos “h,” e “h,”, respectivamente. Necessita-se ainda a

razdo de refino “q”, e tendo o conhecimento da solug&o analitica “A” (Marchi, 2001).

(2.72)

Ordem Aparente:

A ordem aparente € obtida quando ndo tem-se a solugdo analitica do
problema, ou seja, na maioria dos casos. Para sua obtengéo, sdo necessérias trés
solu¢bes numéricas obtidas com o refino uniforme da malha.

Esta ordem do erro de discretizacdo permite verificar, a posteriori, se, a
medida que o tamanho de malha tende & zero, a ordem da incerteza tende & ordem

assintdtica (Marchi, 2001).

IO M
24,

2.73
log[q] (@.73)

Py =

Pode-se ver que sao necessarias solugcdes numéricas para trés malhas

distintas, sendo que, neste caso, a razdo de refino deve ser um valor constante.
2.13MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE RICHARDSON (MER)

A técnica de multiplas extrapolacdes de Richardson (MER) € utilizada para
reduzir o erro de discretizacdo. Tal método tem como base a extrapolagdo de
Richardson generalizada para estimar tais erros (Marchi et al., 2008). Sua utilizagao
exige trés ou mais solu¢cdes numéricas.

Para obter a solucdo numérica (A) em determinada malha (g), com “m”
extrapolacdes de Richardson, usa-se,

A A

g,m-1~ “tg-1m-1
N Agima 2.74

Agm=4

g,m g,m-1
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A EqQ.(2.74) é valida param =1 a M-1, e g = m+1 a M; onde m é o nimero
de extrapolagBes; M é o numero de malhas diferentes sobre as quais foram obtidas
solugdes numéricas (A) sem qualquer extrapolacéo, neste trabalho usando o método
TDMA,; g representa cada uma das malhas, sendo g=1 a malha mais grossa do
conjunto de malhas, isto €, aquela na qual a distancia h entre dois n6s consecutivos
tem o maior valor. A malha mais fina ocorre em g=M, e é aquela na qual a distancia
h entre dois nés consecutivos tem o menor valor. A razdo de refino é dada por g, e é
representada pela Eq.(2.70). Para m = 0 tem-se a solucdo numérica (A) sem
qualquer extrapolagéo; e pm séo as ordens verdadeiras do erro de discretizagao.

Pode-se ver na Tab.2.1 que sem nenhuma extrapolagdo tem-se as solu¢des
numéricas das diversas malhas com o método utilizado (no caso deste trabalho o
TDMA). A partir da 12 extrapolagdo tem-se os resultados extrapolados a partir da 22
malha. Para a 22 extrapolagcdo tem-se os resultados extrapolados a partir da 32
malha e assim sucessivamente, até que a Ultima extrapolacdo resulte em valor
somente para a Ultima malha (a mais refinada).

Isto implica dizer que os melhores resultados numéricos para cada malha
sdo os apresentados pela células hachuradas da Tab.2.1, ou seja,

AoiAoas Ag i Ay w1, QuUE S80 0s resultados que mais sofreram extrapolagoes.

TABELA 2.1 - ESQUEMA DE OBTENGAO DE RESULTADOS COM MER

Quantidade de Extrapolacdes

0 1 2 3 4 5 6 7 M-1
1 }“1,0
2 j*2,0 }“2,1
3 j*3,0 A }“3,2
” 4 )“4,0 )“4,1 Ay 14,3
::_‘: 5 }“5,0 Asy As 2 }“5,3 15,4
=6 }“6,0 Aga Ag 2 }“6,3 Aga 2“6,5
! )“7,0 )“7,1 A7 }“7,3 ey }“7,5 2“7,6
8 }“8,0 )“8,1 Mgz )“8,3 }“8,4 }“8,5 }“8,6 Ag7
M

N
=
o
N
=
o
=
N
=
w
o
=
S
N
=
o
~
=
(=2}
o
=

ﬂ“M,M—l
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3 PROCEDIMENTOS MATEMATICOS E NUMERICOS

Este capitulo apresentara o modo como foram feitos todos os procedimentos
necessarios para o atingimento dos objetivos descritos nesta dissertagéo.

Inicialmente ser8o mostrados os modelos matematicos considerados. Para
isto, parte-se da equagéao geral do transporte, dada pela relagdo da Eq.(2.1), e, com
base no fenébmeno fisico, sdo feitas as simplificagbes possiveis, obtendo-se
finalmente a equacédo governante do fendomeno.

Definida esta equacao, serdo entdo apresentadas as variaveis de interesse
que servirdo de base para o estudo do erro de discretizagdo. Conjuntamente, seréo
mostradas as relacfes mateméticas que resultaram nas solu¢des analiticas destas
variaveis para tal equacado governante.

Conforme ja dito no trabalho, a importancia das solu¢des analiticas € dar
subsidios para comparar os resultados numéricos obtidos com cada fungédo de
interpolacédo (Fl), podendo ent&o verificar-se o erro de discretizacdo efetivo de cada
caso.

ApoOs realizados os passos acima, serdo iniciadas dicussées em torno das
questbes numéricas da solugdo da equacdo governante. O primeiro passo nesta
direcdo sera o de definir as premissas consideradas para solugdo numérica do
problema, ou seja, qual o método numérico utilizado, a forma de discretizacdo do
espaco, condi¢cdes de contorno, entre outras.

Posteriormente é mostrado esquematicamente como foram utilizadas as
FI's, assim como as relagfes algébricas que definem as variaveis de interesse.

Até aqui foram definidos todos os pontos necessarios para iniciar a tratativa
do erro de discretizagdo envolvido nos processos numeéricos, falta agora verificar de
que forma sdo obtidas as ordens dos erros de discretiza¢cdo, ou seja, como seréao
feitas as andlises a priori do erro.

Tais analises envolvem uma verificagdo tanto do erro de truncamento das
FI's como dos erros de truncamento relativos as aproximagdes das variaveis. Isto se
explica por ambos participarem na composi¢céo do erro de discretizacéo final de cada

variavel de interesse.
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Resta entdo a descricdo de como foram obtidas as solu¢cdes numeéricas,
abrangendo um pequeno roteiro computacional em termos de software, indicando os
programas utilizados, assim como o hardware disponivel.

E finalmente o calculo das variaveis de interesse para outros valores de Pe,
usados posteriormente para verificar o impacto da variagdo deste numero
adimensional no erro de discretizagéo.

O que se pretende com este capitulo € que possa dar subsidios ao leitor
para que tenha todas as condi¢cbes de, em caso de interesse, poder reproduzir 0s
calculos feitos, obtendo os mesmos resultados aqui apresentados, ou seja, tem-se

como objetivo garantir da melhor forma possivel a sua reprodutibilidade.

3.1 MODELO MATEMATICO

3.1.1 Fenbmeno fisico

O tipo de fendbmeno escolhido para estudo no trabalho foi o de adveccéo-
difusdo. Sua escolha se deve ao fato de ter-se neste fendmeno dois tipos de
aproximac6es numéricas onde sdo utilizadas as fung¢des de interpolacdo (termos
difusivo e advectivo), para as quais a escolha das fun¢des de interpolagéo exerce
papel crucial na magnitude do erro de discretizagao final.

Fisicamente, estes dois mecanismos de transferéncia de calor fazem parte
de um fendmeno fisico chamado conveccéo, que pode ser descrito genericamente
como a transferéncia de energia devido & movimentacdo randdmica a nivel

molecular (difusdo), e também devido & movimentacdo macroscépica do fluido
(INCROPERA e DEWITT, 1996).

3.1.2 Caracteristicas fisicas

O termo caracteristicas fisicas foi designado para descrever que tipos de
simplificagbes foram usadas na equacéo geral de transporte, representada pela
Eqg.(2.1), para chegar-se & equacao governante do fenébmeno.

As simplificagdes foram feitas como segue, considerando que aquela

variavel genérica “¢ " assume a representacdo da temperatura “T":
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e Coordenadas cartesianas;

e Espaco unidimensional (considerando somente o0 eixo “X")

o( ) 0Ty e _ 9.
(V(pTV )= 2 2) e (V(rvT) ax(r axj)’

¢ Fluido: newtoniano, incompressivel;
i oT/ _)-

e Regime permanente ( ét =0);

e Problema advectivo-difusivo;

 Propriedades constantes: (p = cte = a%t =0 a%x =0) e
- o/ _oy:
(T'=cte= aX—O),
e Semtermo fonte (S, =0);e

e Fluxo plenamente desenvolvido: velocidade n&o varia na linha de

fluxo analisada no dominio (a%x =0).

3.1.3 Egquacgéao governante

Sera mostrado a seguir o processo para se chegar a equagao governante do
fendmeno, partindo da Eq.(2.1), e ainda considerando que a variavel genérica “¢”
assume a representacao da temperatura “T”, tornando neste caso o coeficiente de
transporte I" no coeficiente de difusdo. Considera-se inicialmente o formato

unidimensional do espaco, impondo esta condi¢cdo a Eq.(2.1), tem-se:

o(pT) J(pTu 0 oT
(p )+ (pT 1) =—(r.—j+s¢ (3.1)
ot OX OX OX

Considerando agora as propriedades constantes, regime permanente e

termo fonte nulo, impondo isto a Eq.(3.1), tem-se,

2
udT—FdT

u—-=T. 3.2
dx dx? (3.2)
onde, utilizando variaveis adimensionais, resulta,
uc, .L
PZ2e™ _pe (3.3)

k
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dT  d?T

Pe.—=—
dx dx

(3.4)

Esta equacdo representa a equagdo de conservagdo de energia térmica,
com escoamento permanente, unidimensional, fluido incompressivel, sem geracéo
de calor, e onde o fluido tem propriedades constantes.

O modelo matematico apresentado traz vantagens indiscutiveis ao trabalho.
Inicialmente, tem-se uma formulagdo matemética passivel de obtencdo de sua
solugcdo analitica, o que permite relacionar os valores obtidos da solugdo numérica
com os valores da solucdo analitica, ou seja, a solucdo exata. Segundo, que é um
problema relativamente simples, em termos computacionais, o que justifica a

hip6tese de considerar o erro de programacao proximo a zero.

3.1.4 Variaveis de interesse

Para analise do impacto das funcdes de interporlacdo no erro de
discretizagdo, foram definidas quatro variaveis de interesse, sendo duas locais e
duas globais.

As varidveis consideradas séo:

e T.: variavel dependente T em x = Y%, obtida diretamente do valor
nodal, utilizando nimero impar de volumes na malha;

e Ty média de T no dominio, para 0<x<1 ,obtida pela regra do
retangulo;

e L: média da norma (I1) do erro de discretizagdo de T; e

e |: derivada de primeira ordem de T em x =1, obtida com o esquema
UDS-2.

A motivagdo para escolha destas variaveis foram:

e Tc: escolhida por ser a variavel dependente do problema
Inicialmente estudou-se os impactos de obté-la através do valor da
solu¢do numérica do no central, em dominio discretizado com nimero
impar de nés, ou através do valor médio dos nés centais em dominio

discretizado com numero par de nés. Verificou-se que os resultados
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ndo apresentavam diferencas significativas, por isto optou-se por
utilizar dominio discreto com namero impar de nos;

e Tm: variavel secundaria, pés processada, € a média do campo da
variavel dependente. Inicialmente estudou-se o impacto de obté-la
utilizando a regra do retadngulo ou do trapézio. Verificou-se que néo
havia diferenca significativa, o que fez com que fosse escolhida a
regra do retangulo;

e |: fluxo de calor na face do dominio, dado importante nestes tipos de
problemas. Inicialmente verificou-se o impacto em obter este valor
utilizando a aproximagédo UDS e UDS-2. Por ndo ser significativa a
diferenca optou-se por utilizar a aproximag¢ao UDS-2;

e L:indica as magnitudes dos erros de discretizacéo.

A tabela 3.1 mostra as variaveis analisadas e sua caracteristica local ou

global.
TABELA 3.1 — VARIAVEIS DE INTERESSE
Tipo da Variavel Solugéo Solucéo Tipo de Variavel com relacéo a
Analitica (A) Numérica (1) variavel independente

Dependente () T Local

Média da Variavel >, T, Global

Dependente

Primeira derivada da ; T Local

variavel dependente @ ubs -2

Média da norma |, 0 I, Global

3.1.5 SolugBes analiticas — relacbes matematicas

Para resolugédo da equacao governante do fenbmeno descrita acima, foram
consideradas as seguintes condigdes de contorno de Dirichlet, sendo T uma fungéo

de x:

T(0) =0, T =1 (3.5)

Com isto define-se a solucdo analitica da equagédo de adveccdo-difusdo

considerada, conforme dada por Ferziger e Péric (1999), como,

ex.Pe _1

T=2_~2
() ePe_l

(3.6)
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Para a primeira variavel de interesse, considerando T em X = %2, resulta,

e’2-1
T =T=—ry (3.7

Tem-se ainda, para a média da variavel T, partindo da definicao que:
1

T = j T (x).dx (3.8)
0

Cuja sua solugéo analitica (Marchi e Alves, 2008):

e™ —Pe-1

m = m (3.9

Para a derivada primeira de ¢ emx =1, tem-se a seguinte solucdo analitica:

_ Peg®

|
e™ -1

(3.10)

E finalmente, para a média da norma |, do erro de discretizacdo, tem-se
(Marchi e Alves, 2008),

N
analitico numérico
z ,‘Ti - Ti

L=l =12 v (3.11)

3.1.6 SolugBes analiticas — obtenc&o dos valores

Com base nas relagbes matematicas apresentadas acima, foram calculados
os valores das solugfes analiticas para cada uma das variaveis de interesse, exceto

a média da norma I, cujo valor é nulo. Os resultados obtidos analiticamente,
utilizando varios valores para Peclet sdo:

TABELA 3.2 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=0,01

VARIAVEL DE INTERESSE VALOR (Pe=0,01)
T 4,987500026041601562664697623548269154494E-1
Tm 4,991666680555522486855158521391688697724E-1
I 1,00500833331944447751314484147860831130
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TABELA 3.3 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=0,1

VARIAVEL DE INTERESSE

VALOR (Pe=0,1)

Te

4,875026035157896563384986678705528697489E-1

T

4,916680552249503759539226897526430330871E-1

1,050833194477504962404607731024735696691

TABELA 3.4 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=1

VARIAVEL DE INTERESSE

VALOR (Pe=1)

Te

3,775406687981454353610994342544915212467E-1

T

4,180232931306735756149979948909884414531E-1

1,581976706869326424385002005109011558546

TABELA 3.5 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=5

VARIAVEL DE INTERESSE

VALOR (Pe=5)

Te

7,585818002124355119330617664624777313071E-1

T

1,932163450936957689039800990969872157757E-1

5,033918274531521155480099504515063921121

TABELA 3.6 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=10

VARIAVEL DE INTERESSE

VALOR (Pe=10)

Te

6,692850924284855559361980381325180393744E-3

T

9,995459800899031223167103973915619808472E-2

10,00045401991009687768328960260843801915

TABELA 3.7 — VALOR ANALITICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE COM Pe=100

VARIAVEL DE INTERESSE

VALOR (Pe=100)

Tc

1,928749847963917783016970808929410491156E-22

Tm

9,999999999999999999999999999999999999999E-3

100,0000000000000000000000000000000000000

Para obtencdo dos valores das Tabs.3.2 a 3.7 foi utilizado o aplicativo

Maple, versdo 7 de 2001, fornecido pela Waterloo Maple, utilizando 40 algarismos

significativos. Esta consideracdo garante uma precisdo tal da solucdo analitica, que

torna-a suficientemente acurada para servir como referéncia as solu¢des numeéricas,

que utilizam precis@o quadrupla.

O computador empregado para a obtencdo destes valores foi o CFD13 do

laboratdrio de Experimentacdo Numérica (LENA-1) da Universidade Federal do

Parana, que possui processador Intel Core 2Quad, velocidade de 2.4GHz, memdria
de 8.0 GB RAM, e Windows XP 64 bits.
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3.2 MODELO NUMERICO

Apos definida as solugbes analiticas da equag&o governante do fenémeno,

partiu-se entdo para a modelagem numeérica, definindo os meios que permitirdo obter

as solu¢fes numéricas do fenbmeno e posterior estudo do erro de discretizagéo.

Para a modelagem numérica, levou-se em consideragdo as seguintes

premissas:
Método dos Volumes Finitos;
Dominio unitario (0 < x <1);
Sistema de coordenadas cartesianas;
Discretizagdo em dominio unidimensional (considerando somente
eixo “x");
Discretizagdo do espago considerando malhas estruturadas,
uniformes e de nés centrados;
Condigoes de contorno de Dirichlet: T(0)=0 e T(1) =1;
Aplicacdo das condigBes de contorno com volumes ficticios;
Volumes reais: “1“ a “N”;
Volumes ficticios: “0” e “N+1";
Velocidade de fluxo positivo (u > 0)
Para andlise dos erros de discretizacdo e comparacdo das diversas
funcdes de interpolagéo foi utilizado o namero de Peclet (Pe) de 5;
TABELA 3.8 - FUNGOES DE INTERPOLAGAO UTILIZADAS
Esquema Aproximagdo Termo Aproximacdo Termos
q Advectivo Difusivo
| UDS-1 CDS-2
Il CDS-2 CDS-2
I WUDS
v PLDS
Y, QUICK CDS-2
\i UDS-2 CDS-2
VI ADS CDS-2
VIl TVD CDS-2
IX ALFA CDS-2
X QUICK CDS-4

Como o intuito é verificar o impacto das fung6es de interpolag@o no erro de

discretizagéo, utilizaram-se as seguintes fungdes de interpolagdo mostradas na

tabela 3.8.
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Utilizando as funcbes de interpolagdo da Tab.3.8 para discretizacdo da
equacdo governante, foram obtidos os coeficientes e termos fontes da equagéo
geral, que para o espac¢o unidimensional tem a forma mostrada pela Eq.(3.12)
(VERSTEEG e MALALASEKERA, 2005):

apTp =ag.Tg +3, Ty +3, (3.12)

sendo que o termo fonte S, englobou os termos que nao aparecem como leste ou

oeste. Exemplo foi o caso do QUICK, que envolve outros nds a oeste tratados com
corregdo adiada.
Para cada conjunto de fungdes de interpolagéo utilizadas, foi encontrado um

sistema de equacdes, cada qual com seus coeficientes (a,,az,a,) € termo fonte
(S,) especificos. O apéndice A mostra as expressdes que representam estes

termos.
Com base nesta equacado geral, obteve-se uma equacao para cada nd do
dominio, obtendo-se entdo um sistema de equacgdes algébricas. Para solugéo destas

equagdes usou-se 0 metodo TDMA.
3.3 RELACOES ALGEBRICAS USADAS NAS ROTINAS DO PROGRAMA

Discretizando o espaco unidimensional do dominio em volumes uniformes
de nos centrados e faces centradas, conforme Fig.2.7, pode-se obter o tamanho de

cada volume utilizando a seguinte relagéo:

ax=" (3.13)

onde L. € o comprimento do dominio de célculo e N é o nimero de volumes reais da
malha.
Para o refino da malha, foi considerada uma razao de refino (q) constante e

igual a 3. Esta relagéo é obtida fazendo:

a=", (3.14)



70

sendo N, o numero de volumes da malha mais grossa e N, o namero de volumes

da malha mais refinada.

Para o calculo das quatro variaveis de interesse estudadas foram deduzidas
expressbes algébricas, que dardo sua solugdo numérica. Tendo como base o
esquema da Fig.2.4, tem-se as seguintes relacdes para as variaveis:

e Variavel dependente T., com nimero impar de nés na malha, ou seja,
o valor da variavel é obtida diretamente no valor nodal, no centro do

volume:

T =T, =T(N2+1j (3.15)

e Média de T obtida pela regra do retdngulo (KREYSZIG, 1999),

considerando o dominio unitario:
T, =AY T, (3.16)

e Média da norma I, do erro de discretizagdo da variavel:

-1
L=1, :WZ@P ~To| (3.17)

P=1

onde o termo @, é a solugdo analitica do n6 em questéo, e T, € a solu¢gdo numérica
no no.
e Derivada de 12 ordem de T em x =1 obtida com UDS-2 (TANNEHILL
et al., 1997), cujos indices seguem configuracéo da Fig.2.10:
a7 8T, -9T, +Tuw

- (3.18)

| I
dx|,, 3.Ax

3.4 ANALISE A PRIORI DO ERRO NUMERICO

Apos definidas as relacdes algébricas que definirdo os valores das variaveis,
serdo analisados agora, quais os erros a priori envolvidos na solu¢gdo numérica
destas. Lembrando que esta analise implica numa avaliagdo qualitativa do erro de

discretizacéo final.
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3.4.1 Analise a priori da ordem do erro de truncamento das fungdes de interpolacdo

Inicia-se o estudo das ordens de erros a priori analisando a participagdo no
erro de truncamento devido as fungdes de interpolacdo, cujas relagbes séo

demonstradas nas Eqgs. 2.8 a 2.37.

TABELA 3.9 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICAS DAS FUNGOES DE INTERPOLAGAO

FI's Termo Orden§ O.rde,m.
Verdadeiras Assintética
ubDSsS Advectivo 1,2,3 1
CDS-2 Advectivo 2,4,6 2
UDS-2 Advectivo 2,3,4 2
WUDS Advectivo / Difusivo 2,4,6 2
PLDS Advectivo / Difusivo 2,4,6 2
ADS Advectivo 2,4,6 2
ALFA Advectivo 1, 2,3 1
TVD Advectivo 2,4,6 2
QUICK Advectivo 3,4,5 3
CDS-2 Difusivo 2,4,6 2
CDS-4 Difusivo 4,6,8 4

Na Tab.3.9 pode-se ver quais sdo as ordens verdadeiras e assintoticas para
cada uma das FI's. Ndo serd demonstrada aqui a forma de sua obtencdo, porém

este processo consta do apéndice B.

3.4.2 Anédlise a priori da ordem do erro de truncamento das aproximacdes para

obtencédo das varidveis de interesse

Neste segundo passo, sdo levadas em consideracdo as ordens dos erros
das variaveis de interesse, cujos valores encontram-se na Tab.3.10. Novamente,
ndo ha preocupagdo aqui em demonstrar sua obtencdo, este processo esté

demonstrado no apéndice B.

TABELA 3.10 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DAS APROXIMACOES DAS

VARIAVEIS
Variavel Ordens Ordem
Verdadeiras Assintotica

* *

Tc

Tm 2,4,
I 2,3
L

6...
4.

*

*IN|N
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Importante notar que a variavel T, tem seu valor dado pela solug&o no centro
do volume de controle, ou seja, no valor nodal. Isto implica dizer, que ndo ha relagédo
que agregue maior ordem ao erro de truncamento, a ndo ser os inseridos pela
aplicacéo das proprias FlI's. Para a varidvel L o mesmo se aplica, sendo suas ordens

de erros definidas pela variavel T, conforme sera demonstrado adiante.

3.4.3 Analise a priori da ordem do erro de discretizacéo final

Seré visto agora, qual a ordem do erro final de cada variavel de interesse,
considerando que sua obtencdo esta contaminada com erro de truncamento das
funcbes de interpolacdo aplicadas (subitem 3.4.1), assim como da relagdo para

obtencé&o da propria variavel (subitem 3.4.2).

TABELA 3.11 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DAS VARIAVEIS

Variaveis de Interesse
Te Tm I L
0 0 0 0
Funcdo de o S £ -§ o S £ -§ o S £ -§ o S c -§
Interpolacgo 53 SRS 53 SRS 52 GRS 53 GRS
e | 83| 55| SE |S5| 8% |53 5% |8%
Advectivo g 2 g 2 g 2 g 2
ubDSs 1,2 3. 1 1,2 3. 1 1,2 3. 1 1,2 3. 1
CDS-2 2,4,6.. 2 2,4,6... 2 2,3,4.. 2 2,4,6... 2
UDS-2 2,3, 4. 2 2,3,4.. 2 2,3,4.. 2 2,3,4.. 2
WUDS 2,4,6.. 2 2,4,6... 2 2,3,4.. 2 2,4,6... 2
PLDS 2,4,6.. 2 2,4,6... 2 2,3,4.. 2 2,4,6... 2
ADS 2,4,6.. 2 2,4,6... 2 2,3,4.. 2 2,4,6... 2
ALFA 1,2 3. 1 1,2, 3. 1 1,2, 3.. 1 1,2, 3. 1
TVD 2,4,6.. 2 2,4,6... 2 2,3,4.. 2 2,4,6.. 2
QUICK?2 2,3, 4. 2 2,3,4.. 2 2,3, 4. 2 2,3, 4. 2
QUICK4 3,4,5... 3 2,3,4.. 2 2,3,4.. 2 3,4,5.. 3

As ordens dos erros de truncamento final, conseguidas ap6s considerar o
erro de truncamento das FI's e os erros inseridos pelas aproximagées dos modelos
numéricos das proprias varidveis de interesse, sdo mostradas na Tab.3.11.
Lembrando que as aproximagdes para o termo difusivo foram todas feitas com o
CDS-2 (onde necessério), exceto para o QUICK, que foi aproximado com CDS-2 e

CDS-4. Para facilitar o entendimento, daqui em diante as referéncias passam a ser
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de QUICK2 quando o termo difusivo foi aproximado com CDS-2, e QUICK4 quando
aproximado com CDS-4

Novamente, ndo preocupou-se no decorrer do texto, de demonstrar como
chega-se a este valor, mas caso o leitor tenha interesse, estas demonstragdes

fazem parte do apéndice B.

3.5 SOLUCAO NUMERICA

Serdo descritos a seguir, quais foram 0s meios e a estrutura computacional
utilizada para obtencédo das solu¢cdes numéricas da equagado governante.

Para obtencdo da solugdo numérica, foram utlizados programas
computacionais desenvolvidos em Fortran 2003 por meio do aplicativo Intel Visual
Fortran 9.1, utilizando precisdo quadrupla (REAL*16). O tipo de projeto para criagdo
do programa foi o Fortran Console Application, versao release.

As simulagbes foram feitas em computadores do Laboratério de
Experimentagcdo Numérica (LENA-1) da Universidade Federal do Parand. Foram
utilizados dois computadores, o CFD-13 que possui processador Intel Core2Quad,
com velocidade de barramento de 2.4 GHz, memoéria de 8GB de RAM e Windows
XP 64 bits, e o CFD-8 com processador Intel Pentium 1V, 3.0 GHz, 2.0 GB RAM.

Para facilitar o entendimento, a partir deste ponto as agbes foram divididas

em trés etapas, que foram as seguintes.

3.5.1 Obtencao das solu¢des numéricas das variaveis de interesse

Conforme ja dito em secéo anterior, para cada conjunto de Fl utilizada, e ai
entenda-se conjunto a FI para o termo advectivo e outra para o termo difusivo, foi
gerado um sistema de equacdes algébricas, que foram resolvidas através do método
TDMA.

O programa computacional utilizado para obtencdo destes valores foi
Peclet_1Dp_2p2, tendo sido o programa gerado em 09-set-2008. Cujo algoritmo de

solucéo tem, de uma forma geral, a seguinte rotina :
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1) leitura dos dados de entrada (variaveis, condi¢cdes de contorno, niumero de
volumes, valor de Pe, fungcéo de interpolagdo utilizada, nome do arquivo de
saida);

2) obtencao do tamanho dos volumes da malha;

3) célculo dos coeficientes e termos fonte de cada volume da malha;

4) resolugdo do sistema de equages algébricas, obtendo a solu¢gdo numérica, com
0 uso do método TDMA; e

5) visualizacdo dos resultados das variaveis e erros de discretizacdo, obtidos
através da comparacéo da solucdo numérica com a solugdo analitica.

E finalmente, para obtencdo da solugdo numeérica final, foram assumidos

ainda:

e Precisdo quadrupla (REAL*16);

e O numero de Peclet considerado para todos os processos de simulagéo
foi 5;

e Para a simulagdo com aproximagéo ALFA, considerou-se o coeficiente
alfa como 0,05;

¢ O refinamento da malha foi de ordem 3, iniciando a primeira simulagéo
com 5 nos e a Ultima simulacdo com 23.914.845 nos. Ou seja, para
cada FIl obteve-se a solu¢gao numérica em 15 malhas distintas;

e O processo acima foi feito para cada FI (10 no total) considerada,
totalizando 150 simulacbes. Nesta fase foram obtidos os valores
numéricos das varidveis de interesse para cada simulagéo feita. Isto
significa que cada variavel de interesse teve 15 resultados (das 15
malhas) para cada funcgéo de interpolacao;

e Por meio do gerenciador de tarefas do Windows pdde-se obter o
desempenho computacional durante a simulagdo, verificando a
ocupacdo de memdria méxima para cada simulagéo; e

e Através do programa Peclet 1Dp_2p2 foi possivel obter o tempo de
processamento de cada simulacdo, através da funcdo CPU_TIME

disponivel na biblioteca do aplicativo Fortran/2003.
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3.5.2 Obtengéao das ordens e magnitudes dos erros de discretizacao

ApOs obter os valores numéricos provenientes de cada simulagéo, estes
dados foram utilizados para obtengdo das ordens aparente e efetiva do erro de
discretizagéo. Isto foi feito utilizando o estimador de Richardson, e a extrapolagéo de
Richardson generalizada. Calculou-se ainda a magnitude do erro de discretizagéo
com a multipla extrapolagédo de Richardson.

De modo pratico, os valores obtidos na solugdo numérica foram submetidos
a um programa baseado no estimador de Richardson. Com isto obtiveram-se tanto
as ordens efetivas e aparentes dos erros para cada fungédo de interpolagéo, assim
como os valores absolutos dos erros. Este programa foi o Richardson_3pl gerado
em 12-Dez-2007.

3.5.3 Verificagdo do impacto do numero de Peclet no erro de discretizagdo

Para verificar o impacto do nimero de Peclet sobre o erro de discretizagdo
foram escolhidas trés fungbes de interpolagéo (UDS, CDS-2 e QUICK4) utilizadas
anteriormente, sendo uma de cada ordem do erro de truncamento.

Com isto, obtiveram-se as solu¢gdes numéricas para a variavel de interesse
T, através do programa Peclet_1Dp_2p2, e as ordens e magnitudes dos erros de
discretizag&o atraves do programa Richardson_3p1.

Para verificagdo do impacto do nimero de Peclet no resultado do erro de
discretizagéo, foi considerada a variagdo do Pe assumindo os seguintes valores:
0,01;0,1;1;10; 100.

As tabelas de 3.2 a 3.7 mostram os valores analiticos de cada Pe.
Reforcando que estes valores foram obtidos com o software Maple, ja descrito no

subitem 3.1.5, e com a estrutura computacional descrita no inicio deste item.
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4 RESULTADOS DA EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO

Neste capitulo sdo analisados os resultados obtidos no trabalho, tendo por
base os objetivos definidos anteriormente.

Apresenta-se inicialmente uma variavel marginal ao trabalho, que néo é foco
do estudo, mas que foi acompanhada devido a sua relevancia na escolha de FI's
para resolugdo de problemas similares ao estudado. Esta caracteristica € o tempo
computacional necessario para realizagdo das simulagfes e obtencéo das solucdes
numéricas.

Seguindo as atividades, sdo confrontadas as ordens obtidas na analise a
priori, com as ordens obtidas ap0s as realizagbes das simula¢ées, ou seja, com as
ordens obtidas a posteriori.

Na sequéncia, séo verificadas as magnitudes, em termos quantitativos, dos
erros de discretizagdo obtidos com a utilizagdo das FI's definidas. Estas ordens de
magnitude sé@o obtidas através da extrapolacdo de Richardson.

O proximo passo € entdo o de comparar as magnitudes dos erros obtidos
utilizando as multiplas extrapola¢des de Richardson (MER), com os erros obtidos
com a extrapolacdo de Richardson simples.

E finalmente, verifica-se que impactos podem causar as variagbes do

ndmero de Peclet no erro de discretizagéo final.

4.1 TEMPO DE PROCESSAMENTO

Apesar de ser um item néo identificado como objetivo principal do trabalho,
este resultado é de interesse para mostrar as velocidades das simulagdes utilizando
cada FI, para uma mesma estrutura computacional.

A seguir, a Tab.4.1 apresenta o tempo total de processamento de cada
funcéo de interpolagéo, por malha, sendo o tempo apresentado em segundos. Estes
tempos foram os necessarios para obtencéo de todas as variaveis, sendo assim, ndo
pode-se analisar os tempos de processamento para obtencdo de variavel a variavel.

Pode-se ver na Tab.4.1 que as FI's UDS, PLDS, CDS-2, WUDS e ALFA tém

um tempo de processamento significamente inferior das demais FI's. Considerando
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a malha mais refinada e comparando a funcéo de interpolacdo ALFA com a UDS-2,
constata-se que a primeira requer aproximadamente 1,4% do tempo que a segunda.
Se, com 0 mesmo critério anterior, comparam-se 0s extremos, ou seja, a funcdo
UDS com a ADS, vé-se que a primeira necessita 0,8% do tempo dispendido pela

segunda.

TABELA 4.1 — TEMPOS DE PROCESSAMENTO (SEGUNDOS) x FI x MALHA

Nao utiliza ciclos iterativos Utiliza ciclos iterativos

Nds UDS |PLDS| CDS-2 [WUDS| ALFAJUDS-2| TVD [QUICKZ2|QUICK4| ADS

5 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

15 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

45 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,016 0,016 0,016

135 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,016 0,016 0,016 0,031 0,031

405 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,031 0,047 0,062 0,078 0,094

1.215 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,125 0,141 0,188 0,250 0,266

3.645 0,000 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,735 0,406 0,578 0,734 0,781

10.935 0,016 | 0,016 0,016 0,016 0,016 1,125 1,234 1,734 2,172 2,344

32.805 0,031 | 0,031 0,031 0,047 0,047 3,375 3,719 5,203 6,797 7,281

98.415 0,125 | 0,125 0,125 0,141 0,141 10,172 11,125 15,922 20,422 22,438

295.245 0,359 | 0,359 0,391 0,406 0,438 30,375 33,891 48,344 59,266 67,531
885.735 1,062 | 1,094 1,156 1,266 1,281 91,219 102,016 146,781 186,719 207,172
2.657.205 | 3,172 | 3,250 3,484 3,781 3,812 274,469 | 302,578 437,750 540,125 606,125
7.971.615 | 9,422 | 9,594 10,188 11,406 11,578 810,750 | 882,688 1.295,172 1.624,719 | 1.245,359
23.914.845 | 28,906 | 29,422 | 31,406 34,453 34,688 | 2474562 |2.724,094 | 2.744,094 3.359,922 | 3.749,031

O principal motivo destas grandes diferengas de tempos, entre estes dois
grupos de FI's, € a necessidade de processos iterativos para alguns deles. Apesar
de ndo carregarem muito a maquina, ou seja, Nndo necessitarem muita memoria,
necessitam de muito tempo para concluséo das operagdes.

Deve-se no entanto considerar que uma das premissas iniciais do trabalho é
que os processos iterativos fossem realizados até o erro de maquina. Verificou-se
que 100 iteragBes seriam suficientes para o atingimento deste critério, razdo pela
qual os tempos apresentados para 0S esquemas que tem processo iterativo S&o 0s
tempos totais para execugdo desta quantidade de iteragdes.

A consideracdo anterior impede uma andlise um pouco mais clara dos
tempos apresentados na Tab.4.1. Para tentar esclarecer esta questao apresenta-se
na Tab.4.2 uma relagdo onde, para cada malha, mostra-se a quantidade de
iteracbes necessérias para que cada Fl atinja determinada magnitude de erro (da
ordem de 10%) para a variavel Te.

Pode-se ver entdo, da Tab.4.2, que das FI's apresentadas a QUICK4 é a

que dispende comparativamente maior nimero de processos iterativos. Enquanto
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isto a QUICK2 é a que converge de forma mais rapida. E finalmente, tanto UDS-2,
TVD, QUICK2 e ADS necessitam aproximadamente quantidade de processos

iterativos muito proximos a medida que a malha é refinada.

TABELA 4.2 — QUANTIDADE DE ITERAGOES PARA ATINGIMENTO DE IGUAL ORDEM DE
MAGNITUDE DE ERRO PARA A VARIAVEL T,

Nos | UDS-2| TVD [QUICK2]|QUICK4| ADS
5 31 34 37 40 50
15 25 21 23 28 33
45 16 17 15 23 17
135 12 12 11 19 12
405 10 8 8 17 9
1.215 8 7 7 16 7
3.645 7 6 4 14 6
10935 6 5 5 13 5
32.805 4 4 4 9 4
98.415 4 3 3 10 4
295.245 4 3 3 8 2
885.735 4 3 3 7 3
2.657.205 3 3 2 5 2
7.971615 3 2 2 4 4
23.914.845 3 2 2 4 7

Fazendo uma relagdo dos tempos para execugédo das 100 iteragdes para
cada uma destas FI's (Tab.4.1), com a quantidade de iteragbes necessarias para
cada Fl (Tab.4.2), pode-se fazer uma projecdo do tempo necessario para
atingimento da quantidade de iteracOes apresentadas na Tab.4.2. Estes valores sé&o

apresentados na Tab.4.3.

TABELA 4.3 —- PROJECAO DE TEMPO NECESSARIO PARA ATINGIMENTO DE MAGNITUDE DE
ERRO 10-22 PARA A VARIAVEL T,

N6s UDS-2 TVD QUICK2 | QUICK4 ADS
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
15 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
45 0,000 0,000 0,002 0,004 0,003

135 0,002 0,002 0,002 0,006 0,004

405 0,003 0,004 0,005 0,013 0,008

1.215 0,010 0,010 0,013 0,040 0,019

3.645 0,051 0,024 0,023 0,103 0,047

10.935 0,068 0,062 0,087 0,282 0,117
32.805 0,135 0,149 0,208 0,612 0,291
98.415 0,407 0,334 0,478 2,042 0,898
295.245 1,215 1,017 1,450 4,741 1,351
885.735 3,649 3,060 4,403 13,070 6,215
2.657.205 8,234 9,077 8,755 27,006 12,123
7.971.615 | 24,323 | 17,654 | 25,903 64,989 49,814
23.914.845 | 74,237 | 54,482 | 54,882 134,397 | 262,432
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Vé-se na Tab.4.3 que os tempos das FI's que utilizam processos iterativos
continuam mais altos que as outras que nao utilizam este tipo de processo (Tab.4.1).
Além disto, se comparados os dados obtidos da Tab.4.3 aos apresentados pela
Tab.4.1 para as FI's que ndo usam processo iterativo, pode-se verificar que o
processo iterativo com menor tempo de processamento (TVD) necessita de
aproximadamente 57% mais tempo do que a Fl sem processo iterativo e que tem o
maior tempo de processamento (ALFA), quando considerada a malha mais refinada.

A nocédo destes tempos € um subsidio interessante na escolha da Fl a ser
utilizada em projetos. Isto porque possibilita a adequagdo do método de solugdo a
estrutura computacional existente, assim como o tempo disponivel para execugéo do
trabalho. Ou, sob outro ponto de vista, pode também ser uma possibilidade de

economia, em termos de custo computacional, e também de tempo.

4.2 MEMORIA COMPUTACIONAL

Aborda-se aqui outro item néo identificado nos objetivos do trabalho, mas
que aparece, juntamente com o tempo de processamento, como um item
interessante para mostrar as necessidades de hardware para solugéo do problema.

A Tab. 4.4 apresenta a ocupagdo de memoria computacional maxima em
gigabytes (GB), para cada malha gerada e cada fungédo de interpolagdo utilizada.
Similarmente a obtencé@o do tempo computacional, os valores apresentados s&o 0s
necessarios para obtencao de todas as variaveis, sendo assim, nao se pode analisar
variavel a variavel.

Analisando a Tab.4.4 pode-se ver que a necessidade de memodria
computacional para solucéo do problema com estas FI's ndo diferem muito. Isto fica
claro na comparacdo dos extremos, ou seja, a funcdo QUICK4 com a ADS, é facil
verificar que a primeira necessita 89% da memdria ocupada pela segunda.

A nocgdo desta ocupacdo de memoéria é um subsidio interessante na
definicdo do projeto, pois pode auxiliar na escolha da estrutura de hardware, ou sob
outro ponto de vista, da uma idéia das limitagbes de utilizagdo do hardware

disponivel.
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TABELA 4.4 — MEMORIA COMPUTACIONAL EM GB NECESSARIAS PARA A SIMULAGAO x NOS

X Fl
QUICK4| UDS| CDS-2| QUICK2 |ALFA|WUDS|PLDS|UDS-2| TVD|ADS
5 0,427 0,455 | 0,450 0,385 0,459 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,402
15 0,427 0,455 | 0,457 0,385 0,460 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,402
45 0,427 0,455 | 0,457 0,385 0,460 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,406
135 0,427 0,455 | 0,457 0,385 0,460 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,406
405 0,428 0,455 | 0,457 0,385 0,460 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,407
1.215 0,428 0,455 | 0,456 0,385 0,460 0,491 0,492 0,493 0,471 | 0,408
3.645 0,428 0,455 | 0,456 0,385 0,460 0,492 0,492 0,494 0,473 | 0,408
10.935 0,435 0,457 0,458 0,393 0,461 0,493 0,493 0,494 0,473 | 0,410
32.805 0,435 0,460 | 0,460 0,393 0,464 0,495 0,498 0,498 0,477 | 0,415
98.415 0,445 0,466 | 0,467 0,404 0,471 0,503 0,504 0,506 0,486 | 0,425
295.245 0,471 0,487 0,489 0,429 0,492 0,524 0,526 0,536 0,514 | 0,456
885.735 0,574 0,551 0,552 0,521 0,574 0,609 0,611 0,615 0,615 | 0,544
2.657.205 0,846 0,818 | 0,818 0,769 0,840 0,854 0,856 0,861 0,901 | 0,784
7.971.615 155 151 151 1,46 153 1,54 155 1,56 1,69 | 1,65
23.914.845 3,62 3,66 3,67 3,67 3,68 3,69 3,69 3,71 4,06 | 4,05

4.3 MAGNITUDE DOS ERROS NUMERICOS (A POSTERIORI)

4.3.1 Variavel T,

A andlise da variavel T. demonstra de forma bastante clara a influéncia das

funcdes de interpolacéo no erro de discretizagdo. Isto ocorre pois a analise dos erros

das variaveis T, e | ainda sofrem influéncia dos erros inseridos devido as outras

aproximacdes necessdrias a sua obtencdo, mais especificamente a regra do

retangulo para T, e UDS-2 para .

Fazendo agora a analise dos erros, pode-se verificar na Fig. 4.1 que a

funcéo de interpolagdo QUICK4, atinge valores do erro de discretizagdo menores, da

ordem de 102 .

Ve-se ainda que para a malha mais fina, as fungdes estdo agrupadas

conforme sua ordem assintética. Analisando desta forma tem-se:

e 12 ordem: UDS e ALFA atingem a mesma magnitude de erro na

malha mais refinada, na ordem de 10°%:

e 22 ordem: Todos 0s erros atingem praticamente a mesma ordem de

grandeza na malha mais refinada, em torno de 10", Tem-se também

a confirmacdo da influéncia do erro de 22 ordem do CDS-2 na
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aproximacao do termo difusivo, quando usa-se o QUICK (32 ordem)
para a aproximagao do termo advectivo;

e 32 ordem: 0 esquema QUICK, quando usado com o CDS-4, garante
sua ordem natural do erro de truncamento, atingindo a ordem de 10°%

na malha mais refinada.
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FIGURA 4.1 — “MODULOS DO ERRO DE DISCRETIZACAO x h” PARA A
VARIAVEL T.

4.3.2 Variavel T,

Os erros analisados para a variavel T, vem do erro de truncamento da Fl, e
também do erro de truncamento da aproximag¢do do modelo numérico para obtengéo
da prépria variavel, motivo pelo qual as ordens verdadeiras e assintética obtidas aqui
podem diferir das obtidas para a variavel Te.

Com relacéo aos erros obtidos, neste caso, os valores apresentados na Fig.
4.2 confirmam os resultados mostrados nas andlises a priori. Tem-se entdo um
agrupamento das FI's que resultam em erros de 22 ordem (CDS-2, UDS-2, WUDS,
PLDS, ADS, QUICK2, QUICK4 e TVD), com magnitude do erro da ordem de

aproximadamente 10™*® na malha mais refinada. J& as FI's com erro de discretizacdo
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de 12 ordem (UDS e ALFA) aparecem também agrupadas, e tem sua magnitude de

erro da ordem de 10° na malha mais refinada.
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FIGURA 4.2 — “MODULOS DO ERRO DE DISCRETIZACAO x h” PARA A
VARIAVEL T,

4.3.3 Variavel |

Os erros analisados para a variavel |, seguem a mesma analise feita para a
variavel Tr, quando falamos em sua diferenca em relagéo a variavel T..

Com relagéo aos erros obtidos, a Fig.4.3 mostra que neste caso os valores
obtidos na malha mais fina, apresentam os esquemas QUICK2 e QUICK4 com os
menores erros, da ordem de 10" e 10 respectivamente. Logo depois os outros
esquemas de 12 ordem (CDS-2, UDS2, WUDS, PLDS, ADS, TVD, UDS e ALFA),
com erros de ordem de magnitude de 10° na malha mais refinada. Vale salientar
gue os esquemas CDS-2, UDS2, WUDS, PLDS, ADS e TVD, de 22 ordem na analise

a priori, acabaram por apresentar ordem efetiva e aparente de 12 ordem.
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Médulo do Erro de Discretizacao

FIGURA 4.3 - “MODULOS DO ERRO DE DISCRETIZACAO x h” PARA A
VARIAVEL |

4.3.4 Variavel L

Os erros analisados para a variavel L, seguem a mesma andlise feita para a
variavel T¢, uma vez que sua obtencdo nao implica em aproximacgdes adicionais.

Com relacdo aos erros obtidos, a Fig. 4.4 mostra que neste caso os valores
obtidos na malha mais fina apresentam o esquema QUICK4, de 32 ordem, com 0s
menores valores de erros, da ordem de aproximadamente 10% na malha mais fina.
A seguir vem os esquemas de 22 ordem, com valores de erros da ordem de 10™° na
malha mais fina, e finalmente os UDS e ALFA de 12 ordem, atingindo 10® na malha

mais fina.
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FIGURA 4.4 - “MODULOS DO ERRO DE DISCRETIZACAO x h” PARA A
VARIAVEL L

4.4 ORDENS ASSINTOTICA, EFETIVA E APARENTE

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos nos calculos das ordens
efetiva e aparente. Estes valores sdo entdo comparados com os obtidos na analise
a priori. Com isto pode-se verificar a efetividade deste tipo de andlise para

problemas similares ao tratado neste trabalho.

4.4.1 Variavel T,

Analisando os dados listados na Tab.4.5 tem-se que os resultados
inicialmente esperados foram atingidos, ou seja, os valores das ordens efetiva e
aparente tendem a ordem assintética com o refino da malha.

Este resultado traz grandes vantagens em termos de perspectivas de
resultados para problemas deste tipo. Isto porque, fazendo a analise de erros a

priori, pode-se ter uma idéia inicial das ordens de erros que serdo obtidas a
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posteriori, uma vez que as ordens de erro a priori devem ser confirmadas, como o

foram aqui.

TABELA 4.5 — ORDENS VERDADEIRAS, EFETIVAS E APARENTES DA VARIAVEL T,

Tc
Andlise a priori Andlise a posteriori
. g o
Funcéo de 0w = c S £ e 2
Interpolacgdo S @S o =2 o o
Termo eS8 J<= Po T
Advectivo S © 3 ou © <%
> <
ubDS 1,2,3 1 1 1
CDS-2 2,4,6... 2 2 2
UDS-2 2,3,4.. 2 2 2
WUDS 2,4,6.. 2 2 2
PLDS 2,4,6.. 2 2 2
ADS 2,4,6.. 2 2 2
ALFA 1,2, 3. 1 1 1
TVD 2,4,6.. 2 2 2
QUICK2 2,3,4.. 2 2 2
QUICK4 3,4,5... 3 3 3

O que foi apresentado na Tab. 4.5 é confirmado pelos graficos apresentados
nas Figs. 4.5 e 4.6, que mostram as ordens efetivas e aparentes de cada funcédo de
interpolacdo. Vé-se nestes graficos que as ordens dos erros ficam mais evidentes a
medida que a malha é refinada. Isto nada mais é do que foi definido inicialmente
como ordem assintética do erro, ou seja, € a ordem a que tende o erro quando o
tamanho do elemento de malha tende a zero.

Deve-se notar ainda, nas Figs. 4.5 e 4.6, que as ordens efetiva e aparente
para o esquema QUICK4 apresenta descontinuidade na malha mais refinada. Isto se

deve & influéncia dos erros de arredondamento e de maquina, que também

aparecem na Fig. 4.1 para a malha mais fina deste mesmo esquema.
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FIGURA 4.5 - ORDEM EFETIVA DAS FUNCOES DE INTERPOLAGCAO PARA A
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A Fig.4.7 apresenta as ordens efetivas (pE) e as ordens aparentes (pU) do
erro de discretizacdo obtidas para o esquema CDS-2. Pode-se verificar que estas
ordens confirmam os valores das ordens verdadeiras (p., p1 € p2) € assintética (p.)
obtidas na analise a priori, ou seja, atingem os valores dois, quatro, seis e assim

sucessivamente. Estes indices sdo as poténcias de "h” que aparecem na Eq. (2.65).
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FIGURA 4.7 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DOS ERROS DA
VARIAVEL T.  (CDS-2/CDS-2)

4.4.2 Variavel T,

Assim como o caso da variavel T, vé-se na Tab.4.6, que as ordens efetiva e
aparente obtidas a posteriori, confirmam as analises feitas a priori, trazendo as
vantagens ja descritas de que, para este tipo de problema, tem-se na analise a priori

uma ferramenta importante de previséo de erros de discretizagéo.
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TABELA 4.6 - ORDENS VERDADEIRAS, EFETIVAS E APARENTES DA VARIAVEL T,

T
Analise a Priori Analise a Posteriori
%) I
Funcéo de 0w S e c o e 2
Interpolagéo s 3 39 o 2 T o
Termo s e 2o s
Advectivo o > Sl ouw o 2’
> <
UbDS 1,2,3 1 1 1
CDS-2 2,4,6... 2 2 2
UDS-2 2,3, 4. 2 2 2
WUDS 2,4,6... 2 2 2
PLDS 2,4,6... 2 2 2
ADS 2,4,6... 2 2 2
ALFA 1, 2,3... 1 1 1
TVD 2,4,6... 2 2 2
QUICK2 2,3, 4. 2 2 2
QUICK4 2,3, 4. 2 2 2

4.4.3 Variavel |

Analisando a Tab. 4.7 pode-se ver que os resultados obtidos ndo sdo os
esperados para o caso de algumas FI's (CDS-2, UDS-2, WUDS, PLDS, ADS e
TVD). Vé-se nestes casos que a ordem do erro de discretizagdo a posteriori foi
degenerada. Este comportamento pode estar relacionado tanto com o erro de
poluicdo, quanto & forma de aplicar as condigbes de contorno, uma vez que esta
variavel esta sendo analisada no contorno, em x = 1.

Pode-se verificar no apéndice B, no desenvolvimento do sub-item B.6.1.1, as
caracteristicas do erro de poluicdo, dadas pela Eq.(B.6.5), que nada mais é que o
“carregamento” dos erros de discretizagdo de nos vizinhos para o céalculo de
determinado no.

A influéncia da forma de aplicagcéo das condigbes de contorno na ordem do

erro de discretizacdo pode ser explicada pois, para a andlise de variaveis no
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contorno, as analises a priori podem néo detectar degeneracgfes que influenciardo o

erro a posteriori.

TABELA 4.7 — ORDENS VERDADEIRAS, EFETIVAS E APARENTES DA VARIAVEL |

|
Analise a Priori Analise a Posteriori
(2]
Funcéo de 0w S e _§ 0 8 o O
Interpolagéo 52 @9 g > S5
Termo J= 2 T T
Advectivo o5 o2 O O 2
> <
UbDS 1, 2,3... 1 1 1
CDS-2 2,3,4,. 2 1 1
uUDS-2 2,3,4. 2 1 1
WUDS 2,3,4. 2 1 1
PLDS 2,3,4. 2 1 1
ADS 2,3,4. 2 1 1
ALFA 1, 2,3... 1 1 1
TVD 2,3,4.. 2 1 1
QUICK?2 2,3,4. 2 2 2
QUICK4 2,3,4. 2 2 2

4.4.4 Variavel L

E finalmente, analisando a Tab. 4.8, vé-se que os valores das ordens efetiva
e aparente tendem a ordem assintotica com o refinamento da malha. Conforme dito
anteriormente para as variaveis T, e T, este resultado traz a vantagem de ter-se,
para este tipo de problema, uma ferramenta importante de andlise a priori dos erro
de discretizacéo envolvidos na solugdo numeérica.

by

Outro ponto importante € que a ordem aparente do erro tende a ordem
assintotica quando a malha é refinada. Considerando que a ordem aparente é a
andlise do erro de discretizagéo a posteriori, quando nédo se tem a solucdo analitica,
este resultado informa que, para este tipo de problema, mesmo que néo se tenha a
solucéo analitica, tem-se na ordem aparente um referencial confiavel para verificar a

acuréacia de nossa solugcdo numérica.
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TABELA 4.8 — ORDENS VERDADEIRAS, EFETIVAS E APARENTES DA VARIAVEL L

Analise a Priori LAI’Ié”SE a Posteriori

Funcéo de * _é e _§ 0 9 o O

Interpolacéo 52 T © 5> S5

A(;Ir\i;rcq;)vo g "'5 g ; g g g g

S < <
ubDS 1,2, 3. 1 1 1
CDS-2 2,4,6... 2 2 2
UDS-2 2,3,4.. 2 2 2
WUDS 2,4,6.. 2 2 2
PLDS 2,4,6... 2 2 2
ADS 2,4,6... 2 2 2
ALFA 1,2,3.. 1 1 1
TVD 2,4,6.. 2 2 2
QUICK?2 2,3,4.. 2 2 2
QUICK4 3,4,5... 3 3 3

4.5 REFINAMENTO DO ERRO COM MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE
RICHARDSON

A seguir sdo demonstradas as vantagens da utilizagdo das Mudltiplas
Extrapola¢des de Richardson (MER) para a reducéo do erro de discretizagdo. Isto é
feito utilizando somente trés dos dez esquemas apresentados no trabalho. Foram
escolhidos um de 12 ordem (UDS), um de 22 ordem (CDS-2) e o Unico de 32 ordem
(QUICK4).

45.1 Variavel T,

Analisando a Fig. 4.8, vé-se que as curvas obtidas com MER (Emer-UDS,

Emer-CDS2 e Emer-QUICK4), atingem magnitudes de erros bem mais baixas, ou
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mais refinadas, que seus respectivos pares, que ndo utilizam MER (Eh-UDS, Eh-
CDS2 e Eh-QUICK4).

Analisando ainda a Fig.4.8, vé-se que nos trés casos de utilizagdo do MER,
o erro de arredondamento passa a afetar o resultado final a partir da malha de
10.935 nds, 98.415 nés 295.245 nés, para os esquemas CDS-2, QUICK4 e UDS
respectivamente.

O erro obtido com CDS-2 utilizando MER tem resultados melhores que o
QUICK4 a partir da malha de 45 CV’s. Entende-se por melhores resultado
magnitudes de erros menores quando comparam-se malhas de mesmo nimero de
CV's. Caso o MER néo seja utilizado este resultado se inverte, tendo o QUICK4
melhores resultados que o CDS-2 para qualquer malha. Uma hipotese para isto é o
fato das ordens verdadeiras do esquema CDS-2 respeitarem uma progressao
aritmética de ordem 2, enquanto o esquema QUICK4 tem suas ordens verdadeiras
acrescidas sempre de uma unidade. Isto pode fazer com que a cada extrapolagéo
do MER o CDS-2 aumente sua ordem em 2, enquanto o QUICK4 aumenta em

somente um.
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Pode-se ainda comparar quantitativamente estas vantagens de utilizacédo do
MER. Para isto, foi escolhida uma das 3 FI's, mais especificamente a CDS-2, e
confrontados os dados de duas formas. Na primeira, definiu-se determinadas
magnitudes de erros de discretizagdo, comparando em que tamanho de malha tal
erro ocorre para processo com MER e sem MER. E num segundo ponto, foi definido
um tamanho de malha e demonstrado as magnitudes de erros obtidas no processo
com e sem MER.

Para o primeiro caso, pode-se ver na Tab.4.9 que, para atingir a magnitude
de erro de 107, o processo sem MER precisa uma malha 27 vezes maior que a
malha usada pelo processo com MER. A medida que a magnitude dos erros
diminuem, vé-se discrepancia ainda maior, chegando, o processo sem MER, a
necessitar de uma malha 19.209 vezes maior que a malha usando MER, para atingir

erros de magnitude 10™"°.

TABELA 4.9. REDUCAO DE NOS DE MALHAS PARA ERROS FIXOS (CDS-2) — VARIAVEL T,

Magnitude do Erro 1,00E-07 1,00E-11 1,00E-15
Erro (Eh) 4,22E-07 6,44E-11 9,81E-15
Nés da Malha 1.215 98.415 7.971.615
Erro (Emer) 1,32E-07 2,54E-11 5,80E-16
No6s da Malha 45 135 415
Relacao entre Malha Eh / Malha Emer 27 729 19.209

Seguindo agora outra forma comparativa vé-se na Tab. 4.10 que, com uma

malha fixa de 45 volumes, o processo sem MER tem erro aproximadamente 2.340
vezes maior que o processo com MER na mesma malha. Com o refinamento da
malha esta discrepancia aumenta, sendo que, com a malha de 32.805 volumes, o
processo sem MER atinge um erro aproximadamente 62 quintilndes de vezes maior

gue o processo com MER para a mesma malha.

TABELA 4.10. REDUGAO DOS ERROS PARA MALHAS FIXAS (CDS-2) — VARIAVEL T,

Estes

Malha (nés) 45 1215 32805
h 2,22E-02 | 8,23E-04 3,05E-05
Erro (Eh) 3,08E-04 | 4,22E-07 5,79E-10
Erro (Emer) | 1,32E-07 | 1,55E-21 9,34E-30
Eh/Emer 2,34E+03 | 2,72E+14 6,20E+19

resultados sao

necessidade computacional

utilizada,

importantes  pois

sendo que,

impactam diretamente

na

0s processos com MER
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necessitam menos memaoria e menor tempo computacional, ou seja, uma estrutura
computacional de mais baixo custo, que os processos sem MER para atingir os

mesmos erros.

4.5.2 Variavel T,

Analisando a Fig.4.9, vé-se que os resultados se assemelham aos obtidos
com a variavel T.. As curvas obtidas com MER (Emer-UDS, Emer-CDS2 e Emer-
QUICK4), chegam a magnitudes de erros bem mais baixas, ou mais refinadas que
seus respectivos pares, que nao utilizam MER (Eh-UDS, Eh-CDS2 e Eh-QUICK4).
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FIGURA 4.9 - “MODULOS DO ERRO DE DISCRETIZAQAO COM MER E SEM MER
x h” PARA A VARIAVEL T,

Fazendo agora 0 mesmo processo comparativo realizado para a variavel T,
pode-se ver na Tab.4.11 que, para atingir a magnitude de erro de 107, o processo
sem MER precisa uma malha 27 vezes maior que a malha usada pelo processo com
MER. A medida que a magnitude dos erros diminuem, vé-se discrepancia ainda
maior, chegando, o processo sem MER, a necessitar de uma malha 59.048 vezes

maior que a malha, usando MER, para atingir erros de magnitude 10™*.
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TABELA 4.11. REDUGAO DE NOS DE MALHAS PARA MAGNITUDES DE ERROS FIXOS (CDS-2) —

VARIAVEL Ty,
Magnitude do Erro 1,00E-07 1,00E-11 1,00E-15
Erro (Eh) 7,99E-07 1,35E-11 2,06E-15
Nés da Malha 1.215 295.245 23.914.485
Erro (Emer) 2,81E-08 3,62E-12 5,13E-17
No6s da Malha 45 135 405
Relacao entre Malha Eh / Malha Emer 27 2.187 59.048

Seguindo agora outra forma comparativa vé-se na Tab. 4.12 que, com uma
malha fixa de 45 volumes de controle, o processo sem MER tem erro
aproximadamente 20.700 vezes maior que o processo com MER na mesma malha.
Com o refinamento da malha esta discrepancia aumenta, sendo que, com a malha
de 32.805 volumes, o processo sem MER atinge um erro aproximadamente 136

quintilhGes de vezes maior que o processo com MER para a mesma malha.

TABELA 4.12. REDUGAO DOS ERROS PARA MALHAS FIXAS (CDS-2) — VARIAVEL T,

Malha (nés) 45 1215 32805
h 2,22E-02 | 8,23E-04 3,05E-05
Erro (Eh) 5,82E-04 | 7,99E-07 1,10E-09
Erro (Emer) | 2,81E-08 | 7,72E-23 8,06E-30
Eh/Emer 2,07E+04 | 1,03E+16 1,36E+20

Desta forma chega-se as mesmas conclusfes feitas para a variavel T, de

que processos com MER necessitam menos memoria e tempo computacional.

4.5.3 Variavel |

Analisando a Fig. 4.10, vé-se que os resultados se assemelham aos obtidos
com a variavel T.. As curvas obtidas com MER (Emer-UDS, Emer-CDS2 e Emer-
QUICK4), chegam a ordens de erros bem mais baixas, ou mais refinadas que seus
respectivos pares, que nao utilizam MER (Eh-UDS, Eh-CDS2 e Eh-QUICKA4).

Aqui ainda deve-se fazer outra consideracdo importante. Para as variaveis
T. e Tm 0s esquemas CDS-2 e QUICK4 chegavam a erros de discretizagdo muito
proximos, em termos de magnitude, o que ndo ocorre neste caso onde QUICK4

atinge magnitude da ordem de 10%’, enquanto o CDS-2 fica na ordem de 10%* .
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Fazendo agora o mesmo processo comparativo feito para a variavel T tem-
se na Tab.4.13 que, para atingir a magnitude de erro de 1073, o processo sem MER
precisa uma malha 27 vezes maior que a malha usada pelo processo com MER. A
medida que a magnitude dos erros diminuem, vé-se discrepancia ainda maior,
chegando, o processo sem MER, a necessitar de uma malha 59.048 vezes maior

que a malha, usando MER, para atingir erros de magnitude 107,

TABELA 4.13. REDUGCAO DE NOS DE MALHAS PARA MAGNITUDES DE ERROS FIXOS (CDS-2) —

VARIAVEL |
Magnitude do Erro 1,00E-03 1,00E-05 1,00E-07
Erro (Eh) 6,89E-03 8,52E-05 3,51E-07
Nés da Malha 1.215 98.415 23.914.485
Erro (Emer) 8,38E-03 1,49E-04 9,33E-07
No6s da Malha 45 135 405
Relacéo entre Malha Eh / Malha Emer 27 729 59.048

Seguindo agora outra forma comparativa tem-se na Tab. 4.14 que, com uma
malha fixa de 45 volumes de controle, o processo sem MER tem erro
aproximadamente 21 vezes maior que o processo com MER na mesma malha. Com

o refinamento da malha esta discrepancia aumenta, sendo que, com a malha de
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32.805 volumes, o processo sem MER atinge um erro aproximadamente 11,2

quatrilndes de vezes maior que o processo com MER para a mesma malha.

TABELA 4.14. REDUGAO DOS ERROS PARA MALHAS FIXAS (CDS-2) — VARIAVEL |

Malha (nés) 45 1215 32805
h 2,22E-02 | 8,23E-04 3,05E-05
Erro (Eh) 1,76E-01 | 6,89E-03 2,56E-04
Erro (Emer) | 8,38E-03 1,90E-09 2,28E-20
Eh/Emer 2,11E+01 | 3,63E+06 1,12E+16

Desta forma chega-se as mesmas conclusfes feitas para a variavel T, de

que processos com MER necessitam menos memdéria e tempo computacional.

4.5.4 Variavel L

Analisando a Fig.4.11, verifica-se que os resultados se assemelham aos

obtidos com a variavel T¢. As curvas obtidas com MER (Emer-UDS, Emer-CDS2 e

Emer-QUICK4), chegam a magnitudes de erros bem mais baixas que seus

respectivos pares, que nao utilizam MER (Eh-UDS, Eh-CDS2 e Eh-QUICK4).
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Para o esquema QUICK4 o refinamento do erro com o MER néo foi tdo
significativo quanto para os outros dois esquemas, muito provavelmente por j& estar
sendo influenciado pelo erro de maquina.

Vale verificar que para este caso o esquema CDS-2, que atingia magnitudes
de erro menores que o QUICK4, tem seu comportamento alterado quando tratado
com o MER, passando a atingir ordens de magnitude menores que o QUICK4, ou
seja, reduzindo ainda mais o erro de discretizacdo. A hipétese para isto segue a
mesma ja aplicada a variavel Te.

Fazendo agora o mesmo processo comparativo feito para a variavel T tem-
se na Tab.4.15 que, para atingir a magnitude de erro de 107, o processo sem MER
precisa uma malha 27 vezes maior que a malha usada pelo processo com MER. A
medida que a magnitude dos erros aumentam, vé-se discrepancia ainda maior,
chegando, o processo sem MER, a necessitar de uma malha 59.048 vezes maior

que a malha, usando MER, para atingir erros de magnitude 10™°.

TABELA 4.15. REDUGAO DE NOS DE MALHAS PARA MAGNITUDES DE ERROS FIXOS (CDS-2) —

VARIAVEL L
Magnitude do Erro 1,00E-07 1,00E-11 1,00E-15
Erro (Eh) 6,57E-07 1,11E-11 1,70E-15
Nés da Malha 1.215 295.245 23.914.485
Erro (Emer) 1,95E-08 3,92E-12 5,01E-17
No6s da Malha 45 135 405
Relacéo entre Malha Eh / Malha Emer 27 2.187 59.048

Seguindo agora outra forma comparativa vé-se na Tab. 4.16 que, com uma
malha fixa de 45 volumes de controle, o processo sem MER tem erro
aproximadamente 24.500 vezes maior que o processo com MER na mesma malha.
Com o refinamento da malha esta discrepancia aumenta, sendo que, com a malha
de 32.805 volumes, o processo sem MER atinge um erro aproximadamente 112

quintilhGes de vezes maior que o processo com MER para a mesma malha.

TABELA 4.16. REDUGCAO DOS ERROS PARA MALHAS FIXAS (CDS-2) — VARIAVEL L

Malha (nés) 45 1215 32805
h 2,22E-02 | 8,23E-04 3,05E-05
Erro (Eh) 4,79E-04 | 6,57E-07 9,02E-10
Erro (Emer) | 1,95E-08 | 7,77E-23 8,05E-30
Eh/Emer 2,45E+04 | 8,46E+15 1,12E+20
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Desta forma chega-se as mesmas conclusfes feitas para a variavel T, de

que processos com MER necessitam menos memdéria e tempo computacional.

4.6 IMPACTO DA VARIACAO DO NUMERO DE PECLET NO ERRO DE
DISCRETIZACAO

Até este ponto pdde-se verificar os tempos de processamento, a ocupagao
de memdria computacional, as ordens de erro e as vantagens obtidas com a
utilizacdo do MER. Nesta etapa, pretende-se mostrar qual o impacto da variagdo do
ndmero de Peclet sobre o erro de discretizacéo final.

Para atingimento deste objetivo foi analisada somente a variavel T, obtida
com trés conjuntos de fungdes de interpolagéo distintas, sendo uma de cada ordem.
Entenda-se por conjuntos de FI's, ao par formado pela Fl usada para aproximagao
do termo difusivo, e a usada para aproximar o termo advectivo.

Foram escolhidas para FI de primeira ordem o par UDS/CDS-2 (termo
advectivo/termo difusivo), para segunda o CDS-2/CDS-2 e finalmente para terceira
ordem o QUICK/CDS-4.

Para variacdo do numero de Peclet foram definidos cinco valores distintos
(102, 10", 1, 10 e 100), sendo entéo feitas as simulagdes para obtencéo dos erros
com multiplas extrapola¢des de Richardson.

E importante alertar que o nimero de Peclet tem valor definido pelas
caracteristicas do fenémeno fisico em questao, tendo sua variagdo para este caso,
efeito meramente ilustrativo, que dard uma noc¢do de seu impacto no erro de
discretizagdo. Nao faz sentido escolher o nimero de Peclet que dé os menores erros
de discretizacdo, como é feito para as FI's, pois como ja dito, este numero é uma

caracteristica importante do fenémeno.

4.6.1 Comparagado em funcédo das FI's utilizadas

Analisando inicialmente as ordens efetiva e aparente obtidas com os
diversos valores de Peclet, aplicados com o esquema CDS-2, vé-se nas Figs. 4.12 e

4.13 que os valores obtidos coincidem com aqueles obtidos para o valor de Pe=5,
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calculado anteriormente neste trabalho. Este resultado ja era esperado e confirma
que o valor de Pe n&o altera a ordem efetiva do erro.

Apesar desta confirmagéo, é importante observar as descontinuidades que
ocorrem nas malhas mais grossas (1E-3 < h < 1) para valores de Pe de 10 e 100.
Isto se explica pelos valores muito elevados de Pe (Pe>>1), fazendo com que a
advecgao seja muito maior que o efeito difusivo no fendmeno. O impacto disto na
solugdo numérica € que a diferenca entre valores de erros verificados entre malhas
refinadas sucessivamente, sao grandes no inicio do processo (nas malhas mais
grossas). Pode-se ver isto na Fig. 4.15, onde o erro (Pe=100) so se estabiliza apos a
malha com 405 CV’s. Considerando ainda que as relagdes matemdticas para
obtencdo das ordens efetiva e aparente sdo representadas pelas Eqgs. (2.72) e
(2.73), que envolve operagBes logaritmicas, pode-se ver que estas diferencas

podem causar divergéncia no resultado.
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FIGURA 4.12 — ORDEM EFETIVA UTILIZANDO CDS-2 PARA DIVERSOS
VALORES DE Pe PARA A VARIAVEL T,
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VALORES DE Pe PARA A VARIAVEL T,

Analisando agora os erros em termos de suas magnitudes, vé-se nos
esquemas UDS (Fig.4.14), CDS-2 (Fig.4.15) e QUICK4 (Fig.4.16), que quanto menor
o numero de Peclet (Pe), menores sdo os erros obtidos para malhas de mesmo
tamanho, tanto para resultados com ou sem MER. Deve-se observar, porém, que
este comportamento ndo se apresenta para Pe=100. Neste caso quando nédo utiliza-
se MER os erros obtidos sdo menores que o0s obtidos com MER até
aproximadamente o 10° refinamento da malha para o UDS e QUICK4, e 0 9° para o
CDS-2, quando entdo o comportamento se inverte e os valores de erros com MER
sdo menores que os valores sem MER. Isto se explica porque existe forte alteragéo
no comportamento da magnitude do erro obtido sem MER & medida que a malha é
refinada e neste caso o MER acaba suavizando estas variacdes. Este ponto sera

melhor explicado adiante, no subitem 4.6.2.
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FIGURA 4.14 — “MODULOS DOS ERROS DE DISCRET[ZACAO (COM UDS) x h”
COM VARIACAO DE pe PARA A VARIAVEL T,
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FIGURA 4.16 - “MODULOS DOS ERROS DE DISCRETIZAQAO (COM QUICK4) x
h” COM VARIACAO DE pe PARA A VARIAVEL T,

Outra andlise possivel € a comparagdo quantitativa dos resultados com
variacao do numero de Peclet. Tomando por base a aproximag¢do UDS, uma vez que
as outras FI's (CDS-2 e QUICK4) tem comportamento semelhante, pode-se
inicialmente determinar a magnitudes de erros de discretizagdo e comparar em que
tamanho de malha tal erro ocorre para os numeros de Peclet definidos. Outra forma
é definir um tamanho de malha e verificar as magnitudes de erros atingidas com as
variagOes de Peclet.

Para o primeiro caso, pode-se ver na Tab.4.17 que, para atingir a magnitude
de erro de 10", os tamanhos das malhas devem ser refinados & medida que o
ndamero de Peclet aumenta, chegando num ponto onde ndo h& mais refinamento
possivel, uma vez que o erro de maquina se faz presente.

Seguindo agora outra forma comparativa vé-se na Tab. 4.18 que, com uma
malha fixa de 45 volumes de controle, os fen6menos com Peclet menores, atingem
erros menores, chegando a ser 6.920 vezes menor com Pe=0,01 que o valor obtido

com Pe=100.
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TABELA 4.17. TAMANHO DE MALHAS PARA VARIOS PECLET PARA MAGNITUDES DE ERROS
FIXOS (UDS) — VARIAVEL T,

Magnitude do Erro 1,00E-10 1,00E-15 1,00E-20
Erro (Pe=0,01) 1,85E-09 6,28E-14 6,35E-19
Nés da Malha (Pe=0,01) 45 135 405

Erro (Pe=0,1) 6,25E-11 6,36E-15 1,62E-19

Noés da Malha (Pe=0,1) 135 405 1.215
Erro (Pe=1) 9,58E-11 3,87E-14 2,24E-22

NoOs da Malha (Pe=1) 405 1.215 10.935
Erro (Pe=10) 8,97E-10 7,00E-16 6,74E-20

Nés da Malha (Pe=10) 1215 10.935 32.805
Erro (Pe=100) 1,89E-11 7,67E-15 1,40E-20

No6s da Malha (Pe=100) 1215 10.935 32.805

TABELA 4.18. VARIAGAO DOS ERROS COM VARIAGAO DE PECLET PARA MALHAS FIXAS
(UDS) - VARIAVEL T,

Malha (nos) 45 1215 32805
h 2,22E-02 | 8,23E-04 | 3,05E-05
Erro (Pe=0,01) | 1,85E-09 | 1,58E-24 | 1,74E-29
Erro (Pe=0,1) 1,83E-07 | 1,62E-19 | 2,25E-26
Erro (Pe=1,0) 2,11E-05 | 3,87E-14 | 1,50E-26
Erro (Pe=10,0) | 6,92E-04 | 8,97E-10 | 6,74E-20
Erro (Pe=100,0) | 1,28E-05 | 1,89E-11 | 1,40E-20

Estes resultados demonstram que os processos com Pe baixos necessitam

menos memaria e tempo computacional.

4.6.2 Comparacao por numero de Peclet

Utilizando inicialmente o valor de 0,01 para o numero de Peclet pode-se ver
pela Fig.4.17 que o comportamento das FI's é muito similar ao comportamento
apresentado com Pe com valor 5, mostrado na Fig.4.5. Isto vale se sdo analisadas
simplesmente as magnitudes de erro atingidas e seus valores para cada FI,
resultando no mesmo de Pe =5, com CDS-2 com ordem mais baixa, seguida por
QUICK4 e UDS.

Porém, mais importante aqui, € notar que estas magnitudes de erros, muito
similares as da Fig.4.5, foram obtidas de forma mais rapida. Analisando o esquema
CDS-2, é féacil notar que, para Pe=5 foi necessario refinar a malha até o décimo
refinamento para atingir erros da mesma magnitude que os obtidos para Pe=0,01

apds o quarto passo de refinamento.
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FIGURA 4.17 - “MODULOS DOS ERROS DE DISCRETIZAQAO (COM Pe=0,01) x
h” COM VARIACAO DAS FI's PARA A VARIAVEL T,

Isto faz com que fendbmenos que tenham Pe menores tenham vantagens em
termos computacionais, pois pode-se obter as mesmas magnitudes de erros com
malhas mais grossas, necessitando menor estrutura computacional, resultando em
racionalizac&o de custo.

Outro ponto a observar € que as curvas das FI's, principalmente UDS e
QUICKA4, séo bastante proximas, resultado que ndo aparecia na Fig.4.5, onde ha
uma distingdo bastante clara no comportamento de cada curva das FI's.

Fazendo agora o numero de Pe=0,1 (Fig. 4.18), pode-se ver, analogamente
ao ja analisado anteriormente, que as FI's atingem as mesmas ordens de Pe=0,01 e
Pe=5, porém, chegam nesta ordem ap6s o quinto passo de refinamento, ou seja,

apés refinar a malha inicial pela quinta vez.
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FIGURA 4.18 - “MODULOS DOS ERROS DE DISCRETIZA’QAO (COM Pe=0,1) x h”
COM VARIACAO DAS FI's PARA A VARIAVEL T,

Este comportamento continua ocorrendo quando tem-se Pe=1,0 (Fig. 4.19) e
Pe=10,0 (Fig. 4.20), sendo que, para atingir as mesmas magnitudes de erros ditadas
anteriormente, teve-se que refinar as malhas 7 e 8 vezes respectivamente.

Vale ainda notar, que & medida que aumenta o numero de Peclet as curvas
das FI's que pareciam ter comportamentos, e inclinagfes muito préximas até agora,
em Pe=10 j& apresentam comportamentos bastante caracteristicos, tendo
inclinagdes diferentes.

E finalmente, analisando o comportamento das FI's para o Pe=100, a Fig.
4.21 mostra comportamento bastante distinto do que foi visto anteriormente,
principalmente no que diz respeito as magnitudes de erro obtidas. Ao contrario das
magnitudes atingidas até aqui, que se aproximavam de 10, neste caso especifico

4 ou seja, magnitudes de erros aproximadamente 10

conseguiu-se valores de 10
vezes menor que para os outros valores de Peclet. Isto se deve aos baixos valores

assumidos pela variavel T devido ao elevado Pe.
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- “MODULOS DOS ERROS DE DISCRETIZACAO (COM Pe=1) x h”
COM VARIACAO DAS FI's PARA A VARIAVEL T,
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Ainda com base na Fig. 4.21 o comportamento das curvas das FI's é muito
peculiar, pois até o 6° refinamento de malha (1.215 volumes), os menores erros
ocorrem com UDS, seguido por QUICK4 e CDS-2, neste ponto ocorre uma
mudanga, e o esquema CDS-2 passa a dar melhores resultados, seguido de

QUICK4 e UDS. Este fato ja foi explicado anteriormente no sub-item 4.5.1.
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FIGURA 4.21 - “ MODULOS DOS ERROS DE DISCRETIZAgAO (COM Pe=100) x
h” COM VARIACAO DAS FI's PARA A VARIAVEL T,

No sub-item anterior afirmou-se que o motivo pelo qual os valores com MER
sdo maiores que os sem MER para o caso de Pe=100, até certo ponto do
refinamento, é devido a forte alteragdo na ordem de magnitude do erro na curva sem
MER.

Isto pode ser explicado verificando-se inicialmente que em determinado
passo do refinamento da malha (Fig.4.21), mais especificamente no 5° para o UDS e
3° para 0 CDS-2 e QUICKA4, a inclinagdo da curva dos valores obtidos sem MER
(Eh—Pe=100) muda fortemente, principalmente nos casos do CDS-2 e QUICK4,
sendo o UDS um pouco mais suave.

Considerando que a obtencdo do erro obtido com MER é feita utilizando a

Eq.(2.74), e que os valores considerados sdo os mostrados na Tab.2.1 (células
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hachuradas), tem-se que, quando existe uma descontinuidade muito forte entre

resultados consecutivos o MER acaba suavizando e carregando, a cada

extrapolacdo, a magnitude do maior erro. Este comportamento sé é revertido no
momento em que, com a reducgdo natural que o MER traz no erro de discretizagéo,

este erro finalmente se torne menor que erro obtido sem MER.

TABELA 4.19. PARTE DO PROCESSO DE APLICAGCAO DO MER USANDO CDS-2 COM Pe=100

PARA A VARIAVEL T,
Quantidade de Extrapolacdes
0 1 2 3 4 5 6
1| 4.14E+00
2 | -3.07E-02 | -5.52E-01
@ | 3] 1.92E-22 | 3.83E-03 | 1.07E-02
T | 4] 1.78E-22 | 1.76E-22 | -4.79E-05 | -6.28E-05
= | 5| 447E-23 | 2.80E-23 | 2.62E-23 | 6.59E-08 | 7.55E-08
6 | 5.53E-24 | 6.28E-25 | 2.85E-25 | 2.49E-25 | -1.00E-11 | -1.13E-11
7 | 6.22E-25 | 8.34E-27 | 5.96E-28 | 2.05E-28 | 1.67E-28 | 1.70E-16 | 1.91E-16

A Tab.4.19 ilustra o que foi dito anteriormente apresentando uma parte do
processo de aplicagdo do MER para o esquema CDS-2 com Pe=100. Vale observar
que o processo completo teve o refino até a 152 malha e 14 extrapola¢des. Pode-se
ver nesta tabela, que no refino da malha 2 para a malha 3, nos resultados sem
extrapolacdo, existe forte reducdo no erro, reduzindo sua ordem de magnitude de
102 para 10 Este fato ira afetar a extrapolagéo seguinte, uma vez que o erro da
malha 3 na extrapolagdo 1 aumenta da antiga ordem de magnitude 10% para 10°.
Isto se explica ao verificar-se na Eq.(2.74), de definicdo do MER, que para obtengao
do erro da malha 3 na extrapolagdo 1 estdo envolvidos os valores das malhas 2 e 3
sem extrapolagdo. Como a malha 2 tem uma magnitude de erro muito maior que a 3,
ele acaba sendo “carregado” para a proxima extrapolacdo. Este efeito s6 cessa no
momento em que, com a redugdo natural do MER, o valor do erro da extrapolagdo
atinge o erro obtido sem MER (nenhuma extrapolagéo), que para o caso do CDS-2
ocorre aproximadamente na 92 extrapolagéo, conforme pode-se ver na Fig.4.21.

De uma forma geral, excec¢0es feitas a alguns pontos especificos, vé-se que,
para vérios valores de Peclet, o esquema CDS-2 com MER ainda traz resultados
bastante vantajosos, considerando que tem-se o interesse de obter os menores

erros com malhas nao tao refinadas.
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5 CONCLUSAO

Neste Ultimo capitulo serdo apresentadas de forma resumida as

constatagdes e contribuicdes deste trabalho.

5.1 CONSTATACOES GERAIS

Conforme descrito inicialmente, neste trabalho alcangou-se o objetivo
principal, que era o de estudar a influéncia das fungdes de interpolagdo no erro de
discretizagdo final das solu¢cdes numeéricas. Para isto foi utilizada como equacéo
geral do fendbmeno a equacdo de advecgdo-difusdo sem termo fonte. As
caracteristicas do fendmeno ainda abrangiam o espacgo unidimensional, fluido
incompressivel, escoamento permanente, e espago unitario. As condi¢cdes de
contorno foram consideradas de Dirichlet, e 0 método de discretizacdo foi o de
volumes finitos com volumes ficticios nos contornos.

Para aproximacédo do termo advectivo foram utilizados nove tipos de fun¢des
de interpolagéo, sendo eles, UDS, CDS-2, UDS-2, WUDS, PLDS, ALFA, ADS, TVD
e QUICK. Ja& o termo difusivo foi aproximado com CDS-2 para todas as
aproximacgdes do termo advectivo acima, e o0 CDS-4 para aproximag¢éo com QUICK.

Como resultados, pbde-se ver inicialmente que o0s tempos de
processamento dividem as FI's em dois grupos distintos. Num deles, que
compreende as FI's UDS, CDS-2, PLDS, WUDS e ALFA, os tempos obtidos para
solugdo na malha mais refinada (23.914.845 nés) tomaram aproximadamente 34
segundos. Ja o outro grupo, com as FI's UDS-2, ADS, TVD, QUICK2 e QUICKA4,
para a mesma malha e executando somente o namero de iteracfes necessarias
para atingimento de erros com mesma ordem de magnitude, necessitaram
aproximadamente 54 segundos, ou seja, 57% mais tempo gasto em rotinas de
calculo. Isto se explica basicamente pelos processos iterativos de solugdo utilizados
pelo segundo grupo de FI's.

Considerando a capacidade computacional, vé-se qua ndo ha diferenca
muito grande nas necessidades de memdria computacional para todas as Fl's

utilizadas.
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Quanto as andlises feitas a priori dos erros que esperava-se encontrar ao fim
das simulacbes, os resultados foram positivos para as variaveis T, Tm € L,
mostrando que, para este tipo de problema, as andlises a priori, sendo feitas da
forma correta, sdo confirmadas ao fim do processo de solugdo numérica, para todas
as FI's utilizadas aqui. Isto foi confirmado ao constatar-se que as ordens efetiva e
aparente obtidas a posteriori confirmaram as ordens assintéticas obtidas a priori.

A afirmacdo que a ordem aparente confirmou a ordem assintotica também é
positivo, pois, para problemas em que ndo se tenha as solugdes analiticas, o
estimador de Richardson é efetivo para obtencdo destas ordens.

Para a variavel |, que é analisada na fronteira, as andlises a priori ndo foram
confirmadas para as seguintes FI's : CDS-2, UDS-2, WUDS, PLDS, ADS e TVD.
Este comportamento pode estar relacionado tanto ao erro de poluicdo quanto a
forma de aplicar as condig6es de contorno, uma vez que esta variavel esta sendo
analisada na fronteira (x=1).

Quanto ao comportamento comparativo entre as FI's, pode-se analisar
inicialmente os erros obtidos sem MER. Para estes casos, pode ser visto na Fig. 4.1
que as magnitudes de erros sdo melhores, para a variavel T., se utiliza-se o
esquema QUICK4. Para a variavel Ty, (Fig. 4.2), o esquema QUICK2 tem valores
um pouco melhores, mas dentro de uma faixa que engloba praticamente todas as
outras FI's, de forma que néo existe grande diferenca na utilizagdo de qualquer uma
delas, exceto UDS e ALFA, de primeira ordem, que tem erros comparativamente
elevados. A variavel | (Fig.4.3) tem comportamento analogo a variavel Tn,, com o
esquema QUICK2 tendo melhores resultados. E finalmente a variavel L (Fig.4.4) que
apresenta o esquema QUICK4 com erros de menor magnitude que qualquer outra Fl
utilizada.

As analises feitas acima foram com base em erros obtidos sem multiplas
extrapolacbes de Richardson (MER). Sera analisado agora o efeito do MER na
obtencdo dos erros. Para isto, utilizou-se somente os esquemas UDS, CDS-2 e
QUICKA4.

No caso da variavel T. (Fig. 4.8), o resultado foi uma inversédo na melhor Fl a
ser utilizada. Se sem MER tinha-se vantagem com o QUICK4, com MER a melhor FlI
passou a ser a CDS-2. Nao em termos de magnitude de erro atingida, que séo
similares a partir de certo nivel de refinalmento, mas sim porque consegue atingir

erros de magnitudes semelhantes ao QUICK4 em malhas mais grossas. Pdde-se ver
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ainda que a vantagem da utilizacdo do MER € bastante significativa. Isto fica
facilmente observavel nas Tabs. 4.9 e 4.10 que mostram que sem MER, para atingir
as mesmas magnitudes de erros obtidos com MER, precisa-se de malhas até 20 mil
vezes mais refinadas que as malhas com MER. Da mesma forma, para a mesma
malha, o erro sem MER chega a ser 62 quintilhbes de vezes maior que o0 erro com
MER.

Para a variavel T, (Fig. 4.9) tem-se novamente vantagens na utilizacdo do
CDS-2. Seguindo o0 mesmo raciocinio que o utilizado para a variavel T¢, apesar dos
erros com QUICK4 e CDS-2 atingirem iguais magnitudes, a partir de certo nivel de
refinamento, o CDS-2 permite a obtengcdo de erros menores em malhas mais
grossas. Quanto a utilizacdo do MER, mostrou-se igualmente vantajoso, podendo-se
ver nas Tabs. 4.11 e 4.12, que processos sem MER precisam de malhas até 60 mil
vezes mais refinadas que as malhas com MER, para obtengédo de erros de mesma
magnitude. Da mesma forma, para a mesma malha, o erro sem MER chega a ser
136 quintilndes de vezes maior que o erro com MER.

A variavel | (Fig. 4.10) repete o j& dito para as variaveis T. e T, € tem no
CDS-2 um esquema muito vantajoso em ser utilizado. Quanto a utilizacdo do MER,
mostrou-se igualmente vantajoso, podendo-se ver nas Tabs. 4.13 e 4.14, que
processos sem MER precisam de malhas até 60 mil vezes mais refinadas que as
malhas com MER, para obtencdo de erros de mesma magnitude. Da mesma forma,
para a mesma malha, o erro sem MER chega a ser 11,2 quatrilhdes de vezes maior
que o erro com MER.

E finalmente, para a variavel L (Fig. 4.11), seguindo ainda o exposto
anteriormente para as outras variaveis, tem-se no CDS-2 um esquema melhor.
Quanto a utilizacdo do MER, mostrou-se igualmente vantajoso, podendo-se ver nas
Tabs. 4.15 e 4.16, que processos sem MER precisam de malhas até 60 mil vezes
mais refinadas que as malhas com MER, para obtencdo de erros de mesma
magnitude. Da mesma forma, para a mesma malha, o erro sem MER chega a ser
112 quintilhdes de vezes maior que o erro com MER.

De um modo geral, desconsiderando tempos de processamento e memoria
computacional, para processos de obtencdo de erros sem MER, os esquemas
QUICK4 tiveram vantagem sobre as outras FI's, atingindo magnitudes de erros
significativamente menores que as outras para qualquer tamanho de malha, e em

todas as varidveis estudadas. Ja quando foram obtidos os valores de erros com
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MER, os esquemas CDS-2 e QUICK4 atingiram, para as quatro variaveis, igual
magnitude de erro (a partir de certo nivel de refino da malha). A grande diferenca,
que faz considerar o esquema CDS-2 nestes casos como mais vantajoso, é que,
para mesmos tamanhos de malha, ele tem erros menores que o0 QUICKA4.
Considerando ainda que este € um esquema de 22 ordem, que trata as
aproximagdes com somente dois pontos vizinhos, resulta num processo
computacionalmente muito mais simples e rapido. Dentro desta perspectiva
considera-se o uso do CDS-2 para este tipo de problema bastante interessante.

E finalmente, foi feita a andlise do impacto da variacdo do numero de Peclet
no erro de discretizagdo. Neste ponto, pode-se ver inicialmente, que a tendéncia
para h— 0 das ordens aparente e efetiva ndo € afetada pela variagdo de Pe,
resultado j& esperado. Quanto as magnitudes de erros obtidas, o comportamento
também se manteve muito préximo do conseguido quando trabalhando com Pe=5,
ou seja, nao utilizando MER o esquema QUICK4 se mostra mais vantajoso, e se 0
MER é usado, o esquema CDS-2 apresenta melhores resultados. Esta analise foi
somente ilustrativa, uma vez que ndo pode-se escolher o numero de Peclet que sera
usado para resolver o problema, sendo este nimero uma funcéo do fenémeno fisico
estudado.

Estes foram, resumidamente, os resultados atingidos pelo trabalho, sendo
que os grandes topicos podem ser resumidos na confirmagédo da efetividade das
andlises a priori na previsdo da ordem do erro; nos melhores resultados dos erros
obtidos com MER; nas melhores performances dos esquemas QUICK4 e CDS-2
para erros obtidos sem MER e com MER respectivamente; e finalmente para a

confirmacéo dos resultados anteriores para outros valores do numero de Peclet.

5.2 CONTRIBUICOES

Neste trabalho pode-se:
e Mostrar detalhadamente as analises feitas a priori do erro de
truncamento de cada uma das Fl's, também, de cada uma das
aproximacdes para obtencdo de cada uma das variaveis, para cada

uma das FI's; e, finalmente para o erro de discretizagdo final, que



113

considera tanto o erro de truncamento das FI's quanto o erro de
truncamento das aproximacdes das variaveis;

Confirmar, para as variaveis T, Tm € L, de que as ordens efetiva e
aparente, obtidas a posteriori, coincidem com as ordens obtidas na
andlise a priori, resultado que possibilita antever as ordens de erros
que serdo obtidas ap6s o problema ser resolvido;

Confirmar, para as variaveis T, Tm € L, da ordem aparente com a
ordem assintética. Como a ordem aparente é obtida para problemas
onde ndo temos a solugdo analitica, isto nos permite dizer que o
estimador de Richardson é efetivo para este tipo de problema;
Mostrar que, as ordens efetiva e aparente, para a variavel |, sofreram
degeneragcédo de ordem, muito provavelmente influenciada pelo erro
de poluicdo, e pela condi¢cdo de contorno, uma vez que esta variavel é
analisada na fronteira;

Mostrar que o esquema CDS-2 se mostrou bastante vantajoso,
atingindo erros da magnitude do QUICK4 (32 ordem) em malhas mais
grossas, com tempos computacionais mais reduzidos. Lembrando
que isto foi obtido quando utilizou-se as mdltiplas extrapola¢gfes de
Richardson para obtengéo do erro de discretizagao;

Comprovar que as multiplas extrapola¢cdes de Richardson (MER)
geram erros de discretizagdo significativamente menores que
processos sem MER. Se s&o comparados erros de mesma
magnitude, o processo com MER o atingiu em malhas pelo menos 27
vezes mais grossas que os processos sem MER, chegando este
valor, em alguns casos, a ser de 60 mil vezes mais grossas ; e
Mostrar que, quanto maior o niumero de Peclet, maior necessidade ha
de refinar a malha para obtengédo de erros de igual magnitude aos

obtidos em malhas menores, com Peclet menor.
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5.3 TRABALHOS FUTUROS

Como sugestao para trabalhos futuros, pode-se citar:
e Expansdo do espaco da equacdo de advecgao-difuséo, utilizando
espagos bi e tridimensionais;
e Verificag@o da influéncia das FI's em problemas n&o-lineares, como a
equacao de Burgers; e
e Fazer estudo mais especifico sobre os tempos necessarios para

obtencgé&o das solugbes numéricas com cada Fl.
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APENDICE A — DETERMINACAO DOS COEFICIENTES E TERMOS FONTES

A.1 DADOS DO PROBLEMA

2
Modelo Matematico: Pe.d—¢ = d—¢
dx  dx?

Condicgdes de Contorno de Dirichlet:  ¢(0) =0 o) =1
Método de Discretizacdo das Equacdes: Volumes Finitos
NOs das fronteiras: tratados como volumes ficticios
Volumes Reais: "1" a "N"

Volumes Ficticios: "0" e "N+1"

Velocidade do escoamento é positiva, ou seja, u>0.

Erro de Discretizagéo = Erro de Truncamento.

A.2 DISCRETIZACAO DO DOMINIO

AX AX AX AX

o o W e € @ ®
WW W P E EE

FIGURA A.2.1 — VOLUME GENERICO “P” E SEUS VIZINHOS NO DOMINIO DISCRETO

UNIDIMENSIONAL
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FIGURA A.2.3 — VOLUMES NO CONTORNO DIREITO DO DOMINIO
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A.3 DISCRETIZACAO DO MODELO MATEMATICO

Conforme descrito anteriormente, o método para discretizagdo do modelo

matematico sera o dos volumes finitos.

A.3.1 NOS INTERNOS (“P” VARIANDO DE “1” A “N")

ey -< D) =0 (A31)
jpe‘(’j—fdx j_ %)4x-0 (A3.2)
Pely|, -4, |- L‘X 3—(){ }0 (A.3.3)

A.3.2 VOLUMES DE CONTROLE FICTICIOS — CONTORNO ESQUERDO (P=0)

Para aproximacdo numérica do contorno esquerdo, faremos uma média
aritmética simples. Lembrando que as rela¢des obtidas aqui valem para todas as

funcbes de interpolacdo usadas nestes nd (P=0), exceto QUICK.

b, =90) =Pt (A34)
Usando a condi¢do de contorno ¢(0) =0, temos que :
Pp =0 (A.3.5)

A.3.3 VOLUMES DE CONTROLE FICTICIOS — CONTORNO DIREITO (P=N+1)

Para aproximacdo numérica do contorno direito, faremos uma média
aritmética simples. Lembrando que as rela¢des obtidas aqui valem para todas as

funcbes de interpolacdo usadas nestes no (P=1), exceto QUICK.

4, =d() = ¢W+¢P (A.3.6)
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Usando a condigdo de contorno ¢(1) =1, temos que :

b =2, (A.3.7)

A.4 DETERMINACAO DO SISTEMA DE EQUACOES ALGEBRICAS
A determinacao do sistema de equacdes algébricas sera definida conforme a

funcdo de interpolagdo utilizada para as aproximacdes numeéricas, 0 objetivo é

aplicar as aproximagdes nas equacdes discretizadas, de modo a obter uma

representacao no formato genérico:

apPp = ag P +ay Py +D0, (A.4.1)

A.4.1 UDS/CDS-2

Consideraremos neste caso a FlI UDS para o termo advectivo e a CDS-2

para o termo difusivo.

A411 Nos P=1 a P=N

Aplicando inicialmente para os nés internos (P=1 a P=N), com a equac¢ao

(A.3.3), temos:

Pelp, — ¢ |- VEA_X% P A_X¢W } =0 (A.4.2)

Desenvolvendo a equagdo e deixando na forma genérica da eq. (A.4.1),

temos:

ag =1 a, =1+ Pe.Ax (A.4.3)

ap =a; +a, =2+ PeAx
As relagdes acima, formardo um sistema de equagdes que vao de P=1 a

P=N.
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A4.1.2 N6 P=0

Para o n6 da fronteira esquerda, usaremos a eq.(A.3.4), usando a condi¢éo

de contorno deixando-a na forma genérica dada pela eq.(A.4.1).

ag =-1 a, =0 (A.4.4)
ap =1 b, =0
A4.1.3 N6 P=N+1

Para o n6 da fronteira esquerda, usaremos a eq.(A.3.7), deixando-a na

forma genérica dada pela eq.(A.4.1).

a. =0 a, =-1 (A.4.5)

A4.2 CDS-2/CDS-2

Consideraremos neste caso a funcdo de interpolagéo (FI) UDS para o termo
advectivo e a CDS-2 para o termo difusivo. Aplicando inicialmente para os nés

internos (P=1 a P=N), com a equagéao (A.3.3), temos:

Pe. ¢E+¢P_¢W+¢P _ ¢E_¢P_¢P_¢W -0 (A.4.6)
2 2 AX AX
Desenvolvendo a equagdo e deixando na forma genérica da eq. (A.4.1),
temos:
ag =2-Pe.Ax a, =2+ Pe.Ax (A.4.7)
ap =ag +a, =4 b, =0

As relagdes acima, formardo um sistema de equagdes que vao de P=1 a
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A.4.3 UDS-2/CDS-2

Consideraremos neste caso a FI UDS-2 para o termo advectivo e a CDS-2

para o termo difusivo.
A.4.3.1 NOs P=2 a P=N-1

Aplicando inicialmente para os nés internos (P=2 a P=N-1), com a equac¢ao
(A.3.3), temos:

oot pss ot |,

Desenvolvendo a equagdo e deixando na forma genérica da eq. (A.4.1),

temos:
(4 +3.Pe.AX) ¢p = (2+4.Pe.AX).¢y, + 2.9 — Pe.AX.dyy (A.4.7)
Considerando correcéao adiada:
¢ =d, +Ad,  onde  Ag = @ (4.8)
by =y +Ad,  onde  Agl = @ (4.9)
Voltando a Eg.(A.3.3), temos:
* * ¢E _¢P ¢P _¢\N
Pe|lg, + Ag, |—\p, + A, )|— - =0 A.4.10
(60 + 262)~ (8, + 29, K - i~ (A4.10)
Fazendo as movimentagOes para deixar na forma genérica da Eq.(A.4.1),
temos:

(2 + Pe.AX) ¢, = (1+ Pe.AX).¢, +1.4c +Pe.AX.(Ag, — Ag,) (A.4.11)

Aplicando as relagbes dadas pelas Egs.(A.4.8) e (A.4.9), temos:

(2+ Pe.AX).¢p = (1+ Pe.AX).¢y, +1.0¢ + Pe.Ax.(w) (A.4.12)
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Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para 0s nés P=2
a P=N-1:

ap =1 a, =1+ Pe.Ax (A.4.13)

be = Pe.Ax.(w)

ap =a; +a, =2+ PeAx
A4.3.2 N6 P=1

Para o n6 P=1, temos, partindo da Eq.(A.3.3) temos:

Pellge +207)-(, )]—WE = j—(¢P b ﬂ =0 (A4.14)

AX AX

Como ¢, =0, e ndo necessitando correcéo adiada, temos:

(4+3.Pe.AX) ¢y = (2+ Pe.AX).¢y, + 2.9 (A.4.15)

Considerando entéo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para o n6 P=1:

ag =2 a, =2+ Pe.Ax (A.4.16)
ap =ag +a, =4+3.PeAx b, =0
A.4.3.3 N6 P=N

Para o n6 P=N, temos, partindo da Eq.(A.3.3) temos:

Pe[(#,)- (A +A¢;)]—K¢E — ¢ J—(% — ﬂ =0 (A.4.17)

AX AX

Como ¢, =1, e com corre¢do adiada, temos:

(2).4p = (L+2.Pe.AX).¢, +1.0c + Pe.Ax.[@ —1j (A.4.18)

Considerando entéo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para o né P=N:
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ag =1 a, =1+2.Pe.Ax (A.4.19)
a, =2 be = Pe.Ax.[@—lj
A434 N6s P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.

A.4.4 WUDS

Consideraremos neste caso a FI WUDS para os termo advectivo e difusivo.

Inicialmente definiremos numericamente os termos o« e B que tem a funcdo de

balancear a intensidade de cada termo no fendbmeno. Desta forma:

_ (Peax)’ (A.4.20)
10+ 2.(Pe.Ax)?
_ 1+0,005(Pe.Ax)” (A.4.21)
1+ 0,05(Pe.Ax)’ N
A4.4.1 Nés P=1 a P=N

Aplicando as aproximagbes do WUDS para os volumes reais (P=1 a P=N),

com a equagéo (3.3), temos:

T A ) | L ol e we |

(A.4.22)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para os nés P=1
a P=N:

ag = f, —(— —aeJ.Pe.Ax ay =P+ (%4— aWJ.Pe.Ax
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a, =a; +a, =p,+p, +(o, +a,).PeAx b, =0 (A.4.23)
A4.4.2 N6 P=0

Para o n6 P=0, temos:

C+a) e+ C-a) e =4, =0 (A4.24)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para o né P=0,

temos:
a =a, —% a, =0
a, =Y +a, be =0 (A.4.25)
A4.4.3 N6 P=N+1

Para o n6 P=N+1, temos:

G+ a) e +G-a)d =g, -1 (A4.26)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para 0 no

P=N+1, temos:

a. =0 a, =—a, —%
a,=Y%-a, by =1 (A.4.27)
A.45 PLDS
Consideraremos neste caso a FI PLDS para os termo advectivo e difusivo.

Inicialmente definiremos numericamente o termo S que tem a fungéo de balancear a

intensidade de cada termo no fendbmeno. Desta forma:
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~ (1-01.Pe)®

p Pe

(A.4.28)
A45.1 Nés P=1 a P=N

Aplicando as aproximagfes do PLDS para os volumes reais (P=1 a P=N),
com a equagéao (A.3.3), temos:

AX X

Pe[(g, — (e — )~ (4 — (@ —m))]{[% te J_(%A_ . ﬂ - (A.4.29)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para os nés P=1

a P=N:
a. = Pe.AX.f+1 a, =PeAx(l+8)+1
a, =a, +a, = PeAx(1+2.8)+2 b, =0 (A.4.30)
A4.5.2 N6s P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.
A.4.6 ADS/CDS-2

Consideraremos neste caso a Fl ADS para o termo advectivo e CDS-2 para

o termo difusivo. Para definicdo do coeficiente «, precisamos inicialmente calcular

as relagdes representadas pelas Egs. (A.4.31) a (A.4.35).
- « 1. .
¢e :¢P +E'(¢P _¢w) (A.4.31)
m L.
¢e = E'(¢P +¢E) (A.4.32)

be = e —%-(cbéa —¢¢) (A.4.33)
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¢: = MAX[MIN(¢e_1¢em)1 MIN(¢e_1¢e+)1 MIN(¢em;¢e+)] (A434)

a, = %ﬁbf) (A.4.35)

Com base nisto, definiremos o valor de «,

a, = MIN[0,5;MAX (- 05; ) (A.4.36)

Sendo que:

Se P=0 ou P=N = =0 (A.4.37)
A4.6.1 N6s P=1 a P=N

Aplicando as aproximagdes do ADS para os volumes reais (P=1 a P=N),

com a equagéao (A.3.3), temos:

el Grad. + G-a)d |-G vaa, +(§—aw>.¢pﬂ{("’E o ﬂ -0

(A.4.38)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para os nés P=1

a P=N:

ag =1, —(%—aeJ.Pe.Ax ay =1+(%+aWJ.Pe.Ax

ap, =ag +a, =2+(a, +a,).Pe.Ax b, =0 (A.4.39)
A4.6.2 N6s P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.
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A4.7 TVD/CDS-2

Consideraremos neste caso a FI TVD para o termo advectivo e CDS-2 para

o termo difusivo. Para definicdo do coeficiente «, precisamos inicialmente calcular

as relacdes representadas pelas Egs. (A.4.40) a (A.4.42)

1)) (A.4.40)
(¢E _¢P)

¥, = MAX [0; MIN(2r,:1); MIN(r,;2)] (A.4.41)
1

a, = E(1—\118) (A.4.42)

Sendo que:

Se P=0 ou P=N = o, =0 (A.4.43)

A4.7.1 N6s P=1aP=N

Aplicando as aproximagdes do ADS para os volumes reais (P=1 a P=N),

com a equagéao (A.3.3), temos:

wel [ G+ Gaee | ( G rada + 6 -ae, | | [S5t - (#50  o

(A.4.44)

Considerando entéo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para P=1 a P=N:

ap =1, —(%—aeJ.Pe.Ax ay, =1+(%+aWJ.Pe.Ax
ap, =ag +a, =2+(a, +a,).Pe.Ax b, =0 (A.4.45)
A4.7.2 NoOs P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.
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A.4.8 ALFA/CDS-2

Consideraremos neste caso a Fl ALFA para o termo advectivo e CDS-2 para

o termo difusivo. Neste caso, os coeficientes «, e «,Sao prescritos. Em nosso

trabalho consideramos,

a, =a, =005 (A.4.46)

e

A.4.8.1 Nos P=1 a P=N

Aplicando as aproximagdes do ALFA para os volumes reais (P=1 a P=N),
com a equagéao (A.3.3), temos:

el Grad. s G-a)d |-G vala, +(§—aw>.¢pﬂ{("’E o ﬂ -0

(4.47)

Considerando entdo a forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para os nés P=1
a P=N:

ag =1, —(l—aeJ.Pe.Ax ay =1+(1+aWJ.Pe.Ax
2 2

ap, =ag +a, =2+(a, +a,).Pe.Ax b, =0 (4.48)

Deixaremos indicado os termos«a, e a, de forma genérica nas Eqgs.(A.4.48).

A.4.8.2 NoOs P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.
A.4.9 QUICK/CDS-2

Consideraremos neste caso a FI QUICK para o termo advectivo e CDS-2

para o termo difusivo. Considerando corre¢ao adiada:



131

320
) 8

by =y +A4,  onde  Ag, = 34, _2'?; ~ (A.4.50)

¢, = dp +AQ, onde A (A.4.49)

A4.9.1 Nos P=3 e P=N-1

Iniciando para os volumes reais (P=3 a P=N-1), com a equacédo (A.3.3),

temos:

Pel(gy + A )~ +Ag; |- K ¢EA_X¢P J - (‘ﬁp A_Xd*” ﬂ -0 (A.4.51)

Substituindo as Eqgs.(A.4.49) e (A.4.50) em (A.4.51), e considerando a forma

genérica da Eq.(A.4.1), temos para os n6s P=3 a P=N-1:

ap =1 a, =1+ Pe.Ax

PO (6 b g — e 347
8 (A.4.52)

ap =a; +a, =2+PeAx b,

A.4.9.2 No6 P=1

Considerando agora o né P=1, e fazendo ainda aproximacdo DDS-2 para o

termo difusivo na face oeste:

Pel(4, + g )~ (4, )]—WE NG j—(g”"’ P ﬂ ) (A4.53)

Considerando na Eq.(A.4.53) que:

¢ =0 (A.4.54)

¢, =do +Af,  onde  Ag = 34 _¢§ ~ 24, (A.4.55)

Substituindo as Eqgs.(A.4.54) e (A.4.55) em (A.4.53) e considerando-se a

forma genérica da Eq.(A.4.1), temos para o n6 P=1:



132

a. =4 a, =0
a, =12+ 3.Pe.AX b, = 3'P§'AX (6 -347) (A.4.56)
A493 N6 P=2

Analisando agora os coeficientes para o n6 P=2:

pes, + ag:)- (4, +A¢:;)]—K¢E el o ﬂ ~0 (A457)
Considerando que:

by =¢w +A4, onde  Ag, =Ag,| = w (A.4.58)
¢, =do +Ag,  onde  Ag, = 39e =247 ~du (A.4.59)

) 8
Substituindo as Eqgs.(A.4.58) e (A.4.59) em (A.4.57), e deixando na forma
genérica da Eq.(A.4.1) temos:

ap =1 a, =1+ Pe.Ax
a, = a, +a, =2+ Pe.Ax b, = PeéAX (B.g; -347) (A.4.60)
A4.9.4 N6 P=N

Analisando agora o n6 P=N, e fazendo a aproximacdo UDS-2 para o termo

difusivo face leste, temos:

Pe/(4,)- (4 + A¢;)]—K8'¢e ~ 90 * J—(% — % ﬂ =0 (A.4.61)

3.AX AX

Considerando ainda que:

6, =1 (A.4.62)
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b =y +A4,  onde  Ag, = 34, _2'?; ~ (A.4.63)

Substituindo as Egs.(A.4.62) e (A.4.63) na Eq.(A.4.61), e deixando na forma
genérica da Eq.(A.4.1), temos os seguintes coeficientes e termo fonte para o né
P=N:

ag =0 a, =4+ 3.Pe.AX
a, =12 b, =8+ 3'P§'AX (34 -2, i —8) (469
A4.95  N6sP=0e P=N+1

E finalmente para os n6s P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.

A.4.10 QUICK / CDS-4

Consideraremos neste caso a FI QUICK para o termo advectivo e CDS-4

para o termo difusivo.

A.4.10.1 NoOs P=3 a P=N-2

Considerando correcéao adiada:

¢, =do +Af,  onde  Ag = 3¢ - 2:5; ~ (A.4.65)
o, =d, +Ad,  onde  Ag = 390 ~ 2w ~ buw (A.4.66)

8

E considerando ainda as aproximagdes CDS-4 para os termos difusivos:

dg| _ 274 ~ 274y +d — P :£(¢E—¢pj+A¢- (A.4.67)
dx 24.AX 24.  Ax ) -

e



134

dg| _ 279, ~274, +¢W—¢E:2_7(¢p—¢wj+A¢- (A.4.68)
dx|,, 24.Ax 24.\  Ax ! -
Sendo que:
by e
g =t (A.4.69)
b — 9
g, =i =4 (A.4.70)

Fazendo a discretizacéo:

Pel(s, +a¢7)- (4 +20; )] {{24 [¢ AX¢PJ+A¢;J_{%(%}A%H:

(A4.71)

Substituindo as relagbes dadas pelas Egs.(A.4.65), (A.4.66), (A.4.69) e
(A.4.70) em (A.4.71) e deixando na forma genérica da Eq.(A.4.1) para obtencdo dos

coeficientes e termo fonte para os nés de P=3 a P=N-2, temos:

27 Pe AX * * * N +¢* - N _¢*
ag :a b, = (5¢P — By — P _3-¢E)+[¢W . Z?NW EEJ
ay = Pe.Ax+% ap, =a, +a, = Pe. Ax+% (A.4.72)

A.4.10.2 Nos P=1

Analisando agora para o0 n6 P=1, temos, com corre¢do adiada:

<34 —6p

¢, = dp +AQ, onde A, = 5 (A.4.73)

¢, =0 (A.4.74)

E considerando ainda as aproximagdes DCDS-3 para o termo difusivo face

leste, e a aproximagdo DDS-3 para o termo difusivo face oeste:

70 (¢ — 4
60( - j+A¢e (A.4.75)

d¢
dx|,
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dg| _ {zzsxﬁp — 414 —184-<ij+ A, (A4.76)
dx|, AX
Sendo que:
A¢e _ 8.9, —5.0p — 3.9 —>4,=0= —S.9p _3'_¢EE (A.4.77)
60.Ax 60.Ax
' ¢EE ¢E
A | A.4.78
Pu = 6 [ AX ( )

Discretizando a Eq.(A.3.3), temos:

pellf, + g )- (6, )] Kgg [¢EAX¢p j+ A¢;J—{(225.¢p —4i.fE —184.¢WJ+A¢;VH -

(A.4.79)

Fazendo as substituicbes das relacbes dadas pelas Egs.(A.4.73), (A.4.74),
(A.4.77) e (A.4.78) em (A.4.79), e deixando na forma genérica da Eq.(A.4.1),

obtemos os seguintes coeficientes e termo fonte:

111 Pe AX « 9.9, — 5.0, —12.6.
g = 60 be = ( p — 3.0 )+[ I ﬁi) i j
a, =0 a, = Pe.AX + @ (A.4.80)
60
A.4.10.3 N6 P=2

Analisando agora para o0 n6 P=2, temos, com corre¢do adiada:
¢, =¢. +Ag,  onde  Ag = 3 pr ~ (A.4.81)
by =y +A9, onde  Ag, = w (A.4.82)

E considerando ainda as aproximagdes CDS-4 para o termo difusivo face

leste, e a aproximagdo DCDS-3 para o termo difusivo face oeste:
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d9| _ 279e — 27 +hu ~fee _ 27 (b =00 |, \ (A.4.83)
dx|, 24.AX 24.\ AX )
dg :7_0{% — jwm (A.4.84)
dx|, 60\ Ax
Sendo que:
' ¢VTI _¢;E
e A.4.85
7 24.AX ( )
ag. = 8%w =54y =34,  ~5h-34¢ (A.4.86)
60.AX 60.Ax

Discretizando a Eq.(A.3.3), temos:

e S P e e S |
(A.4.87)

Fazendo as substituicbes das relagdes dadas pelas Egs.(A.4.81), (A.4.82),
(A.4.85) e (A.4.86) em (A.4.87), e deixando na forma genérica da Eq.(A.4.1),

obtemos os seguintes coeficientes e termo fonte:

27 Pe.AX [ \ [15¢4 —69r —5.0ce
ag =— b, = 5.9 —3.0¢ |+
=24 8 647 -342) [ 120
ay = Pe.Ax+7—O ap = Pe.Ax+§ (A.4.88)
60 120

A.4.10.4 N6 P=N-1

Analisando agora para o né P=N-1, temos, com corre¢do adiada:

¢, =do +AJ,  onde  Ag = 3¢ - 2;5; ~ (A.4.89)
o, =d, +Ad,  onde  Ag, = 34, _"g ~ (A.4.90)

E considerando ainda as aproximag¢des UCDS-3 para o termo difusivo face

leste, e a aproximagdo CDS-4 para o termo difusivo face oeste:
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% _7_0 ¢E _¢P '
o], " 60 {—AX j+A¢e (A.4.91)
49| _ 2_7(¢P_—¢w j+ A (A.4.92)
dx|, 24.\ Ax
Sendo que:
. 5.4 -3y —84c
Ag, = 50 Ax (A.4.93)
b e
Ag,, = o4 (A.4.94)

Discretizando a Eq.(A.3.3), temos:

O R e S |
(A.4.95)

Fazendo as substituicbes das relagdes dadas pelas Eqgs.(A.4.89), (A.4.90),
(A.4.93) e (A.4.94) em (A.4.95), e deixando na forma genérica da Eq.(A.4.1),

obtemos os seguintes coeficientes e termo fonte:

70 PeAX [ .+ o« <\ [15.4¢ — 6.4y, — 5. —16
ag =— b, = \5.9p —y — B — 34 )+ =
- =% o= {57~ i~ ¢E)[ s
ay = Pe.Ax+£ ap = Pe.Ax+& (A.4.96)
24 120

A.4.10.5 Nos P=N

Analisando agora para o n6 P=N, temos, com corre¢do adiada:

¢, =1 (A.4.97)

b =y +A4,  onde  Ag, = 34, _2'?; ~ (A.4.98)

E considerando ainda as aproximag¢des UDS-3 para o termo difusivo face

leste, e a aproximagdo UCDS-3 para o termo difusivo face oeste:
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dg| _(184.9, — 2254, +414, FAG 4, =1 184-225.9, + 419, £ A,
dx|, 60.AX 60.AX
(A.4.99)
a9 _T0( e —du |, g (A.4.100)
dx|, 60 AX
Sendo que:
A, = | Pu =P (A.4.101)
60 AX
Ag, = 5.0, + 3.8y — 8.9, g 1o 5.0, +3.8yy —8 (A.4.102)
60.AX 60.AX

Discretizando a Eq.(3.3), temos:

pe)- (4, - a6; )]—{[(184_ Bobe 1l ), A¢;j—[7—° [(fetels A¢vpﬂ -0

60.Ax 601 Ax

(A.4.103)

Fazendo as substituicbes das relacbes dadas pelas Egs.(A.4.98), (A.4.99),
(A.4.101) e (A.4.102) em (A.4.103), e deixando na forma genérica da Eq.(A.4.1),

obtemos os seguintes coeficientes e termo fonte:

Pe.AX [ ,« . s 184 (9.4, +8-124, — 5.4,
a. =0 b, = B0 — 2.8y — By |— PEAX+—
: =g 84240 - i) 60 +[ 120
111 295
= Pe AX + === a., = —— A.4.104
% 60 P60 ( )

A.4.10.6 NoOs P=0 e P=N+1

E finalmente para os n6és P=0 e P=N+1, temos os coeficientes dados pelas

relacdes das Egs.(A.4.4) e (A.4.5) respectivamente.
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APENDICE B — ANALISE A PRIORI DO ERRO DE DISCRETIZACAO

B.1 DADOS DO PROBLEMA

2
e Modelo Matematico: Pe.d—¢ = d—¢
dx  dx?

e Condicdes de Contorno de Dirichlet:  ¢(0) =0 o) =1
e Método de Discretizacdo das Equacdes: Volumes Finitos

e NOs das fronteiras: tratados como volumes ficticios

e Volumes Reais: "1" a "N"

e Volumes Ficticios: "0" e "N+1"

¢ Velocidade do escoamento € positiva, ou seja, u>0.

e Erro de Discretizagdo = Erro de Truncamento

B.2 DISCRETIZACAO DO DOMINIO

o o W e € @ ®
WW W P E EE

FIGURA B.2.1 — VOLUME GENERICO “P” E SEUS VIZINHOS NO DOMINIO DISCRETO
UNIDIMENSIONAL

B.3 MODELO NUMERICO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE

Valor central da varidvel com numero impar de volumes de controle:

A[Q12) =2, sendoque P= %4—1 sendo N inteiro (B.3.1)

Valor médio da variavel com a regra do retangulo:

_ N
Z=h> 2, (B.3.2)
P=1
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Derivada de primeira ordem da variavel com UDS-2:

84, —92y + 2y,

A= B.3.3

x=1 3h ( )

Média da Norma I1:

_ 1 N

I, :W.Z|AP = Ap| (B.3.4)
1

Onde "A," € o valor analitico da variavel no ponto "P", e "1," € o valor

numérico da variavel no ponto "P", obtida pelo método numérico.

B.4 ANALISE A PRIORI DOS ERROS DE DISCRETIZACAO

Consideraremos nesta se¢ao que o simbolo “A” representa o valor analitico
da varidvel em determinado ponto, e “A” o valor numérico neste mesmo ponto.
Mudaremos ainda nossa representacdo para o tamanho dos nos da malha, que
mudamos nossa nomenclatura usual de Ax passaremos a chamé-lo de h.

Para andlise dos erros, levaremos em consideragcdo que o valor analitico da
variavel (A) sera igual ao seu valor numérico (A) acrescido de seu erro de

discretizacgéao (E):
A=1+E(1) (B.4.1)

Uma de nossas premissas do trabalho é que somente o erro de truncamento
serd relevante na formacéo do erro de discretizacdo, ou seja, no desenvolvimento
das simulacdes resulta que o erro de truncamento € o erro de discretizacao:

e(1) = E(1) (B.4.2)

Substituindo a Eq.(B.4.2) em (B.4.1) e fazendo as movimentagdes
necessarias:

e(A)=A-2 (B.4.3)

No desenrolar do trabalho consideraremos como a equagéo geral do erro de
truncamento (MARCHI, 2001):

g(A)=c.hP +c,h” +c,hP +.. (B.4.4)
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E a equagdo geral do erro de discretizagdo (MARCHI, 2001):

E(1)=C.h? +C,.h*» +C,.h™ +... (B.4.5)

B.5 DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE TAYLOR

Desenvolvendo as séries de Taylor (KREYSZIG, 1999),

(X_Xj)3

5 (B.5.1)

2 M
. L (X=X X=X,
AX=AJ.+A'J..(X—XJ.)+A"J..( ) +A". +....+A“§'.g
2! M!

sendo que h=x-x;, e "A" representa o valor analitico da variavel de interesse.

Tendo como base a Fig.B.2.1 vemos que os centros dos nés estédo distantes
das faces do volume de controle ao qual pertencem por uma distancia h/2.
Considerando agora que nosso objetivo é obtermos expressdes que relacionem 0s

valores nodais com valores nas faces dos volumes de controle, desenvolveremos

algumas series de Taylor onde x-x; = %

Poderia-se questionar, do por qué ndo usar a notacao de x—x; sendo igual

a h, que facilitaria muito o desenvolvimento da série. A resposta é que, neste caso,
o tamanho do volume de controle seria 2h, tornando incébmodo o restante do
processo de discretizacdo. Fazemos entdo este espagamento ser igual a h/2 para
relacionar os valores dos nos e faces, em que h é o tamanho do volume de

controle.

h h h h h

...+,-...

j-3 j-2 j-1 j+1 j+2 j+3

FIGURA B.5.1 — FACE GENERICA ‘{" E SUAS RELACOES NODAIS NAS
VIZINHANCAS MAIS PROXIMAS

Com base na Fig.B.6.1, podemos desenvolver as seguintes relagdes:

125h°
48

25.h?
8

5.h

4 5
A=A +N ——+A. 625h° ., 3125h
2

+A
384 " 3840

+ A +AY. ... (B.5.2)
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2 3 4 5
AM:AJ.+Aij.ﬂ+A"j.£+A"ji.27'h +Ai}.81'h +Avj.243'h (B.5.3)
2 8 48 384 3840

2 3 4 5
A-+1=Aj+Aij.E+A"j.h—+A"ji.h—+Ai‘j’.h—+A"j. A (B.5.4)
‘ 2 8 48~ ''384 3840
2 3 4 5
Aj_lej—Aij.DJrA”j.——A”ji.h—+Ai‘j’.h——A"j. A (B.5.5)
2 8 48 384 3840
2 3 4 5
Aj_zzAj—Aij.ﬂ+A“j.9'h —A“;.27'h +Ai}.81'h —Avj.243'h (B.5.6)
2 8 48 384 3840
2 3 4 5
Aj_3=Aj—Aij.@+A“j.25'h —A“;.125'h +Ai}.625'h —Avj.3125'h ... (B.5.7)
2 8 48 384 3840

B.6 ANALISE A PRIORI DAS ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICAS DAS
FUNCOES DE INTERPOLACAO

B.6.1 CDS-2/CDS-2

B.6.1.1 Aproximacgao do Termo Difusivo - Derivada Primeira da Variavel na Face do
Volume com CDS-2

Considerando a obtencdo da derivada de primeira ordem na face leste,
neste caso, o né “J” na Fig.B.5.1 toma o valor da varidvel nesta face. Devemos
lembrar que a derivada primeira corresponde a aproximacdo do termo difusivo.
Desta forma, obteremos o valor de sua derivada primeira subtraindo a Eq.(B.5.5) da
Eq.(B.5.4), resultando,

Al = Aja =N, _ Al h? v _h* AV h*

Al Av — AT
! h 1724 171920 17322560

(B.6.1)

Onde j+1 corresponde ao né “E” e j-1 corresponde ao n6 “P”, se
considerarmos a malha mostrada na Fig.B.2.1. Importante notar que se
considerarmos “j” sendo a face oeste, a expresséo acima ira relacionar os nés “P” e
“W”, porém, o erro de truncamento sera o mesmo, motivo pela qual faremos a
andlise considerando s6 uma das faces. Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.1),

temos que,
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_ A — A E.,—E. - h? 4 . 6
U e U B Sl 1 O — AL A h + A h ...| (B.6.2)
! h h 24 1920 322560

ErrodePolui¢do ErrodeTruncamento

gue pode ser reescrita da forma,
Aij = ()Lij eps_2 + 5(”;‘ eps_2 + e(/lij )cos_2 (B.6.3)

Ou seja, o valor da derivada primeira aproximada com CDS-2 é a soma do
valor numérico da derivada primeira, com o erro de truncamento, mais o erro de
poluicdo, "carregado" pelo valor numérico da derivada numérica nos nos
subsequentes. Temos entdo que a aproximag¢do numérica da derivada primeira na

face é representada por,

_ Y
(A cps-2 Sl S (B.6.4)

O erro de poluigcéo (e) é dado por:

. E..-E_
e(ilj)cos-z =—= = (B.6.5)

E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

i iii hz v h4 vi h6
g(ij)CDS—Z =—-Aj.—

A ———— A, » (B.6.6)
24 1920 7322560

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “d”, ficando entéo:

£(X)eps.o = dyh? +d,h* +d h® +.. (B.6.7)

Comparando as Egs.(B.6.6) e (B.6.7) temos os seguintes coeficientes:

A-iii A-V A-Vii
= d,=——1 d, =—2~—, etc. (B.6.8)
24 1920 322560

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.6.9)

¢ Ordem assintotica p,. =2 (B.6.10)
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B.6.1.2 Aproximagéo do Termo Advectivo - Valor de “A" na Face com CDS-2

Para achar o valor da variavel "T" na face usando o CDS-2, somaremos as

Egs. (B.5.4) e (B.5.5), e reorganizamos de modo que,

A +A, . h? ) 4 ) 6
P = NV L LM VL
2 4 192~ i 23040

(B.6.11)

Como considerado no item anterior, se considerarmos "J” a face leste, “j+1" é
o valor do n6 “E” e “-1” o valor do n6 “P”. Se for a oeste, teremos “W” e “P”, sempre
de acordo com a Fig.B.2.1. Lembrando ainda que, independente de que face
considerarmos, o erro de truncamento € o mesmo. Substituindo agora a Eq.(B.4.1)

em (B.6.11), temos que:

A-2ia) (Epu-E, ht o ht b
PP e S ik K (R oy UMV (B.6.12)
2 2 4 1e2 23040

gue pode ser reescrita da forma:

Aj = (/lj Jeps—2 + 5(/lj Jeps-2 + e(/lj )cps-2 (B.6.13)

Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de polui¢céo "carregado” pelo valor
numérico da derivada numérica nos nds subsequentes. Temos entdo que a

aproximacao numérica da variavel na face € representada por,

AM +ij_l
(ij)CDS—Z = T (B.6.14)
O erro de poluigéo (e) é dado por:
Ej+l + Ej_l
e(ij)CDS—Z = T, (B.6.15)
E finalmente, o erro de truncamento € representado por:
ii hz \% h4 vi h6
e(Aj)cps o =N} ——A A" (B.6.16)

8 1384 146080



145

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “e”, ficando entéo:

e(A;)eps =€-h* +e,.h* +e,.h® +... (B.6.17)

Comparando as Egs.(B.6.16) e (B.6.17), podemos definir os coeficientes
como:
A-ii A_iv A vi

Y — e, =——1 e, =—3 _etc. B.6.18
! 2 384 * 46080 ( )

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.6.19)

¢ Ordem assintotica p,. =2 (B.6.20)

B.6.2 UDS/CDS-2

Devido ao fato de ja termos descrito no item B.6.1 o processo de
aproximacdo e andlise a priori da aproximag¢do do termo difusivo com CDS-2,
suprimiremos aqui esta demonstragdo, relacionando resultados do item ja
mencionado quando necessario.

Para achar o valor da variavel "A" na face usando o UDS, simplesmente
reorganizaremos a Eq. (B.5.5) deixando na seguinte forma:

h Coai Pt

Aj=Apy+ Ao = Ak A

o AN —— A .. (B.6.21)
8 48~ 1'384 " 1'3840

Consideraremos o indice “j” para a face leste, “j+1” € o valor do n6 “P". Se
for a oeste, teremos “E”, sempre de acordo com a Fig.B.2.1. Lembrando ainda que,
independente de que face considerarmos, o erro de truncamento € 0 mesmo.
Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.21), temos,

2 3 4 5
EﬁNﬂl—MJL+N.h
8 '"48 ''384 13840

i h i
A =lj_1+Ej_l+[Aj.§—Aj. ..... j (B.6.22)

Que pode ser reescrita da forma:
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A =(2))ups +&(4;)ups +€(4;)ups (B.6.23)

Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de poluigéo "carregado” pelo valor
numeérico da derivada numérica nos nos subsequentes.

Temos entdo que a aproximagcdo numérica da variavel na face é
representada por:

(A)ups = Aj4 (B.6.24)
O erro de poluigéo (e) é dado por:
e(4j)ups = Ejs (B.6.25)

E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

h - h® . h® . R hs
P WY LI ULy ULy U U
#duos = A3 =g A 4~ 384T i 340

..... (B.6.26)

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “0”, ficando entéo:

e(A;)ups =0;.h +0,.h* +0,.h° +... (B.6.27)

Comparando as Egs.(B.6.26) e (B.6.27), podemos definir os coeficientes:

i ii iii
T o =M 0. -
1 2 3

=— ; etc. (B.6.28)
2 8 48

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras py =12,34.... (B.6.29)

¢ Ordem assintotica p, =1 (B.6.30)

B.6.3 UDS-2/CDS-2

Por j& termos descrito no item B.6.1 o processo de aproximagéo e andlise a
priori do termo difusivo, com CDS-2, suprimiremos aqui esta demonstragéo,

relacionando resultados do item j& mencionado quando necessario.
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Para achar o valor da variavel " A" na face usando o UDS-2, multiplicaremos
a Eq.(B.5.5) por (3) e subtrairemos a Eq.(B.5.6), resultando:
C3A LA 3 1 13 1

22 S ALR =S AT+ AR - AR (B.6.31)
47 2 64 16

A, i

Consideraremos o indice “j” para a face leste, “j-1” é o valor do n6 “P”, e “j-2"
€ o valor do né “W”". Se for a oeste, teremos “W” e “WW?"”, sempre de acordo com a
Fig.B.2.1. Lembrando ainda que, independente de que face considerarmos, 0 erro
de truncamento é o0 mesmo.

Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.31), temos que:

344 =4, 3E. ,—E, , _
Aj=[ = “ZJ{ = J-2j+(§z\'}.h2_%A”,-'.h3+1_31\'¥.h4_iA“,-.hS....j

2 2 8 128 32
(B.6.32)
Que pode ser reescrita da forma:
A =(A))ups—2 + (A} )ups-2 +€(4)ups-2 (B.6.33)

Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de poluicédo "carregado” pelo valor
numeérico da derivada numérica nos nos subsequentes.

Temos entdo que a aproximagcdo numérica da variavel na face €
representada por:

34— 4,

(lj)UDS—Z = # (B.6.34)
O erro de poluigcéo (e) é dado por:

3B, -E,
e(4;)ups_2 = — (B.6.35)
E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

3 ii 1 iii |3 13 [ 1 V b5
8(A’j)UDS—2 = ZAJhZ —EAJ .h +aAJ .h —EAJh (8636)

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “p”, ficando entéo:
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€(A;)ups_2 = P1-n* + ppuh® + pyh® + (B.6.37)

Comparando as Egs.(B.6.26) e (B.6.27), podemos definir os coeficientes

como:
3 ii 1 iii 13 iv .
P, :ZAj P, =—§AJ. P, =aAj ; etc. (B.6.38)
Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras py =2,3,4.... (B.6.39)
e Ordem assintotica p.=2 (B.6.40)
B.6.4 WUDS

B.6.4.1 Aproximagéo do Termo Advectivo

Para achar o valor da variavel "A\" na face usando o WUDS consideraremos:

Co=—+a, (B.6.41)
1

Cc = E—ae (8642)

Ce+Cp=1 (B.6.43)

Cc —Cp = 2.1, (B.6.44)

Multiplicaremos agora a Eq.(B.5.5) por “c,” e a EQ.(B.5.6) por “c.” e

somaremos estas duas equacdes. Faremos ja as consideracbes dadas pelas

relagdes das Egs.(B.6.43) e (B.6.44) para simplifica¢des, resultando:

Vo, N h— At 2 Sipipa o Lo pwpey OO peps
PR T T T T3gg ™ g2
(B.6.45)

A =(c, A +C A

j JHLI R+

Consideraremos o indice j para a face leste, j-1 é o valor do n6 “P”, e j+1 é 0

valor do n6 “E". Se for a oeste, teremos “W” e “P”, sempre de acordo com a
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Fig.B.2.1. Lembrando ainda que, independente de que face considerarmos, o erro
de truncamento é o mesmo.
Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.45), temos que:
i |12 j ||| 3 |v 4
A =(0,42 1+ Ay )46 L E s +Cp By )+ [a A h—éA R+ A 384 AVR® 4 J

(B.6.46)

Que pode ser reescrita da forma:
Aj = ()Lj )WUDS + ‘9(/11' )WUDS + e(/lj )WUDS (B-6-47)

Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de poluigéo "carregado" pelo valor
numeérico da derivada numérica nos nos subsequentes.

Temos entdo que a aproximagcdo numérica da variavel na face é
representada por:

(/l )wups =Cj 1 Aj4 +Cjadjg (B.6.48)

j+1-
O erro de poluigcéo (e) é dado por:

e(Aj)wups =Cj-Ej1+C Ejy (B.6.49)

E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

i 1 ii iii 1 iv J V L5
&(2;)wups :aj.Aj.h—gAj.hZ 24A h? —3741x1..h4 19201\ h®. (B.6.50)
Se considerarmos que:
2
aj __(Peh)’ 7 (B.6.51)
10+ 2(Pe.h)
Podemos ter duas situacoes:
a;, =0 (B.6.52)

o, #0 (B.6.53)

J
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Para a situacdo dada pela relagdo da Eq.(B.6.53) o erro de truncamento é
dado pela Eq.(B.6.50), e a ordem assintética € 1. Para o caso dado pela Eq.(B.6.52),
onde alfa é nulo, temos um novo erro de truncamento dado por:

1 iV |4 1 Avi h6..

1ii
e(A)wps =—=A'h? ———A'h

R (B.6.54)
8 384 46080

Como refinaremos a malha tanto quanto possivel, e considerando esta

situacdo na Eq.(B.6.51), teremos:

2
a; =lim (Pe—.h)z =a;=0 (B.6.55)
h-0[ 10+ 2.(Pe.h)

Ou seja, para nosso caso no trabalho, a aproximagédo do termo advectivo
pela FI WUDS, considerando a equagao geral do erro de truncamento dada pela

Eq.(B.4.4), terd aqui seus coeficientes dados por “q”, ficando entéo:

(A wuos =0-h? +0,h* +0,.h° + ... (B.6.56)

Comparando as Egs.(B.6.54) e (B.6.56), podemos definir os coeficientes

como:
1 1 . 1 .
=—=A" =———A" =——A" ;etc. (B.6.57
W= P2 = "3g4 " P2~ 16080 " ( )
Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras py =24,6.... (B.6.58)
¢ Ordem assintética p.=2 (B.6.59)

B.6.4.2 Aproximagéo do Termo Difusivo

Iniciaremos esta andlise considerando que a aproximacdo para o termo

difusivo com o WUDS é dado pela seguinte relagao:

g [ R mAi B.6.60
Ny =pi = (B.6.60)
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Para achar o valor da variavel "1." na face usando o WUDS somaremos as
J

Egs.(B.5.5) e a Eq.(B.5.6), resultando:

A= [%j o NI SRR R (B.6.61)
Consideraremos o indice j para a face leste, j-1 é o valor do n6 “P”, e j+1 é 0
valor do n6 “E". Se for a oeste, teremos “W” e “P”, sempre de acordo com a
Fig.B.2.1. Lembrando ainda que, independente de que face considerarmos, o erro
de truncamento € 0 mesmo.
Substituiremos agora as Egs.(B.6.60) e (B.6.61) em Eq.(B.4.3):

_ A, A .
8(A~Ij )WUDS =(1—ﬁj)[%J ! A" h2 L A h4 L A" h6....

24777 71920077 322560 0
(B.6.62)
Se considerarmos que:
1+ 0,005.(Pe)’
o= ) B.6.63
P 1+0,05.(Pe)’ ( )
Podemos ter duas situacdes:
B, =1 (B.6.64)
ﬂj 1 (B.6.65)

Para a situacdo dada pela relagdo da Eq.(B.6.65) o erro de truncamento é
dado pela Eq.(B.6.62), e a ordem assintética é -1. O caso dado pela Eq.(B.6.65),
onde beta tem valor um, ocorre quando h tende a zero, ou seja, com o refinamento
da malha neste caso temos um novo erro de truncamento dado por:

1 III 2 1 AV 4 1 AVii 6

e =~ Ah? -~ A" h'- it
(%5 ws 24" ) 1920 ' 322560 '

(B.6.66)

Desta forma, para nosso caso no trabalho, a aproximagéo do termo difusivo
pela FI WUDS, considerando a equagéo geral do erro de truncamento dada pela
Eq.(B.4.4), terd aqui seus coeficientes dados por “r”, ficando entéo:

(A wps =2 +r,h* +r,h° 4+ (B.6.67)



152

Comparando as Egs.(B.6.66) e (B.6.67), podemos definir os coeficientes:

1 i 1 v 1 vii
AR T ““1o20™ P T 322m60"

- s etc B.6.68
24 ! ( )

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:

e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.6.69)
e Ordem assintotica p.=2 (B.6.70)
B.6.5 ALFA

Por ja termos descrito no item B.6.1 o processo de aproximacgéo e andlise a
priori do termo difusivo com CDS-2, suprimiremos aqui esta demonstracgéo,
relacionando resultados do item j& mencionado quando necessario.

Para achar o valor da variavel "\" na face usando o ALFA, consideraremos o

valor de alfa fixo e:

a, =005 (B.6.71)

A demonstracdo do erro a priori desta aproximagao para o termo advectivo
segue exatamente o mesmo roteiro exposto no item B.6.4.1, de forma que né&o
faremos o desenvolvimento novamente, indicando somente que é relativo a

Eq.(B.6.50), que resulta em:

E(A) apn = Sph" +5,.h% +5,.0% + (B.6.72)

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:
e Ordens verdadeiras py, =12,34,.... (B.6.73)

e Ordem assintética p, =1 (B.6.74)

B.6.6 ADS

Por ja termos descrito no item B.6.1 o processo de aproximacgéo e andlise a
priori do termo difusivo com CDS-2, suprimiremos aqui esta demonstracgéo,

relacionando resultados do item j& mencionado quando necessario.
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A demonstracdo do erro a priori desta aproximagao para o termo advectivo
segue exatamente o mesmo roteiro exposto no item B.6.4.1, de forma que né&o
faremos o desenvolvimento novamente, indicando somente que € relativo a
Eq.(B.6.50). Tendo isto como base, precisamos saber que valor o coeficiente alfa ird
assumir, para dai entdo definirmos a ordem a priori desta aproximagao.

Podemos ver em Marchi (1993) que, para problemas advectivos-difusivos

em regime permantente verificamos que se:

Peh<1 = a; <0 = a; =0 (B.6.75)

Consideramos na Eq.(B.6.75) o termo “Pe.h” menor ou igual a um, pois com
o refino da malha este termo tende a zero.

Desta forma temos o mesmo caso do WUDS para alfa nulo, ou seja:

e(A;)aps =tih?+t,h* +t,h° + . (B.6.76)

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:

e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.6.77)

e Ordem assintotica p,. =2 (B.6.78)

B.6.7 TVD

Por ja termos descrito no item B.6.1 o processo de aproximacgéo e andlise a
priori do termo difusivo com CDS-2, suprimiremos aqui esta demonstracgéo,
relacionando resultados do item j& mencionado quando necessario.

A demonstracdo do erro a priori desta aproximagao para o termo advectivo
segue exatamente o mesmo roteiro exposto no item B.6.4.1, de forma que né&o
faremos o desenvolvimento novamente, indicando somente que é relativo a
Eq.(B.6.50).

Tendo isto como base, precisamos saber que valor o coeficiente alfa ira
assumir, para dai entdo definirmos a ordem a priori desta aproximagao.

Podemos ver em Marchi (1993) que temos as seguintes possibilidades:

~05<a,<05 (B.6.79)

Este valor depende da seguinte relagao:
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(ot (B.6.80)

Sabendo que:

Pe = %h (B.6.81)

Vemos facilmente que, com o refino da malha o valor de Pe tende a zero, e
tendemos a um refor¢o do efeito difusivo. Isto nos leva a considerar que o termo r;
tenda & unidade, uma vez que a difusé@o tende a tornar a distribuicdo da varidvel 1

linear. Além disto, ndo existindo gradientes expressivos da variavel podemos fazer:
I rijnjl‘Pj = Irm MAXTO0; MIN (2.r;;1); MIN(r;;2)] = ¥, =1 (B.6.81)
Considerando este resultado em:
a; =%(1—‘Pj):>aj=0 (B.6.82)
Desta forma temos 0 mesmo caso do WUDS para alfa nulo, ou seja:

e(A)o =U h? +u,h* +u h® + . (B.6.83)

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:

e Ordens verdadeiras py =2,4,6.... (B.6.84)
¢ Ordem assintotica p,. =2 (B.6.85)
B.6.8 PLDS

Consideraremos para aproximagdo com o PLDS o exposto por Patankar
(1980), onde:

Peh(A, —Ay) =(Ag —2.A, + A, )A(Peh|) (B.6.86)
ubDs CDS-2
Sendo que:

5 5
A(Pehl)= [1-@} = (1-%“} para  0<Peh<10 (B.6.87)
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2 3 4 5
AlPen)=1-T8n P& pe PE po, PE pu PE s
27710 1000 2000" 10000

Caso a malha seja refinada com o tamanho do volume de controle tendendo

(B.6.88)

a zero:

lim A(Pe.AX|)=1=>CDS -2 (B.6.89)

Desta forma temos as seguintes possilidades de ordens verdadeira e
assintdtica. Se h=0 as ordens veradeiras sdo representadas pela Eq.(B.6.73), e
tem valores, 1, 2, 3....Caso contrario, se refinarmos a malha indefinidamente, que é o
NOsSSO caso, teremos a aproximagao tendendo para o CDS-2 resultando:

e Ordens verdadeiras py =24,6.... (B.6.90)

¢ Ordem assintotica p.=2 (B.6.91)

B.6.9 QUICK/CDS-2

Por ja termos descrito no item B.6.1 o processo de aproximacgéo e andlise a
priori da aproximagdo do termo difusivo com CDS-2, suprimiremos aqui esta
demonstracgéo, relacionando resultados do item j& mencionado quando necessario.

Para obtencédo da aproximac¢do QUICK, multiplicaremos a Eq.(B.5.5) por 6/8,
a Eq.(B.5.4) por (-1/8) e a Eq.(B.5.6) por (3/8). Somamos os resultados destas
operagdes obtendo:

A= SAH +§Aj+1 —%Aj_z —%A“;N +%Ai‘j’.h4 —%Aﬁ.hf’ +... (B.6.92)

Consideraremos o indice j para a face leste, j-1 € o valor do n6 “P”", e j-2 é 0
valor do n6 “W”, e j+1 é ovalor no no “E”.

Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.31), temos que:

6 3 1 6 3 1 1 i 3 v 1,
Aj :(B)Lj_l +§)“j+l _811._2)_’_(8 Ej—l +§Ej+l —é Ej_ZJ-i‘(—mAj .hs +EBAJ .h4 —EBAJ .h5 +....
(B.6.93)

Que pode ser reescrita da forma:

Aj = (ﬂ’j)QUICK +5(/lj)QU|CK +e(/lj)QU|CK (B.6.94)
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Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de poluigéo "carregado” pelo valor
numérico da derivada numérica nos nds subsequentes. Temos entdo que a

aproximacao numérica da variavel na face é representada por:

6 3 1
(ij )QUICK = gij—l +§j’j+l _gij-z (B.6.95)

O erro de poluigéo (e) é dado por:

6 3 1
e(4;)quick = 3 Eix +§Ej+1 _gEj—Z (B.6.96)

E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

1 iii 3 iv 1 v
8(A’j)QUICK Z—EAj.hs'FEAj.h“—EAJ-.hS'F ..... (8697)

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “u”, ficando entéo:

e(A))ouiek =Uph® +u,.h® +ush® + . (B.6.98)

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:

e Ordens verdadeiras p, =345.... (B.6.99)

¢ Ordem assintotica p,. =3 (B.6.100)

B.6.10QUICK / CDS-4

Por j& termos descrito no item B.6.9 o processo de aproximacgéo e andlise a
priori da aproximagdo do termo advectivo com QUICK, suprimiremos aqui esta
demonstracgéo, relacionando resultados do item j& mencionado quando necessério.

Para obtengdo da aproximagdo CDS-4 para o termo difusivo faremos as
multiplicagbes da Eq.(B.5.5) por (-27), a Eq.(B.5.6) por (27), a Eq.(B.5.7) por (-1), e

faremos a soma destes resultados com a Eq.(B.5.4), obtendo:
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A= 21N, 21N+ A, - A, . 232
. 24.h 92160

A% h* +0(h%) (B.6.101)

Consideraremos o indice j para a face leste, j-1 € o valor do n6 “P”", e j-2 é 0
valor do n6é “W”, j+1 é o valor nono “E”, e j+2 é o valor no n6 “EE”.

Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.6.101), temos que:

N :[27-/1,-+1 ~27,, 42, —,1]+2.j+[27.Ej+1 ~27E,,+E, —EM.}{ 232 i 1 +O(h6)j

24h 24h 92160 '
(B.6.102)
Que pode ser reescrita da forma:
Aij = ()Lij )eos_a 5(”;‘ )eps_a e(/lij )cos_a (B.6.103)

Ou seja, o valor da variavel na face é a soma do valor numérico da variavel
na face, com o erro de truncamento, mais o erro de poluicédo "carregado” pelo valor
numeérico da derivada numérica nos nos subsequentes.

Temos entdo que a aproximacdo numérica da variavel na face é
representada por:

270y =212+ Ay = Ay

(A eps-a = oah (B.6.104)
O erro de poluigcéo (e) é dado por:

_ 27E.,-27E _,+E. ,-E.,.
e(A)) cps. s = I+ 214.lh U — (B.6.105)
E finalmente, o erro de truncamento € representado por:

i 232\ 6
€(A})cos_a :ml\j'h +0(h”) (B.6.106)

Para o desenvolvimento do trabalho, consideraremos para este caso que a
equacdo geral do erro de truncamento dada pela Eq.(B.4.4), ter& aqui seus

coeficientes dados por “z”, ficando entéo:

(A epsa =2.h* +2,.0° + ... (B.6.107)

Sendo as ordens de seus erros as seguintes:

e Ordens verdadeiras p, =4,6.... (B.6.108)
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e Ordem assintotica p,. =4 (B.6.109)

B.7 ANALISE A PRIORI DO ERRO DE TRUNCAMENTO DAS VARIAVEIS DE
INTERESSE

B.7.1 PRIMEIRA VARIAVEL DE INTERESSE — VALOR DE “A” CENTRAL (N
IMPAR) - T¢

Para obtenc@o do erro de discretizacdo da primeira variavel de interesse,
consideraremos somente o erro de truncamento das fungdes de interpolagéo
envolvidas na obtencdo da solucdo numérica. Isto se explica pelo fato de
considerarmos este valor como o valor localizado no centro do volume de controle.

Com isto, deixaremos para apresentar estas ordens mais a frente, quando

mostrarmos o valor do erro de truncamento de cada caso estudado no trabalho.

B.7.2 SEGUNDA VARIAVEL DE INTERESSE — VALOR DE “A” MEDIO (REGRA
DO RETANGULO) Ty

A segunda variavel de interesse sofrera o impacto do erro de truncamento
da fungéo de interpolagéo utilizada na obtencéo da solu¢gdo numérica, assim como o
erro de truncamento gerado pela relacdo numérica utilizada para obtencdo da
variavel, que neste caso esta representada pela Eq.(B.3.2).

Iniciaremos a demonstracdo do erro de discretizacdo da variadvel pela

integral numérica.
B.7.2.1 Resolucgdo da Integral Numérica

Podemos definir a integral analitica sobre um volume “P” qualquer como:
I, = [A(x).dx (B.7.1)

Fazendo o desenvolvimento desta integral com a série de Taylor entre as

faces “w” e “e”, temos como resultado:



159

A A A"
I, =A,h+—2h®+ P h®p P2
24 1920 322560

h +... (B.7.2)

Considerando que a integral numérica sobre um volume de controle “P” é

definida por:

i =A_h (B.7.3)

Temos entéo, substituindo (B.7.3) em (B.7.2):

A A A"
- P 3 P 5 P
I, =i, +—.h"+

. h o+ (B.7.4)
247 1920 322560

Levando em conta que:
1, =i, +ei,) (B.7.5)

Finalmente, podemos concluir que, o erro de truncamento da integragdo num
volume “P” genérico é:
A A A

£(i,) == h®+ 2 h® 4 h 4o (B.7.6)
247 19207 ' 322560

Deixando em sua forma genérica:

e(ip)zgl.h3+gz.h5+gg.h7 +... (B.7.7)
B.7.2.2 Demonstracéo do Valor Médio (Regra do Retangulo)

Iniciando com o valor médio analitico no volume de controle:
A :% j A(x).dx
xw (B.7.8)

Considerando a equacéo (B.7.8), e fazendo a integragdo no dominio, ao invés

do volume “P”, temos:

1% 1N
A==[Ax)d = A==V B.7.9
L! Lo L (B.7.9)

Substituindo a eq. (B.7.2) em (B.7.9), temos:
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o N A A AIV

A:EZ Ayh+—2h 4L h® L _h' )
Lo 24 1920 322560

o N A A Aiv

A=—Z(A,+—-h?+—h'+—L_h' )
L 24 1920 322560

— hg A‘“ AY

A=—2(A)+— P h* 4 —L2_h®+.. (B.7.10)
L %1( 2 Z( 1920 322560 )

Substituindo agora a Eq.(B.4.1) em (B.7.10), temos que:

o N N " A Aiv
A=—>D(1)+—>(E —”hz P h*+ LI L B.7.11
szll( ») sz:S 2y ( 1920 322560 ) ( )

Considerando que:
L=N.h (B.7.12)
Podendo reescrever a Eq.(B.7.11) ficando na forma:

o W\ 1N 1N A A AY
A==Y(2)+=S(EQ) )+ D(—h*+—L h*+—P _h® 4 . B.7.13
szll( 2 szll( @),) sz::$24 ) )

1920 322560

Que pode ser representada por:

A=1+e(1)+e(1) (B.7.14)

Ou seja, o valor da média da variavel é a soma do valor numérico da média
da variavel, com o erro de truncamento, mais o erro de poluicdo "carregado" pelo
valor numérico da derivada numérica nos nés subsequentes.

Temos entdo que a aproximagcdo numérica da média da variavel é
representada por:

- 1N
p) :Wzﬂ(zp) (B.7.15)

O erro de poluicdo (e) é o erro de discretizagdo trazido pela resolugéo

numérica da variavel, e é dado por:
_ 1N
e(1) =WZ(E(A)p) (B.7.16)
p=1

E o erro de truncamento dado por:
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1 MA A AY
== (- h2+—L h*+ P
() Nzl( 24

. he+.) (B.7.17)
1920 ' 322560

Temos entdo que o erro de truncamento toma a forma:

A A AY
e(A)=—nh’+ h*+ he 4o (B.7.18)
24 1920 322560

E deixando na forma genérica:

e() =i h? +i,h* +i,.h® +... (B.7.19)

Ou seja, o erro de truncamento da solucdo numérica para a média da
variavel obtida com a regra do retdngulo, tem como ordem assintética e ordens
verdadeiras os valores:

e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.7.20)

e Ordem assintotica p,. =2 (B.7.21)
B.7.3 TERCEIRA VARIAVEL DE INTERESSE AiX:1 0]

Com a terceira variavel de interesse ocorre 0 mesmo fenémeno ocorrido
com a segunda, ou seja, ela sofrer4 o impacto do erro de truncamento da fungéo de
interpolacdo utilizada na obtencdo da solugdo numérica, assim como o erro de
truncamento gerado pela relagdo numérica utilizada para obtencdo da variavel, que
neste caso esta representada pela Eq.(B.3.3).

Para acharmos o erro de truncamento, e consequentemente o erro de
discretizagdo da aproximagdo, para obtencdo da derivada primeira da variavel em
x =1, temos que multiplicar a Eq.(B.5.5) por (-9) e somar o resultado a Eq.(B.5.6).
Consideraremos para este caso 0s seguintes caracteristicas:

j=e j-1=P j-2=W

Resultando entéo:

_8A,-9A, +A, 3 72 .3 234 4

+=ATh*+——AYh*-—— A" h

Aie e b e
3h 8 384 3840

(B.7.22)

Utilizando a relagéo da Eq.(B.4.1) na Eq.(B.6.15) obtemos:
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A :(8"% —9p +y HB'Ee —9E, +E, j+(§.z\‘;i.h2 L T2 g 234 hj

) 3h 3.h 8 384 3840 °
(B.7.23)
Podemos reescrever a Eq.(B.6.15) da seguinte forma:
A, =2, +e(2,) + (X)) (B.7.24)
Onde o valor numérico da derivada primeira com UDS-2 é dada por:
i 84, —9.4, +
(/le)uos-z = 3 hp &l (B.7.25)

O erro de poluicdo, que é o erro de discretizacdo da variavel que vem

carregado para compor o erro de discretizacao total desta vairiavel:

8.E, -9E, +E,
3h

e(;tie)UDs-z = (B-7-26)

E finalmente, o erro de truncamento da aproximagdo para obtengcdo da

variavel primeira em x=1 é dada por:

i 6 i 24, 76
e(A, =—Al'h? + —AVh®——— A" h*.. B.7.27
( e)UDS—Z 48 e 384 e 3840 e ( )
E deixando na forma genérica:
e(A)ups_p = Ki.N? +ky.n® +k,h* + . (B.7.28)

Ou seja, o erro de truncamento da solucdo numérica para a média da
variavel obtida com a regra do retdngulo, tem como ordem assintética e ordens
verdadeiras os valores:

e Ordens verdadeiras py =2,34.... (B.7.29)

¢ Ordem assintotica p,. =2 (B.7.30)

B.7.4 QUARTA VARIAVEL DE INTERESSE — MEDIA DA NORMA (1,):

Para acharmos o erro de truncamento e consequentemente o erro de

discretizacdo do valor da média da norma I,, temos considerar inicialmente que a

equagdo que nos da esta variavel €,
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_ o1&
L= 2l (B.7.31)

Considerando a Eq.(B.7.31) podemos ver que o erro de discretizacdo desta

variavel depender4d da solu¢cdo numérica da variavel 1,, ou seja, o erro de

P b
discretizagdo desta variavel serd dada pelos erros definidos pela variavel I. Desta
forma, o que foi comentado para a variavel |, em relagdo aos erros de truncamento

dos termos advectivos e difusivos, vale também para a variavel IV.

B.8 ANALISE A PRIORI DAS ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DA
VARIAVEL T¢

Iniciaremos a analise a priori da variavel T, com a aproximac¢ao CDS-2 para
os termos advectivo e difusivo. Para as demais fun¢des de interpolagcdo somente
indicaremos suas ordens seguindo o0 mesmo raciocinio do esquema CDS-2 a seguir.

Finalmente, ap0s analisarmos os erros de truncamento envolvidos na
obtencdo da solugdo numérica com as funcbes de interpolagdo CDS-2, para a
derivada primeira na face (termo difusivo) e para a varidvel na face (termo
advectivo), podemos calcular o erro de discretizacdo total para a primeira variavel.

Aplicando a Eq.(A.3.3) os erros analisados para as aproximagdes e
representados pelas Egs.(B.6.3) e (B.6.13), obtemos a Eq.(B.8.1) como segue:

Pe'[(ﬂ’CDS—Z )j + 3()LCDS-2)j + e(A’CDS—Z)j ]_ [(}”ich-z )j + 3()Li(:Ds-2 )j + e(}”ich-z )j ]= 0

(B.8.1)
Aplicando ainda o operador diferencial:
d(1) = Pe-( CDS- 2) (;UCDS 2)1 =0 (B.8.2)
Substituindo a Eq.(B.8.2) em (B.8.1), temos:
Pe.[g (Aeps 2 )j +€(Aeps 2 )j ]_ [5()Li(:Ds-2 )j + e(}”ich-z )j ]= 0 (B.8.3)

Substituindo na Eq.(B.8.3) os erros de poluicdo dados pelas Eqgs.(B.6.5) e
(B.6.15), e os erros de truncamento dados pelas Eqgs.(B.6.6) e (B.6.16)

respectivamente, resulta:
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Pe (-E.) +(—A“E—A‘V14_AVi i ) E-E) +(—Aiiiﬁ_Av o )|=0
] -1/ Acps 2 j‘4 1192 123040 ; EV 124 11920 1322560
(B.8.4)

Que é a equacgdo nodal do erro de discretizacdo, ou seja, é a equacdo que
relaciona o erro de discretizagdo (E), com o erro de truncamento (¢). Podemos

reescrevé-la ainda no formato abaixo:

Al A AN A A
E:ETL. Pe.—L——Lih+ Pe—Lt_—J |pty|pe—J_——J Ip°4+ | (B.8.5)
T pe—1 4 24 192 1920 23040 322560

sendo que na equagao acima, devemos considerar os erros de discretizacdo “E* e
“Ej1“ como a soma dos respectivos erros de discretizagdo dos termos advectivos e
difusivos, presentes na Eq.(B.8.4).

Se considerarmos, a partir da Eqg.(B.8.5), com o erro de discretiza¢cdo do n6
“I” analisado, somente a influéncia do erro de truncamento, desconsiderando o erro
de discretizacdo do né vizinho, teremos entdo a equacdo de discretizagdo local,
dada pela Eg. (B.8.6).

1 A” Aii'i 2 AI\J/ AVJ' 4 AVJ'i AVJ'i 6
E oc— [lPe—L——Llh?+|Pe—L——L |h* +| Pe — h° +....
! Pe-1 4 24 192 192 23040 322560

(B.8.6)

Deixando a Eq.(B.8.6) na forma geral do erro de discretizagcdo dada pela
Eq.(B.4.5), temos:

E(A))=F.h*>+F,h* +F,.h® +... (B.8.7)

Que nos leva a concluir que as ordens verdadeiras e assintotica da variavel,
obtida com aproximagdo CDS-2 tanto para o termo advectivo quanto para o termo
difusivo, sédo dadas por:

e Ordens verdadeiras p, =2,46.... (B.8.8)
¢ Ordem assintotica p,. =2 (B.8.9)

Conforme dito anteriormente, para as outras funcdes de interpolacao

seguiremos 0 mesmo procedimento executado com a aproximagdo CDS-2/CDS-2,

motivo pelo qual achamos desnecessario fazer esta demonstragdo para cada FI.

Ficou demonstrado que as ordens verdadeiras da varidvel T, nada mais é que a
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soma das equagOes gerais do erro de truncamento, representada pela Eq.(B.4.4),

dos termos advectivos e difusivos.

Apesar de j& demonstrado, incluiremos na tabela as ordens do esquema

CDS-2/CDsS-2 como forma de realcar todas as FI's utilizadas, ndo correndo o risco

de ser suprimida em futuras consultas ao trabalho.

TABELA B.1 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DO ERRO DE DISCRETIZAGAO DA

VARIAVEL T,
Feste | yoiadores | Verdadenas | Verdadeyasca | O'em Assntca
Termo Difusivo Termo Advectivo Variavel T¢ ¢

CDS-2/CDS-2 2,4,6... 2,4,6...... 2,4,6, ... 2
UDS / CDS-2 2,4,6... 1,23, ... 1,23, ... 1
UDS-2 / CDS-2 2,4,6... 2,3,4.... 2,3,4... 2
WUDS 2,4,6... 2,4,6 ... 2,4,6..... 2
PLDS 2,4,6... 2,4,6 ... 2,4,6..... 2
ALFA / CDS-2 2,4,6... 1,23, ... 1,23, ... 1
ADS / CDS-2 2,4,6... 2,4,6...... 2,4,6..... 2
TVD/ CDS-2 2,4,6... 2,4,6..... 2,4,6..... 2
QUICK / CDS-2 2,4,6... 3,45. ... 2,3,4... 2
QUICK / CDS-4 4,6 ... 3,45. ... 3,4,5. ... 3

B.9 ANALISE A PRIORI DAS ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DA

VARIAVEL Ty,

B.9.1 CDS-2/CDS-2

Para obtencdo, a priori, da ordem do erro de discretizagdo da média da

variavel, teremos inicialmente que voltar a considerar a Eq.(B.7.14), que nos da a

composicao do erro de discretizacdo da média da variavel. Através deste equagéo,

podemos ver que o valor exato da média da variavel € a soma de seu valor

numérico, mais o erro de truncamento da aproximacdo para obtencéo deste valor

z

numérico, mais um erro de poluicdo, que na verdade € o erro de discretizacdo

carregado pela obtencao do valor nodal da variavel.

Desta forma, o valor do erro de truncamento da 22 variavel sera a soma do

erro de truncamento da solugcdo numérica da variavel, adicionado do erro de
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truncamento da variavel, que neste caso resulta da soma das Eqgs.(B.7.19) com a
Eq.(B.8.7).

Representaremos o resultado desta soma, deixando na forma genérica:

E(1)=G,h?+G,h* +G,h® +... (B.9.1)

Sendo que, cada coeficiente G, € a soma dos coeficientes “i” da Eq.(B.7.19)
mais o coeficiente “F” da Eq.(B.8.7). Portanto, as ordens verdadeiras e assintéticas
desta varidvel com esta Fl resulta:

e Ordens verdadeiras py, =2,4,6.... (B.9.2)
e Ordem assintética p,. =2 (B.9.3)

Conforme dito anteriormente, para as outras funcdes de interpolacao
seguiremos 0 mesmo procedimento executado com a aproximagdo CDS-2/CDS-2,
motivo pelo qual achamos desnecessario fazer esta demonstragdo para cada Fl,
uma vez que ficou claro que as ordens verdadeiras da variavel T, nada mais é que a
soma das equagodes gerais do erro de truncamento, representada pela Eq.(B.4.4), da
variavel T. e da aproximacgao da variavel Tp,.

Apesar de j& demonstrado, incluiremos na tabela as ordens do esquema
CDS-2/CDS-2 como forma de realgar todas as FlI's utilizadas, ndo correndo o risco

de ser suprimida em futuras consultas ao trabalho.

TABELA B.2 - ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DO ERRO DE DISCRETIZACAO PARA A

VARIAVEL Ty,
Ii?enr%?)elzig%% Vecr)(;gggﬁas Vecr)(ggggisras Verd{i)n!r;(re:: Total Or(;j:caﬁ:iglt (:}tica
Variavel T, Variavel Ty, Variavel T, m

CDS-2/ CDS-2 2,4,6, ... 2,4,6, .. 2,4,6, .. 2
UDS / CDS-2 1,2 3. 2,4,6, .. 1,2,3 ... 1
UDS-2 / CDS-2 2,3,4...... 2,4,6, .. 2,3,4.... 2
WUDS 2,4,6, .. 2,4,6, .. 2,4,6, ... 2
PLDS 2,4,6, .. 2,4,6, .. 2,4,6, ... 2
ALFA /CDS-2 1,2 3. 2,4,6, .. 1,23 ... 1
ADS / CDS-2 2,4,6, ... 2,4,6, .. 2,4,6, ... 2
TVD / CDS-2 2,4,6, .. 2,4,6, .. 2,4,6, ... 2
QUICK / CDS-2 2,3, 4, .. 2,4,6, ... 2,3,4.. 2
QUICK / CDS-4 3,4,5. ... 2,4,6, ... 2,3, 4, ... 2
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B.10 ANALISE A PRIORI DAS ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICAS DA
VARIAVEL |

B.10.1CDS-2/ CDS-2

Para obtencdo, a priori, da ordem do erro de discretizacdo da derivada
primeira da varidvel em x=1 com UDS-2, tem-se inicialmente que voltar a considerar
a Eq.(B.7.24), que da a composi¢céo do erro de discretizagdo da média da variavel.
Através deste equacdo, pode-se ver que o valor exato da derivada primeira da
variavel em x=1 com UDS-2 é a soma de seu valor numérico, mais o erro de
truncamento da aproximag&o para obtencé@o deste valor numérico, mais um erro de
poluicdo, que na verdade é o erro de discretizacéo carregado pela obtencéo do valor
nodal da variavel. Desta forma, o valor do erro de truncamento da 32 variavel seré a
soma do erro de truncamento da solugdo numeérica da variavel, adicionado pelo erro
de truncamento da variavel, que neste caso resulta da soma das Egs.(B.7.28) com a

Eq.(B.8.7). Representa-se o resultado desta soma, deixando na forma genérica:

E(A)=M,h?+M,h®+ M h* +... (B.10.1)

7

Sendo que, cada coeficiente “M”, quando tem indice par, € a soma dos
coeficientes “k” da EQ.(B.7.19) mais o coeficiente “F" da Eq.(B.8.7), quando tem
indice impar é igual ao coeficiente “k” da Eq.(B.7.19).

Portanto, as ordens verdadeiras e assintética desta variavel e esta Fl resulta:

e Ordens verdadeiras py, =2,34.... (B.10.2)
¢ Ordem assintética p,. =2 (B.10.3)

Conforme dito anteriormente, para as outras fungdes de interpolacdo segue-
se 0 mesmo procedimento executado com a aproximagdo CDS-2/CDS-2, motivo
pelo qual torna-se desnecessério fazer esta demonstracdo para cada Fl, uma vez
que ficou claro que as ordens verdadeiras da variavel | nada mais é que a soma das
equag0des gerais do erro de truncamento, que tem a forma da Eq.(B.4.4), da variavel
| e da aproximacao da variavel .

Apesar de ja demonstrado, foi incluido na tabela as ordens do esquema
CDS-2/CDS-2 como forma de realcar todas as FI's utilizadas, ndo correndo o risco

de ser suprimida em futuras consultas ao trabalho.
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TABELA B.3 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICAS DO ERRO DE DISCRETIZAGAO DA

VARIAVEL |
Ililltjenr%?)?;g%?) \\//ecrzj.rgggisras Vecr)(;gsgisras Verdgjr;?;: Total Or%zmv,:rsizi\?etﬂica
ariavel T¢ Variavel | - Variavel |

CDS-2 / CDS-2 2,46, .. 2,34, .. 2,3,4, ... 2
UDS / CDS-2 1,2, 3,..... 2,34, .. 1,2,3 ... 1
UDS-2 / CDS-2 2,3,4.. 2,34, .. 2,3,4 ... 2
WUDS 2,4,6, ... 2,3, 4, ... 2,3, 4. 2
PLDS 2,46, .. 2,34, .. 2,3,4 ... 2
ALFA/ CDS-2 1,2, 3,..... 2,34, .. 1,2,3 ... 1
ADS / CDS-2 2,46, .. 2,34, .. 2,3,4.... 2
TVD / CDS-2 2,46, .. 2,34, .. 2,3,4 ... 2
QUICK / CDS-2 2,3,4 ... 2,3, 4, .. 2,3,4 ... 2
QUICK / CDS-4 3,4,5. ... 2,3,4, .. 2,3,4..... 2

B.11 ANALISE A PRIORI DAS ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DA
VARIAVEL L

B.11.1CDS-2/ CDS-2

Conforme ja comentado anteriormente, a relagdo numeérica (Eq.(B.7.31))
utilizada para obtencdo da varidvel L n&o influenciard no erro de discretizacao final
da variavel, que serd dada pelo erro de discretizacdo resultante da obtencdo da
variavel Tec.

Podemos demonstrar isto se considerarmos inicialmente a Eq.(B.7.31) e

substituirmos nela a Eq.(B.4.1), que relaciona o valor analitico da variavel A,, com

seu valor numeérico 4, , resultando,

l, = %.imp —E(%p) - 2| (B.11.1)

e fazendo as simplificacdes possiveis resulta,

[ - %.ZN](E(AP ) (B.11.2)
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Como E(4,)é o erro de discretizacdo da variavel |, obtido com CDS-2/CDS-

2, representado pela Eq.(B.8.6), a equagdo geral do erro de discretizagdo para a

variavel IV, quando utilizado os esquemas CDS-2/CDS-2 resulta:

E(1)=N,h? +N,.h* +N,.h® +... (B.11.3)

Portanto, as ordens verdadeiras e assintética desta variavel e esta Fl resulta:

e Ordens verdadeiras py =2,4,6.... (B.11.4)

e Ordem assintética (B.11.5)

p.=2

Conforme dito anteriormente, para as outras funcdes de interpolacao
seguiremos 0 mesmo procedimento executado com a aproximagdo CDS-2/CDS-2,
motivo pelo qual achamos desnecessario fazer esta demonstragdo para cada Fl,
uma vez que ficou claro que as ordens verdadeiras da variavel IV nada mais é que o
erro de truncamento da variavel |..

Apesar de j& demonstrado, incluiremos na tabela as ordens do esquema
CDS-2/CDS-2 como forma de realgar todas as FlI's utilizadas, ndo correndo o risco

de ser suprimida em futuras consultas ao trabalho.

TABELA B.4 — ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DO ERRO DE DISCRETIZAGAO DA

VARIAVEL L
Ililltjenr%?)?;g%?) Vecrggggisras Vecr)(;g((jegisras Verdgjr;(re;: Total Orggn\wlgis;\i/netlélt_ica
Variavel T¢ Variavel L Variavel L

CDS-2/CDS-2 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2
UDS / CDS-2 1,2 3,..... 1,2 3,..... 1,2 3,..... 1
UDS-2 / CDS-2 2,3,4... 2,3,4.... 2,3,4.... 2
WUDS 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2
PLDS 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2
ALFA/ CDS-2 1,2 3,..... 1,2 3,..... 1,2 3,..... 1
ADS / CDS-2 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2
TVD / CDS-2 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2,4,6, ... 2
QUICK / CDS-2 2,3,4... 2,3,4.... 2,3,4... 2
QUICK / CDS-4 3,4,5. ... 3,4,5. ... 3,4,5. ... 3




