UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

FELIPE RECKA DE ALMEIDA

FORMULACAO CONSTITUTIVA DA PERDA DE RIGIDEZ EM
INTERFACES UTILIZANDO POTENCIAIS TERMODINAMICOS GENERALIZADOS

CURITIBA
2009



FELIPE RECKA DE ALMEIDA

FORMULAGCAO CONSTITUTIVA DA PERDA DE RIGIDEZ EM
INTERFACES UTILIZANDO POTENCIAIS TERMODINAMICOS GENERALIZADOS

Dissertacao apresentada ao
Programa de POs-Graduacdo em Métodos
Numéricos em Engenharia, Setor de
Tecnologia, Universidade Federal do Parana
como requisito parcial a obtencéo do titulo de
Mestre em Ciéncias.

Professor orientador: Mildred Ballin
Hecke

CURITIBA
2009



EPIGRAFE

Corpus omne perseverare in status quo quiescendi
vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

Sir Isaac Newton



AGRADECIMENTOS

Obrigado a todos, sem excecao.



RESUMO

Lesbes cariosas extensas, amplas restauracfes e fraturas dentais podem
levar & necessidade de tratamento endododntico. Dentes tratados endodonticamente
tornam-se mais frageis devido a perda de estrutura apos a remocao da leséo cariosa
ou da regularizacdo da fratura e da instrumentacdo do canal radicular. Aléem disso,
suas estruturas se apresentam desidratadas devido a falta de irrigacdo sanguinea,
que antes era promovida pelo 6rgdo pulpar. A desintegracdo dessas estruturas
dentais pode tornar os dentes mais suscetiveis a fratura. Por esses motivos, foram
desenvolvidos retentores intra-radiculares com o intuito de reter o material
restaurador. A funcdo dos cimentos é selar a interface entre o pino e a dentina
radicular, além de auxiliar em sua retencdo. Neste trabalho € apresentado um
modelo numérico-computacional capaz de simular o processo de perda de rigidez
das interfaces pino-cimento-dentina por meio da Mecanica do Dano e da definicdo
de dois potenciais termodinamicos com o auxilio de técnicas da analise convexa. O
procedimento de solugdo do equilibrio global se d& através do método Quase-
Newton, a discretizacdo espacial é obtida aplicando o Método dos Elementos Finitos
e a discretizacdo temporal foi introduzida independentemente da espacial. A
abordagem escolhida permite conhecer o comportamento constitutivo através de
dois potenciais: um potencial de energia e um potencial de dissipacéo. Tal
abordagem apresenta vantagens sobre a tradicional, entre as quais se destaca a
obtencao de resultados que seguramente ndo violam as Leis da Termodinamica. As
equacdes de fluxo sdo derivadas a partir de potenciais termodinamicos, onde o
conceito de “materiais standard generalizados” é aplicado. Ao final sdo apresentados
e discutidos alguns exemplos didaticos e, na sequéncia, sado discutidos também
resultados obtidos a partir de simulagdes realizadas com o programa desenvolvido.

Palavras-chave: Mecanica do dano. Potenciais termodinamicos. Método dos
Elementos Finitos. Interface. Biomecéanica.



ABSTRACT

Extensive carious lesions, large dental restorations and fractures can lead to
the need for endodontic treatment. Endodontically treated teeth become more fragile
due to loss of structure after removal of the carious lesion or the regularization of the
fracture and the instrumentation of the root canal. Moreover, their structures have
been dehydrated due to lack of blood, which was once promoted by the pulp. The
disintegration of dental structures can make the teeth more susceptible to fracture.
For these reasons, root posts were developed in order to retain the restorative
material. The role of the cement is to seal the interface between the post and root
dentin, and help in their retention. The purpose of this work is to present non-linear
mathematical programming algorithm capable of simulating the loss of stiffness
process in post-cement-dentin interfaces through the Continuum Damage Mechanics
and the definition of two thermodynamic potentials with help of convex analysis. The
procedure for solving the global balance occurs through the quasi-Newton method,
the spatial discretization is performed by means of the Finite Element Method and
temporal discretization was introduced independently of the spatial discretization. In
the chosen approach, the constitutive behavior is determined from two
thermodynamic potentials: a potential energy and a potential of dissipation. One of
the advantages of the present approach is that the results obtained satisfy the
fundamental laws of thermodynamics. The flow equations are derived from
thermodynamic potential, where the concept of generalized standard materials is
applied. At the end are presented and discussed a few didactical examples, and in
sequence, are also discussed results from simulations performed with the program
developed.

Key words: Continuum Damage Mechanics. Thermodynamic Potentials.
Finite Element Method. Interface. Biomechanics.
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c - tensor de tensoes efetivas

E - mddulo de elasticidade longitudinal



E - médulo de elasticidade efetivo

g - tensor de deformacgdes efetivas

Ad - forca termodinamica relativa ao dano
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7z - energia livre relativa
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X - funcéo de dissipacao

o - taxa de tensdes
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- residuo da equacéao de equilibrio

- elemento isoparamétrico de quatro nés

- altura do elemento

- comprimento do elemento

- matriz de rigidez do elemento isoparamétrico de quatro nés
- coeficiente da matriz de rigidez

- matriz constitutiva do estado plano de deformacdes

- componente da matriz constitutiva

- componente normal da matriz constitutiva

- componente cisalhante da matriz constitutiva

- componente do efeito acoplado (hormal e cisalhante) da matriz
constitutiva
- matriz constitutiva do elemento de interface

- pesos atribuidos a componente normal dos materiais que compde a
regiao de interface

- parametro a ser atendido para a utilizacdo do elemento de interface
- mddulo de elasticidade longitudinal da interface

- modulo de elasticidade transversal da interface

- operador linear de deformacgdes
- direcéo ao longo da qual se busca diminuir o valor de uma funcéao do

método de otimizag&o na iteracédo k

- passo do método de otimiza¢ao na interacao k

- matriz simétrica ndo singular do método de otimizagéo na interacéo k
- Aproximacéao do Hessiano na iteragao k

- diferenca entre os valores dos residuos na iteracao k+lena
iteracao K no método Quase-Newton

- diferencga entre os valores dos deslocamentos na iteragao k+lena

iteracao K no método Quase-Newton
- termo empregado na atualizacdo do Hessiano pelo método BFGS
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1. INTRODUCAO

O tratamento endodbntico € uma técnica preconizada quando existem
lesGes cariosas extensas, amplas restauracdes ou fraturas dentais. Segundo Assif &
Gorfil (1994), a perda de estrutura apdés remover a lesdo cariosa ou regularizar a
fratura e fazer a instrumentacdo do canal radicular torna a estrutura dentinaria mais
fragil. Com a remocdo do orgdo pulpar a irrigacdo dessa estrutura dental é
interrompida, tornando-a desidratada. Essa desidratacdo pode tornar os dentes mais
propensos a fraturas. Na figura 01 € mostrada a preparacdo do canal radicular,

etapa do tratamento endododntico.

FIGURA 01 — TRATAMENTO ENDODONTICO
FONTE: Franco (2008)

A fim de contornar tais problemas foram desenvolvidos pinos intra-
radiculares com a funcdo de devolver certa rigidez a estrutura, propiciando uma
distribuicAo mais adequada das tensdes pelas quais essa estrutura venha a ser
solicitada. Esses pinos sao fixados a dentina por meio de cimentos resinosos
odontologicos, que selam a interface entre pino e a dentina radicular.

Como todo processo adesivo, 0 sucesso da fixacdo desses pinos esta
sujeito a qualidade da unido pino-cimento-dentina, proporcionada pelos agentes
adesivos intermediarios. Na literatura € vasta a preocupac¢do com a concentracao de
tensdes e consequente falha da unido entre cimento-dentina e cimento-pino. Podem
ser destacados os trabalhos de Ferrari et al. (2000), Lanza et al. (2005), Tay et al.

(2005) e Franco (2008).



A realizagdo de estudos sobre o comportamento dos cimentos resinosos e
das interfaces adesivas entre pino-cimento-dentina € fundamental para se obter uma
adesao segura e para o desenvolvimento de futuros materiais. Sendo assim, o
presente estudo desenvolve, tendo por base a Mecanica do Dano para Meios
Continuos, uma formulacdo para descrever o processo de perda de rigidez e sua
consequente aplicagdo em interfaces. Na figura 02 a interface entre o cimento
resinoso e a dentina pode ser identificada.

Situacbes de interacdo entre diferentes materiais Sdo comumente
encontradas na engenharia. O comportamento da regiao de fronteira entre esses
materiais tem sido representado em modelos de elementos finitos por meio de
elementos de interface. Sendo assim, com o objetivo de permitir a analise da
distribuicAo de tensbes e deformacdes, simulando diferentes condicbes e
sequéncias de carregamento, todo o comportamento constitutivo dos materiais

envolvidos foi descrito através do Método dos Elementos Finitos.

FIGURA 02 — FOTO DE MICROSCOPIA ELETRONICA ONDE PODEM
SER OBSERVADOS: (a) CIMENTO RESINOSO, (b)
INTERFADE E A (c) DENTINA

FONTE: Franco (2008)

A teoria do dano descreve localmente a evolugcdo dos fendmenos que se
desenvolvem entre um estado inicial, relativo a uma situacdo de material integro, e
um estado final, representado pela perda total da resisténcia. No caso dos cimentos
resinosos, um material em que a fissuracdo é o fenbmeno dominante no
comportamento ndo-linear, a Mecanica do Dano é capaz de formular modelos
realistas.

O dano ndo é uma grandeza fisica mensuravel diretamente, mas no ambito

de uma modelagem matematica é possivel quantifica-lo através de uma reducéo



progressiva de uma propriedade mecanica global como, por exemplo, a rigidez do
material. O modelo de dano implementado neste trabalho foi 0 modelo desenvolvido
por Tao & Phillips (2005), onde somente o efeito isotrépico do dano é considerado.
Esse modelo apresenta bons resultados mesmo sendo bastante simples e tem como
virtude sua facil implementacéao.

A termodindmica desempenha um importante papel na formulagcdo e
desenvolvimento de  modelos  constitutivos. Para  evitar resultados
termodinamicamente inconsistentes, a primeira e a segunda leis da termodinamica
formam a base da abordagem presente neste trabalho, que tem como principal guia
o trabalho desenvolvido por Houlsby & Puzrin (2000).

Muitos trabalhos sobre a aplicacdo dos conceitos termodindmicos na
mecanica do dano ja foram desenvolvidos, sendo que a maioria desses se
concentrou no estudo de estruturas de concreto. No presente trabalho, propbe-se o
estudo de um modelo constitutivo aplicado as interfaces entre um cimento resinoso,
um pino polimérico e a dentina. O desenvolvimento de modelos capazes de fornecer
previsdes mais realistas do comportamento da interface passa a ser importante para
ampliar os conhecimentos de cirurgibes-dentistas, proporcionando a melhora das
técnicas e dos materiais envolvidos no tratamento endodéntico, além de diminuir a

necessidade de ensaios in vivo e in vitro.

1.1. OBJETIVOS

1.1.1. Objetivo geral

Desenvolver um modelo numérico-computacional que permita simular o
processo de danificacdo e consequente perda de rigidez das interfaces entre o
cimento resinoso, 0 pino intra-radicular e a dentina a partir da definicdo de dois

potenciais termodindmicos com o auxilio de técnicas da andlise convexa.



1.1.2. Objetivos especificos

a) Aplicar a teoria termodindmica com variaveis internas e técnicas da
analise convexa a modelagem do comportamento mecéanico de um
cimento resinoso;

b) Apresentar a formulagdo de um modelo constitutivo de dano segundo
enfoque termodinamico;

c) Implementar algoritmos adequados a resolucéo do problema constitutivo;

d) Aplicar o Método dos Elementos Finitos a discretizacdo espacial do
problema de perda de rigidez;

e) Implementar um elemento adequado a simulagéo da regido de interface;

f) Realizar algumas simulagcdes com o programa desenvolvido e comparar

com resultados obtidos em ensaios experimentais.

1.2. ESTRUTURA DO TRABALHO

A seguir esta descrito, de forma sucinta, o contetdo de cada capitulo deste
trabalho.

No primeiro capitulo foi feita uma introducdo a respeito da técnica de tratar
os dentes endodonticamente, o valor da unido do cimento resinoso a dentina e ao
pino intra-radicular no sucesso do tratamento e a importancia de modelos mais
realistas para prever o comportamento das interfaces entre esses materiais.

No segundo capitulo € apresentada uma breve revisdo bibliografica do
desenvolvimento da Mecanica do Dano para Meios Continuos, enfatizando-se
aspectos relativos aos trabalhos realizados na area de modelagem constitutiva de
materiais frageis, além da descricdo de alguns elementos de interface encontrados
na literatura.

No terceiro capitulo conceitos da teoria da termodindmica com variaveis
internas sdo apresentados. A Mecanica do Dano para Meios Continuos é revista
seguindo a abordagem termodinamica, a seguir, uma abordagem utilizando
conceitos da analise convexa € introduzida e por fim o modelo constitutivo é

apresentado.



No quarto capitulo o modelo de dano com o critério de danificacdo de Tao &
Phillips (2005) é descrito segundo enfoque termodinamico.

No quinto capitulo é descrito a forma na qual o programa desenvolvido foi
estruturado, bem como se apresentam o elemento de interface e os algoritmos
empregados para a resolugcéo do problema de equilibrio e constitutivo.

O sexto capitulo apresenta dois exemplos didaticos do problema constitutivo
e resultados numericos obtidos através do programa desenvolvido. Esses resultados
sédo entdo comparados a resultados obtidos em ensaios experimentais.

No ultimo capitulo, sdo apresentadas as conclusfes deste trabalho.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A modelagem constitutiva de materiais frageis tem sido objeto de estudo ja
ha algumas décadas. O comportamento fisico nado-linear de sélidos, observado
macroscopicamente, € uma manifestacdo de mudancas irreversiveis que ocorrem
em sua microestrutura. Algumas dessas mudancas tém origem em microdefeitos
constituidos por inclusées ou mesmo vazios, 0s quais, pelas suas caracteristicas,
favorecem a concentracdo de microtensdes. Esses microdefeitos constituem o que
se entende por dano inicial do material.

Dependendo das condi¢cdes ambientais e devido a existéncia de solicitagdes
mecanicas, mesmo que a resposta global do material se mantenha dentro dos
limites do regime elastico, o dano inicial pode evoluir em consequéncia do
rompimento das ligacbes entre atomos ou por rupturas na interface entre
componentes distintos. Macroscopicamente, esse processo de evolugdo do dano
inicial, ou danificacdo, acaba por influenciar diretamente as propriedades elésticas,
conforme evidenciam as reducfes de resisténcia e de rigidez. JA em um estagio
mais avancado de solicitacdo, a danificacdo leva a formacdo e ao crescimento de
microfissuras. Como essa fissuracdo ocorre de forma distribuida, a Mecanica do
Dano é capaz de formular modelos muito realistas para os cimentos.

Com o intuito de estudar a ruptura, precocemente observada em relagéo ao
esperado em metais em regime de deformacéo lenta, como uma conseqiéncia da
existéncia de defeitos no material, Kachanov introduziu, em 1958, as primeiras idéias
sobre danificagdo de meios continuos. A partir de entdo, varios outros estudos sobre
a Mecanica do Dano tém sido realizados tornando-a uma das mais populares teorias
utilizadas para a simulacdo desse processo.

A terminologia Mecanica do Dano para Meios Continuos (“continuum
damage mechanics”, CDM) foi usada por Janson & Hult (1977) para designar
modelos da mecanica do continuo que tratam das respostas constitutivas,
considerando os efeitos de degradacdo em modo difuso e progressivo, por meio de
reducado das propriedades mecanicas, como resisténcia e rigidez do material.

E importante notar a diferenca em relacdo a Mecanica da Fratura. Enquanto
a Mecanica da Fratura lida com as condigcbes de propagacdo de uma fissura

macroscopica imersa em um meio continuo integro, a Mecéanica do Dano se ocupa



do efeito de um processo de microfissuracao distribuida que se desenvolve em uma
etapa preliminar a formacgao da fissura discreta.

Desde entdo inumeras abordagens bem sucedidas utilizando o dano para
modelar materiais diversos, como polimeros ou mesmo materiais frageis, estao
presentes na literatura como Krajcinovic (1983) e Ortiz (1985). Enquanto algumas
delas tém como base apenas o comportamento fenomenoldgico, outras abordagens,
baseadas na formulacdo da CDM, levam em conta principios termodinamicos.

Em 1985, Lemaitre desenvolveu bases tedricas de acordo com a formulacéo
termodinamica dos processos irreversiveis, propondo o uso de variaveis internas
escalares, implicando na hipotese de deterioracdo isotropica da rigidez. No entanto,
a particularidade dessa nova abordagem esta no conjunto de hipoteses
fundamentais admitidas. S&o elas: 0s processos irreversiveis podem ser
aproximados por uma sequéncia de estados de equilibrio aos quais correspondem
valores instantdneos de um numero finito de variaveis internas; as variaveis internas
a serem escolhidas devem representar os processos dissipativos dominantes e a
resposta do meio depende exclusivamente de seu estado atual.

Novos modelos entdo foram desenvolvidos. Entre os modelos puramente de
dano podem ser destacados Kattan & Voyiadjis (1990), Maugin (1992) e Lemaitre
(1992). Existem ainda outros modelos de dano com propriedades especificas, entre
esse trabalhos destacam-se Murakami (1981) e Kachanov (1984) modelando a
deterioracdo lenta do material, Mazars (1984) estudando o dano em estruturas de
concreto armado; Lemaitre & Chaboche (1985) e Marigo (1985) na simulacdo da
interacdo dano-fadiga; e Simo & Ju (1987) e Tai (1990) tratando sobre dano em
materiais ducteis.

Esses modelos de dano podem ser classificados como isotrépicos ou
anisotropicos, segundo a natureza da varidvel de dano utilizada. Os modelos
isotrépicos, onde sdo empregadas variaveis escalares, sdo conceitualmente simples
e tém a vantagem de necessitarem de um numero reduzido de parametros a se
identificar. Por outro lado, eles podem ter sua aplicacéo restrita a algumas situacoes.
Alguns modelos, como o apresentado em Mazars & Pizaudier-Cabot (1989), chegam
a empregar dois escalares para quantificar o dano, um para a tragdo outro para a
compressdo. Os modelos anisotropicos, onde a variavel de dano é uma grandeza
tensorial apresentam uma gama de aplicacdo maior, porém com maior complexidade

na identificagdo dos parametros do modelo.



J4 na década de 90 uma série de trabalhos envolvendo a aplicacdo da
termodinamica para a modelagem constitutiva de materiais frageis, como solos e o
concreto, foram entdo desenvolvidos, pode-se destacar Maugin (1992), Hansen &
Schreyer (1994) e Collins & Houlsby (1997). A maioria desses trabalhos une efeitos
da perda de rigidez as deformacdes plasticas e ao dano. Esses modelos dividem-se
em dois grandes grupos.

O primeiro grupo é composto pelos modelos chamados “desacoplados”,
onde o dano e a plasticidade séo processos independentes, embora possam, sob
algumas condic¢des, acontecer simultaneamente. O segundo grupo é formado pelos
modelos ditos acoplados, onde o0 dano e a plasticidade sempre ocorrem
simultaneamente.

No presente trabalho, a CDM foi expressa através da abordagem utilizada
nos materiais standard generalizados e usando as idéias apresentadas por Houlsby
& Puzrin (2000) quando trataram de modelos elastoplasticos. A principal
caracteristica desse tipo de abordagem € o fato do comportamento constitutivo de
um material ser conhecido a partir da definicho de somente dois potenciais
termodinamicos: uma funcdo de energia (energia livre de Helmholtz, energia livre de
Gibbs, entalpia ou energia interna) e uma funcéo de dissipacéo.

A introdugdo de um potencial termodinamico, como a energia livre de
Helmholtz, conduz as leis de estado a partir das quais € possivel relacionar variaveis
de estado com suas variaveis associadas. A deformacdo total e um conjunto de
variaveis internas associadas a perda de rigidez sdo adotados como as variaveis de
estado. As varidveis associadas sdo as tensbes e as forgcas termodinamicas
generalizadas. Toda formulacdo baseia-se no uso de variaveis internas para
representar o programa de cargas sofrido pelo material.

O potencial de dissipacdo introduzido fornece as leis de fluxo permitindo
avaliar a evolucdo das variaveis internas. A definicdo de uma regido de forcas
termodinamicas admissiveis completa o modelo.

A lei da Normalidade estabelece que os incrementos da variavel interna sédo
perpendiculares a uma superficie no espago das forgcas termodindmicas definida a
partir de uma funcdo potencial. Muitos modelos assumem que a funcédo potencial
possui a mesma forma da funcéo de danificacao, isto €, fluxo associado. No entanto

essa consideracdo ndo € necessaria e existem evidéncias de que a funcédo de



escoamento/danificacdo e a funcdo potencial ndo séo idénticas em materiais frageis,
ou seja, pode ocorrer fluxo ndo associado.

Motivados pelo problema de simular o fenémeno de “pull out” nas armaduras
de pecas de concreto armado, onde problemas de convergéncia sao bastante
comuns, Tao & Phillips (2005) desenvolveram um modelo de dano isotrépico bi-axial
bastante simples, porém com 6étimos resultados. Desse modelo foi retirada a regiao
de forcas termodinamicas admissiveis e definida assim a superficie de dano.

No ano de 2007, Einav, Houlsby e Nguyen demonstraram que essa
abordagem termodinémica é capaz de descrever o comportamento constitutivo de
materiais sujeitos a perda de rigidez sem considerar a plasticidade, tornando-se
assim a base para esse estudo. A diferenca entre o modelo apresentado pelos
autores e os demais modelos para a plasticidade recai sobre o papel fisico das
variaveis internas.

A preocupacdo com as mudancas do comportamento constitutivo de
materiais que interagem entre si formando uma interface € de longa data na
literatura. Em modelos de elementos finitos essa regido € simulada através dos
elementos de interface.

Um dos primeiros trabalhos empregando esse tipo de elemento foi proposto
por Ngo & Scordelis (1967). Ele foi utilizado na analise do comportamento de vigas
de concreto armado. Nessa analise os autores consideraram uma viga tridimensional
composta pelo material concreto e pelo material aco. O padrdo das fissuras
principais encontradas em ensaios experimentais foi reproduzido pela insercédo de
elementos de interface. As mudancgas estruturais devido a fissuragdo do concreto
foram obtidas através do emprego de um critério de resisténcia maxima a tracao.

Goodman, Taylor e Brekke (1968) propuseram um elemento de interface e o
empregaram para a analise de estabilidade de maci¢cos rochosos e escavacgoes.
Especificamente, estudaram o comportamento de modelos de taneis em formato
trapezoidal e semicircular construidos através da remocdo de blocos até
constituirem a cavidade. Os elementos de interface foram empregados como meio
de ligagao entre esses blocos.

Também com o proposito de analisar problemas em escavacbes e
estabilidade de encostas rochosas, Zienkiewicz et. al (1970) propuseram um
elemento de interface composto por quatro nds, porém geometricamente esse

elemento ndo possui espessura, sendo que esta € considerada apenas como um
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parametro na modelagem. Os autores empregaram o0 comportamento nao linear
elastico e o modelo plastico representado pelo critério de Mohr-Coulomb para
descrever o material utilizado nos elementos de interface. Esse elemento se
demonstrou adequado a discretizacado de modelos com elementos triangulares.

Para a andlise das descontinuidades representadas por ligacdes de rochas,
falhas e interfaces, Ghaboussi, Wilson e Isenberg (1973) propuseram um elemento
de interface com espessura ndo nula. Os autores empregaram um modelo elastico,
perfeitamente plastico com critério de escoamento de Mohr-Coulomb na anélise de
fundacbes de formato circular e no problema de cunha, desenvolvendo assim a
formulacdo para um elemento de interface com simetria axial. Em 1978 Herrmann
utilizou a mesma geometria e graus de liberdade propostos por Ghaboussi, Wilson e
Isenber (1973), porém com a possibilidade de admitir o escorregamento e a perda
de contato entre os elementos. Isso foi feito através da inclusdo de um conjunto de
molas discretas que conectam as faces do elemento. A limitacdo do efeito de
escorregamento é introduzida pelo autor através do critério de Mohr-Coulomb. Esse
modelo foi utilizado para simular pecas de concreto armado e estacas sujeitas a
forcas de empuxo devido ao assentamento de solo adjacente.

Também inspirados pelas idéias de Ghaboussi, Wilson e Isenber (1973),
Pande & Sharma (1979) desenvolveram um elemento de interface isoparamétrico de
oito nos formulado em termos de deslocamentos relativos. A determinacdo dos
deslocamentos é feita de maneira igual a empregada no método dos elementos
finitos para os elementos isoparamétricos. Depois de computada a matriz de rigidez
global séo calculados os deslocamentos. Contudo, esses ainda sao deslocamentos
globais e relativos, sendo necessaria uma transformacdo para que o0s
deslocamentos absolutos sejam obtidos. S6 entéo é feito o procedimento padrdao dos
elementos isoparamétricos para computar as deformacdes e tensdes.

Resultados obtidos por Veiga (2000) mostram a equivaléncia entre o
elemento de interface proposto por Pande & Sharma (1979) e o elemento utilizado
no presente trabalho proposto por Desai et al. (1984). Porém o elemento proposto
por Pande & Sharma (1979) exige um esforco computacional maior, uma vez que
necessita da transformacgao dos deslocamentos relativos em globais.

O elemento de interface proposto por Desai et al. (1984) foi utilizado
originalmente na modelagem de solos e sua grande vantagem recae no

desembaraco do emprego de sua formulagéo, posto que tanto a formulagédo do
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continuo quando do elemento em si sdo realizadas através de elementos
quadrilaterais planos. Dessa forma torna-se facil a implementacdo desse elemento
em um programa computacional.

Mais uma vez o elemento desenvolvido por Ghaboussi, Wilson e Isenber
(1973) foi usado como base para uma nova formulagéo. As diferengas propostas por
Beer (1985) foram: uma formulacéo isoparamétrica e a espessura nula do elemento
de interface. Para modelos bidimensionais foram empregados elementos de linhas
entre elementos de casca, enquanto que, para modelos tridimensionais foram
utilizados elementos de interface planos entre elementos solidos. Essa formulacao
foi vantajosa para modelar juntas e fraturas de rochas.

Em 2003, Coutinho et al. propuseram uma extensdo do elemento proposto
por Herrmann (1978), uma vez que apenas acrescentou uma mola central ao
elemento em questdo. O célculo das tensdes e deformacdes ocorre da mesma forma.

Além dessas, outras contribuicdes foram feitas por outros autores como
Griffths (1987) que se preocupou com a escolha dos elementos de interface, Frank,
Guenot e Humbert (1982) que empregaram elementos de interface para a
modelagem de contato ou Day & Potts (1994) que estudaram as dificuldades
numéricas em simulagées com a presenca de elementos de interface.

Com a criagdo e evolucdo de diversas linhas de pesquisa ligadas a
bioengenharia varios trabalhos vém estudando as interfaces entre materiais inertes
(cimentos, hastes, pinos, etc.) e tecidos vivos (0sso, dentina, etc.). A preocupacao
com essas interfaces reside no fato de varias técnicas odontolégicas (endodontia,
implantodontia, etc.) dependerem do sucesso da fixacdo entre 0s materiais
envolvidos.

Na ultima década varios trabalhos avaliaram a resisténcia de adeséo entre
pino, cimento e dentina. Dentre esses, podem ser destacados: Ferrari et al. (2000),
avaliando a influéncia dos tubulos dentinarios no interior dos canais radiculares,
aumentando da area superficial de adesdo e sendo assim responsaveis por uma
melhor adesao; Santis et al. (2000), verificando a resisténcia de adesao entre pino
de fibra e cimentos resinosos através do ensaio de pull-out; Bouillaguet et al. (2003),
averiguando a resisténcia de adesao por meio de ensaios de micro-tragdo, Goracci
et al. (2005) testando a adesdo de pinos intra-radiculares através de trés tipos
ensaios experimentais de resisténcia adesiva (micro-tracdo com espécimes em

forma de ampulheta, micro-tragdo com espécimes em forma de palitos e pull-out);
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Lanza et al. (2005) utilizando o Método do Elementos Finitos com o intuito de avaliar
a uniao entre pino-cimento-dentina; Perez et al. (2006) verificando a influéncia da
espessura da camada de cimento resinoso na resisténcia adesiva em dentes
tratados endodonticamente; e Bonfante (2007) examinando a continuidade da
interface entre cimento e dentina por meio de microscopia eletronica de varredura.
Com essa breve revisdo bibliografica procurou-se demonstrar que a
abordagem utilizada no presente trabalho esta em concordancia com os recentes
trabalhos na area de Mecéanica do Dano, que a escolha do elemento de interface
objetivou elementos versateis, mas que conservassem a simplicidade, e que essas
ferramentas sao necessarias a um melhor entendimento, e conseqlente

desenvolvimento, de técnicas endodonticas.
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3. FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1. MODELOS TERMODINAMICAMENTE ADMISSIVEIS

Este item tem por objetivo apresentar, inicialmente, alguns aspectos da
Termodinamica aplicados aos meios continuos visando garantir que o modelo
constitutivo seja fisicamente admissivel. A seguir, tal formalismo termodinamico foi
empregado em conjunto com a Mecéanica do Dano. O desenvolvimento apresentado

nesse item pode ser encontrado nos textos de Proenca & Pituba (2000).

3.1.1. Considerag0des e definicdes gerais

Para os propésitos da Mecanica dos Meios Continuos Solidos, um sistema
termodinamico fechado é uma quantidade de matéria continua e invariante. A no¢ao
de continuidade permite considerar subsistemas que ocupam volumes muito
pequenos. Se for possivel definir em tais volumes quantidades médias
representativas do fluxo de calor, da temperatura e do gradiente de deformacéo em
qualquer um dos seus pontos, entdo as leis relacionadas ao balanco de energia
podem ser expressas por formas diferenciais e consideradas validas em um ponto. A
guantidade de energia em um sistema termodinamico referenciada por unidade de
massa € chamada energia interna.

Quando € possivel avaliar todas as informacbes necessarias para a
caracterizagcdo do problema, diz-se que o estado do sistema € conhecido. Uma
grandeza fisica, mensuravel direta ou indiretamente, necessaria para determinar a
energia interna do sistema, em qualquer instante, € denominada variavel de estado.
As variaveis de estado observaveis sdo aquelas que podem ser medidas. Elas,
geralmente, sdo a temperatura e o tensor de deformacdes

Postula-se que um numero finito de variaveis de estado seja suficiente para
a determinacao univoca da energia interna. De maneira mais geral a escolha sobre o
namero de variaveis € arbitraria, até certo ponto, estando dependente dos

fendmenos que se pretende levar em conta em cada problema.
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Um sistema esta em equilibrio termodinamico quando as variaveis de estado
nao sao alteradas com o tempo. Se existe uma mudanga ao longo do tempo, diz-se
que o sistema esta sofrendo um processo.

Além da energia interna, pode-se associar ao sistema quantidades de
energia cinética, ligadas ao seu movimento, e energia potencial, relacionada & sua
posicdo ou cota, ambas dependentes do referencial adotado, em relacdo ao qual se
medem a velocidade e a posicao do corpo.

Nas analises que seguem, considera-se que as mudancas na energia total
do sistema implicam em mudancas nas parcelas referentes a sua energia cinética e
energia interna. Admite-se, por simplificacao, que as transformacdes que o sistema
podera sofrer ndo levem em alteracdes significativas de sua cota, de modo que
mudancas na energia potencial ndo serdo consideradas.

A energia total do sistema pode variar se houver trabalho mecanico
realizado em relacdo ao sistema por forgas internas e/ou transferéncias de calor.
Normalmente, para dar generalidade ao estudo essa variacdo de energia é
analisada considerando-se as taxas de trabalho mecanico (poténcia) e de

transferéncia de calor.

3.1.2. Primeira Lei da Termodinamica

A primeira lei da termodinamica estabelece justamente o balanco de energia
entre a poténcia mecanica e a taxa de calor transferidas para dentro do sistema com
a taxa de variacao da sua energia total.

A poténcia mecanica pode ser produzida por forcas a distribuidas por

unidade de superficie e por forcas b por unidade de massa. O calor pode ser
transmitido por conducdo através da superficie de corpo e/ou induzido diretamente
na massa por irradiacdo ou entdo por alguma fonte interna.

A relacao que define a poténcia mecanica, ou externa P, , introduzida sobre

ext?
uma quantidade de massa que ocupa certo instante o volume B, limitado pela

superficie dB, é expressa na seguinte forma:

P = [a-VdB+ [pb-vdB (3.1)
B

oB
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onde vV é vetor velocidade do ponto material que na configuracdo atual do corpo

ocupa a posicdo x do espaco de pontos. Ainda na relacdo anterior aparece a
densidade p, que multiplicada pela forca b é denominada forca de corpo.

Por sua vez, a taxa de calor Q, introduzida no sistema provém da condugéo
através da superficie 0B e do calor gerado por unidade de massa r. Entdo, por
definicao:

Q.=- [q-fidoB+ [prdB (3.2)
B

oB

onde q € o vetor fluxo de calor e o sinal negativo indica o fluxo de fora para dentro

do sistema, uma vez que i € um versor que, em cada ponto do contorno, aponta
para o exterior do corpo.

A primeira lei da termodindmica diz respeito a conservacdo de energia do
sistema, podendo-se enuncia-la da seguinte maneira: a taxa de trabalho mecéanico
ou poténcia das cargas externas mais a taxa de calor introduzida no sistema é igual
a taxa de energia cinética mais a taxa de variacao da energia interna. A relacdo que

a exprime é a seguinte:
Poy+ Qe = E; +U (3.3)

onde,

J =ijpedB (3.3a)
dt 3

€ a taxa de energia interna (e é a densidade de energia interna por unidade de

massa), e:
d g1 _ _
—pV-V}dB (3.3b)

é a taxa de energia cinética.

O segundo membro da equacédo (3.3) compde a taxa de energia total do

sistema (E, ), de modo que:
E.T = F)ext +Qe (3.4)

Substituindo-se (3.3) nas expressdes das energias envolvidas, obtém-se:

. d f1
a-VdoB + [pb-vdB - [G-ridaB + prdB=—I{—p\7-\7+pe}dB .
Jarvam s Job-van- Ja-nam Joran=g, I3 69
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A parcela referente a poténcia mecanica pode ser desenvolvida
considerando-se os teoremas de Cauchy e da divergéncia.

Do teorema de Cauchy segue que a=ocn em 0B, onde i é o versor normal

ao contorno no ponto e o € o tensor de tensdes. Fazendo-se uso do teorema da
divergéncia, a integral de contorno, correspondente ao carregamento distribuido na
superficie, pode ser transformada em uma integral no volume. Dessa forma, a

poténcia mecanica resulta:

Pext = jdiV(UT V)dB + I,OB -VdB (3.6)
B B

Lembrando-se da andlise tensorial que: div(aTv)= divoevV+o.gradv , a
expressao anterior passa a ser dada por:

Pext = ﬂ(diVG + ,06)\7 +o- gradVJdB (3.7)
B

Finalmente, levando-se em conta a equacéo de balanco da quantidade de

movimento linear e o principio da conservacédo da massa, obtém-se:

dv _ _ d 1 _ _
éf(pa-v+a-gradvde=aéf§pv-vdB+éfo--DdB (3.8)
e, portanto
P = c?t [lpv v}dB+ jo- DdB (3.9)

A primeira parcela é a taxa de energia cinética do sistema e a segunda €&
denominada poténcia das tensdes, sendo D o tensor taxa de deformacéo, igual a
parte simétrica do tensor gradiente de velocidade (£ no caso de pequenas
deformacoes).

Assim a poténcia introduzida pode ser avaliada via taxa de trabalho
realizado pelas forgcas externas ou de forma equivalente, pela variagdo da energia
cinética mais a poténcia das tensoes.

Utilizando-se de (3.9), a expressao (3.5) assume a seguinte forma:
g_[[£p\7-\7}dB+ fo-DdB- [g-fidoB+ jprdB:ijva-wpe}dB (3.10)
dt;[2 3 B 3 dt;l2 '

Admitindo-se, por um lado, um regime de pequenas deformacdes (D =¢) e,
por outro lado, aplicando-se o teorema da divergéncia a parcela de fluxo de calor no

contorno, valem as relacoes:
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c-D=c-¢ (3.11)
[G-fideB = [divgdB (3.12)
oB B

Assim sendo, considerando-se que a expressado (3.10) deve valer para
qualquer porgédo do volume ocupado pelo sistema, uma forma local para a primeira
lei pode ser escrita da seguinte forma:

pe=c-c—-divg+pr (3.13)

3.1.3. Segunda Lei da Termodinamica

A primeira lei permite a transformacéo das diferentes formas de energia
entre si, desde que haja um balanco entre elas, sem qualquer restricdo sobre o
sentido em que a conversdo possa se processar. NOS processos reversiveis esse
fato realmente ndo tem importancia; entretanto nos processos irreversiveis, ou
dissipativos, a auséncia de restricao € relevante.

A segunda lei da termodinamica introduz o conceito de entropia do sistema.
Além disso, na ocorréncia de um processo dissipativo, essa lei impbe a variagdo
nao-negativa dessa grandeza, restringindo as possibilidades de converséo entre as
formas de energia.

Admite-se, de inicio, que ao volume B ocupado pelo sistema em cada

instante t, se possa associar um nimero S chamado entropia de B dado por:
S= [psds (3.14)
B

onde s=s(x,t) é a entropia especifica por unidade de massa da particula que ocupa

na configuracdo atual do corpo a posicdo X. Nos processos reversiveis, a variacao
de entropia tem correspondéncia com a quantidade de calor transferida. Em um
sentido bastante simples, a entropia relaciona-se com o grau de desordem assumido
pelo sistema em funcdo da quantidade de calor transferida.

A segunda lei impde que, em processos quaisquer de transformacao que
incluem 0s processos irreversiveis, a variacao total de entropia de um sistema deve
ser igual ou superar a variagdo provocada pela transferéncia de calor. A igualdade

vale para processos reversiveis e a desigualdade para processos irreversiveis.
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Nesse Ultimo caso, diz-se que existe producéo interna de entropia. Em forma geral, a

lei se exprime por:
d r q .
— |spdB> |-pdB+ |-—-NdoB
dth p Bfep al J (3.15)

Na expressao (3.15) @ representa a temperatura absoluta, definida como um
campo escalar de valores positivos em cada ponto do dominio B considerado. O
segundo membro da inequacéo (3.15) é a taxa ou fluxo de entropia correspondente
a transferéncia externa de calor.

A imposicdo da segunda lei implica que, ao contrario dos processos
reversiveis, nos processos irreversiveis a energia interna ndo fica totalmente
armazenada no sistema, mas parte dela acaba sendo empregada na evolucédo dos
fendbmenos internos que geram maior desordem no sistema. Normalmente, faz-se
referéncia a essa parte da energia interna como energia dissipada.

Retornando a expressao (3.15) e empregando-se o teorema da divergéncia,

aguela relacdo assume a seguinte forma:
J(p—s+ divﬂ—p—rdeZO (3.16)
3 6 6
Como essa desigualdade deve ser valida para qualquer volume B do corpo,
torna-se valida a seguinte forma local:

pS+div%—%r20 (3.17)

3.1.4. A desigualdade de Clausius-Duhem

A primeira e a segunda lei podem ser combinadas conduzindo a uma
desigualdade que deve ser observada para que um processo Sseja
termodinamicamente admissivel. Considerando as relagdes que exprimem

localmente a primeira e a segunda lei:

pe=c-£-divi+ pr (3.18)
psrdivi_Ll 50 (3.19)
0 0

Da analise tensorial sabe-se que:
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q 1. 1 _
dlvg_gdwq—?grade-q (3.20)

Substituindo-se essa relacdo na expressao da segunda lei e combinando-se

com a primeira resultam, sucessivamente:

1 .. 1 r
S+—divij—-—grad@-g—p—=>0
P 0 929 g '06’

1 1 r
S+—(c-é+pr—pé)——grad@-g—p—=>0
ps+—( pr-pe) 7 q-p (3.21)
Finalmente, multiplicando-se a ultima expresséo por ¢ e cancelando-se pr

obtém-se a desigualdade de Clausius-Duhem:
p<93+o--é—pé—%grad9-€|20 (3.22)

Processos nos quais a desigualdade de Clausius-Duhem é verificada

localmente a cada instante sdo denominados “termodinamicamente admissiveis”.

3.1.5. Potencial termodinamico

Pode-se ainda trabalhar com uma nova variavel  denominada energia livre:
v =pe-pls (3.23)
Derivando essa energia em relacdo ao tempo, tem-se:
W =pe—phs—pls
p(0s—e)=—(y + p6s) (3.24)
Substituindo na desigualdade de Clausius-Duhem (3.22), obtém-se:

a-g‘—(z//+pés)—%grad0-qzo (3.25)

Definidas as variaveis de estado que se julgam serem relevantes ao modelo,
define-se um potencial termodinamico a partir do qual se derivam as leis de estado.

Utilizando-se o potencial da energia livre y, escrito como funcdo do tensor de
deformacgdes ¢, da temperatura € e das variaveis de estado internas «, associadas

a processos irreversiveis, tem-se:
v =y(e,0,ay) (3.26)

Nessa condicédo, a taxa de energia livre fica expressa por:
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W 540V g, 0
oe 06 ooy

y = ay (3.27)

Combinando-se as relac¢des (3.25) e (3.27), resulta que:

oy . o) » ([oy | . 1 .
e ps+—L .- L |.q, —=qradd-G=0 .
(0 agj : (p aej (MJ iy =5 radd - § (3.28)

A desigualdade (3.28) deve valer para qualquer processo, em especial 0s
reversiveis.

Em um caso particular, considere um processo reversivel, adiabatico e com
temperatura uniforme. Nesse caso, a Unica varidvel € o tensor de deformactes
elasticas (reversivel) e a desigualdade (3.28) fica atendida se:

oy
e =0

Em um segundo caso, considere um processo puramente térmico a

(3.29)

temperatura constante, entdo a Unica variavel de estado é a entropia e a

desigualdade (3.24) fica atendida se:

oy
00

Voltando aos processos gerais e impondo a validade das expressoes (3.29)

pS= (3.30)

e (3.30), o que implica em que as variaveis de estado possam ser agrupadas entre

aguelas de natureza reversivel e irreversivel, a desigualdade (3.28) assume a forma:

oy . 1 _
-———a,——gradg-g=>0
oa, k 99 q (3.31)

Considerando-se, novamente, uma transformacao a temperatura constante,
a relacéo (3.31) fornece a seguinte condicdo, chamada desigualdade de dissipacéo:

o .
———a, 20
dar, k (3.32)

Por analogia as expressdes (3.29) e (3.30) pode-se definir uma variavel
chamada forca termodinamica A* . Assim como a tensdo € uma quantidade
conjugada da deformacéo, as forcas termodinamicas sao conjugadas as variaveis

internas:

a_l//:_Ak

oa (3.33)

de forma que a expresséao (3.32) passa a ser escrita como:
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A, >0 (3.34)

Lembrando-se que o sinal negativo da relacdo (3.31) decorreu de uma
correcéo do fluxo para que passasse a ser considerado positivo quando fosse para o
interior do corpo, entdo a relacdo (3.34) indica que 0S processos irreversiveis
definem a quantidade de energia dissipada.

O potencial termodinamico descreve a relacdo entre as variaveis de estado e
suas variaveis associadas. Observa-se que, na equacao (3.32), estdo presentes as
taxas de variacdo das variaveis internas. Para materiais que sofrem o processo de
danificacdo, nos quais as tensdes e deformacdes atuais dependem da histéria de
carregamento, as equagles constitutivas apresentadas nédo sao suficientes para
descrever o comportamento do material. Fazem-se necessarias equacbes de
evolucdo que determinem as taxas de variacdo de cada uma das variaveis internas.

Enquanto em modelos elasticos apenas um potencial termodinamico é
suficiente para descrever o comportamento constitutivo do material, em modelos de
dano pelo menos dois potenciais termodinamicos sao utilizados. Esses séo a
energia livre e um potencial de dissipacdo. A introducdo de um potencial
termodinamico, como a energia livre, conduz as leis de estado a partir das quais é
possivel relacionar variaveis de estado com as suas variaveis associadas, conforme
ja apresentado. Ja a introdugdo de um potencial de dissipagédo fornece as leis de
fluxo que permitem avaliar a evolugcdo das variaveis internas. A definicdo de uma

regido de forcas termodinamicas admissiveis completa o modelo.

3.1.6. Regido admissivel

A regido admissivel P é definida como o conjunto de forcas termodindmicas
possiveis para um dado material. A funcdo de danificacéo f(Ak) (analoga a funcéo

de escoamento em modelos elasto-plasticos) delimita uma regido no espaco das
forcas termodinamicas que se modifica conforme o processo de danificacdo ocorre.
Dessa forma, enquanto se da esse processo de danificacdo, a variavel interna de
dano € alterada e a regido admissivel no espaco das forcas termodindmicas se
modifica.

Assim, a regido P pode ser representada atravées de uma funcédo f ,

denominada fungao de danificacgéo:
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P =1{A/ f(a¥)<of (3.35)
A fronteira 0Q da regido admissivel, ou superficie de dano, é definida por:

oQ = {A*/ £ (A% )= o} (3.36)
J& o interior Q da regido admissivel é descrito por:

Q=1{A/ f(A%)<0} (3.37)

Pontos internos a regido admissivel representam estados a partir dos quais
ocorrem processos elasticos sem a perda de rigidez. Forcas termodinamicas
situadas na fronteira da regido admissivel sdo aquelas associadas a processos
puramente elasticos, sem danificacdo, caso sejam seguidas de um descarregamento
ou de inicio de processos de danificagdo, também elasticos, mediante aplicagdo de
carga efetiva. Forgas termodindmicas exteriores a essa regido sao inadmissiveis. As
taxas de variacdo das variaveis internas assumem valores segundo o0 seguinte

conjunto de equacdes:

. flAK)<0
a, =0se ‘ .
f(A)=0e f <0
é 20sef(A)ef =0 (3.38)

A danificacao isotrépica caracteriza-se por uma modificacdo igual em todas
as suas direcdes da superficie de dano no espaco da forcas termodinamicas. A
alteracdo da superficie pode ser definida por uma Unica varidvel escalar. O processo
de danificagdo anisotropico, por sua vez, costuma ser descrito por uma variavel

tensorial.

3.1.7. Potencial de dissipagéo

Nesta secdo s&o introduzidos os Ultimos conceitos necessarios a
modelagem do comportamento constitutivo de materiais através de modelos
termodinamicamente admissiveis. A lei da normalidade e convexidade da regido
admissivel sdo discutidas.

Voltando-se & equacao (3.34), assume-se que a forca termodinamica A* =0

sempre pertence a regido admissivel. Dessa forma tem-se: dada uma forca
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termodinamica onde se inicia 0 processo de danificacdo A* € P e uma taxa da

variavel interna ¢, , a desigualdade:
(A~ A)-q, >0 (3.39)
é vélida para qualquer valor de forcas termodinamicas A¥ € P. Observa-se que a

equacao (3.39), esta de acordo com a forma local da desigualdade de dissipacéo
descrita na equacdo (3.34) e satisfaz o postulado de estabilidade de Drucker no
espaco das forcas termodinamicas.

A desigualdade (3.39) possui uma interpretacdo geométrica que estabelece

que o vetor(A"—Ak") forma um éangulo agudo com ¢y, implicando que todos os

pontos A¥ devem estar de um dos lados plano perpendicular a ¢, no ponto A* que

toca a superficie de dano. Assim, a superficie de dano deve ser convexa, conforme

ilustrado na figura 03.

(a)

FIGURA 03 — CONVEXIDADE DA SUPERFIQIE DE DANO: (a)~SUPERFI'CIE DE
DANO CONVEXA (b) SUPERFICIE DE DANO NAO-CONVEXA
FONTE: O autor (2009)
Se a superficie de dano for regular em A*, uma maneira de assegurar que

todo AXesteja em um dos lados do plano perpendicular a ¢, no ponto A* é que ¢,

seja normal a superficie de dano em A* e, portanto, paralelo ao gradiente da fungéo
de danificacdo no ponto:
dy = AVE(A¥) (3.40)
A equacao (3.40) descreve a Lei da Normalidade. O multiplicador de
Langrange A4 é um escalar com valor ndo negativo. As restricdes referentes a esse

escalar sdo determinadas pela condicdo de complementaridade:

220 f(A%)<o a-f(A%)=0 (3.41)
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a Ultima condicao da expresséao (3.41) implica que A possui valor positivo apenas
quando a funcdo de danificagdo é nula, isto é, quando ocorre danificacdo. Por sua
vez quando a funcdo de danificagcdo assume valor negativo, 4 assume valor nulo,
caso em que a o processo de danificacdo néo evolui.

Finalmente, assumindo que em um dado instante de tempo t, a condigcéo

f(A"(t))zo é satisfeita e, para qualquer instante de tempo, as forcas

termodinadmicas admissiveis sdo tais que f <0, tem-se f(A"(t))so. Se f <0, as
forcas termodinamicas movem-se em direcao ao interior da regido admissivel, isto é,

tem-se descarregamento elastico e 4=0. Logo, o dano, para os quais 41>0,

ocorrem quando f =0. Pode-se resumir essa condicdo em:
Quandof =0entdol>0, f <0OeA-f =0 (3.42)

O formalismo descrito até aqui apresenta, portanto, trés aspectos
fundamentais, a escolha das variaveis internas, a escolha da forma da energia livre e
as equacdes que exprimem as leis de evolugdo das variaveis internas. Atendidos os
trés aspectos € possivel que sejam formulados modelos constitutivos
fenomenoldgicos, termodinamicamente consistentes e que refletem, através do
conjunto de variaveis internas, os principais fenbmenos fisicos observados na

estrutura.

3.2. MECANICA DO DANO

As idéias de representar o processo de danificacdo em meios continuos
foram desenvolvidas por Kashanov & Rabotnov em 1958. Entretanto, maiores
avancos na Mecanica do Dano para meios continuos se deram somente nas
décadas de 70 e 80 com bases tedricas mais rigorosas, seguindo conceitos
termodinamicos. Desde entdo inimeros modelos da Mecénica do Continuo foram
propostos a fim de modelar a resposta constitutiva de diversos tipos de materiais.

Este item tem por objetivo apresentar essas idéias para que, em conjunto

com a teoria termodinamica, o0 modelo constitutivo seja descrito.
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3.2.1. Variavel interna de dano

As grandezas da Mecéanica do Continuo sdo definidas em um ponto. No
entanto, do ponto de vista geométrico, e levando-se em conta a heterogeneidade de
um material, essas grandezas precisam ser consideradas apenas como valores
médios dentro do que € chamado “elemento de volume representativo”. Entende-se
como “representativo” um elemento com dimensdes suficientemente grandes para
considerar a distribuicAo de microdefeitos continua e, a0 mesmo tempo, um
elemento suficientemente pequeno para ser considerado como um ponto material.
Como consequéncia, as tensdes e deformagBes da Mecéanica do Continuo devem
ser interpretadas fisicamente como grandezas que atuam sobre esse elemento.

De forma similar, para definir o dano em um ponto M, é considerado um
elemento de volume representativo orientado por um plano definido por sua normal

N e pela abscissa x na direcdo de . O valor de dano «, (M ,ﬁ,x) em um ponto M

na direcdo n com abscissa x é definido por:

05 3.43
g, 7) =222 (349

onde 5§ S é a area de interse¢cdo do plano considerado e do elemento de volume

representativo, e 5S, € area de intersecdo de todas as microfissuras e

microcavidades em § S. Neste trabalho, a variavel de dano sera denotada como «

em vez do comum D. Isso foi feito a fim de enfatizar que essa é uma variavel
interna e sera utilizada em conjunto com a abordagem anteriormente descrita. Na
figura 04 sdo apresentados o elemento de volume representativo e as areas de

interesse.

FIGURA 04 — ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO
FONTE: Nguyen (2005)
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A variavel de dano assume valores no intervalo 0<oy <1, sendo que
a4 = 0representa o material integro e 4 =1 indica um estado de total deterioracao.

A falha do elemento de volume representativo na direcdo i é definida na area mais
danificada:

5S;, (3.44)
oS

X

onde 6 S, é a area de interse¢do mais danificada. Uma vez que o dano no elemento

de volume representativo depende da direcdo i, a natureza anisotrépica do dano
esta contemplada nessa definicdo e a4 passa a ter carater tensorial. A teoria de
dano proporciona um meio de caracterizar a deterioracdo de um material em um
nivel microscopico através de valores em um nivel macroscopico. Se as
microfissuras e microcavidades sdo uniformemente distribuidas no elemento de
volume representativo, é adequado assumir o dano de forma isotrépica, afinal a

variavel de dano ¢, nesse caso, nao depende da direcao 1. No presente trabalho o

estudo sera restrito a casos com variavel de dano escalar, ou seja, caso isotropico.

3.2.2. Deformacéao equivalente

O conceito de tensédo efetiva € resultado direto da definicdo de variavel
interna de dano.

Considere o caso de tracdo uniaxial com uma variavel de dano escalar.
Devido ao processo de danificacdo a area da secdo transversal é reduzida e se

torna uma area efetiva, S—S,, na qual S é a secéo transversal original e Sy € a

area total de microfissuras. A tensdo ndo mais pode ser representada por:

oo F (3.45)

S

devendo ser substituida pela tenséo efetiva:
3.46
o = F ) >0 ( )

(S-Sp) (-ay)
A tensao efetiva é definida como a tensao calculada utilizando-se a area da

secao transversal que efetivamente resiste as forcas aplicadas.
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A extensdo desse conceito ao caso de tensdes multiaxiais com uma variavel
escalar de dano ndo exige mudancas uma vez que esse caso nao depende da
direcdon. Assim:

o (3.47)

onde 0 e o sdo o tensor de tensGes e o tensor de tensbOes efetivas
respectivamente.

No descarregamento, quando da mudanca de tensbes de tracdo para
tensdes de compressédo, devido ao fenébmeno de fechamento das microfissuras, a

secgao transversal efetiva € maior que S—S;. Em um caso particular onde todos os
microdefeitos se fecham Sy =0 essa se¢éo sera igual a S e a tensdo o e a tensdo

efetiva o serdo iguais. Esse comportamento unilateral tem sua importancia durante
simulagédo de materiais frageis, porém néo foi introduzido no presente trabalho.

O principio de deformacfes equivalentes apresentado por Lemaitre (1971)
segue da definicdo de tensdo efetiva e auxilia a evitar analises micromecanicas para
cada tipo de defeito e cada tipo de mecanismo de dano. Esse principio pode ser
enunciado da seguinte forma: Qualquer equacao constitutiva empregada a fim de se
obter as deformacdes de um material danificado deve ser tratada da mesma forma
como se aplicada a um material integro exceto que a tensdo deve ser substituida

pela tensao efetiva. A figura 05 ilustra o principio de deformacdes equivalentes.

a

T ;,

E

FIGURA 05 — PRINCIPIO DAS DEFORMACOES EQUIVALENTES
FONTE: O autor (2009)
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Ainda segundo Lemaitre (1992), a aplicacdo da hipdtese de deformacdes
equivalentes resulta em um estado de jungao entre dano e elasticidade. Essa juncéo
vem da observacdo do fendmeno fisico onde o processo de danificacao resulta em
uma mudanca nas propriedades mecanicas de um material. Na modelagem
constitutiva isso pode ser descrito para o caso uniaxial através da seguinte

expressao:
oc=0-ay)Ee (3.48)

Essa expressdo esta de acordo com observacdes experimentais realizadas
por Lemaitre (1992), onde o moédulo de elasticidade efetivo E depende do valor da

variavel de dano:
E=@1-ay)E (3.49)

Em formulacbes baseadas em deformacdes, o dano € caracterizado atraves

da tensao efetiva em conjunto com a hipétese de deformacdes equivalentes

3.2.3. Tenséao equivalente

Um conceito dual a hipétese de deformagdes equivalentes € a formulacdo
baseada em tensdes. A hipbétese de tensdo equivalente é proposta e o dano é
apresentado através do conceito de deformacdo efetiva, no qual o tensor de

deformac0es efetivas para o caso de dano isotropico € descrito por:
£=Q-ay)e (3.50)
A hipétese de tensédo equivalente foi enunciada por Simo & Ju (1987) na
seguinte forma: a tensdo associada a um estado de danificacdo obtido através da
imposicdo de uma deformacdo € equivalente a tensdo obtida em um material ndo

danificado através da imposicao da deformacao efetiva. A figura 06 ilustra a hipotese

de tensdes equivalentes.
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&

FIGURA 06 — HIPOTESE DAS TENSOES EQUIVALENTES
FONTE: O autor (2009)

3.3. MODELO CONSTITUTIVO

Nesta secdo, sera apresentado o modelo constitutivo para a simulagdo do
processo de danificacdo. A teoria anteriormente apresentada sera descrita através
de conceitos da analise convexa. A nova abordagem permitira obter os mesmos
resultados de uma maneira mais rigorosa, além de eliminar algumas restricdes como,
por exemplo, a necessidade de utilizar apenas func¢des suaves. No inicio da se¢éo é
definido um potencial termodinédmico, em seguida, as leis de estado apresentadas
anteriormente, equacdes (3.29) e (3.33), sdo reescritas utilizando outra formulacéo.
Em seguida o potencial termodindmico complementar da energia livre de Helmotz é
obtido. Por fim, resultados da andlise convexa sao apresentados, o potencial de
dissipacdo e as leis de evolucdo sdo determinados, completando o modelo. As
demonstracdes dos resultados da analise convexa encontram-se nos trabalhos de
Rockafellar (1970) e Lemaréchal & Hiriart-Urruty (1991).

3.3.1. Potencial termodinamico e Leis de estado

Como mostrado anteriormente o estado de um material, sofrendo um
processo de danificacdo isotérmico, pode ser completamente definido através do

conhecimento do tensor de deformacdes ¢ e da variavel interna de dano « .
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A primeira lei da termodinamica estabelece uma funcéo de estado, chamada
energia interna. Em condigfes isotérmicas, essa funcdo pode ser substituida pela

energia livre de Helmholtz:
szl//(g’“d) (3.51)
Se a energia livre de Helmholtz  for adotada, pode-se definir assim as leis
de estado:
o=V, e ay) (3.52)
A = —Vadl//(g,ad) (3.53)

Alternativamente, uma transformada de Legendre-Fenchel pode ser

efetuada obtendo-se a funcao dual ou conjugada de y :
Ve :l//C(O"Ad) (354)
Onde o é tensor de tensdes de Cauchy e AYs&o as forcas termodinamicas.
Essas duas fungdes sao relacionadas por:

l//c(g,Ad)=Sup£’a [0'-€+Ad cay —y(e,aq )] (3.55)

Por hipotese, assume-se que a funcdo energia livre de Helmholtz  é
estritamente convexa e diferenciavel. Uma vez que y € estritamente convexa, o
potencial conjugado . € diferenciavel. Assim as variaveis de estado ¢ e a4 podem
ser assim definidas:

e=V,yelo,A?) (3.56)

ay =VAdl//C(0',Ad) (3.57)

Usando ainda a hipdtese de deformacdo equivalente e considerando a

energia livre de Helmholtz como:
wle,aq)=w(e)l-ay) (3.58)

A variavel de estado o é definida como:
o=V, (e)l-ay) (3.59)

definicdo essa correspondente a formulacédo de Lemaitre (1971) se for identificada a
tensao efetiva como:
=V, ye) (3.60)



31

E importante notar que a forca termodinamica, associada & perda de rigidez,

tem a mesma dimensao de energia:

AT ==, [7(e)a-aqg)|=7(2) (3.61)

3.3.2. Potencial de dissipacéo

A lei da normalidade e a convexidade da superficie de dano foram
apresentadas, anteriormente, como conseqiiéncias do principio da poténcia méaxima
de Hill. Nesta secao, esses resultados sao obtidos a partir da aplicagdo do teorema
apresentado a segquir.

Teorema: Seja X um espago reflexivo de Banach e seja g: X - R uma
funcao prépria, convexa e fraca semi-continua (l.s.c.). Dados xe X e x* € X", entao:
X" € 0g(x) <> xe ag*(x*)
onde g é uma funcdo conjugada de g.
Na aplicacédo do teorema apresentado, assume-se que 0 espaco vetorial X

corresponde ao espaco das taxas da variavel interna de dano e o espagco X’
corresponde ao espacgo das forcas termodindmicas associadas ao processo de
danificacao.

Define-se a funcdo suporte da regido convexa de forcas termodinamicas

admissiveis P como:

2(crg) = SUBAT - 1 AT € Pf= AY -1, (3.62)
o

onde A" é o ponto onde o supremo é atingido. Nesse contexto, y é a funcéo de
dissipacdo. Essa funcdo é a funcdo conjugada a funcdo indicatriz da regido
admissivel P e possui as seguintes propriedades: convexa, positiva homogénea,
fraca semi-continua (I.s.c.), ndo negativa e contém a origem. Portanto do teorema

apresentado no inicio dessa sec¢éo, tem-se:
¢y €dInd, < A € dx(ay) (3.63)
onde a fungéo indicatriz de P, Ind,, indica se um valor de A® pertence a regido P.

Para valores de A ¢ P, Indp = 0.
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A equacdo acima é uma generalizacdo da Lei da Normalidade, admitindo o
caso de funcdes de escoamento ndo suaves. A formulacdo apresentada nessa
secdo permite descrever a Lei da Normalidade de duas formas equivalentes,

conforme apresentado no quadro a seguir:

FORMULACAO DESCRICAO
¥ - fungdo convexa, positiva homogénea, nédo
Tipo | negativa e contendo a origem.
A e 0y(aq)
P - conjunto fechado, convexo e contendo a origem.
Tipo Il e = Ind; - fungdo indicatriz de P
¢ € dindp (A )

QUADRO 1 - FORMULACOES EQUIVALENTES DA LEI DE FLUXO
FONTE: FREITAS (2008)

Segundo Han & Reddy (1999) consideracdes préaticas determinam qual das
formulagBes é mais apropriada para a resolucdo de um determinado problema.

A formulacdo do tipo Il € comumente mais utilizada e € a formulacdo
adotada no presente trabalho. Segundo essa formulacdo, onde P representa a
regido admissivel, Q o interior dessa regido e 0Q2 sua fronteira, identificam-se trés
situacdes distintas:

a) AgP— alndP(Ad):{ } e, portanto, essa regido é inacessivel;

b) A?e Q—)@Indp(Ad)z {0} e, por essa razdo, o interior de P é
conhecido como regiao elastica,
c) A% € 9Q > alndP(Ad ): {o‘zd /(Af‘ YN )-02 <0,VAY ¢ P} representando o

cone das normais externas a P em A°.

3.3.3. Equacao constitutiva de dano em taxas

Nessa secdo, as relagcdes constitutivas sdo enunciadas em termos de taxas
temporais de tensdo e deformacao.
A fim de obter as leis de estado em taxas, as equacobes (3.56) e (3.57) séo

derivadas em relacéo ao tempo. Como resultado, obtém-se as seguintes expressoes:
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=V V¢ (0', A° )O' +V (0', AC )Ad (3.64)
dy =VAdAdl//C(O',Ad )Ad +VAdal//C(0',Ad)a' (3.65)
Introduzindo o potencial jc(o",Ad):

jC(d7Ad):%Vaal//c(0, A’ )0'-0'+V0Adt//c(a,Ad )o"- Al +

. (3.66)
+§VAdAd Ve (0', AC )Ad - A
pode-se obter as leis de estado em taxas:
£=V,jiclo, A% (3.67)
by =V el AY) (3.68)

O potencial jc(a',Ad) € um funcional quadratico, estritamente convexo,
diferenciavel, coercivo e com minimo em zero. Por definicdo, o funcional
complementar a esse potencial € também diferenciavel e possui a forma:

i(8.6g)=SUp, o6&+ A% -ay — jclo, A% (3.69)

Assim como as taxas de deformacdes e da variavel interna de dano estao

relacionadas ao potencial introduzido na equacéo (3.66), as taxas de tensdes e das

forcas termodinamicas podem ser obtidas do potencial j(s',o'cd):
6=V, ay) (3.70)
Al =-v, j(ay) (3.71)
Para exprimir a relacdo constitutiva em taxas é necessario, ainda, encontrar
uma relacdo de consisténcia que vinculara as taxas de for¢cas termodinamicas com
as taxas da variavel interna de dano. Essa relacdo de consisténcia € apresentada
por:
Ay =0 (3.72)
Faz-se necessario, também, definir a regido convexa das taxas das forcas

termodinamicas admissiveis. Como em Freitas (2008) e Hecke (1991) adota-se, para

essa regido, o cone polar negativo de alndP(Ad ) ou seja:

P = Jond (A7) (3.73)
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Salienta-se que P €& um cone convexo com vértice na origem e definido por:
A e loindp (A0)] > A%y <0 Ve € ainds(AC) (3.74)

e esquematizado na figura 07.

P = lemd(44)]

4

FIGURA 07 — CONE POLAR NEGATIVO DE alndp(Ad)
FONTE: O autor (2009)

Dados os vetores A% e AY, o vetor (Af’ - Ad) encontra-se na regido do cone

polar negativo de alndp(Ad). Fazendo A’ =A%, e A’ = A" obtém-se:

AP —A?  AAY (3.75)

AY = [im
At At

Assim as taxas de forcas termodindmicas admissiveis A , também se
encontram na regiao do cone polar negativo de 6IndF,(Ad )

Considerando que a regido das taxas das forcas termodinamicas
admissiveis é 0 cone polar negativo de alndP(Ad), € possivel demonstrar que dado
A ¢ P, entdo a, é tal que:

a) a, eaind,(A%)
b) AY-a, =0 se e somentese dy < dlnd s (AY)
E possivel obter uma interpretacdo fisica para o fato de a, ealndp(Ad),

analisando as seguintes situagdes particulares:

a) A%eQ , nesse caso, ndo ocorre danificacdo, pois a forca

termodindmica nesse instante pertence ao interior da regido
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D

admissivel, =0 e qualquer taxa de forca termodinamica

admissivel;

b) A c6Q , nesse caso, onde a forca termodindmica pertence a
superficie da regido admissivel, identificam-se trés situagdes:

i Ade Q{F"}. Sendo a taxa de forgas termodinamicas pertencente ao
interior do cone polar negativo de alndP(Ad), 0 conjunto alndp(Ad)

possui somente o0 elemento nulo, interpreta-se que nao ocorre
danificagdo, isto é, ¢=0. Esse é o caso em que ocorre

descarregamento elastico local;

i. AYe GQ{F"}. Quando a taxa de forgas termodinamicas pertence a
superficie do cone polar negativo de alndP(A") pode ocorrer
danificacdo ou ainda um processo neutro. Nesse caso,
tq < oind s (AY).

ii. A% ¢ P. Quando a taxa das forcas termodinamicas néo pertence ao

cone polar negativo de alndp(Ad) 0 conjunto alndp(Ad) € vazio.

3.3.4. Equacéao constitutiva de dano em incrementos finitos

Processos evolutivos podem ser aproximados através da descricdo do
comportamento do material em certos instantes obtidos em intervalos de tempo
selecionados. O problema de evolucdo consiste em avaliar as variaveis no fim do
intervalo de tempo a partir de seus valores no inicio do intervalo e dos valores dos
incrementos sofridos pelas varidveis ao longo do intervalo. Dessa forma, o estado de

um corpo no instante t + At € obtido a partir do estado do corpo em um instante t:

Ot =01 +AC (3.76)
IR @77)
Ent =& +AE (3.78)
Ao = Fdy T Ay (3.79)

As leis de estado, dadas pelas equacdes (3.56) e (3.57), sdo reescritas na

forma incremental:
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A8=VO.WC(O'+AO',Ad + AAY )—VUWC(O', Ad) (3.80)
Ay =V awelo+ Ao, A+ AR )=V pclo,Ad) (3.81)
Introduzindo o potencial j.(Ac,AA?):

JTC(AO',AAd)=l//c(O'+AO',Ad+AAd)—A0'-VUl//C(0',Ad)—
d d d (382)
~AATY (o, AY )y (o, AY)

E possivel obter os incrementos de deformac&o e os incrementos da variavel

interna relativa ao dano:

Ae =V _jc(Ac,AAY) (3.83)
Aag =V aic (Ao, AAY) (3.84)
Adotando para potencial de dissipacéo a funcao:
2(Aag)=sup,(A®-ay) (3.85)
E para o potencial conjugado:
2c (A% + AAY)= Ind, (A% + AAY) (3.86)
Obtém-se as expressoes:
(A? + AAY )e By (Aay) (3.87)
Acry = dIndp (AY + AA° ) (3.88)

Salienta-se que o funcional j. (Ao, AA?) é andlogo ao funcional jc(o", Ad),
sendo que a diferenca entre esses reside em dois pontos. Primeiramente, enquanto

jc(d, Ad) € uma funcdo quadratica das taxas temporais das tensdes e das taxas
temporais das forgas termodinamicas relativas ao dano, j. (Ao-,AAd) € uma funcao
convexa e diferenciavel dependente apenas de l//C(AO',AAd). Além disso, na

formulacdo em taxas, A? deve pertencer ao cone convexo das taxas admissiveis de
P, enquanto no problema em incrementos finitos as forcas termodinamicas relativas

ao dano no final do passo A% +AAY devem ser admissiveis, isto é, contidas na
regiao P.



37

O funcional iC(Ao-,AAd) é estritamente convexo, de forma que seu
conjugado resulta diferenciavel. A partir da relagéao:

J(ae,Acg)=sup,_ Ao, A= Tc(Ao, AR ) (3.89)

E das propriedades do funcional conjugado, € possivel obter a relacdo

constitutiva inversa:

Ac eV, j(As,Aay) < AgeVGIC(AO',AAd) (3.90)

3.3.5. Relacao entre fungao dissipacédo e funcdo escoamento

Nessa secdo a relacdo entre as funcbes de dissipacdo e de escoamento é
apresentada, utilizando-se para isso o0 conceito de funcdes polares.

A funcéo gauge ou funcédo de Minkowiski para um conjunto P é definida pela
expressao a seguir:

gp(A?)=inf{u >0/ A% € uP) (3.91)

Conforme pode se observar, essa fungdo assume o menor valor positivo
pelo qual um conjunto P pode ser multiplicado, de forma que um elemento A% do
conjunto continue a fazer parte do mesmo.

Em conjuntos que contém a origem, a funcdo gauge assume valor 1 para
elementos na fronteira do conjunto e valor menor que 1 para elementos internos.
Dessa forma como a funcédo de danificacdo assume valor nulo para valores de forcas
termodinamicas na fronteira da regido admissivel e valor menor que zero para forcas
termodinamicas internas a regido admissivel, é possivel definir a regido admissivel

como:
P=1{A?/gp(A%)<1} (3.92)
Na equacgdo (3.92), a funcdo g, a partir da qual a regido admissivel foi
definida é denominada, por alguns autores, funcdo de dano candnica.

A funcéo g, também pode ser definida da seguinte forma:

gp(A?)=inf ju > O/ A - arg ) < pay(cis )| (3.93)
Nessa equacdo y representa a funcdo de dissipacao, isto é, a funcéo

suporte da regidao admissivel P.
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Assumindo que y(d4)=0, se e somente se, ¢, =0, entdo a fungéo gauge e
a funcéo de dissipacédo podem ser relacionadas pela expressao:
<Ad 'dd> (3.94)
edomy Z(dd)

A funcao (3.94) estabelece que as funcdes gauge e a funcdo de danificacdo

gP(Ad ): SUP,q

sao funcdes conjugadas polares. O Lema apresentado a seguir permitira obter a Lei
da normalidade a partir das definicbes apresentadas.

Lema: Seja g uma funcdo convexa nao-negativa, com g(O):O e seja A um
ponto no interior do dominio de g, tal que g(A)>0. Seja P={X/g(X)<g(A)}.
Entdo ¢ € Np(A), se e somente se, existir 1> 0, tal que ¢ e 1dg(A).

Para funcdes diferenciaveis, obtém-se a forma classica da Lei da

Normalidade a partir do lema apresentado, isto é:
dq = AVg(A?) (3.95)
Da definicdo de subdiferencial, determina-se o multiplicador 4. Fazendo

X =0e depois X =2AY, na equacéo:

29(X)- 4g(A% )= ay (X - A?) (3.96)
E usando a propriedades de g, obtém-se a relacao:
A= ylay) (3.97)

Para uma fungcdo de danificacdo f escrita sob uma forma qualquer, os

vetores normais externos a P, em um ponto AY da superficie de dano, também s&o

proporcionais ao vetor gradiente da funcdo f nesse ponto, de forma que:
Gy = AV o (A7) (3.98)
A condicdo de que somente pontos da superficie de dano podem apresentar
danificacao efetiva, isto € 1 # 0, € condensada na condi¢cdo de complementaridade:
420 f(A)<o - f(A¥)=0 (3.99)
Com o auxilio da condicao de consisténcia apresentada na equacgéo (3.70) e

da definicdo de cone polar negativo, a regido das taxas de forcas termodinamicas

admissiveis pode ser definida por:

P={A?/av , f(A?)A%, V220 (3.100)
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A relagcéo de consisténcia e a regiao definida na equacéo (3.100) permitem
estabelecer a relagbes a seguir:

sef(A’)=0,entio 220 f(A)<0 4-f(A¥)=0 (3.101)
ondef =V . f(A? Al (3.102)

Caso a funcao de danificacdo ndo seja diferenciavel, pode-se admitir que a
regido P é definida pela insercdo de um numero finito de regibes convexas,

identificadas por funcbes f; , suficientemente regulares, chamadas modos de
danificacdo. Convenciona-se que f é o vetor cujo componente j é o valor da
fungdo f; no ponto. Além disso, cada modo de danificagdo possui um multiplicador

associado, ou seja, A também é um vetor.
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4. UM MODELO DE DANO SEGUNDO ENFOQUE TERMODINAMICO

No presente capitulo o modelo de dano desenvolvido por Tao & Phillips
(2005) é formulado segundo enfoque termodinamico.
Para a energia livre, adota-se a seguinte funcao:
1 —
l//(g,ad)=§ID(1—ad)g-g 4.1)
onde ID é a matriz elastica apresentada na equacéo (4.2) em termos do modulo de

elasticidade E e do coeficiente de Poisson v .

E@l-v) Ev Ev 0 0 0
@+v)i-2v) @Q+v)i-2v) @+v)a-2v)
Ev El-v) Ev 0 0 0
@+ ?(1— 2v) (@+v)i-2v) @+v)i-2v)
El-v) Ev EL-v) 0 0 0
D = @+v)i-2v) @Q+v)i-2v) @+v)a-2v)
= £ (4.2)
0 0 0 0 0
2(1+v)
E
0 0 0 0 2ev) 0
E
_ 0 0 0 0 0 2]

Na equacao a seguir, a matriz elastica € apresentada para o caso de estado

plano de deformacdes:

» ) .
— E@l-v) @)
D= @+v)1-2v)| @-v) ! 0 (4-3)
0 0 (1— 21/)
I 21-v)]

O potencial termodinamico complementar possui a seguinte forma:

1 d d
——o0-0 SeA” <
21D #o

1

veloA?)-
) ﬁ[1+C1(Ad —A(‘)’)CZ}O-.J seA? > Ag

(4.4)
onde A@' é a forca termodinamica a partir da qual se inicia o processo de danificacdo

calculada através da expressdo (4.5), Cl1 e C2 sao constantes do modelo

responsaveis pela modificacdo da regido admissivel.
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1 —
Ag :Engdo'gdo (45)

Na expresséo (4.5) g4, corresponde a deformagédo a partir da qual os

processos nao-lineares, como a danificacdo, ocorrem. Esse parametro € obtido

através de ensaios de tracdo uniaxial, como pode ser visto na figura 08.

s
;

éd[l =$1
FIGURA 08 — ENSAIO DE TRA(;AO UNIAXIAL: DEFINIQAO DE ¢4
FONTE: Guello (2002)

A forca termodinamica relativa ao dano, por sua vez, se confunde com a
energia livre, como pode ser observado na figura 09. Essa for¢a termodinamica pode

ser interpretada como a energia livre do sistema se esse fosse perfeitamente

elastico:
Al =V (ga)—ll_g-g 4.6
- U‘dw “d _2 ( . )
o el
g e -
|
1 - 1
1 “ 1
1 Fa 1
: d :
1 E o I . :
—e 2 4
2 ! « :
£ ¢ c e

FIGURA 09 — COMPARAQ&O ENTRE A ENERGIA LIVRE E A FORCA
TERMODINAMICA
FONTE: O autor (2009)
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A regido das for¢cas termodinamicas admissiveis pode ser definida de forma
similar a La Bordeire et al. (1992):

P={AY - Al -7 <0 (4.7)

Segundo Tao & Phillips (2005), conforme o processo de danificacdo ocorre,
a superficie inicial de danificagdo se altera em funcdo do parametro de
endurecimento/amolecimento Z . [Esse parametro pode ser definido
matematicamente de diferentes formas, através de polinbmios, potenciais, funcdes
exponenciais, etc. Segundo os autores ainda, potenciais e fungbes exponenciais
representam de maneira mais acurada as curvas de carregamento de materiais
cimenticios. Assim, Tao & Phillips (2005) definem o parametro Z como:

1 C2
- | % (4.8)
Cl1- oy

onde Cl e C2sao duas constantes a serem calibradas através de ensaios uniaxiais
de tracdo e compressdo. Os efeitos da variacdo dessas constantes sobre o

parametro Z podem ser observados na figura 10.

@i

CI1=30 CI=7000

FIGURA 10-EFEITODE CLE C2 EM Z
FONTE: Tao & Phillips (2005)
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Especificamente, C1 € responsavel pela magnitude da regido admissivel e
C2, por sua vez, € responsavel pela superficie dessa regido, influenciando a
caracteristica de endurecimento/amolecimento do material a ser simulado, como
pode ser visto na figura 11. A escolha apropriada de Cl e C2 conduzira a um
parametro Z mais adequado aos diferentes tipos de cimentos e suas resisténcias a

esforcos de tragdo e compressao.

43 o
Cl,<ClL<CL C2,=C2,=C2,

c2,
CL

C2,
ci,

C2,
c1, .

£ £

FIGURA 11 — SIGNIFICADO FiSICO DE C1 E C2
FONTE: O autor (2009)

Por definicdo, a funcdo dissipacdo € o suporte da regido admissivel P,
sendo determinada por:
) =supg_ AT dy} (4.9)
Assim a funcao de dissipac¢do assume a forma:

)= (%Iﬁg-gjdd, seay >0

2o (4.10)

©, Seay <0
O potencial termodinamico complementar € entéo obtido a partir de:

e =oInds(A) 4.11)
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5. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E ALGORITMOS

Este capitulo tem por objetivo descrever a estrutura do programa
desenvolvido, detalhar o elemento de interface implementado, além de apresentar
0s métodos numéricos e algoritmos para resolver o problema de dano.

O procedimento de solucdo combina um método Quase-Newton para a
resolucao do equilibrio global e um algoritmo de programacdo matematica (Newton-
Raphson) para a resolucdo da equacao constitutiva. A discretizacdo espacial é
obtida aplicando-se o método dos elementos finitos e a discretizacdo temporal foi

introduzida independentemente da espacial.

5.1. PROGRAMA DESENVOLVIDO

Com o intuito de simular a perda de rigidez em interfaces foi desenvolvido
um programa numérico computacional. Esse programa foi implementado em
linguagem FORTRAN 90, utilizando o software Compaq Visual Fortran, Copyright©
2000, Compag Computer Corporation, baseando-se no programa desenvolvido por
Freitas (2008) e com o auxilio de idéias contidas no Sistema de Desenvolvimento de
Programas no Método dos Elementos Finitos (SDP) escrito por Feijoo & Gouvea
(1985).

O cadigo estéa estruturado em modulos, algumas sub-rotinas do programa de
Freitas (2008) foram utilizadas a fim de possibilitar ndo s6 a simulacdo do processo
de danificacdo, mas que também fosse capaz de realizar simulacdes de problemas
elasto-idealmente-plasticos, com um critério de escoamento de Drucker-Prager, e
simulacdes de problemas elastoplasticos, com um critério de escoamento definido a
partir de um modelo cap.

O programa aceita como condicdes de contorno a imposicdo de cargas
distribuidas, cargas concentradas e deslocamentos prescritos em determinados nos
da malha de elementos finitos. Considera-se que 0s materiais em analise séo
isotropicos, ndo havendo restricdo quanto ao numero de materiais que podem
compor a estrutura analisada.

No programa desenvolvido para este estudo, o0 modulo denominado CODE

contém o programa principal o qual realiza as chamadas dos modulos PREP,
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responsavel pela entrada de dados, e PROC, mddulo que realiza a montagem e
resolucdo do problema de equilibrio para cada incremento de carga. Esses
processos sao realizados através da chamada de sub-rotinas contidas nesses dois
modulos.

Para cada incremento de carga, a sub-rotina SOLVE resolve um problema
de equilibrio global, no qual sédo balanceadas as for¢as externas e as forgas internas,
calculadas ponto a ponto, seguindo a discretizacdo espacial do Método dos
Elementos Finitos. A sub-rotina FORMFK é responsavel pela montagem da equacgao
de equilibrio. Essa por sua vez chama a sub-rotina ELEM responsavel pela
determinacdo das forcas internas (tensbes) a partir da resolucdo da equacéo
constitutiva, em cada ponto de Gauss, a discretizacdo temporal foi introduzida
independentemente da espacial. As rotinas de integracdo numeérica estao contidas

no modulo INTEGRA. A figura 12 ilustra a estrutura do programa desenvolvido.

Carregamento Externo

¥

incremento de carga [+

M
m
=
A

r—-———-— - —-—"=-"—=|=-"—"—-"=—-"=-"—-== |
I

Para cada ponto
: de Gauss

S ©

Atinge o equilibrio global?

Problema constitutivo
energia livre
potencial de dissipacéo

FIGURA 12 - ESTRUTURA DO PROGRAMA DESENVOLVIDO
FONTE: O autor (2009)
Inicialmente, o programa foi desenvolvido para resolver problemas de estado
plano de tensbes, de deformacOes e de sélidos axissimétricos, a extensdo para
andlises tridimensionais podera ser realizada com a implementacdo de elementos

adequados.
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5.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A solucdo de um problema elastico plano € uma funcdo que descreve o0s
deslocamentos dos pontos do dominio. Essa funcdo pertence a um espaco de
dimenséo infinita, podendo ser obtida a partir da combinagao linear das infinitas
funcdes que formam a base do espaco vetorial que faz parte.

O método de Galerkin propde construir uma solucdo aproximada para o
problema, tomando um numero finito de funcbes que formam a base do espaco ao
qual pertence a solucdo exata. Assim, a solucdo aproximada € formada a partir da
combinacao linear de um numero finito de termos. Como Oden (1981) destacou, 0
meétodo de Galerkin torna-se uma ferramenta util a partir do momento em que se
dispde de uma técnica sistematica para a construcdo das funcdes que formam a
base do espacgo vetorial, denominadas fungbes base.

O Método dos Elementos Finitos € uma técnica que permite determinar as
funcdes que formam a base do espaco vetorial aproximado. Segundo esse método,
as funcbes base sdo construidas a partir de funcdes definidas em cada um dos
elementos (subdominios) no qual o dominio foi dividido. As funcdes definidas em
cada elemento sdo denominadas func¢des de forma.

E possivel definir um elemento master com um sistema de coordenadas
local com base no qual as funcdes de forma sdo definidas. A seguir, todos 0s
calculos do método sédo efetuados sobre esse elemento master que se relaciona
com os elementos da malha a partir de uma transformagdo (mudanca de
coordenadas). Por fim, as contribuicdes de cada elemento da malha sdao somadas
com o intuito de se obter a solu¢cdo aproximada do problema.

O problema de dano elastico pode ser definido para um elemento da malha
Q,, pela seguinte equacao:

[B) (' +ac o - Qj(Ni J' (b+ab)d+ [(N') ¢+ At)dr (5.1)

Qe e Fq

Na equacdo (5.1), Ac' esta relacionado com AU' pela relacdo constitutiva:
Ac' =V, j(B'AU", Aay ) (5.2)
O vetor local de incrementos de deslocamentos é formado a partir da

combinagao linear das fungbes de forma do elemento i, ou seja:
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AU (x )= [N' ()] AU (x,y) (5.3)

(@G =i, vl Ui, Ul LUl ol (5.4)

(N |1 O %2 O .. ¥ 0O (5.5)
0O ¥, 0 V¥, .. 0 ¥

AU (x,y) = U:xl‘l’l:+U:X2‘P;i+...+U:X,;P,i1i (5.6)
Uy +U W5+ +U W)

Nas equacbes (5.3) a (5.6), ¥ representa as funcdes de forma, N
representa a matriz contendo as func¢des de forma, AU' representa o vetor contendo
as componentes x e y dos deslocamentos nodais e n representa o numero de nos
do elemento i.

A matriz B' para campos de deslocamentos aproximados de deformacéo é
dada por:

LAU' =L(N'J AU' = B AU (5.7)
onde:
2 9
OX
0
L=| 0 5 (5.8)
L
|0y OX]

Finalmente, a equacdo de equilibrio, fornecida pelo diferencial de TI(Au)é
dada por:

R(AU ) = (Fint + AR, )_ (Fext + AI:ext) (5.9)

Onde os termos F,

int

AF,, Fox © AR, S80 obtidos a partir da soma das

contribuicdes de todos os elementos:

Fi = J'(Bi )To-idQ (5.10)
Qe
ARy = [(B') ac'da (5.11)

Foo= [N bda+ [(N') tar (5.12)
Qe

Te
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AF g = J(N ! )T AbdQ + I (N i )T Atdl’ (5.13)

Te

5.2.1 Elemento de interface

O elemento aqui descrito foi inicialmente utilizado em problemas da
mecanica dos solos, onde sdo comuns aproximacgOes bidimensionais com o
emprego das hipoteses simplificadoras do estado plano de deformacgdes. Como o0s
problemas axissimétricos s&do similares aos problemas de estado plano de
deformacgbes em coordenadas cilindricas, o desenvolvimento utilizado por Desai et al.
(1984) pode ser seguido sem maiores problemas.

Os autores partiram dessas hipoteses para chegar ao elemento de interface

passando por um estado de transicdo. Esse estado de transicdo € caracterizado

pela modificagdo do componente C,,;, do estado plano de deformacdes. Essa

alteracdo adveio de analises numéricas realizadas. ApOs esta primeira modificacéo,
Desai e seus colaboradores, resolveram alguns problemas numeéricos utilizando
elementos isoparamétricos. Ao fim desse processo definiram as propriedades do
elemento de interface propriamente dito. A esse estado de transicdo tem-se
associado um elemento de transicdo, assim denominado o elemento que contém
caracteristicas do estado plano de deformacgdes e da propria interface.

Para a andlise do elemento de interface faz-se necesséaria a avaliacdo do
comportamento do elemento em funcdo da influéncia de sua espessura. Essa
avaliacao € realizada por intermédio de um elemento isoparamétrico de quatro nos

IQ4, podendo ser estendida para o elemento com seis nds, empregado nesse
trabalho para simular a regiao de interface.

A geometria do 1Q4 é regular, sua altura tem dimensao h, comprimento b e
sua matriz de rigidez foi calculada e integrada para uma dimens&o unitaria na

diregdo X3, essa matriz de rigidez pode ser escrita como:
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-K
-K
-K
Kiga =] _ K, (5.14)
-K
-K
-K
onde:
1 1
Ky = %(hzclln"' b2C1212) K, = %(hzcﬂlz + szzzzz)
1 1
Ks = 2 (C1122 + C1212) Ky = 2 (C1122 - C1212)
1 1 (5.15)
K5 = _%(thcllll - bZC1212) Ke = %(hZCnll - ZbZC1212)
K; = _i(2h2C1212 - b2C2222) Kg = i(hzclzlz - szczzzz)
6bh 6bh
e.

Cinn Cuze O
C={Cuz Cupp O (5.16)
0 0 Cup

Na equacéo (5.16), a matriz C representa a matriz constitutiva do estado
plano de deformagbes de um elemento contido no plano OX;X,.

Se for considerado que o comprimento b € muito menor que sua altura h,
como pode ser observado na figura 13, as equacbes anteriores podem ser
aproximadas como:

h h
Kl = %Cllll Kz = %C1212
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1 1
Ks = 2 (C1122 + C1212) Ky = 2 (C1122 - C1212)
h 1 K (5.17)
Ks =_%(:1111=_K1 Ke :ﬁC”“:?l
h h K
K7 =—£C1212=—K2 Kg =&C1212=72

Observa-se que o termo C,,,, esta ausente na equagédo (5.17). Também se
pode notar que a matriz de rigidez pode ser escrita apenas em funcdo dos termos

K, a K, , onde os coeficientes K, e K, sdo dependentes, e K; e K,

independentes da relacao E

FIGURA 13 — ESBOCO DO ELEMENTO DE INTERFACE
FONTE: O autor (2009)

A partir da constata¢cdo que o termo C,,,, contribui muito pouco quando o

comprimento do elemento tende a um valor muito baixo e o efeito da dilatancia esta
presente € que Sharma & Desai (1992) propuseram que as propriedades da regiao

sejam representadas por:

C1111 0 C1112
C.=| 0 0 © (5.18)

C1112 0 C1212

Onde C. é a matriz constitutiva elastica da interface, C;;,; € a componente

normal, C,,,, € a componente cisalhante e C;;;, a componente acoplada dos dois

efeitos (normal e cisalhante). Porém, de acordo com o0s proprios autores, os efeitos
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acoplados séo dificeis de serem determinados por intermédio de testes, por isso
neste trabalho, assim como em Lazaro (2004), foram negligenciados.

Como essa regido de interface é fortemente influenciada pela presenca dos
materiais que estdo em contato e sendo suas propriedades corretas dificeis de
serem precisamente determinadas, Sharma e Desai (1992) propdem que a

componente normal C,;;; da regido de interface seja uma fungao linear das

propriedades dos materiais envolvidos e da prépria interface, muitas vezes
considerada com propriedades idénticas as de um dos dois materiais envolvidos.

Dessa forma, a componente normal pode ser escrita como uma combinacao linear
das propriedades normais da interface C/,,; e dos materiais envolvidos C3,, € C21.,
ou seja:

C:llll = '91C]!111 + l92C::Iil.1l + '93Cf111 (519)
onde os termos 4 s&o pesos atribuidos a cada componente envolvido na estrutura.

A componente cisalhante C,,,,, segundo Sharma e Desai (1992), pode ser

obtida por ensaios de cisalhamento direto.

Sharma & Desai (1992) apresentam dois parametros adimensionais que
devem ser satisfeitos concomitantemente para que o0 elemento de interface
comporte-se de acordo com as aproximacdes e consideracdes feitas. Esses
parametros foram retirados a partir da andlise de varios conjuntos de simulagfes
numeéricas e ensaios laboratoriais e séo utilizados como orientacdo para o emprego
dos elementos de interface.

Um dos parametros é dado por:

1

h (ExGy)2

¢=B—1210“ (5.20)

(C1111C1212) 2

Onde Ey e Gy sdo, respectivamente, o modulo longitudinal e o mddulo

cisalhante dos materiais envolvidos. Uma adaptacdo é proposta para se determinar
esses valores, posto que, existem materiais com modulos diferentes em contato com
a interface. Essa adaptacdo consiste em empregar uma média aritmética para se

encontrar os respectivos valores de E, e G, Dessa forma eles podem ser obtidos a

partir de:
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e _EatE (5.21)
N 2

o _GatGy (5.22)
N 2

onde E; e G, correspondem aos modulos dos materiais que estdo diretamente em

contato com a regiao de interface.

O outro parametro a ser respeitado, também obtido por Sharma & Desai
(1992) atraves das analises numeéricas e testes laboratoriais, corresponde a relacao
entre a altura e o comprimento do elemento de interface dado por:

%s 001 (5.23)

Uma grande vantagem desse elemento fundamenta-se no desembaraco do
emprego de sua formulacdo, posto que tanto a formulacdo do continuo quanto do
elemento de interface sdo realizadas através de elementos quadrilaterais planos.
Dessa forma, torna-se facil a implementacdo desse elemento em um programa

computacional.

5.3. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIO

Esta secdo descreve o0s procedimentos adotados para a solucdo do
problema de equilibrio. A forma variacional cineméatica do problema de equilibrio
consiste em encontrar incrementos de deslocamentos cinematicamente admissiveis

tais que a Equacéao (5.24) seja satisfeita:
(o+a0,Blau ) = L, (au7) vau* U (5.24)

Na equacdo (5.24), Ao esta relacionado com Au através da equacao

constitutiva:
Ac =V _j(B(Au),Acy) (5.25)
Com o uso da propriedade de convexidade de ](Ag,Aad), chegou-se ao
seguinte principio de minimo equivalente a forma variacional apresentada:
inf, ._, 1(B(Au),Aay)- Ly, 5 (Au)+ (o, B(AU)) (5.26)

Reconhece-se no principio de minimo apresentado, um problema de

otimizacdo. Nesse tipo de problema, pretende-se minimizar uma funcdo objetivo
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f(x), onde xeR". Os algoritmos de otimizacdo que permitem resolver o problema
. . a e oA . . ~ o0
descrito geram, a partir de um ponto inicial x,, uma sequéncia de iteragtes {xk}k:o

que termina quando ndo se pode fazer mais progresso ou quando se obteve um
ponto suficientemente proximo da solucdo (Nocedal & Wright, 1999). Para gerar o

proximo ponto da sequéncia de iteracdes a partir de um ponto X,, 0sS algoritmos
utilizam informagbes a respeito da funcdo f em x, e, possivelmente, informagoes
das iteragbes anteriores X, X, ..., X,; - ESsas informagbes sdo utilizadas para
encontrar um ponto x,.,, no qual o valor da funcdo f seja menor do que o valor de
f em x,.

Alguns métodos escolhem uma direcdo d, e procuram ao longo dessa
dire¢do um novo ponto X,,,, no qual o valor de f seja menor do que o valor de f
em X, . A iteragéo é dada por:

X = X + Py (5.27)

O sucesso do método depende de escolhas eficientes da dire¢éo d, e do
tamanho do passo p,.

A maioria dos métodos requer que d, seja uma direcdo descendente, ja que
essa propriedade garante que o valor da funcdo f diminua ao longo dessa direcéo.
Assim, a diregdo d, costuma ter a forma apresentada da seguinte forma:

d, = -G, 'Vf, (5.28)

Na Equacao (5.28), G, € uma matriz simétrica ndo-singular. No método de
Newton, G, é o Hessiano V*f(x,). Nos métodos de Quase-Newton, G, é uma
aproximacéo do Hessiano atualizada a cada iteracéo.

Fazendo G;'=H,, obtém-se:

dy =—-H,Vf, (5.29)
X1 = X — P H VI (5.30)
Para o problema de equilibrio em analise, a funcao objetivo f é dada por:

f = J(B(Au),Aay)- Ly, p (Au)+ (o, B(AU)) (5.31)
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No presente trabalho, a funcdo objetivo sera minimizada utilizando um
Método de Quase-Newton. A aplicagcdo desse método exige que se determine Vf,
Assim como nos trabalhos de Freitas (2008) e Hecke (1991) o funcional a ser
minimizado é apenas uma vez diferenciavel e a anulacdo de seu diferencial fornece

a equagao de equilibrio. Por definicdo, um funcional f :U — R é dito diferenciavel

em ueU, se existe um operador Df definido por:

Df (u)(v)=lim,_, [f(u M;)‘ fw) (5.32)

Se U cR", tem-se:

Df (u)v)= ETV =Vf.v (5.33)

Sendo a derivada de uma soma igual a soma das derivadas e aplicando as
definicbes apresentadas em (5.32) e (5.33) a cada uma das parcelas do segundo

membro da equacgéao (5.31), tem-se:

Dj(B(Au), Aag XB(AV)) =V, ] - B(Av) = [V, ].D(Av)dr

(5.34)

=(V,],B(Av)) = (Ao, B(Av))
DLy, o (AU)AV) =lim [l (Bur HAHV)_ Liac (AW)] =L, (AV) (5.35)
(800} )= i, (7P Ao B g 530

Dessa forma, a anulacdo do diferencial do funcional a ser minimizado

fornece a equacéao de equilibrio:

(Ac,B(AV)) +(o,B(AV)) - Ly, =0 (5.37)
R= <O't+At ' B(AV» —Lia (AV) =0 (5.38)
<O' tAL Y B(AV» = L, (av) (5.39)

A funcdo R, dada pela diferenca entre as forcas internas e as forcas
externas, é denominada residuo e corresponde ao diferencial do funcional que se
pretende minimizar. Assim, para o problema em analise a equacéo (5.30) assume a
forma:

AU, =AU, —d,H,R(AU,) (5.40)
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Nesse trabalho, a atualizacdo de H, foi realizada a partir do método BFGS.

A teoria envolvida na derivacdo do método pode ser encontrada em Nocedal &

Wright (1999). A férmula de atualizagdo de H, proposta pelo método é descrita da

seguinte forma:

s = (szt.)f k(.;k'yk)“yk-'*k-yk)w@w (5.41)
onde
Yi = R(AU.q)- R(AU, ) (5.42)
S, =AU, ,, —AU, (5.43)
=K _ Hy-Yi (5.44)
Se-Ye o Yi-Hi-Yi

A adocao de uma aproximacado da matriz inversa do Hessiano possui uma
vantagem, além do fato de ndo ser necessario determinar as derivadas segundas da
funcdo objetivo. Sabe-se que o Hessiano deve ser uma matriz positivo-definida.
Segundo Press et al (1992), em geral, longe do minimo, ndo ha garantia de que o
Hessiano seja positivo definido, de forma que incrementos de deslocamento na
direcdo calculada pelo Método de Newton utilizando o Hessiano podem levar a
pontos onde o valor da funcéo estd aumentando. A estratégia do método de Quase-
Newton consiste em adotar uma matriz simétrica, positivo-definida como

aproximagao inicial do Hessiano e construir as demais aproximagdes H, de forma

que essa matriz permaneca simétrica e positivo-definida. Longe do minimo, esse
procedimento assegura que os incrementos de deslocamento ocorram ao longo da
direcdo de decréscimo da funcdo objetivo. Proximo ao minimo, a formula de

atualizagéo de H, aproxima-se do Hessiano, obtendo-se a convergéncia quadratica

do Método de Newton.
Ainda segundo Press et al. (1992), quando ndo se esta suficientemente
préximo do minimo, acrescentar ao deslocamento inicial todo o incremento calculado,

- H,Vf,, pode ndo levar a um decrescimento da fungéo objetivo, mesmo que a

aproximacéo do Hessiano seja uma matriz positivo-definida. O Unico aspecto que se
pode garantir € que inicialmente a funcdo objetivo decresce na direcdo do
incremento calculado. No entanto, ap6s um decréscimo inicial, a fungdo pode passar

a crescer. Por essa razdo, adotam-se métodos de célculo de passo como, por
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exemplo, o método secante para calcular o tamanho do passo a ser dado na direcdo
determinada. Descricfes do Método Secante podem ser encontradas em Press et al.
(1992) e Akay (1994).

Nos quadros 2 e 3, sdo apresentados os algoritmos utilizados para resolver
o problema de equilibrio. Esses algoritmos podem ser encontrados em Freitas (2008)
e Press et al. (1992).

Determinar AU,

Determinar H; (em geral, H; =1)

Determinar Vf; = R(AU, )

Determinar d; = -R(AU, )

Fazer para k=1, ITMAX (namero maximo de iteracdes admitido)
Determinar p,, tal que d,[R(AU, + p.d, )] < TOL{d, [R(aU, )]
TOL € um valor de tolerancia.

Fazer AU, ; = AU, + p,d,
Fazer s, =AU, ; —AU,
Calcular R(AU,,,)

TEST= 00
TEMP= 00
Fazer TEST= (AU, )R(AU,)

Fazer TEMP=(AU,,,)R(AU, ;)

Se [TEMA < GTOLTEST, finalizar a rotina, critério de convergéncia satisfeito
Fazer y, = R(AU,,;)- R(AU,)

Fazer hy, = H,.y,

Fazer fac=y,.s

Fazer fae=y,.hy,

Fazer sumy=vy,.y,

Fazer sums=s,.s,
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Se fac menor que /EPSsumysums, fazer

y¢ = facs, - fad.hy,

Hy,, = facs s, - fadhy, hy, + faey,.y,
Fim
Fazer dy,; = —H,1.R(AU,,)

Fim

QUADRO 2 — ALGORITMO DO METODO QUASE-NEWTON COM EQUACAO DE
ATUALIZACAO BFGS
FONTE: FREITAS (2008)

Fazer p, =0
Fazer p, =1
Fazer p, =1
Fazer MAXIT = nimero maximo de iteracfes permitido
Fazer TOLX =tolerancia
Fazer C, = d,R(AU, )
Fazer TOL=C,;
Fazer AU, ; = AU, + p,d,
Calcular R(AU,,,)
Fazer C, =d,R(AU,,,)
Se |G| <|C,|, fazer

Pk = Py

PL = P2

SWAP=C,

C,=C,

C, = SWAP
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Se nédo
PL=P
Pk = P2

Fim

Fazer j =1, MAXIT
sp = (PL= PG,

(C,-C)

PL = P«
C, =G,
P = Pk +P

AU,y = AU, + pid,

Calcular R(AU,.,)

C, = dk'R(AU k+1)

Se |8p| <TOLX ou |C,|<[TOU finalizar a rotina, critério de convergéncia

satisfeito.

Fim

QUADRO 3 — METODO SECANTE UTILIZADO PARA DETERMINAR O TAMANHO
DO PASSO p,

FONTE: FREITAS (2008)

5.4. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DA EQUACAO CONSTITUTIVA

Nessa sec¢do, é apresentado o algoritmo que pode ser utilizado para resolver

a equacao constitutiva do processo de danificacdo. Por meio da equacéao constitutiva,

Aay esta relacionado com Ac e AAY, conforme:
Aag =V i Jc(Aac,aAT) (5.45)

onde:

jc (Ao, AA") =1//C(0+A0,Ad + AAY )—AO‘-VO_I//C(J, Ad)_
d d d (546)
—AA -VAdl//C(G,A )—l//C(G,A )
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Conforme se pode observar nas equacdes (5.45) e (5.46), pretende-se
encontrar os incrementos da variavel interna, Acy , relacionados com os
incrementos de tensdes e forgas termodinamicas (Ao-,AAd )

A condigdo necessaria e suficiente para que o vetor Ay seja solugcdo do
problema proposta nas equacdes (5.45) e (5.46) é:

(Acrg) € dInd, (AY + AAY ) (5.47)

Uma vez que a regido P das forcas termodinamicas é definida através de

uma unica funcdo de danificagdo, o problema de programacao matemética obtido é
resolvido de forma simples. Sendo conhecido o estado atual de forgas

termodinamicas admissiveis A% e dado um incremento Ag, se:

f(Ad +%6A5-As,adjSO (5.48)
nao ocorre a danificacéo e:
AL=0 (5.49)
Logo:
Ac =ID(1-ay)As (5.50)
Aay =0 (5.51)

A situacdo em que ocorre a danificacao, identificada através de:
f(Ad +%6A8-As,adJ>O (5.52)

recai em um problema de encontrar a menor raiz positiva da equagao:
f(A1)=0 (5.53)
O método de Newton-Raphson pode ser utilizado para resolver o problema.
No quadro 4, apresenta-se 0 algoritmo empregado na solucdo de problemas
envolvendo materiais que podem sofrem o processo de danificacdo e critério de

escoamento definido por uma Unica fungéo.

Calcular A%, = A° +%5A3-Ag

Calcular f(A‘im ,ad)

Calcular V f(A‘iN ,ad)
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Se f(Ad +%6A5-A5,adJ>O

k=0, AJ*=0
k
Enquanto A;tk >e
AL
A//lk*—l:A//lk_ f Aﬂ’k
VE (A
k=k+1

Calcular o (A/Ik)
Calcular f(A/i")
Calcular Vf (Aﬂ")
Fim
Fim
Fim

QUADRO 4 - ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON PARA PROBLEMAS
ENVOLVENDO MATERIAIS COM CRITERIO DE DANIFICACAO

FONTE: O autor (2009)

5.3.1 Aplicacéo do algoritmo de Newton Raphson para o modelo de dano

Nesta se¢do o modelo de dano € escrito de forma a ser implementado no
algoritmo de Newton-Raphson. Uma vez estabelecido o incremento A a regido

admissivel é representada por:

Cc2
— A
f(Az)=Ad+1|DAg-Ag—A5’—i _GqTAL (5.54)
2 Cl| 1-(ay + AZ)
A variavel interna de dano podera ser obtida através da equacao:
Aag =V ¢ F(AT+AAT A2 (5.55)

Note que como a variavel de dano possui natureza escalar sua evolucao se

dara seguindo a direcdo da reta que delimita seu dominio, assim:

Vo FAY +AAY)=1 (5.56)



61

Aay = A4 (5.57)
Logo:
(g )y = @4 +AZ (5.58)
As equacodes (5.54), (5.56), e (5.58) séo aplicadas diretamente no algoritmo

utilizado neste trabalho, para simular o processo de danificagdo com critério de
danificagéo definido por uma unica fungéo.
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6. EXEMPLOS

Existem diversos problemas em engenharia que, apesar de sua natureza
fisica e geométrica diferentes, recaem em problemas matematicos semelhantes
durante sua resolucéo.

Pretende-se, neste capitulo, exemplificar a teoria proposta anteriormente
através de aplicacdes. Além da modelagem matematica, o intuito € também
exemplificar o procedimento necessario quando da resolucéo de problemas praticos.

Inicialmente séo apresentadas duas aplicacées a modelos unidimensionais.
Entende-se por modelos unidimensionais aqueles nos quais 0 dominio elastico no
espaco das tensbes € unidimensional, isto €, o valor de apenas uma das
componentes de tensdes ndo € nulo, continuando assim em todo o processo. O
objetivo dessas aplicacdes é explicar de maneira simples o procedimento proposto.

A seguir sdo apresentados os resultados de duas simulacdes de tensdes e
deformacbes em modelos bidimensionais realizadas utilizando o programa
desenvolvido no presente trabalho. A primeira simulacdo objetivou reproduzir um
ensaio de tracdo realizado em um cimento odontologico. A segunda simulacdo teve
por objetivo reproduzir ensaio realizado em um disco de dentina apos ter sido tratado
endodonticamente. Nessas simulacdes os efeitos térmicos foram desprezados, a
hipétese de pequenas deformacdes foi adotada e admitiu-se que a deformacao
resultante de uma historia de tensbes ndo depende da velocidade com que o

programa de carga se realiza.

6.1. EXEMPLO 1

Este exemplo apresenta uma barra, composta de um material elastico com a
possibilidade de sofrer o processo de danificagao, sujeita a um carregamento axial.
Além de mostrar a modelagem do material, o intuito € exemplificar o procedimento
necessario quando da solucdo de problemas praticos. Também procura-se
esclarecer alguns pontos como a escolha do potencial termodindmico, dos
parametros de dano, da representacdo da regido P das forcas termodinamicas

admissiveis.
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A figura 14 mostra a curva tensdo-deformacéo para esse modelo devido a
um programa de carga 0-1-2 e aregido P.

% AS
i l=(
Ay =-E 240 ) i,
2447
1 4
| 1 §A42
| 2
1
E
l
0 €40 & 0

FIGURA 14 — PROGRAMA DE CARGA E REGIAO ADMISSIVEL
FONTE: O autor (2009)

Para a energia livre propde-se a seguinte funcédo quadratica:
1
wleag) = El-aq)e® (5.1)

Onde E € o modulo de elasticidade, o4 é a variavel interna relativa ao dano

e ¢ é a deformacéo total. O potencial termodinamico complementar tem a forma:

%02 seA? < A

welo,AY)= (5.2)
1 d_ pd 2| 2 capd  ad
E[1+C](A ~A) }a seA’ > A

onde o é a tensdo, A% é a forca termodinamica relativa ao dano, A‘)’ é a forca

termodinamica onde se inicia o processo de danificagéo.

A seguir define-se a funcdo de danificacéo:

1

1( ay \C2

flAY )= Ad A - — | Fd 5.3
( ) " Cl1- g (-3)

Dessa forma a regido P, das for¢as termodinamicamente admissiveis, sera:

1

1( ag |c2
P — Ad Ad _ d - di S 0 .
% Cl[l— A gi ®4)
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A lei da normalidade, representada pela expressao (3.40), pode entdo ser

escrita como:

Gy =2V f(AT)=2 (5.5)

onde ¢, é a taxa de variacdo da variavel interna relativa ao dano, VAdf(Ad)
representa o gradiente da funcdo de danificacdo e A € o multiplicador de Lagrange

associado a funcdo de danificacdo. Note-se que o multiplicador é dependente do

processo e ndo do material.

Como « é proporcional a normal externa a f no ponto AY tem-se:

A>0 (5.6)
A condicdo de consisténcia, apresentada na equacao (3.70), particularizada
para essa situacao é descrita como:
dy-AT=1-A"=0 (5.7)
Dessa relacdo serdo definidas as taxas de evolugdo das forcas
termodinamicas A? de forma consistente.
Para esse caso, a variavel interna relativa ao dano «4 resulta indeterminada,
pois, para uma mesma variacdo das forcas termodinamicas, inUmeras taxas de
variagdo da variavel interna relativa ao dano atendem a condi¢do de consisténcia. A

figura 15 ilustra algumas dessas possibilidades.

J{

FIGURA 15 — POSSIBILIDADES QUE ATENDEM A CONDICAO DE
CONSISTENCIA
FONTE: O autor (2009)
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6.2. EXEMPLO 2

Esse exemplo apresenta cinco barras, compostas de um material elstico
com a possibilidade de sofrer o processo de danificacdo, que estdo sujeitas a um
carregamento axial. Recai-se na solucdo do seguinte problema: resolver um sistema
composto por equacgbes (equilibrio, complementaridade linear entre a fungdo de
danificacdo e parametros de dano) e inequacdes (admissibilidade, positividade dos
parametros de dano, indicando que as taxas desses parametros coincidem com a
normal externa a regiao das forcas termodinamicas admissiveis).

Como sera mostrado a seguir, a resolucdo de tais sistemas de equacgbes e
inequacdes € equivalente a encontrar a solucdo de um problema de programacao
matematica nao linear ou otimizacdo nao linear (encontrar extremos de uma funcao
ou funcional cujas variaveis estdo restritas a certo dominio). Estas equacdes e
inequacdes constituem-se nas condi¢cdes de otimalidade ou de Kuhn-Tucker de tal
problema de maximizagcdo ou minimizacao.

Cinco barras, como na figura 16 estdo conectadas na extremidade “B” por
um bloco rigido e sujeitas a uma carga axial seguindo um programa de cargas que

esta esquematizado na figura 17.

S

g \.\

oY

R

Tmm

FIGURA 16 —- ESTRUTURA PROPOSTA
FONTE: O autor (2009)

Suponha que as barras tém comprimento L=1mm, que as areas das
secdes transversais (A, A,, A;, A, e A) sdo iguais a L mn¥, que sdo compostas
de materiais com modulo de elasticidade (E;, E,, E;, E, e E;) iguais a 1 MPa, e a
deformacgéo onde se inicia a danificagdo do material, 4,, para as barras 1, 2, 4 e 5
é igual a 005mm, e para a barra 3, g4,; € igual a 001 mm. Além disso, as

constantes C1 e C2 recebem, respectivamente, os valores 10000e 2.
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< t
FIGURA 17 — PROGRAMA DE CARGA
FONTE: O autor (2009)

As variaveis cinematicas para esse problema sao: os deslocamentos, as
deformacdes, as taxas de deslocamentos e a relacdo entre as taxas de deformacdes
e as taxas de deslocamentos.

As deformacgdes, ou alongamentos, podem ser calculados atraveés de:

AL 1

Ex1 = Ex2 = &x3 =‘9x5=T=IuB (5-8)

=&xq

A relacdo entre as taxas de deformacdes e as taxas de deslocamentos &

obtida através de B:
B:%[l 1111 =p1111 (5.9)

No quadro 4 sdo apresentadas as variaveis cinematicas.

VARIAVEL

REPRESENTACAO

Deslocamentos

u=[ug]

Deformacdes &= [sxl Eyvo &y3 Eyu Exs ]T
Taxas de deslocamentos v=u= [UB]
Taxas de deformacdes £ = [éxl Exo Ex3 Eya Exs ]T
Relacéo entre taxas de deformac6es & = BU

e as taxas de deslocamentos

QUADRO 5 — VARIAVEIS CINEMATICAS

FONTE: O autor (2009)
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As varidveis estaticas para esse problema sdo: as cargas aplicadas, os
esforcos internos, as taxas de cargas aplicadas, as taxas de esforgos internos, o
equilibrio, a energia livre de Helmoltz e as forcas termodinamicas.

Os esforgos internos séo as forgas normais N, nas barras e séo calculadas

na barra i por:

Ny = [o; dA (5.10)
A
Sendo P a carga aplicada, o equilibrio € dado por:
Nx1+Nx2+Nx3+Nx4+Nx5=P (511)
O quadro 5 resume as variaveis estaticas.
VARIAVEL REPRESENTAGAO
Cargas aplicadas Fexi = [P]
Esforcos internos Fint = [le Ny, N,3 N,y Nxs]T
Taxas de cargas aplicadas Fext = [P]
Taxas de esforcos internos F'int = [le NX2 NX3 Nx4 NX5
Equilibrio B Fiy = Fex
. 1_
Energia livre de Helmoltz Vyileg ag) = 2 Eld-ag)ey &y
ow., (g, 0 1-—
Forga termodinamica Al = _W(Eg.ag) 1 Ee, - &
Oay; 2
QUADRO 5 — VARIAVEIS ESTATICAS
FONTE: O autor (2009)
A relacdo constitutiva sera entdo escrita da seguinte forma:
1 =
Exi =E xi - Oy =&4E (5.12)
onde:
— O i
= (5.13)

Oy =7—
d-ag)
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Em termos de variaveis generalizadas, a segunda relagéo (5.12) fica:

in = EA Exi
e consequentemente:

— N

Xi

Ny =—"—""—
d-aq)

Reescrevendo a equacao (5.14) em termos de taxas:

in = EA Exi

da mesma forma a relagéo (5.15) € reescrita:

. N._.
N, =— X
“ A-ay)
resultando matricialmente em:
Ny| [EA 0 0 0 0T7é,
N,, 0O EA 0 O O |&e
No|=| 0 0 EA 0 0|
N, 0 0 O EA 0 |é4
Ne| [0 0 0 0 EAJés
ou ainda:
IEint = |_g
onde:
'EA 0 0 O O]
O EA 0 0 O
ID=l0 0 EA 0 O
O 0 O EA O
0 0 0 O EA_
Dessa forma:
Iiint =IDSe
onde:
(- ayg;) 0 0 0
0 L-ay,) 0 0
S=| 0 0 A-ays) 0
0 0 0 A-ayq4)
0 0 0 0

o O O

@- adS)_

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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O critério de dano, proposto por Tao & Phillips (2005), é dado por:

1
f(A") = A" - AY —ﬁ{%}z <0 (5.23)
— WUy

O critério de evolucdo da variavel interna relativa ao dano é representado
por:
onde A é obtido de:
220 f(A)<0  Z-f(AT)=0 (5.25)
Além disso, se a componente f; =0:

2720 fi(A)<0 2 f(AT)<0 (5.26)

Para a solucdo supbe-se que o estado do corpo para um determinado
instante de tempo t é conhecido, isto é, sdo conhecidos 0s campos de

deslocamentos u,, das deformagdes ¢, da variavel interna relativa ao dano (ay),,
da energia livre de Helmholtz ,, das forcas termodinamicas A’ e dos esforgos
internos generalizados (F,, ),. Sendo dado um incremento de carga AF,,,, pretende-

se obter o estado do corpo em t+At, ou seja, com os valores de Au, Ags, Aay e

AF,, correspondentes, seréo obtidos os seguintes valores:
Uoa = U AU, & =& +Ag, (ad )t+At = (ad )t +Aa, €
(5.27)
(Fint )t+At = (Fint )t +AF,
Utilizando uma aproximacéo de Euler da forma:
A . A A : AF,
u:—u,g=—g,/1=—;teFim= = (5.28)
At At At At

e substituindo de forma adequada nas relagGes anteriormente descritas, sera obtido
0 seguinte problema a ser resolvido:
Ag = BAu
AF,, = IDAg AF,, = AF,.S (5.29)
ALZ0  f(AY), <0  AA-f(AY), =0
podendo ser reescrito como:

(BT IDBAU).S = AF,, (5.30)
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AL>0  f(AY), <0 AL-f(AY), =0

Porém, quando o problema dado por (5.30) for solucionado, néo
necessariamente a forga termodinamica final A?,, sera admissivel. Para resolver
esse inconveniente, neste momento, sera substituido A® por A%, nas expressdes
(5.30), resultando finalmente em:

(BTIDBAU).S = AF,,,
A1=0

1
1= 1 1 | (ag), +a2 2
E EBi (ui )t+At ) Bi (ui )t+At _E Egdo "€do — 10004:1_(2dit)t _ Aﬂ:| <0 (5.31

1
. L 1 [ (ag), +A2 ]2

Utilizando os valores numéricos propostos anteriormente, o sistema (5.31)
fornece a solucéo para cada trecho.

a) Primeiro passo de carga:
(Nya) oo = (Ny2)iz0 = (Nyz)izo = (Nya) 1o = (Nys) 1o =0

AF! =01

ext

(5.32)

A solucéo do sistema (5.31) fornece:
Au = 0,024

A3 =0,82 (5.33)
AN, = AN,, = AN, = AN = 0,024
AN, ; = 0,004

nesse caso:
(u),, = 0,024

(adl)t=1 = (a'dz)t=1 = (“d4)t=1 = (ads)tzl =0
(ad3)t=1 =0,82

(le)t=1 = (Nxz)t:1 = (Nx4)t:1 = (Nx5)t:1 = 0,024

(5.34)
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(Nys),_, = 0,004

Observa-se que ocorreu a perda de rigidez na barra 3, enquanto as outras
barras permaneceram intactas. Da analise da figura 18, onde é mostrada a evolugéo
da relacédo “forca x deslocamento”, observa-se que a barra 3 efetuou no passo 1, um
trecho elastico e um trecho onde ocorreu a danificacao.

@ b) N

3 x & X

0,024 |---——————————————— oo

oo | —-———————

0,004 -— -~ ————-

|
|
|
0 0o22 u O 0,01 0,024 u

FIGURA 18 — RELACAO “FORCA X DESLOCAMENTO” APOS O
PRIMEIRO PASSO DE GARGA (a) NAS BARRAS 1,2,4E5
E (b) NA BARRA 3

FONTE: O autor (2009)

b) Segundo passo de cargas:
(le)t=1 = (Nxz)t=1 = (Nx4)t=1 = (Nx5)t:1 = 0,024
(Nys),_, = 0,004 (5.35)
AFZ =-005

A solucéo do sistema (5.31) nos fornece:

Au=-0,012
(5.36)
AN, = AN,, = AN,, = AN, = -0,012
AN,; = -0,002
nesse caso.
(u)_, = 0,024-0,012= 0012
(5.37)

(adl)t=2 = (adz)t=2 = (ad4)t=2 = (a'ds)t=2 =0+0=0
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(¢t43),_, = 0,82+0=0,82
(Nuhp = (Nyo)ip = (Nyy)ip = (Nys),_, = 024-0,012= 0,012
(Ny3),, = 0,004~ 0,002= 0,002

E preciso salientar que, se o trecho 0-2 tivesse sido feito em apenas um
passo de carga ndo seria possivel detectar o processo de danificagdo. A figura 19
ilustra a relagéo “forca x deslocamento” ap0s o segundo passo de carga.

@ N )
n‘:'."l' u:II.?’-'
0,024 |- -———————mmmm—mmmm— - !
|
|
|
1
|
|
1
I
n |
& |
0,012 |- -—————— < : |
| | poLf—--—————-
1 I |
1 1 |
| I |
I | |
1 | i 1
| B Ea—— .
: : 0,012} -~ —— -r :
I - ! [
0 0,012 0o22 u O 0,01 0,012 0,024 u

FIGURA 19 — RELAQAO “FORCA X DESLOCAMENTO” APOS O
SEGUNDO PASSO DE GARGA (a) NAS BARRAS 1,2,4E5
E (b) NA BARRA 3

FONTE: O autor (2009)

6.3. EXEMPLO 3

Este exemplo tem como objetivo validar a metodologia proposta, bem como,
“calibrar” as constantes Cl e C2 do modelo de dano comparando o resultado da
simulacdo computacional com o resultado de um ensaio experimental de tracdo em
um cimento resinoso realizado por Franco (2008).

Para os ensaios experimentais foram confeccionados cinco corpos-de-prova
de cimento Cement-Post (Angelus®), com o formato de ampulheta de dimensdes:
comprimento total 77,00 mm; comprimento da porcao central 14,00 mm; largura das
extremidades da ampulheta de 6,00 mm; largura do centro da ampulheta de 2,00

mm. A figura 20 ilustra o corpo de prova.
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Gl e
2,0 mm —g- 14,0 mm 77,0 mm

u 6,0 mm

FIGURA 20 — CORPO DE PROVA ENSAIO DE TRACAO
FONTE: Franco (2008)

O comportamento constitutivo desse cimento foi simulado através do modelo
de dano de Tao & Phillips (2005). O modulo de elasticidade do material intacto E, o
coeficiente de Poisson (v) e a deformacédo a partir da qual se inicia o0 processo de

danificagéo g4, foram retirados previamente dos ensaios experimentais realizados

por Franco (2008). As constantes Cl e C2 do modelo de dano foram alteradas ao
longo das diversas simulacfes realizadas de tal forma que a curva tensdo versus
deformacéo resultante do modelo numérico fosse anéloga as curvas dos ensaios

experimentais. Os valores das constantes utilizadas séo apresentados no quadro 6.

VARIAVEL VALOR

Mddulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
€4do 005
C1 0,75
C2 061

QUADRO 6 — PROPRIEDADES MATERIAIS E PARAMETROS EMPREGADOS NO
EXEMPLO 03
FONTE: O autor (2009)
No programa desenvolvido a parte central do corpo de prova foi discretizada
utilizando elementos isoparamétricos de oito nos. As condi¢cdes de contorno do

problema e a discretizacdo espacial em elementos finitos sdo apresentadas na figura
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21. A malha de elementos finitos possui 224 elementos com 745 nés, o

carregamento foi imposto em 500 incrementos de carga iguais.

:

2.0 mm

|

[ 7.0 mm |

FIGURA 21 — CONDICOES DE CONTORNO E DISCRETIZACAO
ESPACIAL EM ELEMENTOS FINITOS PARA O EXEMPLO 3
FONTE: O autor (2009)

A figura 22 apresenta o grafico de tens&o (o,,) versus deformacéo (g,,)

contendo os resultados experimentais de duas amostras obtidos por Franco (2008) e

0s resultados numéricos obtidos com o programa desenvolvido no presente trabalho.

25 / /

/ — Amostra 1.1
20

// —— Amostra 1.2
15

f Programa
10 Desenvolvido

4

a

Tensdes (Mpa)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Deformacdes
FIGURA 22 — GRAFICO COMPARATIVO ENTRE OS RESULTADOS
OBTIDOS POR FRANCO (2008) E PELO PROGRAMA
DESENVOLVIDO
FONTE: O autor (2009)

Os resultados numéricos gerados pelo programa desenvolvido séao

condizentes com os resultados experimentais obtidos por Franco (2008). Destaca-se
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o trecho final da curva relativa ao modelo numérico, onde se observa uma reposta
global praticamente elastica.

Inimeras tentativas foram realizadas em torno do valor da constante C2, a
fim de acentuar a perda de rigidez no trecho final da curva. Contudo, o aumento do
valor dessa constante levava ao rompimento prematuro do modelo, devido a falha
de uma faixa de elementos proximos a aplicagdo do carregamento. Tal fato pode ser
explicado através do fenébmeno de “localizacdo de deformacfes”, particularidade
essa observada em simulacbes de materiais plasticos e frageis, e que vem sendo
bastante discutida na literatura desde os trabalhos pioneiros de Rice (1976) e Mayer
& Hueckel (1979), passando pelo trabalho de Driemeier (1999). Toda via, uma vez
gue esse estudo foge ao escopo do presente trabalho, sera sugerido como assunto
de trabalhos futuros.

A figura 23 apresenta ainda a comparag&o entre o grafico de tensdes (o)
versus deformagoes (e,,) de um ponto de Gauss da malha de elementos finitos com

as curvas obtidas do ensaio experimental realizado por Franco (2008). Nota-se que
apesar de alguns pontos de Gauss perderem rigidez ao longo de toda a simulacao, a
resposta global do modelo ndo necessariamente apresenta 0 mesmo

comportamento constitutivo.

40
35
) /’ _~
. / /
— Amostra 1.1

20 / /
// — Amostra 1.2
15
// Ponto de Gauss
10 /

Tensdes (MPa)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Deformacoes

FIGURA 23 — GRAFICO COMPARATIVO ENTRE OS RESULTADOS
OBTIDOS POR FRANCO (2008) E PELO PROGRAMA
DESENVOLVIDO EM UM PONTO DE GAUSS

FONTE: O autor (2009)
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6.4. EXEMPLO 4

Uma vez “calibrados” os parametros do modelo de dano desenvolvido por
Tao & Phillips (2005) para o cimento resinoso Cement-Post pode-se utilizar esses
mesmos parametros para simular o processo de danificagdo em outras aplicagdes.
Neste exemplo pretende-se verificar a influéncia da perda de rigidez no cimento
resinoso e em suas interfaces durante a aplicacdo de carga em um disco de dentina
tratado endodonticamente.

No trabalho desenvolvido por Franco (2008) dentes pré-molares foram
tratados endodonticamente e logo apo6s cortados formando discos de dentina, como
pode se visto esquematicamente na figura 24, esses discos de dentina foram entéao
submetidos a um teste de compressdo com uma carga de 220 N a uma velocidade

de 0,2 mm/min.

FIGURA 24 — ESQUEMA DE CORTE DOS DISCOS DE DENTINA
FONTE: Franco (2008)
No programa desenvolvido o disco de dentina foi simulado através de um
modelo axissimétrico, ou seja, uma “fatia” do sélido é rotacionada em torno de eixo

produzindo o solido de revolu¢cdo como pode ser observado na figura 25.

0.6 mm
+—
Q6mm 2,4 mm
3,0 mm
\
\ -
\ Dentina — ,
Cimento resinoso 0,6 an 2,6 mm
Pino intraradicular 0.2 mm

FIGURA 25 — MODELO AXISSIMETRICO DO DISCO DE DENTINA
FONTE: O autor (2009)
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Esse modelo foi discretizado utilizando elementos isoparamétricos de oito
nés e elementos de interface contendo seis nos. As condigbes de contorno do
problema, a discretizacdo espacial em elemento finitos e os materiais envolvidos na
simulacdo sdo apresentados na figura 26. A malha de elementos finitos possui 1110

elementos com 3403 nés, o carregamento foi imposto em 500 incrementos de carga

iguais.
<5

| Pino intraradicular

I /nterface pino-cimento

1

"

|

H

H [ ] Cimento resinoso
!

[1]

[ Interface cimento-dentina

N

]

N

f

] ]

| [ | Dentina
!

]

!

FIGURA 26 — CONDICOES DE CONTORNO, DISCRETIZACAO ESPACIAL EM
ELEMENTOS FINITOS E MATERIAIS SIMULADOS NO EXEMPLO 4

FONTE: O autor (2009)

Em um primeiro momento todos os materiais (pino intra-radicular, cimento,
dentina e interfaces) foram simulados sob um regime perfeitamente elastico. A
seguir, em uma nova simulacédo, foram introduzidos os parametros do modelo de
dano de Tao & Phillips (2005), a fim de simular a perda de rigidez no cimento
odontoldgico e nas interfaces adjacentes. As propriedades materiais e os parametros
do modelo numérico, retirados de Marson (2003) e Franco (2008), sao apresentados

no quadro 6.
MATERIAL VARIAVEL VALOR
Modulo de elasticidade (E) 85000MPa
Pino intra-radicular
Coeficiente de Poisson (V') 033
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Interface pino-cimento Coeficiente de Poisson (V) 031
Mddulo de cisalhamento 2233 MPa
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MATERIAL VARIAVEL VALOR
9 000
9, 099
Interface pino-cimento 93 001
€40 005
C1 0,75
C2 061
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
Cimento 40 005
C1 0,75
C2 061
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
Modulo de cisalhamento 1680 MPa
9 000
Interface cimento-dentina 9, 001
I3 099
£do 005
C1 0,75
C2 061
Sentin Modulo de elasticidade (E) 18600MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031

QUADRO 6 — PROPRIEDADES MATERIAIS E PARAMETROS EMPREGADOS NO
EXEMPLO 04
FONTE: O autor (2009)

Os resultados obtidos com o programa desenvolvido nesse trabalho para as
distribuicdes de tensdes e deformacdes sdo apresentados nas figuras 27 a 40,
comparando os resultados da simulagdo com todos 0s materiais sob um regime
perfeitamente elastico com os resultados da simulacédo contendo o modelo de dano.

Para esse exemplo, as tensdes sdo apresentadas em mega Pascais (MPa).
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8.84e+000

-6.51e+000

-2.18e+001

-3.72e+001

-5.25e+001

FIGURA 27 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

8.84e+000

-6.51e+000
-2.18e+001
-3.72e+001

-5.25e+001

FIGURA 28 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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-1.62e-002

-3.56e+001

-7.13e+001

-1.07e+002

-1.43e+002

FIGURA 29 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

-1.62e-002
-3.56e+001
-7.13e+001
-1.07e+002

-1.43e+002

FIGURA 30 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



I2.289+001
4.21e-002
-2.27e+001
-4.55e+001

-6.83e+001

81

FIGURA 31 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE oy, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I2.283+001
4.21e-002
-2.27e+001
-4.55e+001

-6.83e+001

FIGURA 32 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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-9.72e-005

-1.61e+001
-3.21e+001
-4.82e+001

-6.43e+001

FIGURA 33 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o&,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

-9.72e-005

-1.61e+001
-3.21e+001
-4.82e+001

-6.43e+001

FIGURA 34 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



4.19e-003

-3.25e-005

-4.26e-003

-8.48e-003

-1.27e-002

FIGURA 35 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

4.19e-003

-3.25e-005
-4.26e-003
-8.48e-003

-1.27e-002

FIGURA 36 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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I—1 .96e-004
-6.67e-003
I—‘I .31e-002
I -1.96e-002

-2.61e-002

FIGURA 37 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I-1 .96e-004
-6.67e-003
I-1 .31e-002
I-1 .96e-002

-2.61e-002

FIGURA 38 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



I‘I .24e-001
3.82e-002
-4.75e-002
-1.33e-001

-2.19e-001

FIGURA 39 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I1 .24e-001
3.82e-002
-4.75e-002
-1.33e-001

-2.19e-001

FIGURA 40 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE €, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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RESUMO

Lesbes cariosas extensas, amplas restauracfes e fraturas dentais podem
levar & necessidade de tratamento endododntico. Dentes tratados endodonticamente
tornam-se mais frageis devido a perda de estrutura apos a remocao da leséo cariosa
ou da regularizacdo da fratura e da instrumentacdo do canal radicular. Aléem disso,
suas estruturas se apresentam desidratadas devido a falta de irrigacdo sanguinea,
que antes era promovida pelo 6rgdo pulpar. A desintegracdo dessas estruturas
dentais pode tornar os dentes mais suscetiveis a fratura. Por esses motivos, foram
desenvolvidos retentores intra-radiculares com o intuito de reter o material
restaurador. A funcdo dos cimentos é selar a interface entre o pino e a dentina
radicular, além de auxiliar em sua retencdo. Neste trabalho € apresentado um
modelo numérico-computacional capaz de simular o processo de perda de rigidez
das interfaces pino-cimento-dentina por meio da Mecanica do Dano e da definicdo
de dois potenciais termodinamicos com o auxilio de técnicas da analise convexa. O
procedimento de solugdo do equilibrio global se d& através do método Quase-
Newton, a discretizacdo espacial é obtida aplicando o Método dos Elementos Finitos
e a discretizacdo temporal foi introduzida independentemente da espacial. A
abordagem escolhida permite conhecer o comportamento constitutivo através de
dois potenciais: um potencial de energia e um potencial de dissipacéo. Tal
abordagem apresenta vantagens sobre a tradicional, entre as quais se destaca a
obtencao de resultados que seguramente ndo violam as Leis da Termodinamica. As
equacdes de fluxo sdo derivadas a partir de potenciais termodinamicos, onde o
conceito de “materiais standard generalizados” é aplicado. Ao final sdo apresentados
e discutidos alguns exemplos didaticos e, na sequéncia, sado discutidos também
resultados obtidos a partir de simulagdes realizadas com o programa desenvolvido.

Palavras-chave: Mecanica do dano. Potenciais termodinamicos. Método dos
Elementos Finitos. Interface. Biomecéanica.



ABSTRACT

Extensive carious lesions, large dental restorations and fractures can lead to
the need for endodontic treatment. Endodontically treated teeth become more fragile
due to loss of structure after removal of the carious lesion or the regularization of the
fracture and the instrumentation of the root canal. Moreover, their structures have
been dehydrated due to lack of blood, which was once promoted by the pulp. The
disintegration of dental structures can make the teeth more susceptible to fracture.
For these reasons, root posts were developed in order to retain the restorative
material. The role of the cement is to seal the interface between the post and root
dentin, and help in their retention. The purpose of this work is to present non-linear
mathematical programming algorithm capable of simulating the loss of stiffness
process in post-cement-dentin interfaces through the Continuum Damage Mechanics
and the definition of two thermodynamic potentials with help of convex analysis. The
procedure for solving the global balance occurs through the quasi-Newton method,
the spatial discretization is performed by means of the Finite Element Method and
temporal discretization was introduced independently of the spatial discretization. In
the chosen approach, the constitutive behavior is determined from two
thermodynamic potentials: a potential energy and a potential of dissipation. One of
the advantages of the present approach is that the results obtained satisfy the
fundamental laws of thermodynamics. The flow equations are derived from
thermodynamic potential, where the concept of generalized standard materials is
applied. At the end are presented and discussed a few didactical examples, and in
sequence, are also discussed results from simulations performed with the program
developed.

Key words: Continuum Damage Mechanics. Thermodynamic Potentials.
Finite Element Method. Interface. Biomechanics.



LISTA DE SIMBOLOS

Paxt - poténcia mecanica ou externa

B - volume

OB - superficie de um volume

a - forca distribuida por unidade de superficie
b - forca distribuida por unidade de massa

v - velocidade do ponto material

X - abscissa de um ponto no espaco

P - densidade de massa

Q. - taxa de calor

- calor gerado por unidade de massa

- fluxo de calor

- Versor unitario

- taxa de energia interna

- energia interna por unidade de massa
- taxa de energia cinética

- taxa de energia total de um sistema

- tensor de tensdes

- tensor taxa de deformacdes

- tensor taxa de deformacdes para pequenas deformacdes
- entropia

- entropia por unidade de massa

- temperatura absoluta

- energia livre

- variavel de estado interna

- forgca termodinamica

- regido admissivel

- interior da regido admissivel
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- multiplicador de Lagrange
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- vetor

0S - area de um plano que corta 0 volume representativo

JSp, - area de intersec¢do de todas as microfissuras e microcavidades em
oS

g - variavel de estado interna relativa ao dano

(S - 4rea de intersecdo mais danificada em ¢ S

c - tensor de tensoes efetivas

E - mddulo de elasticidade longitudinal



E - médulo de elasticidade efetivo

g - tensor de deformacgdes efetivas

Ad - forca termodinamica relativa ao dano

Ve - potencial termodinamico complementar

7z - energia livre relativa

Indp - indicatriz do conjunto P

X - funcéo de dissipacao

o - taxa de tensdes

Ad - taxa da forga termodinamica relativa ao dano

jc(d’ Ad) - potencilal termodinamico plas tgxas temporais de tensfes e das taxas
temporais da forca termodinamica relativa ao dano

£ - taxa de deformacdes

ag - taxa da variavel interna relativa ao dano

j(g,ozd) - potencial termodinamico das taxas temporais de deformacdes e das
taxas temporais da variavel interna relativa ao dano

Ao - incremento de tensdes

AAY - incremento de forga termodinamica relativa ao dano

Ag - incremento de deformacdes

Aoy - incremento da variavel interna relativa ao dano

ic (Aa,AAd) - potencial termodinamico dos incrementos de deformacdes e dos
incrementos da variavel interna relativa ao dano

Aéi - forca termodinamica a partir da qual se inicia o processo de
danificacao

€40 - deformacéo a partir da qual o processo de danificacao € iniciado

Z - parametro responsavel pelo endurecimento/amolecimento no modelo
de dano

C1l - constante responsavel pela magnitude da regido das forcas
termodinamicas admissiveis

Cc2 - constante responsavel pela superficie da regido das forcas
termodinamicas admissiveis

Q. - elemento da malha de elementos finitos

B! - operador do Método dos Elementos Finitos

(Bi )T - matriz transposta do operado do Método dos Elementos Finitos

N’ - matriz de funcbes de forma

(Ni )T - matriz transposta da matriz de func¢des de forma

AU! - vetor com os componentes X e Y dos deslocamentos nodais

v - funcéo de forma do Método dos Elementos Finitos

L - operador

Fint - esforgos internos

AF - incremento de esforgos internos

Fl - esforcos internos de um elemento da malha de elementos finitos

Foxt - esforcos externos

AF - incremento de esforgos externo

i - esforgos externos de um elemento da malha de elementos finitos
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- residuo da equacéao de equilibrio

- elemento isoparamétrico de quatro nés

- altura do elemento

- comprimento do elemento

- matriz de rigidez do elemento isoparamétrico de quatro nés
- coeficiente da matriz de rigidez

- matriz constitutiva do estado plano de deformacdes

- componente da matriz constitutiva

- componente normal da matriz constitutiva

- componente cisalhante da matriz constitutiva

- componente do efeito acoplado (hormal e cisalhante) da matriz
constitutiva
- matriz constitutiva do elemento de interface

- pesos atribuidos a componente normal dos materiais que compde a
regiao de interface

- parametro a ser atendido para a utilizacdo do elemento de interface
- mddulo de elasticidade longitudinal da interface

- modulo de elasticidade transversal da interface

- operador linear de deformacgdes
- direcéo ao longo da qual se busca diminuir o valor de uma funcéao do

método de otimizag&o na iteracédo k

- passo do método de otimiza¢ao na interacao k

- matriz simétrica ndo singular do método de otimizagéo na interacéo k
- Aproximacéao do Hessiano na iteragao k

- diferenca entre os valores dos residuos na iteracao k+lena
iteracao K no método Quase-Newton

- diferencga entre os valores dos deslocamentos na iteragao k+lena

iteracao K no método Quase-Newton
- termo empregado na atualizacdo do Hessiano pelo método BFGS



SUMARIO

1. INTRODUGAO ... ..ottt ettt ettt ae et e e e eae e 1
1.1, OBUJIETIVOS ... 3
1.1.1. ODJELIVO QEIAI ....uiiieeieeeee e e e et e e e eeenanne 3
1.1.2. ODbjetivOS €SPECITICOS.....cuuuiiiiii et e e e e e e e e e aaeaen 4
1.2. ESTRUTURA DO TRABALHO........uuiiiiiiiiiiiii e 4
2. REVISAO BIBLIOGRAFICA ......oiiiiiiiiieisieieieies eeeeieieenesesieiee e se e seses e 6
3. FUNDAMENTOS TEORICOS .....oooviiieeiieceeeteecte ettt 13
3.1. MODELOS TERMODINAMICAMENTE ADMISSIVEIS........cccovevveeieeeeeeneae, 13
3.1.1. Consideragdes e definiGOES EraiS........cccouiiiiiiiiiiiiiiiii e 13
3.1.2. Primeira Lei da TermodiN&miCa........ccooeeeiiiieeiieeeieeee e 14
3.1.3. Segunda Lei da TermodiNGmICa.........cceeeviieiiiiiiiiaeee e 17
3.1.4. A desigualdade de Clausius-Duhem.............oouuiiiiiiieiiiiieecee e 18
3.1.5. Potencial termOdiNGMICO .......ccovuuuiiiiiiiie et 19
3.1.6. ReQIA0 @dMISSIVEI .....ouviiiii e e e 21
3.1.7. Potencial de diSSIPAGAD .......ccoeeeieeeeee e 22
3.2. MECANICA DO DANO ......oiiueeieeieeeeeeee et ete ettt e et ste et steeaeeae e e, 24
3.2.1. Variavel interna de dan0.......ccoooeiiiiiiieiieeeieeeee e 25
3.2.2. Deformacao eqUIVAIENTE...........oeeeiiiiiee e 26
3.2.3. TeNSA0 EQUIVAIENTE ........uiiiiieeeieeee et 28
3.3. MODELO CONSTITUTIVO ... 29
3.3.1. Potencial termodindmico e Leis de eStado .........ccoovveeeiiieiiiiiiiiieee e 29
3.3.2. Potencial de diSSIPACAOD ........cccvvvvririiiiie e e eee e e e e e e 31
3.3.3. Equacéo constitutiva de dano em taxas ..........cooeeeeeeeieiieie e 32
3.3.4. Equacéo constitutiva de dano em incrementos finitoS..........cccoeeeeeevveeiiiiinnnnnn. 35
3.3.5. Relagéo entre funcao dissipagao e fungdo escoamento.............ccceeeennnnnnnnnne 37
4. UM MODELO DE DANO SEGUNDO ENFOQUE TERMODINAMICO................. 40
5. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E ALGORITMOS ......c.cc. wovveveeeieeneae, 44
5.1. PROGRAMA DESENVOLVIDO .....coiiiiiiiiiii e 44
5.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS......c.coieieitieeeecteeee e eee et 46
5.2.1 Elemento de INTEIfACE . .....ccooi i 48
5.3. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIO......... 52
5.4. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DA EQUACAO CONSTITUTIVA ........... 58
5.3.1 Aplicacao do algoritmo de Newton Raphson para o modelo de dano............. 60
6. EXEMPLOS ... 62
B.1. EXEMPLO L. e s 62
6.2. EXEMPLO 2. .. 65
6.3. EXEMPLO ... 72
6.4, EXEMPLO 4 ... s 76
7. CONCLUSOES. ..ottt sttt ettt ns e 93

REFERENCIAS . ... oo e et et e et e e e et e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e enenees 95






1. INTRODUCAO

O tratamento endodbntico € uma técnica preconizada quando existem
lesGes cariosas extensas, amplas restauracdes ou fraturas dentais. Segundo Assif &
Gorfil (1994), a perda de estrutura apdés remover a lesdo cariosa ou regularizar a
fratura e fazer a instrumentacdo do canal radicular torna a estrutura dentinaria mais
fragil. Com a remocdo do orgdo pulpar a irrigacdo dessa estrutura dental é
interrompida, tornando-a desidratada. Essa desidratacdo pode tornar os dentes mais
propensos a fraturas. Na figura 01 € mostrada a preparacdo do canal radicular,

etapa do tratamento endododntico.

FIGURA 01 — TRATAMENTO ENDODONTICO
FONTE: Franco (2008)

A fim de contornar tais problemas foram desenvolvidos pinos intra-
radiculares com a funcdo de devolver certa rigidez a estrutura, propiciando uma
distribuicAo mais adequada das tensdes pelas quais essa estrutura venha a ser
solicitada. Esses pinos sao fixados a dentina por meio de cimentos resinosos
odontologicos, que selam a interface entre pino e a dentina radicular.

Como todo processo adesivo, 0 sucesso da fixacdo desses pinos esta
sujeito a qualidade da unido pino-cimento-dentina, proporcionada pelos agentes
adesivos intermediarios. Na literatura € vasta a preocupac¢do com a concentracao de
tensdes e consequente falha da unido entre cimento-dentina e cimento-pino. Podem
ser destacados os trabalhos de Ferrari et al. (2000), Lanza et al. (2005), Tay et al.

(2005) e Franco (2008).



A realizagdo de estudos sobre o comportamento dos cimentos resinosos e
das interfaces adesivas entre pino-cimento-dentina € fundamental para se obter uma
adesao segura e para o desenvolvimento de futuros materiais. Sendo assim, o
presente estudo desenvolve, tendo por base a Mecanica do Dano para Meios
Continuos, uma formulacdo para descrever o processo de perda de rigidez e sua
consequente aplicagdo em interfaces. Na figura 02 a interface entre o cimento
resinoso e a dentina pode ser identificada.

Situacbes de interacdo entre diferentes materiais Sdo comumente
encontradas na engenharia. O comportamento da regiao de fronteira entre esses
materiais tem sido representado em modelos de elementos finitos por meio de
elementos de interface. Sendo assim, com o objetivo de permitir a analise da
distribuicAo de tensbes e deformacdes, simulando diferentes condicbes e
sequéncias de carregamento, todo o comportamento constitutivo dos materiais

envolvidos foi descrito através do Método dos Elementos Finitos.

FIGURA 02 — FOTO DE MICROSCOPIA ELETRONICA ONDE PODEM
SER OBSERVADOS: (a) CIMENTO RESINOSO, (b)
INTERFADE E A (c) DENTINA

FONTE: Franco (2008)

A teoria do dano descreve localmente a evolugcdo dos fendmenos que se
desenvolvem entre um estado inicial, relativo a uma situacdo de material integro, e
um estado final, representado pela perda total da resisténcia. No caso dos cimentos
resinosos, um material em que a fissuracdo é o fenbmeno dominante no
comportamento ndo-linear, a Mecanica do Dano é capaz de formular modelos
realistas.

O dano ndo é uma grandeza fisica mensuravel diretamente, mas no ambito

de uma modelagem matematica é possivel quantifica-lo através de uma reducéo



progressiva de uma propriedade mecanica global como, por exemplo, a rigidez do
material. O modelo de dano implementado neste trabalho foi 0 modelo desenvolvido
por Tao & Phillips (2005), onde somente o efeito isotrépico do dano é considerado.
Esse modelo apresenta bons resultados mesmo sendo bastante simples e tem como
virtude sua facil implementacéao.

A termodindmica desempenha um importante papel na formulagcdo e
desenvolvimento de  modelos  constitutivos. Para  evitar resultados
termodinamicamente inconsistentes, a primeira e a segunda leis da termodinamica
formam a base da abordagem presente neste trabalho, que tem como principal guia
o trabalho desenvolvido por Houlsby & Puzrin (2000).

Muitos trabalhos sobre a aplicacdo dos conceitos termodindmicos na
mecanica do dano ja foram desenvolvidos, sendo que a maioria desses se
concentrou no estudo de estruturas de concreto. No presente trabalho, propbe-se o
estudo de um modelo constitutivo aplicado as interfaces entre um cimento resinoso,
um pino polimérico e a dentina. O desenvolvimento de modelos capazes de fornecer
previsdes mais realistas do comportamento da interface passa a ser importante para
ampliar os conhecimentos de cirurgibes-dentistas, proporcionando a melhora das
técnicas e dos materiais envolvidos no tratamento endodéntico, além de diminuir a

necessidade de ensaios in vivo e in vitro.

1.1. OBJETIVOS

1.1.1. Objetivo geral

Desenvolver um modelo numérico-computacional que permita simular o
processo de danificacdo e consequente perda de rigidez das interfaces entre o
cimento resinoso, 0 pino intra-radicular e a dentina a partir da definicdo de dois

potenciais termodindmicos com o auxilio de técnicas da andlise convexa.



1.1.2. Objetivos especificos

a) Aplicar a teoria termodindmica com variaveis internas e técnicas da
analise convexa a modelagem do comportamento mecéanico de um
cimento resinoso;

b) Apresentar a formulagdo de um modelo constitutivo de dano segundo
enfoque termodinamico;

c) Implementar algoritmos adequados a resolucéo do problema constitutivo;

d) Aplicar o Método dos Elementos Finitos a discretizacdo espacial do
problema de perda de rigidez;

e) Implementar um elemento adequado a simulagéo da regido de interface;

f) Realizar algumas simulagcdes com o programa desenvolvido e comparar

com resultados obtidos em ensaios experimentais.

1.2. ESTRUTURA DO TRABALHO

A seguir esta descrito, de forma sucinta, o contetdo de cada capitulo deste
trabalho.

No primeiro capitulo foi feita uma introducdo a respeito da técnica de tratar
os dentes endodonticamente, o valor da unido do cimento resinoso a dentina e ao
pino intra-radicular no sucesso do tratamento e a importancia de modelos mais
realistas para prever o comportamento das interfaces entre esses materiais.

No segundo capitulo € apresentada uma breve revisdo bibliografica do
desenvolvimento da Mecanica do Dano para Meios Continuos, enfatizando-se
aspectos relativos aos trabalhos realizados na area de modelagem constitutiva de
materiais frageis, além da descricdo de alguns elementos de interface encontrados
na literatura.

No terceiro capitulo conceitos da teoria da termodindmica com variaveis
internas sdo apresentados. A Mecanica do Dano para Meios Continuos é revista
seguindo a abordagem termodinamica, a seguir, uma abordagem utilizando
conceitos da analise convexa € introduzida e por fim o modelo constitutivo é

apresentado.



No quarto capitulo o modelo de dano com o critério de danificacdo de Tao &
Phillips (2005) é descrito segundo enfoque termodinamico.

No quinto capitulo é descrito a forma na qual o programa desenvolvido foi
estruturado, bem como se apresentam o elemento de interface e os algoritmos
empregados para a resolugcéo do problema de equilibrio e constitutivo.

O sexto capitulo apresenta dois exemplos didaticos do problema constitutivo
e resultados numericos obtidos através do programa desenvolvido. Esses resultados
sédo entdo comparados a resultados obtidos em ensaios experimentais.

No ultimo capitulo, sdo apresentadas as conclusfes deste trabalho.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A modelagem constitutiva de materiais frageis tem sido objeto de estudo ja
ha algumas décadas. O comportamento fisico nado-linear de sélidos, observado
macroscopicamente, € uma manifestacdo de mudancas irreversiveis que ocorrem
em sua microestrutura. Algumas dessas mudancas tém origem em microdefeitos
constituidos por inclusées ou mesmo vazios, 0s quais, pelas suas caracteristicas,
favorecem a concentracdo de microtensdes. Esses microdefeitos constituem o que
se entende por dano inicial do material.

Dependendo das condi¢cdes ambientais e devido a existéncia de solicitagdes
mecanicas, mesmo que a resposta global do material se mantenha dentro dos
limites do regime elastico, o dano inicial pode evoluir em consequéncia do
rompimento das ligacbes entre atomos ou por rupturas na interface entre
componentes distintos. Macroscopicamente, esse processo de evolugdo do dano
inicial, ou danificacdo, acaba por influenciar diretamente as propriedades elésticas,
conforme evidenciam as reducfes de resisténcia e de rigidez. JA em um estagio
mais avancado de solicitacdo, a danificacdo leva a formacdo e ao crescimento de
microfissuras. Como essa fissuracdo ocorre de forma distribuida, a Mecanica do
Dano é capaz de formular modelos muito realistas para os cimentos.

Com o intuito de estudar a ruptura, precocemente observada em relagéo ao
esperado em metais em regime de deformacéo lenta, como uma conseqiéncia da
existéncia de defeitos no material, Kachanov introduziu, em 1958, as primeiras idéias
sobre danificagdo de meios continuos. A partir de entdo, varios outros estudos sobre
a Mecanica do Dano tém sido realizados tornando-a uma das mais populares teorias
utilizadas para a simulacdo desse processo.

A terminologia Mecanica do Dano para Meios Continuos (“continuum
damage mechanics”, CDM) foi usada por Janson & Hult (1977) para designar
modelos da mecanica do continuo que tratam das respostas constitutivas,
considerando os efeitos de degradacdo em modo difuso e progressivo, por meio de
reducado das propriedades mecanicas, como resisténcia e rigidez do material.

E importante notar a diferenca em relacdo a Mecanica da Fratura. Enquanto
a Mecanica da Fratura lida com as condigcbes de propagacdo de uma fissura

macroscopica imersa em um meio continuo integro, a Mecéanica do Dano se ocupa



do efeito de um processo de microfissuracao distribuida que se desenvolve em uma
etapa preliminar a formacgao da fissura discreta.

Desde entdo inumeras abordagens bem sucedidas utilizando o dano para
modelar materiais diversos, como polimeros ou mesmo materiais frageis, estao
presentes na literatura como Krajcinovic (1983) e Ortiz (1985). Enquanto algumas
delas tém como base apenas o comportamento fenomenoldgico, outras abordagens,
baseadas na formulacdo da CDM, levam em conta principios termodinamicos.

Em 1985, Lemaitre desenvolveu bases tedricas de acordo com a formulacéo
termodinamica dos processos irreversiveis, propondo o uso de variaveis internas
escalares, implicando na hipotese de deterioracdo isotropica da rigidez. No entanto,
a particularidade dessa nova abordagem esta no conjunto de hipoteses
fundamentais admitidas. S&o elas: 0s processos irreversiveis podem ser
aproximados por uma sequéncia de estados de equilibrio aos quais correspondem
valores instantdneos de um numero finito de variaveis internas; as variaveis internas
a serem escolhidas devem representar os processos dissipativos dominantes e a
resposta do meio depende exclusivamente de seu estado atual.

Novos modelos entdo foram desenvolvidos. Entre os modelos puramente de
dano podem ser destacados Kattan & Voyiadjis (1990), Maugin (1992) e Lemaitre
(1992). Existem ainda outros modelos de dano com propriedades especificas, entre
esse trabalhos destacam-se Murakami (1981) e Kachanov (1984) modelando a
deterioracdo lenta do material, Mazars (1984) estudando o dano em estruturas de
concreto armado; Lemaitre & Chaboche (1985) e Marigo (1985) na simulacdo da
interacdo dano-fadiga; e Simo & Ju (1987) e Tai (1990) tratando sobre dano em
materiais ducteis.

Esses modelos de dano podem ser classificados como isotrépicos ou
anisotropicos, segundo a natureza da varidvel de dano utilizada. Os modelos
isotrépicos, onde sdo empregadas variaveis escalares, sdo conceitualmente simples
e tém a vantagem de necessitarem de um numero reduzido de parametros a se
identificar. Por outro lado, eles podem ter sua aplicacéo restrita a algumas situacoes.
Alguns modelos, como o apresentado em Mazars & Pizaudier-Cabot (1989), chegam
a empregar dois escalares para quantificar o dano, um para a tragdo outro para a
compressdo. Os modelos anisotropicos, onde a variavel de dano é uma grandeza
tensorial apresentam uma gama de aplicacdo maior, porém com maior complexidade

na identificagdo dos parametros do modelo.



J4 na década de 90 uma série de trabalhos envolvendo a aplicacdo da
termodinamica para a modelagem constitutiva de materiais frageis, como solos e o
concreto, foram entdo desenvolvidos, pode-se destacar Maugin (1992), Hansen &
Schreyer (1994) e Collins & Houlsby (1997). A maioria desses trabalhos une efeitos
da perda de rigidez as deformacdes plasticas e ao dano. Esses modelos dividem-se
em dois grandes grupos.

O primeiro grupo é composto pelos modelos chamados “desacoplados”,
onde o dano e a plasticidade séo processos independentes, embora possam, sob
algumas condic¢des, acontecer simultaneamente. O segundo grupo é formado pelos
modelos ditos acoplados, onde o0 dano e a plasticidade sempre ocorrem
simultaneamente.

No presente trabalho, a CDM foi expressa através da abordagem utilizada
nos materiais standard generalizados e usando as idéias apresentadas por Houlsby
& Puzrin (2000) quando trataram de modelos elastoplasticos. A principal
caracteristica desse tipo de abordagem € o fato do comportamento constitutivo de
um material ser conhecido a partir da definicho de somente dois potenciais
termodinamicos: uma funcdo de energia (energia livre de Helmholtz, energia livre de
Gibbs, entalpia ou energia interna) e uma funcéo de dissipacéo.

A introdugdo de um potencial termodinamico, como a energia livre de
Helmholtz, conduz as leis de estado a partir das quais € possivel relacionar variaveis
de estado com suas variaveis associadas. A deformacdo total e um conjunto de
variaveis internas associadas a perda de rigidez sdo adotados como as variaveis de
estado. As varidveis associadas sdo as tensbes e as forgcas termodinamicas
generalizadas. Toda formulacdo baseia-se no uso de variaveis internas para
representar o programa de cargas sofrido pelo material.

O potencial de dissipacdo introduzido fornece as leis de fluxo permitindo
avaliar a evolucdo das variaveis internas. A definicdo de uma regido de forcas
termodinamicas admissiveis completa o modelo.

A lei da Normalidade estabelece que os incrementos da variavel interna sédo
perpendiculares a uma superficie no espago das forgcas termodindmicas definida a
partir de uma funcdo potencial. Muitos modelos assumem que a funcédo potencial
possui a mesma forma da funcéo de danificacao, isto €, fluxo associado. No entanto

essa consideracdo ndo € necessaria e existem evidéncias de que a funcédo de



escoamento/danificacdo e a funcdo potencial ndo séo idénticas em materiais frageis,
ou seja, pode ocorrer fluxo ndo associado.

Motivados pelo problema de simular o fenémeno de “pull out” nas armaduras
de pecas de concreto armado, onde problemas de convergéncia sao bastante
comuns, Tao & Phillips (2005) desenvolveram um modelo de dano isotrépico bi-axial
bastante simples, porém com 6étimos resultados. Desse modelo foi retirada a regiao
de forcas termodinamicas admissiveis e definida assim a superficie de dano.

No ano de 2007, Einav, Houlsby e Nguyen demonstraram que essa
abordagem termodinémica é capaz de descrever o comportamento constitutivo de
materiais sujeitos a perda de rigidez sem considerar a plasticidade, tornando-se
assim a base para esse estudo. A diferenca entre o modelo apresentado pelos
autores e os demais modelos para a plasticidade recai sobre o papel fisico das
variaveis internas.

A preocupacdo com as mudancas do comportamento constitutivo de
materiais que interagem entre si formando uma interface € de longa data na
literatura. Em modelos de elementos finitos essa regido € simulada através dos
elementos de interface.

Um dos primeiros trabalhos empregando esse tipo de elemento foi proposto
por Ngo & Scordelis (1967). Ele foi utilizado na analise do comportamento de vigas
de concreto armado. Nessa analise os autores consideraram uma viga tridimensional
composta pelo material concreto e pelo material aco. O padrdo das fissuras
principais encontradas em ensaios experimentais foi reproduzido pela insercédo de
elementos de interface. As mudancgas estruturais devido a fissuragdo do concreto
foram obtidas através do emprego de um critério de resisténcia maxima a tracao.

Goodman, Taylor e Brekke (1968) propuseram um elemento de interface e o
empregaram para a analise de estabilidade de maci¢cos rochosos e escavacgoes.
Especificamente, estudaram o comportamento de modelos de taneis em formato
trapezoidal e semicircular construidos através da remocdo de blocos até
constituirem a cavidade. Os elementos de interface foram empregados como meio
de ligagao entre esses blocos.

Também com o proposito de analisar problemas em escavacbes e
estabilidade de encostas rochosas, Zienkiewicz et. al (1970) propuseram um
elemento de interface composto por quatro nds, porém geometricamente esse

elemento ndo possui espessura, sendo que esta € considerada apenas como um
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parametro na modelagem. Os autores empregaram o0 comportamento nao linear
elastico e o modelo plastico representado pelo critério de Mohr-Coulomb para
descrever o material utilizado nos elementos de interface. Esse elemento se
demonstrou adequado a discretizacado de modelos com elementos triangulares.

Para a andlise das descontinuidades representadas por ligacdes de rochas,
falhas e interfaces, Ghaboussi, Wilson e Isenberg (1973) propuseram um elemento
de interface com espessura ndo nula. Os autores empregaram um modelo elastico,
perfeitamente plastico com critério de escoamento de Mohr-Coulomb na anélise de
fundacbes de formato circular e no problema de cunha, desenvolvendo assim a
formulacdo para um elemento de interface com simetria axial. Em 1978 Herrmann
utilizou a mesma geometria e graus de liberdade propostos por Ghaboussi, Wilson e
Isenber (1973), porém com a possibilidade de admitir o escorregamento e a perda
de contato entre os elementos. Isso foi feito através da inclusdo de um conjunto de
molas discretas que conectam as faces do elemento. A limitacdo do efeito de
escorregamento é introduzida pelo autor através do critério de Mohr-Coulomb. Esse
modelo foi utilizado para simular pecas de concreto armado e estacas sujeitas a
forcas de empuxo devido ao assentamento de solo adjacente.

Também inspirados pelas idéias de Ghaboussi, Wilson e Isenber (1973),
Pande & Sharma (1979) desenvolveram um elemento de interface isoparamétrico de
oito nos formulado em termos de deslocamentos relativos. A determinacdo dos
deslocamentos é feita de maneira igual a empregada no método dos elementos
finitos para os elementos isoparamétricos. Depois de computada a matriz de rigidez
global séo calculados os deslocamentos. Contudo, esses ainda sao deslocamentos
globais e relativos, sendo necessaria uma transformacdo para que o0s
deslocamentos absolutos sejam obtidos. S6 entéo é feito o procedimento padrdao dos
elementos isoparamétricos para computar as deformacdes e tensdes.

Resultados obtidos por Veiga (2000) mostram a equivaléncia entre o
elemento de interface proposto por Pande & Sharma (1979) e o elemento utilizado
no presente trabalho proposto por Desai et al. (1984). Porém o elemento proposto
por Pande & Sharma (1979) exige um esforco computacional maior, uma vez que
necessita da transformacgao dos deslocamentos relativos em globais.

O elemento de interface proposto por Desai et al. (1984) foi utilizado
originalmente na modelagem de solos e sua grande vantagem recae no

desembaraco do emprego de sua formulagéo, posto que tanto a formulagédo do
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continuo quando do elemento em si sdo realizadas através de elementos
quadrilaterais planos. Dessa forma torna-se facil a implementacdo desse elemento
em um programa computacional.

Mais uma vez o elemento desenvolvido por Ghaboussi, Wilson e Isenber
(1973) foi usado como base para uma nova formulagéo. As diferengas propostas por
Beer (1985) foram: uma formulacéo isoparamétrica e a espessura nula do elemento
de interface. Para modelos bidimensionais foram empregados elementos de linhas
entre elementos de casca, enquanto que, para modelos tridimensionais foram
utilizados elementos de interface planos entre elementos solidos. Essa formulacao
foi vantajosa para modelar juntas e fraturas de rochas.

Em 2003, Coutinho et al. propuseram uma extensdo do elemento proposto
por Herrmann (1978), uma vez que apenas acrescentou uma mola central ao
elemento em questdo. O célculo das tensdes e deformacdes ocorre da mesma forma.

Além dessas, outras contribuicdes foram feitas por outros autores como
Griffths (1987) que se preocupou com a escolha dos elementos de interface, Frank,
Guenot e Humbert (1982) que empregaram elementos de interface para a
modelagem de contato ou Day & Potts (1994) que estudaram as dificuldades
numéricas em simulagées com a presenca de elementos de interface.

Com a criagdo e evolucdo de diversas linhas de pesquisa ligadas a
bioengenharia varios trabalhos vém estudando as interfaces entre materiais inertes
(cimentos, hastes, pinos, etc.) e tecidos vivos (0sso, dentina, etc.). A preocupacao
com essas interfaces reside no fato de varias técnicas odontolégicas (endodontia,
implantodontia, etc.) dependerem do sucesso da fixacdo entre 0s materiais
envolvidos.

Na ultima década varios trabalhos avaliaram a resisténcia de adeséo entre
pino, cimento e dentina. Dentre esses, podem ser destacados: Ferrari et al. (2000),
avaliando a influéncia dos tubulos dentinarios no interior dos canais radiculares,
aumentando da area superficial de adesdo e sendo assim responsaveis por uma
melhor adesao; Santis et al. (2000), verificando a resisténcia de adesao entre pino
de fibra e cimentos resinosos através do ensaio de pull-out; Bouillaguet et al. (2003),
averiguando a resisténcia de adesao por meio de ensaios de micro-tragdo, Goracci
et al. (2005) testando a adesdo de pinos intra-radiculares através de trés tipos
ensaios experimentais de resisténcia adesiva (micro-tracdo com espécimes em

forma de ampulheta, micro-tragdo com espécimes em forma de palitos e pull-out);
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Lanza et al. (2005) utilizando o Método do Elementos Finitos com o intuito de avaliar
a uniao entre pino-cimento-dentina; Perez et al. (2006) verificando a influéncia da
espessura da camada de cimento resinoso na resisténcia adesiva em dentes
tratados endodonticamente; e Bonfante (2007) examinando a continuidade da
interface entre cimento e dentina por meio de microscopia eletronica de varredura.
Com essa breve revisdo bibliografica procurou-se demonstrar que a
abordagem utilizada no presente trabalho esta em concordancia com os recentes
trabalhos na area de Mecéanica do Dano, que a escolha do elemento de interface
objetivou elementos versateis, mas que conservassem a simplicidade, e que essas
ferramentas sao necessarias a um melhor entendimento, e conseqlente

desenvolvimento, de técnicas endodonticas.
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3. FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1. MODELOS TERMODINAMICAMENTE ADMISSIVEIS

Este item tem por objetivo apresentar, inicialmente, alguns aspectos da
Termodinamica aplicados aos meios continuos visando garantir que o modelo
constitutivo seja fisicamente admissivel. A seguir, tal formalismo termodinamico foi
empregado em conjunto com a Mecéanica do Dano. O desenvolvimento apresentado

nesse item pode ser encontrado nos textos de Proenca & Pituba (2000).

3.1.1. Considerag0des e definicdes gerais

Para os propésitos da Mecanica dos Meios Continuos Solidos, um sistema
termodinamico fechado é uma quantidade de matéria continua e invariante. A no¢ao
de continuidade permite considerar subsistemas que ocupam volumes muito
pequenos. Se for possivel definir em tais volumes quantidades médias
representativas do fluxo de calor, da temperatura e do gradiente de deformacéo em
qualquer um dos seus pontos, entdo as leis relacionadas ao balanco de energia
podem ser expressas por formas diferenciais e consideradas validas em um ponto. A
guantidade de energia em um sistema termodinamico referenciada por unidade de
massa € chamada energia interna.

Quando € possivel avaliar todas as informacbes necessarias para a
caracterizagcdo do problema, diz-se que o estado do sistema € conhecido. Uma
grandeza fisica, mensuravel direta ou indiretamente, necessaria para determinar a
energia interna do sistema, em qualquer instante, € denominada variavel de estado.
As variaveis de estado observaveis sdo aquelas que podem ser medidas. Elas,
geralmente, sdo a temperatura e o tensor de deformacdes

Postula-se que um numero finito de variaveis de estado seja suficiente para
a determinacao univoca da energia interna. De maneira mais geral a escolha sobre o
namero de variaveis € arbitraria, até certo ponto, estando dependente dos

fendmenos que se pretende levar em conta em cada problema.
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Um sistema esta em equilibrio termodinamico quando as variaveis de estado
nao sao alteradas com o tempo. Se existe uma mudanga ao longo do tempo, diz-se
que o sistema esta sofrendo um processo.

Além da energia interna, pode-se associar ao sistema quantidades de
energia cinética, ligadas ao seu movimento, e energia potencial, relacionada & sua
posicdo ou cota, ambas dependentes do referencial adotado, em relacdo ao qual se
medem a velocidade e a posicao do corpo.

Nas analises que seguem, considera-se que as mudancas na energia total
do sistema implicam em mudancas nas parcelas referentes a sua energia cinética e
energia interna. Admite-se, por simplificacao, que as transformacdes que o sistema
podera sofrer ndo levem em alteracdes significativas de sua cota, de modo que
mudancas na energia potencial ndo serdo consideradas.

A energia total do sistema pode variar se houver trabalho mecanico
realizado em relacdo ao sistema por forgas internas e/ou transferéncias de calor.
Normalmente, para dar generalidade ao estudo essa variacdo de energia é
analisada considerando-se as taxas de trabalho mecanico (poténcia) e de

transferéncia de calor.

3.1.2. Primeira Lei da Termodinamica

A primeira lei da termodinamica estabelece justamente o balanco de energia
entre a poténcia mecanica e a taxa de calor transferidas para dentro do sistema com
a taxa de variacao da sua energia total.

A poténcia mecanica pode ser produzida por forcas a distribuidas por

unidade de superficie e por forcas b por unidade de massa. O calor pode ser
transmitido por conducdo através da superficie de corpo e/ou induzido diretamente
na massa por irradiacdo ou entdo por alguma fonte interna.

A relacao que define a poténcia mecanica, ou externa P, , introduzida sobre

ext?
uma quantidade de massa que ocupa certo instante o volume B, limitado pela

superficie dB, é expressa na seguinte forma:

P = [a-VdB+ [pb-vdB (3.1)
B

oB
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onde vV é vetor velocidade do ponto material que na configuracdo atual do corpo

ocupa a posicdo x do espaco de pontos. Ainda na relacdo anterior aparece a
densidade p, que multiplicada pela forca b é denominada forca de corpo.

Por sua vez, a taxa de calor Q, introduzida no sistema provém da condugéo
através da superficie 0B e do calor gerado por unidade de massa r. Entdo, por
definicao:

Q.=- [q-fidoB+ [prdB (3.2)
B

oB

onde q € o vetor fluxo de calor e o sinal negativo indica o fluxo de fora para dentro

do sistema, uma vez que i € um versor que, em cada ponto do contorno, aponta
para o exterior do corpo.

A primeira lei da termodindmica diz respeito a conservacdo de energia do
sistema, podendo-se enuncia-la da seguinte maneira: a taxa de trabalho mecéanico
ou poténcia das cargas externas mais a taxa de calor introduzida no sistema é igual
a taxa de energia cinética mais a taxa de variacao da energia interna. A relacdo que

a exprime é a seguinte:
Poy+ Qe = E; +U (3.3)

onde,

J =ijpedB (3.3a)
dt 3

€ a taxa de energia interna (e é a densidade de energia interna por unidade de

massa), e:
d g1 _ _
—pV-V}dB (3.3b)

é a taxa de energia cinética.

O segundo membro da equacédo (3.3) compde a taxa de energia total do

sistema (E, ), de modo que:
E.T = F)ext +Qe (3.4)

Substituindo-se (3.3) nas expressdes das energias envolvidas, obtém-se:

. d f1
a-VdoB + [pb-vdB - [G-ridaB + prdB=—I{—p\7-\7+pe}dB .
Jarvam s Job-van- Ja-nam Joran=g, I3 69
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A parcela referente a poténcia mecanica pode ser desenvolvida
considerando-se os teoremas de Cauchy e da divergéncia.

Do teorema de Cauchy segue que a=ocn em 0B, onde i é o versor normal

ao contorno no ponto e o € o tensor de tensdes. Fazendo-se uso do teorema da
divergéncia, a integral de contorno, correspondente ao carregamento distribuido na
superficie, pode ser transformada em uma integral no volume. Dessa forma, a

poténcia mecanica resulta:

Pext = jdiV(UT V)dB + I,OB -VdB (3.6)
B B

Lembrando-se da andlise tensorial que: div(aTv)= divoevV+o.gradv , a
expressao anterior passa a ser dada por:

Pext = ﬂ(diVG + ,06)\7 +o- gradVJdB (3.7)
B

Finalmente, levando-se em conta a equacéo de balanco da quantidade de

movimento linear e o principio da conservacédo da massa, obtém-se:

dv _ _ d 1 _ _
éf(pa-v+a-gradvde=aéf§pv-vdB+éfo--DdB (3.8)
e, portanto
P = c?t [lpv v}dB+ jo- DdB (3.9)

A primeira parcela é a taxa de energia cinética do sistema e a segunda €&
denominada poténcia das tensdes, sendo D o tensor taxa de deformacéo, igual a
parte simétrica do tensor gradiente de velocidade (£ no caso de pequenas
deformacoes).

Assim a poténcia introduzida pode ser avaliada via taxa de trabalho
realizado pelas forgcas externas ou de forma equivalente, pela variagdo da energia
cinética mais a poténcia das tensoes.

Utilizando-se de (3.9), a expressao (3.5) assume a seguinte forma:
g_[[£p\7-\7}dB+ fo-DdB- [g-fidoB+ jprdB:ijva-wpe}dB (3.10)
dt;[2 3 B 3 dt;l2 '

Admitindo-se, por um lado, um regime de pequenas deformacdes (D =¢) e,
por outro lado, aplicando-se o teorema da divergéncia a parcela de fluxo de calor no

contorno, valem as relacoes:
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c-D=c-¢ (3.11)
[G-fideB = [divgdB (3.12)
oB B

Assim sendo, considerando-se que a expressado (3.10) deve valer para
qualquer porgédo do volume ocupado pelo sistema, uma forma local para a primeira
lei pode ser escrita da seguinte forma:

pe=c-c—-divg+pr (3.13)

3.1.3. Segunda Lei da Termodinamica

A primeira lei permite a transformacéo das diferentes formas de energia
entre si, desde que haja um balanco entre elas, sem qualquer restricdo sobre o
sentido em que a conversdo possa se processar. NOS processos reversiveis esse
fato realmente ndo tem importancia; entretanto nos processos irreversiveis, ou
dissipativos, a auséncia de restricao € relevante.

A segunda lei da termodinamica introduz o conceito de entropia do sistema.
Além disso, na ocorréncia de um processo dissipativo, essa lei impbe a variagdo
nao-negativa dessa grandeza, restringindo as possibilidades de converséo entre as
formas de energia.

Admite-se, de inicio, que ao volume B ocupado pelo sistema em cada

instante t, se possa associar um nimero S chamado entropia de B dado por:
S= [psds (3.14)
B

onde s=s(x,t) é a entropia especifica por unidade de massa da particula que ocupa

na configuracdo atual do corpo a posicdo X. Nos processos reversiveis, a variacao
de entropia tem correspondéncia com a quantidade de calor transferida. Em um
sentido bastante simples, a entropia relaciona-se com o grau de desordem assumido
pelo sistema em funcdo da quantidade de calor transferida.

A segunda lei impde que, em processos quaisquer de transformacao que
incluem 0s processos irreversiveis, a variacao total de entropia de um sistema deve
ser igual ou superar a variagdo provocada pela transferéncia de calor. A igualdade

vale para processos reversiveis e a desigualdade para processos irreversiveis.
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Nesse Ultimo caso, diz-se que existe producéo interna de entropia. Em forma geral, a

lei se exprime por:
d r q .
— |spdB> |-pdB+ |-—-NdoB
dth p Bfep al J (3.15)

Na expressao (3.15) @ representa a temperatura absoluta, definida como um
campo escalar de valores positivos em cada ponto do dominio B considerado. O
segundo membro da inequacéo (3.15) é a taxa ou fluxo de entropia correspondente
a transferéncia externa de calor.

A imposicdo da segunda lei implica que, ao contrario dos processos
reversiveis, nos processos irreversiveis a energia interna ndo fica totalmente
armazenada no sistema, mas parte dela acaba sendo empregada na evolucédo dos
fendbmenos internos que geram maior desordem no sistema. Normalmente, faz-se
referéncia a essa parte da energia interna como energia dissipada.

Retornando a expressao (3.15) e empregando-se o teorema da divergéncia,

aguela relacdo assume a seguinte forma:
J(p—s+ divﬂ—p—rdeZO (3.16)
3 6 6
Como essa desigualdade deve ser valida para qualquer volume B do corpo,
torna-se valida a seguinte forma local:

pS+div%—%r20 (3.17)

3.1.4. A desigualdade de Clausius-Duhem

A primeira e a segunda lei podem ser combinadas conduzindo a uma
desigualdade que deve ser observada para que um processo Sseja
termodinamicamente admissivel. Considerando as relagdes que exprimem

localmente a primeira e a segunda lei:

pe=c-£-divi+ pr (3.18)
psrdivi_Ll 50 (3.19)
0 0

Da analise tensorial sabe-se que:
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q 1. 1 _
dlvg_gdwq—?grade-q (3.20)

Substituindo-se essa relacdo na expressao da segunda lei e combinando-se

com a primeira resultam, sucessivamente:

1 .. 1 r
S+—divij—-—grad@-g—p—=>0
P 0 929 g '06’

1 1 r
S+—(c-é+pr—pé)——grad@-g—p—=>0
ps+—( pr-pe) 7 q-p (3.21)
Finalmente, multiplicando-se a ultima expresséo por ¢ e cancelando-se pr

obtém-se a desigualdade de Clausius-Duhem:
p<93+o--é—pé—%grad9-€|20 (3.22)

Processos nos quais a desigualdade de Clausius-Duhem é verificada

localmente a cada instante sdo denominados “termodinamicamente admissiveis”.

3.1.5. Potencial termodinamico

Pode-se ainda trabalhar com uma nova variavel  denominada energia livre:
v =pe-pls (3.23)
Derivando essa energia em relacdo ao tempo, tem-se:
W =pe—phs—pls
p(0s—e)=—(y + p6s) (3.24)
Substituindo na desigualdade de Clausius-Duhem (3.22), obtém-se:

a-g‘—(z//+pés)—%grad0-qzo (3.25)

Definidas as variaveis de estado que se julgam serem relevantes ao modelo,
define-se um potencial termodinamico a partir do qual se derivam as leis de estado.

Utilizando-se o potencial da energia livre y, escrito como funcdo do tensor de
deformacgdes ¢, da temperatura € e das variaveis de estado internas «, associadas

a processos irreversiveis, tem-se:
v =y(e,0,ay) (3.26)

Nessa condicédo, a taxa de energia livre fica expressa por:
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W 540V g, 0
oe 06 ooy

y = ay (3.27)

Combinando-se as relac¢des (3.25) e (3.27), resulta que:

oy . o) » ([oy | . 1 .
e ps+—L .- L |.q, —=qradd-G=0 .
(0 agj : (p aej (MJ iy =5 radd - § (3.28)

A desigualdade (3.28) deve valer para qualquer processo, em especial 0s
reversiveis.

Em um caso particular, considere um processo reversivel, adiabatico e com
temperatura uniforme. Nesse caso, a Unica varidvel € o tensor de deformactes
elasticas (reversivel) e a desigualdade (3.28) fica atendida se:

oy
e =0

Em um segundo caso, considere um processo puramente térmico a

(3.29)

temperatura constante, entdo a Unica variavel de estado é a entropia e a

desigualdade (3.24) fica atendida se:

oy
00

Voltando aos processos gerais e impondo a validade das expressoes (3.29)

pS= (3.30)

e (3.30), o que implica em que as variaveis de estado possam ser agrupadas entre

aguelas de natureza reversivel e irreversivel, a desigualdade (3.28) assume a forma:

oy . 1 _
-———a,——gradg-g=>0
oa, k 99 q (3.31)

Considerando-se, novamente, uma transformacao a temperatura constante,
a relacéo (3.31) fornece a seguinte condicdo, chamada desigualdade de dissipacéo:

o .
———a, 20
dar, k (3.32)

Por analogia as expressdes (3.29) e (3.30) pode-se definir uma variavel
chamada forca termodinamica A* . Assim como a tensdo € uma quantidade
conjugada da deformacéo, as forcas termodinamicas sao conjugadas as variaveis

internas:

a_l//:_Ak

oa (3.33)

de forma que a expresséao (3.32) passa a ser escrita como:
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A, >0 (3.34)

Lembrando-se que o sinal negativo da relacdo (3.31) decorreu de uma
correcéo do fluxo para que passasse a ser considerado positivo quando fosse para o
interior do corpo, entdo a relacdo (3.34) indica que 0S processos irreversiveis
definem a quantidade de energia dissipada.

O potencial termodinamico descreve a relacdo entre as variaveis de estado e
suas variaveis associadas. Observa-se que, na equacao (3.32), estdo presentes as
taxas de variacdo das variaveis internas. Para materiais que sofrem o processo de
danificacdo, nos quais as tensdes e deformacdes atuais dependem da histéria de
carregamento, as equagles constitutivas apresentadas nédo sao suficientes para
descrever o comportamento do material. Fazem-se necessarias equacbes de
evolucdo que determinem as taxas de variacdo de cada uma das variaveis internas.

Enquanto em modelos elasticos apenas um potencial termodinamico é
suficiente para descrever o comportamento constitutivo do material, em modelos de
dano pelo menos dois potenciais termodinamicos sao utilizados. Esses séo a
energia livre e um potencial de dissipacdo. A introducdo de um potencial
termodinamico, como a energia livre, conduz as leis de estado a partir das quais é
possivel relacionar variaveis de estado com as suas variaveis associadas, conforme
ja apresentado. Ja a introdugdo de um potencial de dissipagédo fornece as leis de
fluxo que permitem avaliar a evolugcdo das variaveis internas. A definicdo de uma

regido de forcas termodinamicas admissiveis completa o modelo.

3.1.6. Regido admissivel

A regido admissivel P é definida como o conjunto de forcas termodindmicas
possiveis para um dado material. A funcdo de danificacéo f(Ak) (analoga a funcéo

de escoamento em modelos elasto-plasticos) delimita uma regido no espaco das
forcas termodinamicas que se modifica conforme o processo de danificacdo ocorre.
Dessa forma, enquanto se da esse processo de danificacdo, a variavel interna de
dano € alterada e a regido admissivel no espaco das forcas termodindmicas se
modifica.

Assim, a regido P pode ser representada atravées de uma funcédo f ,

denominada fungao de danificacgéo:
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P =1{A/ f(a¥)<of (3.35)
A fronteira 0Q da regido admissivel, ou superficie de dano, é definida por:

oQ = {A*/ £ (A% )= o} (3.36)
J& o interior Q da regido admissivel é descrito por:

Q=1{A/ f(A%)<0} (3.37)

Pontos internos a regido admissivel representam estados a partir dos quais
ocorrem processos elasticos sem a perda de rigidez. Forcas termodinamicas
situadas na fronteira da regido admissivel sdo aquelas associadas a processos
puramente elasticos, sem danificacdo, caso sejam seguidas de um descarregamento
ou de inicio de processos de danificagdo, também elasticos, mediante aplicagdo de
carga efetiva. Forgas termodindmicas exteriores a essa regido sao inadmissiveis. As
taxas de variacdo das variaveis internas assumem valores segundo o0 seguinte

conjunto de equacdes:

. flAK)<0
a, =0se ‘ .
f(A)=0e f <0
é 20sef(A)ef =0 (3.38)

A danificacao isotrépica caracteriza-se por uma modificacdo igual em todas
as suas direcdes da superficie de dano no espaco da forcas termodinamicas. A
alteracdo da superficie pode ser definida por uma Unica varidvel escalar. O processo
de danificagdo anisotropico, por sua vez, costuma ser descrito por uma variavel

tensorial.

3.1.7. Potencial de dissipagéo

Nesta secdo s&o introduzidos os Ultimos conceitos necessarios a
modelagem do comportamento constitutivo de materiais através de modelos
termodinamicamente admissiveis. A lei da normalidade e convexidade da regido
admissivel sdo discutidas.

Voltando-se & equacao (3.34), assume-se que a forca termodinamica A* =0

sempre pertence a regido admissivel. Dessa forma tem-se: dada uma forca
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termodinamica onde se inicia 0 processo de danificacdo A* € P e uma taxa da

variavel interna ¢, , a desigualdade:
(A~ A)-q, >0 (3.39)
é vélida para qualquer valor de forcas termodinamicas A¥ € P. Observa-se que a

equacao (3.39), esta de acordo com a forma local da desigualdade de dissipacéo
descrita na equacdo (3.34) e satisfaz o postulado de estabilidade de Drucker no
espaco das forcas termodinamicas.

A desigualdade (3.39) possui uma interpretacdo geométrica que estabelece

que o vetor(A"—Ak") forma um éangulo agudo com ¢y, implicando que todos os

pontos A¥ devem estar de um dos lados plano perpendicular a ¢, no ponto A* que

toca a superficie de dano. Assim, a superficie de dano deve ser convexa, conforme

ilustrado na figura 03.

(a)

FIGURA 03 — CONVEXIDADE DA SUPERFIQIE DE DANO: (a)~SUPERFI'CIE DE
DANO CONVEXA (b) SUPERFICIE DE DANO NAO-CONVEXA
FONTE: O autor (2009)
Se a superficie de dano for regular em A*, uma maneira de assegurar que

todo AXesteja em um dos lados do plano perpendicular a ¢, no ponto A* é que ¢,

seja normal a superficie de dano em A* e, portanto, paralelo ao gradiente da fungéo
de danificacdo no ponto:
dy = AVE(A¥) (3.40)
A equacao (3.40) descreve a Lei da Normalidade. O multiplicador de
Langrange A4 é um escalar com valor ndo negativo. As restricdes referentes a esse

escalar sdo determinadas pela condicdo de complementaridade:

220 f(A%)<o a-f(A%)=0 (3.41)
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a Ultima condicao da expresséao (3.41) implica que A possui valor positivo apenas
quando a funcdo de danificagdo é nula, isto é, quando ocorre danificacdo. Por sua
vez quando a funcdo de danificagcdo assume valor negativo, 4 assume valor nulo,
caso em que a o processo de danificacdo néo evolui.

Finalmente, assumindo que em um dado instante de tempo t, a condigcéo

f(A"(t))zo é satisfeita e, para qualquer instante de tempo, as forcas

termodinadmicas admissiveis sdo tais que f <0, tem-se f(A"(t))so. Se f <0, as
forcas termodinamicas movem-se em direcao ao interior da regido admissivel, isto é,

tem-se descarregamento elastico e 4=0. Logo, o dano, para os quais 41>0,

ocorrem quando f =0. Pode-se resumir essa condicdo em:
Quandof =0entdol>0, f <0OeA-f =0 (3.42)

O formalismo descrito até aqui apresenta, portanto, trés aspectos
fundamentais, a escolha das variaveis internas, a escolha da forma da energia livre e
as equacdes que exprimem as leis de evolugdo das variaveis internas. Atendidos os
trés aspectos € possivel que sejam formulados modelos constitutivos
fenomenoldgicos, termodinamicamente consistentes e que refletem, através do
conjunto de variaveis internas, os principais fenbmenos fisicos observados na

estrutura.

3.2. MECANICA DO DANO

As idéias de representar o processo de danificacdo em meios continuos
foram desenvolvidas por Kashanov & Rabotnov em 1958. Entretanto, maiores
avancos na Mecanica do Dano para meios continuos se deram somente nas
décadas de 70 e 80 com bases tedricas mais rigorosas, seguindo conceitos
termodinamicos. Desde entdo inimeros modelos da Mecénica do Continuo foram
propostos a fim de modelar a resposta constitutiva de diversos tipos de materiais.

Este item tem por objetivo apresentar essas idéias para que, em conjunto

com a teoria termodinamica, o0 modelo constitutivo seja descrito.
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3.2.1. Variavel interna de dano

As grandezas da Mecéanica do Continuo sdo definidas em um ponto. No
entanto, do ponto de vista geométrico, e levando-se em conta a heterogeneidade de
um material, essas grandezas precisam ser consideradas apenas como valores
médios dentro do que € chamado “elemento de volume representativo”. Entende-se
como “representativo” um elemento com dimensdes suficientemente grandes para
considerar a distribuicAo de microdefeitos continua e, a0 mesmo tempo, um
elemento suficientemente pequeno para ser considerado como um ponto material.
Como consequéncia, as tensdes e deformagBes da Mecéanica do Continuo devem
ser interpretadas fisicamente como grandezas que atuam sobre esse elemento.

De forma similar, para definir o dano em um ponto M, é considerado um
elemento de volume representativo orientado por um plano definido por sua normal

N e pela abscissa x na direcdo de . O valor de dano «, (M ,ﬁ,x) em um ponto M

na direcdo n com abscissa x é definido por:

05 3.43
g, 7) =222 (349

onde 5§ S é a area de interse¢cdo do plano considerado e do elemento de volume

representativo, e 5S, € area de intersecdo de todas as microfissuras e

microcavidades em § S. Neste trabalho, a variavel de dano sera denotada como «

em vez do comum D. Isso foi feito a fim de enfatizar que essa é uma variavel
interna e sera utilizada em conjunto com a abordagem anteriormente descrita. Na
figura 04 sdo apresentados o elemento de volume representativo e as areas de

interesse.

FIGURA 04 — ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO
FONTE: Nguyen (2005)
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A variavel de dano assume valores no intervalo 0<oy <1, sendo que
a4 = 0representa o material integro e 4 =1 indica um estado de total deterioracao.

A falha do elemento de volume representativo na direcdo i é definida na area mais
danificada:

5S;, (3.44)
oS

X

onde 6 S, é a area de interse¢do mais danificada. Uma vez que o dano no elemento

de volume representativo depende da direcdo i, a natureza anisotrépica do dano
esta contemplada nessa definicdo e a4 passa a ter carater tensorial. A teoria de
dano proporciona um meio de caracterizar a deterioracdo de um material em um
nivel microscopico através de valores em um nivel macroscopico. Se as
microfissuras e microcavidades sdo uniformemente distribuidas no elemento de
volume representativo, é adequado assumir o dano de forma isotrépica, afinal a

variavel de dano ¢, nesse caso, nao depende da direcao 1. No presente trabalho o

estudo sera restrito a casos com variavel de dano escalar, ou seja, caso isotropico.

3.2.2. Deformacéao equivalente

O conceito de tensédo efetiva € resultado direto da definicdo de variavel
interna de dano.

Considere o caso de tracdo uniaxial com uma variavel de dano escalar.
Devido ao processo de danificacdo a area da secdo transversal é reduzida e se

torna uma area efetiva, S—S,, na qual S é a secéo transversal original e Sy € a

area total de microfissuras. A tensdo ndo mais pode ser representada por:

oo F (3.45)

S

devendo ser substituida pela tenséo efetiva:
3.46
o = F ) >0 ( )

(S-Sp) (-ay)
A tensao efetiva é definida como a tensao calculada utilizando-se a area da

secao transversal que efetivamente resiste as forcas aplicadas.
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A extensdo desse conceito ao caso de tensdes multiaxiais com uma variavel
escalar de dano ndo exige mudancas uma vez que esse caso nao depende da
direcdon. Assim:

o (3.47)

onde 0 e o sdo o tensor de tensGes e o tensor de tensbOes efetivas
respectivamente.

No descarregamento, quando da mudanca de tensbes de tracdo para
tensdes de compressédo, devido ao fenébmeno de fechamento das microfissuras, a

secgao transversal efetiva € maior que S—S;. Em um caso particular onde todos os
microdefeitos se fecham Sy =0 essa se¢éo sera igual a S e a tensdo o e a tensdo

efetiva o serdo iguais. Esse comportamento unilateral tem sua importancia durante
simulagédo de materiais frageis, porém néo foi introduzido no presente trabalho.

O principio de deformacfes equivalentes apresentado por Lemaitre (1971)
segue da definicdo de tensdo efetiva e auxilia a evitar analises micromecanicas para
cada tipo de defeito e cada tipo de mecanismo de dano. Esse principio pode ser
enunciado da seguinte forma: Qualquer equacao constitutiva empregada a fim de se
obter as deformacdes de um material danificado deve ser tratada da mesma forma
como se aplicada a um material integro exceto que a tensdo deve ser substituida

pela tensao efetiva. A figura 05 ilustra o principio de deformacdes equivalentes.

a

T ;,

E

FIGURA 05 — PRINCIPIO DAS DEFORMACOES EQUIVALENTES
FONTE: O autor (2009)
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Ainda segundo Lemaitre (1992), a aplicacdo da hipdtese de deformacdes
equivalentes resulta em um estado de jungao entre dano e elasticidade. Essa juncéo
vem da observacdo do fendmeno fisico onde o processo de danificacao resulta em
uma mudanca nas propriedades mecanicas de um material. Na modelagem
constitutiva isso pode ser descrito para o caso uniaxial através da seguinte

expressao:
oc=0-ay)Ee (3.48)

Essa expressdo esta de acordo com observacdes experimentais realizadas
por Lemaitre (1992), onde o moédulo de elasticidade efetivo E depende do valor da

variavel de dano:
E=@1-ay)E (3.49)

Em formulacbes baseadas em deformacdes, o dano € caracterizado atraves

da tensao efetiva em conjunto com a hipétese de deformacdes equivalentes

3.2.3. Tenséao equivalente

Um conceito dual a hipétese de deformagdes equivalentes € a formulacdo
baseada em tensdes. A hipbétese de tensdo equivalente é proposta e o dano é
apresentado através do conceito de deformacdo efetiva, no qual o tensor de

deformac0es efetivas para o caso de dano isotropico € descrito por:
£=Q-ay)e (3.50)
A hipétese de tensédo equivalente foi enunciada por Simo & Ju (1987) na
seguinte forma: a tensdo associada a um estado de danificacdo obtido através da
imposicdo de uma deformacdo € equivalente a tensdo obtida em um material ndo

danificado através da imposicao da deformacao efetiva. A figura 06 ilustra a hipotese

de tensdes equivalentes.
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&

FIGURA 06 — HIPOTESE DAS TENSOES EQUIVALENTES
FONTE: O autor (2009)

3.3. MODELO CONSTITUTIVO

Nesta secdo, sera apresentado o modelo constitutivo para a simulagdo do
processo de danificacdo. A teoria anteriormente apresentada sera descrita através
de conceitos da analise convexa. A nova abordagem permitira obter os mesmos
resultados de uma maneira mais rigorosa, além de eliminar algumas restricdes como,
por exemplo, a necessidade de utilizar apenas func¢des suaves. No inicio da se¢éo é
definido um potencial termodinédmico, em seguida, as leis de estado apresentadas
anteriormente, equacdes (3.29) e (3.33), sdo reescritas utilizando outra formulacéo.
Em seguida o potencial termodindmico complementar da energia livre de Helmotz é
obtido. Por fim, resultados da andlise convexa sao apresentados, o potencial de
dissipacdo e as leis de evolucdo sdo determinados, completando o modelo. As
demonstracdes dos resultados da analise convexa encontram-se nos trabalhos de
Rockafellar (1970) e Lemaréchal & Hiriart-Urruty (1991).

3.3.1. Potencial termodinamico e Leis de estado

Como mostrado anteriormente o estado de um material, sofrendo um
processo de danificacdo isotérmico, pode ser completamente definido através do

conhecimento do tensor de deformacdes ¢ e da variavel interna de dano « .
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A primeira lei da termodinamica estabelece uma funcéo de estado, chamada
energia interna. Em condigfes isotérmicas, essa funcdo pode ser substituida pela

energia livre de Helmholtz:
szl//(g’“d) (3.51)
Se a energia livre de Helmholtz  for adotada, pode-se definir assim as leis
de estado:
o=V, e ay) (3.52)
A = —Vadl//(g,ad) (3.53)

Alternativamente, uma transformada de Legendre-Fenchel pode ser

efetuada obtendo-se a funcao dual ou conjugada de y :
Ve :l//C(O"Ad) (354)
Onde o é tensor de tensdes de Cauchy e AYs&o as forcas termodinamicas.
Essas duas fungdes sao relacionadas por:

l//c(g,Ad)=Sup£’a [0'-€+Ad cay —y(e,aq )] (3.55)

Por hipotese, assume-se que a funcdo energia livre de Helmholtz  é
estritamente convexa e diferenciavel. Uma vez que y € estritamente convexa, o
potencial conjugado . € diferenciavel. Assim as variaveis de estado ¢ e a4 podem
ser assim definidas:

e=V,yelo,A?) (3.56)

ay =VAdl//C(0',Ad) (3.57)

Usando ainda a hipdtese de deformacdo equivalente e considerando a

energia livre de Helmholtz como:
wle,aq)=w(e)l-ay) (3.58)

A variavel de estado o é definida como:
o=V, (e)l-ay) (3.59)

definicdo essa correspondente a formulacédo de Lemaitre (1971) se for identificada a
tensao efetiva como:
=V, ye) (3.60)
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E importante notar que a forca termodinamica, associada & perda de rigidez,

tem a mesma dimensao de energia:

AT ==, [7(e)a-aqg)|=7(2) (3.61)

3.3.2. Potencial de dissipacéo

A lei da normalidade e a convexidade da superficie de dano foram
apresentadas, anteriormente, como conseqiiéncias do principio da poténcia méaxima
de Hill. Nesta secao, esses resultados sao obtidos a partir da aplicagdo do teorema
apresentado a segquir.

Teorema: Seja X um espago reflexivo de Banach e seja g: X - R uma
funcao prépria, convexa e fraca semi-continua (l.s.c.). Dados xe X e x* € X", entao:
X" € 0g(x) <> xe ag*(x*)
onde g é uma funcdo conjugada de g.
Na aplicacédo do teorema apresentado, assume-se que 0 espaco vetorial X

corresponde ao espaco das taxas da variavel interna de dano e o espagco X’
corresponde ao espacgo das forcas termodindmicas associadas ao processo de
danificacao.

Define-se a funcdo suporte da regido convexa de forcas termodinamicas

admissiveis P como:

2(crg) = SUBAT - 1 AT € Pf= AY -1, (3.62)
o

onde A" é o ponto onde o supremo é atingido. Nesse contexto, y é a funcéo de
dissipacdo. Essa funcdo é a funcdo conjugada a funcdo indicatriz da regido
admissivel P e possui as seguintes propriedades: convexa, positiva homogénea,
fraca semi-continua (I.s.c.), ndo negativa e contém a origem. Portanto do teorema

apresentado no inicio dessa sec¢éo, tem-se:
¢y €dInd, < A € dx(ay) (3.63)
onde a fungéo indicatriz de P, Ind,, indica se um valor de A® pertence a regido P.

Para valores de A ¢ P, Indp = 0.
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A equacdo acima é uma generalizacdo da Lei da Normalidade, admitindo o
caso de funcdes de escoamento ndo suaves. A formulacdo apresentada nessa
secdo permite descrever a Lei da Normalidade de duas formas equivalentes,

conforme apresentado no quadro a seguir:

FORMULACAO DESCRICAO
¥ - fungdo convexa, positiva homogénea, nédo
Tipo | negativa e contendo a origem.
A e 0y(aq)
P - conjunto fechado, convexo e contendo a origem.
Tipo Il e = Ind; - fungdo indicatriz de P
¢ € dindp (A )

QUADRO 1 - FORMULACOES EQUIVALENTES DA LEI DE FLUXO
FONTE: FREITAS (2008)

Segundo Han & Reddy (1999) consideracdes préaticas determinam qual das
formulagBes é mais apropriada para a resolucdo de um determinado problema.

A formulacdo do tipo Il € comumente mais utilizada e € a formulacdo
adotada no presente trabalho. Segundo essa formulacdo, onde P representa a
regido admissivel, Q o interior dessa regido e 0Q2 sua fronteira, identificam-se trés
situacdes distintas:

a) AgP— alndP(Ad):{ } e, portanto, essa regido é inacessivel;

b) A?e Q—)@Indp(Ad)z {0} e, por essa razdo, o interior de P é
conhecido como regiao elastica,
c) A% € 9Q > alndP(Ad ): {o‘zd /(Af‘ YN )-02 <0,VAY ¢ P} representando o

cone das normais externas a P em A°.

3.3.3. Equacao constitutiva de dano em taxas

Nessa secdo, as relagcdes constitutivas sdo enunciadas em termos de taxas
temporais de tensdo e deformacao.
A fim de obter as leis de estado em taxas, as equacobes (3.56) e (3.57) séo

derivadas em relacéo ao tempo. Como resultado, obtém-se as seguintes expressoes:
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=V V¢ (0', A° )O' +V (0', AC )Ad (3.64)
dy =VAdAdl//C(O',Ad )Ad +VAdal//C(0',Ad)a' (3.65)
Introduzindo o potencial jc(o",Ad):

jC(d7Ad):%Vaal//c(0, A’ )0'-0'+V0Adt//c(a,Ad )o"- Al +

. (3.66)
+§VAdAd Ve (0', AC )Ad - A
pode-se obter as leis de estado em taxas:
£=V,jiclo, A% (3.67)
by =V el AY) (3.68)

O potencial jc(a',Ad) € um funcional quadratico, estritamente convexo,
diferenciavel, coercivo e com minimo em zero. Por definicdo, o funcional
complementar a esse potencial € também diferenciavel e possui a forma:

i(8.6g)=SUp, o6&+ A% -ay — jclo, A% (3.69)

Assim como as taxas de deformacdes e da variavel interna de dano estao

relacionadas ao potencial introduzido na equacéo (3.66), as taxas de tensdes e das

forcas termodinamicas podem ser obtidas do potencial j(s',o'cd):
6=V, ay) (3.70)
Al =-v, j(ay) (3.71)
Para exprimir a relacdo constitutiva em taxas é necessario, ainda, encontrar
uma relacdo de consisténcia que vinculara as taxas de for¢cas termodinamicas com
as taxas da variavel interna de dano. Essa relacdo de consisténcia € apresentada
por:
Ay =0 (3.72)
Faz-se necessario, também, definir a regido convexa das taxas das forcas

termodinamicas admissiveis. Como em Freitas (2008) e Hecke (1991) adota-se, para

essa regido, o cone polar negativo de alndP(Ad ) ou seja:

P = Jond (A7) (3.73)
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Salienta-se que P €& um cone convexo com vértice na origem e definido por:
A e loindp (A0)] > A%y <0 Ve € ainds(AC) (3.74)

e esquematizado na figura 07.

P = lemd(44)]

4

FIGURA 07 — CONE POLAR NEGATIVO DE alndp(Ad)
FONTE: O autor (2009)

Dados os vetores A% e AY, o vetor (Af’ - Ad) encontra-se na regido do cone

polar negativo de alndp(Ad). Fazendo A’ =A%, e A’ = A" obtém-se:

AP —A?  AAY (3.75)

AY = [im
At At

Assim as taxas de forcas termodindmicas admissiveis A , também se
encontram na regiao do cone polar negativo de 6IndF,(Ad )

Considerando que a regido das taxas das forcas termodinamicas
admissiveis é 0 cone polar negativo de alndP(Ad), € possivel demonstrar que dado
A ¢ P, entdo a, é tal que:

a) a, eaind,(A%)
b) AY-a, =0 se e somentese dy < dlnd s (AY)
E possivel obter uma interpretacdo fisica para o fato de a, ealndp(Ad),

analisando as seguintes situagdes particulares:

a) A%eQ , nesse caso, ndo ocorre danificacdo, pois a forca

termodindmica nesse instante pertence ao interior da regido
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D

admissivel, =0 e qualquer taxa de forca termodinamica

admissivel;

b) A c6Q , nesse caso, onde a forca termodindmica pertence a
superficie da regido admissivel, identificam-se trés situagdes:

i Ade Q{F"}. Sendo a taxa de forgas termodinamicas pertencente ao
interior do cone polar negativo de alndP(Ad), 0 conjunto alndp(Ad)

possui somente o0 elemento nulo, interpreta-se que nao ocorre
danificagdo, isto é, ¢=0. Esse é o caso em que ocorre

descarregamento elastico local;

i. AYe GQ{F"}. Quando a taxa de forgas termodinamicas pertence a
superficie do cone polar negativo de alndP(A") pode ocorrer
danificacdo ou ainda um processo neutro. Nesse caso,
tq < oind s (AY).

ii. A% ¢ P. Quando a taxa das forcas termodinamicas néo pertence ao

cone polar negativo de alndp(Ad) 0 conjunto alndp(Ad) € vazio.

3.3.4. Equacéao constitutiva de dano em incrementos finitos

Processos evolutivos podem ser aproximados através da descricdo do
comportamento do material em certos instantes obtidos em intervalos de tempo
selecionados. O problema de evolucdo consiste em avaliar as variaveis no fim do
intervalo de tempo a partir de seus valores no inicio do intervalo e dos valores dos
incrementos sofridos pelas varidveis ao longo do intervalo. Dessa forma, o estado de

um corpo no instante t + At € obtido a partir do estado do corpo em um instante t:

Ot =01 +AC (3.76)
IR @77)
Ent =& +AE (3.78)
Ao = Fdy T Ay (3.79)

As leis de estado, dadas pelas equacdes (3.56) e (3.57), sdo reescritas na

forma incremental:
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A8=VO.WC(O'+AO',Ad + AAY )—VUWC(O', Ad) (3.80)
Ay =V awelo+ Ao, A+ AR )=V pclo,Ad) (3.81)
Introduzindo o potencial j.(Ac,AA?):

JTC(AO',AAd)=l//c(O'+AO',Ad+AAd)—A0'-VUl//C(0',Ad)—
d d d (382)
~AATY (o, AY )y (o, AY)

E possivel obter os incrementos de deformac&o e os incrementos da variavel

interna relativa ao dano:

Ae =V _jc(Ac,AAY) (3.83)
Aag =V aic (Ao, AAY) (3.84)
Adotando para potencial de dissipacéo a funcao:
2(Aag)=sup,(A®-ay) (3.85)
E para o potencial conjugado:
2c (A% + AAY)= Ind, (A% + AAY) (3.86)
Obtém-se as expressoes:
(A? + AAY )e By (Aay) (3.87)
Acry = dIndp (AY + AA° ) (3.88)

Salienta-se que o funcional j. (Ao, AA?) é andlogo ao funcional jc(o", Ad),
sendo que a diferenca entre esses reside em dois pontos. Primeiramente, enquanto

jc(d, Ad) € uma funcdo quadratica das taxas temporais das tensdes e das taxas
temporais das forgas termodinamicas relativas ao dano, j. (Ao-,AAd) € uma funcao
convexa e diferenciavel dependente apenas de l//C(AO',AAd). Além disso, na

formulacdo em taxas, A? deve pertencer ao cone convexo das taxas admissiveis de
P, enquanto no problema em incrementos finitos as forcas termodinamicas relativas

ao dano no final do passo A% +AAY devem ser admissiveis, isto é, contidas na
regiao P.
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O funcional iC(Ao-,AAd) é estritamente convexo, de forma que seu
conjugado resulta diferenciavel. A partir da relagéao:

J(ae,Acg)=sup,_ Ao, A= Tc(Ao, AR ) (3.89)

E das propriedades do funcional conjugado, € possivel obter a relacdo

constitutiva inversa:

Ac eV, j(As,Aay) < AgeVGIC(AO',AAd) (3.90)

3.3.5. Relacao entre fungao dissipacédo e funcdo escoamento

Nessa secdo a relacdo entre as funcbes de dissipacdo e de escoamento é
apresentada, utilizando-se para isso o0 conceito de funcdes polares.

A funcéo gauge ou funcédo de Minkowiski para um conjunto P é definida pela
expressao a seguir:

gp(A?)=inf{u >0/ A% € uP) (3.91)

Conforme pode se observar, essa fungdo assume o menor valor positivo
pelo qual um conjunto P pode ser multiplicado, de forma que um elemento A% do
conjunto continue a fazer parte do mesmo.

Em conjuntos que contém a origem, a funcdo gauge assume valor 1 para
elementos na fronteira do conjunto e valor menor que 1 para elementos internos.
Dessa forma como a funcédo de danificacdo assume valor nulo para valores de forcas
termodinamicas na fronteira da regido admissivel e valor menor que zero para forcas
termodinamicas internas a regido admissivel, é possivel definir a regido admissivel

como:
P=1{A?/gp(A%)<1} (3.92)
Na equacgdo (3.92), a funcdo g, a partir da qual a regido admissivel foi
definida é denominada, por alguns autores, funcdo de dano candnica.

A funcéo g, também pode ser definida da seguinte forma:

gp(A?)=inf ju > O/ A - arg ) < pay(cis )| (3.93)
Nessa equacdo y representa a funcdo de dissipacao, isto é, a funcéo

suporte da regidao admissivel P.
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Assumindo que y(d4)=0, se e somente se, ¢, =0, entdo a fungéo gauge e
a funcéo de dissipacédo podem ser relacionadas pela expressao:
<Ad 'dd> (3.94)
edomy Z(dd)

A funcao (3.94) estabelece que as funcdes gauge e a funcdo de danificacdo

gP(Ad ): SUP,q

sao funcdes conjugadas polares. O Lema apresentado a seguir permitira obter a Lei
da normalidade a partir das definicbes apresentadas.

Lema: Seja g uma funcdo convexa nao-negativa, com g(O):O e seja A um
ponto no interior do dominio de g, tal que g(A)>0. Seja P={X/g(X)<g(A)}.
Entdo ¢ € Np(A), se e somente se, existir 1> 0, tal que ¢ e 1dg(A).

Para funcdes diferenciaveis, obtém-se a forma classica da Lei da

Normalidade a partir do lema apresentado, isto é:
dq = AVg(A?) (3.95)
Da definicdo de subdiferencial, determina-se o multiplicador 4. Fazendo

X =0e depois X =2AY, na equacéo:

29(X)- 4g(A% )= ay (X - A?) (3.96)
E usando a propriedades de g, obtém-se a relacao:
A= ylay) (3.97)

Para uma fungcdo de danificacdo f escrita sob uma forma qualquer, os

vetores normais externos a P, em um ponto AY da superficie de dano, também s&o

proporcionais ao vetor gradiente da funcdo f nesse ponto, de forma que:
Gy = AV o (A7) (3.98)
A condicdo de que somente pontos da superficie de dano podem apresentar
danificacao efetiva, isto € 1 # 0, € condensada na condi¢cdo de complementaridade:
420 f(A)<o - f(A¥)=0 (3.99)
Com o auxilio da condicao de consisténcia apresentada na equacgéo (3.70) e

da definicdo de cone polar negativo, a regido das taxas de forcas termodinamicas

admissiveis pode ser definida por:

P={A?/av , f(A?)A%, V220 (3.100)
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A relagcéo de consisténcia e a regiao definida na equacéo (3.100) permitem
estabelecer a relagbes a seguir:

sef(A’)=0,entio 220 f(A)<0 4-f(A¥)=0 (3.101)
ondef =V . f(A? Al (3.102)

Caso a funcao de danificacdo ndo seja diferenciavel, pode-se admitir que a
regido P é definida pela insercdo de um numero finito de regibes convexas,

identificadas por funcbes f; , suficientemente regulares, chamadas modos de
danificacdo. Convenciona-se que f é o vetor cujo componente j é o valor da
fungdo f; no ponto. Além disso, cada modo de danificagdo possui um multiplicador

associado, ou seja, A também é um vetor.
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4. UM MODELO DE DANO SEGUNDO ENFOQUE TERMODINAMICO

No presente capitulo o modelo de dano desenvolvido por Tao & Phillips
(2005) é formulado segundo enfoque termodinamico.
Para a energia livre, adota-se a seguinte funcao:
1 —
l//(g,ad)=§ID(1—ad)g-g 4.1)
onde ID é a matriz elastica apresentada na equacéo (4.2) em termos do modulo de

elasticidade E e do coeficiente de Poisson v .

E@l-v) Ev Ev 0 0 0
@+v)i-2v) @Q+v)i-2v) @+v)a-2v)
Ev El-v) Ev 0 0 0
@+ ?(1— 2v) (@+v)i-2v) @+v)i-2v)
El-v) Ev EL-v) 0 0 0
D = @+v)i-2v) @Q+v)i-2v) @+v)a-2v)
= £ (4.2)
0 0 0 0 0
2(1+v)
E
0 0 0 0 2ev) 0
E
_ 0 0 0 0 0 2]

Na equacao a seguir, a matriz elastica € apresentada para o caso de estado

plano de deformacdes:

» ) .
— E@l-v) @)
D= @+v)1-2v)| @-v) ! 0 (4-3)
0 0 (1— 21/)
I 21-v)]

O potencial termodinamico complementar possui a seguinte forma:

1 d d
——o0-0 SeA” <
21D #o

1

veloA?)-
) ﬁ[1+C1(Ad —A(‘)’)CZ}O-.J seA? > Ag

(4.4)
onde A@' é a forca termodinamica a partir da qual se inicia o processo de danificacdo

calculada através da expressdo (4.5), Cl1 e C2 sao constantes do modelo

responsaveis pela modificacdo da regido admissivel.
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1 —
Ag :Engdo'gdo (45)

Na expresséo (4.5) g4, corresponde a deformagédo a partir da qual os

processos nao-lineares, como a danificacdo, ocorrem. Esse parametro € obtido

através de ensaios de tracdo uniaxial, como pode ser visto na figura 08.

s
;

éd[l =$1
FIGURA 08 — ENSAIO DE TRA(;AO UNIAXIAL: DEFINIQAO DE ¢4
FONTE: Guello (2002)

A forca termodinamica relativa ao dano, por sua vez, se confunde com a
energia livre, como pode ser observado na figura 09. Essa for¢a termodinamica pode

ser interpretada como a energia livre do sistema se esse fosse perfeitamente

elastico:
Al =V (ga)—ll_g-g 4.6
- U‘dw “d _2 ( . )
o el
g e -
|
1 - 1
1 “ 1
1 Fa 1
: d :
1 E o I . :
—e 2 4
2 ! « :
£ ¢ c e

FIGURA 09 — COMPARAQ&O ENTRE A ENERGIA LIVRE E A FORCA
TERMODINAMICA
FONTE: O autor (2009)
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A regido das for¢cas termodinamicas admissiveis pode ser definida de forma
similar a La Bordeire et al. (1992):

P={AY - Al -7 <0 (4.7)

Segundo Tao & Phillips (2005), conforme o processo de danificacdo ocorre,
a superficie inicial de danificagdo se altera em funcdo do parametro de
endurecimento/amolecimento Z . [Esse parametro pode ser definido
matematicamente de diferentes formas, através de polinbmios, potenciais, funcdes
exponenciais, etc. Segundo os autores ainda, potenciais e fungbes exponenciais
representam de maneira mais acurada as curvas de carregamento de materiais
cimenticios. Assim, Tao & Phillips (2005) definem o parametro Z como:

1 C2
- | % (4.8)
Cl1- oy

onde Cl e C2sao duas constantes a serem calibradas através de ensaios uniaxiais
de tracdo e compressdo. Os efeitos da variacdo dessas constantes sobre o

parametro Z podem ser observados na figura 10.

@i

CI1=30 CI=7000

FIGURA 10-EFEITODE CLE C2 EM Z
FONTE: Tao & Phillips (2005)
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Especificamente, C1 € responsavel pela magnitude da regido admissivel e
C2, por sua vez, € responsavel pela superficie dessa regido, influenciando a
caracteristica de endurecimento/amolecimento do material a ser simulado, como
pode ser visto na figura 11. A escolha apropriada de Cl e C2 conduzira a um
parametro Z mais adequado aos diferentes tipos de cimentos e suas resisténcias a

esforcos de tragdo e compressao.

43 o
Cl,<ClL<CL C2,=C2,=C2,

c2,
CL

C2,
ci,

C2,
c1, .

£ £

FIGURA 11 — SIGNIFICADO FiSICO DE C1 E C2
FONTE: O autor (2009)

Por definicdo, a funcdo dissipacdo € o suporte da regido admissivel P,
sendo determinada por:
) =supg_ AT dy} (4.9)
Assim a funcao de dissipac¢do assume a forma:

)= (%Iﬁg-gjdd, seay >0

2o (4.10)

©, Seay <0
O potencial termodinamico complementar € entéo obtido a partir de:

e =oInds(A) 4.11)
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5. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E ALGORITMOS

Este capitulo tem por objetivo descrever a estrutura do programa
desenvolvido, detalhar o elemento de interface implementado, além de apresentar
0s métodos numéricos e algoritmos para resolver o problema de dano.

O procedimento de solucdo combina um método Quase-Newton para a
resolucao do equilibrio global e um algoritmo de programacdo matematica (Newton-
Raphson) para a resolucdo da equacao constitutiva. A discretizacdo espacial é
obtida aplicando-se o método dos elementos finitos e a discretizacdo temporal foi

introduzida independentemente da espacial.

5.1. PROGRAMA DESENVOLVIDO

Com o intuito de simular a perda de rigidez em interfaces foi desenvolvido
um programa numérico computacional. Esse programa foi implementado em
linguagem FORTRAN 90, utilizando o software Compaq Visual Fortran, Copyright©
2000, Compag Computer Corporation, baseando-se no programa desenvolvido por
Freitas (2008) e com o auxilio de idéias contidas no Sistema de Desenvolvimento de
Programas no Método dos Elementos Finitos (SDP) escrito por Feijoo & Gouvea
(1985).

O cadigo estéa estruturado em modulos, algumas sub-rotinas do programa de
Freitas (2008) foram utilizadas a fim de possibilitar ndo s6 a simulacdo do processo
de danificacdo, mas que também fosse capaz de realizar simulacdes de problemas
elasto-idealmente-plasticos, com um critério de escoamento de Drucker-Prager, e
simulacdes de problemas elastoplasticos, com um critério de escoamento definido a
partir de um modelo cap.

O programa aceita como condicdes de contorno a imposicdo de cargas
distribuidas, cargas concentradas e deslocamentos prescritos em determinados nos
da malha de elementos finitos. Considera-se que 0s materiais em analise séo
isotropicos, ndo havendo restricdo quanto ao numero de materiais que podem
compor a estrutura analisada.

No programa desenvolvido para este estudo, o0 modulo denominado CODE

contém o programa principal o qual realiza as chamadas dos modulos PREP,
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responsavel pela entrada de dados, e PROC, mddulo que realiza a montagem e
resolucdo do problema de equilibrio para cada incremento de carga. Esses
processos sao realizados através da chamada de sub-rotinas contidas nesses dois
modulos.

Para cada incremento de carga, a sub-rotina SOLVE resolve um problema
de equilibrio global, no qual sédo balanceadas as for¢as externas e as forgas internas,
calculadas ponto a ponto, seguindo a discretizacdo espacial do Método dos
Elementos Finitos. A sub-rotina FORMFK é responsavel pela montagem da equacgao
de equilibrio. Essa por sua vez chama a sub-rotina ELEM responsavel pela
determinacdo das forcas internas (tensbes) a partir da resolucdo da equacéo
constitutiva, em cada ponto de Gauss, a discretizacdo temporal foi introduzida
independentemente da espacial. As rotinas de integracdo numeérica estao contidas

no modulo INTEGRA. A figura 12 ilustra a estrutura do programa desenvolvido.

Carregamento Externo

¥

incremento de carga [+

M
m
=
A

r—-———-— - —-—"=-"—=|=-"—"—-"=—-"=-"—-== |
I

Para cada ponto
: de Gauss

S ©

Atinge o equilibrio global?

Problema constitutivo
energia livre
potencial de dissipacéo

FIGURA 12 - ESTRUTURA DO PROGRAMA DESENVOLVIDO
FONTE: O autor (2009)
Inicialmente, o programa foi desenvolvido para resolver problemas de estado
plano de tensbes, de deformacOes e de sélidos axissimétricos, a extensdo para
andlises tridimensionais podera ser realizada com a implementacdo de elementos

adequados.
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5.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A solucdo de um problema elastico plano € uma funcdo que descreve o0s
deslocamentos dos pontos do dominio. Essa funcdo pertence a um espaco de
dimenséo infinita, podendo ser obtida a partir da combinagao linear das infinitas
funcdes que formam a base do espaco vetorial que faz parte.

O método de Galerkin propde construir uma solucdo aproximada para o
problema, tomando um numero finito de funcbes que formam a base do espaco ao
qual pertence a solucdo exata. Assim, a solucdo aproximada € formada a partir da
combinacao linear de um numero finito de termos. Como Oden (1981) destacou, 0
meétodo de Galerkin torna-se uma ferramenta util a partir do momento em que se
dispde de uma técnica sistematica para a construcdo das funcdes que formam a
base do espacgo vetorial, denominadas fungbes base.

O Método dos Elementos Finitos € uma técnica que permite determinar as
funcdes que formam a base do espaco vetorial aproximado. Segundo esse método,
as funcbes base sdo construidas a partir de funcdes definidas em cada um dos
elementos (subdominios) no qual o dominio foi dividido. As funcdes definidas em
cada elemento sdo denominadas func¢des de forma.

E possivel definir um elemento master com um sistema de coordenadas
local com base no qual as funcdes de forma sdo definidas. A seguir, todos 0s
calculos do método sédo efetuados sobre esse elemento master que se relaciona
com os elementos da malha a partir de uma transformagdo (mudanca de
coordenadas). Por fim, as contribuicdes de cada elemento da malha sdao somadas
com o intuito de se obter a solu¢cdo aproximada do problema.

O problema de dano elastico pode ser definido para um elemento da malha
Q,, pela seguinte equacao:

[B) (' +ac o - Qj(Ni J' (b+ab)d+ [(N') ¢+ At)dr (5.1)

Qe e Fq

Na equacdo (5.1), Ac' esta relacionado com AU' pela relacdo constitutiva:
Ac' =V, j(B'AU", Aay ) (5.2)
O vetor local de incrementos de deslocamentos é formado a partir da

combinagao linear das fungbes de forma do elemento i, ou seja:
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AU (x )= [N' ()] AU (x,y) (5.3)

(@G =i, vl Ui, Ul LUl ol (5.4)

(N |1 O %2 O .. ¥ 0O (5.5)
0O ¥, 0 V¥, .. 0 ¥

AU (x,y) = U:xl‘l’l:+U:X2‘P;i+...+U:X,;P,i1i (5.6)
Uy +U W5+ +U W)

Nas equacbes (5.3) a (5.6), ¥ representa as funcdes de forma, N
representa a matriz contendo as func¢des de forma, AU' representa o vetor contendo
as componentes x e y dos deslocamentos nodais e n representa o numero de nos
do elemento i.

A matriz B' para campos de deslocamentos aproximados de deformacéo é
dada por:

LAU' =L(N'J AU' = B AU (5.7)
onde:
2 9
OX
0
L=| 0 5 (5.8)
L
|0y OX]

Finalmente, a equacdo de equilibrio, fornecida pelo diferencial de TI(Au)é
dada por:

R(AU ) = (Fint + AR, )_ (Fext + AI:ext) (5.9)

Onde os termos F,

int

AF,, Fox © AR, S80 obtidos a partir da soma das

contribuicdes de todos os elementos:

Fi = J'(Bi )To-idQ (5.10)
Qe
ARy = [(B') ac'da (5.11)

Foo= [N bda+ [(N') tar (5.12)
Qe

Te
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AF g = J(N ! )T AbdQ + I (N i )T Atdl’ (5.13)

Te

5.2.1 Elemento de interface

O elemento aqui descrito foi inicialmente utilizado em problemas da
mecanica dos solos, onde sdo comuns aproximacgOes bidimensionais com o
emprego das hipoteses simplificadoras do estado plano de deformacgdes. Como o0s
problemas axissimétricos s&do similares aos problemas de estado plano de
deformacgbes em coordenadas cilindricas, o desenvolvimento utilizado por Desai et al.
(1984) pode ser seguido sem maiores problemas.

Os autores partiram dessas hipoteses para chegar ao elemento de interface

passando por um estado de transicdo. Esse estado de transicdo € caracterizado

pela modificagdo do componente C,,;, do estado plano de deformacdes. Essa

alteracdo adveio de analises numéricas realizadas. ApOs esta primeira modificacéo,
Desai e seus colaboradores, resolveram alguns problemas numeéricos utilizando
elementos isoparamétricos. Ao fim desse processo definiram as propriedades do
elemento de interface propriamente dito. A esse estado de transicdo tem-se
associado um elemento de transicdo, assim denominado o elemento que contém
caracteristicas do estado plano de deformacgdes e da propria interface.

Para a andlise do elemento de interface faz-se necesséaria a avaliacdo do
comportamento do elemento em funcdo da influéncia de sua espessura. Essa
avaliacao € realizada por intermédio de um elemento isoparamétrico de quatro nos

IQ4, podendo ser estendida para o elemento com seis nds, empregado nesse
trabalho para simular a regiao de interface.

A geometria do 1Q4 é regular, sua altura tem dimensao h, comprimento b e
sua matriz de rigidez foi calculada e integrada para uma dimens&o unitaria na

diregdo X3, essa matriz de rigidez pode ser escrita como:
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-K
-K
-K
Kiga =] _ K, (5.14)
-K
-K
-K
onde:
1 1
Ky = %(hzclln"' b2C1212) K, = %(hzcﬂlz + szzzzz)
1 1
Ks = 2 (C1122 + C1212) Ky = 2 (C1122 - C1212)
1 1 (5.15)
K5 = _%(thcllll - bZC1212) Ke = %(hZCnll - ZbZC1212)
K; = _i(2h2C1212 - b2C2222) Kg = i(hzclzlz - szczzzz)
6bh 6bh
e.

Cinn Cuze O
C={Cuz Cupp O (5.16)
0 0 Cup

Na equacéo (5.16), a matriz C representa a matriz constitutiva do estado
plano de deformagbes de um elemento contido no plano OX;X,.

Se for considerado que o comprimento b € muito menor que sua altura h,
como pode ser observado na figura 13, as equacbes anteriores podem ser
aproximadas como:

h h
Kl = %Cllll Kz = %C1212
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1 1
Ks = 2 (C1122 + C1212) Ky = 2 (C1122 - C1212)
h 1 K (5.17)
Ks =_%(:1111=_K1 Ke :ﬁC”“:?l
h h K
K7 =—£C1212=—K2 Kg =&C1212=72

Observa-se que o termo C,,,, esta ausente na equagédo (5.17). Também se
pode notar que a matriz de rigidez pode ser escrita apenas em funcdo dos termos

K, a K, , onde os coeficientes K, e K, sdo dependentes, e K; e K,

independentes da relacao E

FIGURA 13 — ESBOCO DO ELEMENTO DE INTERFACE
FONTE: O autor (2009)

A partir da constata¢cdo que o termo C,,,, contribui muito pouco quando o

comprimento do elemento tende a um valor muito baixo e o efeito da dilatancia esta
presente € que Sharma & Desai (1992) propuseram que as propriedades da regiao

sejam representadas por:

C1111 0 C1112
C.=| 0 0 © (5.18)

C1112 0 C1212

Onde C. é a matriz constitutiva elastica da interface, C;;,; € a componente

normal, C,,,, € a componente cisalhante e C;;;, a componente acoplada dos dois

efeitos (normal e cisalhante). Porém, de acordo com o0s proprios autores, os efeitos
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acoplados séo dificeis de serem determinados por intermédio de testes, por isso
neste trabalho, assim como em Lazaro (2004), foram negligenciados.

Como essa regido de interface é fortemente influenciada pela presenca dos
materiais que estdo em contato e sendo suas propriedades corretas dificeis de
serem precisamente determinadas, Sharma e Desai (1992) propdem que a

componente normal C,;;; da regido de interface seja uma fungao linear das

propriedades dos materiais envolvidos e da prépria interface, muitas vezes
considerada com propriedades idénticas as de um dos dois materiais envolvidos.

Dessa forma, a componente normal pode ser escrita como uma combinacao linear
das propriedades normais da interface C/,,; e dos materiais envolvidos C3,, € C21.,
ou seja:

C:llll = '91C]!111 + l92C::Iil.1l + '93Cf111 (519)
onde os termos 4 s&o pesos atribuidos a cada componente envolvido na estrutura.

A componente cisalhante C,,,,, segundo Sharma e Desai (1992), pode ser

obtida por ensaios de cisalhamento direto.

Sharma & Desai (1992) apresentam dois parametros adimensionais que
devem ser satisfeitos concomitantemente para que o0 elemento de interface
comporte-se de acordo com as aproximacdes e consideracdes feitas. Esses
parametros foram retirados a partir da andlise de varios conjuntos de simulagfes
numeéricas e ensaios laboratoriais e séo utilizados como orientacdo para o emprego
dos elementos de interface.

Um dos parametros é dado por:

1

h (ExGy)2

¢=B—1210“ (5.20)

(C1111C1212) 2

Onde Ey e Gy sdo, respectivamente, o modulo longitudinal e o mddulo

cisalhante dos materiais envolvidos. Uma adaptacdo é proposta para se determinar
esses valores, posto que, existem materiais com modulos diferentes em contato com
a interface. Essa adaptacdo consiste em empregar uma média aritmética para se

encontrar os respectivos valores de E, e G, Dessa forma eles podem ser obtidos a

partir de:
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e _EatE (5.21)
N 2

o _GatGy (5.22)
N 2

onde E; e G, correspondem aos modulos dos materiais que estdo diretamente em

contato com a regiao de interface.

O outro parametro a ser respeitado, também obtido por Sharma & Desai
(1992) atraves das analises numeéricas e testes laboratoriais, corresponde a relacao
entre a altura e o comprimento do elemento de interface dado por:

%s 001 (5.23)

Uma grande vantagem desse elemento fundamenta-se no desembaraco do
emprego de sua formulacdo, posto que tanto a formulacdo do continuo quanto do
elemento de interface sdo realizadas através de elementos quadrilaterais planos.
Dessa forma, torna-se facil a implementacdo desse elemento em um programa

computacional.

5.3. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIO

Esta secdo descreve o0s procedimentos adotados para a solucdo do
problema de equilibrio. A forma variacional cineméatica do problema de equilibrio
consiste em encontrar incrementos de deslocamentos cinematicamente admissiveis

tais que a Equacéao (5.24) seja satisfeita:
(o+a0,Blau ) = L, (au7) vau* U (5.24)

Na equacdo (5.24), Ao esta relacionado com Au através da equacao

constitutiva:
Ac =V _j(B(Au),Acy) (5.25)
Com o uso da propriedade de convexidade de ](Ag,Aad), chegou-se ao
seguinte principio de minimo equivalente a forma variacional apresentada:
inf, ._, 1(B(Au),Aay)- Ly, 5 (Au)+ (o, B(AU)) (5.26)

Reconhece-se no principio de minimo apresentado, um problema de

otimizacdo. Nesse tipo de problema, pretende-se minimizar uma funcdo objetivo
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f(x), onde xeR". Os algoritmos de otimizacdo que permitem resolver o problema
. . a e oA . . ~ o0
descrito geram, a partir de um ponto inicial x,, uma sequéncia de iteragtes {xk}k:o

que termina quando ndo se pode fazer mais progresso ou quando se obteve um
ponto suficientemente proximo da solucdo (Nocedal & Wright, 1999). Para gerar o

proximo ponto da sequéncia de iteracdes a partir de um ponto X,, 0sS algoritmos
utilizam informagbes a respeito da funcdo f em x, e, possivelmente, informagoes
das iteragbes anteriores X, X, ..., X,; - ESsas informagbes sdo utilizadas para
encontrar um ponto x,.,, no qual o valor da funcdo f seja menor do que o valor de
f em x,.

Alguns métodos escolhem uma direcdo d, e procuram ao longo dessa
dire¢do um novo ponto X,,,, no qual o valor de f seja menor do que o valor de f
em X, . A iteragéo é dada por:

X = X + Py (5.27)

O sucesso do método depende de escolhas eficientes da dire¢éo d, e do
tamanho do passo p,.

A maioria dos métodos requer que d, seja uma direcdo descendente, ja que
essa propriedade garante que o valor da funcdo f diminua ao longo dessa direcéo.
Assim, a diregdo d, costuma ter a forma apresentada da seguinte forma:

d, = -G, 'Vf, (5.28)

Na Equacao (5.28), G, € uma matriz simétrica ndo-singular. No método de
Newton, G, é o Hessiano V*f(x,). Nos métodos de Quase-Newton, G, é uma
aproximacéo do Hessiano atualizada a cada iteracéo.

Fazendo G;'=H,, obtém-se:

dy =—-H,Vf, (5.29)
X1 = X — P H VI (5.30)
Para o problema de equilibrio em analise, a funcao objetivo f é dada por:

f = J(B(Au),Aay)- Ly, p (Au)+ (o, B(AU)) (5.31)
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No presente trabalho, a funcdo objetivo sera minimizada utilizando um
Método de Quase-Newton. A aplicagcdo desse método exige que se determine Vf,
Assim como nos trabalhos de Freitas (2008) e Hecke (1991) o funcional a ser
minimizado é apenas uma vez diferenciavel e a anulacdo de seu diferencial fornece

a equagao de equilibrio. Por definicdo, um funcional f :U — R é dito diferenciavel

em ueU, se existe um operador Df definido por:

Df (u)(v)=lim,_, [f(u M;)‘ fw) (5.32)

Se U cR", tem-se:

Df (u)v)= ETV =Vf.v (5.33)

Sendo a derivada de uma soma igual a soma das derivadas e aplicando as
definicbes apresentadas em (5.32) e (5.33) a cada uma das parcelas do segundo

membro da equacgéao (5.31), tem-se:

Dj(B(Au), Aag XB(AV)) =V, ] - B(Av) = [V, ].D(Av)dr

(5.34)

=(V,],B(Av)) = (Ao, B(Av))
DLy, o (AU)AV) =lim [l (Bur HAHV)_ Liac (AW)] =L, (AV) (5.35)
(800} )= i, (7P Ao B g 530

Dessa forma, a anulacdo do diferencial do funcional a ser minimizado

fornece a equacéao de equilibrio:

(Ac,B(AV)) +(o,B(AV)) - Ly, =0 (5.37)
R= <O't+At ' B(AV» —Lia (AV) =0 (5.38)
<O' tAL Y B(AV» = L, (av) (5.39)

A funcdo R, dada pela diferenca entre as forcas internas e as forcas
externas, é denominada residuo e corresponde ao diferencial do funcional que se
pretende minimizar. Assim, para o problema em analise a equacéo (5.30) assume a
forma:

AU, =AU, —d,H,R(AU,) (5.40)



55

Nesse trabalho, a atualizacdo de H, foi realizada a partir do método BFGS.

A teoria envolvida na derivacdo do método pode ser encontrada em Nocedal &

Wright (1999). A férmula de atualizagdo de H, proposta pelo método é descrita da

seguinte forma:

s = (szt.)f k(.;k'yk)“yk-'*k-yk)w@w (5.41)
onde
Yi = R(AU.q)- R(AU, ) (5.42)
S, =AU, ,, —AU, (5.43)
=K _ Hy-Yi (5.44)
Se-Ye o Yi-Hi-Yi

A adocao de uma aproximacado da matriz inversa do Hessiano possui uma
vantagem, além do fato de ndo ser necessario determinar as derivadas segundas da
funcdo objetivo. Sabe-se que o Hessiano deve ser uma matriz positivo-definida.
Segundo Press et al (1992), em geral, longe do minimo, ndo ha garantia de que o
Hessiano seja positivo definido, de forma que incrementos de deslocamento na
direcdo calculada pelo Método de Newton utilizando o Hessiano podem levar a
pontos onde o valor da funcéo estd aumentando. A estratégia do método de Quase-
Newton consiste em adotar uma matriz simétrica, positivo-definida como

aproximagao inicial do Hessiano e construir as demais aproximagdes H, de forma

que essa matriz permaneca simétrica e positivo-definida. Longe do minimo, esse
procedimento assegura que os incrementos de deslocamento ocorram ao longo da
direcdo de decréscimo da funcdo objetivo. Proximo ao minimo, a formula de

atualizagéo de H, aproxima-se do Hessiano, obtendo-se a convergéncia quadratica

do Método de Newton.
Ainda segundo Press et al. (1992), quando ndo se esta suficientemente
préximo do minimo, acrescentar ao deslocamento inicial todo o incremento calculado,

- H,Vf,, pode ndo levar a um decrescimento da fungéo objetivo, mesmo que a

aproximacéo do Hessiano seja uma matriz positivo-definida. O Unico aspecto que se
pode garantir € que inicialmente a funcdo objetivo decresce na direcdo do
incremento calculado. No entanto, ap6s um decréscimo inicial, a fungdo pode passar

a crescer. Por essa razdo, adotam-se métodos de célculo de passo como, por
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exemplo, o método secante para calcular o tamanho do passo a ser dado na direcdo
determinada. Descricfes do Método Secante podem ser encontradas em Press et al.
(1992) e Akay (1994).

Nos quadros 2 e 3, sdo apresentados os algoritmos utilizados para resolver
o problema de equilibrio. Esses algoritmos podem ser encontrados em Freitas (2008)
e Press et al. (1992).

Determinar AU,

Determinar H; (em geral, H; =1)

Determinar Vf; = R(AU, )

Determinar d; = -R(AU, )

Fazer para k=1, ITMAX (namero maximo de iteracdes admitido)
Determinar p,, tal que d,[R(AU, + p.d, )] < TOL{d, [R(aU, )]
TOL € um valor de tolerancia.

Fazer AU, ; = AU, + p,d,
Fazer s, =AU, ; —AU,
Calcular R(AU,,,)

TEST= 00
TEMP= 00
Fazer TEST= (AU, )R(AU,)

Fazer TEMP=(AU,,,)R(AU, ;)

Se [TEMA < GTOLTEST, finalizar a rotina, critério de convergéncia satisfeito
Fazer y, = R(AU,,;)- R(AU,)

Fazer hy, = H,.y,

Fazer fac=y,.s

Fazer fae=y,.hy,

Fazer sumy=vy,.y,

Fazer sums=s,.s,
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Se fac menor que /EPSsumysums, fazer

y¢ = facs, - fad.hy,

Hy,, = facs s, - fadhy, hy, + faey,.y,
Fim
Fazer dy,; = —H,1.R(AU,,)

Fim

QUADRO 2 — ALGORITMO DO METODO QUASE-NEWTON COM EQUACAO DE
ATUALIZACAO BFGS
FONTE: FREITAS (2008)

Fazer p, =0
Fazer p, =1
Fazer p, =1
Fazer MAXIT = nimero maximo de iteracfes permitido
Fazer TOLX =tolerancia
Fazer C, = d,R(AU, )
Fazer TOL=C,;
Fazer AU, ; = AU, + p,d,
Calcular R(AU,,,)
Fazer C, =d,R(AU,,,)
Se |G| <|C,|, fazer

Pk = Py

PL = P2

SWAP=C,

C,=C,

C, = SWAP




58

Se nédo
PL=P
Pk = P2

Fim

Fazer j =1, MAXIT
sp = (PL= PG,

(C,-C)

PL = P«
C, =G,
P = Pk +P

AU,y = AU, + pid,

Calcular R(AU,.,)

C, = dk'R(AU k+1)

Se |8p| <TOLX ou |C,|<[TOU finalizar a rotina, critério de convergéncia

satisfeito.

Fim

QUADRO 3 — METODO SECANTE UTILIZADO PARA DETERMINAR O TAMANHO
DO PASSO p,

FONTE: FREITAS (2008)

5.4. ALGORITMO PARA A RESOLUCAO DA EQUACAO CONSTITUTIVA

Nessa sec¢do, é apresentado o algoritmo que pode ser utilizado para resolver

a equacao constitutiva do processo de danificacdo. Por meio da equacéao constitutiva,

Aay esta relacionado com Ac e AAY, conforme:
Aag =V i Jc(Aac,aAT) (5.45)

onde:

jc (Ao, AA") =1//C(0+A0,Ad + AAY )—AO‘-VO_I//C(J, Ad)_
d d d (546)
—AA -VAdl//C(G,A )—l//C(G,A )
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Conforme se pode observar nas equacdes (5.45) e (5.46), pretende-se
encontrar os incrementos da variavel interna, Acy , relacionados com os
incrementos de tensdes e forgas termodinamicas (Ao-,AAd )

A condigdo necessaria e suficiente para que o vetor Ay seja solugcdo do
problema proposta nas equacdes (5.45) e (5.46) é:

(Acrg) € dInd, (AY + AAY ) (5.47)

Uma vez que a regido P das forcas termodinamicas é definida através de

uma unica funcdo de danificagdo, o problema de programacao matemética obtido é
resolvido de forma simples. Sendo conhecido o estado atual de forgas

termodinamicas admissiveis A% e dado um incremento Ag, se:

f(Ad +%6A5-As,adjSO (5.48)
nao ocorre a danificacéo e:
AL=0 (5.49)
Logo:
Ac =ID(1-ay)As (5.50)
Aay =0 (5.51)

A situacdo em que ocorre a danificacao, identificada através de:
f(Ad +%6A8-As,adJ>O (5.52)

recai em um problema de encontrar a menor raiz positiva da equagao:
f(A1)=0 (5.53)
O método de Newton-Raphson pode ser utilizado para resolver o problema.
No quadro 4, apresenta-se 0 algoritmo empregado na solucdo de problemas
envolvendo materiais que podem sofrem o processo de danificacdo e critério de

escoamento definido por uma Unica fungéo.

Calcular A%, = A° +%5A3-Ag

Calcular f(A‘im ,ad)

Calcular V f(A‘iN ,ad)
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Se f(Ad +%6A5-A5,adJ>O

k=0, AJ*=0
k
Enquanto A;tk >e
AL
A//lk*—l:A//lk_ f Aﬂ’k
VE (A
k=k+1

Calcular o (A/Ik)
Calcular f(A/i")
Calcular Vf (Aﬂ")
Fim
Fim
Fim

QUADRO 4 - ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON PARA PROBLEMAS
ENVOLVENDO MATERIAIS COM CRITERIO DE DANIFICACAO

FONTE: O autor (2009)

5.3.1 Aplicacéo do algoritmo de Newton Raphson para o modelo de dano

Nesta se¢do o modelo de dano € escrito de forma a ser implementado no
algoritmo de Newton-Raphson. Uma vez estabelecido o incremento A a regido

admissivel é representada por:

Cc2
— A
f(Az)=Ad+1|DAg-Ag—A5’—i _GqTAL (5.54)
2 Cl| 1-(ay + AZ)
A variavel interna de dano podera ser obtida através da equacao:
Aag =V ¢ F(AT+AAT A2 (5.55)

Note que como a variavel de dano possui natureza escalar sua evolucao se

dara seguindo a direcdo da reta que delimita seu dominio, assim:

Vo FAY +AAY)=1 (5.56)
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Aay = A4 (5.57)
Logo:
(g )y = @4 +AZ (5.58)
As equacodes (5.54), (5.56), e (5.58) séo aplicadas diretamente no algoritmo

utilizado neste trabalho, para simular o processo de danificagdo com critério de
danificagéo definido por uma unica fungéo.
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6. EXEMPLOS

Existem diversos problemas em engenharia que, apesar de sua natureza
fisica e geométrica diferentes, recaem em problemas matematicos semelhantes
durante sua resolucéo.

Pretende-se, neste capitulo, exemplificar a teoria proposta anteriormente
através de aplicacdes. Além da modelagem matematica, o intuito € também
exemplificar o procedimento necessario quando da resolucéo de problemas praticos.

Inicialmente séo apresentadas duas aplicacées a modelos unidimensionais.
Entende-se por modelos unidimensionais aqueles nos quais 0 dominio elastico no
espaco das tensbes € unidimensional, isto €, o valor de apenas uma das
componentes de tensdes ndo € nulo, continuando assim em todo o processo. O
objetivo dessas aplicacdes é explicar de maneira simples o procedimento proposto.

A seguir sdo apresentados os resultados de duas simulacdes de tensdes e
deformacbes em modelos bidimensionais realizadas utilizando o programa
desenvolvido no presente trabalho. A primeira simulacdo objetivou reproduzir um
ensaio de tracdo realizado em um cimento odontologico. A segunda simulacdo teve
por objetivo reproduzir ensaio realizado em um disco de dentina apos ter sido tratado
endodonticamente. Nessas simulacdes os efeitos térmicos foram desprezados, a
hipétese de pequenas deformacdes foi adotada e admitiu-se que a deformacao
resultante de uma historia de tensbes ndo depende da velocidade com que o

programa de carga se realiza.

6.1. EXEMPLO 1

Este exemplo apresenta uma barra, composta de um material elastico com a
possibilidade de sofrer o processo de danificagao, sujeita a um carregamento axial.
Além de mostrar a modelagem do material, o intuito € exemplificar o procedimento
necessario quando da solucdo de problemas praticos. Também procura-se
esclarecer alguns pontos como a escolha do potencial termodindmico, dos
parametros de dano, da representacdo da regido P das forcas termodinamicas

admissiveis.
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A figura 14 mostra a curva tensdo-deformacéo para esse modelo devido a
um programa de carga 0-1-2 e aregido P.

% AS
i l=(
Ay =-E 240 ) i,
2447
1 4
| 1 §A42
| 2
1
E
l
0 €40 & 0

FIGURA 14 — PROGRAMA DE CARGA E REGIAO ADMISSIVEL
FONTE: O autor (2009)

Para a energia livre propde-se a seguinte funcédo quadratica:
1
wleag) = El-aq)e® (5.1)

Onde E € o modulo de elasticidade, o4 é a variavel interna relativa ao dano

e ¢ é a deformacéo total. O potencial termodinamico complementar tem a forma:

%02 seA? < A

welo,AY)= (5.2)
1 d_ pd 2| 2 capd  ad
E[1+C](A ~A) }a seA’ > A

onde o é a tensdo, A% é a forca termodinamica relativa ao dano, A‘)’ é a forca

termodinamica onde se inicia o processo de danificagéo.

A seguir define-se a funcdo de danificacéo:

1

1( ay \C2

flAY )= Ad A - — | Fd 5.3
( ) " Cl1- g (-3)

Dessa forma a regido P, das for¢as termodinamicamente admissiveis, sera:

1

1( ag |c2
P — Ad Ad _ d - di S 0 .
% Cl[l— A gi ®4)
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A lei da normalidade, representada pela expressao (3.40), pode entdo ser

escrita como:

Gy =2V f(AT)=2 (5.5)

onde ¢, é a taxa de variacdo da variavel interna relativa ao dano, VAdf(Ad)
representa o gradiente da funcdo de danificacdo e A € o multiplicador de Lagrange

associado a funcdo de danificacdo. Note-se que o multiplicador é dependente do

processo e ndo do material.

Como « é proporcional a normal externa a f no ponto AY tem-se:

A>0 (5.6)
A condicdo de consisténcia, apresentada na equacao (3.70), particularizada
para essa situacao é descrita como:
dy-AT=1-A"=0 (5.7)
Dessa relacdo serdo definidas as taxas de evolugdo das forcas
termodinamicas A? de forma consistente.
Para esse caso, a variavel interna relativa ao dano «4 resulta indeterminada,
pois, para uma mesma variacdo das forcas termodinamicas, inUmeras taxas de
variagdo da variavel interna relativa ao dano atendem a condi¢do de consisténcia. A

figura 15 ilustra algumas dessas possibilidades.

J{

FIGURA 15 — POSSIBILIDADES QUE ATENDEM A CONDICAO DE
CONSISTENCIA
FONTE: O autor (2009)
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6.2. EXEMPLO 2

Esse exemplo apresenta cinco barras, compostas de um material elstico
com a possibilidade de sofrer o processo de danificacdo, que estdo sujeitas a um
carregamento axial. Recai-se na solucdo do seguinte problema: resolver um sistema
composto por equacgbes (equilibrio, complementaridade linear entre a fungdo de
danificacdo e parametros de dano) e inequacdes (admissibilidade, positividade dos
parametros de dano, indicando que as taxas desses parametros coincidem com a
normal externa a regiao das forcas termodinamicas admissiveis).

Como sera mostrado a seguir, a resolucdo de tais sistemas de equacgbes e
inequacdes € equivalente a encontrar a solucdo de um problema de programacao
matematica nao linear ou otimizacdo nao linear (encontrar extremos de uma funcao
ou funcional cujas variaveis estdo restritas a certo dominio). Estas equacdes e
inequacdes constituem-se nas condi¢cdes de otimalidade ou de Kuhn-Tucker de tal
problema de maximizagcdo ou minimizacao.

Cinco barras, como na figura 16 estdo conectadas na extremidade “B” por
um bloco rigido e sujeitas a uma carga axial seguindo um programa de cargas que

esta esquematizado na figura 17.

S

g \.\

oY

R

Tmm

FIGURA 16 —- ESTRUTURA PROPOSTA
FONTE: O autor (2009)

Suponha que as barras tém comprimento L=1mm, que as areas das
secdes transversais (A, A,, A;, A, e A) sdo iguais a L mn¥, que sdo compostas
de materiais com modulo de elasticidade (E;, E,, E;, E, e E;) iguais a 1 MPa, e a
deformacgéo onde se inicia a danificagdo do material, 4,, para as barras 1, 2, 4 e 5
é igual a 005mm, e para a barra 3, g4,; € igual a 001 mm. Além disso, as

constantes C1 e C2 recebem, respectivamente, os valores 10000e 2.
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Pll

0A0f-————————————< 1
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1
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0.05

0

< t
FIGURA 17 — PROGRAMA DE CARGA
FONTE: O autor (2009)

As variaveis cinematicas para esse problema sao: os deslocamentos, as
deformacdes, as taxas de deslocamentos e a relacdo entre as taxas de deformacdes
e as taxas de deslocamentos.

As deformacgdes, ou alongamentos, podem ser calculados atraveés de:

AL 1

Ex1 = Ex2 = &x3 =‘9x5=T=IuB (5-8)

=&xq

A relacdo entre as taxas de deformacdes e as taxas de deslocamentos &

obtida através de B:
B:%[l 1111 =p1111 (5.9)

No quadro 4 sdo apresentadas as variaveis cinematicas.

VARIAVEL

REPRESENTACAO

Deslocamentos

u=[ug]

Deformacdes &= [sxl Eyvo &y3 Eyu Exs ]T
Taxas de deslocamentos v=u= [UB]
Taxas de deformacdes £ = [éxl Exo Ex3 Eya Exs ]T
Relacéo entre taxas de deformac6es & = BU

e as taxas de deslocamentos

QUADRO 5 — VARIAVEIS CINEMATICAS

FONTE: O autor (2009)




67

As varidveis estaticas para esse problema sdo: as cargas aplicadas, os
esforcos internos, as taxas de cargas aplicadas, as taxas de esforgos internos, o
equilibrio, a energia livre de Helmoltz e as forcas termodinamicas.

Os esforgos internos séo as forgas normais N, nas barras e séo calculadas

na barra i por:

Ny = [o; dA (5.10)
A
Sendo P a carga aplicada, o equilibrio € dado por:
Nx1+Nx2+Nx3+Nx4+Nx5=P (511)
O quadro 5 resume as variaveis estaticas.
VARIAVEL REPRESENTAGAO
Cargas aplicadas Fexi = [P]
Esforcos internos Fint = [le Ny, N,3 N,y Nxs]T
Taxas de cargas aplicadas Fext = [P]
Taxas de esforcos internos F'int = [le NX2 NX3 Nx4 NX5
Equilibrio B Fiy = Fex
. 1_
Energia livre de Helmoltz Vyileg ag) = 2 Eld-ag)ey &y
ow., (g, 0 1-—
Forga termodinamica Al = _W(Eg.ag) 1 Ee, - &
Oay; 2
QUADRO 5 — VARIAVEIS ESTATICAS
FONTE: O autor (2009)
A relacdo constitutiva sera entdo escrita da seguinte forma:
1 =
Exi =E xi - Oy =&4E (5.12)
onde:
— O i
= (5.13)

Oy =7—
d-ag)
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Em termos de variaveis generalizadas, a segunda relagéo (5.12) fica:

in = EA Exi
e consequentemente:

— N

Xi

Ny =—"—""—
d-aq)

Reescrevendo a equacao (5.14) em termos de taxas:

in = EA Exi

da mesma forma a relagéo (5.15) € reescrita:

. N._.
N, =— X
“ A-ay)
resultando matricialmente em:
Ny| [EA 0 0 0 0T7é,
N,, 0O EA 0 O O |&e
No|=| 0 0 EA 0 0|
N, 0 0 O EA 0 |é4
Ne| [0 0 0 0 EAJés
ou ainda:
IEint = |_g
onde:
'EA 0 0 O O]
O EA 0 0 O
ID=l0 0 EA 0 O
O 0 O EA O
0 0 0 O EA_
Dessa forma:
Iiint =IDSe
onde:
(- ayg;) 0 0 0
0 L-ay,) 0 0
S=| 0 0 A-ays) 0
0 0 0 A-ayq4)
0 0 0 0

o O O

@- adS)_

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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O critério de dano, proposto por Tao & Phillips (2005), é dado por:

1
f(A") = A" - AY —ﬁ{%}z <0 (5.23)
— WUy

O critério de evolucdo da variavel interna relativa ao dano é representado
por:
onde A é obtido de:
220 f(A)<0  Z-f(AT)=0 (5.25)
Além disso, se a componente f; =0:

2720 fi(A)<0 2 f(AT)<0 (5.26)

Para a solucdo supbe-se que o estado do corpo para um determinado
instante de tempo t é conhecido, isto é, sdo conhecidos 0s campos de

deslocamentos u,, das deformagdes ¢, da variavel interna relativa ao dano (ay),,
da energia livre de Helmholtz ,, das forcas termodinamicas A’ e dos esforgos
internos generalizados (F,, ),. Sendo dado um incremento de carga AF,,,, pretende-

se obter o estado do corpo em t+At, ou seja, com os valores de Au, Ags, Aay e

AF,, correspondentes, seréo obtidos os seguintes valores:
Uoa = U AU, & =& +Ag, (ad )t+At = (ad )t +Aa, €
(5.27)
(Fint )t+At = (Fint )t +AF,
Utilizando uma aproximacéo de Euler da forma:
A . A A : AF,
u:—u,g=—g,/1=—;teFim= = (5.28)
At At At At

e substituindo de forma adequada nas relagGes anteriormente descritas, sera obtido
0 seguinte problema a ser resolvido:
Ag = BAu
AF,, = IDAg AF,, = AF,.S (5.29)
ALZ0  f(AY), <0  AA-f(AY), =0
podendo ser reescrito como:

(BT IDBAU).S = AF,, (5.30)
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AL>0  f(AY), <0 AL-f(AY), =0

Porém, quando o problema dado por (5.30) for solucionado, néo
necessariamente a forga termodinamica final A?,, sera admissivel. Para resolver
esse inconveniente, neste momento, sera substituido A® por A%, nas expressdes
(5.30), resultando finalmente em:

(BTIDBAU).S = AF,,,
A1=0

1
1= 1 1 | (ag), +a2 2
E EBi (ui )t+At ) Bi (ui )t+At _E Egdo "€do — 10004:1_(2dit)t _ Aﬂ:| <0 (5.31

1
. L 1 [ (ag), +A2 ]2

Utilizando os valores numéricos propostos anteriormente, o sistema (5.31)
fornece a solucéo para cada trecho.

a) Primeiro passo de carga:
(Nya) oo = (Ny2)iz0 = (Nyz)izo = (Nya) 1o = (Nys) 1o =0

AF! =01

ext

(5.32)

A solucéo do sistema (5.31) fornece:
Au = 0,024

A3 =0,82 (5.33)
AN, = AN,, = AN, = AN = 0,024
AN, ; = 0,004

nesse caso:
(u),, = 0,024

(adl)t=1 = (a'dz)t=1 = (“d4)t=1 = (ads)tzl =0
(ad3)t=1 =0,82

(le)t=1 = (Nxz)t:1 = (Nx4)t:1 = (Nx5)t:1 = 0,024

(5.34)
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(Nys),_, = 0,004

Observa-se que ocorreu a perda de rigidez na barra 3, enquanto as outras
barras permaneceram intactas. Da analise da figura 18, onde é mostrada a evolugéo
da relacédo “forca x deslocamento”, observa-se que a barra 3 efetuou no passo 1, um
trecho elastico e um trecho onde ocorreu a danificacao.

@ b) N

3 x & X

0,024 |---——————————————— oo

oo | —-———————

0,004 -— -~ ————-

|
|
|
0 0o22 u O 0,01 0,024 u

FIGURA 18 — RELACAO “FORCA X DESLOCAMENTO” APOS O
PRIMEIRO PASSO DE GARGA (a) NAS BARRAS 1,2,4E5
E (b) NA BARRA 3

FONTE: O autor (2009)

b) Segundo passo de cargas:
(le)t=1 = (Nxz)t=1 = (Nx4)t=1 = (Nx5)t:1 = 0,024
(Nys),_, = 0,004 (5.35)
AFZ =-005

A solucéo do sistema (5.31) nos fornece:

Au=-0,012
(5.36)
AN, = AN,, = AN,, = AN, = -0,012
AN,; = -0,002
nesse caso.
(u)_, = 0,024-0,012= 0012
(5.37)

(adl)t=2 = (adz)t=2 = (ad4)t=2 = (a'ds)t=2 =0+0=0
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(¢t43),_, = 0,82+0=0,82
(Nuhp = (Nyo)ip = (Nyy)ip = (Nys),_, = 024-0,012= 0,012
(Ny3),, = 0,004~ 0,002= 0,002

E preciso salientar que, se o trecho 0-2 tivesse sido feito em apenas um
passo de carga ndo seria possivel detectar o processo de danificagdo. A figura 19
ilustra a relagéo “forca x deslocamento” ap0s o segundo passo de carga.

@ N )
n‘:'."l' u:II.?’-'
0,024 |- -———————mmmm—mmmm— - !
|
|
|
1
|
|
1
I
n |
& |
0,012 |- -—————— < : |
| | poLf—--—————-
1 I |
1 1 |
| I |
I | |
1 | i 1
| B Ea—— .
: : 0,012} -~ —— -r :
I - ! [
0 0,012 0o22 u O 0,01 0,012 0,024 u

FIGURA 19 — RELAQAO “FORCA X DESLOCAMENTO” APOS O
SEGUNDO PASSO DE GARGA (a) NAS BARRAS 1,2,4E5
E (b) NA BARRA 3

FONTE: O autor (2009)

6.3. EXEMPLO 3

Este exemplo tem como objetivo validar a metodologia proposta, bem como,
“calibrar” as constantes Cl e C2 do modelo de dano comparando o resultado da
simulacdo computacional com o resultado de um ensaio experimental de tracdo em
um cimento resinoso realizado por Franco (2008).

Para os ensaios experimentais foram confeccionados cinco corpos-de-prova
de cimento Cement-Post (Angelus®), com o formato de ampulheta de dimensdes:
comprimento total 77,00 mm; comprimento da porcao central 14,00 mm; largura das
extremidades da ampulheta de 6,00 mm; largura do centro da ampulheta de 2,00

mm. A figura 20 ilustra o corpo de prova.
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Gl e
2,0 mm —g- 14,0 mm 77,0 mm

u 6,0 mm

FIGURA 20 — CORPO DE PROVA ENSAIO DE TRACAO
FONTE: Franco (2008)

O comportamento constitutivo desse cimento foi simulado através do modelo
de dano de Tao & Phillips (2005). O modulo de elasticidade do material intacto E, o
coeficiente de Poisson (v) e a deformacédo a partir da qual se inicia o0 processo de

danificagéo g4, foram retirados previamente dos ensaios experimentais realizados

por Franco (2008). As constantes Cl e C2 do modelo de dano foram alteradas ao
longo das diversas simulacfes realizadas de tal forma que a curva tensdo versus
deformacéo resultante do modelo numérico fosse anéloga as curvas dos ensaios

experimentais. Os valores das constantes utilizadas séo apresentados no quadro 6.

VARIAVEL VALOR

Mddulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
€4do 005
C1 0,75
C2 061

QUADRO 6 — PROPRIEDADES MATERIAIS E PARAMETROS EMPREGADOS NO
EXEMPLO 03
FONTE: O autor (2009)
No programa desenvolvido a parte central do corpo de prova foi discretizada
utilizando elementos isoparamétricos de oito nos. As condi¢cdes de contorno do

problema e a discretizacdo espacial em elementos finitos sdo apresentadas na figura
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21. A malha de elementos finitos possui 224 elementos com 745 nés, o

carregamento foi imposto em 500 incrementos de carga iguais.

:

2.0 mm

|

[ 7.0 mm |

FIGURA 21 — CONDICOES DE CONTORNO E DISCRETIZACAO
ESPACIAL EM ELEMENTOS FINITOS PARA O EXEMPLO 3
FONTE: O autor (2009)

A figura 22 apresenta o grafico de tens&o (o,,) versus deformacéo (g,,)

contendo os resultados experimentais de duas amostras obtidos por Franco (2008) e

0s resultados numéricos obtidos com o programa desenvolvido no presente trabalho.

25 / /

/ — Amostra 1.1
20

// —— Amostra 1.2
15

f Programa
10 Desenvolvido

4

a

Tensdes (Mpa)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Deformacdes
FIGURA 22 — GRAFICO COMPARATIVO ENTRE OS RESULTADOS
OBTIDOS POR FRANCO (2008) E PELO PROGRAMA
DESENVOLVIDO
FONTE: O autor (2009)

Os resultados numéricos gerados pelo programa desenvolvido séao

condizentes com os resultados experimentais obtidos por Franco (2008). Destaca-se
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o trecho final da curva relativa ao modelo numérico, onde se observa uma reposta
global praticamente elastica.

Inimeras tentativas foram realizadas em torno do valor da constante C2, a
fim de acentuar a perda de rigidez no trecho final da curva. Contudo, o aumento do
valor dessa constante levava ao rompimento prematuro do modelo, devido a falha
de uma faixa de elementos proximos a aplicagdo do carregamento. Tal fato pode ser
explicado através do fenébmeno de “localizacdo de deformacfes”, particularidade
essa observada em simulacbes de materiais plasticos e frageis, e que vem sendo
bastante discutida na literatura desde os trabalhos pioneiros de Rice (1976) e Mayer
& Hueckel (1979), passando pelo trabalho de Driemeier (1999). Toda via, uma vez
gue esse estudo foge ao escopo do presente trabalho, sera sugerido como assunto
de trabalhos futuros.

A figura 23 apresenta ainda a comparag&o entre o grafico de tensdes (o)
versus deformagoes (e,,) de um ponto de Gauss da malha de elementos finitos com

as curvas obtidas do ensaio experimental realizado por Franco (2008). Nota-se que
apesar de alguns pontos de Gauss perderem rigidez ao longo de toda a simulacao, a
resposta global do modelo ndo necessariamente apresenta 0 mesmo

comportamento constitutivo.

40
35
) /’ _~
. / /
— Amostra 1.1

20 / /
// — Amostra 1.2
15
// Ponto de Gauss
10 /

Tensdes (MPa)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Deformacoes

FIGURA 23 — GRAFICO COMPARATIVO ENTRE OS RESULTADOS
OBTIDOS POR FRANCO (2008) E PELO PROGRAMA
DESENVOLVIDO EM UM PONTO DE GAUSS

FONTE: O autor (2009)
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6.4. EXEMPLO 4

Uma vez “calibrados” os parametros do modelo de dano desenvolvido por
Tao & Phillips (2005) para o cimento resinoso Cement-Post pode-se utilizar esses
mesmos parametros para simular o processo de danificagdo em outras aplicagdes.
Neste exemplo pretende-se verificar a influéncia da perda de rigidez no cimento
resinoso e em suas interfaces durante a aplicacdo de carga em um disco de dentina
tratado endodonticamente.

No trabalho desenvolvido por Franco (2008) dentes pré-molares foram
tratados endodonticamente e logo apo6s cortados formando discos de dentina, como
pode se visto esquematicamente na figura 24, esses discos de dentina foram entéao
submetidos a um teste de compressdo com uma carga de 220 N a uma velocidade

de 0,2 mm/min.

FIGURA 24 — ESQUEMA DE CORTE DOS DISCOS DE DENTINA
FONTE: Franco (2008)
No programa desenvolvido o disco de dentina foi simulado através de um
modelo axissimétrico, ou seja, uma “fatia” do sélido é rotacionada em torno de eixo

produzindo o solido de revolu¢cdo como pode ser observado na figura 25.

0.6 mm
+—
Q6mm 2,4 mm
3,0 mm
\
\ -
\ Dentina — ,
Cimento resinoso 0,6 an 2,6 mm
Pino intraradicular 0.2 mm

FIGURA 25 — MODELO AXISSIMETRICO DO DISCO DE DENTINA
FONTE: O autor (2009)
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Esse modelo foi discretizado utilizando elementos isoparamétricos de oito
nés e elementos de interface contendo seis nos. As condigbes de contorno do
problema, a discretizacdo espacial em elemento finitos e os materiais envolvidos na
simulacdo sdo apresentados na figura 26. A malha de elementos finitos possui 1110

elementos com 3403 nés, o carregamento foi imposto em 500 incrementos de carga

iguais.
<5

| Pino intraradicular

I /nterface pino-cimento

1

"

|

H

H [ ] Cimento resinoso
!

[1]

[ Interface cimento-dentina

N

]

N

f

] ]

| [ | Dentina
!

]

!

FIGURA 26 — CONDICOES DE CONTORNO, DISCRETIZACAO ESPACIAL EM
ELEMENTOS FINITOS E MATERIAIS SIMULADOS NO EXEMPLO 4

FONTE: O autor (2009)

Em um primeiro momento todos os materiais (pino intra-radicular, cimento,
dentina e interfaces) foram simulados sob um regime perfeitamente elastico. A
seguir, em uma nova simulacédo, foram introduzidos os parametros do modelo de
dano de Tao & Phillips (2005), a fim de simular a perda de rigidez no cimento
odontoldgico e nas interfaces adjacentes. As propriedades materiais e os parametros
do modelo numérico, retirados de Marson (2003) e Franco (2008), sao apresentados

no quadro 6.
MATERIAL VARIAVEL VALOR
Modulo de elasticidade (E) 85000MPa
Pino intra-radicular
Coeficiente de Poisson (V') 033
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Interface pino-cimento Coeficiente de Poisson (V) 031
Mddulo de cisalhamento 2233 MPa
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MATERIAL VARIAVEL VALOR
9 000
9, 099
Interface pino-cimento 93 001
€40 005
C1 0,75
C2 061
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
Cimento 40 005
C1 0,75
C2 061
Modulo de elasticidade (E) 1200 MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031
Modulo de cisalhamento 1680 MPa
9 000
Interface cimento-dentina 9, 001
I3 099
£do 005
C1 0,75
C2 061
Sentin Modulo de elasticidade (E) 18600MPa
Coeficiente de Poisson (V) 031

QUADRO 6 — PROPRIEDADES MATERIAIS E PARAMETROS EMPREGADOS NO
EXEMPLO 04
FONTE: O autor (2009)

Os resultados obtidos com o programa desenvolvido nesse trabalho para as
distribuicdes de tensdes e deformacdes sdo apresentados nas figuras 27 a 40,
comparando os resultados da simulagdo com todos 0s materiais sob um regime
perfeitamente elastico com os resultados da simulacédo contendo o modelo de dano.

Para esse exemplo, as tensdes sdo apresentadas em mega Pascais (MPa).
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8.84e+000

-6.51e+000

-2.18e+001

-3.72e+001

-5.25e+001

FIGURA 27 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

8.84e+000

-6.51e+000
-2.18e+001
-3.72e+001

-5.25e+001

FIGURA 28 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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-1.62e-002

-3.56e+001

-7.13e+001

-1.07e+002

-1.43e+002

FIGURA 29 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

-1.62e-002
-3.56e+001
-7.13e+001
-1.07e+002

-1.43e+002

FIGURA 30 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



I2.289+001
4.21e-002
-2.27e+001
-4.55e+001

-6.83e+001
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FIGURA 31 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE oy, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I2.283+001
4.21e-002
-2.27e+001
-4.55e+001

-6.83e+001

FIGURA 32 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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-9.72e-005

-1.61e+001
-3.21e+001
-4.82e+001

-6.43e+001

FIGURA 33 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o&,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

-9.72e-005

-1.61e+001
-3.21e+001
-4.82e+001

-6.43e+001

FIGURA 34 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

(MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



4.19e-003

-3.25e-005

-4.26e-003

-8.48e-003

-1.27e-002

FIGURA 35 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

4.19e-003

-3.25e-005
-4.26e-003
-8.48e-003

-1.27e-002

FIGURA 36 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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I—1 .96e-004
-6.67e-003
I—‘I .31e-002
I -1.96e-002

-2.61e-002

FIGURA 37 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I-1 .96e-004
-6.67e-003
I-1 .31e-002
I-1 .96e-002

-2.61e-002

FIGURA 38 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)



I‘I .24e-001
3.82e-002
-4.75e-002
-1.33e-001

-2.19e-001

FIGURA 39 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)

I1 .24e-001
3.82e-002
-4.75e-002
-1.33e-001

-2.19e-001

FIGURA 40 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE €, DO TENSOR DE

DEFORMACOES (MODELO PURAMENTE ELASTICO)
FONTE: O autor (2009)
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Observa-se que os materiais com maior modulo de elasticidade (pino intra-
radicular e dentina), como esperado, ofereceram maior resisténcia ao carregamento
aplicado. Fato esse que foi acentuado na segunda simulacdo devido a danificacédo
do cimento resinoso e de suas interfaces. E possivel perceber que as regides
proximas as interfaces se deformaram mais quando simuladas levando-se em conta
o modelo de dano enquanto, as tensdes diminuiram, esse fato demonstra que o
modelo de dano € capaz de simular o processo de perda de rigidez. Além disso,
observa-se que a perda de rigidez no cimento resinoso tem pouca influéncia sobre a
resposta global da geometria.

Nas figuras 41 a 46, a regido contendo o cimento resinoso é destacada a fim

de melhorar a visualizacdo das distribuicbes de tensbes e deformacdes. Mais uma

vez as tensdes sédo apresentadas em mega Pascais.

1
EE
T
RS, 5.00e-001
NN §o-ore
77
L] -1.25e-001
1

Eﬁﬁ# -7.50e-001
ann
any
] ~1.38e+000
17
- -2.00€+000
r

FIGURA 41 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO PURAMENTE
ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO

FONTE: O autor (2009)
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-1.75e+000
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FIGURA 42 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE o, DO TENSOR DE TENSOES

PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO PURAMENTE
ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)

(@ ()

I1 .00e-001

-4.25e-001
I-9.50e-001

I-1 .48e+000

-2.00e+000

FIGURA 43 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE oy DO TENSOR DE TENSOES

PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO PURAMENTE
ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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I5.00e—001

-1.25e-001

I-7.50€—001

I-1 .38e+000

-2.00e+000

(a) ’

FIGURA 44 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE &,, DO TENSOR DE TENSOES

PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO PURAMENTE
ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)

(@) % (®)

FIGURA 45 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE
DEFORMACOES PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO

FONTE: O autor (2009)
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FIGURA 46 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR DE

DEFORMACOES PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)

(@

I1 .24e-001
3.82e-002
I—4.75e—002
I—1 .33e-001

-2.19e-001

FIGURA 47 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £y, DO TENSOR

DEFORMACOES PARA O CIMENTO RESINOSO NO (a) MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO (b) MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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Comparando-se os valores de tensdes e deformagdes na regido onde foi
discretizado o cimento resinoso nota-se que, de maneira geral, houve um aumento
nas deformacdes e diminuicdo do valor das tensées na simulacdo onde o modelo de
dano estava presente. Tal fato evidencia, mais uma vez, a perda de rigidez do
material em estudo.

Devido a dimensédo bastante reduzida dos elementos de interface ndo foi
possivel uma visualizagcdo apurada das tensdes e deformacfes na regido de
interesse. Assim, nas figuras 48 a 53 sdo apresentados os graficos de tensdes e
deformacgbes ao longo das interfaces segundo a altura em relacéo a base do modelo

computacional.

Interface pino-cimento Interface cimento-dentina

0,0

-1,0

-2,0

= Elastico = Eldstico

-3,0 =—Dano =—Dano

Tensdes[Mpa)
Tensbes (MPa)

-5,0
Altura(mm)

Altura ([mm)

FIGURA 48 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢&,, DO TENSOR TENSOES
PARA AS INTERFACES NO MODELO PURAMENTE ELASTICO E

NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)

Interface pino-cimento Interface cimento-dentina

4,0 4,00

3,0 3,00
. 20 2,00
g. 1,0 1,00
Fl 0,0 —— Elsstico 0,00 \1,5.__”// = Eldstico
‘§ -1,0 0j0 0,5 2,0 2,5 3,0 . -1,00 0|0 0,5 1,0 2,5 3,0 Dano
ﬁ -2,0 -2,00

-3,0 -3,00

-4,0 -4,00

-5,0 -5,00

Altura(mm) Altura(mm)

FIGURA 49 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE oy, DO TENSOR TENSOES

PARA AS INTERFACES NO MODELO PURAMENTE ELASTICO E
NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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Interface cimento-dentina
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= Eldstico

—Dlano

Altura{mm)

FIGURA 50 — DISTRIBUIQAO DA COMPONENTE o,, DO TENSOR TENSOES

PARA AS INTERFACES NO MODELO PURAMENTE ELASTICO E
NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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FIGURA 51 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢,, DO TENSOR
DEFORMACOES PARA AS INTERFACES NO MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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FIGURA 52 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE ¢y, DO TENSOR

DEFORMACOES PARA AS INTERFACES NO MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)
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FIGURA 53 — DISTRIBUICAO DA COMPONENTE £y DO TENSOR

DEFORMA(}OES 'PARA AS INTERFACES NO MODELO
PURAMENTE ELASTICO E NO MODELO DE DANO
FONTE: O autor (2009)

= Elastico

— ClAN0

Assim como foi observado nas imagens anteriores, nas simulacdes onde o

modelo de dano estava presente, nota-se um aumento das deformacbes e

diminuicdo do valor das tensGes quando comparadas ao modelo puramente elastico.

Tal fato comprova a perda de rigidez também nas interfaces em estudo. Além disso,

devido a formulacdo empregada no elemento de interface, a interface pino-cimento

apresentou rigidez maior quando comparada a interface cimento-dentina.
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7. CONCLUSOES

A partir da pesquisa bibliografica desenvolvida, da formulacdo apresentada
para a equacdo constitutiva e para o problema de equilibrio, dos algoritmos
implementados e dos resultados obtidos, pode-se concluir que:

01. A aplicagcdo da teoria da termodindmica com variaveis internas a
modelagem da danificacdo da interface permitiu definir a resposta constitutiva dos
materiais que a compdem a partir de dois potenciais termodinamicos. Os potenciais
adotados permitiram obter as leis de estado, que relacionam variaveis de estado
com variaveis associadas, e a lei de fluxo que governa a perda de rigidez.

02. A aplicacdo de conceitos da andlise convexa como, por exemplo, 0S
conceitos de funcbes convexas conjugadas e de funcdo suporte de uma regido
convexa, permitiu obter a forma dos potenciais termodindmicos para o modelo
constitutivo a partir de métodos simples. Além disso, técnicas da analise convexa
conduziram a uma lei de fluxo que estabelece que as taxas da variavel interna
pertencam ao subdiferencial da indicatriz da regido de forcas termodinamicas
admissiveis. Como consequéncia, € possivel determinar a perda de rigidez em
pontos singulares da regido admissivel sem o uso de ferramentas especiais.

03. A interpretacdo da variavel interna de dano, em concordancia com o0s
conceitos de tensdo e deformacgao efetiva, deve receber mais atengdo. Estes dois
conceitos tém a mesma interpretacdo apenas enquanto se consideram materiais
elasticos, onde suas funcdes de energia sdo quadraticas.

04. O modelo de dano desenvolvido por Tao & Phillips (2005) e utilizado no
presente trabalho apresentou bons resultados apesar de sua simplicidade.

05. Verificou-se a ocorréncia do fendmeno de “acumulacdo de deformacgdes”
nas simulacbes, caracterizando dependéncia dos resultados com relacdo a
discretizagdo adotada. Portanto se aconselha o estudo de técnicas de regularizacao
presentes na literatura a fim de minimizar esse problema.

06. Da analise dos resultados presentes no ultimo exemplo, verificou-se que
as tensdes encontradas nas simulacdes onde foi considerado o modelo de dano séo
maiores dos que as tensdes encontradas nas simulagbes puramente elasticas. Ao
passo que as deformacfes diminuiram de uma simulacdo para outra. Fato esse que
ratifica o funcionamento do modelo de dano, simulando a perda de rigidez no

cimento resinoso e nas interfaces pino-cimento-dentina.
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07. A utlizacdo de uma aproximacdo da matriz inversa do Hessiano,
atualizada segundo o método BFGS, eliminou a necessidade de determinar as
derivadas segundas da func&o objetivo.

08. O elemento de interface implementado apresentou-se adequado para o
tipo de problema analisado, em virtude de seus atributos. Destaca-se entre eles a
facil implementagdo desse elemento no momento em que também se utilizam os
elementos isoparamétricos para modelar o meio. Sugere-se a implementacdo da
possibilidade de perda de contato empregando esse mesmo elemento desenvolvido
por Desai et al (1984).

09. Mais ensaios experimentais Sao necessarios para calibrar os parametros
gue regem a interface bem como o modelo de dano.

A continuacao do presente trabalho, do ponto de vista do modelo constitutivo,
poderia se dar com a inclusdo de mais uma variavel interna. Essa, funcdo da
variavel ja utilizada, capaz de quantificar a energia armazenada durante 0 processo
de danificagcdo mas que nao é recuperavel. Outra sugestéo € a evolucéo da variavel
interna, de uma variavel escalar, para uma variavel tensorial, capaz de simular a
danificacdo de forma anisotropica. Além dessas, a implementacdo de um modelo ja
consagrado de dano também viria a agregar mais valor a um futuro trabalho.

Do ponto de vista computacional, a implementacdo dos algoritmos aqui
apresentados a uma linguagem orientada a objeto tornaria o programa desenvolvido
mais adequado a receber novas subrotinas, contribuindo assim com um avanco mais
acelerado da linha de pesquisa. Muitas universidades brasileiras ja matém
bibliotecas bastante amplas de subrotinas construidas sob essa estrutura, tornando
o desenvolvimento de novos codigos uma tarefa conjunta e dindmica, e ndo mais

uma iniciativa isolada e lenta.
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