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RESUMO

O conhecimento do comportamento dindmico das estruturas civis € mecanicas tem
se tornado cada vez mais importante para um projeto seguro e otimizado. O Método
dos Elementos Finitos (MEF) apresenta bons resultados para as primeiras
frequéncias, porém demanda elevado custo computacional para atingir melhor
precisao para altas frequéncias. O objetivo deste trabalho é investigar a aplicagéo do
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) na analise de vibragdes livres
em estruturas reticuladas. O Método dos Elementos Finitos Generalizados,
desenvolvido a partir do Método da Particdo da Unidade, permite a inclusdo de
conhecimento prévio sobre a solugdo da equacao diferencial sendo resolvida, no
espaco de solucido aproximado. Neste trabalho s&o propostos e analisados diversos
elementos generalizados para analise da vibragéo livre de barras, eixos, vigas de
Euler-Bernoulli, trelicas e porticos planos com diferentes fungdes enriquecedoras.
Sao propostos refinamentos h, p e adaptativo para o MEFG. As fungoes
enriquecedoras do MEFG Adaptativo sdo dependentes da geometria, das
propriedades mecanicas dos elementos e das condi¢gdes de contorno. O problema
variacional de vibragcao livre é formulado e os principais aspectos do MEFG séao
discutidos. A eficiéncia e a convergéncia do método proposto na vibragéo livre de
estruturas reticuladas planas sao verificadas. As frequéncias obtidas pelo MEFG sao
comparadas com aquelas obtidas por solugbes analiticas, pelo Método Composto
(MC), pelos refinamentos h e p do MEF, e por outros métodos encontrados na
literatura. O MEFG proposto permite a imposicdo das condi¢cdes de contorno de
forma direta, como no MEF, e apresenta taxas de convergéncia maiores do que o
refinamento h do MEF e refinamento ¢ do MC, e no minimo semelhantes as taxas de
convergéncia do refinamento p do MEF. O MEFG Adaptativo proposto converge
muito rapido e permite aproximar a frequéncia relacionada com o modo de vibragao
desejado.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados. Vibragéo livre.

Analise dindmica. Particdo da unidade.



ABSTRACT

The knowledge about the dynamic behavior of civil and mechanical structures has
become very important for a safe and optimized design. The Finite Element Method
(FEM) presents good results for the lowest frequencies but demands great
computational cost to work up the accuracy for the higher frequencies. The objective
of this work is to study the application of the Generalized Finite Element Method
(GFEM) in free vibration analysis of framed structures. The Generalized Finite
Element Method, developed from the Partition of Unity Method, allows the inclusion
of a priori knowledge about the differential equation being solved in the approximated
solution space. In this work several generalized elements to free vibration analysis of
bars, shafts, Euler-Bernoulli beams, and plane trusses and frames with different
enrichment functions are proposed and investigated. The h, p and adaptive
refinements of GFEM are proposed. The Adaptive GFEM enrichment functions are
dependent on the geometric, mechanical properties of the elements and boundary
conditions. The variational problem of free vibration is formulated and the main
aspects of the GFEM are discussed. The efficiency and convergence of the proposed
method in free vibration analysis of framed structures are checked. The frequencies
obtained by the GFEM are compared with those obtained by the analytical solutions,
the Composite Element Method (CEM), the h and p-versions of FEM, and other
methods found in the literature. The GFEM allows to introduce the boundary
conditions directly, as in the FEM, and presents convergence rates grater than h-
version of FEM and c-version of CEM, and at least similar to the convergence rates
of p-version of FEM. The proposed Adaptive GFEM converges very fast and is able
to approximate the frequency related to the chosen vibration mode.

Key words: Generalized Finite Element Method. Free vibration. Dynamic analysis.

Partition of unity.
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1 INTRODUCAO

O uso eficiente e racional dos recursos naturais e das riquezas € uma
necessidade mundial e tem conduzido os engenheiros a buscarem a otimizagao
estrutural nos seus projetos. Neste sentido, novos materiais e novas técnicas de
fabricagdo e construgdo tém surgido, e as estruturas civis € mecanicas tornam-se
cada vez mais leves e esbeltas. Estas estruturas estao sujeitas a efeitos dinamicos
gerados por fenbmenos naturais como ventos, marés e terremotos, e também
provocados pelo trafego de veiculos e operagdo de equipamentos e motores, entre
outros. Para o engenheiro responsavel pelo projeto, fabricagdo e manutencéo destas
estruturas torna-se imprescindivel conhecer o seu real comportamento dindmico. Em
alguns casos o conhecimento prévio deste comportamento pode ser determinante
no dimensionamento da estrutura.

Por outro lado, os métodos nao destrutivos de deteccao de falhas estruturais
baseados na resposta dindmica também exigem a disponibilidade de métodos
precisos de analise do comportamento dinamico.

Somente os problemas de vibragbes de estruturas com geometrias muito
simples e com condicdes de contorno especificas tém solugcédo analitica conhecida.
Logo, na analise dinamica de sistemas estruturais reais, em geral muito complexos,
€ necessaria a utilizacdo de métodos computacionais aproximados para solucado do
problema. Muitos pesquisadores tém se dedicado ao desenvolvimento de métodos
eficientes para analise de vibragbes em estruturas.

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) (PETYT, 1990; BATHE, 1996),
disponivel através de diversos softwares comerciais, € largamente utilizado na
andlise dindmica de estruturas. Na analise de vibragdes livres, ou seja, na
determinacao de frequéncias e modos naturais de vibragdo, o MEF apresenta bons
resultados para as primeiras frequéncias. Verifica-se entretanto a necessidade de

um modelo com grande numero de graus de liberdade quando se pretende obter
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uma boa precisdo nas frequéncias e modos de vibragdo mais elevados, gerando
assim maiores custos computacionais. O refinamento p do MEF permite aumentar a
precisdo da solucdo aproximada sem a necessidade de refinamento da malha,
porém exige a determinagdo de novas fungbes de forma de grau mais elevado a
cada etapa. Além disso, 0 mau condicionamento de polindmios de ordem elevada é
relatado por alguns autores, tais como Leung e Chan (1998), e Ribeiro (2001).

Como alternativa, nos ultimos anos tém sido desenvolvidos novos métodos,
aqui denominados de “métodos enriquecidos”, que consistem no enriquecimento das
funcdes de forma do MEF convencional pela adicdo de fungbes nao polinomiais
relacionadas a solugdo da equagéo diferencial governante do problema. Dentre
estes métodos destacam-se: o Método dos Modos Admissiveis (MMA) (ENGELS,
1992, GANESAN; ENGELS, 1992), o Método Composto (MC) (ZENG, 1998a, b e c)
e o Método dos Elementos Finitos p-Fourier (MEF Fourier) (LEUNG; CHAN, 1998).
Estes métodos permitem a imposicdo das condi¢cdes de contorno de forma simples,
utilizando os mesmos procedimentos do MEF, e tém se mostrado mais precisos e
com menor custo computacional do que o refinamento h do MEF convencional na
analise de vibragdes livres de barras, vigas e placas.

Em 1996 foi desenvolvido o Método da Particdo da Unidade (MPU)
(MELENK; BABUSKA, 1996), como uma técnica otimizada de enriquecimento. Com
base nas idéias do MPU surgiram diversos métodos, entre eles o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG). No MPU, a base do subespaco de
aproximacoes locais é constituida de fungdes, ndo necessariamente polinomiais, que
refletem informagdes disponiveis a priori sobre a solugdo da equacéao diferencial
governante. Esta técnica garante boa aproximacdo local e global. As principais
vantagens do MPU sao: possibilidade de enriquecimento do espago de aproximagao
global com fungdes que refletem o comportamento local da solugdo da equagéao
diferencial governante, funcdes de forma obtidas mais faciimente do que no
refinamento p do MEF, construgdo de espacgos de aproximagao com a regularidade

desejada e refinamentos locais facilmente implementados. Entretanto, o MPU
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apresenta alguns desafios que compreendem: a escolha adequada do espago de
funcbes de aproximacéao local, a imposi¢cao das condigdes de contorno essenciais,
uma vez que os graus de liberdade utilizados nao correspondem diretamente aos
graus de liberdade nodais do MEF, e a construcdo adequada do esquema de
integracdo dos coeficientes das matrizes de rigidez e massa.

Recentemente, inUmeras pesquisas tém comprovado a eficiéncia do MEFG
e outros métodos baseados no MPU em problemas tais como analise de trincas
(XIAO; KARIHALOO, 2007) e plasticidade (GRACIE; VENTURA; BELYTSCHKO,
2007), entre outros. Portanto, justifica-se uma investigacdo apurada da
aplicabilidade e eficiéncia do MEFG na analise dinamica de estruturas.

A aplicacdo do Método da Particdo da Unidade em problemas da dindmica
estrutural ndo é inédita, uma vez que, embora poucos, existem alguns trabalhos
apresentando a aplicagéo desta técnica na vibracéo livre e forgada de placas (DE
BEL; VILLON; BOUILLARD, 2005; HAZARD; BOUILLARD, 2007).

A contribuicdo principal deste trabalho esta na escolha de espacos de
aproximacéao local para analise de vibragdes livres de estruturas reticuladas, que
reinem tanto as vantagens dos métodos enriquecidos quanto do MPU. Sendo
assim, os espacgos de aproximagao propostos, além de incorporarem conhecimento
prévio sobre a solugdo da equacao diferencial governante, permitem a imposi¢cao
das condi¢cbes de contorno através dos procedimentos classicos do MEF, sem a
necessidade do uso de outras técnicas como o método das penalidades ou o
método dos multiplicadores de Lagrange. Também é proposto um método iterativo
adaptativo que permite refinar a solugdo para uma determinada frequéncia, com
rapida convergéncia e precisdo equivalente, em alguns casos até superior, ao
refinamento p do MEF. Este método adaptativo ainda agrega a vantagem de permitir
a construcao de funcdes de forma dependentes das caracteristicas mecanicas do
elemento e que sdo mais facilmente obtidas que as fung¢des de forma do refinamento

p do MEF para estruturas reticuladas.
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1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho é investigar a aplicagdo do Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) na analise de vibragbes livres de estruturas

reticuladas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para alcancgar o objetivo geral proposto pretende-se:

Apresentar a formulagao variacional dos problemas de vibracao de barras,
eixos e vigas de Euler-Bernoulli, e desenvolver os respectivos elementos
generalizados de modo a aplica-los também na analise de treligas e porticos planos.

Propor e desenvolver uma técnica de refinamento p’ adaptativo do MEFG
para determinacgao de frequéncias naturais de vibracao.

Buscar, apresentar e desenvolver solugcbes analiticas para problemas de

vibrages livres de barras, eixos e vigas.

1.3 JUSTIFICATIVA

Atualmente, a preocupacdo mundial esta voltada para a otimizacdo e
racionalizac&o do uso dos recursos naturais cada vez mais escassos. Uma aplicagao
6tima de recursos depende de analises de modelos 0s mais préximos possiveis dos
sistemas fisicos reais analisados. Para tanto, o desenvolvimento de métodos de

analise mais precisos, rapidos e confiaveis é imprescindivel.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

A estrutura deste trabalho é a seguinte: no capitulo 2 é apresentada uma

1 No presente trabalho, assim como nos trabalhos publicados por RIBEIRO (2001) e, CAMPION e

JARVIS (1996), o refinamento p corresponde ao aumento de fungdes de forma na base aproximadora.
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revisdo da literatura sobre métodos de analise dindmica analiticos e aproximados. O
capitulo 3 contém as formulacdes variacionais e os principais métodos de solucao
analitica e aproximada dos problemas de vibracao livre de estruturas reticuladas. No
capitulo 4 apresentam-se as bases matematicas do Método da Particdo da Unidade
e os elementos generalizados de barra e viga de Euler-Bernoulli. Também séao
apresentadas as propostas de refinamento e adaptatividade do método. No capitulo
5 sao apresentadas as verificagcbes numéricas e aplicagdes do método. O capitulo 6

apresenta as conclusdes finais do trabalho e sugestdes de continuidade.
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2 REVISAO DA LITERATURA

O homem tem se interessado por entender os fendbmenos de vibragao desde
a antiguidade, quando foram inventados os primeiros instrumentos musicais.
Segundo Dimarogonas (1996), o filésofo e matematico grego Pitagoras (582-507
a.C.) é considerado o primeiro a investigar os sons musicais em bases cientificas.

No estudo das vibragdes em estruturas podem-se destacar alguns nomes
importantes. A vibragao de vigas finas foi estudada pela primeira vez por Euler em
1744 e Daniel Bernoulli em 1751, cuja teoria passou a denominar-se teoria das vigas
finas ou teoria de Euler-Bernoulli. Em 1802, o cientista alem&o Chladni observou a
vibracdo de placas e seus modos de vibragdo. Sophie Germain foi premiada em
1815, pela Academia Francesa, por apresentar a teoria de vibragédo de placas. Mais
tarde foi descoberto que a equagao diferencial apresentada por ela estava correta,
mas as condi¢cdes de contorno eram errbneas. As condi¢cbes de contorno corretas
para o problema de vibragao de placas foram obtidas por Kirchhoff em 1850.

Muitos outros cientistas e estudiosos poderiam ser citados neste periodo,
com destaque para Lord Baron Rayleigh, que em 1877 publicou seu livro sobre a
teoria do som, ainda hoje considerado um classico na teoria da vibragdo. Rayleigh
desenvolveu um método, conhecido como Método de Rayleigh, para obtengcédo da
frequéncia natural de um sistema conservativo. (DIMAROGONAS, 1996)

Os métodos utilizados para solucao dos problemas de vibragao podem ser

subdivididos em dois grandes grupos: métodos analiticos e métodos aproximados.

2.1 METODOS ANALITICOS

Os métodos analiticos de solugado de problemas de vibragdo fornecem as
solugdes analiticas das equagdes do movimento (equacdes de equilibrio dinadmico).

Porém, estas solugcbes sio possiveis apenas para geometrias e condi¢cbes de
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contorno muito particulares. Ja os problemas reais de engenharia apresentam
geometrias e condigbes de contorno muito mais complexas. Entretanto, as solu¢des
analiticas sao muito importantes pois fornecem subsidios para um conhecimento
mais aprofundado do comportamento fisico do fendmeno estudado, além de permitir
a verificagdo da eficiéncia e precisdo dos métodos numéricos aproximados. Sendo
assim, varios pesquisadores tém se dedicado a obtencéo de solugbes analiticas de
diversos problemas da dinamica.

Os trabalhos de Clough e Penzien (1975), Meirovitch (1975), Craig (1981),
Chopra (1995), Rao (1995) e Inman (1996) apresentam os conceitos fundamentais
da analise de vibracbes de sistemas continuos e as solu¢cdes analiticas para
vibracao de cabos, vibracao axial e torcional de barras uniformes, vibracao lateral de
vigas uniformes, incluindo ou nao os efeitos de forga axial, deformacgao cisalhante e
inércia rotacional, e vibracdo de membranas e placas.

O estudo da vibracao axial de barras de secao transversal nao uniforme é
importante para a compreensdo do comportamento dindmico de estruturas que
utilizam materiais compostos e de fundagdes, e da propagagao de ondas em tubos
de secgao variavel, entre outros. Alguns dos mais importantes trabalhos dedicados a
investigacao da solugao analitica destes problemas séo destacados a seguir.

Abrate (1995) apresenta uma familia de fungdes polinomiais de 2° grau para
descrever variagdes da secdo transversal da barra e que permitem, depois de
adequada mudanca de variaveis, a transformacdo da equacao diferencial
governante do problema em uma classica equagao da onda, cuja solugéo é bastante
conhecida.

Kumar e Sujith (1997) apresentam solugdes analiticas para vibragao axial
livre de barras com secédo transversal tendo variagdes polinomial e senoidal da area
(4), respectivamente nas formas 4 = (ax+b)" e A= A,sen®(ax+b), sendo Ay, a, be n
parametros que definem a funcdo de variagdo ao longo do eixo x. Estes autores
utilizam mudancgas apropriadas de variaveis para reduzir a equagdo do movimento a

equacgdes diferenciais com solugao analitica conhecida. As solugdes analiticas
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apresentadas por Kumar e Sujith (1997) aparecem na forma de fungdes
trigonométricas e funcdes de Bessel.

Kumar e Sujith (1997) verificaram que nos casos de barras de se¢cao néo
uniforme as frequéncias mais baixas sao mais afetadas pela variagdo da secao,
enquanto as frequéncias mais altas se aproximam da solugdo de barra com segao
uniforme equivalente. As barras com sec¢ao variavel polinomial apresentam também
modos de vibracdo com amplitudes decrescentes ao longo do comprimento do eixo
da barra. Os autores sugerem que a utilizacdo de fungdes de Bessel como fungdes
de forma nas solugdes aproximadas para a vibracao livre de barras de se¢ao nao
uniforme pode gerar melhores resultados que os obtidos com o uso de fungbes
trigonométricas e polinomiais.

Em muitos problemas praticos, como na analise de vibracdes axiais de
edificios altos, o problema pode ser entendido como a vibracao livre de uma barra
composta por varios trechos com diferentes distribuicdes de rigidez e massa.
Buscando a solugdo de tais problemas, Li (2000a e 2000b) apresenta métodos
analiticos para determinagdo das frequéncias e modos naturais de vibragdo de
barras ndo uniformes compostas por multiplos trechos. A fungdo que descreve a
distribuicdo de massa da barra é arbitraria e a distribuicdo da rigidez axial é
expressa por um funcional relacionado a distribuicdo de massa. Para relagdes
funcionais do tipo poténcia e exponencial, a equacao diferencial governante para
uma barra constituida de um unico trecho é reduzida a uma equacéo diferencial com
solugao analitica conhecida. Férmulas de recorréncia apropriadas (LI, 2000a) ou o
Método da Matriz de Transferéncia (MMT) (LI, 2000b) sdo entdo empregados para
obter solugcbes analiticas de barras de multiplas se¢des nado uniformes com as
distribuicbes de massa e rigidez analisadas. Li, Li e Liu (2000) utilizaram a técnica
do MMT para apresentar a solugao analitica do problema de vibragao axial de um
sistema composto por duas barras ndo uniformes com massas concentradas e
acopladas por molas translacionais.

Recentemente, Raj e Sujith (2005) apresentaram um método geral para
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determinacao de uma familia de fungcbes para descrever as variagdes de secao
transversal que conduzem a solucdes analiticas conhecidas para a vibragcao axial de
barras ndo uniformes.

Como a vibragdo torcional de eixos estacionarios é matematicamente
idéntica ao problema de vibragao axial de barras, as solugdes analiticas obtidas para
estes problemas podem ser compartilhadas, com as devidas adaptagdes. Solugdes
analiticas para vibragao torcional livre de eixos uniformes, com condigdes de
contorno classicas e nao classicas, sdo encontradas no trabalho de Gorman (1975).
Recentemente, Chen (2006) utilizou o Método da Montagem Numérica para
determinar as frequéncias e modos naturais analiticos de eixos circulares uniformes
carregando multiplos elementos concentrados (massas com inércia rotacional ou
molas torcionais).

Quanto as vigas uniformes, existem quatro diferentes teorias que descrevem
a vibracdo transversal destas estruturas, que sao: Euler-Bernoulli, Rayleigh,
Cisalhamento e Timoshenko. As equagbes governantes, as expressdes para as
condigbes de contorno classicas, as equagbes caracteristicas e suas raizes, para
estas quatro teorias aplicadas a vigas uniformes sao apresentadas por Han,
Benaroya e Wei (1999). Um resumo das principais caracteristicas desta teorias é

apresentado na tabela 2.1.

TABELA 2.1 — TEORIAS PARA VIGAS

Modelos Momento Deslocamento Deformagao por Inércia
fletor lateral cisalhamento rotacional
Euler-Bernoulli sim sim nao nao
Rayleigh sim sim nao sim
Cisalhamento sim sim sim nao
Timoshenko sim sim sim sim

FONTE: HAN, BENAROYA e WEI (1999)

A teoria de Euler-Bernoulli, muitas vezes denominada de teoria classica de
vigas, teoria de vigas de Euler ou teoria de vigas de Bernoulli, € a mais comumente
empregada pois é simples e fornece aproximagdes razoaveis para muitos problemas

da engenharia. Esta é a teoria de vigas utilizada neste trabalho. Sabe-se entretanto
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que esta teoria tende a superestimar ligeiramente as frequéncias naturais,
especialmente para os modos de ordem mais elevada, e seus resultados sao
melhores para vigas esbeltas. (HAN; BENAROYA; WEI, 1999)

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli remonta ao século XVIII. Jacob Bernoulli
(1654-1705) descobriu que a curvatura de uma viga elastica & proporcional ao
momento fletor. Posteriormente, seu sobrinho Daniel Bernoulli (1700-1782) formulou
a equacado do movimento de uma viga em vibragdo. Em sua investigacdo sobre a
forma de vigas elasticas submetidas a diversas combinagbes de carga, Leonhard
Euler (1707-1783) aceitou a teoria de Jacob Bernoulli.

O problema de vibragao livre de vigas uniformes de Euler-Bernoulli tem sido
abordado por diversos pesquisadores, entre eles: Chang e Craig (1969), Gorman
(1975), Clough e Penzien (1975), Meirovitch (1975) e Craig (1981).

A forma classica da solugao espacial do problema de vibragéao livre de vigas
de Euler-Bernoulli apresenta termos trigonométricos e hiperbdlicos. Verifica-se
entretanto que as equacdes caracteristicas obtidas a partir desta solucido podem
apresentar instabilidade numérica na determinagdo de altos modos de vibragéao,
devido as magnitudes excessivas dos termos hiperbdlicos. Gartner e Olgac (1982)
apresentam uma forma alternativa para a solugédo espacial da equagéao diferencial
governante deste problema, que limita a magnitude de todos os termos da solugéo
ao intervalo aproximado de + 1, reduzindo os erros no calculo das frequéncias e
modos naturais de vibracdo. O trabalho de Gartner e Olgac (1982) apresenta as
equacdes caracteristicas, os autovalores associados as 10 primeiras frequéncias
naturais e os coeficientes da solucdo espacial para todas as combinacbdes de
condigbes de contorno classicas de vigas uniformes.

Diversos pesquisadores tém se dedicado ao estudo das vigas né&o
uniformes, uma vez que estas sao frequentemente utilizadas em estruturas civis e
navais, e em equipamentos.

Abrate (1995) apresenta uma técnica de redugcdo da equacédo diferencial

governante de viga nao uniforme a uma equacao de viga uniforme equivalente, para
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0 caso da vibragao transversal de vigas de Euler-Bernoulli com variagao polinomial
de quarto grau para area e inércia da secgao transversal. De Rosa e Auciello (1996)
solucionaram, em termos de funcdes de Bessel, a equagdao do movimento vibratério
de vigas de Euler-Bernoulli com variagdo linear de sec&o transversal, com
extremidades axial e rotacionalmente flexiveis. Ja Auciello e Ercolano (1997)
apresentaram a solucao analitica, utilizando fungbes de Bessel, para viga de Euler-
Bernoulli com apoios genéricos e com sec¢do transversal retangular, sujeita a
variagao linear da altura e da largura ao longo do comprimento. O resultado obtido
foi utilizado na analise de vigas com secao transversal descontinua, sendo uma
parte constante e a outra parte com variagao linear de sec¢ao.

A analise das frequéncias naturais de vigas de Euler-Bernoulli com massas
concentradas e condigbes de contorno classicas foi realizada por Low (1997 e
1998). As solugbes analiticas constituidas por fungdes transcendentes foram
comparadas com resultados obtidos pelo Método de Rayleigh (LOW, 1998) e com
resultados experimentais (LOW, 1997 e 1998). Recentemente, Maiz et al. (2007)
apresentaram uma técnica para determinagédo analitica de frequéncias naturais de
vibragdo de uma viga de Euler-Bernoulli com condi¢des de contorno gerais,
carregando um numero finito de massas em posigdes arbitrarias e levando em conta
suas inércias rotacionais. Como casos particulares deste problema, foram
analisadas também vigas continuas.

Muitos outros trabalhos poderiam ser ainda citados. Aqueles aqui citados
tém por objetivo mostrar um panorama geral das pesquisas realizadas sobre a
solugdo analitica de problemas de vibragdo de barras e vigas, e salientar que a
pesquisa nesta area continua importante na atualidade. Embora a grande maioria
dos problemas de engenharia ndo tenha solugdo viavel pelo uso das técnicas
analiticas, estas pesquisas sdo uma vasta fonte de subsidios para teste e verificacao

de novos métodos aproximados.
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2.2 METODOS APROXIMADOS

Diversos métodos aproximados tém sido desenvolvidos para a analise
numérica de vibragbes. Entre eles pode-se destacar: o Método de Rayleigh-Ritz
(CLOUGH; PENZIEN, 1975), o Método dos Elementos Finitos (MEF) (PETYT, 1990;
BATHE, 1996), o Método das Tiras Finitas (CHEUNG; AU; ZHENG, 2000;
FRIEDRICH, 2000), o Método dos Elementos de Contorno (BREBBIA; NARDINI,
1983; TANAKA; MATSUMOTO; SHIOZAKI, 1998) e os Métodos Estocasticos
(VANMARCKE; GRIGORIU, 1983; LEI; QIU, 1998; LI; FANG; LIU, 1999). Porém, o
Método dos Elementos Finitos (MEF) continua sendo o mais empregado na solugao
de problemas de vibragcbes em engenharia.

Nesta revisdo da literatura dedica-se atengcdo ao classico método de
Rayleigh-Ritz, ao Método dos Elementos Finitos (MEF) e aos métodos enriquecidos
baseados no MEF, além do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG),

que consiste no principal foco deste trabalho.

2.2.1 Método de Rayleigh-Ritz

Segundo Clough e Penzien (1975), o Método de Rayleigh-Ritz é uma
extensdo do Método de Rayleigh para problemas de vibragdes livres e tem como
hipétese basica que o vetor de deslocamentos (u) da estrutura pode ser expresso

em termos de um conjunto de modos admissiveis ¥ de amplitude Z como segue:

u=y,Z, +y,2,+y,Z,+---=YZL (2.1)

Para obter os melhores resultados com o menor nUmero de coordenadas, cada uma
das fungdes admissiveis y, deveria ser tomada como uma aproximagéo do modo de

vibragado analitico correspondente. Porém, muitos outros esquemas tém sido
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propostos para escolha das fungdes admissiveis.

No Método de Rayleigh-Ritz, as fun¢gdes que compdem a solugdo analitica
do problema de vibragao livre de vigas uniformes de Euler-Bernoulli sdo amplamente
utilizadas como fungdes admissiveis na solugdo aproximada de problemas
estruturais complexos. Logo, formulas de integragao para produtos destas fungdes
admissiveis por uma fungao arbitraria integravel sao essenciais no Método de
Rayleigh-Ritz. Para este fim, Leung (1988) utiliza a forma alternativa de solugao do
problema de vibragao livre de vigas uniformes proposto por Gartner e Olgac (1982)

para estabelecer formulas de integragao do tipo

| row ds (2.2)

para o produto de fungdes ¢ e y satisfazendo a equagao governante do problema de

vibragao de vigas uniformes, ou seja

d4(/’_ 4
ac =p0 , e (2.3)
dAW_ 4
"’ =fv. (2.4)

com uma fungéo arbitraria integravel f.

No trabalho de Leung (1988), o Método de Rayleigh-Ritz foi aplicado na
analise de vibragao livre de uma viga ndo uniforme com variagao polinomial cubica
de rigidez e variagdo linear de massa, e foram obtidos os quatro primeiros
autovalores associados as frequéncias naturais, para diferentes parametros de
variagdo da rigidez e da massa. Também foi analisada a vibragdo livre de um
sistema de placas utilizando as fung¢des de viga como fungdes admissiveis. Os
resultados do método de Rayleigh-Ritz proposto, com 66 graus de liberdade, foram
comparados com os resultados do Método dos Elementos Finitos com 728 graus de

liberdade. As 16 primeiras frequéncias naturais obtidas pelo método proposto foram
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bastante precisas, apresentando valores proximos porém inferiores aos obtidos pelo
MEF com numero muito maior de graus de liberdade. Leung (1990) também discute
em detalhes o método para gerar as formulas de integragao envolvendo produtos de
fungdes admissiveis obtidos a partir das solugdes analiticas para vigas uniformes, e
corrige os coeficientes de solugao para vigas com uma extremidade articulada fixa e

outra livre, erroneamente indicados por Gartner e Olgac (1982).

2.2.2 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional, também considerado
como uma generalizagdo do Método de Rayleigh-Ritz (PETYT, 1990), € um método
bem conhecido e poderoso na solugao de problemas com qualquer geometria e grau
de complexidade. Porém, para atingir boa precisao em frequéncias altas de vibragao
o MEF geralmente exige um grande custo computacional. A analise de vibragdes em
estruturas através do MEF é apresentada e discutida por Petyt (1990).

O MEF pode ter sua precisdo aumentada através dos refinamentos: h, p, hp
e adaptativos. A técnica mais simples, denominada de refinamento h, corresponde
ao aumento do numero de elementos que compdem a malha.

Trabalhos recentes de Ribeiro (2001) e, Campion e Jarvis (1996) definem o
refinamento p como sendo o aumento do grau e/ou do numero das fungdes de forma
no elemento sem alterar a malha. No caso de fungdes de forma polinomiais, como
as utilizadas no MEF convencional, o refinamento p corresponde ao aumento do
grau do polinémio interpolador da solugéo. Varios pesquisadores como Ganesan e
Engels (1992), Zeng (1998a, b e c) e Ribeiro (2001) tém utilizado fungdes de forma
nao polinomiais ao proporem formas enriquecidas do Método dos Elementos Finitos.

O refinamento hp, por sua vez, consiste na combinacao do refinamento da
malha (refino h) simultaneamente com a variagdo na ordem do polinémio
aproximador (refino p). Todas estas técnicas podem ser adaptativas desde que a
malha de elementos, as fungdes de forma, ou ambas, dependendo do tipo de

refinamento, se ajustem durante o processo de andlise com o objetivo de melhorar a
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solucao.

Segundo Ribeiro (2001), Zienkiewicz, Gago e Kelly (1982) e, Carey e Oden
(1984a), em um refinamento p, se o conjunto de fungdes de forma de uma
aproximagao de ordem p constitui um subconjunto do conjunto de fung¢des de forma
de uma aproximagao de ordem p+17, este refinamento € denominado hierarquico. As
fungdes de forma hierarquicas foram introduzidas por Zienkiewicz, Irons, Scott e
Campbell por volta do ano de 1971, conforme indica o trabalho de Zienkiewicz, Gago
e Kelly (1982). Campion e Jarvis (1996) destacam como principais vantagens dos
métodos hierarquicos: a retencao dos coeficientes da matriz de rigidez quando a
ordem da interpolagdo aumenta e a obtengdo de altas taxas de convergéncia sem
necessidade de refinar a malha, além de resultar em melhora do condicionamento
das equacodes envolvidas.

A utilizacdo de refinamentos hierarquicos na solucido de problemas de
vibracdo em estruturas permite que as matrizes de massa e rigidez ja calculadas
sejam mantidas e somente os termos destas matrizes relativos as novas fungdes de
forma necessitem ser calculados. Esta propriedade reduz o esforgo computacional
necessario para montagem das matrizes a cada etapa do refinamento. Entretanto,
Leung e Chan (1998), e Ribeiro (2001) destacam que polinbmios de alta ordem sao
mal condicionados, levando alguns pesquisadores a utilizarem fungbes
trigonométricas na interpolacdo dos deslocamentos em problemas de vibracdes em
estruturas.

Segundo Solin, Segeth e Dolezel (2004), os melhores resultados do MEF
podem ser atingidos usando refinamentos hp adaptativos orientados a uma meta.
Estes autores apresentam os principios basicos do MEF de alta ordem e técnicas de
discretizagao e refinamento adaptativos.

O numero de trabalhos publicados em que o MEF é utilizado na analise de
vibragbes é bastante grande. Este fato pode ser comprovado, por exemplo, ao
observarem-se as revisdes bibliograficas do Método dos Elementos Finitos aplicado

a analise de vibragdes de vigas, placas, cascas e outras estruturas entre os anos de
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1994 e 1998 apresentadas por Mackerle (1999 e 2000). Recentemente, um
elemento Lagrangiano de 4 nds para analise de vibragdes livres de vigas curvas
através do MEF foi apresentado por Yang, Sedaghati e Esmailzadeh (2008).

Ao longo dos ultimos anos tém surgido novos métodos baseados no
enriquecimento das fungcbes de forma do MEF, como o Método dos Modos
Admissiveis (MMA) (ENGELS, 1992, GANESAN; ENGELS, 1992), o Método
Composto (MC) (ZENG, 1998a, b e c) e o Método dos Elementos Finitos p-Fourier
(MEF Fourier) (LEUNG; CHAN, 1998), além do Método dos Elementos Finitos Spline
(MEFS) (LEUNG; AU, 1990). As idéias fundamentais destes métodos e os principais

resultados obtidos estdo descritos nos proximos topicos.

2.2.3 Método dos Elementos Finitos Spline

O Meétodo dos Elementos Finitos Spline (MEFS), proposto por Leung e Au
(1990), consiste na utilizagdo de fungdes Bs-spline como fun¢des de forma do campo
de deslocamentos, na analise de vibragdes livres de vigas e placas. As fungbes Bs-
spline sdo computacionalmente eficientes e flexiveis na modelagem de diferentes
condigbes de contorno. Os parametros destas fungbes sobre o contorno, ou fora
dele, sado totalmente eliminados através de transformacao apropriada para garantir
que a imposi¢ado das condi¢cdes de contorno siga o mesmo procedimento do MEF
convencional.

O MEFS foi aplicado na analise de vibragédo livre de uma viga continua com
mudancas abruptas de secao e de placas com diferentes condi¢cdes de contorno.

As quatro primeiras frequéncias naturais da viga foram determinadas
utilizando o MEFS com 13 graus de liberdade efetivos e o MEF convencional com 22
graus de liberdade. Apesar de tratar-se de discretizagdes pobres, os resultados
obtidos por ambos o0s métodos apresentaram a mesma precisdao, quando
comparados a solugdo analitica. Observando o numero de graus de liberdade
empregados em cada analise, verifica-se a maior eficiéncia do MEFS.

Na analise da vibragao livre de placas retangulares com varias condigdes de
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contorno homogéneas, Leung e Au (1990) observaram que apenas 40 a 60% dos
graus de liberdade utilizados na analise pelo Método das Tiras Finitas Spline eram

necessarios ao utilizar o MEFS, para obter resultados com preciséo similar.

2.2.4 Método dos Modos Admissiveis

O Método dos Modos Admissiveis (MMA) baseia-se na idéia apresentada
por Craig (1981) de que o campo de deslocamentos pode ser escrito como a
combinacao linear de fungdes representando modos admissiveis de vibracdo. O
MMA para analise de vibragdes livres de barras, vigas e porticos proposto por
Engels (1992) e, Ganesan e Engels (1992) consiste em descrever o campo de

deslocamentos de um elemento genérico por:

uMMA(‘f)zu[(‘f)"‘”MA(%t) (2.5)

onde u; e uyy sao os campos de deslocamentos de interface e dos modos
admissiveis, respectivamente. A interface € definida como o conjunto de pontos,
curvas e superficies que a estrutura tem em comum com a sua vizinhanca. Os
modos admissiveis devem ser linearmente independentes, suficientemente
diferenciaveis e satisfazer as condigdes de contorno geométricas.

O primeiro termo da equagéao (2.5) corresponde a um deslocamento estatico
devido ao deslocamento da interface, e pode ser determinado por um sistema de
coordenadas nodais utilizando o vetor de modos estaticos de interface S, o vetor de
deslocamentos nodais ou de interface q; e a coordenada local do elemento &, como

na equacao:

u, (£)=8"(¢) q, (2.6)

Os modos estaticos de interface devem ser escolhidos de tal forma a capturar com

precisdao a deformagado estatica causada pelos deslocamentos fisicos dados pelo
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vetor de deslocamentos da interface. O modo estatico §; correspondente ao
deslocamento nodal ¢, € definido como a deformagéo estatica do elemento para
q,,=1 e ¢q,,=0 para todo i= ;. Verifica-se que as fungées de forma do MEF
convencional sao idénticas aos modos estaticos de interface, ou seja, o vetor de
modos estaticos corresponde ao vetor de fungbes de forma do MEF e os
deslocamentos de interface aos deslocamentos nodais do elemento.

O segundo termo do campo de deslocamentos u,,, representa o restante do
deslocamento total u,,,, medido em relagdo a u, por um observador absoluto. Logo,
o campo de deslocamentos dos modos admissiveis u,,, se anula na interface do
elemento e pode ser expresso como uma combinacio linear de modos admissiveis

restritos na interface, através da equacéo:

1y, (£)=0"(£) (2.7)

onde @ é o vetor de modos admissiveis e q é o vetor de coeficientes ou
coordenadas generalizadas.

Existem muitos conjuntos de modos admissiveis que podem ser utilizados,
entre eles destacam-se os modos de vibragdo normais restritos, que s&o obtidos da
solugdo analitica da vibragéo livre do elemento com todos os deslocamentos de
interface restritos. De fato, a Unica restricdo para os modos admissiveis € que sejam
formados por fungdes que se anulem na interface do elemento.

Substituindo as equacgdes (2.6) e (2.7) em (2.5) obtém-se:

Upina (65): ST(?) q, +6T(§) q (2.8)

Portanto, o campo de deslocamentos passa a ser escrito como uma combinacao
linear de dois conjuntos de modos admissiveis: modos estaticos e modos
admissiveis restritos na interface. Segundo Engels (1992) e, Ganesan e Engels
(1992), esta representagédo do campo de deslocamentos é completa no sentido de

que qualquer grau de precisao é teoricamente possivel desde que se acrescentem
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diferentes modos admissiveis restritos na interface em quantidade suficiente.

O MMA apresenta trés importantes vantagens: possui alta taxa de
convergéncia, em principio nenhuma subdivisdo dos elementos base € necessaria e
o0 modelo gerado é hierarquico.

Engels (1992) apresentou os elementos do MMA para barras e vigas de
Euler-Bernoulli utilizando modos de vibragdo normais analiticos como modos
admissiveis. Também foram discutidas as formas de obter elementos para barras
em torcao e porticos planos e espaciais utilizando o MMA. O método foi aplicado na
andlise de vibragdo livre de uma barra livre-livre, uma viga de Euler-Bernoulli
simplesmente apoiada e um portico plano. As tabelas 2.2 e 2.3 apresentam o
numero de frequéncias com uma precisao de p% ou melhor em relagéo as solugdes
analiticas, em fungdo do numero de graus de liberdade (ngl/), com a utilizagédo do
MMA e do MEF convencional implementado no software MSC/NASTRAN para
andlise da barra e da viga. Os resultados obtidos mostram que as frequéncias
naturais obtidas pelo MMA sao mais precisas que as obtidas pelo refinamento h do

MEF convencional com um namero maior de graus de liberdade.

TABELA 2.2 - NUMERO DE FREQUENCIAS COM UMA PRECISAO p% OU MELHOR — BARRA

LIVRE-LIVRE
ngl 6 16 26 36 51

p%| MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF
1 3 1 12 3 22 4 34 6 49 8
5 4 2 14 6 24 9 34 13 49 18
10 4 3 14 8 24 13 34 18 49 26

FONTE: ENGELS (1992)

TABELA 2.3 - NUMERO DE FREQUENCIAS COM UMA PRECISAO p% OU MELHOR - VIGA
SIMPLESMENTE APOIADA

ngl 4 10 16 20 26

p%| MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF | MMA | MEF
1 2 1 8 3 14 5 18 6 24 8
5 2 1 8 4 14 7 18 9 24 12
10 2 1 8 4 14 7 18 9 24 12

FONTE: ENGELS (1992)

Ganesan e Engels (1992) desenvolveram elementos de viga de Euler-

Bernoulli para o MMA utilizando dois diferentes tipos de modos admissiveis restritos
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na interface: modos de vibracédo livre de viga bi-engastada (modos normais) e
fungdes trigonométricas. A figura 2.1 mostra o desempenho destas duas
formulagées do MMA e do MEF convencional na analise de uma viga simplesmente

apoiada.

O MMA modos narmais

% MMA fungoes trigonometricas
40+ | & MEF

nimero de frequéncias

0 20 30 40 50
nimero de graus de liberdade

FIGURA 2.1 - NUMERO DE FREQUENCIAS CONVERGINDO COM PRECISAO MiNIMA DE 1% -
VIGA SIMPLESMENTE APOIADA
FONTE: GANESAN E ENGELS (1992)

2.2.5 Método Composto e Método do Modo Componente

Outro método para andlise de vibragdes, denominado Método Composto
(MC) (“Composite Element Method”), foi apresentado por Zeng (1998a, b e c). Este
método € basicamente uma combinagdo da versatilidade do MEF com a alta
precisao das solugdes analiticas. O MC é obtido utilizando o elemento convencional
do MEF, com o conjunto de fungbes de forma enriquecido pela adi¢ao de fungdes
nao polinomiais relacionadas as solu¢des analiticas do problema.

Os novos graus de liberdade relacionados as fungdes enriquecedoras nao
tém significado fisico direto e foram denominados graus de liberdade ¢ por Zeng
(1998b). O MC pode ser refinado através do aumento de elementos da malha
(refinamento h) ou através do aumento da base de fungbes de forma. O refinamento
hierarquico obtido pelo aumento do numero das fungdes analiticas na solugao
aproximada foi denominado refinamento ¢ por Zeng (1998a e b).

Zeng (1998a e b) desenvolveu elementos de barra, viga de Euler-Bernoulli e
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portico utilizando esta técnica para analise de vibragdes livres. Shi e Zeng (2000)
desenvolveram o elemento composto para vibracdo de placa fina elastica. Machado
et al. (2002) apresentam elementos compostos para vigas de Euler-Bernoulli, vigas
de Timoshenko e placas de Mindlin.

Além do MC, outro método, denominado Método do Modo Componente,
apresentado por Weaver Junior e Loh (1985), utiliza solugbes analiticas na fungao
de interpolacdo de deslocamentos. O Método do Modo Componente utiliza, na
funcdo de interpolacdo de deslocamentos laterais do elemento, as solucgdes
analiticas do problema de vibracéo livre de uma viga bi-rotulada, com o objetivo de
incluir o efeito dos modos locais de vibragdo na analise dinamica de treligcas.

No MC, o campo de deslocamentos é descrito pela combinacao de fungdes
de forma polinomiais de elementos finitos, baseados nos valores nodais, e funcdes
de forma obtidas das solugdes analiticas. As funcdes analiticas utilizadas sao
obtidas através da solucdo da equacao diferencial do movimento do problema, no
dominio do elemento, com condi¢cdes de contorno compativeis, a fim de manter os
valores dos deslocamentos nodais sendo representados apenas pelos graus de

liberdade do MEF. Logo, o campo de deslocamentos é descrito por:

”Mc(f):”MEF (&) +ugc (S) (2.9)

onde uypr © upc sdo os campos de deslocamentos do MEF e analitico,
respectivamente.

O primeiro termo do campo de deslocamentos pode ser determinado por um
sistema de coordenadas nodais do MEF utilizando o vetor de fung¢des de forma N, o
vetor de deslocamentos nodais u (ou graus de liberdade nodais) e a coordenada

local do elemento & como na equacgéo:

uMEF(é):NT(é) u (2.10)
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O segundo termo do campo de deslocamentos € dado por coeficientes que

multiplicam as fun¢des analiticas enriquecedoras, através da equacao:

ure(£)=07(&) ¢ (2.11)

onde O é o vetor de fungdes analiticas e ¢ é o vetor de coeficientes (graus de
liberdade ¢ ou coordenadas c).

Substituindo as equagdes (2.10) e (2.11) em (2.9) obtém-se:

uye(§)=N"(§) u+0'(¢) ¢ (2.12)

Observa-se que o MC corresponde ao caso particular do MMA proposto por
Engels (1992) e, Ganesan e Engels (1992) em que se utilizam os modos de vibragao
natural analiticos do elemento, com deslocamentos nodais restritos, como modos
admissiveis.

O enriquecimento proposto pelo MC produz modelos hierarquicos e
melhores resultados que aqueles obtidos pelo refinamento h do MEF convencional
na analise de vibragbes livres de barras e vigas de Euler-Bernoulli (ARNDT,
MACHADO e HECKE, 2002a e 2003).

Arndt, Machado e Hecke (2002b), ao analisarem os casos de vibragao livre
de uma barra uniforme fixa-livre e de uma viga uniforme engastada-livre, verificaram
que tanto o refinamento ¢ do MC quanto o refinamento p do MEF apresentam
grande precisdo na determinagdo dos primeiros autovalores, mas os erros crescem
rapidamente na determinagdo dos ultimos. Este efeito foi mais marcante no
refinamento p. Os autovalores de ordem mais elevada obtidos nesta andlise pelo
refinamento ¢ foram mais precisos que os obtidos pelo refinamento p do MEF, com o
mesmo numero de graus de liberdade. Além disso, o numero de graus de liberdade
necessarios para o refinamento p atingir maior precisao que o refinamento ¢ do MC
mostrou-se crescente com a ordem do autovalor.

Arndt, Machado e Hecke (2005) compararam os refinamentos p hierarquico
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do MEF obtido a partir do elemento cubico de Hermite, o refinamento ¢ do MC e o
refinamento trigonométrico proposto por Ganesan e Engels (1992) na anadlise de
vibragéo livre de uma viga uniforme bi-apoiada. Os resultados obtidos mostraram
que o refinamento p hierarquico convencional e o MC possuem taxas de
convergéncia superiores aos refinamentos trigonométricos e h (elemento cubico).
Mesmo o refinamento trigonométrico, que apresentou taxas de convergéncia
préximas das taxas do refinamento h (elemento cubico), foi mais preciso na
obtencao dos autovalores mais altos.

Recentemente, Lu e Law (2007) propuseram modificar o MC na analise de
vibragdes livres de vigas com a utilizagao de diferentes fungdes analiticas, de acordo
com as condigdes de contorno da viga, e considerando os termos de acoplamento
das coordenadas nodais e coordenadas ¢ na matriz de rigidez. No MC original estes
termos eram muito pequenos e, portanto considerados nulos. Os resultados obtidos
pelo MC modificado para uma viga uniforme engastada-livre mostraram-se mais
préximos dos analiticos do que os obtidos pelo MC original. J& na anadlise de
vibragdes livres de uma viga de seg¢io transversal com variacdo linear de altura, as
frequéncias naturais obtidas pelo MC com um elemento e cinco graus de liberdade ¢
(sete graus de liberdade efetivos), apresentadas na tabela 2.4, indicam que a
mudancga proposta apresenta resultados mais préoximos aos obtidos pelo MEF do
que o MC original. Observa-se entretanto, que no método modificado perde-se a
generalidade do MC original com a necessidade de utilizar diferentes fungdes de

forma dependendo das condigbes de contorno do problema.

TABELA 2.4 - FREQUENCIAS NATURAIS PARA VIGA NAO UNIFORME

Frequéncia (Hz) | MEF | MC Original | MC Modificado
1 8,257 8,378 8,258
2 33,568 31,773 33,570
o3 75,338 74,602 75,345
o 133,742 116,918 133,755

FONTE: LU e LAW (2007)

Lu e Law (2009) também apresentam um procedimento para incorporar um
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modelo de trinca ao elemento de viga de Euler-Bernoulli do MC para andlise de
vibracgdes e identificagao de trincas.

Recentemente, Lu et al (2009) apresentaram um novo método para analise
de vibragdes livres e forgadas de vigas com mudangas abruptas de segao utilizando
o MC. Neste método a viga é analisada através de um unico elemento, sem a
necessidade de dividi-la em segmentos uniformes entre cada mudanga abrupta de
secdo transversal. Na analise de uma viga livre-livre com uma mudancga de secéo,
os erros relativos entre os resultados do MC e experimentais para as trés primeiras
frequéncias foram de 0,31, 0,96 e 1,39%, respectivamente. Na determinagcado das
dez primeiras frequéncias naturais, de uma viga simplesmente apoiada com trés
mudangas de secgao, utilizando o MEF com 322 graus de liberdade e o MC com 204
graus de liberdade, foi observada uma diferenga maxima entre os resultados de

0,107 Hz.

2.2.6 Método dos Elementos Finitos p-Fourier

Leung e Chan (1998) propuseram a utilizagdo de produtos de polinbmios e
séries de Fourier no lugar de simplesmente polinémios no refinamento p do MEF.
Como as séries de Fourier sao bem comportadas e mais efetivas na previsdo de
modos naturais em média frequéncia, as limitagdes no uso de polinbmios como
funcdes de forma devido ao seu mau condicionamento quando em grau elevado
desaparecem.

O Método dos Elementos Finitos p-Fourier (MEF Fourier) consiste no
enriquecimento do conjunto de fungdes de forma do MEF convencional pela adigdo
de fungdes de forma baseadas nas séries de Fourier para elementos de barra, viga
de Euler-Bernoulli e placa. As fungdes de forma enriquecedoras sao escolhidas de
modo a serem nulas nos nés do elemento, da mesma forma como proposto no MMA
de Ganesan e Engels (1992) e no MC.

O MEF Fourier foi aplicado na analise de vibragdes livres de vigas de Euler-

Bernoulli e placas com diferentes condi¢gdes de contorno com 6timos resultados. Ao
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analisar a vibragao livre de vigas uniformes com diversas condi¢ées de contorno,
verificou-se excelente convergéncia. Por exemplo, para aproximar a sexta frequéncia
de uma viga com erro relativo de aproximadamente 0,5% foram necessarios apenas
seis termos da série de Fourier. O MEF Fourier ndo foi comparado com outros
métodos no trabalho de Leung e Chan (1998).

Mais recentemente, Leung e Zhu (2004) apresentaram diversos elementos
para analise de vibragcao no plano de vigas curvas finas e espessas através do MEF
Fourier. Para a analise de vibracdo no plano de sélidos elasticos bidimensionais,
também foi apresentado por Leung et al (2004) um elemento trapezoidal para o MEF
Fourier.

Leung e Zhu (2004) analisaram a vibragao transversal livre de uma viga reta
simplesmente apoiada aplicando o elemento proposto por Leung e Chan (1998), e o
refinamento p hierarquico do MEF utilizando polinbmios ortogonais de Legendre
como fungoes de forma. Os resultados mostraram que o numero de condi¢cdo da
matriz de massa do MEF Fourier € menor que aquele relativo a matriz de massa do
MEF p empregado, indicando uma melhor estabilidade numérica. Além disso,
utilizando o MEF Fourier com 498 termos trigonométricos foram obtidos erros
percentuais, em relagdo a solugao analitica, inferiores a 0,3 % para todos os
autovalores calculados, com excecao dos dois ultimos. O MEF Fourier também se
mostrou mais preciso do que o MEF p na determinacdo dos modos de médias e
altas frequéncias. Os elementos de viga curva propostos por Leung e Zhu (2004)
foram aplicados na analise de vibracoes livres de anél circular fino, arcos circulares
articulados e, arcos engastados e livres uniformes e nédo uniformes. O MEF Fourier
mostrou-se eficiente para prever modos de corpo rigido sem travamento (“locking”),
além de apresentar excelente convergéncia e solugdes precisas.

O elemento trapezoidal proposto por Leung et al (2004) foi aplicado na
analise de vibragoes livres para estados planos de tensio de barra elastica e placas
engastadas e livres, e também para o estado plano de deformagdes de uma

barragem de terra com secéo transversal triangular. Com a utilizagdo de integragao
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analitica, as anadlises empregando o MEF Fourier proposto mostraram-se mais
precisas que aquelas realizadas com elementos similares e integragdo por
Quadratura de Gauss. O MEF Fourier mostrou-se mais eficiente na determinacao de
modos de médias e altas frequéncias do que o MEF p utilizando polinbmios
ortogonais de Legendre, assim como em evitar problemas de mau condicionamento.
Os resultados mostraram também que o MEF Fourier € mais preciso que os
elementos convencionais do MEF com mesmo numero de graus de liberdade e

apresenta rapida convergéncia em relagcdo ao numero de termos trigonometricos.

2.2.7 Método dos Elementos Finitos Generalizados

Atualmente, varios métodos tém se originado a partir do Método da Particao
da Unidade (MPU) (MELENK; BABUSKA, 1996) e tém sido amplamente
empregados com bastante sucesso na solugdo de problemas com dominios
complexos, com dominios envolvendo problemas em que ha descontinuidades e
singularidades, ou quando se deseja enriquecer o subespago de aproximagdo com
fungdes que refletem informagdes previamente conhecidas sobre a solugdo da
equacao diferencial governante do problema. Estes métodos aparecem na literatura
sob diferentes nomes, porém diferem basicamente na forma de aplicacdo da
particdo da unidade.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (“Generalized Finite
Element Method”) foi proposto independentemente por Babuska e outros (MELENK;
BABUSKA, 1996; BABUSKA; BANERJEE; OSBORN, 2004; DUARTE; BABUSKA;
ODEN, 2000) e por Duarte e Oden (DUARTE; ODEN, 1996; ODEN; DUARTE;
ZIENKIEWICZ, 1998) com os seguintes nomes: Método dos Elementos Finitos
Especial, Método dos Elementos Finitos Generalizados, Método dos Elementos
Finitos Particdo da Unidade, Nuvens hp e Método dos Elementos Finitos baseado
nas Nuvens hp. Neste sentido, varios métodos sem malha recentemente propostos
podem ser considerados como casos especiais deste método. Por outro lado,

Strouboulis et al. (2006) definem a subclasse dos métodos desenvolvidos a partir do
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Método da Partigdo da Unidade incluindo: o Método das Nuvens hp de Oden e
Duarte (DUARTE; ODEN, 1996; ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ, 1998), o Método
dos Elementos Finitos Estendido (MEFE) de Belytschko e outros (SUKUMAR et al,
2000 e 2001), o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) de
Strouboulis et al (2000 e 2001), o Método das Esferas Finitas de De e Bathe (2001)
e o Método da Particula - Particao da Unidade de Griebel e Schweitzer
(SCHWEITZER, 2008).

Segundo Babuska, Banerjee e Osborn (2001, 2002 e 2004), o Método dos
Elementos Finitos Generalizados foi inicialmente idealizado para a solugao de
problemas elipticos com coeficientes especiais. Ja Strouboulis, Babuska e Copps
(2000) definem o MEFG simplesmente como a combinagdo do Método dos
Elementos Finitos com o Método da Particdo da Unidade.

Duarte, Babuska e Oden (2000) descrevem as principais idéias do Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e demonstram algumas de suas
vantagens sobre o MEF tradicional na solugdo de problemas complexos. Entre estas
vantagens, destacam-se as habilidades de produzir refinamentos hp de elementos
finitos com h e p nado uniformes, e de gerar subespagos de aproximagdes
particulares para aplicagdes especificas. Babuska, Banerjee e Osborn (2004)
também descrevem as bases tedricas do método. O Método dos Elementos Finitos
(MEF) torna-se, enfim, um caso particular do MEFG.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados pode ser entdo definido
como um Método de Galerkin, cujos espagos de aproximagdes locais consistem de
funcdes, ndo necessariamente polinomiais, que refletem as informacdes disponiveis
sobre a solugao da equagéo diferencial a ser resolvida e garantem boa aproximagao
local e global. Este método permite construir um espago de solugéo global, a partir
de espagos de aproximacoes locais, sem sacrificar suas propriedades de
aproximacgéao, além de garantir a conformidade deste espago herdada da particéo da
unidade. Strouboulis, Babuska e Copps (2000) destacam que outra vantagem do

método é a possibilidade de utilizar cédigos computacionais e algoritmos robustos ja
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desenvolvidos para o MEF.

As principais bases matematicas do Método da Partigdo da Unidade utilizado
no MEFG sao descritas por Melenk e Babuska (1996) e sao apresentadas no
capitulo 4. Babuska, Banerjee e Osborn (2001) descrevem principios para selegao
das fungbes de forma do MEFG.

As fungdes particdo da unidade e as fungdes enriquecedoras, em certos
casos, podem ser linearmente dependentes ou quase linearmente dependentes,
mas, segundo Strouboulis, Babuska e Copps (2000), esta dificuldade pode ser
facilmente solucionada pela utilizagdo de algoritmos de solugcéo de alto desempenho
com pivoteamento parcial ou por uma técnica de perturbacdo. Estes autores
descrevem estratégias de solugdo da dependéncia linear e de integracdo numérica,
além de discutirem arquiteturas de codigos computacionais para o MEFG.

Babuska e Zhang (1998) utilizaram o Método da Particdo da Unidade, na
analise de viga de Timoshenko sob apoio elastico. A constru¢do de um Método dos
Elementos Finitos hierarquico baseado na Particido da Unidade é apresentada por
Taylor, Zienkiewicz e Onate (1998).

Diversos trabalhos recentes tém indicado a eficiéncia do MEFG e outros
métodos baseados no Método da Particido da Unidade em problemas tais como
andlise de trincas (XIAO; KARIHALOO, 2007; ABDELAZIZ; HAMOUINE, 2008;
DUARTE; KIM, 2008; NISTOR; PANTALE; CAPERAA, 2008), plasticidade (GRACIE;
VENTURA; BELYTSCHKO, 2007), grandes deformagbes em mecanica dos sélidos
(KHOEI; ANAHID; SHAHIM, 2008) e equagdo de Helmholtz (STROUBOULIS;
BABUSKA; HIDAJAT, 2006; STROUBOULIS; HIDAJAT; BABUSKA, 2008). Algumas
das pesquisas recentes sao descritas a seguir a fim de apresentar um breve
panorama da aplicabilidade do MEFG em diversas areas. Embora sejam métodos
semelhantes, na literatura nao fica claramente estabelecida a diferenca entre o
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e o Método dos Elementos
Finitos Estendido (MEFE) (“Extended Finite Element Method - X-FEM”), sendo

ambos citados a seguir como apresentados pelos autores dos trabalhos.
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Dolbow (1999) desenvolveu o Método dos Elementos Finitos Estendido
baseado no Método da Particdo da Unidade com enriquecimento local descontinuo
para analise de trincas. O autor apresenta estratégia para modelar descontinuidades
arbitrarias, em elasticidade linear bidimensional, através da utilizagdo de funcdes
enriquecedoras descontinuas. Propde ainda o enriquecimento local da regidao do
vértice da trinca a fim de permitir calculos precisos dos fatores de intensidade de
tensado. O trabalho apresenta detalhes de implementacao relacionados a integracao
numeérica e a selecao dos nods a serem enriquecidos. A formulacao enriquecida para
andlise de fratura em placas de Mindlin-Reissner € apresentada. Ele apresenta
também o método de solugdo dos problemas de contato envolvidos e destaca a
habilidade do método proposto para modelar o crescimento de trinca sem
reconstrucdes de malha, e ainda considerar diferentes caminhos de trinca com uma
malha grosseira.

Como exemplo, a figura 2.2 apresenta os fatores intensidade de momento
K1 normalizados, obtidos por Dolbow (1999) através de diferentes analises de uma

trinca em uma placa infinita sujeita a um momento.
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FIGURA 2.2 — FATORES INTENSIDADE DE MOMENTO (K1) NORMALIZADOS EM RELAGAO A
LARGURA DA PLACA
FONTE: DOLBOW (1999)
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A analise utilizando o elemento classico MITC4 sem enriquecimento, em
uma malha com 655 graus de liberdade (gl), apresentou aproximadamente 5% de
erro para toda a faixa de espessuras da placa. Ja na analise utilizando o elemento
enriquecido proposto por Dolbow (1999), em uma malha com apenas 755 graus de
liberdade, obteve-se precisdo equivalente a obtida com o elemento sem
enriquecimento, porém em uma malha com 2463 graus de liberdade. Quando foi
empregado o elemento enriquecido em uma malha com 3087 graus de liberdade, o
erro diminuiu para aproximadamente 1%.

Mangini (2006) apresenta a aplicacgo do MEFG com fungdes
enriguecedoras polinomiais na analise de estrutura de cascas de revolugéo
explorando a axissimetria.

Strouboulis et al. (2006) apresentam exemplos de construgdo de
estimadores de erro a posteriori para métodos baseados na particdo da unidade e
examinam a confiabilidade destes estimadores. Os estimadores de erro a posteriori
sao importantes ferramentas para verificacdo da precisdo das solucdes
computacionais.

Xiao e Karihaloo (2007) apresentam a implementac&o do elemento de trinca
hibrido (ETH) (“hybrid crack element”) combinado ao MEFE. Os fatores de
intensidade de tensdo tém sido tradicionalmente usados na determinacédo do inicio
de propagacao de trincas, mas estudos recentes mostraram que termos de ordem
mais alta do campo assintético de deslocamentos e tensdes no vértice da trinca sado
de grande relevancia para predicdo de campos elasto-plasticos e para interpretagéo
do efeito de tamanho (“size effect’) de materiais quase frageis. Estudos tém
mostrado que o elemento ETH é um dos mais precisos e convenientes para
obtencao direta de fatores de intensidade de tensdo e de termos de alta ordem.
Também é muito eficiente para andlise de corpos com multiplas trincas. O ETH
representa uma trinca ou a vizinhanca do vértice da trinca através de apenas um
super-elemento que é conectado compativelmente com os elementos circundantes

que descrevem o restante do dominio.
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O trabalho de Xiao e Karihaloo (2007) apresenta a técnica para implementar
o ETH em uma malha geral do MEF. O ETH pode ser formado pelos elementos que
circundam o vértice da trinca. Estes elementos sao descartados da analise, pois
suas matrizes de rigidez nao sao utilizadas. Os ndés no interior do ETH também néao
sao utilizados e seus graus de liberdade resultam em pivds nulos no processo de
fatoragao. Este problema pode ser evitado pela fixagao destes graus de liberdade ou
pela sua substituicdo pela unidade quando encontrados no processo de solugdo do
problema.

No MEF a malha deve se conformar a parte da trinca fora do ETH. Por outro
lado o MEFE utilizado por Xiao e Karihaloo (2007) permite o enriquecimento do MEF
com descontinuidade de deslocamentos ao longo da trinca e solugdes assintoticas
no vértice da trinca, evitando também a necessidade de mudancas da malha com a
evolugdo desta. O MEFE apresenta complicagbes na integragdo por quadratura
devido ao integrando singular e ndo permite a determinagéo direta dos termos de
ordem superior. A combinagédo do ETH na regido do vértice com o MEFE modelando
as faces da trinca fora do super-elemento agrega flexibilidade e alta precisdo na
determinacao dos fatores de intensidade de tensédo e dos termos de ordem mais
elevada do campo assintético.

Segundo Chessa e Belytschko (2006), os métodos enriquecidos tém se
mostrado bem sucedidos na modelagem de fendmenos estaticos e quase-estaticos
tais como os da mecanica da fratura elastica linear e inclusdes, e os de nao-
homogeneidades e micro-estrutura. Porém, em problemas dependentes do tempo
eles ndo tém atingido o mesmo grau de sucesso. Técnicas de semi-discretizagéo
classicas tém sido empregadas em problemas dependentes do tempo, como
solidificacdo, crescimento dindmico de trincas e problemas de interagao fluido
estrutura, com moderado sucesso.

Chessa e Belytschko (2006) apresentam um MEFE espago-tempo
localmente enriquecido para solugdo de problemas hiperbdlicos com

descontinuidades moéveis. O método desenvolvido é baseado em um novo esquema
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de enriquecimento espaco-tempo, desenvolvido pelos mesmos autores para
determinar descontinuidades em leis de conservacao de 12 ordem, e apresentado
em trabalho anterior no ano de 2004. Enquanto os esquemas semi-discretos
enriquecidos capturam a descontinuidade, eles tendem a ser oscilatérios na
vizinhanga desta e apresentar erro na magnitude da descontinuidade. Ja a
formulacao espaco-tempo enriquecida € superior na captura da descontinuidade.

No trabalho de Chessa e Belytschko (2006), o esquema espago-tempo
apresentado anteriormente, no qual as descontinuidades sédo explicitamente obtidas
com enriquecimento, € combinado com formulagdes classicas de elementos finitos
para problemas hiperbdlicos. A formulacdo enriquecida espacgo-tempo é acoplada
com elementos finitos semi-discretos fora da regido de descontinuidade. O dominio
espacgo-tempo € subdividido em 2 subdominios: a regido da descontinuidade em que
se emprega o enriquecimento espago-tempo e o restante do dominio que utiliza a
formulacdo semi-discreta classica. A descontinuidade € modelada por
enriguecimento local conforme o MEFE. Uma funcdo é usada para descrever a
posicdo da descontinuidade e a funcdo degrau é utilizada como fungao
enriquecedora junto a descontinuidade.

Chessa e Belytschko (2006) apresentam resultados para dois exemplos:
equacao da onda linear e equacao de Burgers. O resultado obtido pelo MEFE para
solugcdo da equacao da onda linear € mostrado na figura 2.3. Na figura 2.4 pode-se
observar a solugdo do MEFE para a equacao de Burgers. O MEFE utilizado na
solucao desta equacao permitiu que a velocidade do choque fosse determinada com

erro inferior a 1%.
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FIGURA 2.3 — SOLUCAO DA EQUAGAO LINEAR DA ONDA NO TEMPO t=7,0
FONTE: CHESSA E BELYTSCHKO (2006)
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FIGURA 2.4 — SOLUGAO DA EQUAQAO DE BURGERS NO TEMPO ¢ = 2,853
FONTE: CHESSA E BELYTSCHKO (2006)

O estudo de fenbmenos fundamentais em plasticidade frequentemente
envolve a simulacdo de deslocamentos de atomos cuja analise normalmente tem
alto custo e limitagdes quanto ao tamanho do modelo. Gracie, Ventura e Belytschko
(2007) apresentam uma nova técnica baseada no MEFE onde estes fenbmenos séo
modelados diretamente através de descontinuidades interiores e é aplicado o

enriquecimento tangencial.
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No trabalho de Gracie, Ventura e Belytschko (2007), um corte é introduzido
sobre uma linha de escorregamento e a superficie superior € movida em relagéo a
superficie inferior. Os dois lados da descontinuidade sao entdo reconectados e o
campo de tensbes € determinado pelas equagbes governantes do sélido. Com o
MEFE, o escorregamento ao longo do plano de deslizamento pode ser modelado
sem a necessidade de que as faces dos elementos coincidam com este plano. Uma
formulacao elastica linear com pequenos deslocamentos é utilizada. A posigdo do
plano de deslizamento e a posicdo do nucleo sdo descritas através do uso de
fungcdes adequadas. O plano de deslizamento corresponde a uma forte
descontinuidade com um salto no campo de deslocamentos. O deslizamento sobre
este plano é entdo introduzido por uma descontinuidade interna prescrita no campo
de deslocamentos através do enriquecimento tangencial. Na implementagédo, a cada
funcdo de enriquecimento € somada uma constante para facilitar a imposicao de
condicdbes de contorno de deslocamentos prescritos. Foram analisados quatro
exemplos e verificou-se que o método apresenta excelente precisao, como pode ser
observado nos campos de tensdo para um dominio semi-infinito obtidos
analiticamente e utilizando o MEFE (figura 2.5).
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FIGURA 2.5 — TENSOES o, (dyn/cm®) PARA UM PLANO SEMI INFINITO
FONTE: GRACIE, VENTURA E BELYTSCHKO (2007)
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A aplicacédo do Método da Partigdo da Unidade na andlise dindmica de
estruturas nao é inédita, embora existam poucos trabalhos nesta area.

De Bel, Villon e Bouillard (2005) apresentaram uma nova técnica baseada no
Método da Particado da Unidade para analise de vibragdes forgcadas em placas finas
na faixa das frequéncias médias. As fungdes de forma classicas do MEF foram
utilizadas como partigdo da unidade e a base aproximadora local foi composta pelo
conjunto de fungdes {1,x,y}e mais 4 fungdes trigonométricas para cada angulo de
propagacdo de onda, obtidas da solugdo analitica do problema elastodinamico
homogéneo.

Um método iterativo (figura 2.6) é proposto por De Bel, Villon e Bouillard
(2005) a fim de adaptar o angulo de propagagéo de onda das fungbes que compdem

a base local.

A partir de vih . Criagdo de uma célula ao redor de cada né
contendo o deslocamento aproximado da placa

!

Sobre cada célula: Transformada Rapida de Fourier =
novo valor aproximado de Hp em cada no
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Calculo de v,"+l com as bases contendo os novos angulos
de propagacéao
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FIGURA 2.6 — ESQUEMA ITERATIVO
FONTE: DE BEL, VILLON E BOUILLARD (2005)

No método iterativo, uma primeira solugédo do problema com valores iniciais
do angulo de propagagéo (¢,) é necessaria para obter uma primeira aproximagao

do campo de deslocamentos (v"). Os passos subsequentes seguem o esquema
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apresentado na figura 2.6 até que a convergéncia sobre 6, e v" seja alcangada.
Uma analise utilizando a Transformada Rapida de Fourier é realizada em todos os
nos para determinar as novas bases locais com os novos angulos de propagacao.
Na analise de uma placa excitada a 1000 Hz, por exemplo, foram suficientes cinco
iteracdes do método, utilizando uma malha 3x3 e trés angulos de propagacéo (720
graus de liberdade), para uma boa aproximagao da solugdo, em comparagao com a
solugdo de referéncia obtida pelo MEF com 136.806 graus de liberdade. Para
imposicao das condi¢cdes de contorno, De Bel, Villon e Bouillard (2005) sugerem a
utilizacdo de um método de penalidades, uma vez que, no método proposto por eles,
esta ndo pode ser implementada diretamente como no MEF.

O Método da Particdo da Unidade, juntamente com a técnica de elemento de
interface, foi utilizado por Hazard e Bouillard (2007) para analise numérica de
vibragdes de estruturas tipo sanduiche equipadas com camadas visco-elasticas
passivas de amortecimento. Estes pesquisadores formularam um elemento de placa
de Mindlin aplicando a técnica da particio da unidade com enriquecimento
polinomial. Utilizaram também um método de penalidade para impor as condi¢des de
contorno essenciais. Uma das aplicagdes, utilizada para verificar a eficiéncia do
elemento de placa proposto, consiste na analise de uma placa de ago retangular
livre excitada por uma forga pontual a 2000 Hz no canto inferior esquerdo. A solugao
de referéncia usada corresponde a um modelo com 7623 graus de liberdade. As
solugdes do MPU proposto com diferentes graus de polindmios (p) sdo comparadas
a trés diferentes implementagdes do MEF. A primeira, denotada simplesmente por
MEF, corresponde a aplicagdo da técnica de integragdo reduzida seletiva ao
elemento do MPU sem enriquecimento e as outras duas correspondem ao uso do
software ACTRAN com elementos de placa lineares e quadraticos. A curva de
convergéncia para estes métodos € apresentada na figura 2.7. Pode-se observar

que as analises utilizando o MPU apresentaram as maiores taxas de convergéncia.
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2

A aplicabilidade e eficiéncia do método proposto na analise de placas visco-
elasticas foi verificada por Hazard e Bouillard (2007) ao comparar seus resultados

com resultados numéricos e experimentais disponiveis.
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3 PROBLEMAS DE VIBRAGAO LIVRE DE ESTRUTURAS RETICULADAS

Neste capitulo sdo discutidos os problemas de vibracao livre de estruturas,
inicialmente de uma forma geral, a luz de conceitos da analise funcional. As
principais propriedades dos autovalores e autovetores sao estabelecidas e sao
apresentadas estimativas de erro para anélises aproximadas.

Na sequéncia do capitulo sdo discutidas, de maneira especifica, as
formulagdes variacionais e as principais solugbes analiticas e aproximadas dos
problemas de vibragédo livre de barras, eixos e vigas de Euler-Bernoulli. Estes
conceitos sao entdo estendidos aos problemas de vibracbes livres de estruturas

reticuladas.

3.1 ANALISE ABSTRATA DOS PROBLEMAS DE VIBRAGCAO LIVRE

Os problemas de vibracdo livre de estruturas, de maneira geral, sao

problemas lineares de autovalores que podem ser descritos como: “encontre o par

(4,u) tal que
Tu=A0u em Q, com (3.1)
Pu=0 em 0Q (3.2)

onde T, Q e P sao operadores lineares e 0Q corresponde ao contorno de Q”. No
caso de problemas de valor de contorno elipticos, como os problemas de vibracao
livre de barras, eixos estacionarios e vigas de Euler-Bernoulli, o operador 7 é um
operador linear eliptico de ordem 2m e P é um operador de contorno compativel de
ordem m. Além disso, como os problemas de vibragédo livre de estruturas séo
derivados de leis conservativas, admite-se que o operador T é formalmente auto-

adjunto (CAREY; ODEN, 1984a).
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Em muitos problemas praticos, como a vibragao livre de barras ou vigas
uniformes, o operador QO corresponde ao operador identidade, entdo o problema de
autovalores da equacao (3.1) transforma-se em um problema de autovalores

convencional na forma:

Tu—Alu=0 em Q (3.3)

onde I € o operador identidade.
Aplicando o método dos residuos ponderados obtém-se a forma variacional
deste problema. Associado ao operador linear eliptico 7', surge entdo uma forma

bilinear B(u,w) na forma:

B(M,W)z.[ all amu 6’"W 1 amu am—lw+ W amu amw
Q

NN
" o —_— o w.ta,, ox o +...+ay uw}dx (3.4)
onde Q é um dominio aberto limitado em R". Logo, a forma variacional para o
problema de autovalores convencional (eq. (3.3)) toma a forma: “encontre o par

(4,u) com u e H satisfazendo as condi¢des essenciais Pu =0 sobre 6Q tal que:
B(u,w)= Alu,w) Vwe H (3.5)

onde H c H"(Q) é a classe de fungdes admissiveis e (u,w) indica o produto interno
em L*”.

A existéncia de solucdo para estes problemas, as propriedades dos
autovalores e autovetores e as estimativas de erro para métodos aproximados sao

discutidas nos préximos topicos.

3.1.1 Conceitos da analise funcional

O objetivo desta sec¢ao € apresentar os principais conceitos e teoremas da
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andlise funcional relativos aos problemas analisados. Os teoremas aqui
apresentados estdo demonstrados no trabalho de Kreyszig (1978).

Inicialmente é necessario definir formalmente os operadores associados ao
problema linear de autovalores da equacgao (3.3), para entdo estabelecer o espectro
do operador T, onde se encontra o0 conjunto dos autovalores associados ao
problema, denominado de espectro pontual ou discreto de T.

Seja X # {0} um espaco normado complexo e T:D(T) — X um operador

linear com dominio D(T) — X . Seja também o operador
T,=T-A (3.6)

onde 4 é um numero complexo e I € o operador identidade sobre D(T). O

operador inverso de T, se existir, € denotado por R, (T) e dado por:

R,(T)=1,"=(T-A1)" (3.7)

sendo conhecido como operador resolvente de T, pois se T,x=y, entdo
x=T,"y=R,(T)y.
Neste contexto, um valor regular 4 de T' € um numero complexo tal que
R, (T) existe, é limitado e ainda é definido sobre um conjunto que é denso em X . O
conjunto resolvente p(T) de T € o conjunto de todos os valores regulares de 1 de
T. Seu complemento o(T')= C - p(T') no plano complexo C é chamado espectro de
T e 1eo(T) é chamado de valor espectral de T.
O espectro o(T') é particionado em trés conjuntos disjuntos:
a) O espectro pontual ou discreto ap(T) que corresponde ao conjunto em
que R,(T) n&o existe. Um A€o, (T) &€ chamado de autovalor de 7.
b) O espectro continuo o,(T) que corresponde ao conjunto em que R, (T)
existe e é definido sobre um conjunto denso em X, porém é ilimitado.

c) O espectro residual o,(T) que corresponde ao conjunto em que R,(T)
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existe (e pode ser limitado ou ndo), mas cujo dominio ndo é denso em X .

O operador Rl(T) é linear e, existe se e somente se 7,x=0 implica que
x =0, ou seja, o nucleo de T, ¢ {0}.

Consequentemente, se T,x=(T-Al)x=0 para algum x=#0, entdo
Aeo,(T) por definicdo, ou seja, 4 € um autovalor de 7. O vetor x €& entdo
chamado de autovetor de T (ou autofuncdo de 7 se X € um espacgo de fungdes)
correspondente ao autovalor 4. O subespaco de D(T) constituido do vetor nulo e
de todos os autovetores de T correspondentes a um autovalor 4 € chamado
autoespaco de T correspondente aquele autovalor A.

Estabelecido o problema de autovalores, pode-se demonstrar através da
alternativa de Fredholm a existéncia de solucdo para este problema quando envolve
um operador linear compacto. Sendo assim, faz-se necessario apresentar a
definicdo de operador linear compacto e alguns teoremas relacionados a ele.

Sendo X e Y espagos normados, um operador T:X —Y €& chamado
operador linear compacto (ou operador linear completamente continuo) se 7' é linear
e se para todo subconjunto limitado M de X, a imagem T(M) é relativamente
compacta, ou seja, o fechamento [T(M)] € compacto.

Na sequéncia sao apresentados alguns teoremas que permitem identificar

operadores lineares compactos.

Teorema 1: Sejam X e Y espacos normados € 7T:X —Y um operador
linear. Entdo 7" é compacto se e somente se mapeia toda sequéncia limitada (x,)

em X em uma sequéncia (7x,) em Y que tem uma subsequéncia limitada.

Teorema 2: Sejam X e Y espagos normados e T:X —Y um operador
linear. Entao:
a) Se T é limitado e dimT(X )<, o operador T é compacto.

b) Se dimX <, o operador T é compacto.
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Os teoremas 3 e 4, por sua vez, apresentam algumas caracteristicas dos

autovalores de um operador linear compacto.

Teorema 3: O conjunto de autovalores de um operador linear compacto
T:X —Y sobre um espaco normado X é contavel e o unico ponto de acumulagéo

possivel é 1=0.

Este teorema mostra que se um operador linear compacto em um espaco
normado tem um numero infinito de autovalores, estes podem ser arranjados em

uma sequéncia convergindo para o zero.

Teorema 4: Seja T: X — Y um operador linear compacto sobre um espago
de Banach X . Entdo todo valor espectral 10 de T (se existe) € um autovalor de
T.

A teoria de existéncia de solucdo para certas equacdes envolvendo um
operador linear compacto envolve também os conceitos de espago dual e operador
adjunto que sdo descritos a seguir. Alguns teoremas envolvendo o espacgo dual e o
operador adjunto também sao apresentados.

O conjunto de todos os funcionais lineares limitados f sobre um espacgo

normado X constitui um espaco normado X' com norma definida por:

/
st s 8)

X
|-

e que é chamado de espacgo dual de X .
Seja T:X —Y um operador linear limitado, onde X e Y sao espagos

normados. Entdo o operador adjunto 7" :Y' — X' de T é definido por

f(x)=(1"g)x) = g(Tx) (geY) (3.9
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onde X' e Y' sdo os espacos duais de X e Y, respectivamente (figura 3.1).

) =g(Tv)
FIGURA 3.1 — ESQUEMA DE ESPACOS DUAIS

Teorema 5: O espago dual X' de um espago normado X € um espago de

Banach (sendo ou ndo X).

Teorema 6: Seja T: X — Y um operador linear. Se T' é compacto, entao

seu operador adjunto 7* : Y’ — X' também é compacto.

A partir destas definicbes e teoremas, pode-se estabelecer a teoria da
existéncia de solucdo para certas equacbdes envolvendo um operador linear
compacto através da alternativa de Fredholm, a seguir apresentada.

Um operador linear limitado 4:X —Y sobre um espago normado X
satisfaz a alternativa de Fredholm se 4 é tal que ou a afirmativa (l) ou a afirmativa
() sédo validas:

() As equagdes ndo homogéneas Ax=y e A g=f (4*: Y > X éo

operador adjunto de A4) tém solugbes x e g, respectivamente, para
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todo yeY e feX' dado, sendo solugbes Unicas. As equacgdes
homogéneas correspondentes Ax=0 e A4*g=0 tém apenas solugbes
triviais x=0 e g =0, respectivamente.

() As equagdes homogéneas Ax=0 e A g =0 tém o mesmo nimero de
solugdes linearmente independentes x,,....x, € g,....,g, (n>1)
respectivamente. As equagdes ndo homogéneas Ax=y e 4" g = f néo
tém solugdo para todo y e f, respectivamente. Estas equagdes nao

homogéneas tém uma solugdo se e somente se y e f s&o tais que

g,(»)=0e f(x,)=0 (k=1...,n), respectivamente.

O proximo teorema permite enfim relacionar a alternativa de Fredholm ao

problema de autovalores linear da equacgao (3.3).

Teorema 7: Seja T: X — X um operador linear compacto sobre um espago

normado X, eseja A #0. Entdo 7, =T — Al satisfaz a alternativa de Fredholm.

Com relagdo aos espagos de Hilbert, os conceitos de operador Hilbert-
adjunto e operador auto-adjunto interessam ao escopo deste trabalho, uma vez que
o operador T da equacéo (3.3) € um operador auto-adjunto.

Logo, seja T:H, > H, um operador linear limitado, onde H, e H, s&o
espacos de Hilbert. Entdo o operador Hilbert-adjunto 7° de T é o operador
T":H, —» H, tal que, para todo xcH, e yeH,, (Tx,y)z(x,T*y), onde (..
corresponde ao produto interno. Demonstra-se ainda que o operador Hilbert-adjunto
T" existe, € Unico e tem norma “TH=||T|| Por outro lado, se um operador linear
T:H —H for tal que T" =T, sendo T o operador Hilbert-adjunto de T, ele é

denominado operador auto-adjunto.

Por fim pode-se estabelecer as caracteristicas dos autovalores e autovetores

para operadores lineares auto-adjuntos limitados, como mostra o teorema a seguir.
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Teorema 8: Seja T': H — H um operador linear auto-adjunto limitado sobre
um espaco de Hilbert complexo H . Entao:

a) Todos os autovalores de T (se eles existem) sao reais.

b) Autovetores correspondentes a diferentes autovalores de 7T sé&o

ortogonais.

No proximo tépico sdo discutidas as principais propriedades dos autovalores

e autovetores associados aos problemas de vibracio livre de estruturas reticuladas.

3.1.2 Propriedades dos autovalores e autovetores

Com base nas caracteristicas dos problemas lineares de autovalores (eq.
(3.3)) e nos teoremas apresentados, pode-se concluir que: o espectro de autovalores
de T é contavel, os autovalores sado reais e autovetores correspondentes a dois
autovalores distintos sdo ortogonais. Estas propriedades também podem ser
demonstradas a partir da forma variacional do problema (eq. (3.5)), conforme
apresentado por Carey e Oden (1984a).

Se u" for o autovetor associado ao autovalor A", ao tomar u =u"na forma

variacional (eq. (3.5)) obtém-se:
B(u’,w)z/l"(u’,w) Vwe H (3.10)

Logo, tomando-se w=u" #0 na equagao (3.10), surge o quociente de Rayleigh

definido por:
Bu, )
( ) W ou, (3.11)
R( ) Bu ,u )

(3.12)
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sendo

], = Vlw.u),, . e (3.13)
d"u d"w du dw

u,w) = . +.o..+—.—+ d ara Q emR.

( )m i(dxm dx” dx dx MWJX P (3.14)

No caso em que o operador T é eliptico e regular, B(u,w) € continuo e

coercivo, ou seja (CAREY; ODEN, 1984a):

Blu,w) < M, |w

) (3.15)
Blu,w)2 aw|] Vu,we H (3.16)

onde M e a sao constantes estritamente positivas. E a partir do quociente de

Rayleigh (eq. (3.12)), pode-se escrever que:

r _B(“r’”r) " > 0
= Eoza—ga> (3.17)
.
0
uma vez que Hu"”o <lu"| , m=0.

Considerando ainda a relagéo de continuidade (eq. (3.15)), pode-se afirmar

que o autovalor A" esta limitado da seguinte forma:

r

2 112
z [
O<g<g—2< ) < 4 m

2 = 2 (3.18)

0

r

u

r

u

0

Para o caso mais geral do problema de autovalores (onde o operador Q néo

€ o operador identidade), o autovalor A" fica limitado por:
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2

n_ (3.19)

Flu",u" Fiur,u'i

r

u

onde F(uu) € a forma bilinear correspondente ao operador Q. As equagdes
(3.18) e (3.19) permitem estabelecer estimativas de erro no processo de solugéo

aproximada dos problemas lineares de autovalores.

3.1.3 Estimativas de erro no processo de aproximacdo dos problemas de

autovalores e autovetores

A real precisdo de uma solugcdo aproximada sé pode ser determinada
através da comparagdo com a solugdo analitica (exata) do problema, raramente
disponivel. Logo, a precisdo e convergéncia das solugdes aproximadas em
problemas praticos podem ser avaliadas através dos chamados estimadores de erro.
O objetivo deste tépico € discutir alguns estimadores de erro para problemas
lineares de autovalores.

Uma vez que os autovalores sdo reais e positivos, estes podem ser
arranjados em ordem crescente de magnitude na forma 0<A' < A*<...<A <.... Os
autovetores (ou autofungdes) {u} por sua vez, podem ser normalizados. Como o
conjunto {u} corresponde a uma base ortogonal completa em LZ(Q), entdo
qualquer fungdo admissivel we H pode ser expressa como uma expansao destas

autofungdes na forma (CAREY; ODEN, 1984a):

Mﬂ:iqw@) (3.20)

¢, = (w,u') (3.21)

Substituindo esta expansdo no quociente de Rayleigh R(w) (eq. (3.12)),

obtém-se:
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icl_c,.B(ui,uj)
Bw,w ij=l

R(w)= ( 2)= = — (3.22)
”W"o ZC,.C]. (u’ ,u")

i,j=1

de maneira que

icicﬂv@j

B A+ eiA + .

R(w)=12 =
( ) = cf+ei+... (3.23)
2.c¢;0;
i,j=1
Como A'<A*<..., conclui-se que o minimo R(w) para todos os w

admissiveis deve ser o autovalor 4'. Observa-se também que, o minimo R(w) para
todos os w ortogonais a u',u’,...,u* é o autovalor A°**. Finalmente, seja o conjunto
W}, j=12,...,s-1, de fungdes continuas em Q. Se R(w) é minimizado sobre
todas as w admissiveis com (w,wj):o, Jj=12,...,s-1, o maximo destes minimos
sobre todo o conjunto {wj} € o autovalor A’. Este é o principio maximo-minimo de
Courant. Este mesmo principio pode ser utilizado para obter um limite superior para
os autovalores aproximados, servindo ainda como estimador de erro. Para este
proposito € melhor transforma-lo em um principio de minimo-maximo, uma vez que,
se R(w) € maximizado sobre um subespaco de dimensdo s, 0 minimo valor possivel
deste maximo sobre todos estes subespacos € o autovalor A2° (CAREY; ODEN,
1984a).

No espaco de aproximagdo H" de dimensdo =, a solugdo aproximada do

problema toma a forma variacional: encontre o par (1,,u,) com u, € H" tal que:
Blu,,w,)=4,(u,,w,) vw, e H" (3.24)

A este problema correspondem #» autovalores com as mesmas propriedades

descritas na sec¢do anterior.
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O principio minimo-maximo apresentado por Carey e Oden (1984a), sendo
H! um subespagco de dimensdo s de H", estabelece que:

%, =min max R(w, ) (3.25)

h h
s wyeHs

onde o minimo é tomado sobre todos os subespagos H! de H".

Conclui-se também que
AT <A, (3.26)

uma vez que a minimizacdo na equacao (3.25) é restrita aos subespacgos
aproximados de dimensdo s, enquanto o mesmo principio também se aplica ao
autovalor exato A’ sobre o espaco infinito #, como mostrado anteriormente.

Como 1, € um minimo sobre todos os subespagos H' c H" pode-se

escrever que:

B(w W )
s < R — h h
h < T R )= e = @.27)

Se w, e H' c H", entdo w, pode ser construido a partir das fungbes ve H
por projecdo, sendo que a projecgdo eliptica de uma fungdo ve H em H’, com
respeito a forma bilinear B, é definida como a fungéo v, € H" satisfazendo:

B(v-v,,w,)=0 Vw, e H" (3.28)

Expandindo os funcionais quadraticos B(v-v,,v—v,) e utilizando a

desigualdade triangular, obtém-se a desigualdade (CAREY; ODEN, 1984a):

B(v,,v,)< B(v,v) (3.29)
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Carey e Oden (1984a) definem ainda o parametro

K :1—r‘E%X|2(V,V_Vh)_(v_vh’V_Vhl (3.30)

:
Ivl=t

que, utilizado na equacgao (3.27), fornece:

, B(v Y ) B(v,v)
A <max—" 2 < max ———~
h thHf ||Vh||§ veH K (331)

!
Ivl=t

onde H, é o subespacgo de dimensédo s de H expandido pelas autofungdes exatas

Ay S — (3.32)

Logo, para se estabelecer um limite superior para os autovalores basta obter uma
estimativa para 1/K .
Conforme Carey e Oden (1984a), para interpolagdo nas bases polinomiais

utilizadas no MEF convencional, pode-se estabelecer que:

N e R el I [ (3.33)
(v, v = v, ) < Cop2km (e i (3.34)

onde C, e C, sao constantes, 2m é a ordem do operador diferencial 7, £ é o grau
da base polinomial do elemento e /# é o didmetro maximo dos elementos.

As desigualdades das equacdes (3.33) e (3.34) permitem escrever que:

k+1)/ m]-1

R A AE: RVl (V1

(3.35)
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A partir das equagdes (3.26), (3.31) e (3.35), pode-se estabelecer os
seguintes limites para o autovalor aproximado 4, (CAREY; ODEN, 1984a):

B <A <A+ O (g (3.36)

onde C, é constante e i € suficientemente pequeno tal que |K| <1. Subtraindo 2’

de ambos os termos da desigualdade obtém-se:

(k+1)/ m

0< i -2 <2t (1) (3.37)

Substituindo o didmetro maximo dos elementos % pelo numero de graus de
liberdade N, obtém-se:

(k+1)/m

0< i -2 <CN k() (3.38)

onde C, é uma constante.

Observa-se portanto que a magnitude do erro na determinagdo de um
determinado autovalor aproximado A, depende da magnitude do autovalor exato A°,
ou seja, os autovalores de ordem mais elevada exigirdo progressivamente maior
custo computacional para serem obtidos com uma mesma precisdo estabelecida.
Essa dificuldade justifica estudos que visem a determinacédo de autovalores de mais
alta ordem com grande precisdo e menores custos computacionais.

Para aplicar este resultado aos autovetores, admite-se que os autovetores
exatos u" e aproximados u, foram normalizados de forma que (u",u’):(u;,u,f)zl.
Expandindo o funcional quadratico B(u" —u,,u’ —u;) e utilizando a estimativa da
equacgado (3.34), estabelecem-se os limites de erro no espagco L° como (CAREY;

ODEN, 1984a):

0 <, [hk+l + h2(k+l—m)( S)(k+1)/m] (3.39)

s K
| —u;
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e no espago H" como:

T XY Sl 1) (3.40)

Nas analises de problemas lineares de autovalores utilizando o MEF
convencional, estimativas de erro a priori podem ser obtidas através das
desigualdades (3.37), (3.39) e (3.40).

De maneira analoga, Ladeveze, Coffignal e Pelle (1986) propuseram dois
métodos para estimar os limites dos autovalores aproximados, um para a formulagao
cinematica ou dos deslocamentos (eq. (3.24)) e outro para a formulagéo estatica.
Para a formulagdo cinematica, estes pesquisadores provaram a seguinte

desigualdade fundamental baseada no quociente de Rayleigh:

1
%(“%J <r<n s=12,...n (3.41)

c

onde k, é uma constante caracteristica do subespago de aproximagdo H" definida

por:
k, =inf R(w) , we H") (3.42)

sendo que H" corresponde ao complemento ortogonal de H" em H . A constante
k, depende essencialmente do tipo de elemento e do seu tamanho.

Ladeveze, Coffignal e Pelle (1986) também propuseram um coeficiente de
reducdo do didmetro do elemento dependente das estimativas de erro a posteriori
das formulagcdes cinematica e estatica, para obtencdo de malhas o6timas de
elementos para o problema de vibragao livre de membranas.

Em resumo, pode-se afirmar que os problemas lineares de autovalores aqui

analisados apresentam as seguintes caracteristicas:
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(a) A solugao existe;

(b) Os autovalores sao reais;

(c) Autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais; e

(d) Os autovalores sao limitados, permitindo assim a determinagdo de

estimadores de erro.

Estabelecida uma visao geral e abstrata do problema, nas proximas se¢des
sdo apresentadas as caracteristicas especificas dos problemas de vibragao livre de
barras, eixos, vigas de Euler-Bernoulli e estruturas reticuladas, bem como as

principais solugcdes analiticas e métodos aproximados para estes problemas.

3.2 BARRA RETA COM VIBRACAO AXIAL

Uma barra consiste em uma haste reta com deformacao axial (longitudinal)
(figura 3.2) cujas hipdteses basicas sao:
(a) As segdes transversais planas e normais ao eixo da barra apds a
deformacgao permanecem planas e normais; e

(b) O material é elastico, linear e homogéneo.

| u(x.t)

FIGURA 3.2 - BARRA RETA COM DEFORMAGAO AXIAL

A vibracdo da barra é um problema dependente do tempo, e a equagao do
movimento que governa este problema €& uma equacgéo diferencial parcial. O

problema consiste em encontrar o deslocamento axial u que satisfaz:

o%u 0 ou
A———| EA— | = p(x,t (3.43)
or’ axt 6xj px)
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onde 4= A(x) é a area da secgao transversal, £ = E(x) € o mddulo de elasticidade
longitudinal, p é a massa especifica, p € a forca axial aplicada por unidade de
comprimento e t é o tempo. A solugdo u =u(x,t) deve satisfazer as condi¢des

iniciais e de contorno definidas no problema.

3.2.1 Solugao analitica

Particularizando o problema para o caso de vibracdo livre de barra
prismatica, onde E, A e p sdo constantes e p(x,t) =0, a equagao (3.43) reduz-se a:

o%u o%u

57 E5z 0 (3.44)

Para solugao desta equacédo pode-se utilizar o método da separagao das
variaveis que, embora seja considerado o método sistematico mais antigo para
resolver equacdes diferenciais parciais, € muito importante e bastante utilizado.
Admite-se a hipotese de que u(x,7)é um produto de duas outras fungbes, uma

dependente apenas de x e outra dependente apenas de . Assim:

u(x,t)=u(x) T() (3.45)

Substituindo a equacéo (3.45) na equacéo (3.44), obtém-se:

pAT/de® _d’ujdx® _ "

3.46
E T u ( )

onde « € uma constante.
Assim, a equagado (3.46) pode ser escrita na forma de duas equacgdes

diferenciais ordinarias para u(x) e T(t), acopladas pelo parametro « :
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2
%_a =0 (3.47)
X
‘T E
‘fhz —a=T=0 (3.48)
P

Se o parametro « for nulo ou positivo obtém-se solugdes incompativeis com
o problema de vibragdo livre ndo amortecida. Logo, a solugao analitica geral das

equacgoes (3.47) e (3.48) tomando o pardmetro « negativo, ou seja, a =—-«x*, com

x >0, é dada por:

u(x) = B,e™ + B,e ™ = b, sen(ix)+ b, cos(xx) (3.49)

T(t)= A + A, =a, sen(a) t)+ a, cos(a) t) (3.50)
E

o= |— K (3.51)
Yo,

sendo que i € a unidade imaginaria, @ € a frequéncia natural de vibracdo e «a,, a,,

4, 4,, b, b,, B, e B, sdo constantes. O parametro x também é conhecido como

numero de onda da barra (NORTON, 1989).
O numero de onda é definido de forma geral pelas relagdes:

o 2r
(3.52)

onde c corresponde a velocidade de onda e A, ao comprimento de onda.

As condigbes de contorno classicas para as extremidades esquerda (x=0)

e direita (x = L) da barra sao:

a) Extremidades fixas:

u(0,6)=0 e u(L,t)=0 (3.53)
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b) Extremidades livres:
ou

EA—
Oox

=0 e EAa—u

0 ox

=0 (3.54)

x=L

sendo possiveis outras combinagdes das condig¢des (a) e (b).
As condigdes de contorno das equacgdes (3.53) e (3.54) considerando a separagao

de variaveis (eq. (3.45)) transformam-se, respectivamente, em:

u(0)=0 e u(L)=0 (3.55)
o e I S VLI R (3.56)
dx x=0 dx x=L

Neste problema, as condi¢gdes de contorno que envolvem um deslocamento prescrito
(eq. (3.55)) sao denominadas essenciais (ou de Dirichlet) e aquelas que envolvem a
derivada primeira do deslocamento prescrita (eq. (3.56)) sdo denominadas naturais
(ou de Neumann) (BECKER; CAREY; ODEN, 1981).

Outras condicbes de contorno nao classicas, também conhecidas como
condigbes de contorno naturais gerais (BECKER; CAREY; ODEN, 1981), podem ser
consideradas, tais como os apoios elasticos formados por molas longitudinais e as
massas concentradas. As condicbes de contorno referentes a molas longitudinais
nas extremidades da barra so:

ou

k,i(0,¢) = EAZ- Ou
ox

e —kyii(L,{)= EA—

-0 ox

(3.57)

x=L

ou, apos a separagao de variaveis, utilizando a solugao geral temporal (eq. (3.50)):

du

k,u(0) = EAZS du
dx

e —kyu(L)=EA™L
x=0 dx

(3.58)

x=L
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sendo k, e k, as rigidezes das molas nas extremidades esquerda e direita da
barra, respectivamente.

Para o caso de massas concentradas nas extremidades da barra, as
condi¢des de contorno sao:

2— — 2— —
Ul _ gyl U gy

(3.59)

x=L x=L

ou, apos a separacgao de variaveis utilizando a solugao geral temporal (eq. (3.50)):

d

—m 0’u(0) = EAZY du
dx

e myo’u(L)=EA—

By - (3.60)

x=L

sendo m,; e m, as massa nas extremidades esquerda e direita da barra,
respectivamente.

Aplicando qualquer combinacdo das condicdes de contorno do problema a
equacao (3.49) surge um sistema linear homogéneo de equagdes cujos coeficientes
sao fungdes do parametro k. Para que este sistema admita solugdes diferentes da
solugéo trivial, que implicaria em u(x) =0, o determinante da matriz de coeficientes
do sistema deve ser nulo. Este determinante corresponde a uma fungdo do
parametro x conhecida como equacado da frequéncia ou equacdo caracteristica,
cujas raizes permitem determinar as frequéncias naturais de vibragcédo (w) para a
barra uniforme analisada.

Barras com variacdo abrupta de secdo ou de caracteristicas mecanicas
podem ser analisadas considerando cada trecho uniforme como uma barra isolada
com suas condi¢des de contorno e acrescentando-se condigdes de acoplamento das
barras nas extremidades comuns.

Para solugao do problemas de vibracido livre de barras nao uniformes é
necessario utilizar transformacdes de variaveis especificas para cada situagao

analisada a fim de reduzir as equagdes governantes do movimento a equacgdes
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diferenciais com solugéo analitica conhecida, ou seja, ndo ha uma solugéo analitica
geral para barras ndo uniformes. Kumar e Suijith (1997), por exemplo, apresentaram
as solucoes analiticas para vibragao livre axial de barras com variacdes senoidal e
polinomial da area da secao transversal.

Cabe ressaltar que em todas estas situagbes a solugdo analitica do
problema exige o calculo do determinante do sistema de condigdes de contorno e a
determinacdo das raizes da equacado da frequéncia correspondente através de

método numérico apropriado.

3.2.2 Formulagao variacional

De acordo com Carey e Oden (1984b), o modo mais usual para determinar a
forma variacional de um problema dependente do tempo é considerar o tempo t
como um parametro real e desenvolver uma familia de problemas variacionais em t.
Este processo consiste em selecionar fungdes testes w=w(x), independentes de {,
e aplicar o método dos residuos ponderados. Se o Método dos Elementos Finitos ou
métodos similares sao utilizados para representar o comportamento espacial da
solugdo, obtém-se um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias com graus de
liberdade sendo fungbes do parametro t. Esta técnica € chamada formulagdo semi-
discreta do problema.

Logo, aplicando o meétodo dos residuos ponderados para desenvolver a

forma integral da equacgéo (3.43), a solugédo u =1u(x,?) deve satisfazer:

s {0 ou T
E[pA v wdx—gax(EAaxJ wdle‘p(x,t) w dx (3.61)

para fungoes testes admissiveis w = w(x) em qualquer tempo ¢ € (O,TfJ.

Integrando a equacao (3.61) por partes, obtém-se:
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¢ ook ou |’ ou\ow
J.pA— w dx—{wEA } J.(EA j—dx J.p(x,t) w dx (3.62)
5 O Ox ) Ox 0

2
ox ]y %

Ainda é necessario introduzir as condigcbes de contorno e iniciais para
completar o problema.
Particularizando o problema para o caso de vibragao livre de barra reta,

onde E e p sao constantes, e p(x,t) =0, a equagao (3.62) torna-se:

L 2— L _
JAa— w dx — wEAau +EJ. A@_u 6—de:0 363
0 2 ox |, o\ Ox ) Ox (3.63)

De acordo com Carey e Oden (1984b), em problemas de vibragdo admitem-

se solucdes periddicas do tipo:

i(x,t)=e""u(x) = (COS(a) Z)+i Sen<a) t)) u(x) (3.64)

onde w é a frequéncia de vibragao. Destaca-se que a equacéo (3.64) corresponde a
uma solucgao analitica particular do problema de vibracao obtido nas equacdes (3.49)
e (3.50).

A vibragao livre de uma barra uniforme transforma-se entdo em um problema
de autovalores na forma variacional: encontrar um par (/1u) com ueH'(0,L)

satisfazendo as condi¢des de contornoe A R, tal que

EjA@d—Wd E[ wA

dx dx

du

L
} - pA j Auwdx =0 (3.65)
X Jo 0
para funcdes testes admissiveis we H'(0,L), onde A=’ corresponde ao
parametro de acoplamento espaco-tempo. A forma variacional do problema de
autovalores também pode ser escrita como: encontrar (4,u), com

u € H'(0, L) satisfazendo as condigdes de contorno e 1 € R, tal que
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B(u,w) =24 F(u,w) (3.66)

para todas as fungdes testes admissiveis we H'(0,L), onde B:H'xH'—R e
F:H'x H' — R sao formas bilineares.
Para qualquer combinagao das condi¢des de contorno classicas (egs. (3.55)

e (3.56)), o segundo termo da equagao (3.65) se anula e as formas bilineares séo

dadas por:
& du dw
B(u,w)=E| A——d :
(u, w) ! R (3.67)
L
F(u,w)=p j Auwdx (3.68)
0

Aplicando-se as condigdes de contorno de apoio elastico (molas

longitudinais) (eq. (3.58)), a forma bilinear B(u,w) torna-se:

& dudw
B(u,w)=E ! A+ kepu(©)w(0) + kypu(L)w(L) (3.69)

Por outro lado, com a aplicacdo das condi¢cdes de contorno de massas concentradas

(eq. (3.60)), a forma bilinear F(u,w) torna-se:

Fu,w) = p| Auwds + m,u(0)w(0) + mu(L)w(L) (3.70)

A aproximacdo do problema de vibracdo livre de barras prismaticas
utilizando métodos numéricos baseados na forma fraca do problema consiste em
reescrever a forma variacional (eq. (3.66)) em um subespago aproximado
H" < H'(0,L) . O problema de autovalores aproximado transforma-se em: encontrar

A, eReu, eH"(0L) tal que
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B(u,,w,)=4,Fu,,w,) vw, e H" (3.71)

A solucdo aproximada u,(x) pode ser escrita, na forma discreta em uma

base N-dimensional, da seguinte forma:

u, (x) = ZN:u,vﬁ,- (x) (3.72)

onde ¢, séo as fungbes de base globais do subespago H" e u, sao os respectivos
graus de liberdade. De maneira geral, substituindo a equacao (3.72) na equagéao
(3.71) e fazendo w, =¢,, i=12,...,N , pode-se escrever, para qualquer combinagdo

das condi¢des de contorno classicas e ndo classicas:

N L - do.
Z[E | A%%dx+k5¢, (0)¢,(0)+ k4, (L)¢,~(L)}‘j =
A i=12...N (3.73)

3 of 408t mi O 0 m 1 )

j=1
ou em forma matricial

Ku = 4,Mu (3.74)

onde K é a matriz de rigidez e M é a matriz de massa consistente definidas na
equacao (3.73). A equacao (3.74) corresponde a um problema de autovalores
generalizado, onde 4, sdo os autovalores relacionados as frequéncias naturais o, e
os vetores u sdo os autovetores correspondentes aos modos de vibracdo da barra.

As frequéncias naturais aproximadas o, sdo obtidas através da relag&o:

0, =A%, (3.75)
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3.2.3 Solugdes aproximadas

Diversos métodos para solucdo aproximada do problema de vibracao livre
de barras séo encontrados na literatura. No entanto, apenas métodos desenvolvidos

a partir da forma fraca apresentada no item anterior sdo aqui discutidos.

3.2.3.1 Método dos elementos finitos

Depois de discretizar o dominio do problema Q(0,L) em subdominios
Q,(0,L,), chamados elementos, & necessario determinar a contribuicdo de cada
elemento através dos coeficientes da matriz de rigidez elementar (k;) e dos

coeficientes da matriz de massa elementar (m,, ), obtidos por:

e d le dl//e e e e e
kg; =E J-Adi—jdx + kEV/i (O)l//j (O)+ kDV/i (Le )Wj (Le) (3-76)
S x dx

my = p [ Ay iy ide+mpy: O 0)+ myy: (L Wi(L,) (3.77)
Q,

onde a funcdo de forma local y; é a restrigdo da fungéo de base ¢, no elemento Q,
e L, € o comprimento do elemento.

Escolhas de fungdes locais y; especificas determinam diferentes métodos
de solugdo com propriedades e taxas de convergéncia préprios. Em geral, de acordo
com Reddy (1986), as fungbes de forma sao desenvolvidas para elementos mestre e
sao entdao mapeadas para os elementos reais obtidos da malha de elementos finitos.
Neste trabalho é utilizado um elemento mestre com dominio Q,(0,1).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional utiliza fungdes de
forma polinomiais. Neste método, a precisdo da solugdo aproximada pode ser
melhorada utilizando-se técnicas de refinamento tais como os refinamentos h, p, hp
e adaptativos. Nos préximos tdpicos sao discutidos os elementos de barra linear e

cubico, além dos refinamentos h e p hierarquico do MEF.
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3.2.3.1.1 Elemento linear

Para o elemento de barra prismatica com dois nés (figura 3.3) e com um
grau de liberdade por né, a solugao aproximada no dominio do elemento mestre

Q,(0,1) pode ser definida como:

Upger (5)2 V/f(‘f) U 'H//;(Sg) U, (3.78)

ou em forma matricial:

Upppr (é:) = qu (3.79)
onde
X
f—L—e , (3.80)
N =l v, (3.81)
a =[u, w], (3.82)

L, é o comprimento do elemento, e, u; e u, sé&o os deslocamentos nodais (graus de

liberdade nodais).

nol no 2

u1(t) }_..; 7777777 %1_.’;;;.

| L. |

FIGURA 3.3 — ELEMENTO LINEAR DE BARRA

Utilizando polinbmios de Lagrange de primeiro grau como fungdes de forma,

obtém-se:

N Zfi-g ¢] (3.83)



96

e garante-se que a solugao pertence ao espago H1(Qe )-

O refinamento h do MEF linear consiste em aumentar o numero destes
elementos na malha a fim de melhorar a solugdo aproximada obtida. Este
refinamento h pode ainda ter sua precisdo aumentada pela substituicdo do elemento
linear por outro elemento de ordem superior com maior numero de nds, como

apresentado a sequir.

3.2.3.1.2 Elemento cubico

Para o elemento de barra prismatica com quatro nés (figura 3.4) e com um
grau de liberdade por nd, a solugdo aproximada no dominio do elemento mestre
Q,(0,1) pode ser definida como na equagéo (3.79) utilizando polinémios de

Lagrange de terceiro grau como fungdes de forma, logo:

qT:[Ml U, U u4] (3.84)
N =i v v vl (3.85)
1//1":—%53+9§2—1—21§+1 (3.86)
. 27 ., 45
7% =7§3 —352 +9¢ (3.87)
.27 9
7 =—7§3 +182* —5¢ (3.88)
e 9 3 9 2

g e, 3.89
W, 25 25 g (3.89)

onde uy , uy, uz € u; sao os deslocamentos (graus de liberdade) nodais.

nol noé 2 ndé3 né 4

| - R - R - 1 -

I |
u,(t) u(t) u ()  u
| Le |

FIGURA 3.4 — ELEMENTO CUBICO DE BARRA

O refinamento h do MEF cubico também consiste em aumentar o nidmero
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destes elementos na malha a fim de melhorar a solugao aproximada obtida.

3.2.3.1.3 Refinamento p hierarquico

O refinamento p hierarquico do MEF pode ser obtido pela adigao sistematica
de um novo no entre cada par de nds existentes do elemento utilizado no nivel de
refinamento anterior. As fung¢des de forma do nivel anterior sdo mantidas e apenas
as funcdes de forma de ordem superior relativas aos novos nés sdo acrescentadas.

Utilizando este procedimento, a nova funcdo de forma (polinbmio de
Lagrange), no dominio do elemento mestre Q,(0,1), para um elemento de barra de
trés nds obtido a partir do elemento linear de dois nés (figura 3.3) no refinamento p

sera:

ys =47 +48 (3.90)

Um novo grau de liberdade u; surge no modelo, porém nao corresponde ao
deslocamento nodal do novo no.

Novas bases locais hierarquicamente superiores sdo obtidas pela adigdo de
novos nds ao dominio do elemento, desde que sejam mantidas as fungdes de forma
dos niveis anteriores. Este processo se repete a cada novo refinamento.

Também séo possiveis outras técnicas para refinar a solugao aproximada do
MEF convencional, como a utilizacdo de elementos de barra de dois nés com quatro
graus de liberdade (PETYT, 1990), sendo dois deslocamentos nodais e as derivadas
primeiras destes deslocamentos nodais. Neste caso sao utilizadas as funcbes de
forma polinomiais cubicas correspondentes ao elemento finito de viga. Este
elemento cubico permite satisfazer tanto as condigbes de contorno essenciais
quanto as naturais porém, para barras com mudancgas abruptas de secido ou de
propriedades mecanicas é necessario desacoplar estes novos graus de liberdade no

ndé comum aos elementos com diferentes propriedades.
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3.2.3.2 Métodos enriquecidos

Diversos métodos encontrados na literatura tém como caracteristica principal
o enriquecimento do espacgo de fungdes de forma do MEF convencional pela adigao
de outras fungbes nao polinomiais, aqui denominadas fungdes enriquecedoras.
Neste trabalho, tais métodos sdo denominados métodos enriquecidos.

A solugcdo aproximada para os meétodos enriquecidos no dominio do

elemento mestre de uma barra é definida por:

e e e
Uy, =Uppr +Upypio (3.91)

ou na forma matricial:

u; =N"q+0"¢c (3.92)

onde u,,, € o campo de deslocamentos do MEF baseado nos graus de liberdade
nodais, uy.,, € 0 campo de deslocamentos enriquecido baseado em graus de
liberdade de campo, q corresponde ao vetor de graus de liberdade nodais do
elemento de 2 nés do MEF convencional (eq.(3.82)), o vetor N contém as fungdes
de forma lineares do MEF obtidas na equacéo (3.83), @ é o vetor de fungdes
enriquecedoras e ¢ é o vetor de deslocamentos (graus de liberdade) de campo. Os

vetores @ e ¢ podem ser definidos por:

o'&)=[F F, ... F .. F] (3.93)
cTz[cl c, cn] (3.94)

onde F, sao as fungdes enriquecedoras e c; sao os graus de liberdade de campo. Os
novos graus de liberdade relacionados as fungbes de forma enriquecedoras nao tém

significado fisico direto.
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3.2.3.2.1 Método dos modos admissiveis

O Método dos Modos Admissiveis (MMA) proposto por Engels (1992) utiliza
como fungdes enriquecedoras F, a solugao analitica do problema de vibragéao livre

de uma barra com os deslocamentos nodais restritos, normalizada pela massa, na

F = /ﬁ sen(rz&) ,r=12,... (3.95)

3.2.3.2.2 Método composto

forma:

O Método Composto (MC) proposto por Zeng (1998a) utiliza funcdes
enriquecedoras que se diferem das fungbes propostas por Engels (1992) apenas

pela ndo normalizagao pela massa, ou seja:

F. =sen(rzé) ,r=12,... (3.96)

Os novos graus de liberdade relacionados as fungdes enriquecedoras foram
denominados graus de liberdade ¢ por Zeng (1998a). O enriquecimento proposto
pelo MC produz modelos hierarquicos e melhores resultados que aqueles obtidos
pelo refinamento h do MEF (ARNDT; MACHADO; HECKE, 2002a, 2003). O
refinamento hierarquico obtido pelo aumento do nimero das fungdes analiticas na
solugao aproximada foi denominado refinamento ¢ por Zeng (1998a, 1998b).

As fungdes de forma propostas por Zeng (1998a) sdo ainda idénticas as
funcgdes enriquecedoras do elemento de barra de outro método enriquecido proposto
por Leung e Chan (1998), denominado Método dos Elementos Finitos p-Fourier.

Cabe ressaltar que nestes métodos enriquecidos as novas fungdes de forma
se anulam nos nds do elemento. Esta caracteristica permite a utilizagdo dos mesmos

procedimentos do MEF convencional para montagem das matrizes de rigidez e
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massa, e imposi¢ao das condigbes de contorno apenas nos graus de liberdade

nodais. Outra vantagem é a obtencéo de refinamentos naturalmente hierarquicos.

3.3 EIXO RETO COM VIBRACAO TORCIONAL

A vibracgao livre torcional de um eixo reto (figura 3.5) ocorre em torno do eixo

central longitudinal da barra.

X

FIGURA 3.5 — EIXO RETO COM DEFORMAGAO ANGULAR

O problema de vibragao torcional de um eixo circular uniforme estacionario

consiste em encontrar o deslocamento angular @ que satisfaz:

%0 0 00
P Ip atz —a(Glp ajZP(X,l) (397)

onde /, € o momento polar de inércia da segéo transversal do eixo, G € o modulo de
elasticidade transversal, p é a massa especifica, p € o0 momento torsor aplicado por
unidade de comprimento e t é o tempo. Particularizando o problema para o caso de
vibragéo torcional livre de eixo circular reto uniforme, onde G, /,, € p s&o constantes
e p(x,t)=0, a equagao (3.97) reduz-se a:

o0 2’0 (3.98)

o g =0

AL,

Segundo Inman (1996), admitindo-se que o centro de massa e o centro de
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rotacdo coincidem, e que as vibragdes laterais e torcionais sdo desacopladas, a
equacao (3.98) pode ser empregada para aproximar o movimento de vibragéo
torcional livre de eixos uniformes com sec¢des transversais nao circulares utilizando-

se a constante torcional yt, da seguinte forma:

026 0’6
p]p 51‘2 —G]/Tax—zzo (399)

A constante torcional pode ser definida como o momento necessario para
produzir uma rotacido torcional de 1 rad, em um comprimento unitario do eixo,
dividido pelo modulo de elasticidade transversal. Os valores desta constante para
diversas sec¢des transversais sao encontrados na literatura.

A solugédo 6 =6(x,t) deve satisfazer as condicdes iniciais e de contorno

definidos no problema.

3.3.1 Solucéao analitica

Observa-se que o problema de vibragao torcional livre de eixos circulares
(eq. (3.98)) é matematicamente idéntico ao problema de vibragéo axial livre de
barras retas (eq. (3.44)). Logo, aplicando-se a técnica da separagéo das variaveis, a

solucao geral desta equagéo diferencial é dada por:

6 (x,1)=60(x)r(¢) (3.100)

6(x) = b,sen(xx)+ b, cos(xx) (3.101)

7(t) = asen(o t)+ a, cos(w t) (3.102)

=K G (3.103)
e,

sendo que a,, a,, b, e b, sdo constantes.
As condigbdes de contorno classicas (extremidade fixa ou livre) e nao

classicas (molas torcionais e massas concentradas) sao analogas as apresentadas
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nas equacgdes (3.53) a (3.60). Da mesma forma, aplicando-se as condigbes de
contorno do problema a equacgao (3.101) surge a equagédo da frequéncia, que
solucionada fornece as frequéncias naturais de vibragao (w) para eixos circulares

uniformes.

3.3.2 Formulacao variacional

Assim como na vibragcado axial livre, a forma variacional do problema de
autovalores associado a vibragao torcional livre de eixos circulares uniformes pode
ser escrita como: encontrar (/1,6?), com @e H'(0,L), satisfazendo as condigbes de

contorno, e 4 € R, tal que

B(O,w)=1 F(6,w) (3.104)

para todas as fungbes testes admissiveis we H'(0,L), onde B:H'xH'—R e
F:H'xH'— R sao formas bilineares.
Para as condigdes de contorno classicas, as formas bilineares sdo obtidas

pelas expressdes:

B(O,w) = GI jﬁd—:d (3.105)

F(O,w)=pl, j Owdx (3.106)

De maneira analoga, para as condi¢des de contorno nao classicas, estas formas

bilineares sao substituidas, respectivamente por:

B(O,w) = GI j ﬁd—wdx I, 0(0)w(0) + ke, O(L)w(L) (3.107)

F(6,w) = pl, j Owdx + 1,,0(0)w(0) + 1,,0(L)w(L) (3.108)
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onde k, e k, sdo as rigidezes torcionais das molas e, /,; e I,, sdo as inércias
rotacionais das massas nas extremidades esquerda e direita do eixo,

respectivamente.

3.3.3 Solugdes aproximadas

Considerando que os problemas de vibracgao livre de barras e de eixos sao
matematicamente idénticos, conclui-se que as mesmas formula¢des do MEF e dos
métodos enriquecidos para barras podem ser aplicadas aos eixos em vibragao

torcional.

3.4 VIGA DE EULER-BERNOULLI COM VIBRAGCAO TRANSVERSAL

A viga de Euler-Bernoulli corresponde a viga reta com deformacao lateral,
conforme figura 3.6, para a qual se consideram as seguintes hipoteses:

(a) Existe uma linha neutra onde nao ocorre tragdo nem compressao;

(b) As segbes que sao planas e perpendiculares ao eixo longitudinal antes
da deformagéo permanecem planas e indeformaveis no plano;

(c) O material é elastico, linear e homogéneo;

(d) Tensbes normais o, e o, sdo muito pequenas quando comparadas com a
tensdo axial o, e, por esta razdo, sdo desprezadas;

(e) A inércia rotacional da viga é desconsiderada.

O problema da vibragdo lateral da viga consiste em encontrar o

deslocamento transversal v que satisfaz:

0° 0% o°v
Oy 7 e (3.109)
axz( 6x2) o = Pxl)

onde 4= A(x) é a area da seg&o transversal, 7 =I(x) é o momento de inércia em

relagdo ao eixo de flexdo, E = E(x) é o médulo de elasticidade longitudinal, p é a
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massa especifica, p é a forga transversal aplicada por unidade de comprimento e t é
o tempo. A solugdo v =v(x,7) deve satisfazer as condigbes iniciais e de contorno

definidas no problema.

FIGURA 3.6 — VIGA RETA COM DEFORMAGCAO LATERAL

3.4.1 Solucéao analitica

Particularizando o problema para o caso de vibragéao livre de viga prismatica,

onde E, I, A e p sao constantes e p(x,7) =0, a equagao (3.109) reduz-se a:

v 0%
EIaTJF Aa—z=0 (3.110)

Utilizando novamente o método da separacéo das variaveis, considera-se:

v(x,t)=v(x) T(t) (3.111)

Substituindo a equacéo (3.111) na equacéao (3.110), obtém-se:

_d’T/dt* _ EI d*v/dx*
T JoX! Y

—a (3.112)

onde o € uma constante.
A equacgao (3.112) pode ser escrita na forma de duas equagdes diferenciais

ordinarias para v(x) e T(¢), acopladas pelo parametro a:
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4
d—f—a P40 (3.113)
dx EI

2
‘fhszT:o (3.114)

Assim como no problema de vibragao de barras, se o pardmetro o for nulo
ou negativo obtém-se solugdes incompativeis com o problema de vibragdo livre ndo
amortecida. Logo, a solugéo das equacgdes (3.113) e (3.114) tomando o parametro a

positivo, ou seja, ag_,;l =x* com x>0, é classicamente dada por:

v(x) = b, sen(xx)+ b, cos(ix )+ b, senh(x )+ b, cosh(xx) (3.115)

T(t)= Ae'™ + Aye™™ =a, sen(a) t)+ a, cos(a) t) (3.116)

Aopd (3.117)
EI

sendo i a unidade imaginaria e, a,, a,, 4,, 4,, b, b,, b; e b, constantes. O
parametro x também é conhecido como numero de onda de flexdo ou da viga
(NORTON, 1989). Aplicando as condigbes de contorno do problema a equagéo
(3.115) surge a equagédo da frequéncia que solucionada fornece as frequéncias
naturais de vibragao (w) da viga.

Ao analisar a equacao (3.115) verifica-se que os termos hiperbdlicos
resultam em valores com magnitude cada vez mais elevada a medida que aumenta
o valor do parametrox . Gartner e Olgac (1982) propuseram entdo a utilizagdo de

uma equagao equivalente a equagao (3.115), na forma:

V(&) = by sen(B.E)+b, cos(8.E )+ bye < + be %) (3.118)
4 2 ,OAL4 474

=W F———=x"L 3.119

B, I ( )

X
£== (3.120)
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onde L é o comprimento da viga. A solugdo espacial da equacgao diferencial nesta
forma apresenta propriedades numéricas superiores as da forma classica (equagao
(3.115)), pois os valores numéricos das fun¢des base estdo todos no intervalo de -1
a +1 para o dominio espacial 0< ¢ <1. Como todos os termos tém magnitude de
ordem um, mesmo para altos modos de vibracdo, os erros de arredondamento
associados as fungdes hiperbdlicas com argumentos elevados sao evitados. Esta
forma alternativa da solugéo espacial geral € adotada nos trabalhos de Leung (1988
e 1990) e, Ganesan e Engels (1991).

No mesmo trabalho, Gartner e Olgac (1982) apresentam os dez primeiros
autovalores [, e os coeficientes b,, b,, b, e b, da equagdo (3.118) para as dez
possibilidades de combinagdo das condicdes de contorno classicas nas
extremidades da viga: engastamento, articulado fixo, engaste mével e extremidade
livre. Cabe salientar que os coeficientes para a viga com uma extremidade articulada
fixa e a outra livre apresentados por Gartner e Olgac (1982), e Leung (1988) estao
incorretos e foram posteriormente corrigidos por Leung (1990).

As condigbes de contorno classicas para as extremidades esquerda (x =0)
e direita (x = L) da viga, respectivamente, séo:

a) Extremidade engastada:

o

7(0,)=0 ¢ — =0 (3.121)
ax x=0
.

v(L,1)=0 e 2o-o (3.122)
a‘x x=L

b) Extremidade simplesmente apoiada:

50,)=0 e M(O,t):(EIZX—‘Zj 0 (3.123)

x=0

=0 (3.124)

x=L

v(L,1)=0 e M(L,t){Ela—z‘zJ
ox
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c) Extremidade tipo engaste mével:

v o
Y Z0 e 00.0)= (EI—V -0 (3.125)
0x| .o ox? »
ov 0 oy
A - Lf)=—|EIZ—~| =0 3.126
ol e O(L1) ™ [ P J » ( )
d) Extremidade livre:
o*v 0%y
M(0,¢) = E]— =0 ¢ 0(0,7)= E]— =0 (3.127)
ox’® > ox’® »
2
M(L,{) = Ela— =0 e O(L1)= Ela—v =0 (3.128)
ox? - ox? .

onde M é o momento fletor e Q é o esfor¢o cortante na extremidade considerada.
Obviamente, estas condi¢des de contorno podem ser combinadas gerando vigas
com condigdes de contorno na extremidade esquerda diferentes da extremidade
direita.

Neste problema, as condi¢cdes de contorno que envolvem deslocamento ou
rotagdo prescritos sdo denominadas essenciais (ou de Dirichlet) e aquelas que
envolvem derivada segunda ou terceira do deslocamento prescritas s&o
denominadas naturais (ou de Neumann) (BECKER; CAREY; ODEN, 1981).

Outras condicbes de contorno nao classicas (naturais gerais) podem ser
consideradas, como o0s apoios elasticos formados por molas transversais e
rotacionais, e as massas concentradas. As condicdes de contorno referentes a

molas transversais e rotacionais nas extremidades s&o:

ov

k,.— 3.129
e REax ( )

0 0%
—k,..v(0,¢ El—
v (0,2) = 8x( o ]X_O
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ov 0%
—k,,—| =El— 3.130
e RD 5 . P ( )

_ o, 0%V
kTDV(L,t) :a(E]ax—zj

= x=L
sendo k,. e k,, as rigidezes das molas transversais (translacionais) e, k. e k,
as rigidezes das molas rotacionais nas extremidades esquerda e direita da viga,
respectivamente.

Para o caso de massas concentradas nas extremidades da viga, as

condi¢des de contorno sao:

O 00 oV g0 (3.131)
Fot| ol et M I I '
o0 0 0% 0%y 0%v

m <Y 9 oY 7 GV ey 3.132

Yo7 8x( 6x2j S k| T (3.132)

ou apos a separagao de variaveis, utilizando a solugao geral temporal (eq. (3.116)):

d d’v dv d*v
m,0*v(0)=—| E[—- -1 . 0*~—~ =EI— 3.133
£ ( ) dx dx? o © L o dx? o ( )

d d*v dv d*v
—m,0*V(L)=—| EI— I 0~ =El— 3.134
b ( ) dx dx? . e tmo dx| _, dx? . ( )

sendo m, e m, as massas concentradas e, /,, e /,; os momentos de inércia de

massa nas extremidades esquerda e direita da viga, respectivamente.

3.4.2 Formulagao variacional

Aplicando o método dos residuos ponderados para desenvolver a forma

integral da equacao (3.109), a solugao v =v(x,t) deve satisfazer:
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O'—nh

(EI —jwdx + J.pA iwabc Jp(x tywdx (3.135)

para fungdes testes admissiveis w = w(x) em qualquer tempo ¢ (O,TfJ.

Integrando a equacéo (3.135) por partes duas vezes, obtém-se:

2— 2—\1¢ L 2— L
Wﬁ EI@_V _@ E[a_‘; I E[a_v 0w ot 0 ;/ :Ipwdx (3.136)
ox Ox? o ox Ox o 0 ox? ) ox? 5 ot 5

Particularizando o problema para o caso de vibragdo livre de viga reta de
Euler-Bernoulli, onde E e p sé&o constantes, e p(x,7) =0, a equagao (3.136) torna-

se:

L
o 8% ow( . 0% o 0% aw 0%
E—|I— || —=—| EI— || +E|| 1 A— dx =0
" 6x( 8xzﬂo ax( ox’ ﬂo j[ 6x2]8x I o (3.137)

Em problemas de vibragcao, admitem-se solucdes periddicas do tipo:

V(x,f) = 'v(x) = (COS(a) t)+i Sen(a) t)) v(x) (3.138)

onde @ € a frequéncia natural de vibragado. A equacgéao (3.138) corresponde a uma
solugdo analitica particular do problema de vibragdo obtido nas equacdes (3.111) e
(3.116).

A vibragao livre de uma viga reta transforma-se entdo em um problema de
autovalores na forma variacional: encontrar um par (x%,v), com veH?(0,L)

satisfazendo as condi¢des de contorno, e 4 € R, tal que:

d( a\| aw( . d\| L dv)dw
wE | 5~ EI— +Ej 15 |5
dx\ dx o dx dx? ol dx® ) dx

(3.139)
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para fungbes testes admissiveis we H*(0,L), onde A=w” corresponde ao
parametro de acoplamento espacgo-tempo. A equagédo (3.139) também pode ser

descrita na forma:

B(v,w) =4 F(v,w) (3.140)

onde B:H?*xH?+— R e F:H?xH’”— R sao formas bilineares.
Para qualquer combinacdo das condi¢des de contorno classicas (egs.

(3.121) a (3.128), as formas bilineares tomam a forma:

d*v d*w
2 dx?

B(v,w) Ejl (3.141)

F(v,w)=p j Avwdx (3.142)

Aplicando-se as condi¢gdes de contorno de apoio elastico (molas) (egs.

(3.129) e (3.130)), a forma bilinear B(v,w) torna-se:

Blv,w)=E j 1d vdw e OWO) + kg (L)L) + iy 2 dv Zw
X
=0 (3.143)
dv daw
+kpp—
dx| _, dx

Por outro lado, com a aplicacdo das condi¢cdes de contorno de massas concentradas

(egs. (3.133) e (3.134)), a forma bilinear F(v,w) torna-se:

F(v w pJ. Avwdx +m v(0)w(0) + m,v(L)W(L) + 1, Zv ccllw
x
” (3.144)
dv dw
+ ImD
dx dx
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A aproximagao do problema de vibragao livre de vigas retas por elementos
finitos consiste em reescrever a forma variacional do problema (eq. (3.140)) em um
subespago aproximado H" c H?(0,L). O problema de autovalores aproximado

transforma-se em: encontrar 1, eR e v, € H"(0,L) tal que

BWv,,w,)=4,F(v,,w,) vw, e H" (3.145)

Novamente, a solucdo aproximada v, (x) pode ser escrita, na forma discreta

em uma base N-dimensional, na seguinte forma:

v, (x) = ZN]v,vﬁj (x) (3.146)

onde ¢, séo fungbes de base globais do subespacgo H" e v, s80 os respectivos
graus de liberdade. Substituindo a equagao (3.146) na equacao (3.145) e fazendo
w,=¢, i=12,...,N, obtém-se, para qualquer combinagédo de condigbes de

contorno classicas e ndo classicas:

¢, 0%, 0%, dg| 4,
B[ 175 e O8,0) ki (D, (D + b

+
N
Z x=0 x=0
=

Flek, 2 S
dx |, dx x=L
) " dd. (3.147)
p,[A¢i¢jdx +my@, (0)¢j )+ mp, (L)¢j (L) + ImEd;é %

J

ul 0
Y,
j=1

| de.
+1mD% ﬁ
dx|._, dx|_,
, 1=12,...,N

que corresponde a um problema de autovalores generalizado com a mesma forma
matricial (matrizes de massa e rigidez) do problema de vibragéo axial de barras (eq.

(3.74)).
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3.4.3 Solugdes aproximadas

3.4.3.1 Método dos elementos finitos

No Método dos Elementos Finitos, a contribuicdo de cada elemento através
dos coeficientes da matriz de rigidez elementar (k) e dos coeficientes da matriz de

massa elementar (m; ), s&o agora obtidos por:

e az e 21//8 e e e e
ki = B [ 10— det kgt O (0) + koo (L) (L) +
Q@
) 3.148
p Ayl 4y dy;| dv; 3149
R dx L, dx 0 dx ,, dx
x= x= x=L, x=L,
e e e e e e e d le dl//e
mg = p [ Ay iy idermap! O ©) +myp (L)W (L) + 1, o —H +
o, de | dx o
. (3.149)
+I dl//ie dwl
mD dx » dx
x=L, x=L,

onde a funcdo de forma local y; é a restricdo da funcdo de base ¢, no elemento Q,
e L, é o comprimento do elemento.

Utilizando o MEF convencional para o elemento de viga prismatica (figura
3.7) com dois graus de liberdade por nd, a solugdo aproximada no dominio do

elemento mestre Q,(0,1) pode ser definida como:

VLEF(EZ):‘//f(‘f)Vl+‘//2€(§)91+'//3€(9€)V2 ‘H//:(f)‘gz (3.150)

ou em forma matricial:

wer(§)=N'q (3.151)

onde
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X
f—L—g (3.152)
N =lyr s v vl (3.153)
q =, 6 v, 6,] (3.154)

L, € o comprimento do elemento, v, e v, sdo os deslocamentos nodais e, 6; e 6> séo

as rotagdes nodais (graus de liberdade nodais).

¥i
Y Yy |
o (P e
no 1 nd 2
1

FIGURA 3.7 — ELEMENTO DE VIGA

Utilizando como fungdes de forma locais os polinbmios de Hermite obtidos
através do meétodo descrito por Augarde (1998), a partir dos polinbmios de

Lagrange, obtém-se:
NT=[l-382+28° L (e-2£2+&%) 3g2-288 [ (& -¢2) (3.155)
e garante-se que a solugédo pertence ao espaco H>.

3.4.3.1.1 Refinamento p hierarquico

Da mesma forma como para o elemento de barra, o refinamento p
hierarquico do MEF pode ser obtido pela adigdo sistematica de um novo né entre
cada par de nés existentes no elemento utilizado no nivel de refinamento anterior.
As fungdes de forma do nivel anterior sdo mantidas e apenas as fungbes de forma
de ordem superior relativas aos novos nos sdo acrescentadas.

Utilizando este procedimento, as novas fungdes de forma de Hermite para
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um elemento de viga de trés nos obtido a partir do elemento de viga de dois nos

(figura 3.7) no refinamento p séo:

we =165 —325° 1167 (3.156)
e =L,(165° —40£* +325° ~852) (3.157)

Dois novos graus de liberdade u; € 6; surgem no modelo, porém nao correspondem
ao deslocamento e a rotagdao do novo né.

Novas bases locais hierarquicamente superiores sdo obtidas pela adigdo de
novos nés ao dominio do elemento desde que sejam mantidas as fungdes de forma

dos niveis anteriores.

3.4.3.2 Método dos elementos finitos spline

No Método dos Elementos Finitos Spline (MEFS), apresentado por Leung e
Au (1990), o elemento de viga é dividido em m trechos iguais, sendo m um numero
inteiro positivo. A solugéo aproximada para o MEFS no dominio do elemento de viga

tem a forma:

1

e M=
vy = _Z_lal.l//l. (3.158)

l

onde cada fung&o de forma y, é uma fungéo Bs-spline n&o nula sobre quatro trechos

consecutivos de mesma dimenséo / (figura 3.8), tendo o né x = x; como centro, e

definida por:
0 xX<Xx.,
(x —Xi2 )3 Xip SXS X,
1 |AP+3r%(x—x,)+3h(x—x, ) -3(x-x_) x_,<x<x,
Vi=—"39,3 2 3 (3159)
6n° | A +3h (xi+l - x)+ Bh(xi+1 - x) (x—x) X <x <y,
(xi+2 —X)3 Xiv Sx< Xiv2
0 X, <X
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. O . 0 B non ol dal el alnln
| |

m segies
k 1

(a) (b)

FIGURA 3.8 — (a) FUNCAO B;-SPLINE TiPICA; (b) BASE DE FUNCOES B;-SPLINE
FONTE: LEUNG E AU (1990)

Logo, existem m + 3 parametros ¢, para definir o campo de deslocamentos, sendo
apenas m - 1 parametros associados a pontos interiores ao elemento. Leung e Au
(1990) desenvolveram uma transformacgao, baseada nas expressdes que descrevem
os graus de liberdade nodais em funcdo dos parametros «,, para modificar os
parametros spline em coordenadas fisicas de modo a permitir a imposi¢do das

condi¢des de contorno pelos procedimentos do MEF convencional.

3.4.3.3 Métodos enriquecidos

A solugcdo aproximada para os métodos enriquecidos no dominio do

elemento mestre de uma viga é definida por:

Vi = Vigr + vZ‘NRJQ (3.160)

ou na forma matricial:

vi =N"q+0"¢c (3.161)

onde v,,. € o campo de deslocamentos do MEF baseado nos graus de liberdade

nodais, v, € 0 campo de deslocamentos enriquecido baseado em graus de

liberdade de campo, q corresponde ao vetor de graus de liberdade nodais do
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elemento de dois nés do MEF convencional (eq.(3.154)), o vetor N contém as
funcdes de forma do MEF obtidas na equagéo (3.155), @ é o vetor de fungdes
enriquecedoras e ¢ é o vetor de deslocamentos (graus de liberdade) de campo. Os

vetores @ e ¢ podem ser definidos por:

o0'¢)=[F F, ... F .. F] (3.162)
¢ =l ¢, - ¢ (3.163)

onde F;,. sao as fungdes enriquecedoras e ¢; sdo os graus de liberdade de campo.

3.4.3.3.1 Método dos modos admissiveis

O Método dos Modos Admissiveis (MMA), desenvolvido por Engels (1992) e,
Ganesan e Engels (1992), utiliza modos admissiveis restritos na interface como
fungdes enriquecedoras. Diferentes modelos hierarquicos podem ser obtidos
dependendo dos modos admissiveis escolhidos.

Engels (1992) utilizou os modos analiticos normais de vibracao livre de uma
viga de Euler-Bernoulli bi-engastada, em sua forma classica e normalizados em
relacdo a massa, como modos admissiveis restritos na interface, obtendo entéo as

fungdes enriquecedoras:

F. = ;{senh(ﬂrf)—sen(/ij)—a, [cosh(2,&)—cos(4.8)]} , r=12,... (3.164)

" pdLe?
senh(4, )—sen(4, )
o =
" cosh(4,)—cos(4,)

(3.165)

onde 1. sado autovalores associados a solugdo da viga bi-engastada obtidos pela

solucdo da equacao caracteristica

cos(4, )cosh(4,)-1=0 (3.166)
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A fim de evitar os erros de arredondamento associados as funcgdes
hiperbdlicas com argumentos elevados, Ganesan e Engels (1992) utilizaram os
modos normais analiticos da viga bi-engastada na forma alternativa proposta por
Gartner e Olgac (1982), obtendo as seguintes fungdes de forma equivalentes dos

modos admissiveis:

cos(4,¢)

AV A -4¢ _ (1Y -2, (1-¢)
1+( 1) - Sen(irf)—e ( 1) e r

e
I ETw—— , r=12,... (3.167
1_(_1)re r ( )

onde A sdo autovalores associados a solucdo da viga bi-engastada que

correspondem as raizes da equacéao caracteristica equivalente:

=0 (3.168)

Ganesan e Engels (1992) também propuseram a utilizagdo de fungdes
trigonométricas como fungbes de forma dos modos admissiveis restritos na

interface, na forma:

F. =cos|(r —1)z&] - cos(r +1)7&] ,r=12,... (3.169)

Estas fungcbes sdo admissiveis, uma vez que tanto as fungbes F, quanto suas
derivadas primeiras se anulam no contorno do dominio do elemento. A convergéncia
desta forma do MMA mostrou-se numericamente muito estavel e com taxa de
convergéncia inferior a taxa obtida pelo MMA com modos normais, mas superior a
obtida pelo refinamento h do MEF (GANESAN; ENGELS, 1992).

Os novos graus de liberdade relacionados as fungdes de forma dos modos

admissiveis ndo tém significado fisico direto.
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3.4.3.3.2 Método composto

O Método Composto (MC), proposto por Zeng (1998b), utiliza fungdes

enriquecedoras dadas por:

send, —senhA, e

F o= A &)—senh(A &)—
, =sen(2,&)-senh(2,¢) cos A, —cosh A,

os(4,&)-cosh(2,&)] , r=12,... (3.170)

que correspondem a solugdo do problema de vibragao livre de uma viga de Euler-
Bernoulli bi-engastada e A. s&o autovalores obtidos pela solugdo da equagéo
caracteristica (3.166).

Observa-se que o MC proposto por Zeng (1998b) corresponde ao MMA
proposto por Engels (1992) e, Ganesan e Engels (1992) utilizando como modos
admissiveis os modos normais de vibragdo da viga bi-engastada sem a
normalizagcdo em relagcdo a massa.

Os novos graus de liberdade relacionados as fungdes de forma enriquecidas
nao tém significado fisico direto e foram denominados graus de liberdade ¢ por Zeng

(1998b).

3.4.3.3.3 Método dos elementos finitos p-Fourier

O Método dos Elementos Finitos p-Fourier (MEF Fourier), proposto por
Leung e Chan (1998), utiliza fun¢des enriquecedoras baseadas nas séries de

Fourier e definidas por:
F. = (- &% pen(rze) r=12,... (3.171)

Verifica-se que, assim como para os modos admissiveis restritos na interface do
MMA, as funcbes de forma enriquecedoras do MEF Fourier e do MC, e suas
derivadas primeiras séo nulas em £=0 e &=1. Esta caracteristica confere aos

métodos enriquecidos a vantagem de utilizar os mesmos procedimentos do MEF
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convencional e produzir refinamentos hierarquicos.

3.5 ESTRUTURAS RETICULADAS

Nesta secdo os conceitos apresentados nas seg¢des anteriores para barras,
eixos e vigas sdo estendidos as estruturas reticuladas compostas por trelicas e

porticos planos.

3.5.1 Trelica plana

As trelicas planas correspondem a sistemas formados por barras sujeitas
apenas a deformacdes axiais, portanto cada barra possui comportamento descrito
pela equacado diferencial parcial e formulagcdo variacional de barras retas
apresentado no item 3.2.

Solugdes analiticas de vibracao livre de trelicas raramente sao encontrados
na literatura, portanto sao discutidas aqui apenas as solu¢cdes aproximadas para

estes sistemas estruturais.

3.5.1.1 Solugdes aproximadas

Como as ftrelicas sao conjuntos de barras com eixos longitudinais
geralmente ndo colineares, € necessario utilizar dois sistemas de coordenadas, um
sistema local do elemento e outro global da estrutura, conforme figura 3.9.

As matrizes de rigidez e massa elementares no sistema local sdo as
mesmas matrizes do elemento de barra determinadas conforme equagdes (3.76) e
(3.77). As matrizes baseadas nos sistemas locais devem entdo ser transformadas

para o sistema global antes da solu¢ao do problema.
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FIGURA 3.9 — TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS PARA BARRA DE TRELIGA

A transformacao entre as coordenadas é realizada utilizando-se a seguinte

equacgao:

U=TU (3.172)

onde U s&o as coordenadas (graus de liberdade nodais) no sistema local, U s3o as

coordenadas no sistema global e T é a matriz de transformagéo de coordenadas.
Observando a figura 3.9, onde estdo representados os sistemas local e

global, verifica-se que, no plano:

u.

1

u | |cosy seny 0 0 ||v
w] | 0 0 cosy seny||u, (3.173)

Vi

sendo
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xj. — X,
cosy =

e

seny — nyJ (3.174)

e

L, :\/(xj _xi)z_'_(yj _yi)z

onde (x,,y,) séo as coordenadas do né i e (x/.,y/.) s&o as coordenadas do no6 j do

elemento no sistema global de coordenadas.

3.5.1.1.1 Método dos elementos finitos

Logo, na andlise de trelicas planas pelo MEF as matrizes de rigidez e massa
elementares para o elemento de barra sdo transformadas utilizando-se as seguintes

relagdes:

K, =T'KT (3.175)

M, =T'MT (3.176)

T cosy seny O 0
1o 0 cosy seny

(3.177)
onde K; e Mg sdo as matrizes de rigidez e massa, respectivamente, no sistema

global de coordenadas.

3.5.1.1.2 Métodos enriquecidos

Nos métodos enriquecidos, observa-se que os graus de liberdade de
campo nao sofrem nenhuma alteragdo com a mudancga no sistema de coordenadas,
uma vez que as fungbdes de forma enriquecedoras adotadas por estes métodos nao
alteram o significado fisico dos graus de liberdade nodais. Portanto, a transformacéao

de coordenadas (eq. (3.173)) pode ser assim reescrita:
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ui
u,| [cosy seny 0O 0 {0 0 - 0]|v
u, 0 0 cosy sen;/io 0 - 0fu,
ol 0 0 0 0 110 - 0l|v,
o[ 1o 0 0 0101 - 0l (3.178)
. . L.
: Lo e,
e¢,)] Lo o o 0100 . 1f:
Cﬂ

As matrizes de rigidez e massa no sistema global para os métodos
enriquecidos sao obtidas pelas equagdes (3.175) e (3.176) utilizando a matriz de

transformacé&o obtida da equacao (3.178).

3.5.2 Portico plano

Um portico plano corresponde a um sistema estrutural formado por barras
retas, com deformagdes axiais devidas aos esforcos axiais e deformacdes laterais
devidas a flexdo, contidas em um mesmo plano, mas com eixos longitudinais
geralmente ndo colineares.

As barras do pértico correspondem isoladamente a vigas de Euler-Bernoulli
com acréscimo de deformacao axial. Por tratarem-se, neste estudo, de barras de
material elastico linear sujeitas a pequenas deformagbes e pequenos
deslocamentos, estas deformagdes podem ser separadas em dois grupos
independentes: axiais e laterais.

A solugdo analitica destas estruturas, embora possivel, torna-se inviavel
para estruturas reais formadas por um grande numero de barras, porque as seis
constantes envolvidas nas solu¢des gerais (equacdes (3.49) e (3.115) para barras
uniformes) devem ser determinadas para cada barra da estrutura.

Mesmo para porticos com pequeno numero de barras, a solugcido analitica é
raramente possivel se estas barras forem nao uniformes. Fica portanto evidente que

para estruturas reais € necessaria a utilizacdo de solucdes aproximadas obtidas
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através de métodos numéricos.

3.5.2.1 Solugdes aproximadas

Novamente, devido a néo colinearidade das barras, € necessario o emprego
dos sistemas de coordenadas local e global, como indicado na figura 3.10.

As matrizes de massa e rigidez do elemento de pértico plano sdo obtidas por
superposicdo das matrizes de massa e rigidez dos elementos de barra e viga de
Euler-Bernoulli, obtidos a partir das equacbes (3.73) e (3.147). Para que estas
matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos elementos é

necessaria a transformacgao destas do sistema de coordenadas local para o sistema

de coordenadas global.

X

(a) Sistema de coordenadas local (b) Sistema de coordenadas global

FIGURA 3.10 — TRANSFORMACAO DE COORDENADAS PARA BARRA DE PORTICO

A transformagéo entre as coordenadas é realizada utilizando-se novamente
a equacgao (3.172). Observando a figura 3.10, verifica-se que a relagdo entre os

sistemas de coordenadas local e global para o elemento de pértico plano é:
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u,| [cosy seny 0 O 0 0]y

v —-seny cosy 0 O 0 O0}v

o | o 0 1 0 0 0}6

u,[ | 0 0 0 cosy seny Offu, (3.179)
2 0 0 0 —seny cosy Offv,

0,) L 0 0 0 0 0 1],

sendo
xj—xl.
cosy =
seny === - g (3.180)

e

L, :\/(x_/ _xi)z +(y_i _yi)z

onde (x,,y,) s&o as coordenadas do né i e (xj,yj) sd0 as coordenadas do no j do

elemento no sistema de coordenadas global.

3.5.2.1.1 Método dos elementos finitos

Na analise de vibra¢des de porticos planos pelo MEF, as matrizes de rigidez
e massa elementares para cada barra sdo transformadas utilizando-se as equacgdes

(3.175) e (3.176), e a matriz de transformacao:

[ cosy seny 0 O 0 0

—seny cosy O 0 0 O

| O 0 1 0 0 0
| o0 0 0 cosy seny O (3.181)

0 0 O —seny cosy O

0 0 O 0 0 1
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3.5.2.1.2 Métodos enriquecidos

De maneira analoga aos métodos enriquecidos para trelica, a
transformacgao de coordenadas para o elemento de pértico plano (eq. (3.179)) pode

ser assim reescrita:

u, | [ cosy seny O 0 0 0,0 00 0|l u
v, | |-seny cosy 0 0 0 010 - 00 - 0|l
0, 0 0o 1 0 0 010 00 oll 6
u, 0 0 0 cosy seny 010 00 0||u,
v, 0 0 0 —seny cosy 010 00 0llv,
|0 0 0o 0 0 1i0 - 00 - 01]9,
¢l | 0 0 0 0 0 0[1 00 - 0O, (3.182)
: . L S ||
¢, 0 0 0 0 0 010 10 - 0lle,
c., 0 0 0 0 0 010 1 0l|c,

. | . .

: : : .
cm) | O 0 0 0 0 0:0 0 0 - 1fle,,

sendo ¢, 0s graus de liberdade de campo para deformagéo axial, » 0 nUmero de
fungdes enriquecedoras correspondentes ao elemento de barra, ¢,; os graus de
liberdade de campo para deformacao lateral e m o numero de funcgbes
enriquecedoras correspondentes ao elemento de viga.

Novamente, as matrizes de rigidez e massa no sistema de coordenadas
global para os métodos enriquecidos s&o obtidas pelas equagdes (3.175) e (3.176),

mas utilizando a matriz de transformagéo correspondente a equacgéo (3.182).
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4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS APLICADO A
PROBLEMAS DE VIBRACAO LIVRE

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) € um método de
Galerkin cujo principal objetivo € a construgdo de um subespago de fungdes de
aproximacado de dimenséao finita, usando conhecimento local sobre a solugcdo da
equacao diferencial do problema, que garanta bons resultados locais e globais. O
MEFG surgiu a partir das idéias do Método dos Elementos Finitos da Particdo da
Unidade proposto por Melenk e Babuska (1996), no qual o enriquecimento local do
subespaco de aproximagcao € incorporado através do Método da Particdo da
Unidade.

Neste capitulo sdo apresentadas as bases matematicas do Método da
Particdo da Unidade (MPU) e os elementos generalizados de barra e viga de Euler-

Bernoulli para analise de vibracdes livres.

4.1 BASES MATEMATICAS DO METODO DA PARTIGAO DA UNIDADE

Neste topico é descrito o Método da Particdo da Unidade (MPU) para
construcao de um espaco conforme de aproximacao que € um subespaco do espaco
de Hilbert H'. Porém, o MPU permite a constru¢do de espacos ainda mais suaves
(subespacgos de H*,k >1) ou subespagos de Sobolev W*? de maneira semelhante.

Seja ucH'(Q) a fungdo a ser aproximada e {Q.} um sistema de
subcoberturas sobrepostas que formam uma cobertura aberta do dominio de

interesse Q € R", satisfazendo a condigédo de sobreposicao:

dM  eN talque VxeQ card{i|eri}SMS 4.1)

ou seja, a constante Mg controla o numero maximo de subcoberturas Q. que se
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sobrepbéem em qualquer ponto xe Q. Cabe aqui ressaltar que o conceito de
cobertura também é utilizado nos métodos sem malha. Logo, de maneira geral, a

cobertura {Q,} pode exceder o dominio Q, desde que Q c [{Q, }] (figura 4.1).

FIGURA 4.1 — COBERTURA {Q.} DO DOMINIO Q
FONTE: DUARTE, BABUSKA E ODEN (2000).

Seja ainda, {;,} uma particho da unidade de Lipschitz subordinada a

cobertura {Q,} satisfazendo as condigdes:

sup (n,)= {x eQ |n,(x) = O}c Q] Wi (4.2)
Zni =1sobre Q (4.3)
”771‘ L‘"(R”) < Cw (4-4)
47 |L1(Rn) < C,/diamQ, (4.5)

onde sup(,) indica o suporte de definigdo da fungéo 7,, [Q,] indica o fechamento

da subcobertura Q, e, C, e C, s&o duas constantes. Entdo {r,} é chamada de uma

particio da unidade (Ms, C,, C,) subordinada a cobertura {Q, }.

A condigao de sobreposigao das subcoberturas (equacgao (4.1)) é importante
para garantir que as fungbes 7, formem uma particdo da unidade suficientemente
regular. J& a condigdo da equacgao (4.5) indica a necessidade de se controlar o
gradiente das fungbes particdo da unidade para aproximagdes no espaco H'.

(MELENK; BABUSKA, 1996)
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Existem diversas maneiras de obter as fungdes 7,. Quaisquer fungdes de
forma que reproduzam a unidade no dominio e sejam conformes satisfazem as
condigbes da particdo da unidade. Fan, Liu e Lee (2004) utilizaram funcdes c? que
equivalem as fungdes lineares do MEF. Diversos outros autores também utilizam as
funcdes de forma do MEF como fungbes de particdo da unidade.

De maneira geral, se {z',.} for uma colegao de fungdes cujos suportes sejam

as subcoberturas Q,, entdo a normalizacao

T.

S (4.6)

J

leva a uma particdo da unidade subordinada a cobertura {Qi}, sendo que para um
determinado Q,, o somatorio dado nesta equagdo se estende apenas aos Q) tais
que Q,NQ, #J. As fungbes particdo da unidade obtidas herdam a suavidade das
fungbes 7, permitindo entdo a construgdo de espagos de aproximagdo com maior
regularidade, como subespacos de H?, por exemplo. (MELENK; BABUSKA, 1996)
Se sobre cada subdominio Q, NQ obtém-se um espaco de funcdes
S, cH'(Q, nQ) tal que u pode ser bem aproximado neste subdominio, ent&o o

espaco global § utilizado para aproximar u em Q ¢é obtido por:
Si=z7h S, :{Zni Sij |Si‘f ESz}CHl(Q) (4.7)

ou seja, a solugao aproximada no ponto x do dominio é dada por:

u,(x)=3" > ms/ (x) a, (4.8)

i s/eS;

onde a; séo os graus de liberdade.

Demonstra-se ainda que (MELENK; BABUSKA, 1996): se em cada
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subdominio Q, " Q, u pode ser aproximado por s/ € S, tal que:
o =57], 0y S 61D (4.9)
V=5 20 gy <20 (4.10)

entdo, a solugdo aproximada u, descrita na equacao (4.8) satisfaz:

Y2

”u _uh"LZ(Q) < \/M_Scoo (z ‘912 (1)] (4.11)
2 12

oy SV {Z( -CG J 512(1')+Ci<922(i)} (4.12)

—~\ diamQ,

||V(u—uh)

Este teorema estabelece que o espago global S herda as propriedades de
aproximagao dos espacgos locais S;, ou seja, u pode ser aproximado em Q pelas
funcdes de S tdo bem quanto pode ser aproximado em Q, pelo espago local ;. O
espago global S ainda herda a suavidade da partigdo da unidade e tem garantia de
conformidade.

Segundo Melenk e Babuska (1996), uma condigao minima para a escolha do
sistema de fungbes de aproximacao, além da boa aproximacgéo local, é que este seja
denso no conjunto de todas as solugbes da equacédo diferencial a ser resolvida.
Observa-se entretanto que este sistema nao € unico. A escolha de um sistema em
particular depende entdo de aspectos praticos, como o custo de construcdo das
matrizes, e aspectos tedricos, como a otimalidade do sistema.

Verifica-se que o MPU permite a construgcdo de um espaco conforme de
aproximagdo com a regularidade desejada, independente dos espagos de
aproximacao locais, sem, no entanto, sacrificar as propriedades aproximadoras
destes espagos. Uma malha de elementos, na forma como é empregada no MEF,
também nao precisa ser construida, embora seja utilizada no MEFG. Outras formas

de construgdo da cobertura {Q,} s&o empregadas nos métodos sem malha
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baseados no MPU.

No MEFG a cobertura {Q,} corresponde & malha de elementos finitos e as
subcoberturas Q, correspondem a subdominios de Q formados pela unido dos
elementos que compartiham o né x; como se pode observar no exemplo de
elementos unidimensionais, indicado na figura 4.2, tendo como fungdes particdo da
unidade as fung¢des de forma lineares globais do MEF convencional. Verifica-se que,
no caso de elementos unidimensionais com as subcoberturas indicadas na figura
4.2, a condicao da equacao (4.1) é verificada com constante de sobreposicao Ms = 2

uniforme em todo o dominio.

suporte de 7,

FIGURA 4.2 — SUBDOMINIOS E FUNCOES PARTICAO DA UNIDADE PARA MALHA DE
ELEMENTOS UNIDIMENSIONAIS DO MEFG

Uma das principais dificuldades enfrentadas na implementagdo dos métodos
baseados no MPU é a imposicdo das condigdes de contorno essenciais, uma vez
que os graus de liberdade da aproximagao do MPU nem sempre coincidem com os
graus de liberdade nodais do MEF convencional, ou seja, uh(x,.);tu,.. Em muitos
trabalhos apresentados na literatura, a imposi¢cao das condi¢cdes de contorno tem
sido executada através da degeneragdo do espago de fungdes aproximadoras na
subcobertura (subdominio) que contém o né afetado ou, pela utilizagdo de métodos
de penalidades ou de multiplicadores de Lagrange. Estas solugdes restringem a

generalidade dos procedimentos a um grupo limitado de problemas.

Nas proximas secbes estdo descritas as funcbes particido da unidade e as

funcdes de aproximacao local propostas neste trabalho, além da forma de imposi¢cao
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das condicdes de contorno.

4.2 ELEMENTO GENERALIZADO DE BARRA RETA

Ao observar a forma fraca do problema de vibragao livre de barras retas
apresentado no capitulo 3 (eq. (3.65)), verifica-se a necessidade de que o espacgo de
funcbes de aproximacdo global empregado seja subespaco de H'. Neste caso
utilizam-se como particdo da unidade as funcdes de forma lineares do MEF
convencional para barras que, no subdominio Q, =(x,,,x,,) podem ser descritas

por:

1+ : sexe(x,,x,)
g =1 T (4.13)

1- ! sexe(x,x,,)

Dois sistemas de fungbes aproximadoras locais sdo propostas e analisadas
através de diferentes exemplos de aplicagdo. Para garantir que as condigdes de
contorno essenciais possam ser aplicadas diretamente pela restricido dos graus de
liberdade nodais, assim como ocorre no MEF, o espaco de aproximacao local é
construido a partir da expansao de um sistema de fungbes constituido da unidade e
de outras fungdes, denominadas de funcbes enriquecedoras. As funcoes
enriquecedoras selecionadas se anulam no no x; do subdominio Q, e representam o
comportamento local da solugdo da equagao diferencial governante. A funcéo
unitaria permite que o espago de aproximacao do MEF linear para barras esteja
contido no espaco aproximagéao global do MEFG. Por outro lado, a caracteristica das
fungdes enriquecedoras se anularem no nd x; garante que os graus de liberdade
associados ao MEF (graus de liberdade nodais) preservem seu significado fisico.
Cabe ainda ressaltar que o elemento generalizado de barra reta pode ser também
utilizado na analise de vibragdes livres torcionais de eixos circulares devido ao fato

destes problemas serem matematicamente idénticos.
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A primeira alternativa, denominada de MEFG-1 nos exemplos do proximo
capitulo, consiste na utilizagdo das fungdes enriquecedoras empregadas no MC para
barras e que correspondem a uma solugcao particular da equacao diferencial que
esta sendo resolvida (eq. (3.48)). Neste caso o espago de aproximagao local no

subdominio Q, = (x,,,x,,,) pode ser escrito como:

S,=span 1y, v, f  J=12...n (4.14)

sen| jro— 1| e xe(x_,x)
7y = X, =X, - (4.15)

Ol se xel(x,x,,)
0 se xe(xifl,xl.)

(4.16)

= . x-—x,
V2 sen(ﬂz se xe(x,x.,)
Xiq — X,

i X
onde span{ 1 oy, 7y } indica o espago gerado pelo conjunto de fungbes
{ T2y } e, n; € o numero de niveis de enriquecimento.

A figura 4.3 apresenta a funcdo particdo da unidade e as fungbes que
compdem o espago de aproximagao local do MEFG-1 no subdominio Q, = (1,3) com
x,=2emnm=1.

Observa-se que o MEFG-1 proposto pode ser escrito também na forma de
um método enriquecido, cuja solugdo aproximada no dominio do elemento mestre de

dois nés Q,(0,1) é dada por:

”Z(‘f)zu;mv +uZ‘NR1Q (4.17)
“fm(?):;m(f) u, (4.18)
MZNRIQ(é:): 2”1(5{27,(5) aij:| (4.19)
n=1-¢ (4.20)
=4 (4.21)

7; =sen(jxs) ,  J=12,...,m, (4.22)
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onde 7, s@o as fungdes particédo da unidade, y; séo as fungbes enriquecedoras, 1, €
0 numero de niveis de enriquecimento, u; sdo os deslocamentos nodais (graus de
liberdade nodais) e a; s&o os graus de liberdade de campo associados as fungdes

enriquecedoras y ;.

1 11
0.8 0.5
06 06
0.4 0.4
027 021
B i S e e B L S I:I_' LA DL R N L B B R Trrrrrrr
12 16 2 24 28 12 16 2 24 28
L : : i_
particéo da unidade: 7}, 8= ¥
21 11
15 0.8
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1 0.4
057 0.9
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kA
1 3_
s =1 8 =V

FIGURA 4.3 — FUNGAO PARTICAO DA UNIDADE E ESPACO DE APROXIMAGCAO LOCAL DO
MEFG-1 PARA O ELEMENTO DE BARRA RETA NO SUBDOMINIO (1,3), COM n, =1

Os primeiros resultados obtidos para estas fungbes enriquecedoras na
analise de vibragao livre de uma barra fixa e livre foram apresentados no trabalho de
Arndt, Machado e Scremin (2007).

Observando a solugéo analitica de uma barra reta uniforme (equacgdes (3.49)
a (3.51)), verifica-se que a solugao espacial do problema esta contida no espago de

fungdes X dado por:

X = spanisen(x,x) cos(x,x)} (4.23)

k= |2 (4.24)
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onde £ € o médulo de elasticidade longitudinal, p € a massa especifica e w, € a
frequéncia natural de ordem i obtida pela imposicdo das condi¢cdes de contorno.
Cabe destacar também que este espaco de funcgbes corresponde ao nucleo do
operador diferencial de segunda ordem associado a equacgao diferencial ordinaria
que descreve a parcela espacial do problema (eq. (3.48)).

A partir do espago dado na equacéao (4.23), propde-se outra forma para o
elemento de barra do MEFG, denominado MEFG-2 nos exemplos do préximo
capitulo, onde o espago de aproximagao local no subdominio Q, = (x,._l, ,+1) toma a

forma:

Si=spaml 1 v, va @y @ s J=L12,..m, (4.25)
_ 0 se xe(x,,,x)
i = sen[ﬂdl x x)] se xe(,

{sen[ﬂq x— x ] se xe(xll,x)

) (4.26)

e velnox) 20
) 0 se xe(x.x) 4.28
(/A Cos[ﬁd x x ] 1 se XE(, ,+1) 429

(x - x] 1 se xel(x,x) (4.29)

se xe(x,x,)

B, = \/7 (4.30)
B, = \/; u, (4.31)

onde E; e p; sao o moédulo de elasticidade e a massa especifica da barra no
subdominio (x,,x,,,), E. e p. sdo o médulo de elasticidade e a massa especifica da
barra no subdominio (x,,,x,), e u, € a frequéncia associada ao nivel de
enriquecimento j.

A figura 4.4 apresenta a funcdo particdo da unidade e as fungbes que
compdem o espago de aproximacao local do MEFG-2 no subdominio Q, = (1,3) com

=2,m=1e B, =B,=37/2.
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FIGURA 4.4 — FUNGAO PARTICAO DA UNIDADE E ESPAGO DE APROXIMAQAO LOCAL DO
MEFG-2 PARA O ELEMENTO DE BARRA RETA NO SUBDOMINIO (1,3), COM n, =1

O MEFG-2 escrito na forma de um método enriquecido (equagéao (4.17)), no

dominio do elemento mestre de dois nds, apresenta-se da seguinte forma:

2

e (€)= 37(6) 32
uZ‘NRIQ 277, {il( i a; +o; (‘f) bij )} (4.33)

onde 7, sdo as fungdes particdo da unidade (equacgdes (4.20) e (4.21)), 7, e ¢, s@o

as funcdes enriquecedoras dadas por:

7., =sen(B,L.¢) (4.34)
Vo = sen(/i‘jLe (£-1) (4.35)
¢, =cos(f,L,E)-1 (4.36)
@, =cos(B,L,(E-1))-1, j=12,..,n, (4.37)

B, \f ; (4.38)
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sendo que n; € o numero de niveis de enriquecimento, L., E e p sdo o comprimento,
0 modulo de elasticidade e a massa especifica do elemento, respectivamente, u; sdo
os deslocamentos nodais (graus de liberdade nodais), a; e b; s&o os graus de
liberdade de campo associados as fungbes enriquecedoras y, € ¢,
respectivamente, e x; € a frequéncia associada ao nivel de enriquecimento ;.

A figura 4.5 apresenta as fungdes particdo da unidade e enriquecedoras do

MEFG-2 como apresentadas no dominio do elemento mestre (equacdes (4.34) a

(4.38)).
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FIGURA 4.5 — FUNGOES PARTICAO DA UNIDADE E ENRIQUECEDORAS DO ELEMENTO
MESTRE DE BARRA RETA DO MEFG-2, PARAj=1,L,=1E p;=3n/2
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As fungdes enriquecedoras (equagoes (4.26) a (4.29) ou (4.34) a (4.37)) sao
obtidas a partir da solugdo fundamental da equacado diferencial governante da
vibracdo livre de uma barra uniforme, a fim de incluir algum conhecimento sobre a
equacao diferencial sendo solucionada. Tais fungdes sédo escolhidas de maneira a
garantir que as fung¢des de forma geradas pelo MEFG tenham suporte compacto no
dominio do elemento, conduzindo entdo a uma solugdo com continuidade global. A
técnica de deslocamento (subtragcdo da unidade) da funcao enriquecedora utilizada
nas fungbes ¢, também € empregada por Gracie, Ventura e Belytschko (2007) para
facilitar a imposicao de condi¢cdes de contorno de deslocamentos prescritos, ou seja,
u,(x;)=u,. Desta forma, a imposi¢do das condigdes de contorno segue 0s mesmos
procedimentos do MEF convencional. As fungdes enriquecedoras ainda incorporam
propriedades geométricas e mecénicas dos elementos, uma vez que sao
dependentes do comprimento do elemento e do parametro j,, que por sua vez €
funcdo da densidade e do médulo de elasticidade do elemento considerado. Os
coeficientes S, do MEFG-2 s&o termos de acoplamento entre as parcelas espacial e
temporal da equacéo diferencial governante.

No método proposto, as fungdes enriquecedoras (y; € ¢;) € seus respectivos
graus de liberdade de campo (a; e b;) séo associados a cada elemento. Por outro
lado, cada grau de liberdade nodal (u#;) € associado a um nd, como no MEF
convencional. Logo, na montagem das matrizes de rigidez e massa globais ndo ha
acoplamentos dos graus de liberdade de campo (a; e b;) como ocorre com 0s graus
de liberdade nodais de elementos ligados a nés comuns. Este aspecto permite maior
flexibilidade de aproximacado do método e elimina a necessidade de rotacdao destes
graus de liberdade de um sistema de coordenadas locais para o sistema de
coordenadas globais na andlise de barras inclinadas e trelicas. Cabe ainda destacar
que os graus de liberdade de campo (a; e b;) ndo tém qualquer significado fisico
direto.

Alguns dos primeiros resultados obtidos pelo MEFG-2 na analise de vibragéo

livre de barras e trelicas foram apresentados nos trabalhos de Arndt, Machado e
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Scremin (2008a, 2008b).

Pode-se notar que quando y, =0 e ¢, =0, ou n, =0, o MEFG corresponde
ao MEF convencional. Cabe ainda destacar que a parcela enriquecida da solucéo
aproximada do MEFG, u;,,,,, € diferente da adotada no MMA e no MC.

O método proposto permite um refinamento h, para um numero fixo de niveis
de enriquecimentos (#;), aumentando-se o numero de elementos da malha. Também
€ possivel obter um refinamento p hierarquico com o aumento do numero de niveis

de enriqguecimento n,.

4.2.1 Refinamento adaptativo

Neste trabalho também é proposto um refinamento adaptativo utilizando o
MEFG-2. A idéia principal do Método dos Elementos Finitos Generalizados
Adaptativo (MEFG Adaptativo) é similar ao processo do quociente de Rayleigh para
determinar um autovalor especifico. O quociente de Rayleigh € um escalar 4. dado

por (MEIROVITCH, 1975; CHOPRA, 1995):

T
_u.Ku,

1 =
u'Mu,

»

(4.39)

onde K e M sdo as matrizes de rigidez e massa do sistema analisado,
respectivamente. Demonstra-se que, se um vetor arbitrario u, coincide com um dos
autovetores do sistema, entdo o quociente A se reduz ao autovalor associado. Este
quociente tem valores estacionarios na vizinhanga do sistema de autovetores, logo
pode ser aplicado iterativamente para refinar um autovalor a partir de um autovetor
usado anteriormente como tentativa.

O MEFG Adaptativo € um processo iterativo cujo principal objetivo é
aumentar a precisdo de uma frequéncia (autovalor) relacionada a um modo de vibrar
escolhido, cuja ordem é aqui denominada de “ordem alvo”. O fluxograma com blocos

A a H apresentado na figura 4.6 representa o processo adaptativo. Neste
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=0’ é

alvo

fluxograma, wq, corresponde a frequéncia relacionada ao modo alvo e 4

alvo

o autovalor associado.

(A) Escolha do modo de vibragédo
alvo
alvo = ordem do modo escolhido

A
(B) Solucéo via MEF (MEFG n; = 0)
malha com ng/ >= alvo
Obtém-se Walvo,MEF

v
©) i=1

Malvo.i = Malvo,MEF

'

(D) i=i+l

v

(E) Solugdo via MEFG
n=1€ H1 = aivo,it
Obtém-se Malvo,MEFG

A

v

(F Malvo,i = Walvo,MEFG

A

(G) Teste de Convergéncia
|®aivo,i - anvoia| <tolerancia?

SIM

A
(H) Fim do Processo

Apresentacdo dos
Resultados

FIGURA 4.6 — FLUXOGRAMA DO MEFG ADAPTATIVO

O primeiro passo do processo adaptativo do MEFG (blocos A a C) consiste
na obtengdo de uma primeira aproximacdo da frequéncia alvo pelo MEF
convencional (MEFG com n, =0). A malha de elementos finitos usada na analise
deve ser refinada o suficiente para capturar uma primeira aproximacao da frequéncia

alvo. Para tanto, basta utilizar uma malha com numero de graus de liberdade (ng/)
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efetivos, apds a introdugdo das condigdes de contorno, igual ou maior que a ordem
da frequéncia alvo, e que seja capaz de representar a geometria do problema. Os
passos subsequentes (blocos D a G) consistem na aplicagdo do MEFG com apenas
um nivel de enriquecimento (n, =1), para a mesma malha de elementos finitos,
utilizando como frequéncia x; (j = 1, blocos D e E) das fungdes enriquecedoras
(equacgdes (4.34) a (4.37)) a frequéncia alvo obtida no passo anterior. Ao longo do
processo iterativo nenhum refinamento da malha é realizado.

Tanto o MEF convencional quanto o MEFG Adaptativo permitem obter a
cada analise tantas frequéncias quantos forem os graus de liberdade efetivos do
modelo. Entretanto, devido as caracteristicas de adaptatividade a frequéncia alvo do
MEFG Adaptativo, para cada frequéncia que se deseja determinar através deste
processo € necessario executar uma nova analise diferente tomando-a como

frequéncia alvo.

4.2.2 Refinamento p adaptativo

O refinamento p adaptativo do MEFG surge diretamente pelo aumento
gradativo do numero de niveis de enriquecimento (n;) em cada etapa do processo de
refinamento. A figura 4.7 apresenta o fluxograma do processo p adaptativo proposto.
Neste fluxograma @; corresponde a frequéncia natural de ordem i.

Diferentemente do MEFG Adaptativo, o refinamento p adaptativo permite
melhorar gradativamente a precisédo de todas as frequéncias obtidas na analise.

O elemento generalizado de trelica plana é obtido através do mesmo
procedimento utilizado pelos métodos enriquecidos e descrito na secdo 3.5.1 do

capitulo 3.
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Escolha do grau de
enriquecimento 7; ... €
do erro maximo e, .,

i=0

A

Solugdo via MEF
(MEFG com n;=0)
Obtém-se o,

A
izi+l |<—

\ 4
Solugdo via MEFG

n=ieW=o; NAO
Obtém-se 4,

A
Teste de Parada
i = Nypmay ? OU —
erro < €,y ?

SIM

A
Fim do Processo

Apresentacéo dos
Resultados

FIGURA 4.7 — FLUXOGRAMA DO REFINAMENTO p ADAPTATIVO DO MEFG

4.3 ELEMENTO GENERALIZADO DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

Para a analise da vibragao livre de vigas de Euler-Bernoulli pelo MEFG sao
propostos trés sistemas de fungdes aproximadoras locais para os refinamentos h e p
e um sistema diferente destes para o processo adaptativo. O comportamento destas
versdes do MEFG é analisado através de diferentes exemplos de aplicagédo no
préximo capitulo.

Para garantir que as condi¢des de contorno essenciais possam ser
aplicadas diretamente pela restricdo dos graus de liberdade nodais, assim como

ocorre no MEF, o espaco de aproximagao local & construido de forma a gerar
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funcdes de forma relacionadas ao MEF convencional e fungbes de forma
enriquecidas. As funcbes de forma enriquecidas e suas derivadas primeiras devem
ser nulas nos nés de cada elemento para garantir que os graus de liberdade
associados ao MEF (graus de liberdade nodais) preservem seu significado fisico.

Ao observar a forma fraca do problema de vibragao livre de vigas retas de
Euler-Bernoulli apresentada no capitulo 3 (eq. (3.139), verifica-se a necessidade de
que o espaco de funcdes de aproximacéo global empregado seja subespaco de H?.

Como primeira alternativa propde-se a utilizagdo das mesmas fungdes de
particdo da unidade lineares do elemento de barra apresentadas na equacgao (4.13)).
Neste caso € necessario que o espaco de fungdes de aproximagéao local escolhido
garanta a regularidade necessaria do espacgo global. Para garantir a imposi¢ao das
condi¢cdes de contorno pelos procedimentos do MEF, como ocorre com os métodos
enriquecidos, é necessario que o sistema de aproximacodes locais contenha fungdes
que reproduzam as funcdes de forma do MEF convencional. O espaco de

aproximagao local no subdominio Q. =(x, ,,x,,) toma ent&o a forma:

S,‘ :Span{ 1 ¢2 7’1j 72j }, ] :1,2,...,1’1/ (440)
2
3x—xl._1 _Z(X_xi_l] se xe(xi_l,x,-)
¢1 _ xl- xi—l xl‘ xi—l ) (441)
14 5% _2[ X—X, J se xe(x,-,le)
Xigg =X Xig =X
r 2
(X_Xi_l J - = (xi _x,'_l) se xe (xi—l’xi)
X, — X4 Xp = Xig
5l ] (4.42)
— _( - j (x”l_x,-) se xe(x[’le)
xt+l _xi le _xi

onde y,; e y,; séo as fungdes enriquecedoras.

Escrevendo a solugdo aproximada no dominio do elemento mestre de dois

nés Q,(0,1), na forma dos métodos enriquecidos (equagao (4.17)), obtém-se:



VZ (f) = V]T/IEF + VZ‘NRIQ (4.43)
Vier (€)= 28 (,(6) v +4,() 6) (4.44)
VZNR]Q(g):ZUi(f{i}/j({:) ag;‘i| (4.45)
B =2 +E+1 (4.46)
¢12 = 35 - 252 (4-47)
bn="L.(-¢7) (4.48)
bp =L &) (4.49)

onde 7, sdo as fungdes particdo da unidade lineares (equacdes (4.20) e (4.21)), ¢, e
¢,, as fungbes associadas aos graus de liberdade nodais, y, as fungdes
enriquecedoras, n; 0 numero de niveis de enriquecimento, vj os deslocamentos
nodais, 6; as rotagbes nodais e a; os graus de liberdade de campo associados as
fungdes enriquecedoras. Como fungbes enriquecedoras podem ser utilizadas
quaisquer fungdes que garantam a regularidade necessaria, permitam a imposigao
das condi¢des de contorno pelos procedimentos do MEF e contenham informagdes
sobre a solugao da equacéo diferencial, como as associadas ao MMA e ao MC.
Apresenta-se, a seguir, uma primeira alternativa de fungdes enriquecedoras
para o MEFG utilizando as mesmas fungdes analiticas empregadas no MC, que sao,
no espacgo de fungbes aproximadoras locais do MPU (eq. (4.40)) do subdominio

Q, =(x,,,x,,), as seguintes:

X—X. X—X.
sen| A, ——|-senh| 1, ——= |+
X T X X T X
Vi = X—X, X—X,
—a,|cos A, —* |—cosh| A, ——=
' X =X CX T X,

0 se xe(x,x

se xe(x,,x,)

(4.50)

i+l



Yoy =

sen/lj —senhij

a; =
cosif —cosh/ii

ou, no dominio do elemento mestre (eq. (4.43)):

0 se xe(x,._l,x,.)

X— X, X—X
sen ﬂj L |—senh /1j L+
Xiyg =X Xivg —X;

X—X. X—X
-a, cos(/i ; ! J - cosh[/il.
' S X X S X

7= sen(/ljgf)— senh(ﬂjg)— a; [cos(/ljgf)— cosh(/ljf)J
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(4.52)

(4.53)

sendo 1, os autovalores obtidos pela solugao da equagao caracteristica dada na

equacao (3.166). Esta versao do MEFG sera doravante indicada pela sigla MEFG

MC.

Outra alternativa para as funcdes enriquecedoras é a utilizagcao das funcoes

de forma dos modos normais utilizadas no MMA, sem normalizacdo, que séo, no

espaco de fungbes aproximadoras locais do MPU (eq. (4.40)), as seguintes:

1+(-1)e™
COS(/IjZl)_l—E—l;jeZ’ sen(/ljzl)+
Y, = o hA (_ 1),' e—/lj(l—zl)
1-(-1ye™
0 se xel(x,x,)
2= X=X,
Xi =X
0 se xe(xl._l,x,.)
1Y e
cos(ijzz)—%sen(ﬂjzzﬁ
Va) = 1-(-1)e
e-/l/z2 (_1)1‘6—/1/(1—22)
 1-(-1Ye”
X — X,
Z, =
X —X;

se xe(x,,x,)

se

x e (x,x,)

(4.54)

(4.55)
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ou, no dominio do elemento mestre (eq. (4.43)):

1 -1 Jo A -2;¢ —(=1 J 7}"]’(175)
7 =cos(lj§)—;(—)fijsen(/1j§)— ¢ e

—(-1Ye

(4.56)

onde A, sdo autovalores obtidos pela solugéo da equagéo caracteristica
dada na equacéo (3.168). Esta versdo do MEFG sera doravante indicada pela sigla
MEFG MMA. O MEFG MC e o MEFG MMA séao equivalentes, pois diferem apenas
na forma em que as fungdes enriquecedoras sdo expressas. A
figura 4.8 apresenta a funcao particdo da unidade e as fungbes que compdem o
espago de aproximacao local do MEFG MC e MEFG MMA no subdominio Q, = (1,3)

com x;=2en;=1.

“]_
05 13 021
' 081 0.1
0.6 05 o
0.4 3
0.2 - 013
12 18 % 24 28 12 1B % 2428 12 18 % 24 28
particéo da unidade: 7, s=¢ s=¢
o i — ¥ i
1 015
0a8 0.1
05 0.057
- D-
0.4 0.05
02 01
D_ T T T T T '015 T T T T T
2718 324 28 127182 24 e
1 7
produto 7..5; produto 7}, S,
164 164
1.24 1.2
06 057
0.44 0.4
1 S .
12718 2 24 28 12 18 2 24 28
3 4
5 =0 5 =¥

FIGURA 4.8 — FUNGAO PARTICAO DA UNIDADE E ESPAGO DE APROXIMAGCAO LOCAL DO
MEFG MC E MEFG MMA PARA O ELEMENTO DE VIGA, NO SUBDOMINIO (1,3)
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Uma terceira alternativa para as funcgdes enriquecedoras do MEFG é a
utilizagcado das fungdes trigonométricas dos modos restritos utilizadas no MMA, que
sdo, no espacgo de fungdes aproximadoras locais do MPU (eq. (4.40)) do subdominio

Q. =(x,,,x,,), as seguintes:

1

= COS{(j—l)ﬁ%} —Cos{(j +1)r X i } se xe(x,,,x,) (4.57)

ou, no dominio do elemento mestre (eq. (4.43)):

7, = cos[(j ~1)z&]—cos[(j +1)xt] (4.59)

Esta versdo do MEFG é indicada pela sigla MEFG Trig. A figura 4.9 apresenta as
fungbes enriquecedoras y,; e y,, do espago de aproximagéo local do MEFG Trig no

subdominio Q, =(1,3) com x;=2en = 1.

24 2
157 153
1 14
051 051
_: T T T T T D- T T T T T
12 18 2 24 28 12 18 2 24 28
3 b 4 X
S = 5 =Va

FIGURA 4.9 — FUNCOES ENRIQUECEDORAS DO ESPAGO DE APRQXIMACAO LOCAL DO
MEFG TRIG PARA O ELEMENTO DE VIGA NO SUBDOMINIO (1,3)

De maneira analoga ao elemento de barra, em todas as formas do MEFG

propostas para o elemento de viga, as fungdes enriquecedoras e os respectivos



147

graus de liberdade de campo sdo associados aos elementos e ndo aos nés, como
séo os graus de liberdade nodais (u; e ¢;) do MEF. Logo, na montagem das matrizes
de rigidez e massa globais ndo ha acoplamentos dos graus de liberdade de campo e
elimina-se a necessidade de rotacdo destes graus de liberdade de um sistema de
coordenadas local para o sistema de coordenadas global na andlise de vigas
inclinadas.

Novamente observa-se que o MEF convencional € um caso particular de
todas as formas do MEFG propostas, fazendo-se nestas simplesmente n;, = 0.

O método proposto permite um refinamento h para um numero de
enriquecimentos n; fixo, aumentando-se o niumero de elementos da malha, e um

refinamento p hierarquico com o aumento do nimero de niveis de enriquecimento n,.

4.3.1 Refinamento adaptativo

Utilizando novamente a idéia basica do quociente de Rayleigh baseada na
equacao (4.39), propde-se outra forma do MEFG para a analise adaptativa de vigas
de Euler-Bernoulli.

Neste caso, para garantir que o espago de fungdes de aproximagao global
empregado seja subespaco de H?, utilizam-se como particdo da unidade as funcdes
de forma cubicas do MEF convencional para vigas que, no subdominio

Q. =(x,,,x,,) podem ser descritas por:

2 3
X=X, X=X,
3(—’1] - 2(—”} sexe(x,,,x,)
3 X, =X, 4 X, =X,

1

2 3
X—X, X —X,
L 1
1—3( J +2( ] sexe(x,,x,,)
X 7 X, Xisg =X

Para garantir que as condicdes de contorno essenciais possam ser

(4.60)

aplicadas diretamente como no MEF, o espago de aproximagao local agora é

construido a partir da expansao de um sistema de fungbes constituido da unidade,
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de uma fungédo capaz de gerar as fungdes de forma do MEF relacionadas as
rotacdes nodais e de outras funcdes enriquecedoras. Estas funcbes enriquecedoras
e suas derivadas primeiras sdo nulas no no x; do subdominio Q, e representam o
comportamento local da solugdo da equagao diferencial governante. A funcgéao
unitaria permite que as funcdes de forma do MEF relacionadas aos deslocamentos
nodais estejam contidas no espago aproximacéao global do MEFG.

Observando a solucao analitica de uma viga prismatica na forma proposta
por Gartner e Olgac (1982) (egs. (3.118) a (3.120)), verifica-se que a solugao

espacial do problema pertence ao espacgo de fungbes X dado por:

Xzspan{ sen(xx) cos(ax) e™ e"”(L"‘)} (4.61)
2

coa|@ P4 (4.62)
EI

onde A é a area da secao transversal, / € o momento de inércia em relagdo ao eixo
de flexao, £ é o médulo de elasticidade longitudinal, p € a massa especifica, L é o
comprimento da viga e w é a frequéncia natural obtida pela imposi¢cdo das
condigcbes de contorno. Cabe destacar também que este espago de fungdes
corresponde ao nucleo do operador diferencial de quarta ordem associado a
equacao diferencial ordinaria que descreve a parcela espacial do problema (eq.
(3.113)).

A partir do espago dado na equacgao (4.61), propbe-se para o elemento de
viga do MEFG Adaptativo, o espago de aproximagédo local no subdominio

Q, =(x,,,x,,) na forma:

1

Sizspa”{l b ru Vep Yup Vwp Yay Ve Yay Ve }’

4.63
j=12,...n, ( )



Yu; =

Vo =

Va; =

}/32/

Vaj =

7/42]

ﬂej

3 (xi _xi—l) sex e (xi—l’xi)

Ea - _2 - 3. xi+1_xi) Sexe(xi’xwrl)
1—3( . j +2[ ey j
Xig =X Xig =
0 se xe(x,x)
{cos[ﬂd (x—x,) ] 1 se xe(x,x,,)
{cos[ﬂq ]—l se xe(x,,x,)

0 se xe(x,x,)

0 se xe(xl;l,xi)

{sen[ﬂdl x ] By x—xl.) se xe(x,.,x,.ﬂ)
sen[ﬂe/ el(x —x) se xe(xifl,xl.)
{ O se xel(x,x,.,)

0 se xe(xl;l,x,.)
{ﬁ"’” +ﬂd]x x,)-1 se xe(x,x,,)
{ (=) +ﬂq X, —x) 1 se xe(xifl,xi)

0 se xe(x X.,)

0 se xe(xl._l,xl.)

{e_ﬂ”f(x‘”_x)—[ﬂdj x—x, +l] e PaliaTi) g, xe(xi,xM)

{ o [ﬂ ] eiﬁej(xrx’;l) se xe (xi—l’xi)

c}
0 se xelx,x,)

. ,U,'pd d
E, 1,

HipA,
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(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

onde E,, ps, Age I, sdo o médulo de elasticidade, a massa especifica, a area e o

momento de inércia da viga no subdominio (x,.,xl.ﬂ), E., p., A.e I, s&o o mddulo de

elasticidade, a massa especifica, a area € o0 momento de inércia da viga no

subdominio (x,,,x,), e u, é afrequéncia associada ao nivel de enriquecimento ;. A

figura 4.10 apresenta a fungao particdo da unidade e as fungbes que compdem o
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espaco de aproximagéo local do MEFG Adaptativo no subdominio Q, = (1,3) com x; =

2,m=1e B, =p,=37/2.

14 2 ikE
0.587 | 5] 0.2
i 0.1
1 09
0.4 01
0.2 057 02
05 T T T T 04— T T T T _0'3-.., ........... T
12 16 2 24 28 12 16 2 24 28 12 16 2 24 28
X
articdo da unidade: 73, 1 _ 2_
partic ??3 Sz‘ =1 Sz‘ = l;fi
a 0+ ]
057 057 1
24
-1 -1 -3
1.5 159 -4
e
T T T T T - 2 S T T T T T T
12 16 2 24 28 12 16 2 24 28 12 16 2 24 28
3 4 X 5 X
S =N 5 = N 8 = Vo
01 35 35
-1 33 35
T 253 253
] 23 23
-3 169 169
e 13 14
5 0.5 0.5
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12 1B 2 24 28 12 16 2 24 28 12 16 2 24 28
62 72 g !
S, = Vo RS Sy = Vi
0.5 0.8
051 i
0.4 0.4
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] T T T T T - T T T T T
12 16 2 24 28 12 16 2 24 28
g ¥ 1n*
S = Yan S, = Van

FIGURA 4.10 — FUNGAO PARTIGAO DA UNIDADE E ESPAGO DE APROX!MAQAO LOCAL DO
MEFG ADAPTATIVO PARA ELEMENTO DE VIGA, NO SUBDOMINIO (1,3)

No dominio do elemento mestre de dois nds, a solugdo aproximada do

MEFG Adaptativo pode ser escrita da seguinte forma:

vy (5) = Vier T Venrio (4.75)
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2
Vier = Z[niui + ¢i‘9i] (4.76)
im1

2
Vv = 27 Z(Vlifaii +V25by + 7356y +74i/dif) (4.77)
=1 j=1

onde 7, sdo as fungbes particdo da unidade, ¢, séo as fungdes de forma do MEF

convencional associadas as rotagdes nodais e y,, sé@o as fungbes enriquecedoras

dadas por:
7 =1-382 4288 (4.78)
n, =387 -2&° (4.79)
b =L(-287+¢&°) (4.80)
4, = L& -¢) (4.81)
Y, =cos(B,L,&)-1 (4.82)
Y12y = C08(B, L, (1-¢))-1 (4.83)
Vo, =sen(B,L.E)- B L& (4.84)
V2o, =sen(B,L,0-¢))- B,L,0-&) (4.85)
Vu, =€+ BLE-L (4.86)
Vo, = " g L1 6)-1 (4.87)
Vo= (B L& w) (4.88)
Yy =¢ " =B,L.0-&)+1] e (4.89)
P LT N (4.90)

sendo n; o numero de niveis de enriquecimento, L., o comprimento do
elemento, E, 4, [ e p o médulo de elasticidade, a area da secdo transversal, o
momento de inércia e a massa especifica do elemento, respectivamente, u; e 6; os
deslocamentos e as rotagbes nodais (graus de liberdade nodais), respectivamente,
a; by, c; e d; os graus de liberdade de campo associados as fungdes de
enriquecedoras Vi € M; A frequéncia associada ao nivel de enriquecimento j. A

figura 4.11 apresenta as fungbes particdo da unidade e enriquecedoras do MEFG
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Adaptativo no dominio do elemento mestre (equacdes (4.78) a (4.89)).
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FIGURA 4.11 — FUNGOES PARTICAO DA UNIDADE E ENRIQUECEDORAS DO ELEMENTO DE
VIGAPARAj=1,Le=1E p;=3n/2



153

As fungdes enriquecedoras (equagoes (4.65) a (4.74) ou (4.82) a (4.90)) sao
obtidas a partir da solugdo fundamental da equagao diferencial governante da
vibracdo livre de uma viga uniforme, a fim de incluir algum conhecimento sobre a
equacao diferencial sendo solucionada. Sdo escolhidas de maneira a garantir que as
funcdes de forma geradas pelo MEFG e suas derivadas primeiras tenham suporte
compacto no dominio do elemento, conduzindo entdo a uma solugdo com
continuidade global. Desta forma, a imposicao das condigdes de contorno segue os
mesmos procedimentos do MEF convencional. Estas fungdes enriquecedoras ainda
incorporam propriedades geométricas e mecanicas dos elementos, uma vez que sao
dependentes do comprimento do elemento e do parametro f;, que por sua vez €
funcao da densidade, do médulo de elasticidade, da area e da inércia do elemento
considerado.

Novamente, as fungdes enriquecedoras e seus respectivos graus de
liberdade de campo (ay, b;, c; e d;) séo associados aos elementos, enquanto os
graus de liberdade nodais (u; e 6;) sdo associados aos nos, como no MEF
convencional. Cabe ainda destacar que os graus de liberdade de campo (a;, b, c;; e
d;) ndo tém significado fisico direto.

O MEFG Adaptativo para analise de vibragdo livre de vigas permite
aumentar iterativamente a precisdo de uma frequéncia (autovalor) alvo. O processo
adaptativo € o mesmo empregado para analise de barras, cujo fluxograma com
blocos A a H esta apresentado na figura 4.6. Neste fluxograma, @y, corresponde a
frequéncia relacionada ao modo alvo.

Assim como no MEFG Adaptativo para barras, o primeiro passo do processo
adaptativo do MEFG para vigas (blocos A a C) consiste na obtengdo de uma
primeira aproximacado da frequéncia alvo pelo MEF convencional (MEFG com
n, =0). A malha de elementos finitos usada na analise deve ser refinada o suficiente
para capturar uma primeira aproximacao da frequéncia alvo. Para tanto basta utilizar
uma malha com numero de graus de liberdade (ng/) efetivos igual ou maior do que a

ordem da frequéncia alvo e que seja capaz de representar a geometria do problema.
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Os passos subsequentes (blocos D a G) consistem na aplicagdo do MEFG com um
nivel de enriquecimento (», =1) utilizando como frequéncia 4, (j =1, blocos D e E)
das fungbes enriquecedoras (equacgdes (4.82) a (4.90)) a frequéncia alvo obtida no
passo anterior.

O elemento generalizado de portico plano € obtido através do mesmo
procedimento utilizado pelos métodos enriquecidos e descrito na se¢ao 3.5.2 do

capitulo 3.
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5 VERIFICACOES NUMERICAS E APLICAGCOES DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

Neste capitulo o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é
aplicado a problemas com solu¢do analitica conhecida e outros problemas simples
de aplicacao pratica, com diferentes condicdes de contorno. Estes exemplos sao
Uteis para comparar o desempenho do MEFG, do MEF e de outros métodos
enriquecidos. Alguns casos analisados sdo hipotéticos e as dimensdes genéricas,
logo, as unidades sdo omitidas.

Os problemas aqui apresentados sao solucionados pelos refinamentos h e p
do MEF, pelo refinamento ¢ do MC e pelo MEFG proposto, a fim de comparar a
precisao dos resultados obtidos por cada método. Os resultados de alguns outros
métodos aproximados encontrados na literatura também foram discutidos em alguns
exemplos.

O numero de graus de liberdade considerado em cada analise corresponde
ao numero total efetivo de graus de liberdade do modelo apdés a imposicdo das
condi¢des de contorno.

A fim de comparar o desempenho e a taxa de convergéncia dos métodos
numéricos empregados, foram calculados os erros na determinagédo dos autovalores

pela expressao:
lel =12, = 2 (5.1)

onde y, corresponde ao autovalor aproximado e y ao autovalor analitico. Embora
seja possivel determinar o erro dos autovetores, observa-se que os estudos de
desempenho das analises de vibracdo livre encontrados na literatura utilizam apenas
a norma do erro dos autovalores como parametro de comparacao.

Como o erro na avaliagdo dos autovalores cresce com a magnitude do
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autovalor considerado (conforme eq. (3.38)), nas andlises apresentadas neste

trabalho foi utilizado o erro relativo obtido por:

el

er7"0=m (52)

5.1 IMPLEMENTAGCAO DO MEFG

Os métodos aproximados analisados neste trabalho, incluindo o MEFG,
foram implementados no software Maple. Devido a limitagdes do software, n&o foi
possivel a analise de estruturas com grande quantidade de barras, como acontece
nas estruturas reais. Entretanto, os casos analisados permitem verificar a precisao e
eficiéncia do método proposto antes de aplica-lo a problemas praticos,
implementado em linguagem de programagao mais adequada.

Em todos os casos analisados, o problema de autovalores foi solucionado
utilizando fungao intrinseca do Maple, que emprega o método QR.

As integragdes necessarias para determinagao dos coeficientes das matrizes
de massa e rigidez, para os elementos de barra e eixo, foram realizadas utilizando
funcao intrinseca do Maple. Por outro lado, para os elementos de viga e portico, foi
necessario utilizar o método da Quadratura de Gauss com dez pontos de integragao
por intervalo. Para aumentar a precisdo da integragdo numérica, o dominio de cada
elemento foi dividido em n; + 3 subintervalos de integragao, onde n; corresponde ao
numero de niveis de enriquecimento utilizados na analise.

Para determinacdo das solugdes analiticas, as equacbes de frequéncia
foram determinadas e os intervalos contendo as raizes (autovalores) foram isolados
por inspecao grafica. Para determinagéo das raizes foi utilizado o Método da Falsa

Posicado implementado também no software Maple.
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5.2 VIBRACAO LIVRE DE BARRAS RETAS

Os casos analisados a seguir permitem avaliar o desempenho e a precisao
do elemento generalizado de barra reta (tipo C°) na analise da vibracéo axial livre de

barras sujeitas a diversas condi¢cdes de contorno.

5.2.1 Barra uniforme fixa-livre

A barra fixa-livre (figura 5.1) com comprimento L, modulo de elasticidade E,
massa especifica p e area da segéo transversal 4, tem frequéncias (®,) e modos

naturais de vibracéo (u,) analiticos dados por (CRAIG, 1981):

_ (Zr —1)7r E _
w’_T ; , r=12,... (5.3)
B (2r —1)m
u,(x)=a sen(—z 7 ) (5.4)

sendo @ uma constante.

::/: —

‘ ) L . :j RN

FIGURA 5.1 — BARRA UNIFORME FIXA-LIVRE

O autovalor adimensional y, dado por:

_plo/
2= (5.5)
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é utilizado para comparar a solugdo analitica com as solugcbes aproximadas. Os
erros relativos das solugbes aproximadas séo apresentados em escala logaritmica e
calculados pelas equacdes (5.1) e (5.2), sendo y, o autovalor aproximado obtido
pelos métodos numéricos empregados € y o autovalor analitico obtido através das

equacdes (5.3) e (5.5).

5.2.1.1 Refinamento h

Inicialmente o problema proposto é analisado utilizando os refinamentos h
do MEF linear e cubico, do MC e do MEFG. Em todos os métodos é utilizada uma
malha uniforme, ou seja, todos os elementos com o mesmo comprimento. No
refinamento h do MC ¢ utilizada apenas uma funcao enriquecedora e, a partir desta
base de funcbes de forma locais, € executado o refinamento da malha. Sao
analisados os refinamentos h das duas formas do MEFG denominadas MEFG-1 e
MEFG-2, descritas no capitulo 4. O MEFG-1 corresponde a utilizacdo da funcao
enriquecedora idéntica a fungdo de forma enriquecida do MC (equacdes (4.17) a
(4.22)). No MEFG-2 (equacbes (4.32) a (4.38)) sao utilizadas as funcbes
enriquecedoras com parametro S, =z . Nas duas formas analisadas é utilizado
apenas um nivel de enriquecimento (n; = 1) e entdo realizado o refinamento da
malha.

As figuras 5.2 a 5.7 apresentam os graficos de evolugao do erro relativo dos
refinamentos h dos métodos analisados, para os seis primeiros autovalores, em
relagdo ao numero total efetivo de graus de liberdade, ambos em escala logaritmica.
Os erros relativos nas analises de barras foram calculados através do software Excel
que, devido a limitagdo no numero de digitos significativos utilizado nos calculos,
impossibilitou a obtencéo de valores inferiores a 10™'* % para os erros calculados.
Sendo assim, nos graficos a seguir foram considerados apenas os resultados das
andlises até este patamar de precisdo, uma vez que a apresentagdo de etapas
subsequentes de refinamento poderiam ser incorretamente interpretadas como uma

estabilizagdo (redugao da taxa de convergéncia) dos métodos.
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FIGURA 5.2 - ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — BARRA UNIFORME
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FIGURA 5.3 — ERRO RELATIVO DO 2° AUTOVALOR — REFINAMENTO h - BARRA UNIFORME
FIXA-LIVRE
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FIGURA 5.4 — ERRO RELATIVO DO 3° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — BARRA UNIFORME
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Observa-se que a linha de tendéncia do erro relativo nas analises obedece

aproximadamente uma lei potencial do tipo:

erro=CN™ (5.6)

onde C é uma constante, N corresponde ao numero total de graus de liberdade
efetivos e x4 € a taxa de convergéncia. A tabela 5.1 apresenta as taxas de
convergéncia (u) observadas para o refinamento h dos métodos empregados na

determinacdo dos seis primeiros autovalores.

TABELA 5.1 — TAXAS DE CONVERGENCIA DOS REFINAMENTOS h — BARRA FIXA-LIVRE

Autovalor | MEF linear | MEF cubico | MC | MEFG-1 | MEFG-2
1 2,0 6,0 2,4 1,7 10,0
2 2,0 5,9 3,1 - 9,8
3 2,0 5,8 3,3 - 9,1
4 2,0 5,6 3,2 - 8,4
5 2,0 5,6 3,4 - 8,1
6 2,0 5,4 3,2 - 8,1

De acordo com a estimativa de erro para problemas lineares de autovalores
e aproximagdes polinomiais apresentada no capitulo 3 (eq. (3.38)), o erro na
determinagcdo dos autovalores para operador eliptico de 22 ordem (m=1) é da
ordem de O(N‘Z) para o MEF linear (k=1) e da ordem de O(N‘6) para o MEF
cubico (k=3). Observa-se que nas analises realizadas a taxa de convergéncia
(tabela 5.1) do refinamento h do MEF linear corresponde a taxa estimada pela
equacao (3.38), porém para o MEF cubico a taxa apresenta-se um pouco inferior ao
estimado e com uma redugao em fung¢ao da ordem do autovalor.

Os resultados mostram que o refinamento h do MEFG-2 apresenta maior
taxa de convergéncia que os refinamentos h do MEF e do MC, para todos os
autovalores analisados. O refinamento h do MEFG-1, embora convergente para o 1°
autovalor, apresenta um comportamento de estabilizagcdo e até divergéncia para os
demais autovalores. O melhor desempenho do MEFG-2 em relagdo ao MEFG-1 é

resultante da utilizacdo no primeiro método de um espago aproximador mais
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completo que o utilizado no MEFG-1.

5.2.1.2 Refinamento p

Neste tépico s&o analisadas, além do refinamento p do MEF e do
refinamento ¢ do MC, as duas formas do MEFG denominadas MEFG-1 e MEFG-2. O
refinamento p do MEFG consiste no aumento do numero de fungbes
enriqguecedoras, ou seja, aumento progressivo no numero de niveis de
enriquecimento (n;) para uma malha fixa. No MEFG-2 foi utilizado g, = j= (eq.
(4.38)) como parametro em cada nivel j de enriquecimento.

As figuras 5.8 a 5.13 apresentam a evolugdo do erro relativo dos
refinamentos p hierarquicos do MEFG e do MEF, e do refinamento ¢ do MC, para os
seis primeiros autovalores, em relagdo ao numero total de graus de liberdade,
ambos em escala logaritmica. Nestas analises sdo utilizadas malhas formadas por

um unico elemento.
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FIGURA 5.8 - ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — BARRA UNIFORME
FIXA-LIVRE
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FIGURA 5.13 — ERRO RELATIVO DO 6° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — BARRA UNIFORME
FIXA-LIVRE

Os resultados obtidos para a barra fixa-livre mostram que os refinamentos p
das duas formas do MEFG apresentam taxas de convergéncia maiores que 0s
refinamentos h do MEF e o refinamento ¢ do MC, para todos os autovalores
analisados. O refinamento hierarquico p do MEF sé supera a precisdao dos
resultados obtidos pelo MEFG para o primeiro autovalor, onde apresenta também
maior taxa de convergéncia. Nos demais casos o MEFG apresenta resultados mais
precisos e taxas de convergéncia maiores. O MEFG-2 apresenta resultados mais
precisos que o MEFG-1 para os quatro primeiros autovalores, estabilizando em erros
da ordem de 10" %. Embora o MEFG-2 apresente erros relativos superiores ao
MEFG-1 no inicio do refinamento para os demais autovalores, no decorrer do
refinamento o MEFG-2 apresenta uma aceleracdo na taxa de convergéncia,
enquanto MEFG-1 mantém uma mesma taxa.

Os resultados obtidos para os refinamentos h e p indicam que o MEFG-2

apresenta maior regularidade e excelente taxa de convergéncia. Portanto, a partir
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deste ponto do trabalho sdo analisados o comportamento e os resultados apenas do
MEFG-2, sendo doravante denominado apenas de MEFG.

Observa-se também que, para obter autovalores de ordem mais elevada
com boa precisdo utilizando o MEFG, é necessario um refinamento com numero
total de graus de liberdade maior do que o0 necessario para obter os primeiros
autovalores com a mesma precisdo. Porém, para todos os autovalores o erro
decresce muito rapidamente quando novos niveis de enriquecimento s&o
incorporados ao MEFG.

Para investigar a influéncia do parametro £, (eq. (4.38)) na convergéncia do
refinamento p do MEFG foram testados quatro diferentes parametros multiplos de
z/3, n/2, = e 3x/2. Os resultados destes testes para o primeiro e para o quarto

autovalores sédo apresentados nas figuras 5.14 e 5.15.
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Embora as analises mostrem-se todas convergentes, verifica-se que o
comportamento do refinamento p do método depende do parametro de frequéncia
B, escolhido e da ordem do autovalor analisado. Na determinag&o do 1° autovalor
quando g, =jx/2 o método permaneceu estavel com erro de 3,78 x 10" %
porque B, = x/2 corresponde exatamente a primeira frequéncia de vibragdo da barra
analisada. Isto reforca a hipotese de um método iterativo adaptativo convergente
para a solugao exata do problema. O método adaptativo proposto neste trabalho é

analisado a sequir.

5.2.1.3 Refinamento adaptativo

Neste tépico é analisado o desempenho do método de refinamento

adaptativo iterativo do MEFG.
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5.2.1.3.1 Verificagédo da estabilidade e convergéncia do método

Inicialmente, para verificar a estabilidade e a convergéncia do refinamento
adaptativo proposto (figura 4.6), foram realizados ensaios prévios de sensibilidade
de convergéncia variando-se o parametro £ inicial (eq. (4.38)) de 1 a 47 em cada
anadlise, para malhas de um e dois elementos, na determinagao dos cinco primeiros
autovalores da barra. Os resultados destes ensaios sdo descritos resumidamente a
seqguir.

Com a malha formada por um Unico elemento, apenas as analises em busca
dos dois primeiros autovalores foram convergentes para todos os paradmetros iniciais
testados (f; variando entre 1 a 47). A analise tendo como alvo o terceiro autovalor
foi convergente apenas para parametros iniciais entre um e sete. Para alvos a partir
do quarto autovalor ndo houve convergéncia das andlises para nenhum parametro
inicial. Para malhas com dois elementos houve convergéncia nas buscas dos quatro
primeiros autovalores para todos os parametros iniciais. Ja a analise tendo como
alvo o quinto autovalor com malha de dois elementos mostrou-se convergente
apenas para parametros iniciais entre 11 e 13.

Observou-se nestes testes que as andlises adaptativas sdo estaveis e
convergentes sempre que se utiliza uma malha com numero de graus de liberdade
igual ou superior a ordem da frequéncia desejada (alvo) e parametro de frequéncia
inicial (f;) igual a aproximagcdo do MEF para a frequéncia alvo. Este resultado
reforca a hipotese de estabilidade do processo adaptativo conforme apresentado no
capitulo 4 (figura 4.6), onde a primeira iteragdo corresponde a uma analise do MEF
(MEFG com n; = 0) e as demais utilizam a mesma malha inicial, porém executando

analises pelo MEFG Adaptativo com um nivel de enriquecimento (n; = 1).

5.2.1.3.2 Verificagdo do desempenho do método

Para avaliar o desempenho do MEFG Adaptativo, quatro diferentes analises

com malha uniforme sao realizadas a fim de obter as primeiras quatro frequéncias
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naturais da barra. Em cada analise adaptativa sdo utilizados apenas um nivel de
enriquecimento (n; = 1) e, em particular neste exemplo, fungdes enriquecedoras ¢,

sem subtracdo da unidade, ou seja:

P = Cos(ﬂl[’eé:) (5.7)
P = Cos(ﬂlLe (‘f _1)) (5.8)

Neste caso é necessario anular o coeficiente b;; (eq. (4.33)) para garantir a condigédo
de deslocamento impedido na extremidade esquerda da barra. Esta imposic&o seria
desnecessaria caso fossem utilizadas as fungdes enriquecedoras com subtragao da
unidade (egs. (4.36) e (4.37))

A evolugao do erro relativo em cada analise é apresentada nas figuras 5.16
a 5.19. Para capturar uma primeira aproximacao da frequéncia alvo, para a primeira
frequéncia (figura 5.16), a malha de elementos finitos deve ter no minimo um
elemento (um grau de liberdade efetivo), para a segunda frequéncia (figura 5.17), a

malha deve ter no minimo dois elementos (dois graus de liberdade efetivos), e assim

por diante.
1,E+03
malha com

1,E+01 - 1 elemento

1,E-01

1,E-03 4 —e—autov. 1
S 05 —=— autov. 2
g T —a—autov. 3
@ 1,E-07 4 —¢—autov. 4

1,E-09 -

1,E-11

1,E-13 ‘ ‘ : ‘

0 1 2 3 4 5

numero de iteracdes

FIGURA 5.16 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE — ANALISE 1: 12 FREQUENCIA ALVO



1,E+03

1,E401
1,E-01 |
1,E-03

1,E-05

erro (%)

1,E-07
1,E-09

1,E-11

1,E-13

malha com
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® W
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* »

—e—autov. 1
—s—autov. 2

—a—autov. 3

—x—autov. 4

T T T

2 3 4
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FIGURA 5.17 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA BARRA

5

UNIFORME FIXA-LIVRE — ANALISE 2: 22 FREQUENCIA ALVO
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—s— autov. 2
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1,E-14
0

numero de iteracbes

FIGURA 5.18 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA BARRA

4

5

UNIFORME FIXA-LIVRE — ANALISE 3: 32 FREQUENCIA ALVO
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FIGURA 5.19 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA BARRA

4
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UNIFORME FIXA-LIVRE — ANALISE 4: 42 FREQUENCIA ALVO
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Observa-se que o processo adaptativo converge rapidamente, requerendo
apenas trés iteracdes para obter cada autovalor alvo com precisao da ordem de
10" %. Em cada analise sdo obtidas tantas frequéncias quantos sdo os graus de
liberdade efetivos do modelo. Entretanto, os resultados mostram que cada analise
adaptativa permite melhorar a precisdao da solugdo para a frequéncia alvo, nao
provocando nenhum efeito sobre a precisdo da solugéo das outras frequéncias. Por
exemplo, na analise 4 (figura 5.19), o autovalor alvo (correspondente a quarta
frequéncia) atinge precisdo da ordem de 107" % apos trés iteragdes enquanto os
primeiros trés autovalores atingem precisdo da ordem de 107" %. Deve-se salientar
que as malhas utilizadas nas anadlises das figuras 5.16 a 5.19 sao diferentes entre si
pois, cada uma delas corresponde a malha com o minimo numero de graus de
liberdade necessério para capturar o correspondente modo de vibracgao.

A tabela 5.2 apresenta os erros relativos obtidos pelos métodos numéricos
empregados nas analises. A solugéo pelo MEF linear h é obtida com 100 elementos
lineares, ou seja, 100 graus de liberdade efetivos. Ja na analise pelo MEF cubico h
sdo empregados 20 elementos cubicos, ou seja, 60 graus de liberdade. O MEF p
empregado utiliza um elemento hierarquico de 17 nds (fungbes de forma polinomiais
até o grau 16), correspondendo a 16 graus de liberdade. O MC também utiliza
apenas um elemento e 15 fungdes enriquecedoras, que correspondem a um grau de
liberdade nodal e 15 graus de liberdade de campo. As analises pelo MEFG
Adaptativo utilizam n&o mais que 13 graus de liberdade por iteracdo. Por exemplo, o
quarto autovalor é obtido utilizando-se quatro graus de liberdade na primeira iteragéo
e 13 graus de liberdade nas duas iteragdes subsequentes. Para fins de comparagao,
na tabela 5.2 foram utilizados os erros relativos do MEFG Adaptativo apos a 32
iteracdo, uma vez que estes ndo sofrem variagdes significativas a partir deste ponto

do processo iterativo, conforme observado nas figuras 5.16 a 5.19.
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TABELA 5.2 - RESULTADOS PARA VIBRAGCAO LIVRE DA BARRA UNIFORME FIXA-LIVRE

MEF linear h | MEF cubico h MEF p MC MEFG Adaptativo
(100e) (20e) (1e17n) | (1e 15¢) (ap6s 3 iteragoes)
Autovalor | ngl® =100 ngl = 60 ngl=16 | ngl=16
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteracdes®
1 2,056 e-3 8,564 e-10 3,780e-13 8,936e-4 3,780e-13  1x1gl+2x4gl
2 1,851 e-2 1,694 e-7 2560 e-13 8,188e-3 1,920e-13 1x2gl+2x7dgl
3 5,141 e-2 3,619 e-6 1,382 e-13 2,299e-2 6,335e-13 1x3gl+2x104gl
4 1,008 e-1 2,711e-5 1,602 e-11 4,579e-2 5,289e-13 1x4gl+2x13 4l

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢do das condigbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragédo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas
iteragcbes (MEFG) com m graus de liberdade.

Para a barra uniforme fixa-livre, observa-se que o MEFG Adaptativo atinge
maior precisao que os refinamentos h do MEF e refinamento ¢ do MC. O refinamento
p hierarquico do MEF apenas apresenta resultado com precisdo um pouco melhor
que o MEFG Adaptativo para o terceiro autovalor, porém com 16 graus de liberdade,
enquanto sao utilizados 13 graus de liberdade nas iteragdes do MEFG.

Cabe ressaltar também que a utilizacdo de malhas mais refinadas nas
analises do MEFG Adaptativo produz resultados mais precisos. Porém, como os
erros relativos obtidos nas analises de barras, com malhas com o numero minimo de
graus de liberdade, ja se encontram no limite de precisado possivel de se observar
com o software Excel, a melhora dos resultados com o refinamento da malha n&o
seria observavel.

Para fins de comparacgao, utilizando o software comercial Ansys v. 9.0, os
quatro primeiros autovalores desta barra atingem precisdo similar a obtida com o
MEFG Adaptativo quando se empregam na analise 410 elementos de trelica
(LINK8), que correspondem a 410 graus de liberdade efetivos.

A fim de investigar a influéncia do tamanho dos elementos na convergéncia
do processo adaptativo, foram realizadas analises adicionais buscando uma melhor
precisdo para o segundo autovalor a partir de uma malha de elementos finitos
composta por dois elementos, alterando-se a relagdo entre o comprimento dos

elementos Ls:L,, sendo L; e L, os comprimentos do primeiro e do segundo
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elementos, respectivamente. A figura 5.20 apresenta o erro relativo nestas analises

em fungao do numero de iteracdes para diversas relagdes Lq:L,.

1,E+05
1,E+03
1,E+01
——1:2
1,E-01 1 —a1:1
g 1,E-03 2:1
o —>—1:3
= 1,E-05 - .
] —x—3:1
1,E-07 —o—4:1
1,E-09 | 51
—10:1
1,E-11 |
1,E-13

numero de iteracdes

FIGURA 5.20 — ERRO RELATIVO PARA O 2° AUTOVALOR PARA DIVERSAS RELAGOES DE
MALHA — BARRA UNIFORME FIXA-LIVRE

Observa-se que todas as relagdes analisadas foram convergentes, porém a

malha uniforme € uma das que requer menor nimero de iteracoes.

5.2.1.4 Refinamento p Adaptativo

Também ¢é possivel combinar a técnica adaptativa ao refinamento p do
MEFG. As figuras 5.21 a 5.26 apresentam a evolugdo do erro relativo com a
aplicagao do refinamento p adaptativo do MEFG para uma malha formada por um
unico elemento. Na primeira etapa do refinamento p adaptativo do MEFG é utilizado
o MEF (MEFG com n; = 0). Na segunda etapa é acrescentado o primeiro nivel de
enriquecimento (n; = 1) com parametro f; igual a primeira frequéncia obtida pelo
MEF na primeira etapa e entéo realizada uma iteracado de adaptatividade. A partir da
terceira fase nao sao utilizadas iteracées de adaptatividade intermediarias, apenas
uma analise em cada fase com acréscimo de mais um nivel de enriquecimento

utilizando como novo parametro £ a frequéncia correspondente da etapa anterior.
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1,0E+02
1,0E+01
1,0E+00 -
1,0E-01 -
1,0E-02 -
1,0E-03 -
1,0E-04 -
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—e— MEF linear h -—=s—MCc —a—MEFG p
—a—MEF p —x— MEF cubico h —e— MEFG p adap

FIGURA 5.21 — ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO — BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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—e— MEF linear h -—=—MCc —4—MEFG p
—e=—MEF p —x— MEF cubico h —o— MEFG p adap

FIGURA 5.22 — ERRO RELATIVO DO 2° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO — BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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1,0E+02
1,0E+01 -
1,0E+00 -
1,0E-01 -
1,0E-02 -

3° autovalor

1,0E-14 ‘
1 10 100
nimero total de graus de liberdade
—o—FEM linear h -—a—MCc —4—MEFG p
—=—MEF p —x— MEF cubico h —o— MEFG p adap
FIGURA 5.23 - ERRO RELATIVO DO 3° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO — BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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FIGURA 5.24 — ERRO RELATIVO DO 4° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO - BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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FIGURA 5.25 — ERRO RELATIVO DO 5° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO — BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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FIGURA 5.26 — ERRO RELATIVO DO 6° AUTOVALOR — REFINAMENTO p ADAPTATIVO — BARRA
UNIFORME FIXA-LIVRE
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O refinamento p adaptativo do MEFG obtido pelo aumento do numero de
niveis de enriquecimento a cada iteracao do processo adaptativo, como descrito no
paragrafo anterior, apresenta taxas de convergéncia maiores que o MEFG p para os
dois primeiros autovalores e taxas similares ao MEFG p para os demais. Cabe
lembrar que o MEFG p consiste no aumento progressivo do numero de niveis de
enriquecimento (n;) para uma malha fixa, utilizando g, =jz (eq. (4.38)) como
parametro em cada nivel j de enriquecimento.

Devido a potencialidade de aplicagao observada no MEFG Adaptativo, os
proximos exemplos sdo dedicados a analise do desempenho deste método com

relagdo ao MEF e a outros métodos numéricos encontrados na literatura.

5.2.2 Barra uniforme fixa-fixa

A barra de secao transversal uniforme fixa-fixa (figura 5.27), com
comprimento L, médulo de elasticidade E, massa especifica p e area da segéo

transversal 4, tem frequéncias (®, ) e modos naturais (u, ) de vibragéo analiticos:

rrz |E

o, = ; , r=12,... (5.9)
B X

u,(x)=a sen _L (5.10)

sendo a uma constante.

FIGURA 5.27 — BARRA UNIFORME FIXA-FIXA

O autovalor adimensional y, da equagao (5.5) é novamente utilizado para

comparar a solugéo analitica com as solugdes aproximadas.
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Quatro diferentes andlises do MEFG Adaptativo com malha uniforme sao
realizadas a fim de obter as primeiras quatro frequéncias naturais da barra. Neste
exemplo, para capturar uma primeira aproximacao da frequéncia alvo, para a
primeira frequéncia, a malha de elementos finitos deve ter no minimo dois elementos
(um grau de liberdade efetivo), para a segunda frequéncia, a malha deve ter no
minimo trés elementos (dois graus de liberdade efetivos), e assim por diante. Em
todos os casos analisados neste trabalho, em que se aplica o elemento generalizado
de barra, verifica-se que as analises adaptativas tém comportamento semelhante ao
descrito no exemplo 5.2.1 e apresentado nas figuras 5.16 a 5.19, ou seja, ndo tém
efeito algum sobre a precisdo das frequéncias que néo correspondem a frequéncia
alvo. Desta forma, a partir deste exemplo, é apresentada apenas a evolugao do erro

relativo dos autovalores alvo nas analises adaptativas (figura 5.28).

1,0E+02
—e— Andlise 1: 1a frequéncia alvo
1,0E+00 - Andlise 2: 2a frequéncia alvo
1,0E-02 \ —a— Anélise 3: 3a frequéncia alvo
_ 1,0E-04 —x—Analise 4: 4a frequéncia alvo
S5
o 1,0E-06 -
@
1,0E-08 -
1,0E-10 A
1,0E-12 A
—X
1,0E-14 : : ‘ : |
0 1 2 3 4 5

numero de iteragdes

FIGURA 5.28 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO — BARRA UNIFORME FIXA-FIXA

Observa-se novamente que, em todas as analises o erro relativo do
autovalor alvo diminui rapidamente e a partir da terceira iteracdo estabiliza-se com
valor inferior a 1072 %.

A tabela 5.3 apresenta os erros relativos dos resultados obtidos pelos
métodos numéricos empregados nas analises. A solugao pelo MEF linear h é obtida

com 100 elementos lineares, ou seja, 100 graus de liberdade efetivos. Ja na analise



180

pelo MEF cubico h sdo empregados 33 elementos cubicos, ou seja, 98 graus de
liberdade. O MEF p utiliza um elemento hierarquico de 33 ndés (fungbes de forma
polinomiais até o grau 32), correspondendo a 31 graus de liberdade. O MC também
utiliza apenas um elemento e 16 fungbes enriquecedoras, que correspondem a 16
graus de liberdade de campo. As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam nao mais
que 24 graus de liberdade por iteragdo. Por exemplo, o quarto autovalor é obtido
utilizando-se quatro graus de liberdade na primeira iteragdo e 24 graus de liberdade

nas duas iteragdes subsequentes.

TABELA 5.3 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE BARRA UNIFORME FIXA-FIXA

MEF linear h | MEF cubico MEF p MC ¢ MEFG Adaptativo
(100e) h (33e) (1e 33n) (1e 16¢) (ap6s 3 iteragdes)
Autovalor | ngl® = 99 ngl = 98 ngl = 31 ngl = 16
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteraces

8,225 e-3 5432e-10 1,800e-13 7,199e-14 7,199e-14 1x1gl+2x9gl
3,290 e-2 4,715 e-8 1,655e-8 7,199e-14 3,420e-13 1x2gl+2x 144l
7,404 e-2 5,368 e-7 3,504 e-8 3,200e-14 1,440e-13 1x3gl+2x 194l
1,317 e-1 3,010 e-6 1,689e-8 4,680e-13 1,800e-13 1x4gl+2x24 4l

A WN -

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposigéo das condi¢des de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas
iteragbes (MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se que, embora o MEFG Adaptativo exija a solugao iterativa do
problema, o numero de iteragbes é pequeno e a precisao alcangada € maior do que
a obtida pelos refinamentos h e p do MEF com numero de graus de liberdade
superior. A excelente precisao alcangada pelo refinamento ¢ do MC neste caso
particular é esperada, uma vez que as fungbes enriquecedoras utilizadas coincidem

com a solug¢éo analitica do problema.

5.2.3 Barra uniforme livre-livre

Uma barra de segédo transversal uniforme livre-livre (figura 5.29), com
comprimento L, médulo de elasticidade E, massa especifica p e area da segéo
transversal A4, tem frequéncias (w.) e modos naturais (u,) de vibragdo axial

analiticos (INMAN, 1996) :
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(r-)x |E
a)r:Tﬂ-\/; y F=1,2,... (511)

u (x)=a COS(@) (5.12)

sendo a uma constante. Verifica-se ainda que a solugédo para » =1 corresponde ao

movimento de corpo rigido u, =a com @, =0.

FIGURA 5.29 — BARRA UNIFORME LIVRE-LIVRE

Novamente o autovalor adimensional y, da equacgédo (5.5) é utilizado na
determinacao do erro relativo das solugdes aproximadas.

Trés diferentes andlises do MEFG Adaptativo com malha uniforme sao
executadas a fim de obter a segunda, terceira e quarta frequéncias naturais da
barra, uma vez que o, =0. Neste exemplo, para capturar uma primeira aproximagao
da frequéncia alvo, para a segunda frequéncia, a malha de elementos finitos deve
ter no minimo um elemento (dois graus de liberdade efetivos), para a terceira
frequéncia, a malha deve ter no minimo dois elementos (trés graus de liberdade
efetivos), e assim por diante. O processo adaptativo ndo é aplicado ao primeiro
autovalor uma vez que a solugao obtida pelo MEF linear com um unico elemento
representa adequadamente a solugdo analitica (movimento de corpo rigido) e
apresenta elevada precisdo. O comportamento do erro relativo dos autovalores alvo

nas analises adaptativas é apresentado na figura 5.30.
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1,0E+02

1, 0E+00 | —e—Analise 1: 2a frequéncia alvo

Andlise 2: 3a frequéncia alvo
1,0E-02 -

—a— Analise 3: 4a frequéncia alvo

1,0E-04 -

1,0E-06 -

erro (%)

1,0E-08 -
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1,0E-14 ‘ ‘ ‘ ‘
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nimero de iteragdes

FIGURA 5.30 - ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO — BARRA UNIFORME LIVRE-LIVRE

Observa-se novamente que em todos os casos analisados o erro relativo do
autovalor alvo diminui rapidamente e a partir da terceira iteracdo estabiliza-se com
valor inferior a 1072 %.

A tabela 5.4 apresenta os erros relativos obtidos pelos métodos numéricos
empregados. A solugdo pelo MEF linear h é obtida com 99 elementos lineares, ou
seja, 100 graus de liberdade efetivos. Ja na analise pelo MEF cubico h sao
empregados 33 elementos cubicos, ou seja, 100 graus de liberdade. O MEF p utiliza
um elemento hierarquico de 33 nds, correspondendo a 33 graus de liberdade. O MC
também utiliza apenas um elemento e 16 fungbes enriquecedoras, que
correspondem a dois graus de liberdade nodais e 16 graus de liberdade de campo.
As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam ndo mais que 16 graus de liberdade por

iteracao.

TABELA 5.4 — RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DE BARRA UNIFORME LIVRE-LIVRE

MEF linear h | MEF cubico MEF p MC ¢ MEFG Adaptativo
(99e) h (33e) (1e 33n) (1e 16¢) (apos 3 iteragdes)
Autovalor ngl(a) =100 ngl = 100 ngl = 33 ngl =18
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteragoes®
2 8,392 e-3 7,383 e-10 2,702e-9 5474e-3 2,160e-13 1x2gl+2x6 gl
3 3,357 e-2 4720e-8 1,188e-12 2,644e-2 3,420e-13 1x3gl+2x114gl
4 7,555 e-2 5,368 e-7 1,231 e-9 5013e-2 1920e-13 1x4gl+2x164gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposigéo das condigbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragédo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas
iteragcbes (MEFG) com m graus de liberdade.
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Observa-se que a precisado alcangada pelo MEFG Adaptativo novamente é
maior do que a obtida pelos refinamentos h e p do MEF, e pelo refinamento ¢ do MC,
todos com numero de graus de liberdade superior ao empregado nas iteragdes do

MEFG.

5.2.4 Barra uniforme fixa-livre com massa concentrada na extremidade

Nesta secdo é analisada a vibracdo axial livre de uma barra de secéo
transversal uniforme fixa-livre, com uma massa (m) concentrada na extremidade livre
(figura 5.31). A barra tem comprimento L = 1 m, rigidez axial E4 = 10 N, massa
linear p4 = 1 kg/m e massa concentrada m = 10 kg, conforme problema proposto

por Tongue (2002).

SN\
L |

FIGURA 5.31 — BARRA UNIFORME FIXA-LIVRE COM MASSA CONCENTRADA NA
EXTREMIDADE

5.2.4.1 Solugédo analitica

Aplicando as condig¢des de contorno a solugéo geral do problema (equagdes

(3.49) a (3.51)) obtém-se a equacao da frequéncia:

k.’m sen(x,L)—«, pAcos(x,L)=0 (5.13)
o, = |Z«
= (5.14)

ou na forma apresentada por Inman (1996):
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m
COt(K‘rL)Z EKV (5.15)

cujas raizes fornecem as frequéncias naturais de vibragdo do problema. Os modos

naturais de vibracdo sao dados por
ur(X):a Sen(KrX) (516)

sendo a uma constante.
Para o problema proposto, as dez primeiras frequéncias naturais analiticas

estao listadas na tabela 5.5.

TABELA 5.5 — SOLUGOES ANALITICAS DAS FREQUENCIAS NATURAIS PARA BARRA FIXA-
LIVRE COM MASSA CONCENTRADA

Frequéncia rad/s
1 0,9836354730
™2 10,0342143154
™3 19,9193746939
W4 29,8372786634
™5 39,7635012239
Q) 49,6930645898
®7 59,6243011226
Mg 69,5564945642
Mg 79,4892863717
™10 89,4224772162

5.2.4.2 Solugdo aproximada

Observando a formulagao variacional descrita no capitulo 3, verifica-se que
adicionar uma massa concentrada a um né corresponde a somar o valor da massa
(m) ao coeficiente da diagonal principal da matriz de massa correspondente ao grau
de liberdade nodal afetado.

Quatro diferentes analises adaptativas sao realizadas para obter as quatro
primeiras frequéncias naturais, com o intuito de avaliar o desempenho do processo

adaptativo em relagao ao MEF e ao MC. Em cada analise adaptativa foi empregada
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malha com o menor nimero de elementos necessario para capturar uma primeira
aproximacao da frequéncia alvo. O comportamento do erro relativo das frequéncias

alvo nestas analises é apresentado na figura 5.32.

1,0E+02
—e—Analise 1: 1a frequéncia alvo

1,0E+00 1 Andlise 2: 2a frequéncia alvo

1,0E-02 - —a— Analise 3: 3a frequéncia alvo
_ 1,0E-04 —x—Analise 4: 4a frequéncia alvo
E\O,
o 1,0E-06 -
@

1,0E-08 -

1,0E-10 A

1,0E-12 A

1,0E-14 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 1 2 3 4 5 6 7 8

numero de iteragdes

FIGURA 5.32 — ERRO RELATIVO DAS FREQUENCIAS ALVO — BARRA UNIFORME FIXA-LIVRE
COM MASSA CONCENTRADA

Observa-se que a solugdo converge e o erro relativo da frequéncia alvo
estabiliza-se a partir da terceira iteragdo com valor inferior a 10™'? %.

A tabela 5.6 apresenta os erros relativos obtidos pelos métodos numéricos
empregados. A solugao pelo MEF linear h é obtida com 100 elementos lineares. Ja
na analise pelo MEF cubico h sao empregados 33 elementos cubicos. O MEF p
utiliza um elemento hierarquico de 33 ndés. O MC também utiliza apenas um
elemento e 19 fungdes enriquecedoras. As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam

numero maximo de graus de liberdade por iteracdo variando entre 5 e 20.

TABELA 5.6 — RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE BARRA FIXA-LIVRE COM MASSA

CONCENTRADA
MEF linear h | MEF cubico MEF p MC ¢ MEFG Adaptativo
(100e) h (33e) (1e 33n) (1e 19c) (apos 3 iteragdes)
Autovalor | ngl® =100 ngl = 99 ngl = 32 ngl = 20
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteragc')es(b)
1 1,344 e-6 7,865e-10 6,095e-13 4,314e-7 9,000e-14 1x1gl+2x54gl
2 4,196 e-3 1,575e-10 9,914e-13 9,133 e-7 9,000e-13 1x2gl+2x10gl
3 1,678 e-2 2,381e-08 6,628e-11 9,251e-7 4,500e-13 1x3gl+2x154¢l
4 3,777 e-2 2,696 e-07 2,012e-12 9,340e-7 3,000e-13 1x4gl+2x20gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apés imposicédo das condi¢gdes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragdes
(MEFG) com m graus de liberdade.
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Outra vez a precisao alcancada pelo MEFG Adaptativo é superior a obtida
pelos refinamentos h e p do MEF, e pelo refinamento ¢ do MC, com maior numero

de graus de liberdade.

5.2.5 Barra fixa-livre composta por dois materiais diferentes

Neste tépico é analisado o problema de vibragao livre de uma barra fixa-livre
composta por dois materiais diferentes e com variagao abrupta de secao transversal
(figura 5.33). A barra tem comprimentos L, = L,, médulos de elasticidade E, =2E,,

areas de secdo transversal 4, =24,, e massas especificas p, =8p,.

X1 2
}% A, E, P
7| A B0 — =z 2 <
- ] =
I
RSN
L, L, \

FIGURA 5.33 — BARRA FIXA-LIVRE BIMATERIAL

5.2.5.1 Solugédo analitica

No problema proposto, cada parte da barra tem como solugcdo geral a

expressao obtida na equagao (3.49), ou seja:

u,(x,) = b, sen(x,x, )+ b, cos(x,x, )

(5.17)

u,(x,) = b, sen(K2x2)+ b, COS(szz) (5.18)
—o P

K =0 E, (5.19)
—w | P2

K,=® , (5.20)

sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
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u;(0)=0 (5.21)

uy (L) = 7/(‘2 ((;) (5.22)
duy\L,)

K 0 (5.23)
d”l(lq) _ du, (O)

E A, 5 E,A, 4 (5.24)

onde u; e u, sdo os deslocamentos axiais dos diferentes trechos da barra referentes
aos sistemas de coordenadas locais x; e x,, respectivamente (figura 5.33), e w é a
frequéncia natural de vibracdo. Aplicando as condigdes de contorno as equacgdes

governantes do problema, obtém-se a equacao da frequéncia:

E, Ay, c08(xc,L, )eosla x,L, )—a E, Ay, sen(x,L, Jsen(a #,L,)
Cos(a K‘lLZ)

o= PE
p.E, (5.26)

cujas raizes fornecem as frequéncias naturais de vibragaéo do problema.

- (5.25)

Para o problema proposto, os dez primeiros autovalores adimensionais
analiticos y, = (K1L1)2 obtidos pela solugao da equacgao da frequéncia estao listados

na tabela 5.7.

TABELA 5.7 — SOLUCOES ANALITICAS DOS AUTOVALORES DA BARRA FIXA-LIVRE

BIMATERIAL
Autovalor
Ve 0,0566159789
X2 2,4674011003
%3 8,4311922005
Ya 11,4212485595
A5 22,2066099025
X6 36,5449772242
X7 42,5250899423
A8 61,6850275068
Yo 84,3979710502

X10 93,3681401272
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5.2.5.2 MEFG Adaptativo

Seis diferentes analises adaptativas sao realizadas para obter as seis
primeiras frequéncias naturais. Em cada anadlise adaptativa foi empregada malha
com o menor numero de elementos necessario para capturar uma primeira
aproximagdo da frequéncia alvo e representar a geometria da barra. O
comportamento do erro relativo dos autovalores adimensionais y, =(x,L,)° nestas

analises é apresentado na figura 5.34.

1,0E+02
—e—Analise 1: 1a frequéncia alvo
1,0E+00 - . .
Andlise 2: 2a frequéncia alvo
1,0E-02 + —a—Anadlise 3: 3a frequéncia alvo
_ 1,0E-04 ——Analise 4: 4a frequéncia alvo
> —%— Andlise 5: 5a frequéncia alvo
g 1,0E-06 1 Andlise 6: 6a frequéncia alvo
1,0E-08 -
1,0E-10 A
1,0E-12 - — 4
1,0E-14 ‘ ‘ 3¢ 3¢ e C :
0 1 2 3 4 5 6 7 8

nimero de iteragcdes

FIGURA 5.34 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO — BARRA FIXA-LIVRE BIMATERIAL

Observa-se que o erro relativo do autovalor alvo diminui rapidamente e a
partir da terceira iteracdo, embora oscile devido a erros de arredondamento do
processo numérico, permanece estavel com valor inferior a 1072 %.

A tabela 5.8 apresenta os erros relativos dos autovalores y, =(x,L,)’
obtidos pelos métodos numéricos empregados nas analises. A solugcédo pelo MEF
linear h é obtida com 100 elementos lineares. Ja na analise pelo MEF cubico h sdo
empregados 34 elementos cubicos. O MEF p utiliza dois elementos hierarquicos de
33 nés. O MC, por sua vez, também utiliza dois elementos e oito fungdes
enriquecedoras. As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam nimero maximo de
graus de liberdade por iteracdo variando entre 10 e 30. Também foi considerada

uma solucado de referéncia do MEF obtida através do software comercial ANSYS
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versao 9.0 utilizando 1000 elementos de treliga (LINK8) e o método do subespaco

com parametros “default” para extracao dos modos naturais.

TABELA 5.8 — RESULTADOS PARA VIBRAGCAO LIVRE DE BARRA BIMATERIAL

MEF MEF Ansys® MEF p MC ¢ MEFG Adaptativo
linear h cubico h (1000e) (2e 33n) (2e 8c) (apos 3 iteracoes)
(100e) (34e) ngl = 1000 ngl = 64 ngl =18
Autovalor | —100 | ngl® = 102
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ®ngl nas
iteracoes
1x2gl+
1 7449e-4 9681e-10 2608e3 1949e-12 55%e4 7,109e-13  _ ° 0 d
2 3,145e-2 3,731e-8 3,780e-13 1,094e-11 3465e-2 3,648e-14 12’;21 g'gT
3 695662 7.849e-7 2137ed 738269 858762 3371613 12);;8'9;
4 1023e1 221866 183664 19219 118561 1,000e-14 x49+
2x 20 gl
5  2833e1 268565 2667e3 2529e9 3328e1 1,000 e-14 g(%g'g’l'
6  3070e1 653165 4055e3 7,949e-10 4,106e-1 8,166 e-13 ;’)‘(%g'gT
Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposicédo das condi¢cdes de contorno;
b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragbes

MEFG) com m graus de liberdade.

) Ansys = resultado obtido pelo software ANSYS utilizando malha com 1000 elementos de trelica
|

Observa-se novamente que a precisdo alcancada pelo MEFG Adaptativo

permanece maior do que a obtida pelos refinamentos h e p do MEF e pelo

refinamento ¢ do MC, com numero maior de graus de liberdade.

5.2.6 Barras nao uniformes

Para avaliar a eficiéncia do MEFG na analise de vibragcao axial livre de

barras com segao transversal ndao uniforme, foram analisadas duas situacdes cujas

solucdes analiticas sdo conhecidas.

5.2.6.1 Barra fixa-fixa com variagédo senoidal de area

Nesta secao é analisada a vibracdo livre axial de uma barra com uma

variagao de area na forma:
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A(x) = A, sen’(ax+b) (5.27)

onde 4,, a e b s&o parametros que descrevem a variagao senoidal.

Segundo Kumar e Sujith (1997), a solugao geral analitica deste problema é:

u, (x) = [i/sen(ax + b)]le, sen(x,x)+ ¢, cos(x,x)| (5.28)
k= pw,’|E+a® (5.29)
onde p é a massa especifica, o é a frequéncia natural, £ é o modulo de elasticidade
e, c1 € ¢, sao constantes.

Para uma barra fixa-fixa, obtém-se « L=rz, onde x, é obtido pela
equacgao (5.29) e r € a ordem do modo natural de vibragdo. Logo, a forma do modo

de vibracao desta barra é dada por (KUMAR; SUJITH, 1997):

u ()= sen(x,x)
’ “sen(ax +b)

(5.30)
onde c; € uma constante.

Neste exemplo é analisado o problema de vibragao livre de uma barra fixa-
fixa com comprimento L =1, massa especifica p, mddulo de elasticidade E, e
variacao senoidal de area (eq. (5.27)) com parametros 4, =1, a=1e b=1.

Seis diferentes andlises adaptativas sdo empregadas para obter cada uma
das seis primeiras frequéncias naturais da barra. Em cada analise foi empregada
malha com o menor numero de elementos necessario para capturar uma primeira
aproximacao da frequéncia alvo. O comportamento do erro relativo dos autovalores
adimensionais y, =w, L. p/E, referentes as frequéncias alvo, nas andlises
adaptativas é apresentado na figura 5.35.

Verifica-se que em todas as analises o processo adaptativo converge, porém

com precisao inferior a atingida para barras com se¢ao uniforme.
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FIGURA 5.35 - ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO — BARRA FIXA-FIXA COM
VARIAGAO DE AREA SENOIDAL

(]
~

Este problema também é analisado utilizando-se os refinamentos h e p do

MEF. A tabela 5.9 apresenta os erros relativos dos autovalores adimensionais

7, =o L\ p/E obtidos pelos métodos numéricos. A solugdo pelo MEF linear h é

obtida com 100 elementos lineares. J& na analise pelo MEF cubico h séo

empregados 12 elementos cubicos. As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam

numero maximo de graus de liberdade por iteragao variando entre 9 e 34.

TABELA 5.9 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DA BARRA FIXA-FIXA COM VARIAGCAO DE
AREA SENOIDAL

Solugéo MEF MEF MEF p MEFG Adaptativo

analitica linear h cubico h | hierarquico

(KUMAR,; (100e) (12e) (1e 9n) (ap6s 3 iteracdes)
r| SUJITH, | ngl=99 | ng®=35 | ngl =7

1997)
V7 erro (%) erro (%) erro (%) V7 erro (%) ngl nas
iteractes®

1 2978189 4,737e-3 2577e-5 2998e-5 2978188 2,997e-5 1x1gl+2x9gl
2 6,203097 1,699e-2 1901e4 1944e-5 6,203097 6,871e-6 1x2gl+2x 14 gl
3 9371576 3,753e-2 3,065e-4 7,299e-4 9,371576 1,731e-6 1x3gl+2x 19 gl
4 12526519 6,632e-2 7,312e4 4702e-1 12,526519 2,441e-6 1x4gl+2x 24 gl
5 15,676100 1,033e-1 2,332e-3 1,229 15,676100 2,044 e-7 1x 5gl + 2x 29 gl
6 18,823011 1,486e-1 6,787 e-3 24,316 18,823011 2,187 e-6 1x 6gl + 2x 34 gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢do das condigbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragao (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragcoes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Ao aplicar o refinamento p hierarquico do MEF neste exemplo, nas analises
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com os elementos de 17 e 33 nés foram obtidos autovalores negativos (modos
espurios), indicando deficiéncia na integragdo dos coeficientes das matrizes ao
empregar para tal a fungéo intrinsica do Maple. Para solucionar o problema foi
empregada a integracdo por Quadratura de Gauss utilizando dez pontos de
integracao por intervalo e, trés e oito intervalos de integragédo por elemento para os
elementos de 17 e 33 nos, respectivamente. Os resultados obtidos para o MEF p

com integragao por Quadratura de Gauss estdo apresentados na tabela 5.10.

TABELA 5.10 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DA BARRA FIXA-FIXA COM VARIAGAO
DE AREA SENOIDAL — MEF p COM QUADRATURA DE GAUSS

MEF p MEF p MEFG Adaptativo
hierarquico hierarquico (apos 3 iteragdes)
Autovalor (1e 17n) (1e 33n)
ngl® =15 ngl® =31
erro (%) erro (%) erro (%) | ngl nas iteragdes™
1 2,998 e-5 2,998 e-5 2,997 e-5 1x 1gl + 2x 9 gl
2 6,774 e-6 6,774 e-6 6,871 e-6 1x 2gl + 2x 14 gl
3 1,643 e-6 1,643 e-6 1,731 e-6 1x 3gl +2x 19 gl
4 2,498 e-6 2,498 e-6 2,441 e-6 1x 4gl + 2x 24 ¢l
5 2,326 e-7 2,407 e-7 2,044 e-7 1x 5gl + 2x 29 gl
6 3,913 e-5 2,163 e-6 2,187 e-6 1x 6gl + 2x 34 gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢do das condigbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteracdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se que, embora o MEFG Adaptativo ndo tenha atingido o mesmo
nivel de preciséo obtido nos problemas com barras uniformes, o erro na solugéo das
seis primeiras frequéncias € muitas vezes menor que obtido pelo refinamento h do
MEF linear com 99 graus de liberdade, principalmente para as frequéncias mais
altas. A preciséo alcangada pelo processo adaptativo também é semelhante a obtida
utilizando-se o refinamento p do MEF com 31 graus de liberdade para todas as
frequéncias calculadas. Para a primeira frequéncia, o MEFG Adaptativo apresenta
precisdo similar a obtida pelo refinamento h do MEF cubico com 35 graus de
liberdade, porém observa-se que os resultados das analises adaptativas sao
melhores a partir da segunda frequéncia, utilizando um nimero menor de graus de
liberdade. A precisdo obtida no processo adaptativo pode ser ainda melhorada

utilizando-se malhas mais refinadas.
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5.2.6.2 Barra fixa-fixa com variacao polinomial de area

Nesta secdo é analisada a vibracdo livre axial de uma barra com uma

variagao de area na forma:

A(x) = (ax +b)* (5.31)

onde a e b séo parametros que descrevem a variagao polinomial.
Segundo Kumar e Sujith (1997), a solugao analitica do problema de vibragao
livre de uma barra com variacao polinomial de area da sec¢ao transversal na forma

A(x) = (ax +b)" é:

u,(x)=A4" [ClJV (/LA")+ c,Y, (xl,A“)] quando v é inteiro (5.32)
u,(x)=A4" [clJV (A,A”)Jr c,J_, (/LA”)] quando v n&o é inteiro (5.33)
onde
1-n
= 5.34
V=" (5.34)
11
a =—[——1] (5.35)
2\ n
4 = \E (5.36)
a \E
o= 1 (56.37)
n

e, J, sao funcbes de Bessel de primeiro tipo e de ordem v, Y, sdo funcdes de
Bessel de segundo tipo e de ordem v, 4, = A(0), p é a massa especifica, o, é a
frequéncia natural e £ € o modulo de elasticidade. Kumar e Sujith (1997) verificaram
que as frequéncias naturais mais baixas sao mais afetadas pela variacdo da secao
transversal e as mais altas sdo muito proximas das frequéncias da barra uniforme

equivalente. Outra caracteristica observada foi o decaimento da amplitude da
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vibragdo axial ao longo do eixo longitudinal. Entretanto, a solugdo do exemplo
numérico de uma barra fixa-fixa apresentada por Kumar e Sujith (1997) esta

incorreta. A equacao da frequéncia correta para a barra fixa-fixae n =4 é:

J73/2 ([ﬁ; /a]Ao]/4 )Js/z ([ﬂr /a]A1]/4 )_ Js/z ([ﬂr /a]Ao]/4 )st/z ([ﬂr /a]Alj/A ) =0 (5.38)
A, = A(L) = (aL +b)* (5.39)

I
p=0.? (5.40)

Neste exemplo é analisado o problema de vibragao livre de uma barra fixa-
fixa com comprimento L =1, massa especifica p, médulo de elasticidade £ e
variagao polinomial de area (eq. (5.31)) com parametros a=1¢e b=1.

Novamente seis diferentes analises adaptativas sdo empregadas para obter
cada uma das seis primeiras frequéncias naturais da barra, e em cada analise foi
empregada malha com o menor numero de elementos necessario para capturar uma
primeira aproximacgado da frequéncia alvo. O comportamento do erro relativo dos
autovalores adimensionais y, = f.L referentes as frequéncias alvo nas andlises

adaptativas é apresentado na figura 5.36.

1,0E+02
1,0E+01 1 —e—Analise 1: 1a frequéncia alvo
Andlise 2: 2a frequéncia alvo
1,0E+00 - - .
—a— Analise 3: 3a frequéncia alvo
1,0E-01 4 —x— Analise 4: 4a frequéncia alvo
g 1,0E-02 4 —x— Analise 5: 5a frequéncia alvo
% 1,0E-03 - Analise 6: 6a frequéncia alvo
1,0E-04 -
1,0E-05 -
1,0E-06 -
1,0E'07 T T T T T T T ‘\
0 1 2 3 4 5 6 7 8

nimero de iteragdes

FIGURA 5.36 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO - BARRA FIXA-FIXA COM
VARIACAO DE AREA POLINOMIAL
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O problema também é analisado utilizando os refinamentos h e p do MEF. A
tabela 5.11 apresenta os erros relativos dos autovalores adimensionais y, = 5 L
obtidos por estes métodos numéricos. As caracteristicas dos métodos s&o as
mesmas utilizadas para a barra com variagdo senoidal da area. O MEF p utiliza
neste caso um elemento hierarquico de 33 nos.

Observa-se que, embora o MEFG Adaptativo ndo tenha atingido o mesmo
nivel de precisdo obtido nos problemas com barras uniformes, o erro na solugao das
seis primeiras frequéncias € muitas vezes menor que obtido pelo refinamento h do
MEF linear com numero maior de graus de liberdade, principalmente para as
frequéncias mais altas. Para a primeira frequéncia, o MEFG Adaptativo com nove
graus de liberdade nas iteragbes apresenta precisdo inferior a obtida pelo
refinamento h do MEF cubico com 35 graus de liberdade. Porém, observa-se que os
resultados das analises adaptativas sdo melhores a partir da segunda frequéncia,
utilizando sempre um numero menor de graus de liberdade. Neste exemplo, o
refinamento p hierarquico do MEF apresenta maior precisao que o MEFG Adaptativo

para todas as seis primeiras frequéncias.

TABELA 5.11 — RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DA BARRA FIXA-FIXA COM VARIAGAO
DE AREA POLINOMIAL

Solugéo MEF MEF MEF p MEFG Adaptativo

analitica linear h cubico h | hierarquico
; (100e) (12e) (1e 33n) (ap6s 3 iteragdes)

ngl®=99 | ngl=35 ngl = 31
X erro (%) erro (%) erro (%) X erro (%) ngl nas
iteragc')es(b)

1 3,286007 5,130e-3 8,861e-8 2410e-8 3,286007 6,330e-6 1x 1gl+2x9 gl
2 6,360678 1,763 e-2 8,264e-6 8,601e-9 6,360678 5,409e-7 1x2gl+ 2x 14 gl
3 9477196 3,823e-2 1,085e-4 2355e-10 9,477196 6,061e-7 1x3gl+2x 194l
4 12,605890 6,704e-2 6,191e-4 2,709e-9 12,605890 4,269 e-7 1x4gl+ 2x 24 gl
5 15,739656 1,041e-1 2,335e-3 1,051e-9 15,739656 2,760 e-7 1x5gl+ 2x 29 gl
6 18,876001 1,494e-1 6,823e-3 1,000e-15 18,876001 1,789 e-7 1x6gl+2x 34 gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposicédo das condi¢cdes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

A precisdo obtida no processo adaptativo pode ser ainda melhorada

utilizando-se malhas mais refinadas. A tabela 5.12 apresenta os resultados obtidos
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por quatro analises do MEFG Adaptativo para as quatro primeiras frequéncias,
utilizando malhas com um elemento a mais do que as malhas utilizadas para as
analises apresentadas na tabela 5.11. Observa-se que todas as frequéncias obtidas

apresentaram melhor precisdo com a utilizagao de uma malha mais refinada.

TABELA 5.12 — RESULTADO DO MEFG ADAPTATIVO PARA BARRA FIXA-FIXA COM VARIAGAO
DE AREA POLINOMIAL E MALHA MAIS REFINADA

Solugéo MEFG Adaptativo
analitica (ap6s 3 iteragdes)
r
V7 V7 erro (%) ngl nas
iteragoes®

3,286007  3,286007 1,405e-7 1x2gl+2x 14 gl
6,360678 6,360678 3,707 e-8 1x 3gl +2x 19 gl
9477196 9,477196 6,889 e-8 1x4gl+2x 24 gl
12,605890 12,605890 6,735e-8 1x5gl+2x 29 gl
Notas: (a) ngl = nimero efetivo de graus de liberdade apés
imposicéo das condi¢des de contorno

A WON =

5.3 VIBRACAO LIVRE DE EIXOS CIRCULARES RETOS

Como os problemas de vibracéo livre axial de barras e torcional de eixos sédo
matematicamente idénticos, o elemento generalizado de barra tipo C° também é
aplicavel na solugéo do problema de vibragao de eixos estacionarios. Logo, todos os
exemplos de barra analisados anteriormente podem ser adaptados para problemas
de eixos com as mesmas solugdes. Para ilustrar a aplicagdo do MEFG Adaptativo na
vibragao livre de eixos sdo apresentados dois exemplos com condi¢gdes de contorno

diferentes das utilizadas nas barras.

5.3.1 Eixo uniforme fixo-livre com massa concentrada

Nesta segdo € analisada a vibragao torcional livre de um eixo uniforme fixo-
livre com sec¢ao transversal circular e uma massa concentrada na metade do seu
comprimento (figura 5.37). O eixo tem as seguintes caracteristicas: didmetro de
0,0254 m, comprimento L = 1,016 m, médulo de elasticidade transversal G = 8,27 x
10"° N/m?, massa especifica p = 7833,58 kg/m> e momento de inércia polar da secéo

transversal [, = 4,086 x 10° m*. A massa concentrada possui inércia rotacional
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1, =pIpL/O,1. A solucéo analitica deste problema é apresentada nos trabalhos de

Gorman (1975) e Chen (2006).

)
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FIGURA 5.37 — EIXO CIRCULAR UNIFORME FIXO-LIVRE COM MASSA CONCENTRADA

Segundo Gorman (1975), as frequéncias naturais analiticas (, ) deste eixo

podem ser obtidas através da solugcdo da equacéio caracteristica:

x,sen(x, /2) Ll
cos(x, /2)—tan(x, /2) sen(x, /2) 1, (5.41)
k. |G
TN, (5.42)

O autovalor adimensional y, ¢é utilizado para comparar a solugdo analitica

com as solugdes aproximadas. Este parametro é dado por:

_ Pl
% == (5.43)

A tabela 5.13 apresenta os resultados obtidos por cinco analises adaptativas

do MEFG e as solugdes analiticas apresentadas por Chen (2006) e calculadas a
partir da equacao caracteristica (eq. (5.41)). Nas analises do MEFG Adaptativo
foram utilizadas malhas com o numero minimo de elementos necessario para obter

uma primeira aproximacao da frequéncia alvo e representar a geometria do eixo.
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TABELA 5.13 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE EIXO FIXO-LIVRE COM MASSA

CONCENTRADA

Solugdo analitica |Solugao analitica MEFG Adaptativo

Autovalor (eq. (5.41)) Chen (2006) (apds 3 iteracdes)
A Y A | ngl nas iteragdes®
1 0,432841 0,432841 0,432841 1x2gl+2x 104l
2 3,203935 3,203935 3,203935 1x2gl+2x 104l
3 6,314846 6,314846 6,314846 1x 4 gl +2x 20 gl
4 9,445948 9,445948 9,445948 1x 4 gl +2x 20 gl
5 12,582265 12,582264 12,582265 1x 6 gl + 2x 30 gl

Notas: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com n graus de liberdade e as
outras duas iteragdes (MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sao iguais aos
resultados analiticos, exceto para o quinto autovalor, que difere na sexta casa

decimal do resultado apresentado por Chen (2006).

5.3.2 Eixo uniforme fixo-livre com mola torcional

Nesta secao € analisada a vibragao torcional livre um eixo uniforme com
secdo transversal circular, com as mesmas caracteristicas do eixo analisado no
topico anterior, fixo na extremidade esquerda e ligado a uma mola torcional com

rigidez k =0,1GI, /L na extremidade direita (figura 5.38).

= L -]

FIGURA 5.38 — EIXO CIRCULAR UNIFORME COM MOLA TORCIONAL

A solugédo analitica deste problema €& apresentada por Gorman (1975),
Inman (1996) e Chen (2006). As frequéncias naturais analiticas (@) podem ser
obtidas através da solugdo da equacao caracteristica (GORMAN, 1975; INMAN,
1996):

0

K. cot(x )+k—L
" " GI (5.44)
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_x [G
@ =7 P (5.45)

e 0s modos naturais de vibragao sdo dados por:

K.X
u (x)=a sen( - j (5.46)

sendo @ uma constante.
A tabela 5.14 apresenta os resultados obtidos por cinco diferentes analises
do MEFG Adaptativo e as solugbes analiticas calculadas a partir da equagéao

caracteristica (eq. (5.44)) e apresentadas por Chen (2006).

TABELA 5.14 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE EIXO COM MOLA TORCIONAL

Solugao analitica |Solugéo analitica MEFG Adaptativo
Autovalor (eq. (5.44)) Chen (2006) (apos 3 iteragdes)
Xr xr Xr ngl nas
iteragoes®
1 1,631995 1,631994 1,631995 1x1gl+2x54gl
2 4,733512 4,733512 4,733512 1x2gl+2x10gl
3 7,866693 7,866693 7,866693 1x3 gl +2x15¢l
4 11,004661 11,004661 11,004661  1x 4 gl + 2x 20 gl
5 14,144237 14,144237 14,144237 1x 59l +2x 25 gl

Notas: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com n graus de liberdade e as
outras duas iteragdes (MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se novamente que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo
sdo iguais aos resultados analiticos, com exce¢do de uma pequena diferenca na

sexta casa decimal do primeiro autovalor em relag&o ao obtido por Chen (2006).

5.4 VIBRACAO LIVRE DE VIGAS DE EULER-BERNOULLI

Os casos analisados a seguir permitem avaliar o desempenho e a precisao
do elemento generalizado de viga reta de Euler-Bernoulli (tipo C') na analise da
vibragao livre de vigas sujeitas a diversas condi¢des de contorno.

O calculo do erro nas analises de vigas foi efetuado através do software
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Maple para que fosse possivel medir erros além do patamar imposto pelo uso de
planilha eletrbnica, como ocorrido nas analises de barras.
5.4.1 Viga uniforme engastada-livre

A viga com secgao transversal uniforme engastada-livre (figura 5.39), com
comprimento L, modulo de elasticidade E, massa especifica p, momento de inércia /
e area da secdo transversal 4, tem frequéncias naturais analiticas de vibracao (w, )

obtidas pela solucao da equacao da frequéncia na forma classica:

cos(x,L)cosh(x,L)+1=0 , r=12,... (5.47)

¥

_ o
K, = T (5.48)

ou, na forma alternativa (GARTNER; OLGAC, 1982):

cos(i,L)+———=0 ,r=12,... (5.49)

1
FIGURA 5.39 — VIGA UNIFORME ENGASTADA-LIVRE

Os modos (v,) naturais de vibragdo analiticos desta viga s&o, na forma

classica:

v, (x) = a{cosh(x, x) - cos(x, x) - e, [senh(x, x) — sen(x, x)]} (5.50)
_ cosh(x, L)+ cos(x, L)
“ = senh(xc, L)+ sen(x, L) (5.51)
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ou, na forma alternativa (GARTNER; OLGAC, 1982):

v, (x) = acos(k, x)+ Cy,sen(i, 1)+ Cpe ™" + Cyre ™) (5.52)
o, — 1Y e™”

2r 1_ (_ 1)r e—;{[,L (553)

1

C [ L

=T Ca e (5.54)
oy

e (5.55)

sendo a uma constante.
O autovalor adimensional y, =x,..L é utilizado para determinar os erros

relativos das solugbes aproximadas conforme equacgdes (5.1) e (5.2).

5.4.1.1 Refinamento h

As figuras 5.40 a 5.43 apresentam os graficos de evolucao do erro relativo
dos refinamentos h do MEF, do MC e de trés diferentes formas do MEFG
apresentadas no capitulo 4, para os quatro primeiros autovalores. Em todos as
analises é utilizada uma malha uniforme. No refinamento h do MC ¢ utilizada apenas
uma funcao enriquecedora. Ja no refinamento h do MEFG é utilizado apenas um
nivel de enriquecimento (n; = 1).

Observa-se que os refinamentos h do MEFG MC e do MEFG MMA
apresentam resultados semelhantes entre si, mas melhores que os obtidos pelos
refinamentos h do MEF e do MEFG Trig para todos os autovalores. Para o primeiro
autovalor os resultados da versao h do MC sao equivalentes aos obtidos pelo MEFG
MC e pelo MEFG MMA porém, a medida que a ordem do autovalor aumenta, estes

ultimos apresentam resultados mais precisos que o MC h.
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1,0E+00
1" autovalor
1,0E-01 A

1,0E-02 -

1,0E-03 1

ermo (%)

1,0E-04 1

1,0E-05 -

1, 0E-06 ;
1 10 100
nurern total de graus de liberdade

——MEFh —=—MCh MEFG Trigh —a—MEFG MCh  ——MEFGMMA h

FIGURA 5.40 — ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE

1,0E+02

2° autovalor

1,0E+01

1,0E+00

1,0E-01

erro (%)

1,0E-02

1,0E-03 -

1,0E-04 T
1 10 100
numero total de graus de liberdade

—+—MEFh —=—-MCh MEFG Trigh  —4—MEFGMCh ——MEFG MMA h

FIGURA 5.41 — ERRO RELATIVO DO 2° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE
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1,0E+02
3° autovalor

1,0E+01

1,0E+00 -

erro (%)

1,0E-01 -

1,0E-02 -

1,0E-03 ‘
1 10 100

numero total de graus de liberdade

—+—MEFh —=s-MCh - MEFGTigh —a—-MEFGMCh —x—MEFGMMA h

FIGURA 5.42 — ERRO RELATIVO DO 3° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE

1,0E+02
4° autovalor

1,0E+01 -

1,0E+00 -

erro (%)

1,0E-01 -

1,0E-02 -

1,0E-03 \
1 10 100

numero total de graus de liberdade

——MEFh —=s-MCh —»-MEFGTrigh —4—-MEFGMCh ——MEFG MMA h

FIGURA 5.43 — ERRO RELATIVO DO 4° AUTOVALOR — REFINAMENTO h — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE
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5.4.1.2 Refinamento p

As figuras 5.44 a 5.51 apresentam a evolugdo do erro relativo dos
refinamentos p hierarquicos das trés formas do MEFG propostas e do MEF, além do
refinamento ¢ do MC, para os oito primeiros autovalores. Nestas andlises s&o
utilizadas malhas formadas por um unico elemento.

Os resultados mostram que o refinamento p do MEF e das trés formas do
MEFG apresentam taxas de convergéncia maiores que os refinamentos h do MEF e

que o refinamento ¢ do MC para todos os autovalores analisados.

1, 0E+00
1,0E-01 1 1% autovalor

10602 \
1,0E-03

: _
1,0E-04 38
1,0E-05 - \.\-
1,0E-06 A 87
1,0E-07 4
1,0E-08 1

- 24,3
1,0E-09 1 N2
1,0E-10
1,0E-11
1,0E-12 - S 149
1,0E-13
1,0E-14
1,0E-15 4 16,0
1,0E-16 1 N
1,0E-17 .

1 10 100
ndmera total de graus de liberdade

BrTo (%)

—+—MEFh —a—MCcC MEFG Tig —a— MEFG MC —— MEFG MMA ——MEF p

FIGURA 5.44 — ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.45 — ERRO RELATIVO DO 2° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
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FIGURA 5.46 — ERRO RELATIVO DO 3° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME

ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.47 — ERRO RELATIVO DO 4° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.48 — ERRO RELATIVO DO 5° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.49 — ERRO RELATIVO DO 6° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME

ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.50 — ERRO RELATIVO DO 7° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME

ENGASTADA-LIVRE
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FIGURA 5.51 — ERRO RELATIVO DO 8° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
ENGASTADA-LIVRE

O MEFG MC s6 péde ser aplicado até um total de dez graus de liberdade,
pois acima deste limite 0 método mostrou-se instavel com a apresentacao de modos
espurios. Esta instabilidade deve-se a erros de arredondamento resultantes das
funcgdes hiperbdlicas contidas nas fungdes enriquecedoras. Por este motivo o MEFG
MC néo é utilizado nos exemplos seguintes, uma vez que pode ser substituido pelo
MEFG MMA. O refinamento hierarquico p do MEF supera a precisdo e a taxa de
convergéncia dos resultados obtidos pelo MEFG para os cinco primeiros
autovalores, porém, para os autovalores mais elevados, o MEFG MMA e o MEFG
Trig apresentam resultados mais precisos e, em alguns casos, taxas de
convergéncia maiores.

Comparando as versdes do MEFG, verifica-se que até o terceiro autovalor o
MEFG MMA é mais preciso que o MEFG Trig, porém esta situagéo se inverte para
autovalores de ordem superior a trés.

A tabela 5.15 apresenta os seis primeiros autovalores y, obtidos pelos
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métodos analisados com oito graus de liberdade efetivos, a fim de compara-los com
os resultados obtidos pela versdo senoidal do Método dos Elementos Finitos p-
Fourier (MEF Fourier) apresentados por Leung e Chan (1998). Nao sao
apresentados os erros relativos para o MEF Fourier no trabalho de Leung e Chan
(1998), mas apenas os autovalores com quatro casas decimais conforme indicado

na tabela.

TABELA 5.15 — AUTOVALORES PARA VIGA ENGASTADA-LIVRE (8 GRAUS DE LIBERDADE)
r Analitico MEF Fourier | MEFG MMA MEFG Trig

Xr Xr Xr Xr
1 1,875104 1,8751 1,875104 1,875106
2 4,694091 4,6943 4,694092 4,694147
3 7,854757 7,8576 7,854785 7,855139
4 10,99554 11,0057 10,99573 10,99568
5 14,13717 14,1600 14,13810 14,13984
6 17,27876 17,3394 17,91309 17,53655

Nota: * resultados obtidos por Leung e Chan (1998).

Observa-se que as duas versdes do MEFG propostas sdo mais precisas que
o MEF Fourier, com mesmo numero de graus de liberdade, para os cinco primeiros
autovalores analisados.

A tabela 5.16 apresenta os dez primeiros autovalores y, obtidos pelos
métodos analisados com 12 graus de liberdade efetivos, a fim de compara-los com a
solugdo analitica e com os resultados obtidos pelo Método Composto Modificado
(MC Modif), proposto por Lu e Law (2007), com o mesmo numero de graus de
liberdade. Nao séo apresentados os erros relativos para o MC Modif no trabalho de
Lu e Law (2007), mas apenas os autovalores com sete digitos significativos,
conforme indicado na tabela.

A partir dos resultados apresentados na tabela 5.16, observa-se que o0s
quatro primeiros autovalores obtidos pelas duas versées do MEFG e pelo MC Modif
sao quase idénticos a solucdo analitica. A partir do quinto autovalor a solucao obtida
pelo MC Modif &€ mais precisa que a obtida pelo MEFG. Cabe observar porém que a
taxa de convergéncia do MEFG mostrada nos graficos anteriores garante que a

solugdo sera significativamente mais precisa a medida que novos niveis de
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enriguecimento forem acrescentados. Outro aspecto a salientar é o fato de que o
MEFG nas formas propostas é aplicavel a qualquer problema de viga de Euler-
Bernoulli, enquanto a versdo modificada de Lu e Law (2007) utiliza fungdes de
enriquecimento especificas para cada problema, dependendo das condigdes de
contorno impostas. Salienta-se também que nos métodos aproximados o erro na
solugdo aumenta com a ordem do autovalor, como pode ser observado na equagao
(3.38) para o MEF. Esta deterioracdo na precisdao dos resultados dos ultimos
autovalores obtidos na analise € observada em todos os métodos enriquecidos e no
MEF p, porém no refinamento p do MEFG parece ser mais significativa para estes

autovalores.

TABELA 5.16 — AUTOVALORES PARA VIGA ENGASTADA-LIVRE (12 GRAUS DE LIBERDADE)

r analitico MEF h MC MC Modif MEFG MMA | MEFG Trig
Zf ZI’ ZI’ ZI’ ZI’ lf
1 1,875104 1,875110 1,875104 1,875104 1,875104 1,875104
2 4,694091 4,694671 4,694100 4,694091 4,694091 4,694091
3 7,854757 7,861940 7,854858 7,854757 7,854758 7,854759
4 10,99554 11,03091 10,99599 10,99554 10,99554 10,99554
5 14,13717 14,24301 14,13846 14,13717 14,13718 14,13719
6 17,27876 17,42216 17,28160 17,27876 17,27880 17,27876
7 20,42035 21,63383 20,42556 20,42037 20,42053 20,42049
8 23,56194 25,35447 23,57031 23,56197 23,59441 23,59258
9 26,70354 29,63872 26,71559 26,70357 26,80519 26,87697
10 29,84513 34,47073 29,86097 29,84515 33,22886 33,03557

Nota: * resultados obtidos por Lu e Law (2007).

Os resultados obtidos para os refinamentos h e p indicam que o MEFG MMA
apresenta maior regularidade e excelente taxa de convergéncia. Porém, o MEFG
Trig se destaca no refinamento p para autovalores de ordem superior a trés.
Observa-se também que para todos os autovalores o erro decresce muito
rapidamente quando novas fungdes de enriquecimento séo incorporadas ao MEFG
(refinamento p).

O método adaptativo proposto neste trabalho é analisado a seguir.
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5.4.1.3 Refinamento adaptativo

Seis diferentes analises do MEFG Adaptativo com malha uniforme sao
realizadas a fim de obter as primeiras seis frequéncias naturais da viga. Para
capturar uma primeira aproximagao da frequéncia alvo desta viga, para a primeira e
segunda frequéncias, a malha de elementos finitos deve ter no minimo um elemento
(dois graus de liberdade efetivos), para a terceira e quarta frequéncias, a malha deve
ter no minimo dois elementos (quatro graus de liberdade efetivos), e assim por
diante. A evolucdo do erro relativo nas quatro primeiras analises com malhas mais
refinadas que o minimo (ngl/ = alvo) necessario, ou seja, com nimero de graus de
liberdade da malha igual ao dobro da ordem da frequéncia alvo, é apresentada nas
figuras 5.52 a 5.55.

Observa-se que o erro relativo do autovalor escolhido (alvo) diminui
rapidamente e a partir da terceira iteracdo estabiliza-se com valor inferior a 10™"° %.
As analises adaptativas convergem rapidamente e permitem melhorar a precisédo da
solugdo para a frequéncia alvo, mas melhoram também a precisdo da solugéo de
outras frequéncias, diferindo do comportamento do método para o elemento de

barra.

1,0E+02
malha com

1,0E+00 1 1 elemento

1,0E-02 A

1,0E-04 - —e—autov. 1
S 1,0E-06 | autov. 2
o A& & & & & A —a—autov. 3
= 1,0E-08 -
) —¢—autov. 4

1,0E-10 A

1,0E-12 A

1,0E-14 -

1,0E-16 ; ¥ ¢ * * * *

0 1 2 3 4 5 6 7 8

nimero de iteragdes

FIGURA 5.52 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA VIGA
UNIFORME ENGASTADA-LIVRE — ANALISE 1: 12 FREQUENCIA ALVO
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FIGURA 5.53 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA VIGA
UNIFORME ENGASTADA-LIVRE — ANALISE 2: 22 FREQUENCIA ALVO
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FIGURA 5.54 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA VIGA
UNIFORME ENGASTADA-LIVRE — ANALISE 3: 32 FREQUENCIA ALVO
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FIGURA 5.55 — ERRO DOS AUTOVALORES NO REFINAMENTO ADAPTATIVO DA VIGA
UNIFORME ENGASTADA-LIVRE — ANALISE 4: 42 FREQUENCIA ALVO
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A tabela 5.17 apresenta os erros relativos obtidos pelas analises do MEFG

Adaptativo com duas malhas diferentes.

TABELA 5.17 — ERROS RELATIVOS DO MEFG ADAPTATIVO PARA VIGA ENGASTADA-LIVRE
COM DIFERENTES MALHAS

MEFG Adaptativo MEFG Adaptativo
(apos 3 iteragoes) (apos 3 iteragoes)
Autovalor Malha: ngl = alvo Malha: ngl = 2 x alvo
erro (%) ngl nas erro (%) ngl nas
iteracoes® iteracoes®

2,375 e-16 1x2gl+2x10gl 2,375 e-16 1x2gl+2x104gl
1,078 e-10 1x2gl+2x10gl 2,333 e-15 1x4 gl +2x 20 gl
1,452 e-11 1x4gl+2x20gl 1,276 e-14 1x 6 gl +2x 30 gl
4,729 e-10 1x4gl+2x20gl 2,492 e-14 1x 8 gl +2x40gl
9,125 e-11 1x6gl+2x30gl 3,635e-14 1x10gl+2x 50 gl
5,076 e-10 1x6gl+2x30gl  4,622e-14 1x12gl+2x604gl
Nota: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as
outras duas iteragdes (MEFG) com m graus de liberdade.

O wWN -

Observa-se que o refinamento da malha utilizada no processo aumenta a
precisdo alcancada nas analises adaptativas, embora os erros encontrados para a
malha mais pobre ja sejam bastante pequenos.

A tabela 5.18 apresenta os resultados obtidos com a utilizacdo dos
refinamentos h e p do MEF, do refinamento ¢ do MC, dos refinamentos p do MEFG
Trig e MEFG MMA, e das analises do MEFG Adaptativo. A solugdo pelo MEF h é
obtida com 50 elementos, ou seja, 100 graus de liberdade efetivos. O MEF p utiliza
um elemento hierarquico de 17 nds, correspondendo a 32 graus de liberdade. O MC
também utiliza apenas um elemento e 58 fungdes enriquecedoras, que
correspondem a dois graus de liberdade nodais e 58 graus de liberdade de campo.
O MEFG MMA e o MEFG Trig utilizam um elemento e sete niveis de enriquecimento
(n, = 7), que correspondem a dois graus de liberdade nodais e 14 graus de liberdade
de campo. As analises pelo MEFG Adaptativo apresentadas nesta tabela utilizam
numero de graus de liberdade da malha igual ao dobro da ordem da frequéncia alvo.
Por exemplo, a quarta frequéncia é obtida utilizando malha com quatro elementos
(oito graus de liberdade) e o processo adaptativo utiliza oito graus de liberdade na

primeira iteragédo e 40 graus de liberdade nas duas iteragbes subsequentes.
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TABELA 5.18 — RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE VIGA UNIFORME ENGASTADA-LIVRE

MEF h MEF p MC ¢ MEFG MEFG MEFG Adaptativo™
(50e) (1e 17n) (1e 58c) Trig p MMA p ngl =2 x alvo
Autovalor | ngl =100 ngl(a) =32 | ngl=60 (1e 7nl) (1e 7nl) (apos 3 iterages)
ngl = 16 ngl = 16

erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteragoes
1 4,623 e-7 3,303e-17 1,753 e-7 6,138e-10 2,773 e-11 2,375e-16 1x2gl+
2x 10 gl
2 2,622e-6 1,135e-15 1,164 e-8 5,010 e-9 4,199e9 2,333e-15 1x4gl+
2x 20 gl
3 2,112e-5 7,397 e-15 3,702e-7 4,548 e-8 8,848e-8 1,276e-14 1x6gl+
2x 30 gl
4 8,101 e-5 1,943 e-14 1,676 e-6 5,725 e-9 6,592 e-7 2,492 e-14 1x8gl+
2x 40 gl
5 2211e-4 3,892e-14 4,710e-6 5,682 e-7 2,899e-6 3,635e-14 1x10gl+
2x 50 gl
6 4,927 e-4 5,778 e-12 1,067 e-5 7,460 e-8 9,179e-6 4,622e-14 1x12gl+
2x 60 gl

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposicéo das condi¢cdes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragdes
(MEFG) com m graus de liberdade.
Observa-se que a precisao alcancada pelo MEFG Adaptativo é semelhante
a obtida pelo refinamento p do MEF, e maior do que a obtida pelos refinamentos h
do MEF e pelo refinamento ¢ do MC com numero de graus de liberdade maior.
A figura 5.56 apresenta o segundo modo de vibragdo obtido nas duas
primeiras iteragdes da analise 2 (22 frequéncia alvo) do MEFG Adaptativo, com uma
malha de dois elementos, a fim de ilustrar o efeito do processo adaptativo do MEFG

sobre os modos de vibrag&o da viga.

0s + Solugdo analitica — MEFG Adaptativo 0a
0.5 0E]
0.4 0.4]
02 0.2

{a) Primeira iteragéo {b) Segunda iterag&o

FIGURA 5.56 — SEGUNDO MODO DE VIBRAGAO DA VIGA UNIFORME ENGASTADA-LIVRE NAS
DUAS PRIMEIRAS ITERACOES DO MEFG ADAPTATIVO — ANALISE 2: 22 FREQUENCIA ALVO
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Observa-se que o modo de vibragcdo aproximado do MEFG Adaptativo
converge para o modo analitico e, a partir da segunda iteragdo estes modos séo

coincidentes.

5.4.2 Viga uniforme simplesmente apoiada

A viga com secao transversal uniforme simplesmente apoiada (figura 5.57),
com comprimento L, médulo de elasticidade E, massa especifica p, momento de
inércia / e area da segéo transversal 4, tem frequéncias (®, ) e modos (u,) naturais

de vibracao analiticos obtidos pelas expressoes:

Kr :T s =1,2,... (556)
2
o pA
K =4 (5.57)
u,(x)=asen(x,x) ,r=12,... (5.58)

FIGURA 5.57 — VIGA UNIFORME BI-ROTULADA

O autovalor adimensional y, =x,.L é utilizado para comparar a solugédo

analitica com as solug¢des aproximadas.
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5.4.2.1 Refinamento p

As figuras 5.58 a 5.65 apresentam os graficos de evolugéo do erro relativo
dos refinamentos p hierarquicos do MEFG MMA, MEFG Trig e MEF, além do
refinamento ¢ do MC, para os oito primeiros autovalores, em relagao ao numero total
de graus de liberdade, ambos em escala logaritmica. Nestas analises sao utilizadas

malhas formadas por um unico elemento.
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1,0E+00 - 1° autovalor
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1,0E-08 -
1,0E-09 -
1,0E-10 -
1,0E-11 -
1,0E-12
1,0E-13 A
1,0E-14 T

1 10 100

numero total de graus de liberdade

erro (%)

—e—MEF h —s—MCc MEFG Trig —— MEFG MMA —=—MEF p

FIGURA 5.58 — ERRO RELATIVO DO 1° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.59 — ERRO RELATIVO DO 2° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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——MEF h

—s—MCc —eo— MEFG Trig

—— MEFG MMA

—= MEFp

FIGURA 5.60 — ERRO RELATIVO DO 3° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.61 — ERRO RELATIVO DO 4° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.62 — ERRO RELATIVO DO 5° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.63 — ERRO RELATIVO DO 6° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.64 — ERRO RELATIVO DO 7° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA
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FIGURA 5.65 — ERRO RELATIVO DO 8° AUTOVALOR — REFINAMENTO p — VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA

Os resultados obtidos mostram que as duas formas do MEFG apresentam
resultados mais precisos que o refinamentos h do MEF e o refinamento ¢ do MC
para todos os autovalores analisados, com excecdo do primeiro autovalor. Na
analise do primeiro autovalor o MEFG Trig apresenta resultados menos precisos que
o MC, superando-os em precisdo apenas com 16 graus de liberdade. O MEFG Trig
apresenta taxas de convergéncia superiores as taxas do refinamento h do MEF e do
refinamento ¢ do MC. Ja o MEFG MMA apresenta taxas de convergéncia superiores
ao refinamento h do MEF e semelhantes as taxas do MC. O refinamento hierarquico
p do MEF supera a preciséo e a taxa de convergéncia obtidas pelo MEFG para os
quatro primeiros autovalores, porém para os autovalores mais elevados o MEFG Trig
apresenta as maiores taxas de convergéncia e os resultados mais precisos. O
MEFG MMA supera o refinamento p do MEF a partir do sétimo autovalor, porém
apresenta resultados menos precisos que o MEFG Trig. Novamente observa-se que

o refinamento p do MEFG Trig se destaca para autovalores de ordem superior a trés.
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5.4.2.2 Refinamento adaptativo

Seis diferentes analises do MEFG Adaptativo com malha uniforme sao
realizadas a fim de obter as primeiras seis frequéncias naturais da viga. Em todos os
casos analisados neste trabalho, verifica-se que o processo adaptativo para vigas
influencia na convergéncia de um grupo de frequéncias além da frequéncia alvo,
assim como observado no exemplo anterior (figuras 5.52 a 5.55). Assim, a partir
deste exemplo sera apresentado apenas o comportamento da frequéncia alvo em
cada analise. A evolucdo do erro relativo dos autovalores alvo nas seis analises
adaptativas com numero de graus de liberdade da malha igual ao dobro da ordem
da frequéncia alvo é apresentada na figura 5.66.

Observa-se que o erro relativo do autovalor alvo diminui rapidamente e a

partir da terceira iteragdo estabiliza-se com valor inferior a 10™? %.

1,0E+01
1,0E+00 —e—Analise 1: 1a frequéncia alvo
1,0E-01 1 Andlise 2: 2a frequéncia alvo
1,0E-02 - L ] .
1,0E-03 1 —a— Analise 3: 3a frequéncia alvo
1,0E-04 - —x— Analise 4: 4a frequéncia alvo
g 1,0E-05 1 —x— Analise 5: 5a frequéncia alvo
o 1,0E-06 - . ) .
5 1,0E-07 | —e— Andlise 6: 6a frequéncia alvo
1,0E-08 -
1,0E-09 -
1,0E-10 ~
1,0E-11
1,0E-12 A —— o _
1,0E-13 : : = x x = = X

0 1 2

w

4 5 6 7 8
numero de iteragcdes

FIGURA 5.66 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO - VIGA UNIFORME
SIMPLESMENTE APOIADA

A tabela 5.19 apresenta os erros relativos dos autovalores adimensionais
obtidos pelo MEFG Adaptativo com duas malhas diferentes. Ja a tabela 5.20
apresenta os resultados obtidos com a utilizagcao dos refinamentos h e p do MEF, do
refinamento ¢ do MC, dos refinamentos p do MEFG Trig e MEFG MMA, e das

analises do MEFG Adaptativo. As analises utilizam as mesmas malhas e os mesmos



enriquecimentos descritos no exemplo anterior.
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TABELA 5.19 — ERROS RELATIVOS DO MEFG ADAPTATIVO PARA VIGA SIMPLESMENTE

APOIADA COM DIFERENTES MALHAS

MEFG Adaptativo
(apos 3 iteragoes)

MEFG Adaptativo
(apos 3 iteragdes)

Autovalor Malha inicial: ngl = alvo Malha inicial: ngl = 2 x alvo
erro (%) ngl nas erro (%) ngl nas
iteracoes® iteracdes®
1 5,372 e-13 1x2gl+2x10gl 5,372 e-13 1x2gl+2x104gl
2 9,895 e-14 1x2gl+2x10gl 6,927 e-13 1x4 gl +2x 20 gl
3 5,487 e-11 1x4gl+2x20gl 7,539 e-13 1x 6 gl +2x 30 gl
4 5,796 e-13 1x4gl+2x20gl 2,262 e-13 1x 8 gl +2x40 gl
5 1,199 e-10 1x6gl+2x30g 2,149e-13  1x10 gl +2x 50 gl
6 3,204 e-13 1x6gl+2x30g 7,539e-13 1x12gl+2x 604l
Nota: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragao (MEF) com n graus de liberdade e as

outras duas iteragdes (MEFG) com m graus de liberdade.

aumenta a precisao alcancada nas analises adaptativas.

Novamente observa-se que o refinamento da malha utilizada no processo

TABELA 5.20 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE VIGA UNIFORME SIMPLESMENTE

APOIADA
MEF h | MEFp MC ¢ MEFG MEFG MEFG Adaptativo
(50e) (1e 17n) (1e 58c) Trig p MMA p ngl =2 x alvo
Autovalor | ngl=100 | ngl® =32 | ngl=60 (1e 7nl) (1e 7nl) (apos 3 iteragdes)
ngl = 16 ngl = 16
erro (%) | erro (%) | erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) | ® ngl nas
iteragoes
x2gl+
1 549067 9805e-14 1281e8 5277e9  173Bed 5372613 i8]
2 863566 9895e14 1079e6 5114e-11 684068 6927 e-13 ;’)‘(‘;g'g’[
3 438065 9424e-14 1112e-6 9377e9  4013e7 7,539 e-13 L’)‘(%g'gT
4 1383e-4 579 e13 734766 1375e-11 2748e-6 2262 e-13 ;’)‘(ig'gT
5 3373e-4 1052e12 7.649e-8 2126612 8700e-6 2,149 e-13 12")(1 gg'gl"
6 698564 6672612 1455e-5 542410 192665 7,539 e-13 12")(1 éog'gl"

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢éo das condi¢gdes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteracdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteracdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Observa-se novamente que a precisdo alcancada pelo MEFG Adaptativo é

semelhante a obtida pelo refinamento p do MEF, e maior do que a precisao obtida

pelos refinamentos h do MEF e pelo refinamento ¢ do MC com numero de graus de



223

liberdade maior.

5.4.3 Viga uniforme engastada-livre com massa concentrada na extremidade

Nesta secao € analisada a vibragao transversal livre de uma viga engastada-
livre, de secao transversal uniforme, com uma massa (m) concentrada na
extremidade livre (figura 5.67). A viga tem comprimento L, médulo de elasticidade E,
massa especifica p, momento de inércia /, area da secao transversal 4 e massa
concentrada m =10p4L. Considera-se aqui a massa concentrada sem inércia

rotacional.

FIGURA 5.67 — VIGA UNIFORME ENGASTADA-LIVRE COM MASSA CONCENTRADA NA
EXTREMIDADE

5.4.3.1 Solugéao analitica

Aplicando as condigdes de contorno as equagdes governantes do problema,

obtém-se a equacao da frequéncia:

som(sen(xl Jcosh(xl. ) cos(xL senh(xL ))— pA(L+ cos(xl Jcosh(xL )) 0
cos(xL )+ cosh(xL) (5.59)

4_,0_A 2
= (5.60)

cujas raizes fornecem as frequéncias naturais de vibragdo da viga. Os modos

naturais de vibragédo sao dados por:
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u(x) = afsen(rer) — senh(rx) — e[cos(rer) — cosh(xx )]} (5.61)
_ senh(xd.) + sen(xL)
cosh(xZ) + cos(xL.) (5.62)

sendo a uma constante.

Os dez primeiros autovalores adimensionais ¥, = k,.L obtidos para esta

viga estao listados na tabela 5.21.

TABELA 5.21 — SOLUGAO ANALITICA DOS AUTOVALORES DA VIGA ENGASTADA-LIVRE COM

MASSA CONCENTRADA
Autovalor Solugao analitica
71 0,7357819194
12 3,9384658333
1 7,0756163670
24 10,2150464784
25 13,3554985900
X6 16,4963832300
X7 19,6374937628
78 22,7787369569
X9 25,9200646834
X710 29,0614495813

5.4.3.2 Solugdo aproximada

A partir deste exemplo dedica-se maior atengao a analise do desempenho
do processo adaptativo. O MEFG Trig também é analisado por se tratar do
refinamento p do MEFG com melhor desempenho, principalmente a partir da terceira
frequéncia.

Sete diferentes analises do MEFG Adaptativo com malha uniforme séao
realizadas a fim de obter as primeiras seis e a décima frequéncias naturais da viga.
A tabela 5.22 apresenta os erros relativos dos seis primeiros autovalores obtidos
com a utilizagdo do MEFG Adaptativo com duas malhas diferentes.

A evolugao do erro relativo dos autovalores alvo ¥, = kx,.L nas seis analises
adaptativas com numero de graus de liberdade da malha igual ao dobro da ordem

da frequéncia alvo é apresentada na figura 5.68.
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TABELA 5.22 — ERROS RELATIVOS DO MEFG ADAPTATIVO PARA VIGA ENGASTADA-LIVRE
COM MASSA CONCENTRADA PARA DIFERENTES MALHAS

MEFG Adaptativo

Autovalor (ap6s 3 iteragdes)

Malha: ngl = alvo

MEFG Adaptativo
(ap6s 3 iteragdes)
Malha: ngl = 2 x alvo

erro (%) | ngl nas iteracdes erro (%) | ngl nas iteragoes®
1 4,750 e-19 1x2gl+2x10gl 4,750 e-19 1x2gl+2x10gl
2 4,826 e-12 1x2gl+2x10gl 2,043 e-16 1x 4 gl + 2x 20 gl
3 2,259 e-12 1x4gl+2x20gl 3,740 e-15 1x 6 gl + 2x 30 gl
4 4,502 e-11 1x4gl+2x20gl 1,262 e-14 1x 8 gl + 2x 40 gl
5 2,246 e-11 1x6gl+2x30gl 2502e-14 1x10gl+2x50gl
6 9,334 e-11 1x6gl+2x30gl 3,885e-14 1x12gl+2x604gl

Nota: (a) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as
outras duas iteragbes (MEFG) com m graus de liberdade.

1,0E+01

1,0E-01
1,0E-03 -
1,0E-05 -
1,0E-07
1,0E-09 -
1,0E-11
1,0E-13
1,0E-15
1,0E-17
1,0E-19 \

erro (%)

—e— Analise 1: 1a frequéncia alvo

Andlise 2: 2a frequéncia alvo
—a— Analise 3: 3a frequéncia alvo
—x— Analise 4: 4a frequéncia alvo
—x— Analise 5: 5a frequéncia alvo

—e— Anadlise 6: 6a frequéncia alvo

0 1

2 3

4 5

nimero de iteragdes

FIGURA 5.68 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO — VIGA ENGASTADA-LIVRE COM
MASSA CONCENTRADA

Os mesmos comentarios feitos para as vigas uniformes engastada-livre e

simplesmente apoiada valem para esta viga no que se refere a malha de elementos

finitos e a convergéncia do processo.

A tabela 5.23 apresenta os resultados obtidos pelos refinamentos h e p do

MEF, pelo refinamento ¢ do MC, pelo refinamento p do MEFG Trig e pelas analises

do MEFG Adaptativo. A solucédo pelo MEF h é obtida com 50 elementos. O MEF p

utiliza um elemento hierarquico de 17 nés. O MC também utiliza apenas um

elemento e 58 fungdes enriquecedoras. O MEFG Trig utiliza um elemento e 15 niveis

de enriquecimento (n; = 15). As analises pelo MEFG Adaptativo utilizam numero de

graus de liberdade da malha igual ao dobro da ordem da frequéncia alvo, com
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excegdo da andlise para a décima frequéncia que utiliza malha com dez graus de

liberdade.

TABELA 5.23 - RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DE VIGA UNIFORME ENGASTADA-LIVRE
COM MASSA CONCENTRADA

MEF h MEF p MC ¢ MEFG Trig p MEFG Adaptativo
(50e) (1e 17n) (1e 58¢c) (1e 15nl) (apos 3 iteragoes)
Autovalor | ngl =100 | ngl® =32 | ngl=60 ngl = 32
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteragc')es(b)

8,566 e-7 4,585e-16 4,074e-13 2,023e-17 4,750e-19 1x2gl+2x 1049l
1,335e-6 4,534e-15 9,706e-9 5856e-17 2,043e-16 1x4gl+2x204gl
1,387e-5 1,472e-14 1,031e6 7,980e-16 3,740e-15 1x6gl+2x304gl
6,031e-5 2587e-14 9,972e-7 7,444 e-16 1,262 e-14 1x8gl+2x 404l
1,762 e-4 3,986e-14 2206e6 6,740e-15 2,502e-14 1x10 gl +2x 50 gl
4,099e-4 3,640e-12 2,656e6 6,030e-13 3,885e-14 1x12gl+2x60 gl
3,925e-3 1,654e-8 9,166 e-6 1,381e-12 1,249e-10 1x10 gl +2x 50 gl
Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢éo das condi¢cdes de contorno;

(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas
iteracdes (MEFG) com m graus de liberdade.

-
SouhwN =

Observa-se que a precisao alcancada pelo MEFG Adaptativo € maior do que
a obtida pelos refinamentos h e p do MEF e pelo refinamento ¢ do MC. O MEFG Trig
com 32 graus de liberdade apresenta melhor precisdo que todos os demais
métodos, com excecdao do MEFG Adaptativo para o primeiro e sexto autovalores.
Porém, prosseguindo-se as analises para autovalores de ordem superior a dez
verifica-se que o erro do MEFG Trig aumenta substancialmente, gerando resultados

menos precisos que os demais métodos.

5.4.4 Viga uniforme bi-engastada com rétula interna

Neste topico é analisada a vibragao transversal livre de uma viga de secéo
transversal uniforme bi-engastada com rétula interna, conforme figura 5.69. A viga
tem comprimento L = 1 m, médulo de elasticidade E, massa especifica p, momento

de inércia / e area da secgao transversal 4.
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FIGURA 5.69 — VIGA UNIFORME BI-ENGASTADA COM ROTULA INTERNA

5.4.4.1 Solucgéao analitica

O problema de vibragéo livre desta viga pode ser resolvido analiticamente
considerando-se duas vigas engastadas-rotuladas de comprimentos 0,4 L e 0,6 L, e
adotando-se condi¢coes de acoplamento de deslocamento vertical e esforgo cortante,
e momento fletor nulo para a extremidade comum (rétula).

Para o problema proposto, os seis primeiros autovalores adimensionais

analiticos y, = k. L (conforme equacéo (5.60)) estéo listados na tabela 5.24.

TABELA 5.24 — SOLUCOES ANALITICAS DOS AUTOVALORES DA VIGA BI-ENGASTADA COM
ROTULA INTERNA

Autovalor Solugao analitica
4| 3,9534079085
212 7,1806531805
b 10,5609868273
x4 12,7203449873
25 17,2332234872
X6 19,0474875148

5.4.4.2 Solugao aproximada

Na solugao aproximada utilizando o MEF, o MC e o MEFG, a rétula interna é
simulada pela consideragdo de um grau de liberdade nodal de rotag&o independente
para cada elemento em que um dos nds coincida com o né rotulado. lIsto
corresponde a nao acoplar as contribuicbes elementares das matrizes de rigidez e

de massa referentes ao grau de liberdade de rotacéo considerado liberado (rétula).
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Para verificacdo do desempenho do MEFG Adaptativo na analise da
vibracdo livre desta viga, foram realizadas seis analises adaptativas para
determinacao das seis primeiras frequéncias, utilizando em cada analise uma malha
com quatro elementos.

A figura 5.70 apresenta a evolugao do erro relativo do autovalor alvo, em
funcdo do numero de iteragbes, para as seis analises do MEFG Adaptativo
realizadas. Na analise 1 foi tomada a primeira frequéncia como alvo, na analise 2 a

segunda frequéncia como alvo, e assim por diante.

1,0E+02
1.0E+00 1 malha com —e— Anadlise 1: 1a freq. alvo
4 elementos Analise 2: 2a freq. alvo

1,08-02 1 —a— Andlise 3: 3a freq. alvo

1,0E-04 + —»— Analise 4: 4a freq. alvo
;\O\ 1,0E-06 - —x— Analise 5: 5a freq. alvo
Z 1,0E-08 —e— Analise 6: 6a freq. alvo
& 1,0E-10 | s

1,0E-12

1,0E-14 - * * *

1,0E-16 -

1,0E-18 : M M M

0 1 2 3 4 5

numero de iteragdes

FIGURA 5.70 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO - VIGA COM ROTULA INTERNA

Observa-se novamente que em todas as analises adaptativas o erro relativo
do autovalor alvo diminui rapidamente e a partir da terceira iteracdo estabiliza-se
com valor inferior a 10° %. Observa-se também que, para uma mesma malha, o erro
relativo aumenta com o aumento da ordem da frequéncia alvo.

A tabela 5.25 apresenta os resultados obtidos pelos refinamentos h e p do
MEF, pelo refinamento ¢ do MC, pelo refinamento p do MEFG Trig e pelas analises
do MEFG Adaptativo. A solucédo pelo MEF h é obtida com 52 elementos. O MEF p
utiliza dois elementos hierarquicos de nove nés. O MC também utiliza dois
elementos e 30 fungdes enriquecedoras. O MEFG Trig utiliza dois elementos e sete

niveis de enriquecimento (n; = 7).
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TABELA 5.25 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE VIGA COM ROTULA INTERNA

MEF h MEF p MC ¢ MEFG Trig p MEFG Adaptativo
(52e) (2e 9n) (2e 30c) (2e 7nl) (apos 3 iteragoes)
Autovalor | ngl=103 | ngl®=31| ngl=63 ngl = 31
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteractes®

1,694 e-6 9,943 e-18 5,428 e-8 1,165 e-9 5435e-18 1x7gl+2x394l
2102e-5 1,126e-16 2,692 e-7 9,044 e-9 7,784 e-16  1x7gl+2x394l
5,737 e-5 1,425e-16 8,684 e-7 7,809 e-9 3,402 e-14 1x7gl+2x394¢l
2,084e-4 2478e-16 4,051 e-6 2,406 e-8 7,862e-12 1x7gl+2x394¢l
6,615e-4 8,580e-13 7,391 e-7 3,613 e-8 5453 e-11 1x7gl+2x 394l
6,293 e-4 8,026 e-12 2,695 e-5 2,149 e-8 3,019e-10 1x7gl+2x 39l
Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade ap6s imposigéo das condigbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragdes
(MEFG) com m graus de liberdade.

O WN -~

Os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sdo mais precisos que o0s
obtidos pelos refinamentos h do MEF e ¢ do MC, com numero de graus de liberdade
superior. Os resultados também foram préximos aos obtidos pelo refinamento p do
MEF com 31 graus de liberdade para os dois primeiros autovalores e piores para os
demais, porém com erros inferiores a 4 x 107° %.

O MEFG Trig com 31 graus de liberdade apresenta melhor preciséo que o
refinamento h do MEF com 103 graus de liberdade e que o refinamento ¢ do MC

com 63 graus de liberdade.

5.4.5 Viga engastada-rotulada composta por dois materiais diferentes

Neste topico é estudado o problema de vibragdo livre de uma viga
engastada-rotulada composta por dois materiais diferentes (figura 5.71). Os vaos da
viga tém comprimentos L; = 0,4 m e L, = 0,6 m, modulos de elasticidade E; e E,,
areas de secgdo transversal 4; e 4,, e massas especificas p,e p,, com as seguintes

relagdes:

El (5.63)
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FIGURA 5.71 — VIGA ENGASTADA-ROTULADA BIMATERIAL

5.4.5.1 Solucéo analitica

No problema proposto, a viga tem como solug¢ao geral as expressdes:

u, (x) = b, sen(x,x, )+ b, cos(x,x, )+ b, senh(x,x, )+ b, cosh(x;,x, )

1, (x) = ¢, sen(x,x, )+ c, cos(x,x, )+ ¢, senh(x,x, )+ ¢, cosh(x,x, )

2
B Y
Elll

@’ p,4,

—y4| 1z

- E2]2

K,

sujeitas as seguintes condi¢cdes de contorno:

u,(0)=0
duy| - _ 0
dx, 420
u,(L,)=0
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(5.64)

(5.65)

(5.66)
(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
(5.71)

(5.72)
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E,,~2 =0
dx; -
u (L) =u,(0)
dul| _du2|
a’xl‘xlzL1 dx, 10
d*? d?
E\L L:l =E,I, u22
1 x =L 2 x,=0
d? d?
Elll—ugl —Ezlz u32
dx; el dx; 1,0
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(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)

onde u; e u, sdo os deslocamentos laterais dos diferentes vaos da viga referentes

aos sistemas de coordenadas locais x; e x,, respectivamente (figura 5.71), e w é a

frequéncia natural de vibracdo. Estabelecendo a condigdo necessaria para que o

sistema de equagbes resultante admita solugdes nao triviais obtém-se as

frequéncias naturais de vibragéo

desta viga.

A tabela 5.26 apresenta os dez primeiros autovalores (x1) associados ao vao

L, da viga, comparando-os com os valores apresentados por Gorman (1975) para os

quatro primeiros autovalores.

TABELA 5.26 — SOLUGCOES ANALITICAS DOS AUTOVALORES DA VIGA ENGASTADA-
ROTULADA BIMATERIAL

Autovalor k4 | Solugédo analitica Gorman (1975)
K11 4,756843 4,757
K12 8,051925 8,052
K13 11,902509 11,90
K14 15,252337 15,25
K15 19,201487 -
K16 22,480557 -
K17 26,450613 -
K1,8 29,748947 -
K19 33,661434 -
K1,10 37,053829 -

Segundo Gorman (1975), os modos naturais de vibragado dos vaos L; e L,

desta viga s&o, respectivamente:
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u, (x) = sen(x,x, ) —senh(x,x, )+ B, [cos(x,x, ) — cosh(x,x, )] (5.78)
u, (x) = 4, sen[,x, (L, — x, )|+ C, senh[6, x, (L, - x, )] (5.79)

onde os coeficientes By, A, e C, sédo obtidos pela solugédo do sistema de equacdes:

B,[cos(x;, L, ) cosh(x, L, )]~ 4, sen(6,x,L,)-C, senh(6,x,L,)

=senh(x,L, )—sen(x,L, ) (5:80)
B,[-sen(x,L,)—senh(x,L, )|+ 4,6, cos(6, x,L, )+ C,6, cosh(6, «,L,)

= cosh(x, L, )— cos(x, L, ) (5.81)
B,[-cos(x, L, ) cosh(x, L, )|+ 4,ci02sen(6, x, L, ) — C,a; 02senh(6, i, L, )
=senh(x,L, )+sen(x,L,) (5.82)

5.4.5.2 MEFG Adaptativo

Os erros relativos das solugdes aproximadas obtidas pelo MEFG Adaptativo
para este problema sdo apresentados em escala logaritmica e calculados pela

expressao:

|th — K,

erno =————" (5.83)

Kle

onde xy, € o autovalor xy aproximado, associado ao vao L; da viga, € k7 € O
autovalor analitico, obtido através da equacgao (5.68).

Sao realizadas sete andlises adaptativas para determinacdo das seis
primeiras frequéncias e da décima frequéncia, utilizando em cada analise a malha
mais grosseira capaz de capturar uma primeira aproximagao da frequéncia alvo pelo
MEF e representar a geometria da viga.

A figura 5.72 apresenta a evolugéo do erro relativo do autovalor alvo para

as sete analises do MEFG Adaptativo realizadas.
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1,0E+03
—e— Analise 1: 1a frequéncia alvo
1.0E+01 4 Andlise 2: 2a frequéncia alvo
1,0E-01 4 —a— Analise 3: 3a frequéncia alvo
1.0E-03 —x— Analise 4: 4a frequéncia alvo
—~ ’ —x— Andlise 5: 5a frequéncia alvo
& 1,0E-05 + —e— Analise 6: 6a frequéncia alvo
g 1,0E-07 - —+— Analise 7: 10a frequéncia alvo
1,0E-09 -
1,0E-11 1 | — * * S i 3
1,0E-13 A
1,0E-15 ‘ * + + + + +
0 1 2 3 4 5 6 7 8

numero de iteracdes

FIGURA 5.72 — ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES ALVO - VIGA ENGASTADA-ROTULADA
BIMATERIAL

Observa-se que, a partir da terceira iteragdo, o erro relativo do autovalor
estabiliza-se com valor inferior a 107" % em todas as analises.

A tabela 5.27 apresenta os resultados obtidos pelos refinamentos h e p do
MEF, pelo refinamento ¢ do MC, pelo refinamento p do MEFG Trig e pelas analises
do MEFG Adaptativo. A solucao pelo MEF h é obtida com 50 elementos. O MEF p
utiliza dois elementos hierarquicos de nove ndés. O MC também utiliza dois
elementos e 29 fungdes enriquecedoras. O MEFG Trig utiliza dois elementos e sete

niveis de enriquecimento (n; = 7).

TABELA 5.27 — RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DE VIGA BIMATERIAL ENGASTADA-

ROTULADA
MEF h MEF p MC ¢ MEFG MEFG Adaptativo
(50e) (2e 9n) (2e 29c) Trig p (apos 3 iteragoes)
Autovalor | ngl=99 | ngl® =31 | ngl=61 (2e 7nl)
ngl = 31
erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) erro (%) ngl nas
iteractes®
1 1,703 e-6 4,577e-17 3,016e-8 1,131e-9 1,551e-15 1x3gl+2x194gl
2 1,406 e-5 3,901e-17 5,081e-8 7,521e-9 3,353e-12 1x3gl+2x194gl
3 6,610e-5 2,850e-17 4,484e-7 4,943e-9 4,452e-11 1x3gl+2x194dl
4 1,794 e-4 1,398e-16 3,645e-7 2,824e9 1316e-12 1x7gl+2x39gl
5 4,538 e-4 8,095e-15 3,081e6 1,570e-8 1,771e-11 1x7gl+2x39gl
6 8,306 e-4 9,008e-13 1,150e-5 3,071 e-8 5471e-11 1Ix7gl+2x394dl
10 5918e-3 1,067e-6 1,127e-4 1,894e-7 6,909e-11 1x11gl+2x59 gl
Notas:

a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposigéo das condi¢des de contorno;
b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragdo (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragbes

(
(
(MEFG) com m graus de liberdade.
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Os resultados do MEFG Adaptativo foram mais precisos que os obtidos
pelos refinamentos h do MEF e pelo refinamento ¢ do MC, e menos precisos que 0s
obtidos pelo refinamento p do MEF com 31 graus de liberdade. Entretanto, a
precisdo do MEFG Adaptativo pode ser melhorada com a utilizagdo de malhas mais
refinadas.

O MEFG Trig com 31 graus de liberdade apresenta melhor preciséo que o
refinamento h do MEF e que o refinamento ¢ do MC, ambos com numero maior de

graus de liberdade.

5.4.6 Viga continua composta por dois materiais diferentes

Neste tdpico € estudada a vibragao livre de uma viga continua de trés vaos,
composta por dois materiais diferentes e com mudancas abruptas da secao
transversal, sendo engastada em uma extremidade, livre na outra e com apoios
intermediarios rotulados nos pontos de descontinuidade da segao transversal (figura

5.73).

LSS L S L

FIGURA 5.73 — VIGA CONTINUA BIMATERIAL

O primeiro e o terceiro vaos possuem as mesmas propriedades mecanicas e
geométricas. Os vaos da viga tém comprimentos L;=0,3m, L, =04 me L;=0,3 m,
modulos de elasticidade E; e E,, areas de sec¢ao transversal A; e A,, e massas

especificas p, e p,, com as seguintes relacdes:
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a, =4 Efly _ 1
""\EIL 09 (5.84)
4, = Py _ 1
4 p A, 09 (5.85)
_d
O ‘a_V‘l (5.86)

Gorman (1975) apresenta os quatro primeiros autovalores x4 associados ao
primeiro vao e obtidos através da equacéao (5.68), sendo » a frequéncia natural de
vibragdo da viga. No citado trabalho também sdo apresentadas as equacdes dos
modos de vibracdo livre para os trés vaos e o sistema de equacdes para
determinacao dos seus coeficientes.

A tabela 5.28 apresenta os resultados obtidos para os quatro primeiros
autovalores com a utilizagdo dos refinamentos h e p do MEF, do refinamento p do
MEFG Trig e das analises adaptativas do MEFG. Os resultados destes métodos séo
comparados com a solugdo analitica fornecida por Gorman (1975) e com os
resultados do Método dos Elementos Finitos Spline (MEFS) proposto por Leung e Au
(1990). A solugéo pelo MEF h é obtida com 12 elementos. O MEF p utiliza trés
elementos hierarquicos de cinco nés. O MEFG Trig utiliza trés elementos e dois
niveis de enriquecimento (n; = 2). As quatro analises do MEFG Adaptativo utilizam
malha formada por trés elementos, o que corresponde a uma iteragédo (MEF) com
quatro graus de liberdade e duas iteragdes subsequentes (MEFG) com 28 graus de
liberdade. Devido as diferencas entre os métodos analisados nado é possivel gerar
modelos com numero idéntico de graus de liberdade.

Observa-se que o MEFG Adaptativo apresenta a mesma precisdo do
refinamento p do MEF com 22 graus de liberdade e resultados mais precisos que o
MEFS com 13 graus de liberdade. O MEFG Trig com 16 graus de liberdade também

apresenta resultados mais precisos que o MEFS.
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TABELA 5.28 — RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DE VIGA CONTINUA BIMATERIAL

Solucdo | MEF h MEF p MEFS ® MEFG MEFG Adap.
analitica (12e) (3e 5n) ngl = 13 Trigp |1x4gl+2x28g @
Autovalor @ ngl=22 | ngl®=22 (3e 2nl) | (apds 3 iteracdes)
ngl = 16
K1 K1 K1 K1 K1 K1
1 5183  5,183175 5,183131 5,183 5,183197 5,183131
2 9,364  9,366526 9,364275 9,367 9,367873 9,364275
3 14,01 14,017815 14,009932 14,02 14,014157 14,009932
4 14,99  15,001752 14,992422 15,01 15,001466 14,992422
Notas: (a) resultados apresentados por Gorman (1975);

resultados obtidos por Leung e Au (1990);

(b)
(c) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposicao das condigdes de contorno;
(d) primeira iteragdo (MEF) com 4 graus de liberdade e as outras duas iteragbes (MEFG) com 28

graus de liberdade.

5.4.7 Viga engastada-rotulada com variacao polinomial de area e inércia

Nesta secdo é analisada a vibragao livre transversal de uma viga com

variagao de area e inércia ao longo do seu eixo longitudinal nas formas:

A(x) = 4, 1+ ax)*
I(x)=1,, 1+ ax)’

(5.87)
(5.88)

onde A4, e Iys s&o, respectivamente, a area e a inércia da segéo transversal em x = 0

€ a é um parametro arbitrario.

Abrate (1995) demonstra que a equagao governante do movimento desta

viga ndo uniforme pode ser transformada em:

o*w 0w
EIOf ax—4 + pAO ?
sendo
w=y,v
Yy = (1+ ax)

=0

(5.89)

(5.90)
(5.91)
(5.92)



237

A= Ay? (5.93)

onde v € o deslocamento transversal da viga. Logo, a mudanga de variaveis
proposta transforma a equagado do movimento da viga ndo uniforme na equagao do
movimento de uma viga uniforme equivalente, cuja segéo transversal apresenta area
Ao e momento de inércia Iy

A solucao geral espacial do problema de vibragao transversal livre da viga
nao uniforme, com esta distribuicdo polinomial de area e inércia da secao

transversal, € dada por:

b, sen(xx)+ b, cos(xx )+ b, senh(xx )+ b, cosh(xx
oy D sente) 0, ((]).+ajc)2 (1) (1) 5.94)

A
Kt =—£]° o’ (5.95)
0s

onde by, by, b € b, sdo constantes e w é a frequéncia natural de vibragao.
Para o caso da viga engastada-rotulada, as condi¢gbes de contorno para a

equacao (5.89) sdao (ABRATE, 1995):

W(O,Z) =

aw(,go't) =w(L,#)=0 (5.96)

82W(L,t): 4a GW(L,t)
ox? 1+al oOx

(5.97)

Abrate (1995) apresenta os seis primeiros autovalores adimensionais
7= (KL)2 da viga n&o uniforme engastada-rotulada para a = 0, 1 e 2. A tabela 5.29
apresenta os autovalores analiticos y° deste problema para o pardmetro a = 2,

comparando-os com os apresentados por Abrate (1995).
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TABELA 5.29 — SOLUCOES ANALITICAS DOS AUTOVALORES DA VIGA ENGASTADA-
ROTULADA COM VARIAGAO POLINOMIAL DE AREA E INERCIA

Abrate (1995)

Autovalor ;(2 | Solugdo analitica

1 10,598377 10,5984
2 46,667810 46,6678
3 101,173756 101,174
4 175,304332 175,304
5 269,128147 269,136
6 382,669458 382,669
7 515,937904 -
8 668,938154 -
9 841,672742 -
10 1034,143163 -

O problema é analisado utilizando-se os refinamentos h e p do MEF, o
refinamento p do MEFG Trig e o MEFG Adaptativo, considerando o parametro a = 2.
A solugao pelo MEF h é obtida com 50 elementos. O MEF p utiliza um elemento
hierarquico de 17 nés. O MEFG Trig utiliza um elemento e 15 niveis de
enriquecimento (n; = 15). O MEFG Adaptativo utiliza malhas formadas por dois
elementos para as trés primeiras analises, trés elementos para a quarta e quinta
andlises e, quatro elementos para a sexta analise. A tabela 5.30 apresenta os

resultados obtidos.

TABELA 5.30 - RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE VIGA ENGASTADA-ROTULADA COM
VARIAGAO POLINOMIAL DE AREA E INERCIA

MEF h MEF p MEFG MEFG Adaptativo
(50e) (1e 17n) Trig p (ap6s 3 iteracoes)
Autovalor | ngl=99 | ngl® =31 | (1e 15nl)
ngl = 31
erro (%) | erro (%) erro (%) erro (%) | ngl nas iteragdes"™
1 6,702 e-5 2,803 e-14 3,001e-13 1,626e-8 1x3gl+2x194gl
2 8,686e-5 2860e-13 7,411e-13 1,940e-8 1x3gl+2x194gl
3 1,575e-4 9,890e-13 1,007e-12 2136e-8 1x3gl+2x194gl
4 3,010e-4 1,516e-12 9,821e-12 2,017e-10 1x5gl+2x29 gl
5 5,654 e-4 2,425 e-12 15,90 9,540 e-10 1x5gl+2x294gl
6 1,011 e-3 1,498 e-10 16,14 1,201 e-10 1x7gl+2x 394l

Notas: (a) ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢éo das condi¢gbes de contorno;
(b) 1x n gl + 2x m gl = primeira iteragao (MEF) com n graus de liberdade e as outras duas iteragoes
(MEFG) com m graus de liberdade.

Os resultados do MEFG Adaptativo novamente foram mais precisos do que

os obtidos pelo refinamento h do MEF e menos precisos que os obtidos pelo
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refinamento p do MEF com 31 graus de liberdade. Se for utilizada uma malha
composta por trés elementos (cinco graus de liberdade), os erros do MEFG
Adaptativo para os trés primeiros autovalores reduzem-se para 5,315 e-11%, 7,027
e-11% e 1,074 e-10%, respectivamente.

O MEFG Trig com 31 graus de liberdade apresenta melhor preciséo que o
refinamento h do MEF com numero maior de graus de liberdade para os quatro
primeiros autovalores. Para os demais autovalores o MEFG Trig apresenta
resultados deteriorados, apresentando erros mais elevados.

A figura 5.74 apresenta a evolugao do erro relativo do autovalor alvo para as

seis analises do MEFG Adaptativo realizadas.

1,0E+02

1,0E+01 - —e— Analise 1: 1a frequéncia alvo

1,0E+00 - Andlise 2: 2a frequéncia alvo

1,0E-01 —a— Analise 3: 3a frequéncia alvo

1,0E-02 4 —x— Analise 4: 4a frequéncia alvo
S 1,0E-03 —x— Andlise 5: 5a frequéncia alvo
o 1,0E-04 4 . .
= —e— Analise 6: 6a frequéncia alvo
o 1,0E-05 4

1,0E-06 4

1,0E-07 4

1,0E-08 . - . .

1,0E-09 - X X 2 2

1,0E-10 * ¥ * *

0 1 2 3 4 5 6 7 8

numero de iteragdes

FIGURA 5.74 - ERRO RELATIVO DOS AUTOVALORES — VIGA ENGASTADA-ROTULADA COM
VARIACAO POLINOMIAL DE AREA E INERCIA

Observa-se 0 mesmo comportamento de convergéncia dos exemplos

anteriores, com erros inferiores a 107 %.

5.5 VIBRACAO LIVRE DE ESTRUTURAS RETICULADAS

Para ilustrar a aplicacdo de MEFG Adaptativo em estruturas reticuladas, séao

estudados problemas de vibragao livre de trelicas e pérticos planos.
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5.5.1 Trelicas planas

Nesta secdo sido analisados dois problemas de vibragao livre em trelicas
planas através do MEF, do MC e do MEFG. Nestes problemas, o refinamento h do
MEF nao se aplica adequadamente, uma vez que para sua aplicagao € necessaria a
adogao de restricbes de deslocamentos a cada novo ndé da malha para evitar
instabilidade do modelo. A solugcdo aproximada obtida atravées do MEF pode ser
melhorada pela aplicagdo de elementos de barra de ordem superior (refinamento p)

ou elementos de viga.

5.5.1.1 Trelica composta por sete barras

Inicialmente analisa-se o problema de vibragao livre da trelica composta por
sete barras proposto por Zeng (1998a). A geometria da trelica esta representada na
figura 5.75. Todas as barras da estrutura tém as seguintes caracteristicas: area da
secdo transversal 4 = 0,001 m? massa especifica p=8000 kg/m® e modulo de

elasticidade £ = 2,1 x 10" N/m?.

ro
3

e—————————— 4 m — =

FIGURA 5.75 — TRELICA COMPOSTA POR 7 BARRAS

Todas as andlises utilizam sete elementos tipo C° o nUmero minimo
necessario para representar a geometria da trelica. Sado realizadas analises
utilizando o MEF linear, o MC e o MEFG com um nivel de enriquecimento (n; = 1) e

com parametro £, = n. Seis diferentes analises do MEFG Adaptativo sdo também



241

realizadas para obter as seis primeiras frequéncias desta trelica. As frequéncias
obtidas em cada andlise estao apresentadas na tabela 5.31. A solucio pelo MEF ¢é
obtida com sete elementos lineares, ou seja, seis graus de liberdade efetivos. No MC
sdo utilizados sete elementos e uma, duas e cinco fungdes enriquecedoras, que
correspondem a seis graus de liberdade nodais e 7, 14 e 35 graus de liberdade de
campo, respectivamente. Todas as analises pelo MEFG Adaptativo utilizam seis
graus de liberdade na primeira iteracdo e 34 graus de liberdade nas duas iteragdes

subsequentes.

TABELA 5.31 — RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE TRELICA PLANA COM 7 BARRAS

MEF (7e) |MC® (7e 1c) | MC® (7e 2c) | MC (7e 5¢c) | MEFG (7e) | MEFG Adap.©
ngl® =6 ngl =13 ngl = 20 ngl = 41 n=1,p=n (7e 3i)
ngl = 34 1x 69l + 2x 344l
i w, (rad/s) ; (rad/s) , (rad/s) w, (rad/s) w; (rad/s) , (rad/s)
1 1683,521413 1648,516148 1648,258910 1647,811939 1647,785439  1647,784428
2 1776,278483 1741,661466 1741,319206 1740,868779 1740,840343  1740,839797
3 3341,375203 3119,123132 3113,835167 3111,525066 3111,326191 3111,322715
4 5174,353866 4600,595156 4567,688849 4562,562379 4561,819768  4561,817307
5 5678,184561 4870,575795 4829,702095 4824,125665 4823,253509  4823,248678
6 8315,400602 7380,832845 7379,960217 7379,515018 7379,482416  7379,482322
7 8047,936309 7532,305498 7506,784243 7499,144049
8 8272,611818 8047,936313 8047,936297 8047,936312
9 11167,56472 9997,484917 9931,261415 9922,385851
10 12051,89683 10567,42895 10486,44819 10477,44344
11 14359,30988 12282,63058 12118,30422 12107,26233
12 15525,68547 13296,29795 12931,67085 12917,98188
13 16792,68173 13654,89423 13434,73984 13425,57943
14 16095,87264 16095,87265 16097,57146
15 18281,60096 16215,20892 16217,70415
16 19409,95615 17011,97237 17010,41930
17 20931,20029 17874,69663 17915,51967
18 23672,43634 19518,49699 19666,59599
19 23970,81621 20218,68373 20301,26709
20 26787,52793 22187,81649 22732,50666
Notas: ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢ao das condigbes de contorno;

(a)

(b) resultados obtidos por Zeng (1998a);
(c) primeira iteragcdo (MEF) com 6 graus de liberdade e as outras duas iteragbes (MEFG) com
34 graus de liberdade.

Observa-se que o MEFG Adaptativo converge para os mesmos valores que

o refinamento ¢ do MC. O MEFG com parametro f; = n apresenta resultados mais
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préximos do MEFG Adaptativo do que o MC com numero maior de graus de
liberdade. Como os métodos aproximados aqui empregados tém como caracteristica
a convergéncia por valores superiores, como mostra a equagao (3.26), conclui-se
que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sdo mais precisos que os obtidos
pelo MC.

Como ilustragao, a figura 5.76 apresenta o quarto modo natural de vibragao
da trelica obtido pelo MEFG Adaptativo. A linha cheia representa a estrutura

indeformada enquanto a linha tracejada indica a configuragdo deformada da treliga.

FIGURA 5.76 — QUARTO MODO DE VIBRAGAO DA TRELIGA DE 7 BARRAS

5.5.1.2 Trelica composta por 15 barras

O problema de vibracao livre da trelica composta por 15 barras, também
apresentado no trabalho de Zeng (1998a), é aqui analisado como outra aplicagao do
MEFG. A geometria da trelica esta representada na figura 5.77. Todas as barras da
estrutura tém as mesmas caracteristicas do exemplo anterior.

Todas as andlises realizadas utilizam 15 elementos, o numero minimo
necessario para representar a geometria da trelica. A solucéo pelo MEF é obtida
com 15 elementos lineares, ou seja, 14 graus de liberdade efetivos. No MC séao

utilizados 15 elementos e 1, 2, 4 e 6 fungbes enriquecedoras, que correspondem a
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14 graus de liberdade nodais e 15, 30, 60 e 90 graus de liberdade de campo,
respectivamente. Todas as analises pelo MEFG Adaptativo utilizam 14 graus de

liberdade na primeira iteragdo e 74 graus de liberdade nas duas iteragbes

subsequentes. Os resultados obtidos estdo apresentados na tabela 5.32.

T

T

! 2m

L=

L2m

8m

FIGURA 5.77 — TRELICA COMPOSTA POR 15 BARRAS

TABELA 5.32 — RESULTADOS PARA VIBRAGAO LIVRE DE TRELICA PLANA DE 15 BARRAS

MEF (15e) [MC®™ (15e 1c)| MC®(15e 2c) | MC (15e 4c) | MC (15e 6c)| MEFG Adap. ©
ngl® = 14 ngl = 29 ngl = 44 ngl = 74 ngl = 104 (15e 3i)
1x 14gl + 2x 744l

i , (rad/s) , (rad/s) w; (rad/s) , (rad/s) w; (rad/s) , (rad/s)
1 682,272384 679,824639 679,821793 679,791992 679,788127 679,786383
2 1149,296348 1139,376074 1139,341796 1139,223267 1139,207727  1139,200586
3 1612,350232 1582,388830 1582,181618 1581,837705 1581,792424  1581,771367
4 2519,866118 2411,837021 2410,250884 2409,132928 2408,982871 2408,911573
5  2715,759047 2604,117985 2601,848419 2600,647590 2600,484076 2600,405466
6  2968,220775 2818,301138 2815,435334 2813,921841 2813,716162 2813,617278
7  3573,361130 3300,489329 3293,258728 3290,816121 3290,475697  3290,308232
8 4207,781031 3824,741153 3811,365219 3808,112160 3807,646059  3807,411395
9  5134,736048 4507,646123 4480,524910 4476,024121 4475,351429  4475,001704
10 5399,565563 4746,383128 4707,913787 4702,826748 4702,039754 4701,621014
11  7163,278724 6189,385029 6069,269438 6060,720374 6059,228964 6058,376768
12  7471,073109 6493,482868 6341,616890 6331,997689 6330,275690 6329,278684
13 7586,074215 6623,729777 6455516182 6445,563179 6443,724911 6442,644839
14  8462,586195 7386,073478 7381,063755 7380,481418 7380,395797  7380,351301
15 8047,936314 7604,453554 7579,900171 7575,290505
16 8319,713234 8047,936311 8047,936322 8047,936349
17 8986,316200 8325,934212 8305,020711 8301,357611
18 9487,920786 8771,844022 8748,317576 8744,406542
19 10492,01427 9578,307850 9546,946947 9541,942839
20 11570,63121 10257,94084 10189,50924 10180,45127

Notas: ngl = numero efetivo de graus de liberdade apds imposi¢ao das condigbes de contorno;

(a)
(b)

de liberdade.

resultados obtidos por Zeng (1998a);
(c) primeira iteragdo (MEF) com 14 graus de liberdade e as outras duas iteragbes (MEFG) com 74 graus
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A figura 5.78 apresenta o quinto modo natural de vibragédo da treliga obtido
pelo MEFG Adaptativo. Novamente, a linha cheia representa a estrutura
indeformada enquanto a linha tracejada indica a configuragdo deformada da treliga.

Os resultados mostram que tanto o refinamento ¢ do MC quanto o MEFG
Adaptativo convergem para as mesmas frequéncias. De forma analoga ao exemplo
anterior, pode-se concluir que os resultados obtidos pelo MEFG Adaptativo sdo mais
precisos que os obtidos pelo MC, devido a caracteristica de convergéncia de ambos

por valores superiores as soluc¢des analiticas.

FIGURA 5.78 — QUINTO MODO DE VIBRAGAO DA TRELICA DE 15 BARRAS

5.5.2 Pérticos planos

Como exemplo de aplicagdo do MEFG Adaptativo em poérticos planos, foi
analisado o problema de vibragcdo livre do pértico formado por quatro barras
apresentado no trabalho de Zeng (1998b). A geometria do portico esta representada
na figura 5.79. Todas as barras da estrutura tém as seguintes caracteristicas: area
da secao transversal 4 = 0,1 mz, momento de inércia 7 = 1 x 107 m* massa
especifica p = 7800 kg/m® e médulo de elasticidade E = 1 x 10% N/m?.

Sao realizadas seis diferentes analises utilizando o MEFG Adaptativo com
uma malha de quatro elementos, nimero minimo necessario para representar a

geometria do portico, a fim de obter as seis primeiras frequéncias naturais da
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estrutura. Estas andlises correspondem a uma iteragédo com seis graus de liberdade
e duas iteragdes subsequentes com 54 graus de liberdade cada. Foram realizadas
ainda duas andlises utilizando o MEF convencional com malhas de quatro elementos
(seis graus de liberdade) e 40 elementos (114 graus de liberdade), e duas analises
utiizando o MC com uma malha de quatro elementos e, 14 e 30 fungdes
enriquecedoras por elemento (graus de liberdade c), respectivamente. Os resultados

obtidos para as seis primeiras frequéncias estao apresentados na tabela 5.33.

4
A

6m

6m 6m

FIGURA 5.79 — PORTICO PLANO

TABELA 5.33 - RESULTADOS PARA VIBRACAO LIVRE DE PORTICO PLANO

MEF (4e) MEF (40e) | MC (4e 14c) | MC (4e 30c) | MEFG Adap.
ngl =6 ngl = 114 ngl = 62 ngl = 126 (4e 3i)
1x 6gl + 2x 5449l
w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s)

12,412232  11,792155  11,791295 11,791255 11,791251
14,304731  12,299299  12,298978 12,298965 12,298964
19,197774  15,837412  15,836681 15,836628 15,836624
26,070176  20,123625  20,121807 20,121732 20,121724
31,037720  21,703787  21,700282 21,700112 21,700096
41,495314  25,290751  25,282759 25,282180 25,282132

OO A WN |~

Ao analisar os resultados obtidos, observa-se que o MEFG Adaptativo

converge para os mesmos valores que o refinamento ¢ do MC e que o refinamento h

do MEF.
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Para comparar o resultado obtido para frequéncias mais elevadas, foi
realizada outra analise pelo MEFG Adaptativo para obter a 18° frequéncia natural do
portico, com malha de oito elementos, composta por uma iteragdo com 18 graus de
liberdade e duas iteragdes subsequentes com 114 graus de liberdade cada. A
frequéncia obtida pelo MEFG Adaptativo foi de 113,937557 rad/s, enquanto os
resultados obtidos pelo MEF com 114 graus de liberdade e pelo MC com 126 graus
de liberdade foram de 114,792083 rad/s e 113,938110 rad/s, respectivamente.
Pode-se observar que os resultados foram bastante préoximos e que o resultado
obtido pelo MEFG Adaptativo € mais preciso, uma vez que os resultados obtidos
pelos métodos numéricos utilizados sdo convergentes por valores superiores aos
valores analiticos, como indica a equacgao (3.26).

Cabe ainda ressaltar que quando se executa uma analise adaptativa para
uma determinada frequéncia alvo sdo obtidas tantas frequéncias quantos forem os
graus de liberdade do modelo e ndo apenas a frequéncia alvo. Utilizando o elemento
generalizado de portico plano, as frequéncias que nao séo alvo no processo iterativo
também tém sua precisdo melhorada pela inser¢ao das fung¢des enriquecedoras,
algumas delas apresentando excelente precisao. Para ilustrar esta caracteristica, as
27 primeiras frequéncias naturais obtidas pelo MEFG Adaptativo apds a terceira
iteracdo, tendo como alvo a primeira frequéncia e malha formada por quatro
elementos, sdo apresentadas na tabela 5.34 e comparadas aos resultados obtidos
pelo MEF com 114 graus de liberdade.

Observa-se na tabela 5.34 que as 25 primeiras frequéncias obtidas pelo
MEFG Adaptativo para a primeira frequéncia alvo apresentam valores inferiores as
obtidas pelo MEF com 114 graus de liberdade, indicando que os resultados do
processo adaptativo apresentam melhor precisao que o MEF, devido a caracteristica
de convergéncia por valores superiores. Entretanto, verifica-se que a partir da 262
frequéncia os resultados do MEFG Adaptativo ja apresentam valores superiores aos
obtidos pelo MEF. Conclui-se portanto que, para melhorar a precisdo de uma faixa

de valores de frequéncia, dependendo da precisdo desejada e da dimensao da faixa
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de frequéncias, pode-se executar apenas uma analise do MEFG Adaptativo,
tomando a primeira frequéncia desta faixa como frequéncia alvo, a fim de melhorar a

precisdo de todas as frequéncias da faixa.

TABELA 5.34 —- RESULTADOS DA ANALISE DO MEFG ADAPTATIVO PARA 12 FREQUENCIA

ALVO
MEF (40e) MEFG Adap. (4e 3i)
ngl = 114 Alvo: 12 frequéncia

1x 6gl + 2x 544l

i w; (rad/s) w; (rad/s)
1 11,792155 11,791251
2 12,299299 12,298964
3 15,837412 15,836624
4 20,123625 20,121724
5 21,703787 21,700096
6 25,290751 25,282132
7 31,429499 31,410052
8 39,395144 39,352075
9 47,129662 47,108937
10 55,725143 55,649024
11 60,524152 60,398357
12 61,124298 61,077075
13 72,755005 72,431516
14 76,365973 76,067181
15 85,402069 84,968008
16 94,070866 93,530698
17 101,757293 101,474660
18 114,792083 113,955192
19 120,404255 119,229000
20 120,467426 119,886132
21 133,940798 132,328675
22 137,153320 135,588048
23 148,866607 147,429976
24 156,937461 155,002035
25 173,600651 173,568577
26 184,902208 187,878921
27 188,146214 193,369343

Outra alternativa analisada neste caso é a utilizagdo de uma malha mais
grosseira do que a sugerida até aqui, utilizando como alvo na segunda iteragéo do
processo adaptativo uma frequéncia “trampolim” menor do que a frequéncia

desejada.
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O teste realizado consistiu em obter a 222 frequéncia natural pelo MEFG
Adaptativo utilizando uma malha de apenas quatro elementos. Na primeira iteracao
foi realizada uma analise utilizando o MEF (MEFG com n; = 0) com apenas seis
graus de liberdade. Na segunda iteragao foi utilizado o MEFG tomando como
parametro de frequéncia para as fungbes enriquecedoras a sexta frequéncia natural,
com um total de 54 graus de liberdade. A partir da terceira iteragdo o processo
seguiu normalmente tomando como alvo a 222 frequéncia. A 222 frequéncia obtida
por este processo alternativo foi de 135,296938 rad/s apds a terceira iteracao,
enquanto o resultado obtido pelo MEF com 114 graus de liberdade foi de
137,153320 rad/s, ou seja, mais preciso que o obtido pelo MEF. Entretanto, este
mesmo procedimento quando aplicado para a 542 frequéncia (ultima frequéncia
possivel de se obter com a malha e o enriquecimento utilizados) ndo apresenta
convergéncia.

Salienta-se portanto que o uso de uma frequéncia “trampolim” pode ser uma
alternativa para reducao do tamanho do problema de autovalores, que no processo
adaptativo para porticos aumenta 12 graus de liberdade de campo a cada elemento
acrescentado a malha de elementos finitos, além dos novos graus de liberdade
nodais. Porém €& preciso estabelecer para qual faixa de frequéncia este
procedimento pode ser aplicado com garantia de convergéncia.

A titulo de ilustracdo, a figura 5.80 apresenta o quarto modo natural de

vibracao do poértico obtido pelo MEFG Adaptativo.

FIGURA 5.80 — QUARTO MODO DE VIBRAGAO DO PORTICO
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6 CONCLUSAO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), descrito neste
trabalho, consiste em um método de Galerkin que permite a constru¢do de um
subespaco de fungdes de aproximacdo de dimensao finita que incorpora
conhecimento local sobre a solugdo da equacao diferencial do problema através do
Método da Particido da Unidade.

No presente trabalho foram apresentadas as formulagdes variacionais,
solucbes analiticas e solugdes aproximadas relacionadas a vibracao livre de
estruturas reticuladas planas, além de uma visdo abstrata do problema geral de
vibragdo livre de estruturas. As solu¢des aproximadas pelo MEF convencional e
pelos principais métodos enriquecidos apresentados na literatura foram também
discutidas. A construgado de estimadores de erro para as solu¢gdes aproximadas foi
apresentada e as taxas de convergéncia estimadas para o MEF foram
posteriormente verificadas através de exemplos numéricos. Foram desenvolvidos
refinamentos h, p e adaptativos do MEFG para analise de vibragdes livres de barras,
eixos, vigas de Euler-Bernoulli e estruturas reticuladas tais como trelicas e pérticos.
A precisao e o desempenho dos refinamentos do MEFG propostos foram verificados
através da analise de diversos exemplos. Também foram apresentadas e
desenvolvidas solucdes analiticas para diversos dos casos estudados.

A principal contribuicdo desta pesquisa consiste na formulacdo e na
investigacdo do desempenho do Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG) na andlise de vibracdes livres em estruturas reticuladas. Os elementos de
barra e viga de Euler-Bernoulli para o MEFG propostos permitem a introdugéo das
condigbes de contorno através dos procedimentos convencionais do MEF e utilizam
funcdes de forma mais faceis de construir do que aquelas do refinamento p do MEF.

Os resultados obtidos mostram que o refinamento p do MEFG é bastante

preciso e apresenta taxas de convergéncia maiores do que as obtidas pelos



250

refinamentos h do MEF e ¢ do MC na analise de vibragdo livre de barras e vigas.
Observa-se, entretanto que os ultimos autovalores obtidos em cada analise nao
apresentam boa precisdo, deficiéncia esta também observada em outros métodos
enriquecidos, como por exemplo, o MC. Embora o refinamento p do MEFG tenha
apresentado excelentes resultados e taxas de convergéncia, o refinamento
adaptativo do MEFG mostra-se mais promissor, por ser capaz de refinar uma
frequéncia especifica com elevada precisao. Por este motivo, neste trabalho foi dada
maior énfase a verificagdo da eficiéncia do MEFG Adaptativo.

Na maioria das analises de vibracio livre é praticamente impossivel obter
todas as frequéncias naturais. Porém, nas analises praticas é suficiente trabalhar
com um conjunto de frequéncias em uma faixa (ou banda), ou com aquelas que tém
fator de participagdo mais significativo na analise. O MEFG Adaptativo permite
encontrar uma frequéncia natural especifica com precisdo e eficiéncia
computacional, podendo ser entao utilizado em repetidas analises a fim de encontrar
todas as frequéncias da faixa de interesse.

No MEFG Adaptativo foram utilizadas fungdes enriquecedoras que
dependem das propriedades geométricas e mecanicas dos elementos. Esta técnica
permite um processo adaptativo preciso que converge muito rapido. Além disso, a
introducéo das condigcbes de contorno de forma direta, como no MEF, e a facilidade
de obtencao das funcbes de forma conferem ao método generalidade para analise
de problemas com as mais distintas condicbes de contorno. Em alguns métodos
recentemente propostos, como o MC Modificado (LU; LAW, 2007), é necessario
alterar o conjunto de fung¢des de forma dependendo das condigbes de contorno do
problema. Em outros, como o MPU utilizado por De Bel, Villon e Bouillard (2005), e
Hazard e Bouillard (2007), a imposigdo das condi¢des de contorno depende da
aplicagao de um método de penalidades.

Em todas as anadlises realizadas o MEFG Adaptativo mostrou rapida
convergéncia, estabilizando-se a partir da terceira iteragdo com resultados bastante

precisos para a frequéncia alvo. Os resultados tém mostrado que o MEFG
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Adaptativo € mais preciso que o refinamento h do MEF e que o refinamento ¢ do
MC, ambos empregando um numero maior de graus de liberdade.

Na grande maioria das analises de vibra¢des de barras, o MEFG Adaptativo
apresentou resultados com precisdao semelhante, em alguns casos até mesmo
melhor, a obtida pelo refinamento p do MEF. Além disso, em nenhuma andlise
utilizando o MEFG Adaptativo observou-se mau condicionamento, problema este
que em certos casos impede a utilizagdo do refinamento p do MEF (LEUNG; CHAN,
1998; RIBEIRO, 2001), embora neste trabalho este tipo de comportamento do refino
p do MEF néo tenha sido observado. Observa-se também que no MEFG Adaptativo
para barras, apenas a precisdo da frequéncia alvo é efetivamente aumentada pelo
processo adaptativo.

O refinamento p adaptativo do MEFG para barras surge diretamente pelo
aumento gradativo do numero de niveis de enriquecimento (»,) em cada etapa do
processo de refinamento, enquanto no MEFG Adaptativo apenas um nivel de
enriquecimento é empregado. Este refinamento p permite melhorar gradativamente a
precisdo de todas as frequéncias obtidas na analise, porém, para uma frequéncia
em particular, exige um numero maior de graus de liberdade para atingir a mesma
precisdo do MEFG Adaptativo. O desenvolvimento de um refinamento p adaptativo
semelhante para analise de vibragbes em vigas merece investigacao futura.

Na analise de vibragbes em vigas, os resultados do MEFG Adaptativo
apresentaram precisdo melhor ou pelo menos semelhante ao refinamento p do MEF
na metade dos casos estudados. Porém, mesmo nos casos em que os resultados
foram menos precisos, o erro relativo foi inferior a 10° %, precisdo esta acima da
necessaria para a maioria dos problemas reais em engenharia. Por outro lado, o
MEFG Adaptativo é naturalmente hierarquico, tem sua precisdo aumentada pelo
refino da malha de elementos finitos e suas fungdes de forma sdo mais faceis de
obter do que as do refinamento p hierarquico do MEF.

No MEFG Adaptativo para vigas a precisao da frequéncia alvo é

efetivamente aumentada pelo processo adaptativo, entretanto, algumas outras
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frequéncias proximas a frequéncia alvo também apresentam boa precisdo. Neste
trabalho ndo foi possivel identificar uma dimensdo confiavel para esta faixa de
frequéncias que apresentam bons resultados. Logo, para garantia de convergéncia
da solugdo, recomenda-se a execugao de uma analise adaptativa para cada
frequéncia alvo desejada. Poucas iteragdes sdo necessarias para convergéncia do
método e o numero de graus de liberdade empregado € menor do que o necessario
para que o refinamento h do MEF atinja precisao similar para a frequéncia alvo.

Embora as solu¢des analiticas para vibracio livre de barras e vigas nao
uniformes ndo possam ser representadas nos espacos solugdo em que se baseiam
as funcbes enriquecedoras do MEFG Adaptativo, os resultados obtidos foram
bastante precisos mesmo com a utilizagdo de poucos graus de liberdade.

O processo adaptativo também foi aplicado na analise de trelicas e de um
portico, mostrando, em casos mais praticos, resultados convergentes para os
mesmos valores que os obtidos pelo MEF e pelo MC.

E importante destacar também que no processo adaptativo composto por
trés iteragdes, a solugao do problema de autovalores para uma matriz n x n e duas
matrizes 2m x 2m exige um numero menor de operag¢des que a solugao do problema
para uma matriz de dimenséao (n+2m) x (n+2m). Uma vez que o processo adaptativo
requer muito menos graus de liberdade que o refinamento h do MEF e que o MC,
este processo despende um custo computacional menor a fim de obter precisdo
similar. Para verificar o desempenho numeérico, foi utilizado apenas um mesmo
numero de graus de liberdade que permite uma relagdo direta com o custo
computacional, enquanto o tempo de CPU depende do processador e do cédigo
empregado em cada analise.

Sugerem-se futuros trabalhos com o objetivo de explorar mais
profundamente a analise funcional aplicada aos problemas aqui analisados e de
desenvolver estimadores de erro especificos para o MEFG proposto. O desempenho
do MEFG em relagéo ao refinamento p do MEF utilizando polinbmios ortogonais de

Legendre como fun¢des de forma também merece investigagao futura.
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A eficiéncia observada neste trabalho indica que MEFG Adaptativo pode ser
utilizado com bons resultados, mesmo com malhas grosseiras, na andlise de
estruturas reticuladas praticas complexas. A sua utilizacdo na analise de estruturas
reticuladas reais e a obtengao de altas frequéncias naturais exige a implementagao
dos procedimentos numéricos em linguagem mais apropriada do que a aqui
empregada, como por exemplo, linguagem C ou Fortran. Observa-se também que a
precisdo empregada nos calculos computacionais, tanto na determinacdo das
matrizes de massa e rigidez (integracdo numérica) quanto na solugédo do problema
de autovalores resultante, afeta a precisao e a convergéncia do MEFG, dos métodos
enriquecidos e do refinamento p do MEF na anadlise de vibracbes livres. Neste
trabalho foi utilizado o software Maple com precisédo variando entre 16 e 26 digitos.
Logo, na implementagao do MEFG em linguagem de programagéo deve-se avaliar a
necessidade de utilizar bibliotecas matematicas que permitam preciséo arbitraria nas
operagoes, tal como a biblioteca MAPM (“Mike’s Arbitrary Precision Math Library”)
citada por Tang (2003), e ainda computadores equipados com processadores 64
bits. Além disso, a influéncia da aplicagdo de métodos numéricos diferentes do
método QR na solugao do problema de autovalores sobre a precisao dos resultados
obtidos pelo MEFG merece investigagao adicional.

Outras fungdes enriquecedoras tais como fungdes de Bessel e termos da
série de Fourier podem ainda ser investigadas na tentativa de melhorar a preciséo
do MEFG nas analises de barras e vigas nao uniformes. O MEFG Trig também
merece ser futuramente analisado, porque os resultados obtidos sdo bons e o
método permite adaptatividade. Além disso, o desenvolvimento de métodos de
adaptatividade simultanea para analise de faixas de frequéncias e refinamentos hp,
onde além do acréscimo de novos niveis de enriquecimento a malha seja refinada
em fungdo do numero de onda (autovalor) da iteragdo anterior, apresenta-se como
desafio futuro.

Ainda no campo da analise dindmica pode-se pesquisar a inclusdo do

amortecimento nas analises de vibragao livre e desenvolver novos elementos e
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processos adaptativos do MEFG para analise de vibracdes livres de placas e
cascas. Sugere-se ainda investigar a aplicabilidade do MEFG na andlise transiente,
na analise dindmica pelo método da superposicdo modal e na solugcado de problemas
no dominio da frequéncia. O MEFG também apresenta grande potencial de
aplicacdo em problemas como a instabilidade das estruturas, matematicamente
semelhante ao problema de vibragdes, e a identificacao de trincas em vigas, entre

outros.
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