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Resumo

O sub-isomorfismo de grafos é uma abordagem muito utilizada para solucionar problemas de busca de
padroes, mas este é um problema NP-completo. Desta forma, deve-se investir em pesquisa para encontrar
solugoes aproximadas, ou que funcionem em casos especiais do problema. Subdivisoes planares podem ser
consideradas um caso especial de grafos, pois, além dos vértices e arestas, existe uma topologia mais rigida
quanto & ordem das arestas, surgindo o conceito de face. Este trabalho apresenta um algoritmo linear
para busca de padroes em subdivisoes planares. Os padroes a serem buscados também sdo considerados
subdivisoes e, portanto, este é um problema de sub-isomorfismo. O algoritmo apresentado baseia-se em
uma representagao hibrida entre o dual e o grafo de regides adjacentes (RAG) para representar os padroes,
de forma a nao ter qualquer custo adicional de armazenamento. Entao, os padrdes sdo procurados na
subdivisao de busca, utilizando um algoritmo de crescimento de regices. Este trabalho também realiza um

estudo comparativo das estruturas de dados mais utilizadas para armazenamento de subdivisoes planares.
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Abstract

Graph sub-isomorphism is a very used approach to solving pattern search problems, but this is a NP-
complete problem. This way, it is necessary to invest in research of approximate solutions, or in special
cases of the problem. Planar subdivisions can be considered as a special case of graphs, because, in
addition to nodes and edges, there is a more rigid topology in relation to the order of the edges, arising to
the concept of face. This work presents a linear algorithm for pattern search in planar subdivisions. The
patterns to be searched are also considered subdivisions, and therefore it is a sub-isomorphism problem.
The presented algorithm is based on a hybrid approach between the dual and the region adjacency graph
(RAG) to represent the patterns, saving additional storage costs. Thus, the patterns are looked over the
search subdivision, using an algorithm of region growing. This work also performs a comparative study

of the data structures commonly used for storage of planar subdivisions.
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Capitulo 1

Introducao

Grafos com atributos associados aos seus vértices e arestas sao amplamente utilizados para representar
estruturas visuais complexas, em aplicagoes de visdo computacional e reconhecimento de padrées. O uso
de grafos nestas aplicagoes estd relacionado com a existéncia de algoritmos eficientes para a solugao de
alguns problemas, podendo-se citar caminho minimo, geracao de arvore e buscas.

A comparacao de grafos é uma estratégia muito utilizada para classificacao de imagens, como por
exemplo em aplicagdes CAD (Computer Aided Design) e robética. Para isto, sdo utilizados algoritmos
cujo objetivo é gerar um mapeamento que preserva as relagoes de adjacéncia entre os elementos de um
grafo. Este mapeamento recebe o nome de isomorfismo.

Um dos fatores em destaque no uso de isomorfismo em visdo computacional é a sua complexidade
computacional. Esta é uma dificuldade inerente ao problema do isomorfismo. Algoritmos de forga bruta
requerem tempo fatorial O(n!) para um grafo com n vértices, e o sub-isomorfismo de grafos é provado
ser NP-completo [27]. Assim, sdo necessdrias estratégias especificas para cada caso, com o objetivo de
tornar o problema tratdvel. Muitas vezes sao utilizados algoritmos aproximados, como redes neurais e
algoritmos genéticos, mas eles podem encontrar um maximo local e nao retornar a solucao exata para o
problema.

Uma das aplicagoes do isomorfismo é a busca de padroes em imagens segmentadas, como por exemplo
em desenhos de arquitetura. Um exemplo pode ser visto na Figura 1.1. Nota-se que tanto os padroes
a serem buscados quanto as imagens segmentadas possuem algumas caracteristicas especiais, que os

diferencia dos grafos padroes (vértices e arestas). Sao elas:

e Existe uma ordem na topologia associada. Assim, as arestas de um vértice estao ordenadas, seguindo

uma certa dire¢ao;

e Havendo ordem na topologia, surge o conceito de face, que é um ciclo que nao contém qualquer

aresta no seu espago interno;



e Quase a totalidade dos padrbes a serem procurados contém, em cada vértice, pelo menos duas
arestas. Por exemplo, em desenhos de arquitetura sao procurados padroes como portas, mesas,
etc., que sao sempre estruturas neste formato. Desta forma, os vértices das imagens segmentadas

que possuem apenas uma aresta podem ser descartados.
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Figura 1.1: Exemplo de busca de padroes em desenhos de arquitetura [25]

Utilizando estas informacgoes pode-se definir uma subdivisdo planar, que é um particionamento de um
plano em regides denominadas faces. As faces sdo limitadas por segmentos de retas, as arestas, e cujos
extremos sao os vértices. Como os padroes a serem procurados também tém vértices, arestas e faces, eles
podem ser considerados subdivisGes planares, e entdo a sua busca é um problema de sub-isomorfismo.

Uma das representagoes muito utilizadas em processamento de imagens é o grafo de regices adjacentes,
ou RAG (Region Adjacency Graph). FEssa representagdo consiste em agrupar pizels vizinhos e com
caracteristicas parecidas em uma mesma regido, que serd um vértice do grafo. As arestas conectando
dois vértices indicam que as respectivas regioes possuem pizels vizinhos.

O objetivo deste trabalho é investigar o uso de RAGs no sub-isomorfismo de subdivisoes planares.

O uso de RAGs é comparado com o dual, e também com os vérios niveis de RAGs, propostos neste



trabalho. Também é proposta uma representagdo hibrida entre o dual e o RAG para ser utilizada no
sub-isomorfismo, aproveitando as vantagens de cada uma das representagoes.

O foco deste trabalho estd na complexidade de tempo do problema. Desta forma, é apresentado
um algoritmo linear para o sub-isomorfismo topoldgico de subdivisbes planares. Também é objetivo
deste trabalho realizar um estudo comparativo das estruturas de dados para representagao de subdivisoes
planares, e o seu suporte as representacoes de RAG e dual.

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma. No Capitulo 2 sao descritas caracteristicas das subdi-
visoes planares e sao apresentadas e comparadas algumas estruturas de dados para o seu armazenamento.
O Capitulo 3 descreve o problema do (sub-)isomorfismo, mostrando brevemente varias abordagens para a
solugao do problema. Um algoritmo linear para sub-isomorfismo de subdivisoes planares é apresentado no
Capitulo 4. Neste Capitulo também sao descritas a implementagao e os testes realizados, que comprovam

a eficiéncia do algoritmo. Finalmente, o Capitulo 5 contém as conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Subdivisoes Planares e Estruturas de

Dados

Em visao computacional, tipicamente as aplicacbes manipulam caracteristicas perceptiveis, que sao ex-
traidas de imagens. Uma abordagem para obtencao de informactes a partir de uma imagem é a extragao

de vértices e arestas, gerando uma representacao com as seguintes caracteristicas:

e Todo vértice estd associado a um ponto inico no espaco;
e Todo cruzamento de duas arestas torna-se um vértice;

e As arestas sao linhas conectando os vértices, ou seja, esta representagao tem um desenho bem

definido no plano.

Uma subdivisdo planar é um particionamento de um plano em regices fechadas denominadas faces.
As faces s@o limitadas por segmentos de retas, as arestas, cujos extremos sdo os vértices. Informagoes
de adjacéncia entre os componentes de uma subdivisao planar compoem a topologia da subdivisao, e as
descrigoes tais como a localizagao dos vértices e o formato das arestas compdem a geometria.

A representagdo de imagens utilizando subdivisées planares possui dois objetivos. Primeiro, dar
suporte a execucao de algoritmos de busca que facilitem a localizacao dos seus componentes, com a
elaboragao de estruturas de dados. Segundo, esta representacdo objetiva a simplificagdo da imagem,
facilitando o seu desenho e representagao.

Subdivisoes planares sao muito utilizadas em visao computacional para representacao da realidade.
Como aplicagbes para subdivisdes planares pode-se citar CAD (computer aided design), modelagem e
descricao de superficies e objetos 3D.

Este Capitulo tem como objetivo descrever esta representacao, mostrando suas caracteristicas e o-

peragoes. Também sao apresentadas algumas representacoes que podem ser construidas a partir destas



topologias, que sao os grafos de regies adjacentes e seus varios niveis. Ao final do Capitulo, sdo descritas
e comparadas as estruturas de dados mais utilizadas em memoria primdaria para processamento destas

informagoes.

2.1 Conceitos Basicos

Uma subdivisdo planar é composta por um vetor de vértices V', um vetor de arestas A e um vetor de faces
F. Para generalizagao, uma letra maitscula representa um vetor, e uma letra mintscula representa um
determinado elemento de um vetor, por exemplo a € A. Dado um vetor X, o seu tamanho é representado
por | X|. Um elemento de uma subdivisdo planar pode ser um vértice, uma aresta ou uma face, e o tipo
de um elemento é o vetor no qual ele estd contido. Cada elemento pertencente ao conjunto X possui um
identificador unico, um valor inteiro entre 1 e | X/, inclusive.

Neste trabalho, sao consideradas apenas parti¢oes finitas do plano. Também é assumido que nenhuma
aresta passa por qualquer vértice além dos seus vértices limites, e cada vértice estd no limiar de pelo
menos duas arestas. Também é considerado que cada aresta separa duas, e somente duas, faces. Neste

texto, freqlientemente sera utilizada a palavra subdivisdo ao invés de subdivisao planar, para simplificagao.

2.2 Operagoes em Subdivisoes Planares

Subdivisoes s@o abstragbes que manipulam essencialmente a topologia. Alguns operadores bésicos sao

definidos para acesso e modificagao de subdivisoes, e eles podem ser divididos nas seguintes categorias:
e acesso aleatdrio,
® acesso ao perimetro,
e acesso a vizinhanca,
o subdivisdo planar dual, e
e criacdo e remocado de elementos.

O acesso ao perimetro e a vizinhanca juntos constituem as relagoes de adjacéncia de uma subdivisao
planar. Cada uma das cinco categorias define operadores para manipulacdo de subdivisoes, que sao

descritos a seguir.

2.2.1 Acesso aleatorio

O acesso aleatorio se refere a como obter informagoes de um determinado elemento pertencente a um
dado vetor, a partir do seu identificador tinico. Por exemplo, quando se deseja buscar caracteristicas
associadas a vértices, deve-se ter um acesso aleatério rapido a eles. Para o acesso aleatério é definido o
operador de indice X;, representando o elemento do vetor X € {V, A, F'} cujo identificador tinico possui

valor 7.



2.2.2 Acesso ao perimetro

O perimetro define os limites geométricos e topoldgicos de um determinado elemento, sendo representado
por uma lista circular ordenada, contendo elementos dos dois outros tipos, alternadamente. Estas listas
podem ser percorridas nos dois sentidos, que correspondem aos sentidos hordario e anti-horario na subdi-
visao. Para simplificacao, o perimetro pode ser dividido nos dois sub-perimetros, que juntos constituem
o perimetro original, percorrendo-se os elementos das duas listas alternadamente.

Os perimetros dos trés elementos sdo mostrados na Figura 2.1. As arestas tém no seu perimetro apenas
dois vértices e duas faces. Vértices e faces podem ser contornados por qualquer niimero de elementos dos

seus dois tipos complementares.

Figura 2.1: Perimetros dos trés elementos

Para defini¢cdo do perimetro, sdo necessarios seis operadores bdsicos, chamados de p(x,y), dois para
cada par de vetores distintos. Dados x e y, pertencentes a vetores diferentes, com y pertencente ao
perimetro de x, estes operadores retornam o préximo elemento do mesmo tipo que ¥y, no sentido horério
em torno do elemento x. O operador inverso, chamado de p~*(z, y), percorre o perfmetro de x no sentido
anti-horario.

A Figura 2.2 mostra um algoritmo que percorre todos os elementos de um tipo que formam o perimetro

de um elemento z. Este algoritmo retorna uma lista contendo todos estes elementos.

2.2.3 Acesso a vizinhanga

O acesso a vizinhanga envolve elementos pertencentes a um mesmo vetor, e estd baseado no comparti-
lhamento de perimetros. Duas arestas sao vizinhas se elas contém um vértice e uma face em comum
nos seus perimetros. Desta forma, cada aresta possui exatamente quatro vizinhos, como mostrado na
Figura 2.3. Dois vértices sao vizinhos se compartilham uma aresta e, conseqiientemente, duas faces. Duas
faces sdo vizinhas se tém uma aresta em comum e, portanto, dois vértices. A vizinhanca dos vértices
e faces também sao mostradas na Figura 2.3. Note que os vértices e as faces diferem das arestas, pois

possuem numero variado de vizinhos. O grau de um elemento é o nimero de vizinhos deste elemento.

Para a representagao da vizinhanga sao necessdrios trés novos operadores bésicos, que sao os v(z,y).
Esta primitiva retorna o proximo vizinho do elemento x no sentido horéario a partir de um elemento y

adjacente a x. A sua inversa v~!(z,y) percorre a vizinhanca no sentido anti-horario de .



Algoritmo para percorrer o perimetro

Entrada: z € X,y €Y, com X, Y € {V,A, F}, X #Y e y pertencendo ao perimetro

de z

Saida: lista com todos os elementos do perimetro de x que sejam do mesmo tipo de y

1. z <y, Lista < vazio
2. repita

(a) insira z no final de Lista
(b) z —p(z,2)
enquanto z # y

3. retorne Lista

Figura 2.2: Algoritmo para percorrer o perimetro de um elemento

Figura 2.3: Vizinhanga dos trés elementos

A Figura 2.4 mostra um algoritmo para percorrer a vizinhanca de um determinado elemento a partir
de um vizinho. Este algoritmo retorna uma lista contendo estes elementos, da mesma forma que o

algoritmo anterior.

2.2.4 Subdivisao planar dual

Dada uma subdivisdo planar S, a sua representacao dual pode ser definida. A subdivisao dual D(S)
contém vértices que correspondem as faces de S, e faces que correspondem aos seus vértices. Dois
vértices sdo conectados por uma aresta em D(S) se as correspondentes faces em S contém uma aresta
separando-as. Desta forma, para cada aresta unindo dois vértices em S, existe uma no dual separando
as respectivas faces. Portanto, o dual contém o mesmo niimero de arestas que a subdivisao original, e o
nimero de vértices e faces sdo trocados.

A Figura 2.5 mostra um exemplo de construgao da subdivisao dual. Os circulos preenchidos repre-



Algoritmo para percorrer a vizinhanga
Entrada: z € X,y €Y, com X,Y € {V, A, F} e y adjacente a x
Saida: lista com todos os elementos da vizinhanga de z

1. z <y, Lista < vazio
2. repita

(a) insira z no final de Lista

(b) z —v(zx,2)
enquanto z # y

3. retorne Lista

Figura 2.4: Algoritmo para percorrer a vizinhanga de um elemento

sentam vértices na subdivisao original, e os nao preenchidos sao as faces. As arestas representadas por
linhas retas pertencem a subdivisao original, e as tracejadas sao as pertencentes ao dual. Nesta figura,

cada aresta da subdivisao cruza com a sua correspondente no dual.

Figura 2.5: Exemplo de uma subdivisao e sua representacao dual

2.2.5 Criacao e remocao de elementos

A criacdo e remogao de elementos consiste na alteracio da estrutura de dados, modificando a sua topologia,
de forma a manter a subdivisao consistente. Estes operadores sao destinados a estruturas de dados
dinamicas.

Operadores de criagao e remogao de elementos nao sao utilizados neste trabalho, pois os algoritmos
aqui descritos tém como parametros apenas estruturas de dados estaticas. Algumas estruturas de dados

para representacao de subdivises, a serem apresentadas na Secdo 2.6, suportam operadores para este



fim. Alguns deles sdo baseados na &dlgebra Euleriana, sendo chamados de operadores Eulerianos. Este

trabalho nao fornece informacgoes sobre o seu funcionamento.

2.3 Representagoes Geradas a Partir de Topologias

Em uma imagem, uma regiao conexa de uma determinada cor pode ser descrita completamente pelo seu
contorno, e geralmente esta representacao consome bem menos espago que sua descricao em termos de
pizels. Portanto, operagoes sobre tais imagens podem ser facilitados se o grafo de regices adjacentes,
ou RAG (Region Adjacency Graph) estiver disponivel [33]. A representagio através do RAG consiste
em extrair um grafo da imagem, de forma que cada vértice deste grafo corresponda a uma determinada
regiao da imagem, e dois vértices estao conectados por uma aresta se as suas respectivas regioes forem
adjacentes.

O conceito de adjacéncia deve ser definido cuidadosamente para imagens discretas, de forma a fazer
com que o RAG seja sempre planar. Em particular, quando quatro regides se encontram em um ponto,
as duas conexoes diagonais nao sao permitidas. Por exemplo, na Figura 2.6 apenas uma das duas arestas

mais escuras que se cruzam pode existir no RAG.

Figura 2.6: Restri¢oes da defini¢do de adjacéncia para regides de uma imagem [33]

Segundo Llados et al., o mesmo conceito de RAGs extraidos de imagens pode ser utilizado em grafos
extraidos de imagens, de forma a reproduzir o seu desenho [25]. Assim, RAGs passam a ser uma re-
presentacao de grafos em dois niveis, como mostrado na Figura 2.7. O primeiro nivel contém o grafo
representado na sua forma original, com vértices e arestas. O segundo nivel é representado em termos
das suas regides adjacentes. Os vértices de um RAG representam as faces, ou seja, os minimos ciclos sem

arestas no seu espaco interno. As faces, por sua vez, representam vértices do primeiro nivel do grafo.

No RAG, um vértice de grau um corresponde a uma face completamente contornada por uma outra,
ou que estd contornada por uma outra e pela face externa (que nédo é representada no RAG). Vértices do
RAG com grau elevado geralmente correspondem a faces grandes no grafo original, também chamadas
de globais. Um wvértice de corte de um RAG é um vértice ¢ tal que existem dois vértices a e b no grafo

com a propriedade que todos os caminhos de a para b passam por c. Faces de transicao no grafo tém um



Figura 2.7: Exemplo de um RAG

grau baixo, e podem estar conectados a dois vértices de grau alto. Serd utilizado R(G) para representar
o0 RAG de um dado grafo G.

Esta representacao também pode ser utilizada em subdivisoes planares. Note que existem semelhancas
entre a geracao de um RAG e um dual em uma subdivisdo. Quando um RAG é gerado, algumas
informacoes da subdivisao sao perdidas, ao contrario do dual, que preserva toda a representagao, pois o

dual de um dual é a subdivisao original. As informagoes perdidas na criagdo do RAG séo:
e a face externa da subdivisao é removida, portanto, todas as arestas da borda sao perdidas, e

e 1o RAG, todas as arestas que compartilham o mesmo perimetro de faces sdo substituidas por apenas
uma unica aresta. Desta forma, todos os vértices de grau dois sdo removidos, e suas arestas sao

unidas.

A partir de um RAG R(S), o seu RAG R(R(S)) pode ser gerado. O RAG de um RAG néo é a
subdivisao original, pois o nimero de vértices diminui com a sua criagao, diferente do dual. Entao, para
cada subdivisdo planar, podem ser gerados RAGs de RAGs até encontrar uma subdivisd@o que seja uma
arvore, porque, com a auséncia de ciclos, nao é possivel gerar um préoximo nivel de RAG, pois este nao
conterd vértices, gerando uma subdivisao vazia.

A Figura 2.8 contém um exemplo de uma subdivisdo planar e os seus vérios niveis de RAG. Os circulos
preenchidos sdo os vértices da estrutura original, e os ndo preenchidos sao as faces. Esta figura possui
trés subdivisdes, que sdo a subdivisdo original (acima), e o seu primeiro e o segundo nivel de RAG (no
meio e abaixo, respectivamente). Note que a aresta do segundo nivel de RAG corresponde a uma aresta
da subdivisao original, e os seus dois vértices também tém correspondentes. Portanto, os varios niveis

podem ser armazenados em uma mesma estrutura de dados.
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Figura 2.8: Uma subdivisdo planar e os seus miiltiplos niveis de RAG

2.4 Construgao de Subdivisoes Planares

Subdivisoes planares podem ser originadas tanto de imagens quanto de modelos da computagao grafica.
Para extrair subdivisdes de uma imagem sao necessarios dois processos: wetorizacao da imagem e esta-
belecimento de ordem na subdivisao planar.

A vetorizagdo da imagem consiste na extracdo de segmentos de reta, as arestas. O cruzamento de
duas arestas define os seus limites, representados pelos vértices. Existem varios métodos para a extracgao
dos segmentos, e cada um deles possui vantagens e desvantagens. Estes métodos tém como argumentos
uma série de parametros e limiares, e um importante fator na robustez desses algoritmos é justamente
a minimizacdo do nimero de argumentos [40]. Os principais critérios para a escolha de um método de
vetorizagdo e os paradigmas mais utilizados podem ser encontrados em [41]. O resultado da vetorizagao
sao os vértices, com a sua localizagao espacial, e as arestas incidentes nestes vértices.

A subdivisdo planar é entao construida com o resultado da vetorizagdo, gerando as faces e a topolo-
gia dos elementos. Um algoritmo intuitivo para resolver este problema consiste em ordenar as arestas
incidentes em cada vértice através dos seus angulos. Em casos como, por exemplo, a estrela com n — 1
arestas (K1,,-1), este algoritmo gasta tempo ©(nlogn). Knuth mostrou que este algoritmo consome
tempo Q(nlogn) [22].

Kirkpatrick propoe um algoritmo para estabelecimento de ordem na subdivisao com complexidade
O(n + log(A(G))), onde A(G) é o ntimero de atribui¢ées topologicamente distintas do grafo G' no plano
[21]. Este algoritmo primeiramente define a ordem das arestas incidentes nos vértices cujos graus sao
limitados por uma constante. Entao, aproveitando a estrutura combinatéria do grafo, sao deduzidas as

ordens relativas aos vértices de maior grau, a partir das ordens ja estabelecidas dos seus vizinhos de
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menor grau.

2.5 Complexidades de Tempo e Espaco em Subdivisoes Planares

Existem vérias estruturas de dados para armazenamento de subdivisdes. A comparagdo entre estas
estruturas de dados é realizada baseando-se em dois fatores: o espaco necessario para armazenar a
estrutura de dados, e o tempo para os acessos aleatérios, do perimetro e da vizinhanga. O espacgo
utilizado é medido com relagao ao nimero de arestas da subdivisao, e o tempo gasto é calculado através
da soma dos tempos necessarios para cada uma das operagoes bésicas.

A Figura 2.9 mostra os trés elementos e as suas nove relagoes. Uma seta indica que o elemento de

origem armazena explicitamente elementos do destino, ou seja, ele tem ponteiros para o destino.

V% A

Figura 2.9: Os trés elementos e suas relagoes

Cada elemento de um vetor tem acesso seqiiencial armazenado implicitamente em uma estrutura de
dados se existir uma seta com origem no vetor. O acesso a vizinhanga é representado por uma seta na
qual a origem e o destino sao o mesmo elemento, enquanto que o acesso ao perimetro é representado por
setas entre elementos de tipos diferentes.

O armazenamento implicito de uma relacdo de adjacéncia implica na realizagdo da sua consulta
através da relacdo direta, que é o acesso direto a estrutura de dados. Uma estrutura de dados perfeita
para qualquer aplicagdo teria tempo de acesso O(1) para cada uma das operagoes bésicas. Mas existe
um contrapeso, que é justamente o espago consumido pela estrutura de dados, que estd diretamente
relacionado com o ntiimero de redundancias armazenado.

Segundo Woo, o armazenamento implicito de cada uma das nove operagoes bésicas de perimetro e
vizinhanca tem um custo fixo, mostrado na Tabela 2.1 [47]. Nesta Tabela, assim como no restante do
texto, XY; significa o niimero de elementos do vetor X adjacentes ao elemento Y;. Woo mostrou que os
limites de armazenamento para estas estruturas de dados é sempre linear, sendo 4|A| o limite inferior e
20| A| o limite superior. Ele também infere que, para o tempo, o limite inferior é 9%, com k representando
tempo de acesso constante, e o superior é 7|A| + 2k, ou seja, duas operagoes com tempo constante e sete
com tempo O(]A]).

O acesso aleatério nao costuma ser tratado nessas estruturas de dados, por dois motivos. O primeiro é

que as estruturas de dados, como serao vistas na préxima Secao, costumam ter ponteiros com origem em

12



Tabela 2.1: Complexidade de armazenamento de cada uma das nove relagoes [47]

Relagao Soma Armazenamento
v-v | Vv 2|A|
V-4 | YIVay 2| Al
v-F | YWy 2|A|
A-V | Ytva, 2| A|
A=A | M ag, 4|A|
A-F | Y Fa, 2| Al
F-v | YWFvE 2|A|
F—A | SIFlaF 2|A|
F—F | S PR 2|A|

todos os elementos, implementando o acesso aleatério implicitamente. O segundo motivo é que, caso a
estrutura de dados nao possua este tipo de acesso, pode ser adicionado um vetor com esta representagao
para o elemento, e isto adiciona espago O(]A|) & estrutura de dados.

Uma estrutura de dados que nao for capaz de realizar todas as operagoes utilizando a relagao direta
necessita de alguma outra forma. As duas opgoes existentes sdo relacao indireta e a relacdo inversa. A
relacdo indireta consiste em utilizar duas (ou mais, contanto que este niimero seja constante) operagoes
sucessivamente, para suprir uma operacao inexistente. A relagao inversa consiste em, dada uma operagao
desejada, realizar uma busca em uma relagao cujo sentido é o inverso desta operagao.

Por exemplo, considere a estrutura de dados mostrada na Figura 2.10. Uma face tem ponteiros para
todas as suas arestas, e cada aresta tem ponteiros para os seus dois vértices. As linhas tracejadas repre-
sentam duas consultas a serem realizadas na estrutura de dados. A consulta (a) corresponde & seguinte
pergunta: “dada uma face, encontre todos os vértices do seu perimetro.” Claramente esta consulta pode
ser realizada indiretamente utilizando F' — A e entdo A — V. J4 a consulta (b) corresponde a uma
relacdo inversa. Se a relagdo V — F existisse, a relacdo A — F' poderia ser computada indiretamente
através de A — V e entao V — F. A impossibilidade de utilizar uma relagao indireta leva a necessidade
de se buscar a solu¢do executando uma busca invertida na relacio F' — A, procurando as faces cujo

conjunto de arestas do seu perimetro contém a aresta escolhida. Esta consulta consome tempo O(|A]).

Figura 2.10: Relagoes indireta (a) e inversa (b)
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Uma representagao é capaz de armazenar o seu dual implicitamente se os vértices e as faces armazenam
informacoes de forma simétrica. Mas note que, mesmo que a estrutura de dados nao suporte o dual
implicitamente, pode-se encapsular as consultas, bastando apenas trocar os vértices com faces para utilizar

o dual [32].

2.6 Estruturas de Dados para Subdivisoes Planares

As estruturas de dados utilizadas para representar subdivisbes planares sdo chamadas de estruturas
para representar fronteiras (boundary data structures), também chamadas de B-rep. Algumas destas
estruturas de dados sao capazes de representar informagoes mais complexas do que subdivisoes planares,
como por exemplo objetos 3-D. Para isto, elas necessitam de outras entidades em adigao aos trés vetores
bésicos, como por exemplo corpos, cavidades e loops. Neste trabalho, estas informagoes adicionais nao
sao descritas.

Neste texto, uma B-rep representa apenas vértices, arestas e faces. As estruturas de dados aqui
descritas tém como objetivo a representagao de apenas informagoes topolégicas das subdivisoes planares,

pois a representacao de geometria a partir destas estruturas é trivial.

2.6.1 A estrutura Winged Edge

A primeira estrutura de dados para armazenamento de topologia em visdo computacional baseando-se
nas arestas foi proposta por Baumgart, e esta recebe o nome de Winged Edge [4, 5]. Arestas sdo mais
facilmente detectadas em imagens que vértices e faces. Qualquer pizel pode ser um vértice, e faces sao
estruturas mais complexas. Uma estrutura com a topologia armazenada nas arestas possui as seguintes

propriedades:

1. Outras representacoes sao facilmente mostradas serem equivalentes em tempo linear, ou seja, trans-
formagoes entre representacoes podem ser realizadas em tempo linear no tamanho da subdivisao

planar [14, 30];

2. Esta representagao se estende a problemas mais gerais como, por exemplo, a modelagem de su-

perficies poliédricas [5];

3. Algoritmos que tém como entrada um grafo planar desenhado em uma superficie podem ser des-
critos de maneira natural e eficiente em termos desta representacao. Exemplos incluem algoritmos
para triangulagao, pré-processamento de subdivisoes planares para localizagao rapida de pontos e

regularizacao [14, 20, 24, 35].

Portanto, é vidvel o armazenamento de informacoes topolégicas explicitamente nas arestas.

A Winged Edge aproveita esta caracteristica, de forma que cada aresta desta estrutura armazena toda
sua vizinhanga e seu perimetro, e os vértices e as faces armazenam apenas um ponteiro para uma das
suas arestas incidentes. Os seus ponteiros estao ilustrados na Figura 2.11. Os pesos contidos nas setas
indicam a quantidade de ponteiros armazenados para esta relagao. Por exemplo, V La significa que

cada vértice tem um ponteiro para apenas uma aresta.
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Figura 2.11: Ponteiros da estrutura Winged Edge

Para armazenar esta estrutura de dados é necessério espago 8|A| + |V| + |F| = 8|A| + |A| = 9|A].
Todas as operagoes bésicas na Winged Edge tém tempo de acesso constante por transigao, pois todas as
operacoes indiretas realizadas utilizam ponteiros das arestas, que tém tamanho constante. As operagoes
baseadas em vértices e faces consomem tempo igual ao tamanho do perimetro na procura do elemento

de referéncia, antes de executar a transigao.

2.6.2 A estrutura DCEL

Uma das mais simples estruturas de dados para representagio de subdivisoes planares é a DCEL (Doubly-
connected-edge-list) [30, 35]. Seu nome é devido ao fato de que cada aresta estd conectada a apenas outras
duas na estrutura de dados, ao invés de quatro, como na Winged Edge. Outra diferenca é que os ponteiros
com origem nos vértices e faces nao existem. Entao, esta estrutura de dados é composta apenas por uma
tabela contendo seis colunas, sendo quatro de informagées (V1, V2, F1 e F2) e duas de ponteiros (P1
e P2). Cada linha da tabela representa uma aresta, com seus dois vértices, origem (V1) e destino (V2),
e suas duas faces, esquerda (F'1) e direita (F2). Como as arestas necessitam de uma orientacdo e uma
direcao, existem os indices P1 e P2. O indice P1 indica a primeira aresta circulando no sentido anti-
horario em torno de V'1, que é também a primeira aresta no sentido horario em torno de F'1. Similarmente,
P2 ¢ utilizada como referéncia para V2 e F2. Um diagrama dos ponteiros da estrutura DCEL pode ser
encontrado na Figura 2.12.

Esta estrutura quase nao é citada na literatura pelas outras estruturas de dados propostas apés ela.
Mais ainda, ela contradiz a idéia de Woo, mostrada na Tabela 2.1, a qual sdo necessérias 4|A| para

armazenar a vizinhanca das arestas, pois na DCEL sao utilizadas apenas 2|A|.

As limitagoes da DCEL estao relacionadas justamente com a sua falta de redundancia. Desta forma,
as faces e os vértices nao podem ser percorridos nos dois sentidos em tempo constante por transigao.
Apenas um sentido é permitido para os dois, e estes elementos sdo percorridos em sentidos opostos.
Entao, é necessario percorrer uma volta em torno da face para poder encontrar a préxima aresta no
sentido anti-horario de uma face.

Esta estrutura de dados consome espago 2|A| para cada um dos trés pares de ponteiros armazenados

nas arestas, totalizando 6|A|. Os tempos de acesso da DCEL séo os seguintes:
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Figura 2.12: Ponteiros da estrutura DCEL

e O(1) para todas as transigoes de perimetro e vizinhanga das arestas, desde que sejam percorridas

em apenas um sentido;
e O(1) para acesso aleatério as arestas, pois cada uma é representada por uma linha da tabela;

e O(|A]) para acessos com origem em vértices e faces. Como nao é armazenada qualquer informagao
sobre estes elementos, uma busca invertida na tabela é necessaria para encontrar uma aresta que

tenha incidéncia em um destes elementos.

Para uma maior agilidade na recuperacao das informacoes é necessaria a criacao de redundéncias,
permitindo que todas as operagoes sejam realizadas de forma eficiente. Podem ser adicionados vetores de
vértices e faces com ponteiros a uma das suas arestas, como na Winged Edge, para melhorar os acessos

aleatérios.

2.6.3 Outras estruturas

Existem vérias outras estruturas propostas, algumas sao tentativas de melhorar a Winged Edge, outras
apresentam novas abordagens, mas todas tém como objetivo central obter um tempo de acesso 6timo,

minimizando o espaco gasto. Elas sao citadas a seguir, e estao ordenadas pelas suas datas de publicacao.

Split edges

Em estruturas baseadas nas arestas, toda aresta tem a func@o de representar tanto os limites das faces
quanto a conexao entre duas faces. Na estrutura Winged Edge, uma aresta representa estas duas caracte-
risticas em um tnico campo. Como cada aresta estd na transversal de duas faces, é necesséria a verificagao
da transversal de cada aresta (esquerda para direita ou o contréario). Para evitar esta verificacdo, surgiu
o conceito de separacao de arestas em metades (split), inicialmente proposto por Eastman [9]. Desta
forma, cada metade estd conectada a apenas uma face e um vértice.

Exitem duas variagdes da split, e os dois casos podem ser visualizados na Figura 2.13. A primeira
conserva as arestas, e cada metade contém ponteiros para as suas respectivas arestas e para as metades
anterior e posterior. Dois autores propuseram esta representacao, Mantyla e Kalay, com as estruturas de

dados Half-edge e a Hybrid-edge, respectivamente [19, 26]. A segunda variagao exclui completamente o
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conceito de aresta, com cada metade apontando para seus vizinhos e a sua respectiva metade irma, nas

estruturas de dados Vertex-edge e Face-edge, propostas por Weiler [44] e também por Wilson [45].

1| (2 3

55 25\

VAR 7N
ONNONNONNO

Figura 2.13: Ponteiros das estruturas Half-edge (a) e Vertez(Face)-edge (b)

a)

Por estas estruturas de dados armazenarem uma entidade a mais, elas consomem muita memoria. A
Half-edge consome 5| A| para cada metade, mais 2| A|+|V|+|F|, totalizando 13| A|. A Vertez-edge consome
0 mesmo espago para cada metade, mas elimina os dois ponteiros das arestas, consumindo espago 11]A]|.
Estas estruturas de dados armazenam o dual sem qualquer custo adicional, e tem os mesmos tempos
de acesso que a Winged Edge, pois elas apenas evitam uma verificacio que gasta tempo constante (a

verificagdo da transversal).

Quad Edge

A estrutura de dados quad-edge, proposta por Guibas e Stolfi, particiona as arestas em grupos de oito [14].
Esta estrutura de dados é capaz de representar, simultaneamente, a subdivisao, o grafo dual e o grafo
espelhado. Cada um dos oito grupos consiste em quatro arestas orientadas para o grafo e quatro para o
seu dual. Mas, como o vizinho de uma aresta no sentido horario de um vértice é equivalente a proxima
aresta no sentido anti-horario de uma das suas faces, entao apenas quatro ponteiros sao suficientes para
representar a topologia das arestas. Portanto, os seus ponteiros sao os mesmos da estrutura Winged FEdge

(Figura 2.11).

Estrutura de Dados Simétrica

A Estrutura de Dados Simétrica (Symmetric Data Structure, ou SDS) foi proposta por Woo e Wolter [48],
e uma anglise combinatorial da mesma foi estudada por Woo [47]. Uma versao chinesa desta estrutura foi

proposta por Jiaguang et al. [17]. Os ponteiros desta estrutura podem ser visualizados na Figura 2.14.

Esta estrutura abandona a representacao de toda a topologia nas arestas. E proposto o armazenamento
dos perimetros de cada elemento, com as arestas armazenando apenas os seu perimetro, e vértices e faces

armazenam todas as suas arestas.

17



Figura 2.14: Ponteiros da Estrutura de Dados Simétrica

O espago necessario para armazenar esta estrutura é 4|A| + AV; + AF; = 4|A| + 4]A| = 8]4], ou
seja, |A| a menos que a Winged Edge. O autor infere que seu tempo de acesso é mais répido que o da
estrutura Winged FEdge, pelo fato que sua estrutura de dados armazena quatro das operagoes basicas
implicitamente, enquanto que, segundo ele, a Winged Edge armazena apenas trés, pois os ponteiros dos
vértices e faces nao armazenam toda a vizinhanca. Mas, neste trabalho, esta idéia nao é valida, pois
os operadores definidos acessam apenas uma aresta por vez. Aqui é considerado que uma estrutura de
dados é suficiente se ela possuir transicbes com gasto constante de tempo. Desta forma, mesmo com os
armazenamentos V — A e FF — A implicitos, é necesséario percorrer todo o perimetro para encontrar a

préxima aresta.

Estrutura de Dados Universal

A Estrutura de Dados Universal, também chamada de UDS (Universal Data Structure), foi proposta
por Ala [1]. O objetivo da UDS é ser uma generalizagdo completa para esquemas de representacdo de
fronteiras. Qualquer estrutura de dados para a representagao de fronteiras pode ser expressa como um
caso especial desta estrutura de dados.

Para a representacao de subdivistes planares, Ala apresenta a estrutura A, cujos ponteiros podem
ser visualizados na Figura 2.15. Esta é uma estrutura de dados circular, na qual as operagoes basicas
consomem entre uma e trés transigoes de ponteiros, aproveitando o acesso indireto. Mas note que todas as
operagoes de vizinhanga e a operagdo V — A consomem tempo O(V F?), pois estas utilizam duas consultas
que tem tamanho variado. Outra desvantagem da estrutura é a impossibilidade de se representar o dual,

por ela ser circular. Esta estrutura tem armazenamento 6|A|, igualando-se & estrutura DCEL.

-
VF,

Figura 2.15: Ponteiros da estrutura A
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Ala também apresenta uma estrutura chamada A-reversa, na qual todos os ponteiros da estrutura A
sao invertidos. Esta estrutura consome o mesmo espago e tem as suas operagoes realizadas com o mesmo
gasto de tempo que a estrutura A.

O autor estudou o comportamento de B-reps quando é necessério uso de memoria virtual, encontrando
anomalias no desempenho de estruturas de dados [2]. Ele mostrou que as estruturas de dados com
maior armazenamento implicito nao apresentam bom desempenho, por causa do alto uso de paginagao
apresentado por estas estruturas. As que tém menos ponteiros, como a estrutura A, possuem uma menor

paginagao e, conseqiientemente, um maior desempenho.

Face-edge-vertex

A estrutura de dados Fuace-edge-vertex foi proposta por Ni, e os seus ponteiros podem ser visualizados na
Figura 2.16 [31, 32]. A estrutura Fuace-edge-vertexr é uma simplificacdo da Estrutura de Dados Simétrica,

eliminando os ponteiros dos vértices.

Figura 2.16: Ponteiros da estrutura Face-edge-vertex

Como esta estrutura de dados ndo armazena qualquer ponteiro com origem nos vértices, é necessério
utilizar a relagao inversa para computar as quatro operagoes que se originam de vértices. Mas o autor
mostrou que existe uma classe de problemas na qual esta estrutura de dados é suficiente, pois quase
nao se utiliza estas operagoes. Ni também inferiu que néo existe qualquer estrutura de dados 6tima que

armazene mais do que quatro das nove operagoes de adjacéncia.

Algebra de Incidéncia

A dlgebra de incidéncia consiste no armazenamento de trés elementos adjacentes em uma tupla [13].
Desta forma, sao necessarias apenas trés operagoes basicas, fixando dois elementos para se encontrar
o outro elemento adjacente aos dois. Assim, ndo é necessdrio percorrer uma lista de adjacentes para
encontrar o proximo elemento. Estas trés operagoes sao necessarias e suficientes para descrever qualquer
outra operacao, inclusive as operagoes apresentadas neste Capitulo.

O seu armazenamento pode ser realizado utilizando uma tabela. Cada posigdo da tabela armazena o
resultado das trés operacoes para uma dada tupla, e um ponteiro para o seu respectivo vértice. Também
é necessario um vetor para cada elemento, cujas posicoes apontam para uma tupla da tabela. Como cada

aresta pode ter quatro combinagdes com os seus vértices e faces, sdo necessérias 4|A| colunas na tabela,
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totalizando 4|A| x 4 4+ 2|A| = 18| A| de armazenamento.
Esta estrutura de dados pode ser melhorada, de mesma forma que a DCEL que utiliza os ponteiros
em apenas um sentido. Assim, o nimero de posigoes da tabela fica reduzido pela metade, e a estrutura

de dados consome espago 10| A|.

2.7 Conclusoes

Neste Capitulo foram descritas subdivisdes planares, e foram apresentadas as estruturas de dados mais
conhecidas na literatura para a sua representagdo. A idéia proposta por Woo na qual todas as B-reps
que armazenam a vizinhanca das arestas implicitamente necessitam de espaco 4|A| ndo é verdadeira em
todos os casos, pois a estrutura DCEL utiliza espago 2| A| e é capaz de realizar esta operagdo, embora em
apenas um sentido.

A Tabela 2.2 contém um resumo das B-reps descritas neste Capitulo, indicando os seus gastos de
tempo e espaco. A Tabela também indica se a estrutura é capaz de representar o seu dual sem qualquer
custo adiconal. Os tempos gastos para acesso a adjacéncia sao calculados com base no tempo necessario
para realizar uma unica transicao. Desta forma, de nada adianta ter todos os elementos adjacentes
armazenados implicitamente se, para fazer qualquer processamento com estes dados é necesséario percor-
rer a estrutura. Portanto, as seis operagoes tendo como origem vértices e faces ndo consomem tempo
constante, a menos que o numero de elementos adjacentes esteja limitado por uma constante, ou se a
estrutura de dados estiver armazenada em uma tabela hash, como na Algebra de Incidéncia. Desta forma,

se a estrutura de dados proporcionar uma transicao em tempo constante entdo ela é suficiente.

Tabela 2.2: Resumo das caracteristicas das B-reps

Estrutura de Dados Ref. Espago | Tempo Tempo Tempo Dual?
Aleatério Perimetro® Vizinhanca®
Winged Edge [4, 5] 9|A| 3k 4AV; + 2k 24V + k Sim
DCEL? 30, 35] | 6lA| | 2/A|+k A|A| + 2k 21A|+k | Sim
Face(Vertex)-edge [44, 45] | 13|A] 3k 4AV; + 2k 24V, + k Sim
Half(Hybrid)-edge [19, 26] | 11|A4| 3k 4AV; + 2k 24V + k Sim
SDS [47, 48] | 8|4 3k 1AV, + 2k 24V, +k | Sim
UDS -~ A 1,2 | 64 3k AV2 £ 4AV; + k 3AV2 Nio
Face-edge-vertex (31, 32] | 6]4] |A| + 2k | 2|A|+2AV; +2k | |A|+2AV; | Nao
Algebra de Incidéncia [13] 18| A| 3k 6k 3k Sim

“Uma vez que AV;, AF;, FF;, VV;, FV; e VF; possuem a mesma complexidade, foi escolhido AV; como unidade [48].
YA DCEL é capaz de acessar as adjacéncias de um elemento em apenas um sentido.
¢Como estas estruturas de dados trabalham com tuplas, ndo é possivel manipular apenas um elemento.

Neste Capitulo também foi mostrada a geragdo de RAGs a partir de subdivisoes planares. Devido &
remogao de informagdes na representagdo de um RAG, foi proposta a repeticdo deste processo até existir

apenas uma arvore, chamado de vérios niveis de RAG.
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Capitulo 3

Sub-isomorfismo de Subdivisoes

Planares

Uma subdivisao planar pode ser considerada um grafo planar desenhado em uma superficie, sem cruza-
mento de arestas. Desta forma, algoritmos baseados em grafos podem ser utilizados para processamento
de subdivisoes, como por exemplo algoritmos de busca e de isomorfismo.

Isomorfismo é um mapeamento que preserva nos conjuntos as relagoes entre os seus elementos. Dois
grafos que contém o mesmo numero de vértices conectados da mesma forma sao ditos isomoérficos. O
problema do sub-isomorfismo consiste no mesmo mapeamento, mas de grafos com tamanhos nao necessa-
riamente iguais, procurando-se por conjuntos de vértices no grafo maior que possuam as mesmas relagoes
do grafo menor.

Este Capitulo tem por objetivo mostrar algumas solucoes adotadas ao problema do (sub-)isomorfismo
em grafos. Sao descritos tanto algoritmos exatos e aproximados, quanto alguns casos especiais, onde o

problema pode ser resolvido em tempo polinomial. Este Capitulo estd baseado em [25].

3.1 Isomorfismo e Sub-isomorfismo

Formalmente, um grafo G é um par (V, A), com V sendo um conjunto de vértices e A um conjunto de
arestas. Cada aresta é representada por um par {u,v}, com u,v € V. Dois grafos G, e Gg possuindo
vértices V(Go) = V(Gg) =V, = {1,2,...,n} e arestas A(G,) e A(Gp) sao ditos isomérficos se existe
uma permutacdo p de V,,, tal que {u,v} € A(G,) se, e somente se, {p(u),p(v)} € A(Gg). Atualmente o
problema do isomorfismo entre grafos nao é provado ser P ou NP-completo.

Um outro problema baseado no mapeamento de grafos é o sub-isomorfismo. Dados os grafos G,
e (g, deseja-se encontrar uma permutacao dos vértices de G, que seja isomérfica a um sub-conjunto

H C V(Gg). O isomorfismo pode entdo ser considerado um caso especial do sub-isomorfismo, onde o
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nimero de vértices dos dois grafos é o mesmo. Por este motivo, o problema do sub-isomorfismo também
¢é chamado de isomorfismo de sub-grafos. Este problema é provado ser NP-Completo [27].

Os grafos de duas subdivisoes equivalentes S e S’ sao obviamentes isomorficos. O contrario nao é
necessariamente verdadeiro: se S e S’ possuem grafos isomorficos, isto nao implica nas subdivisoes serem
equivalentes. A Figura 3.1 mostra um exemplo. Os grafos gerados das subdivisoes sao isomérficos, mas
as subdivisoes nao sao equivalentes, pois as duas faces internas da subdivisao da esquerda sao separadas

por duas arestas, enquanto que as faces da subdivisao da direita sao separadas por apenas uma.

Figura 3.1: Grafos de subdivisoes isomérficos nao implicam nas subdivisoes serem equivalentes

Este exemplo demonstra como os conjuntos de vértices e arestas nao contém informacoes suficientes
para caracterizar a equivaléncia entre duas subdivisoes. Portanto, alguns dos algoritmos descritos neste

Capitulo devem passar por um processo de verificagao apds o isomorfismo.

3.2 Algoritmos Exatos

O isomorfismo para grafos nao é provado ser P ou NP-completo, mas em alguns casos especiais ele é
mostrado ser polinomial. Hopcroft mostrou um algoritmo linear para resolver o problema do isomorfismo
em grafos planares [16]. Mitchell et al. propuseram algoritmos lineares para grafos em que todos os seus
vértices pertencem & face externa (outerplanar graphs) [28].

Os algoritmos classicos de sub-isomorfismo consistem em computar um mapeamento vértice a vértice
incremental, executando uma busca em profundidade em uma arvore. A cada nivel da arvore, um conjunto
de mapeamento dos vértices é escolhido baseado em todas as instancias anteriores.

Ullman aumentou a eficiéncia deste algoritmo, realizando um procedimento de lookahead, chamado
de forward checking, de forma a rejeitar mapeamentos incompativeis o mais cedo possivel [42]. Métodos
para relaxamento discreto sao parecidos com a abordagem proposta por Ullman [15, 29]. Estes métodos
reduzem o numero de possiveis mapeamentos, verificando consisténcias em termos do nimero de arestas
incidentes nos vértices, antes de avancar para o proximo né da arvore de busca. Ambas abordagens
reduzem o tempo de busca, mas nenhuma destas solugoes consegue reduzir a complexidade de tempo do
problema.

Uma outra abordagem para resolver o problema do sub-isomorfismo baseia-se no grafo de associagao

(association graph). O grafo de associagdo é construido baseando-se nos dois grafos de entrada para o
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sub-isomorfismo, de tal forma que a solugao do problema torna-se uma busca do maior clique no grafo
de associacao. A desvantagem desta solucao esta na dificuldade de se encontrar o clique, que também é
um problema NP-completo. Entretando, em certas condicoes, este pode ser um método eficiente, como
mostrado por Pelillo et al., que realiza sub-isomorfismo em grafos que podem ser organizados de forma

hierdrquica [34].

3.3 Algoritmos Aproximados

Algoritmos aproximados, também chamados de algoritmos de otimizagdo continua, tém como vantagem
a obtencao da solucdo do sub-isomorfismo em tempo polinomial. Entretanto, a funcao de busca pode
estabilizar em um maximo local, e ndao encontrar a solucao 6tima. Existem trés técnicas aproximadas

utilizadas em sub-isomorfismo. Sao elas:

Relaxamento probabilistico. Nesta técnica, o mapeamento entre os vértices nao tem uma formulagao
binaria, pois é definido em termos de uma funcao de probabilidade, que é iterativamente melhorada

por um procedimento de relaxamento [7, 10, 12, 46].

Redes neurais. Os vértices de uma rede neural podem representar um mapeamento vértice-a-vértice, e
os pesos das conexoes da rede representam uma medida de compatibilidade entre os mapeamentos
correspondentes [23, 38, 39]. A rede é programada de forma a minimizar uma funcdo de energia
(custo), que é definida em termos da compatibilidade entre os mapeamentos. O maior problema
das redes neurais é que o procedimento de minimizagao é altamente dependente da inicializagao da

rede.

Algoritmos genéticos. Vetores de genes sao definidos para representar o mapeamento entre o padrao
e a entrada [8, 11, 18]. Estes vetores de solucdo sdo combinadas com operadores genéticos para

encontrar a solugao.

3.4 Algoritmos Algébricos

Grafos com peso sao um tipo especial de grafos, que tém pesos associados as suas arestas. Um grafo com
pesos G pode ser representado por uma matriz de adjacéncia M4(G), onde uma posigao (i,7) contém
o peso associado a aresta (v;,v;). Uma abordagem analitica pode entdo ser utilizada para resolver o
problema de comparagao dos grafos. Solugoes interessantes baseadas em manipulagao algébrica da matriz
de adjacéncia foram propostas por Umeyama, que é chamada eingendecomposition [43], e Almohamad e
Duffuaa, que utilizam programagao linear [3]. Estes métodos funcionam apenas quando ambos o modelo

e o grafo de entrada tém o mesmo numero de vértices.

3.5 Busca Indexada

A comparagdo de grafos também é utilizada em recuperacdo de imagens baseando-se em conteido.

Quando os conceitos de uma imagem podem ser representados por estruturas na forma de grafos, o
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problema de procurar em uma base de dados por imagem que contém um determinado objeto pode ser
resolvido através de uma busca indexada nesta base de dados. Sossa e Horaud propuseram o uso do
polinémio do segundo imanantal da matriz Laplaciana de um grafo com o objetivo de criar um cédigo
hash para qualquer grafo [37]. Segundo os autores, o tamanho do grafo é inversamente proporcional ao
erro da tabela.

Bunke e Messmer propuseram uma abordagem utilizando drvore de decisdo [6]. Esta solugdo estd
organizada em termos das diferentes permutagoes das matrizes de adjacéncia dos grafos na base de
dados. A busca indexada encontra a solucao do problema em tempo polinomial, mas geralmente requer

complexidade de tempo exponencial para a compilagao da base de dados.

3.6 Crescimento de Regioes

Llados et al. realizaram sub-isomorfismo em imagens segmentadas utilizando RAGs, com um algoritmo
chamado de crescimento de regides (region growing) [25]. Este algoritmo estd baseado no sub-isomorfismo
dos RAGs de grafos extraidos de imagens. Durante a iteracao, o algoritmo realiza o crescimento de uma
regido nos dois grafos, de forma aproximada, percorrendo todo o perimetro da regiao. A Figura 3.2
mostra o funcionamento deste algoritmo. Foram definidos operadores para a comparacao aproximada, e

o seu algoritmo estd baseado em strings.

Level 1 2

Model 7
Graph 4Al C I Al c

Input f :
Graph B E L
[N o " o
[ |
&ﬁzﬁ O {(ArAy {(A»A,B>B'} {A»A,B>B,C>C'}  {A»A,B»B,C»C,D D}

Figura 3.2: Crescimento de regices [25]

Os autores concluiram que o algoritmo consome tempo exponencial, embora os resultados obtidos nos
testes indicassem tempo pseudo-polinomial. O bom desempenho do algoritmo proposto foi justificado
pela redugao do numero de vértices quando o RAG é gerado. Nao foi proposta qualquer estrutura de

dados para o armazenamento do grafo e do seu RAG.
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Capitulo 4

Busca de Padroes em Subdivisoes

Planares

Subdivisoes planares possuem caracteristicas especificas se comparadas com grafos contendo apenas
vértices e arestas. Este Capitulo tem como objetivo apresentar um algoritmo para sub-isomorfismo
de subdivisoes planares.

O algoritmo proposto é uma variacao do algoritmo apresentado por Llados et al., notando-se as
diferencas entre um grafo com atributos, representando os segmentos de uma imagem, e uma subdivisao
planar. Para facilitar a compreensao do algoritmo, este foi dividido em duas partes. A primeira parte
consiste na definicdo de um procedimento para crescimento de uma regido. A segunda etapa, que é
o algoritmo propriamente dito, executa uma busca por sub-isomorfismos na subdivisao, utilizando o
crescimento de regioes.

O algoritmo para sub-isomorfismo proposto neste Capitulo recebe como entrada subdivisces repre-
sentadas utilizando a estrutura de dados DCEL. As justificativas da escolha da DCEL serdo explicadas
apos a descricdo do algoritmo. Antes de apresentar o algoritmo, é realizada uma discussao sobre o uso

ou nao do RAG como representacao para resolver o problema.

4.1 RAG versus Dual

Llados et al. propdem realizar o sub-isomorfismo utilizando RAGs. Seu algoritmo recebe como argumento
apenas os segmentos da imagem, e entdo o RAG é construido, executando um algoritmo parecido com a
geracdo de ordem em uma subdivisdo. Estes dois algoritmos (construgao do RAG e geracao de ordem na
subdivisao) tém mesma complexidade de tempo, uma vez que todas as faces devem ser percorridas.

O armazenamento de um RAG na mesma estrutura de dados da subdivisdo original ndo é trivial.

Quando duas ou mais arestas compartilham um mesmo perimetro de faces, elas tém que ser transformadas
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em apenas uma no RAG, de forma que as relagoes de adjacéncia da subdivisdo se conservem. Este
problema seria simples se todas estas arestas sempre formassem um caminho, pois dado uma aresta
que pertence ao caminho na subdivisao, esta seria representada pelas metades das duas arestas nos
extremos do caminho no RAG. A ndo trivialidade deste problema se dd ao fato destas arestas nao
serem necessariamente adjacentes, como mostrado na Figura 4.1. Nesta figura, as duas arestas com
maior espessura nio sdo adjacentes, mas irdo se transformar em apenas uma no RAG. Desta forma, o
armazenamento do RAG na mesma estrutura de dados implica em perda de desempenho, pois tem-se
que verificar, para cada aresta, se existe alguma outra com o mesmo perimetro de faces, e entao tratar
0s seus casos. Assim, a perda de desempenho da estrutura de dados seria proporcional ao nimero de

arestas removidas para gerar o RAG.

Figura 4.1: Duas arestas nao adjacentes podem ter o mesmo perimetro de faces

Analisando a quantidade de arestas removidas com a geracao do RAG, pode-se perceber que este valor
nem sempre € significativo, pelo fato de este nimero ser muito dependente da subdivisao utilizada. Por
exemplo, em uma malha triangular, este procedimento remove apenas as arestas cuja face externa esta no
seu perimetro e, portanto, nao reduz consideravelmente o tempo do algoritmo subseqiiente. Desta forma,
a grande vantagem de se utilizar RAGs com o objetivo de redugdo da subdivisdo é a remogao da face
externa. Assim, a representacao dos varios niveis de RAG também é descartada, pois a sua representagao
implica em mais problemas do que representar simplesmente o RAG.

No caso de subdivisoes planares, pode ser considerado que o algoritmo de geracao de ordem ja foi
executado anteriormente e, portanto, ja existem faces. Mas estas faces nao sao necessariamente as mesmas
do RAG, porque todas as arestas sdo conservadas.

Para evitar o armazenamento da subdivisdo e do seu RAG em estruturas de dados diferentes, e por
esta representacao nao ter vantagens significativas no quesito tempo, este trabalho utiliza uma estrutura
hibrida entre o dual e 0 RAG para representagao das regioes, aproveitando as vantagens das duas repre-
sentacoes. Esta representagao apresenta as mesmas caracteristicas do dual, com duas pequenas diferengas.
A primeira é que a face externa do dual deve ser marcada com um valor especial, aqui chamado de NULO.
A segunda observagao refere-se as arestas: uma aresta pertence ao dual se, e somente se, as duas faces do

seu perimetro tém valor diferente de NULO. Desta forma, esta representacao contém apenas as regioes
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internas de uma subdivisdo planar. Dada uma subdivisdo S, esta representagio tem o nome de Dg(5).

4.2 Crescimento de Regioes

Uma vez definida a representacao a ser utilizada pelo algoritmo, esta Secao descreve a primeira parte
do algoritmo, que consiste no crescimento de uma regiao. Este algoritmo representa uma fungao, que
serd utilizada pelo algoritmo que efetua o sub-isomorfismo propriamente dito. Apesar do algoritmo aqui
proposto realizar o crescimento de faces em uma subdivisao, o nome crescimento de regioes foi escolhido
para este algoritmo porque este estd baseado no algoritmo proposto por Llados et al. A Figura 4.2 mostra

os passos executados pelo algoritmo.

Algoritmo para Crescimento de Regices
Entrada: T = {T4, Ty, Tr}, ap € vp.
Saida: Se o crescimento da regiao foi realizado com sucesso (T é ou nao vilido).

1. as — Talap], vs < Ty [vp]
fp < face do lado direito de v, em a,, fs < face do lado direito de v, em ay
aloopy, < ayp, aloops +— as
ofp — plap, fp), ofs — plas, fs)

2. se f, = NULO retorna verdadeiro, senao se f; = NULO retorna falso

3. se Tg[fp] # NULO retorna Tg[f,] = fs, sendo Tp[f,] — fs

4. repita

(a) se Ty[vy] ¢ {NULO, v,} retorna falso sendo Ty [vp] < v,

(b) se T 4[aloop,] ¢ {NULO, aloop,} retorna falso sendo T 4[aloop,] < aloops
(c) se ofp, # NULO e Trlofp] ¢ {NULO, of,} retorna falso

(d) v, < p(aloopy,vy), vs < plaloops, vs)

(e) aloop, «— v(aloop,,v,), aloops — v(aloops,vs)

(f) ofp < plaloopy, fp), ofs < plaloops, fs)

enquanto aloop, # a, € aloops # as

5. retorna aloop, = a, e aloop, = as

Figura 4.2: Algoritmo para crescimento de regices

O algoritmo de crescimento de regides recebe trés argumentos. O primeiro é T, uma varidvel composta

por trés tabelas (T 4, Ty e Tr), onde sdo armazenadas as referéncias de cada um dos elementos do padrao
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a ser procurado na subdivisao de busca. Um elemento = que ainda ndo tem uma referéncia na subdivisao
de busca tem o seu valor marcado como NULO em T, (note que NULO é o mesmo valor utilizado para
indicar uma face externa, mas nao causa confusao, pois nos dois casos deseja-se representar a auséncia
de um valor). Neste algoritmo, T' é um argumento recebido por referéncia, portanto, caso os seus valores
sejam alterados, a varidvel passada como argumento para este algoritmo também sera alterada.

Os outros dois argumentos para o crescimento de regioes sao uma aresta a,, indicando de onde serd
iniciado o crescimento da face, e um vértice v, estabelecendo o sentido da busca, que serd de v, para
p(ap, vp), percorrendo a face & direita de a, neste sentido. O algoritmo considera que os elementos a,, e
vp ja possuem referéncia em T antes do inicio da sua execugao.

Dados os argumentos T, ap, e vy, este algoritmo possui dois objetivos. Primeiro, verificar se é
possivel realizar o isomorfismo para todos os elementos adjacentes & face a direita de a,, baseado em
um isomorfismo parcial contido em T. Segundo, atualizar T com as novas referéncias encontradas ao
percorrer a face. Este algoritmo retorna um valor booleano, que indica se foi ou nao possivel realizar o
crescimento da regiao, ou seja, se as modificagoes requeridas em T foram efetuadas com sucesso.

Primeiramente, o algoritmo inicializa algumas varidveis. Por convengao, f, representa a face do lado
direito em relagdo a a, no sentido de v, para p(ap,v,). A varidvel of, armazena a outra face de a,
em relagao a fp, ou seja, p(ap, fp). aloop, representa uma aresta que inicialmente tem o valor de a,
e serd utilizada para percorrer a face. Para cada uma destas varidveis, e também para os argumentos
ap e vp, existe uma varidvel que armazena a referéncia ao seu elemento na subdivisao de busca, que
serao utilizadas para verificar e atualizar T. Estas varidveis possuem um indice s indicando que sao da
subdivis@o de busca. As varidveis do algoritmo podem ser visualizadas na Figura 4.3, lembrando que
para cada uma delas existe uma irma com um indice s armazenando a sua referéncia na subdivisao de

busca.

Figura 4.3: Varidveis do algoritmo de crescimento de regioes

Os passos 2 e 3 verificam algumas caracteristicas das faces que se pretende percorrer. Se a face do
padrao for a face externa (NULO), entéao o algoritmo termina retornando verdadeiro. A face externa néao
pode ser comparada com outras faces, pois, na maioria das vezes, esta corresponde a mais de uma face
na subdivisao de busca. O mesmo acontece com a face externa da subdivisao de busca. Como esta nao
pode ser percorrida por nao ter uma face no padrao com o seu tamanho, se o algoritmo encontrar esta
situagao, este é encerrado retornando falso. O tnico caso onde a comparagao das faces externas é tutil
ocorre quando as duas subdivisoes tém o mesmo tamanho, ou seja, no isomorfismo. Se a subdivisao de

busca nao possuir uma face externa, a condi¢ao que verifica o valor da sua face externa pode ser removida
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do algoritmo.

O passo 3 verifica se T armazena algum valor para f,, o que implica nesta face ja ter sido percorrida
anteriormente. Caso esta situagao ocorra, o algoritmo retorna se a referéncia da face que se pretende
percorrer é justamente o valor marcado em Tg. Se esta face nao tiver sido percorrida anteriormente, o
algoritmo atribui fs a Tg[fp], € entdo comega a percorrer f,.

A repeticao do algoritmo é representada pelo passo 4. Esta etapa estd dividida em seis passos, sendo
os trés primeiros de verificagdo e atualizagdo do isomorfismo (a,b,c), e os outros trés de atualizacao de
varidveis, de forma a percorrer a face f, (d,e,f). Os trés primeiros passos verificam se as entradas em T
sao validas para poder atualiza-las, averiguando se o elemento ja tem alguma referéncia, e se este valor
¢é diferente do que foi encontrado. Uma vez que o algoritmo encontre um novo valor para um elemento
ja referenciado, isto implica na falha do isomorfismo. Caso contrario, o valor encontrado passa a ser a
nova referéncia do elemento, e o campo do elemento em T é alterado com este valor. Note que T nao é
alterado para as faces no passo (¢), porque o algoritmo supoe que uma face marcada implica nela j& ter
sido percorrida anteriormente. Portanto, as referéncias das faces s6 podem ser modificadas uma vez para
cada execucao deste algoritmo, e apenas para a face que se pretende percorrer, o que é representado pelo
passo 3, fora da repeticao.

Caso o algoritmo nao encontre uma falha nos passos de verificagao e atualizagao da tabela, as varidveis
sdo atualizadas nos préximos trés passos. Os valores de aloop,, vy, € of, (assim como o das varidveis da
subdivisao de busca) s@o modificados com os préximos valores no sentido hordrio em torno de f,, como
mostrado na Figura 4.4. Os novos valores de v, e of, sao calculados utilizando o perimetro da face, e
o valor de aloop, é atualizado utilizando a vizinhanca de v, pois percorrer v no sentido anti-horério é
0 mesmo que percorrer f, no sentido horario. Desta forma, este algoritmo sempre percorre a face em

apenas um sentido.

Figura 4.4: Atualizagdo das varidveis no algoritmo de crescimento de regices

A iteragdo percorre as duas faces, f, e fs, até que pelo menos uma das varidveis que represente suas
arestas volte a ter o mesmo valor inicial. Se o algoritmo conseguir terminar a repetigao, o isomorfismo
é possivel com os elementos das duas faces, contanto que elas tenham sido percorridas por completo,

pois ambas devem ter a mesma quantidade de elementos adjacentes. Ao final do algoritmo, T contém as
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referéncias dos elementos adjacentes & face percorrida atualizados.

Um exemplo de crescimento de uma regiao pode ser visualizado na Figura 4.5. O desenho do topo
mostra as variaveis antes da iteragao, e os dois outros mostram as atualizacoes das varidveis, nos seus
respectivos passos (setas tracejadas). Continuando o algoritmo a partir do dltimo desenho, ainda existiréo
mais duas iteragdes, até que aloop, volte a ser igual a a,. Entao o algoritmo retornaré falso, pois as duas
faces nao possuem o mesmo tamanho (aloops # as). Note que o algoritmo também verifica as entradas
de T, mas neste exemplo pode ser considerado que apenas as entradas de a, e v, possuem algum valor

associado.

Vs

Figura 4.5: Exemplo de um crescimento de regioes
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4.3 Algoritmo para Sub-isomorfismo

Uma vez que o algoritmo para crescimento de regioes esta definido, agora serd descrita a parte principal
do algoritmo, que executa o sub-isomorfismo propriamente dito. Dadas duas subdivisces S e P, onde
P é o padrao a ser procurado, e S representa a subdivisao onde serd executada a busca, o algoritmo

utiliza o crescimento de regides para calcular o sub-isomorfismo. Os passos realizados pelo algoritmo sao

mostrados na Figura 4.6.

No primeiro passo do algoritmo, Dg(P) é gerado. Depois uma lista Resp, que armazenara todos os
sub-isomorfismos encontrados durante a busca, é iniciada com vazio. Entao existem duas possibilidades

para o conjunto de arestas de Dgr(P), a serem verificadas e executadas pelo algoritmo nos passos 2 e 3,

que Sao:

Algoritmo para sub-isomorfismo de subdivisées planares
Entrada: Um padrao P e uma subdivisao de busca S
Saida: Uma lista Resp com os sub-isomorfismos encontrados

1. gere Dg(P), Resp « vazio

2. se Dr(P) néo possui arestas, inicie uma lista L com uma aresta a € P, sendo

escolha uma aresta a € Dg(P) para iniciar a lista

3. se Dg(P) tem arestas, execute um algoritmo de busca em largura, a partir de

a em Dg(P), inserindo todas as arestas encontradas no final da lista L

4. para cada aresta as; € S e para v € {V1,V2} faca

(a) inicie cada posicao de T com NULO

(b) isomoérfico « verdadeiro

(c) ap < topo de L

(d) Tlag] — as, Tlaglol] — au[V1], Tlp(ap, v)] — a,[V2]

(e) enquanto ndo atingir o final de L e isomdrfico repita
i. se nao cresce a regiao(T, ay, a,[V'1]) isomérfico « falso
ii. se néo cresce a regiao(T, ap, a,[V2]) isomérfico « falso
iii. ap < préximo da lista L

(f) se isomérfico insira T em Resp

5. retorne Resp

Figura 4.6: Algoritmo para sub-isomorfismo de subdivisoes planares
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|Apg p)| # 0. O padrdo contém pelo menos duas faces internas, pois os seus respectivos vértices serao
unidos por uma aresta em Dg(P). Entdo uma das arestas de Dg(P) deve ser escolhida para iniciar
a busca. Desta forma, o algoritmo executa uma busca em largura, procurando por arestas em
Dpg(P), no passo 3. A ordem de arestas a terem suas regides preenchidas deve ser a mesma ordem
das arestas encontradas na busca, pois, uma vez que uma face de uma dada aresta tenha sido
percorrida, os vizinhos da aresta ja possuem referéncia em T, e podem ter as suas faces percorridas
(note que, quando o crescimento de regides for executado para um vizinho de uma aresta, uma
das suas duas faces ji terd sido percorrida). Desta forma, nao existe diferenga entre a busca em

profundidade ou largura, pois as duas garantem que a sequéncia de crescimento de regides é valida.

|Apg )| = 0. O padrdo P possui apenas duas faces, uma interna e outra externa. Desta forma, o
crescimento de apenas uma regiao é suficiente para resolver o problema. Portanto, qualquer aresta
do padrao pode ser escolhida. Assim, o passo 3 é abortado, porque o Dg(P) ndo contém arestas a

serem procuradas.

Por exemplo, na Figura 4.7 existem dois padrdes, e sao mostrados os resultados dos passos 2 e 3

utilizando estes padroes. Note que, nestes passos, a subdivisao de busca ainda nao é utilizada.

a
(a) L armazena a sequéncia (b) L contém apenas o
a—b—oc—d—e elemento a, ou qualquer

um dos outros

Figura 4.7: Exemplo geracao da lista L

Os trés primeiros passos do algoritmo sdo de preparagao de varidveis para serem utilizadas no passo 4,
que realiza a busca dos padroes na subdivisao de busca. Cada aresta da subdivisao pode ser equivalente a
primeira aresta da lista L, e estas arestas podem ser equivalentes apenas nas duas combinagoes possiveis
de vértices. O passos (a) e (b) preparam as ultimas varidveis antes do inicio do isomorfismo, que sdo (a) a
inicializagdo de todas as posi¢oes de T com NULO e (b) a atribuicao de verdadeiro & varidvel isomdrfico,
ou seja, existe um isomorfismo até que se prove o contrério. O passo (c¢) pega a primeira aresta de L,
para em (d) atribuir os primeiros valores & T, que s@o a equivaléncia entre a, € a,, ¢ uma combinacao
dos seus vértices. Dai a necessidade de o passo 4 ser repetido para cada uma das 2|Ag| possibilidades,
que sdo os dois sentidos de cada uma das arestas de S.

No passo (e), a, percorre toda a lista L, e o crescimento de regides é chamado para os dois sentidos

de a,. Se qualquer um destes crescimentos de regices falhar, entao nao é possivel o sub-isomorfismo
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utilizando a configuragdo inicial (as; e uma combinagdo de vértices). Mas, se todas as regides forem
percorridas com sucesso, existe um sub-isomorfismo, e T ¢é inserida na lista Resp. Finalmente, no passo
5, Resp é retornada com todos os sub-isomorfismos encontrados pelo algoritmo.

A Figura 4.8 mostra um exemplo de execugdo do segundo algoritmo. Note que, para este padrao,
o algoritmo de crescimento de regioes é executado 10 vezes, mas em apenas 5 vezes sao as regioes sao
realmente percorridas, representadas por linhas continuas. Nas outras 5 vezes, as linhas tracejadas,
o algoritmo de crescimento é abortado pelo fato da face ja ter sido percorrida anteriormente. Assim,
comprova-se a idéia de que, uma vez que a primeira aresta é encaixada na subdivisao de busca, nao existe
qualquer tempo combinatério, pois sao necessédrias apenas verificagoes, e estas dependem do tamanho do

padrao, e nao da subdivisao de busca.

R
¥ 9 ©

R

Figura 4.8: Exemplo do algoritmo de isomorfismo
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Percebe-se também que, se os dois vértices de a fossem invertidos, o algoritmo também encontraria

um isomorfismo, como mostrado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Necessidade da busca para as duas combinacgoes de vértices

4.4 A Estrutura de Dados DCEL

A estrutura de dados DCEL foi escolhida como base para este algoritmo. Quatro motivos justificam a

preferéncia pela DCEL. Sao eles:

1. A DCEL é uma estrutura de dados simples, com armazenamento de 6|A|, e pode ser representada
por uma tabela. Desta forma, o acesso ao dual é realizado em tempo constante, o que facilita a sua

implementagao;

2. O isomorfismo esta baseado na comparagao de arestas. Vértices e faces sao utilizados apenas para
verificagao dos elementos do perimetro de uma aresta, portanto, nao é necessario o acesso aleatério

nem da adjacéncia a partir destes elementos;

3. O acesso ao perimetro é necessario somente em um sentido, pois o algoritmo percorre as faces

apenas no sentido horario, utilizando a vizinhanga das arestas baseando-se nos vértices.

4. Para gerar a tabela contendo as referéncias, é necessaria a quantidade de arestas da subdivisao, e
este valor é justamente o niimero de linhas da estrutura DCEL. O nimero de vértices e faces nao
pode ser obtido facilmente desta estrutura. Para resolver este problema, pode-se assumir que o
algoritmo para gerar ordem na superficie retorna o nimero de faces encontradas, e entao o niimero

de vértices pode ser deduzido por Euler.

4.5 Complexidade do Algoritmo

Para analise da complexidade do algoritmo proposto, primeiro serd analisada a segunda parte do algo-
ritmo, e depois a primeira. Na segunda parte do algoritmo, o que consome mais tempo € a iteragao que é
realizada utilizando cada aresta da subdivisao S (passo 4), pois os outros passos nao sao repetidos, e D

é gerado em tempo constante. Neste passo do algoritmo, existem dois trechos de cédigo que requerem
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mais processamento. O primeiro é o passo (a), que inicia todas as posi¢des de T com NULO, e consome
tempo 2|Ap|, que é aproximadamente o tamanho de T (|V| 4+ |F| = |A| +2). O segundo trecho é o passo
(e), que realiza o crescimento de regides para cada uma das faces do perimetro das arestas contidas em
L. Entao a complexidade deste passo depende do crescimento de regioes.

A primeira parte do algoritmo percorre as arestas de duas faces, uma do padrao e uma da subdivisao,
simultaneamente, até que uma das duas faces seja percorrida por completo. Como a estrutura DCEL
consome tempo constante para todas as operagoes utilizadas no algoritmo, este procedimento consome
tempo igual ao tamanho do menor perimetro entre as duas faces. Pode-se considerar, entdo, que este
tempo ¢ limitado pelo perimetro da face do padrao.

Nota-se que cada face do padrao é percorrida apenas uma vez, pois o algoritmo de crescimento verifica
se a face j& foi percorrida anteriormente, antes de iniciar a sua iteracao. Como cada face é percorrida
apenas uma vez, entao o algoritmo passa por cada aresta do padrao no maximo duas vezes, uma vez para
cada face do seu perfmetro. Desta forma, o passo 4(e) do segundo algoritmo consome tempo limitado por
2|Ap|. Portanto, para cada repetigdo do passo 4 do algoritmo de sub-isomorfismo é consumido tempo
4Ap| = O(|Ap)).

Como o algoritmo de sub-isomorfismo realiza duas repeticoes para cada aresta da subdivisao de busca,
o tempo total é 2|Ap| x O(]As|) = O(|Ap||As]). O padrao a ser buscado pode ser considerado bem menor
que a subdivisao de busca, e portanto pode-se afirmar que o tempo gasto pelo algoritmo é linear. No
caso do isomorfismo, como os dois possuem o mesmo nimero de arestas (|Ap| = |Ag|), o algoritmo passa
a ter complexidade de tempo O(|As|?).

A medida que ¢ possibilitada a busca de padrdes com caracteristicas diferentes de subdivisdes (duas ou
mais arestas por vértice), se aproximando de padrdes no formato de drvores, o problema vai se tornando
cada vez mais combinatério. Isto acontece porque a auséncia de faces faz com que a topologia seja mais

dispersa, possibilitando combinagoes diferentes de um mesmo padrao.

4.6 Subdivisoes Espelhadas

O algoritmo apresentado suporta sub-isomorfismo de subdivisoes invariante quanto a rotagoes. Mas,
em certas aplicagoes, pode-se desejar encontrar subdivisdes como mostrado na Figura 4.10. Estas duas
subdivisoes sao diferentes porque, se a face que possui quatro vizinhos distintos for percorrida no sentido
anti-horario, o sub-isomorfismo se comportara de forma diferente se comparado com o sentido horario,
pois os vizinhos ndo possuem as mesmas caracteristicas. Mas estas duas subdivisoes sao isomorficas se

for aplicada uma transformagao de espelhamento em uma delas.

Para suportar o isomorfismo invariante a estas transformacées por espelhamento, duas abordagens po-
dem ser adotadas, que sao a busca em drvore bindria ou o pré-processamento do padrao. Estas abordagens

sao comentadas a seguir.
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Figura 4.10: Duas subdivisoes que podem ser isomorficas a partir de um espelhamento

4.6.1 Busca em arvore binaria

A solucéo de busca em arvore bindria funciona da seguinte forma: cada vez que o algoritmo localizar uma
face que se percorrida em sentidos opostos forem encontradas subdivisoes diferentes, este devera executar
uma busca em arvore. A esquerda de um né da arvore indica que o algoritmo deverd crescer a regiao
percorrendo as duas faces no mesmo sentido. Depois, encontrando ou nao o isomorfismo, o algoritmo
devera realizar novamente o crescimento, mas percorrendo as duas faces em sentidos contrarios, no lado
direito do né da arvore.

Para suportar esta busca em arvore, sao necessarias mudangas na estrutura de dados, com o objetivo
de ter acesso rapido nas duas diregoes. Tendo em vista a economia de espago, o algoritmo pode percorrer
os dois sentidos no padrao, ao invés da subdivisdo de busca. Desta forma, o padrao buscado deverd
ter acesso & vizinhancga das arestas nos dois sentidos, podendo ser utilizada a Winged Edge para o seu

armazenamento. A estrutura de dados para a subdivisao de busca nao precisa ser alterada.

4.6.2 Pré-processamento do padrao

Dado um padrao, a identificacao de suas transformagoes espelhadas pode ser realizada percorrendo-
se as faces nos dois sentidos e verificando se elas apresentam caracteristicas diferentes. Entao, pode-se
realizar um pré-processamento no padrao, de forma a gerar todas as suas combinagoes possiveis. Assim, o
algoritmo nao requer modificagoes, mas deverd processar cada um dos padroes gerados. Da mesma forma
que na busca em &arvore, o padrao devera estar armazenado utilizando Winged Edge, mas os resultados

do pré-processamento podem estar armazenados em estrutura DCEL.

4.7 Implementacao e Testes

O algoritmo proposto nas Secoes 4.2 e 4.3 foi implementado utilizando a linguagem C++4-. O programa
utilizado para gerar arquivos contendo a descri¢ao da subdivisao, a ser descrito na préoxima Subse¢ao, nao
retorna as faces. Entao, também foi implementado um algoritmo para geracao de ordem em subdivisoes

planares, como descrito no Capitulo 2. Desta forma, o programa implementado tem duas funcionalidades:
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1. Dados arquivos de entrada contendo a descrigao de vértices e arestas de uma subdivisao, o programa
estabelece ordem na subdivisao planar, e armazena estes dados em um outro arquivo, ja no formato

de uma tabela, representando uma estrutura DCEL;

2. Dados dois arquivos contendo subdivisoes planares, um representando a subdivisao de busca e o
outro o padrao, o programa realiza o sub-isomorfismo do padrao na subdivisao, salvando o resultado

em um terceiro arquivo.

4.7.1 Subdivisoes de teste

Para gerar subdivisdes de testes, foi utilizado o programa triangle [36]. Este programa é capaz de construir
uma malha triangular dado um poligono envolvente e uma resolugao, gerando arquivos com a descrigao
de vértices e arestas. A partir das malhas geradas, sdo removidas arestas aleatoriamente, mas de forma
a garantir que cada vértice, ao final do processamento, possua pelo menos duas arestas no seu perimetro,
mantendo a estrutura de dados fechada. Foi utilizada uma probabilidade de 15% de remogao de uma
aresta (se ela puder ser removida), gerando subdivisoes planares como a mostrada na Figura 4.11. Esta
imagem foi gerada utilizando o programa showme, disponivel juntamente com o programa triangle. Desta
forma, as subdivisGes planares geradas para os testes estao sempre envolvidas por um retangulo. Mas
esta nao é uma limitacao do algoritmo, que também funciona para subdivisdes sem face externa, desde

que a subdivisao esteja sobre uma superficie.

Figura 4.11: Exemplo de subdivisao planar gerada de forma aleatéria

Os padroes gerados para teste devem ter uma face externa, caso contrario nao existe qualquer sub-
isomorfismo. Nao foi encontrado qualquer programa gréfico para gerar arquivos de padroes no formato
do programa triangle, portanto os padroes a serem buscados foram editados manualmente. A figura 4.12

mostra dois exemplos de padroes procurados nas subdivisoes geradas.
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() (b)

Figura 4.12: Exemplos de padroes a serem buscados

4.7.2 Resultados das buscas

Para testes do algoritmo foi utilizado um computador Pentium IV 2.4GHz com 512Mb de RAM, sis-
tema operacional Debian/Linux. A Figura 4.13 contém o resultado da busca dos padroes mostrados na
Figura 4.12 em uma subdivisao gerada aleatoriamente. Na Figura 4.13(a) foram encontrados dez padroes,
e dois deles compartilham cinco arestas, enquanto que na Figura 4.13(b) foram encontrados apenas duas
ocorréncias. Como a subdivisao foi gerada a partir de uma malha triangular, padroes que nao seguem

este formato sao mais dificeis de serem encontrados.

2 &
? ®
&
5 % 4
B
2

(a) Resultado da busca do padrao da figura 4.12(a) (b) Resultado da busca do padrao da figura 4.12(b)
Figura 4.13: Resultado das buscas
O algoritmo foi testado com subdivistes de tamanhos variando entre 1.500 e 1.500.000 arestas, e os
tempos obtidos com a busca do padrdo da figura 4.12(a) podem ser visualizados na Figura 4.14. Como

pode-se perceber, os resultados de tempo foram lineares conforme o tamanho da entrada, comprovando

a analise da complexidade do algoritmo.
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4.8 Consideragoes Finais

O algoritmo apresentado neste Capitulo realiza apenas o sub-isomorfismo topoldgico, e, desta forma, ele
é exato, pois a topologia nao tem como proporcionar uma solugao aproximada. Em muitas aplicagoes
de visao computacional, é necesséario realizar o sub-isomorfismo geométrico e aproximado. Mas note que,
pelo fato deste algoritmo ser linear, este pode ser modificado para suportar aproximacoes, mantendo
a complexidade de tempo viavel. Um exemplo de trabalho que apresenta operadores geométricos é o
préprio trabalho de Llddos et al. [25]. A modificacdo deste algoritmo para suporte & geometria e a erros

é um dos trabalhos a serem realizados no futuro.

40
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Figura 4.14: Tempos obtidos com a busca de padroes
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Capitulo 5

Conclusoes

A comparacao de grafos é muito utilizada em visdo computacional tanto em dreas como robédtica como em
CAD. Este trabalho tem como foco central as complexidades de tempo e espago para resolver o problema
do sub-isomorfismo em subdivisées planares. Aqui, o sub-isomorfismo é realizado utilizando apenas a
topologia, sem qualquer comparagao geométrica.

O uso do RAG, proposto por Llddos et al., nem sempre reduz significativamente o tamanho da
subdivisao e, portanto, esta representacdo nem sempre tem efeito significativo na reducao do tempo do
algoritmo associado. Entao, para realizar o sub-isomorfismo, foi proposta uma representacao hibrida
entre o dual e o RAG, de forma a possibilitar o seu armazenamento na mesma estrutura de dados da
subdivisao.

O algoritmo apresentado realiza sub-isomorfismo de subdivisoes planares baseado na comparagao de
arestas, e os vértices e faces sao utilizados apenas para a verificacao, ao contrario dos algoritmos mais
conhecidos, que se baseiam nos vértices. Existem 2|A| possibilidades de equivaléncia de uma aresta do
padrao na subdivisdo de busca, e como a existéncia de faces mantém a estrutura de dados unida, o
algoritmo tem apenas que verificar se as outras arestas se encaixam na subdivisao de busca. Desta forma,
a verificagao de um sub-isomorfismo dadas as duas arestas iniciais a serem equivalentes consome tempo
igual ao tamanho do padrao. Como o padrdo é bem menor que a subdivisdo de busca, é necessirio um
tempo linear para a solucao do problema.

O algoritmo adapta-se perfeitamente a estrutura de dados DCEL, utilizando todos os seus ponteiros
e nao necessitando dos ponteiros ausentes. O algoritmo foi implementado, e os testes comprovaram que
a sua complexidade de tempo é linear.

Um estudo mais aprofundado no trabalho de Llddos et al. pode comprovar que o algoritmo por eles
proposto possui complexidade de tempo polinomial, como mostrado nos seus testes, mas nao por causa
da reducdo do nimero de arestas pela geracdo do RAG, como justificado por ele, e sim pelo fato da

estrutura de dados estar unida por causa das faces. Dois melhoramentos podem ser realizados no seu
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algoritmo. O primeiro é o uso da representacao hibrida aqui apresentada, e a segunda é a realizacdo de
uma busca por arestas no padrao, antes de iniciar o algoritmo, para determinar a ordem das arestas para
realizar o crescimento de regioes.

Este trabalho também realizou uma comparagao das estruturas de dados mais utilizadas para a
representacao de subdivisoes planares. Foi mostrado que a DCEL é um contra exemplo de que sao
necessdrios 4|A| para armazenar os vizinhos de uma aresta, como proposto por Woo, pois nao existe
qualquer necessidade de se acessar todos os vizinhos de um elemento ao mesmo tempo. Os estudos que
tem como foco principal o armazenamento das adjacéncias sdo muito tedricos, pois o computador é capaz
de manipular apenas um valor por vez.

Também foi mostrado que a consulta de trés operacoes bésicas para realizar uma relagao indireta
implica em um gasto temporal significativo, como na estrutura de dados A, proposta por Ala. Uma
excecao para este caso é quando o nimero de elementos adjacentes estd limitado por uma constante.

Como trabalhos futuros pode-se citar:

e Adicionar verificagdo geométrica ao algoritmo proposto, de forma que sejam permitidas aproxima-
¢oOes na busca dos padroes, mas mantendo a complexidade do algoritmo viavel, se nao for possivel

provar que o algoritmo proposto por Llddos et al. é polinomial;

e Utilizar o algoritmo em casos reais de aplicagoes de visao computacional, ao invés de utilizd-lo em

subdivisoes geradas aleatoriamente.
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