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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar o comportamento e apresentar a
modelagem de materiais sujeitos a deformacgdo lenta ou creep. Desenvolveu-se uma
formulacdo para a solucdo de problemas bidimensionais no estigio secundario,
também denominado creep estacionario. A solu¢do computacional do problema foi
determinada pelo Método dos Elementos Finitos. Foram incorporadas no modelo
diversas leis da viscoelasticidade encontradas na literatura, entre as quais, as de
Norton, Prandtl, Dorn e Garofalo. A analise é ndo linear e o processo iterativo ¢
realizado através do Método de Newton-Raphson. Alguns exemplos sdo apresentados
e os resultados obtidos sdo comparados com os da literatura. Discute-se neste trabalho

a eficiéncia do processo e as caracteristicas de precisdao e convergéncia.

Palavras-chave: Creep, Andlise Nao-linear, Método dos Elementos Finitos,

Viscoelasticidade.
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ABSTRACT

The objective of the present study is to evaluate the behavior and to present
theorical models to model of materials subject to the creep. A formulation was
developed for the solution of problems in two dimensions in steady creep. The
computational solution of the problem was determined by the Finite Elements Method.
Several laws of viscoelasticity found in the literature such as Norton, Prandtl, Dorn
and Garofalo were incorporated in the model. The analysis is non-linear and the
convergence of results is obtained through the Newton-Raphson Method. Some
examples are presented and the obtained results are compared with the ones in
literature. In this work the efficiency of the process, the characteristics of precision and

convergence are discussed.

Key words: Creep, Non-linear Analysis, Finite Elements Method, Viscoelastic.
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1- INTRODUCAO

1.1- DEFINICAO DO TEMA E OBJETIVOS

Muitos materiais possuem comportamento eldstico quando submetidos a
carregamentos. Em alguns outros, sdo observadas deformagdes lentas e continuas
quando carregados, € ao serem removidos os carregamentos, as deformacdes
decrescem continuamente e segue-se uma tendéncia de recuperacdo da configuragdo
inicial. Tais materiais sdo conhecidos como viscoelasticos. Dentre os materiais que
possuem comportamento viscoeldstico destacam-se: plasticos, fibras sintéticas ou
naturais, madeira, materiais betuminosos, concreto e metais sujeitos a altas
temperaturas. As caracteristicas e intensidades do fendmeno de creegp variam muito de
um material para o outro. Assim, por exemplo, no concreto a idade ¢ um fator
importante, enquanto que a temperatura ¢ determinante nos metais. Sendo o tempo um
fator determinante no comportamento destes, os mesmos sdo designados por
“materiais dependentes do tempo”.

O comportamento viscoelastico pode ser expresso por equagdes constitutivas
que incluem o tempo como uma varidvel, além da tensdo e deformacao, o que torna o
estudo muito mais dificil do que para os materiais que possuem comportamento
independente do tempo. Um dos fendmenos dependentes do tempo € o creep.

Segundo FEIJOO, TAROCO e GUERREIRO (1983) “O estudo do
comportamento dos materiais estruturais de emprego freqiiente em engenharia, sob
condi¢des especiais de carregamento, pode ser aproximado com éxito mediante a
teoria da elasticidade ou mediante a teoria da plasticidade. Se o carregamento se
mantém aplicado durante um periodo prolongado de tempo, os fendmenos reoldgicos
tém carater importante e se tornam necessarios na analise. Em certos casos, as tensdes
e deformacdes se diferem em forma aprecidvel das que se obtém admitindo que o

material ¢ elastico ou pléstico”.



15

Com o desenvolvimento industrial, muitas aplicacdes nas d4reas térmicas,
petroquimicas, nucleares, na fabrica¢do de geradores de vapor, turbinas, caldeiras, etc,
ocorridas com maior intensidade a partir da década de 50, passaram a ter maior
influéncia do problema de creep. Observa-se que grande parte dos componentes das
industrias citadas trabalha sob temperaturas elevadas, o que requer uma maior
eficiéncia termodinadmica dos equipamentos e maiores cuidados no que se refere as
deformagdes lentas.

O fenomeno de creep ¢ um processo termicamente ativo, mas nem por isso
deve-se relacionar o creep sempre com altas temperaturas. Muitas vezes, dependendo
do material, do nivel de carregamento e do tempo de aplicagdo das cargas, este
fendmeno se faz presente em temperaturas ambientes.

Deve-se ressaltar a importancia de analisar o aumento de deformacgao causada
pelo fenomeno de creep. Estas deformagdes levam o material ou a estrutura a um
comportamento diferente do esperado na andlise elastica, causando maiores
deformacgdes e uma redistribuicdo das tensoes.

O aumento das deformacdes pode ser maior do que as especificadas em projetos
e poderdo causar, por exemplo, problemas em juntas de dilatacdo, ndo atendendo o
Estado Limite de Servigo.

A redistribuicdo das tensdes pode, ocasionalmente, causar um esgotamento da
capacidade resistente em se¢des originalmente ndo criticas. Essa redistribuicdo deve
ser considerada a fim de verificar o Estado Limite Ultimo. Neste sentido, sera
apresentada uma forma para se calcular a tensdo de referéncia, cuja importancia ¢
relacionada a diversos métodos de verificagao da integridade estrutural.

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver e verificar a formulagao
matematica, apresentada no trabalho de XUE e WANG (1995), que analisa o
fenomeno de creep estacionario, utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF)

em problemas bidimensionais, considerando as leis da viscoelasticidade de Norton,
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Garofalo, Prandtl e Dorn, conforme mencionado por BOYLE (1983). Sao
apresentados exemplos onde os resultados obtidos através destas quatro leis sdo
comparados entre si e com a solugdo analitica. Como a analise ¢ ndo linear, o processo
iterativo ¢ realizado pelos métodos de Newton Raphson e Newton Raphson
Modificado.

A seguir ¢ apresentada uma figura para ilustrar as deformacgdes elasticas e
inelasticas devido ao creep, para uma viga sob flexdo. Considerando uma carga
aplicada na extremidade livre da viga, observa-se uma deformacdo inical elastica
linear, com o passar do tempo segue uma deformac¢do ndo linear devido ao fendmeno
de creep. A deformacado total ¢ a soma da parcela eldstica e ndo elastica devido ao

creep.

FIGURA 1 - ESQUEMA DE DEFORMAGCAO DE UMA VIGA SOB FLEXAO

e +¢°

NN\
]
m
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1.2- REVISAO DA LITERATURA

As primeiras investigacdes sobre o fenomeno de creep foram realizadas em
1834 por um engenheiro francé€s VICAT (1834)* no “Laboratorio Central de Ponts et
Chaussées™ através de ensaios a temperatura ambiente em barras de aco utilizadas na
constru¢do de pontes pénseis, conforme mencionado por FINDLEY, LAl e ONARAN
(1989) .

Em virtude da dificuldade de representar os diferentes estados de tensdo que se
pode obter durante a vida util da estrutura, ANDRADE (1910)* e NORTON (1929)*
realizaram ensaios sob estados simples de tensdo. Suas experiéncias tratavam de
ensaios em fios sujeitos a seus pesos proprios em temperatura ambiente, onde se
estabeleceu um processo de deformagdo do ponto de vista macroscopico.
Posteriormente, na década de 70, ODQVIST (1972) e HAUPT (1977) passaram a
generalizar estes resultados para estados mais complexos de tensdes.

Devido ao fato de ser reduzido o nimero de problemas onde ¢ possivel obter
solucdes analiticas, métodos matematicos e computacionais com solugdes
aproximadas tornaram-se necessarios para resolucdo desses problemas. Dentre estes
métodos destaca-se o Método dos Elementos Finitos (MEF). Neste sentido o trabalho
de GREENBAUM (1968)** marca o inicio das aplicacdes do MEF nesta area.

THURSTON (1895)* parece ser o primeiro a propor as trés fases de creep, e
ANDRADE (1910)* o primeiro a introduzir a terminologia empregada para distinguir
as diferentes fases de creep e o primeiro a mostrar a diferenga de comportamento entre
as deformacdes lentas de barras metalicas a tensdo constante e carga constante.

ANDRADE (1910)*, apos investigar o fendmeno de creep, propds a primeira

lei de creep apresentada a seguir:

1 Algumas referéncias que cujas publicagdes sdo mais antigas, sdo baseadas nos trabalhos apresentados por
FINDLEY, LAl e ONARAN (1989)* e outras por FEJOO, TAROCO ¢ GUERREIRO (1983)**,
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I=IO(1+Bt%)e‘Pt (1)

onde /, e /sdo comprimento inicial e final do corpo respectivamente, ¢ o tempo

decorrido sob carregamento, 3 e ¢ constantes do material que dependem da tensao.
Desde entdo diversas equacgdes empiricas foram propostas. A primeira

expressao para o creep estaciondrio foi proposta por NORTON (1929)* juntamente

com BAILEY (1930)*, que estabeleceram:
¢ =% (0 )= A0 )

onde ¢ ¢ a taxa de deformacdo, o tensdo normal, A e n sdo constantes que dependem
do material e para o aco n pode assumir valores entre 3 e 8, assim pode-se observar a
forte ndo linearidade destas expressdes. A equagdo (2) é conhecida na literatura como
“power law”.

E interessante observar que a expressdo (2) depende do nivel de tensdo. Para
niveis relativamente baixos de tensdo o mecanismo de fluéncia que predomina é o

chamado “fluéncia por difusdo” que se caracteriza por expressodes do tipo:
£= Ao A3)

Para niveis mais elevados de tensdo, o mecanismo de fluéncia que predomina ¢
chamado “fluéncia por discordancia”, caracterizada pela expressdo potencial de
Norton e Bailey, equacao (2).

Em particular, as constantes A e n da equacdo (2) sdo estabelecidas,
representando em escala logaritmica os valores de ¢ e o, obtidos dos ensaios de

creep descritos, ou seja:
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log(€ )= log( A)+ nlog(c ) 4)

Dessa forma, a inclinacdo da reta obtida com os resultados dos ensaios ¢ o
proprio valor de n e a intersecdo da reta com o eixo das ordenadas fornece o valor de
logA e portanto o valor de A.

LUDWIK (1909)* apresentou uma expressao conhecida como lei exponencial

sendo uma boa aproximagao para taxa de creep durante o estagio secundario,

¢ =Reo+ (5)

onde, Re ¢ sdo constantes que dependem do material. Ambas as leis de Norton e de
Ludwik foram usadas para obter as taxas de deformag¢des apresentadas por metais ou
outros materiais, quando submetidos a um estado uniaxial de tensdo. Porém se a tensdo
¢ removida do material as expressdes apresentam divergéncias, pois enquanto que na
equagdo (5) a taxa de deformagdo torna-se uma constante R na equagdo (2) a taxa de
deformacdo ¢ nula. Esse problema foi solucionado quando SODERBERG (1936)*

propds a seguinte equacao empirica,

é=des -1 (6)

onde c e ¢’ sdo constantes dos materiais.

NADAI (1937)* prop6s uma lei do tipo seno hiperbdlico, também para corrigir
o problema exposto anteriormente, expressdo que foi sugerida originalmente por
PRANDTL (1928)* e que descreve a taxa de deformagdo em fun¢do da variagdo na

tensao:
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E=d- senl{ij (7)
c

onde d e 6 sdo constantes que dependem do material. A equagdo (7) apresenta um
comportamento quase linear para pequenos valores das tensdes e ndo linear para
grandes valores das tensdes.

Segundo FEIJOO, TAROCO e ZOUAIN (1982) a expressdo de Norton tem
uma vantagem do ponto de vista computacional, pois para n = 0 a equacdo (2)
representa um estado de tensdo elastico e para n = oo representa um estado de tensdo
correspondente a um material plastico ideal.

ODQVIST e HULT (1962) apresentaram diferentes equacgdes constitutivas,
formulacdes variacionais e métodos numéricos que permitem obter solugdes de
problemas onde o fenomeno do creep deve ser considerado.

HALBRITTER (1977) analisa em sua tese de doutorado estruturas com
comportamento viscoelastico, e apresenta uma aplica¢do utilizando o método de
Galerkin usando um tipo de integracdo aproximada no tempo, formulagdo que ¢
incremental ou “passo a passo”. E apresentado um programa que é implementado
utilizando elementos dos modelos mistos, hibridos e de deslocamentos onde sdo
analisados problemas de estado plano, flexdo de placas e cascas arbitrarias.

BOYLE (1979) apresenta em seu trabalho o método de tensdo de referéncia em
problemas de creep, considerando as leis de creep de Norton, Pradntl, Dorn e
Garofalo. Constam também nesse trabalho os pardmetros utilizados para as constantes
de creep do aco inoxidavel SS 304 593° C.

BATHE E SNYDER (1980) apresentam um esquema de soluc¢do levando em
consideragdo os efeitos termoplasticos com fluéncia pelo Métodos dos Elementos
Finitos, utilizando uma formulagdo Euleriana. Esse método foi implementado no
programa computacional Adina.

FEIJOO, TAROCO, GUERREIRO (1983) apresentam um trabalho intitulado
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como Aspectos Fundamentais da Fluéncia em Metais, publicado pelo LCC/CNPq.
Nesse trabalho sdo apresentadas as teorias de endurecimento por tempo transcorrido e
por deformacdo. E analisado também o problema de creep para estado uniaxial e
multiaxial, assim como ¢ apresentada uma formulagdo variacional para problemas de
creep no estagio secundario. Neste trabalho os autores mencionam a importancia do
assunto e citam os simposios internacionais sobre creep organizados pela IUTAM (Int.
Union of Theoretical and Applied Mechanics) na décadas de 60, 70 e 80.

HUDDLESTON (1985) apresenta um estudo para estado multiaxial de tensdo
considerando um critério de ruptura sob o fenomeno de creep, para ago inoxidaveis SS
304 593° C.

GUERREIRO (1988) apresenta em sua tese de doutorado, um formulagdo mista
de Petrov-Galerkin, na constru¢do de elementos finitos para problema de creep
estaciondrio e em problemas de creep transiente. Nesse trabalho sdo discutidas a
existéncia e unicidade de solugdes para problemas continuos e discretos. Sao
apresentados algoritmos para solucdo dos dois problemas.

SESHADRI (1990) analisa estruturas sob um estado multiaxial de tensdo, e
considera o problema de dano para os segmentos da estrutura sujeitos a variagdo de
estado de carregamento. Esse problema ¢ determinado estudando a resposta da
relaxacdo pelo diagrama de GLOSS ( Generalized Local Stress Strain). Esse diagrama
relaciona as tensdes equivalentes e as deformacdes efetivas obtidas a partir de um
historico de carregamento.

SEVERUD (1991) desenvolveu trabalho sobre anélise de creep e fadiga.

WANG e WANG (1994, a, b) apresentam artigos tendo o MEF como método
para resolugdo de problemas de creep estacionario, utilizando a lei de Norton para
implementagdo da solugcdo numérica. O método de Newton Raphson ¢ aplicado para
solucionar a ndo linearidade em alguns exemplos para problemas bidimensionais.

MUNOZ (1993) também desenvolve, em sua tese de doutorado, uma
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formulacdo utilizando MEF baseados no método de Petrov- Galerkin para problemas
de creep estacionério e creep transiente. Neste trabalho sdo discutidas também a
existéncia e unicidade das solugdes, assim como ¢ apresentado um algoritmo para a
solugdo de problemas continuos e discretos.

SARDON (1994) apresenta o desenvolvimento de um programa , empregando o
MEF, para solucdo de problemas que envolvem andlise elastoplastico com fluéncia ou
creep. Nesse trabalho sdo levadas em consideracdo a ndo linearidade geométrica
juntamente com a ndo linearidade fisica.

Nesse mesmo sentido destaca-se o trabalho desenvolvido por XUE e WANG
(1995, a, b) que apresentam a forma variacional e uma formulacdo de elementos
finitos acoplada a uma técnica de penalidades para andlise de problemas de creep
estaciondrio, em estado plano de tensdo e estado plano de deformacdo. Alguns
exemplos sdo apresentados, comparando-se os resultados obtidos por algumas leis de
creep como Norton, Prandtl, Dorn e Garafolo. O método de Newton Raphson também
¢ utilizado para solu¢do da ndo linearidade. Esse ¢ o trabalho que serviu como base
para o desenvolvimento desta dissertacao.

SHARIYAT E ESLAMI (1996), apresentam uma formulagdo isoparamétrica
utilizando o Método dos Elementos Finitos para problemas termoelasticos e creep para
cascas de revolucdo, propdem em seu trabalho um algoritmo de solug¢do para
investigar as variagdes de tensao.

CASSARA (1997) desenvolveu, em sua dissertagdo, uma formulacdo de um
algoritmo para o calculo de tensdes através do MEF aplicado a andlise elastoplastica ,
levando em conta os efeitos de creep em metais.

SANTOS (2001) apresenta um trabalho sobre analise estruturas aporticadas em
concreto armado e protendido, levando em consideracdo os problemas de deformagao
lenta. Nesse trabalho sdo feitas andlises de problemas de deformagdes lentas, retragdo

e fissuracdo do concreto. E mostrado um algoritmo de integragdo de tensdes em
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viscoelasticidade do concreto.

1.3 DESCRICAO DOS CAPITULOS

Este trabalho estd organizado em 6 capitulos, onde no Capitulo 1 foram
apresentados alguns trabalhos desenvolvidos por diversos autores. Os demais capitulos
sdo organizados da seguinte forma.

No Capitulo 2 sdo apresentadas as definicdes do problema de creep. Alguns
modelos da viscoelasticidade sdo apresentados e discutidos, tais como modelos de
Kelvin e Maxwell, modelos compostos € modelos generalizados.

No Capitulo 3 ¢ apresentada uma forma de modelagem matematica para o
fendmeno de creep estacionario, considerando um modelo uniaxial e posteriormente
generalizando para o modelo multiaxial de tensdes. Sdo apresentadas também as
teorias de Endurecimento Pelo Tempo Transcorrido (Time Hardening Theory) e
Endurecimento por Deformagao (Strain Hardening Theory).

O Capitulo 4 ¢ destinado a apresentacao da formulacdo do MEF. Sdo abordados
os principios variacionais que envolvem o problema de creep estacionéario. Também ¢
apresentado o algoritmo empregado na implementacao do processo iterativo, o Método
de Newton Raphson.

No Capitulo 5 s3o apresentados os resultados obtidos e comparagdes com
aqueles disponiveis nas literaturas citadas.

Por fim, o Capitulo 6, refere-se as conclusdes obtidas a partir das verificagdes

numéricas, e sao apresentadas algumas sugestdes para a continuidade desta pesquisa.
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2-REVISAO TEORICA DO FENOMENO DE CREEP

O creep também designado por fluéncia, ¢ um fendmeno que se manifesta na
forma de uma deformacdo lenta e continua que o material sofre quando submetido a
um estado de tensdo constante. Este fenomeno ¢ acelerado com o aumento da tensdo
ou da temperatura e, em alguns casos, pode ser afetado pelo tempo, pela duracido do
carregamento e pelas condicdes de exposi¢do. Para um caso onde a tensdo e a
temperatura sdo mantidas constantes, ¢ apresentado a seguir um grafico que mostra a
variacdo das deformagdes e das taxas de deformagdes ao longo do tempo ilustrando o

comportamento de um material sujeito ao creep.

FIGURA 2 - CURVADE CREEP
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Em geral, as curvas de creep para os diversos materiais sujeitos ao fendomeno
sdo similares a que esté representada na Figura 2.
Um ensaio tipico de creep através do qual se estabelece uma relagdo entre a

deformacao uniaxial g, a tensdo o e o tempo % consiste em que, o corpo de prova seja
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submetido a uma forca de tragdo a uma temperatura constante e sdo registradas as
deformacdes sofridas com o passar do tempo.

Existem diversos tipos de maquinas que permitem realizar este ensaio. Ha
maquinas que permitem ensaiar o corpo de prova controlando a deformacgdo e ou a
taxa de deformacao, outras permitem ensaios a uma tensao controlada.

Pode-se notar que quando o corpo de prova sofre deformagdo longitudinal sua
secdo transversal diminui e a tensdo aumenta apesar da carga ser constante. Nos
primeiros anos de estudo da teoria de creep esse aspecto foi especialmente cuidado e
foram desenvolvidos mecanismos para assegurar que a tensdo permanecesse constante
ANDRADE (1910).

Posteriormente, houve a comprovacdo de que a deformagdo se processa a
volume constante: situagdo que ¢ associada a uma condicdo de incompressibilidade.
Pelo menos na primeira aproximacdo, passou-se simplesmente a controlar a
modificagcdo da area através da modificagdo do comprimento.

A deformacdo instantanea (¢&,), que ocorre imediatamente apds aplicacdo da
carga, incluem deformagdes elasticas e plasticas que somente sdo dependentes do nivel

de tensdo (o) aplicada.

g0 =£(0) (8)

Observando-se a curva de fluéncia apresentada na Figura 2, podem-se distinguir
trés regides com comportamentos diferentes. Inicialmente tem-se um processo
transitorio caracterizado por uma taxa de deformagdo decrescente. Em seguida
apresenta-se uma regido onde a taxa de deformagdo atinge um valor minimo
permanecendo constante. Verifica-se que para uma temperatura constante esta taxa de

deformacdo (€) ¢ funcao somente da tensdo (o ):
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¢ =¢(oc) 9)

no ultimo segmento da curva de creep, o material flui a uma taxa de deformagao
crescente até ocorrer a ruptura do corpo de prova. Cada uma destas regides sdo
conhecidas nas literaturas como: creep primario, secundario e tercidrio
respectivamente. O creep secundario também ¢ conhecido como creep estacionario.

A subdivisdo das curvas de creep em trés regides ¢, de certa forma,
convencional. Por exemplo: a parte linear, tipica do processo de fluéncia estaciondria,
nem sempre esta presente. Dependendo do valor da tensdo a que o material esta sujeito
a curva de creep pode ndo atingir a fase estacionaria. Esta fase pode ser omitida
passando da primeira para a terceira fase diretamente. A parte secundaria de creep fica
reduzida a um ponto de inflexdo na curva de creep. Na Figura 3, que apresenta um
grafico para niveis de tensdo onde o, < 6, < 03 < 0,1 < G, , pode-se observar o
comportamento das diversas fases de creep.

FIGURA 3 - CURVAS DE CREEPPARA VARIAGCOES DE TENSAO A TEMPERATURA CONSTANTE

O -crescente
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Considerando-se que para cada nivel de tensdo héd uma deformagdo
correspondente, ¢ mais conveniente trabalhar com a taxa deformag¢do, do que com a

deformacdo propriamente dita. Diversos autores propuseram expressoes matematicas
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das mais variadas para se determinar a taxa de deformagdo €:

¢ = (o) (10)

Algumas delas s3o baseadas em conceitos puramente empiricos, outras em
fundamentagdo fisica. A seguir sdo apresentados alguns modelos reoldgicos. Estes
modelos facilitam o entendimento do comportamento de alguns materiais e as

formulacdes destas expressdes matematicas que modelam o problema de creep.

2.1 - MODELOS REOLOGICOS PARA CREEP

O comportamento dos materiais viscoelasticos sob carregamento axial pode ser
representado por modelos reoldgicos, que sdo capazes de representar de forma mais
clara como as tensdes e deformagdes mudam com o passar do tempo. Os modelos sdo
basicamente representados por molas e amortecedores a fim de simular o
comportamento do material quando sujeito a deformagdes de creep.

Primeiramente serdo apresentados os modelos classicos, o modelo para um
solido eléstico e o modelo de um fluido viscoso, € posteriormente serdo apresentados
os modelos considerando materiais viscoelasticos, onde sdo misturados os modelos de

forma a apresentar um melhor comportamento destes materiais.

2.1.1 - COMPORTAMENTO DE UM SOLIDO ELASTICO

O comportamento de um so6lido elastico linear pode ser representado
simplificadamente por um modelo de mola. Através do modelo ¢ possivel representar
a resposta do material quando submetido a um carregamento qualquer, como se v€ na

Figura 4 (i) e (ii). A constante da mola (k), representa o0 mddulo de elasticidade do
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material. Este modelo mostra a relagao entre forca (F) e deslocamento (U) , F=k-U,
podendo representar, dessa forma, a relagdo tensdo e deformacdo da Elasticidade linear
dada pela lei de Hooke, onde o ¢ a tensdo, E 0 mddulo de elasticidade do material e €

a deformacao:
c=E-¢ (11)

FIGURA 4 — MODELO DE MOLA

—W—

» | | - F
k
— AW |
| J
L,+U "
(1) (i1)

Observando a Figura 5, nota-se que no caso eléstico, a deformag¢ao obtida no
intervalo de tempo ¢, Figura 5 (ii), ¢ a mesma considerando diversas formas de
aplicacdo de tensdo (a), (b) ou (c), Figura 5 (i). Pode-se observar que para o tempo £ a
deformacdo ¢ mesma independente da historia de carregamento sofrida pelo material.
Este comportamento sugere que para cada valor de deformagdo existe uma unica

tensdo correspondente. Esta rela¢do de tensdo deformacao pode ser representada por:

o(t)=k-&(t) (12)

onde k ¢ a constante elastica do material e k(t) = cte.
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FIGURA 5- GRAFICO TENSAO E DEFORMAGAO POR TEMPO, MATERIAL SOLIDO ELASTICO
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2.1.2 - COMPORTAMENTO DE UM FLUIDO VISCOSO

O comportamento visco linear ¢ apresentado de forma similar ao anterior,
utilizando um sistema de amortecedor como se observa na Figura 6. A constante
representa o coeficiente de viscosidade. A relacdo forca versus taxa de deslocamento ¢
estabelecida por F=p-U . De modo analogo ao caso anterior pode-se relacionar a

tensdo com a taxa de deformacgao, chegando-se a:

G=U-— =WU-& (13)
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FIGURA 6 - MODELO AMORTECEDOR
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Se a tensdo aumenta até G, num tempo #, ¢ ¢ mantida constante, um fluido
linear viscoso ndo atingird um estado de deformacdo constante. Havera uma
deformacdo continua com o tempo. Em outras palavras, o amortecedor sofrera
deformacdo continua a uma taxa constante quando for submetido a um passo de tensio
constante conforme a Figura 7 (i) , como € o caso da carga (a).

FIGURA 7 — GRAFICOS TENSAO, DEFORMAGAO E TAXA DE DEFORMAGAO PELO TEMPO, MATERIAL
VISCOSO
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Supondo que se atinja a taxa de deformacdo & no tempo ¢, através dos
caminhos (a), (b) e (c¢) conforme a Figura 7, verifica-se que, para os diversos caminhos
de tensdo, a taxa de deformacgdo no tempo #, ¢ a mesma. Observa-se também que as
deformacgdes no tempo ¢, sdo diferentes. Pode-se concluir que a tensdo nao depende da
deformacdo em ¢, nem do valor prévio da deformacdo. A tensdo depende somente da
taxa de deformagdo no tempo ¢, Esta relagdo entre tensdo e taxa de deformacao pode

ser representada por:

o(t) =p-&(t) (14)

Verifica-se que, para materiais que apresentam comportamento viscoelastico, a
melhor forma de se representar a resposta das deformagdes ¢ fazendo uma combinagao
do modelo elastico (mola) com o modelo viscoso (amortecedor). Dentre os modelos
encontrados na literatura, serdo apresentados a seguir os modelos de Maxwell e
Kelvin, e os modelos compostos que sdo combinacdes entre os modelos Maxwell e

Kelvin.

2.1.4 - MODELO DE MAXWELL

O modelo de Maxwell ¢ constituido por um elemento de mola acoplado ao
amortecedor em série, conforme a Figura 8 (i). As relagdes entre tensdo e deformacgao
sdo definidas pelas equacdes abaixo.

a- Equagdo constitutiva da mola:
Oy = k- €y (15)

b- Equagdo constitutiva do amortecedor:

Oy =t (16)



32

FIGURA 8 — MODELO DE MAXWELL
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Como os elementos sdo conectados em série, entdo, a deformacao total ¢ dada

por:
—— a7
e a taxa de deformacdo ¢ dada por:
E=¢& +E, (18)

Derivando a equacdo (15) em relacdo ao tempo e considerando a equagdo (16)

pode-se escrever (18) como:

é=;+— (19)
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Observando a equagdo (19), nota-se que se a mola for rigida k= oo, 0 modelo se
reduz ao fluido Newtoniano. Da mesma forma se o amortecedor se tornar rigido
i = oo, 0 modelo se reduz a uma mola. Resolvendo a equacao diferencial (19) pode-se
obter resposta do modelo de Maxwell a véarios tipos padronizados de tensdo ou
deformacao dependentes do tempo.

Por exemplo, considerando c =6, € ¢ = f como condigdes iniciais para a

equacgdo (19), obtém-se:

Gy

1)

&(t) = 1—0 1+ 204 (20)

Isto pode ser visto na Figura 8 (ii). O modelo de Maxwell prevé que ha um
aumento ilimitado da deformacdo. Isto ¢ uma caracteristica de muitos fluidos, por isso
os materiais que podem ser descritos pela equagdo (20) sdo conhecidos como fluidos
de Maxwell. Se houver descarregamento no tempo t; observa-se uma recuperacio da
deformacao da mola enquanto que a deformag@o no amortecedor permanece.

Se uma deformacdo g, for mantida constante ao longo do tempo, observa-se
uma relaxagdo na tensdo, Figura 8 (iii), e pela solucdo da equagdo diferencial (19) a

tensdo fica:
ke

o(t)=kege ™ 21)

A equagdo (21) descreve a relaxacdo da tensdo para o modelo de Maxwell

quando o material ¢ submetido a uma deformacdo constante.
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2.1.5-MODELO DE KELVIN

O modelo de Kelvin ¢ apresentado na Figura 9, onde o elemento de mola ¢

ligado ao elemento de amortecedor em paralelo. A mola e o amortecedor tém a relagao

tensdao deformacgao apresentada por:

a- Equagdo constitutiva da mola:

o, =ke (22)
b- Equagdo constitutiva do amortecedor:

G, =ué (23)

FIGURA 9 — MODELO DE KELVIN
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Como os elementos sdo conectados em paralelo, entdo as relacdes das tensdes e

das deformagdes sdao dadas por:

— (24)

A equacdo (24) pode ser rescrita como

o(t) = ke(t)+ pé(t) (25)

Resolvendo a equacgdo (25) obtém-se uma forma para o creep sob um estado de

tensdo constante o, para o tempo = 0.

_kt

g(t):iko 1—e ® (26)

Observando a Figura 9 nota-se que quando o tempo tende a infinito a
~ o Gy
deformacado cresce a uma taxa decrescente a um valor assintdtico T A resposta da

deformacdo do modelo para uma aplicacdo abrupta da tensdo, ¢ que no primeiro
instante, a tensdo ¢ suportada pelo amortecedor. Sob um estado de tensdo o
amortecedor se alonga e transfere gradativamente a forca para o elemento de mola, até

finalmente a tensdo ser transferida totalmente sobre a mola.

A taxa de deformagdo para o modelo de Kelvin sob tensdo constante ¢ dada por:

_kt
. O
g=—le H (27)
u
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2.1.6 - MODELOS COMPOSTOS

Tanto o modelo de Maxwell quanto o modelo de Kelvin sdo limitados para
representar o comportamento dos materiais viscoelasticos. Por exemplo, o modelo de
Maxwell ndo mostra a recuperagdo dependente do tempo e ndo mostra a taxa de
deformacao decrescente sob um estado de tensdo constante tipica do estagio primario
de creep. Ja o modelo de Kelvin ndo exibe a deformagdo independente do tempo no
carregamento ou no descarregamento ¢ ndo mostra a deformagdo permanente apos o
descarregamento.

Em funcdo destas inconsisténcias, outros modelos sdo apresentados na
literatura. Por exemplo, pode se adotar um modelo onde Maxwell e Kelvin sdo
conectados em série formando uma cadeia, conforme a Figura 10. A equacdo
constitutiva do modelo pode ser descrita considerando a resposta da deformacao sob
tensdo constante de cada elemento acoplado em série. A deformagdo total para o
tempo t sera a soma dos trés elementos, onde a mola e o amortecedor do elemento de

Maxwell sdo considerados dois elementos, conforme a Figura 10 (i).

FIGURA 10 — MODELO COMPOSTO MAXWELL-KELVIN EM SERIE
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Nesse modelo tem-se que a deformacao total ¢ a soma de trés parcelas:

€E=¢g +¢&,+¢&; (28)
ou ainda

onde, €, ¢ a deformagdo da mola com constante de rigidez k;,

=g (30)

€, ¢ a deformagdo do amortecedor com coeficiente de viscosidade p;, que pode

ser avaliada em fung¢do da taxa &, :
O 31)
M

Finalmente, ¢, ¢ a taxa de deformacdo segundo o modelo de Kelvin,

determinada a partir da equacao (25).

é3 +83k72=7 (32)

Observa-se que o comportamento do creep proposto neste modelo ¢ a soma dos
modelos de Maxwell e Kelvin. Portanto sobrepondo-se as equagdes (20) e (26), obtém-

S¢C:
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Kyt

g(£)=204904, %011 12 (33)
ki no kp

A primeira parcela da equagdo (33), em termos de k; e p; , corresponde ao

modelo de Maxwell e a segunda parcela, em termos de k; e p,, corresponde modelo de

Kelvin.
Diferenciando-se a equagdo (33) obtém-se a taxa de deformacao de creep:
_kpt
§()=04%0, 12 (34)
Hi M2

A taxa de creep inicia-se num tempo #préximo de zero ¢ = 0, entdo:

é(o+)=@+@= 12(0) (35)
ny K2

e a resposta para um tempo infinito = oo é:

i(o0) = 20 = g(9) (36)
M

onde O e ¢ sdo as inclinagdes da reta tangente tal como pode ser observado na
Figura 10 (ii).
Se a tensdo o, for retirada no tempo ¢, a deformagdo segundo o modelo

composto para um tempo fmaior que ¢ ¢ dada por:
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s(t):ﬂtﬁ%o eM2 _1le M2 (37)

Observando-se a equacdo (37) juntamente com a Figura 10 (ii) pode-se notar
que a recuperacdo da deformagdo ¢ dada inicialmente pela recuperagdo elastica,
seguida da recuperacdo da deformacdo de creep a uma taxa decrescente. O segundo
termo da equacdo (37) tende a zero, enquanto o primeiro termo representa a

deformacao permanente.

2.1.7 - MODELOS GENERALIZADOS

Os comportamentos dos materiais viscoeldsticos podem ser representados por
modelos que combinam molas e amortecedores em série ou em paralelo, alguns

modelos serdo apresentados a seguir.

2.1.7.1 - MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO

Acoplando-se alguns modelos de Maxwell em série conforme Figura 11 ou em
paralelo tal como a Figura 12, formam-se os modelos generalizados com respostas

diferentes para o comportamento do material.

FIGURA 11 — MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO EM SERIE

W ky Mo ko i k;
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A equagdo constitutiva para o caso em série e dada por:

n ]

i(1)= (05 + (3. (38)

1 K pEgTp
%

A equagdo constitutiva para o caso em paralelo ¢ diferente da anterior, pois a

FIGURA 12 — MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO EM PARALELO

kl k2 k3 %
H'l | | H-Z | ull _l

|H3| 3

deformacdo em cada unidade ¢ dada por:

&(t)= ‘3(f)+"(t) (39)

que ¢ equivalente a equagdo (3.9) , onde em um ensaio de creep chega-se a:

i(t)= 220+ %0y (40)

2.1.7.2 - MODELO DE KELVIN GENERALIZADO

Da mesma forma que o modelo de Maxwell, o modelo de Kelvin também
aparece nas configuragdes paralelo conforme a Figura 13, e em série tal como a Figura

14 a seguir.
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FIGURA 13 — MODELO DE KELVIN GENERALIZADO EM PARALELO

[ | k, 1 ki 1 k;

Elﬁ

A equacdo constitutiva para o modelo de Kelvin em paralelo ¢ dada por:

ky

c<t>=s<t>§ki+é<t>§ui 1)

i=1 i

FIGURA 14 — MODELO DE KELVIN GENERALIZADO EM SERIE

Kk ks k;
W= W —i—
T wo | T I T -
[E [E I
L L LN

Onde a tensdo em cada unidade ¢ dada por:

o;(t) =k;g; (t) + pig; (t) (42)

e a deformacdo para o modelo generalizado ¢ determinada por:

()= 220 1-c M 43)
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O modelo generalizado de Kelvin em série ¢ mais conveniente do que o modelo
generalizado de Maxwell para materiais viscoeldsticos onde ha historias de tensdes
prescritas. Entretanto, o modelo de Maxwell ¢ mais conveniente para casos onde ha
historias de deformacdes prescritas. Em fun¢ao dos diferentes tempos de relaxacdo que
estes modelos apresentam, ambos permitem uma descricdo mais realista do
comportamento do material ao longo do tempo do que os modelos mais simples.

Para modelar os materiais que apresentam comportamento viscoelastico, ¢
conveniente tomar valores limites para as constantes da mola ou do amortecedor.
Deve-se notar que tanto o modelo de Maxwell com constante da mola infinita quanto o
modelo de Kelvin com a constante da mola igual a zero, correspondem a um caso
simples de um amortecedor. Ao contrario, o modelo de Maxwell com viscosidade
infinita ou o modelo de Kelvin com viscosidade igual a zero resultam num elemento

mola.
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3-MODELAGEM MATEMATICA PARA O FENOMENO DE CREEP

Neste capitulo ¢ apresentada a formulagdo matematica para o problema de
creep estacionario no estado uniaxial de tensdes que, em seguida, serd generalizada

para um estado multiaxial de tensdes.

3.1- CREEP SOB ESTADO UNIAXIAL DE TENSAO

O fendmeno de creep para o estado uniaxial de tensdes pode ser representado

por uma equacao geral do tipo:

¢ = f(o)g(t)n(T) (44)

onde £° ¢ a deformagio de creep e f, g, h sdo funcdes expressas em termos de tensdo
(o), tempo (t) e temperatura (T) respectivamente. Estas expressdes matematicas
apresentam-se na literatura de varias maneiras e sdo capazes de representar com
alguma exatidao os resultados obtidos de forma experimental.

Sao apresentadas a seguir algumas destas equacdes, [Boyle (1983)].

a- Equagdes em funcao da tensdo:

Norton f(cse ) =bog (45)
Prandtl f(c, )= Csinh(ac,) (46)
Dorn f(c.)=dexp(Bo,) 47)

Garafolo f (G R ) = A[sinh(ycse )]n (48)
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Friction stress f(c,)=b(c, —o( )" (49)

b- Equagdes em funcao do tempo:

Secondary Creep g(t)=t (50)
Bailey g(t)= At" (51)
1
Andrade g(t) = [1 + bté jeq’t (52)
Graham e Walles g(t) = Zajtmj (53)
J

c- Equagdo em fung¢do da temperatura de acordo com a lei de Arrhenius:

h(T)erXp(_AHJ (54)

RT

onde AH ¢ a energia de ativacdo, R constante de Boltzmann e T a temperatura
absoluta.

No entanto deve-se levar em considerag@o dois aspectos: o primeiro, a equacao
(44) s6 contempla os casos em que a temperatura e a tensdo permanecem constantes, €
o segundo para a andlise de problemas que envolvem variacdes na tensdo e
temperatura.

Segundo KRAUS (1980), existem dois caminhos a seguir:

a- A resposta do material depende somente do estado em que o corpo se

encontra;
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b- A resposta do material depende explicitamente da historia, ou seja, do
processo de carregamento, temperatura, deformac¢do a que o corpo foi

submetido.

O primeiro caminho conduz a relagdes constitutivas do tipo equagdes de estado.
O segundo ¢ conhecido na literatura como “material com memoria”. Devido ao fato de
existirem poucas informagdes experimentais quanto aos materiais com memoria,
muitos trabalhos tém sido desenvolvidos para a determinac¢do das aproximagdes que

envolvem equacdes de estado, pois apresentam as seguintes vantagens:

a- Tém sido intensamente aplicadas, dispondo de uma grande quantidade de
resultados experimentais que permitem avaliar o grau de confiabilidade dos
resultados.

b- Sdo, em geral, expressdes mais simples, de facil manipulagdo computacional
e, em virtude de uma analogia com problemas de elasticidade, sdo
facilmente incorporados aos programas automaticos de célculo ja existentes.

c- Os parametros dos materiais que intervém nestas equagdes sdo obtidos por

meio de ensaios.

Por outro lado, o desenvolvimento de equagdes constitutivas capazes de incluir
os casos de variacdes do estado de tensd@o ¢ um processo muito complicado. Parte
desta dificuldade se d4 porque a maioria dos resultados experimentais existentes foram
obtidos em condi¢des de temperaturas constantes.

Isto implica que a maioria das equacdes constitutivas tém sido propostas em
bases de generalizacdes das equagdes de creep para tensdo constante.

Dado que estas generalizagdes sdo por si mesmas ilimitadas em nimero, dai

decorrem numa grande quantidade de teorias para uma mesma historia de
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carregamento, muitas delas apresentando resultados diferentes entre si.

A seguir sdo apresentadas duas das teorias utilizadas para problemas uniaxiais.

3.1.1 - Teoria de Endurecimento por Tempo Transcorrido (Time Hardening Theory)

A Figura 15 apresenta esquematicamente a diferenca entre as teorias utilizadas

para o problema de creep uniaxial.

FIGURA 15 - TEORIAS DE ENDURECIMENTO POR TEMPO TRANSCORRIDO OU POR DEFORMAGCAO

Deformacéo de creepa

Deformagio , tensdo G, constante
de creep P
H C
E - > ! Endurecimento por deformagao
1
1 .
I i Endurecimento pelo tempo
1
! B
' 1
1 1
e |/ D - 'G ¥Y~____ Deformagio de creep a tensdo
A i G constante
! I .
0 ! g
a Tempo
(1)
Tensdo 4
G2
G
Gy > Oy
ta
(i)

Considere-se a equagdo constitutiva de creep a uma tensdo (o) € uma
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temperatura (T) constante.

& =f(o)g(th(T) (55)

Derivando-se a equacdo (55), obtém-se a taxa de deformacdo de creep, que ¢

dada por:

£ = f(c)diit) h(T) (56)

A Teoria de Endurecimento por Tempo Transcorrido, conhecida na literatura
com “Time Hardening Theory”, consiste em se estabelecer que para cada caso de
variacdo de tensdo, a taxa de deformacgdo de creep ¢ dada por uma nova expressao

similar a equagdo (56), como segue:

¢ = F(o)G(t)H(T) (57)

Tomando-se o caso particular da lei de Bailey-Norton

e’ =Ac™t" (58)

onde A, m e n sdo constantes que dependem do material e da temperatura, tem-se por

€SSa a CXpI‘CSSﬁOZ

§¢ = %e _ Agmpn ! (59)
ot

Observando a Figura 15 (i), nota-se que para as tensdes G; € O, existem
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respostas diferentes para as deformagdes de creep. O segmento OG refere-se a
resposta para tensdo o; e o segmento OF para a tensdo o, aplicadas desde o tempo t,.
De acordo com Teoria de Endurecimento Pelo Tempo Transcorrido, para o
nivel de tensdo o; a resposta segue num tramo OA da curva, correspondente as
deformacdes ocorridas devido a este nivel de tensdo. Quando a tensdo passa para o
valor o, no instante £, a reposta da deformacao no segmento AB, corresponde a um
deslocamento vertical do segmento EF, para o ponto A . Observa-se que hd uma
mudanca da taxa de variagdo da deformacdo do segmento OA para o segmento AB

correspondente a mudanga de tensao.

3.1.2- Teoria de Endurecimento por Deformagao (Strain Hardening Theory)

A Teoria de Endurecimento por Deformagdo estabelece que a taxa de
deformacdo de creep passa a ser uma fun¢do do estado em que se encontra o corpo,

dependente do estado de tensdo, temperatura e deformacao de creep acumulada:

¢ =F(o)- G(sc)- H(T) (60)

Uma vez que a taxa de deformacdo de creep depende explicitamente da
deformacao, essa teoria ¢ conhecida como Teoria de Endurecimento por Deformagao
ou “Strain Hardening Theory ™.

Tomando-se o caso particular da lei de Bailey-Norton

¢ =Ac™t" 61)

Tem-se por essa teoria que
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1
C
t:{ ¢ mj“ (62)
Ac

entao,

1 m (n—l)

£ = Annon e°) n (63)

Para essa teoria a resposta apresentada na Figura 15 ¢ diferente da teoria de
endurecimento por tempo. Quando a tensdo passa de G, para o, no instante t, , a
resposta da teoria por deformacdo no segmento AC, ¢ obtido transladando
horizontalmente o segmento DH para o ponto A.

Segundo BATHE (1996) a Teoria de Endurecimento por Deformagao apresenta
melhores resultados para variagdo nas condigdes de tensdes. FEIJOO, TAROCO E
GUERREIRO (1983) ressaltam que, em geral, os ensaios realizados com programas de
carga variavel mostram que a Teoria de Endurecimento por Deformag¢do se comporta
melhor do que a Teoria de Endurecimento por Tempo Transcorrido. Entretanto ¢
interessante destacar que a Teoria de Endurecimento por Tempo Transcorrido tem sido
amplamente usada em virtude de certas simplificacdes matematicas implicitas nesta
formulagao.

Nas subseg¢des anteriores foram apresentadas as equacdes constitutivas uniaxiais
segundo as teorias de endurecimento por tempo transcorrido e por deformagdo. Da
forma em que estas teorias foram apresentadas, mostrou-se que sua aplicagdo esta
restrita a problemas em que o estado tensdo sofre pouca variagao.

Estas equagdes ndo contemplam problemas que envolvem cargas ou descargas
alternadas, onde deve-se levar em consideracio os fendmenos de recuperacdo e

relaxagao.
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Sera feito, a seguir, uma extensdo dessas teorias para o estado multiaxial de

tensoes.

3.2 CREEP SOB ESTADO MULTIAXIAL DE TENSAO

Ao se analisar um so6lido sob condi¢des multiaxiais de tensdes, deve-se levar em
consideragdo alguns requisitos do ponto de vista do fendmeno de creep. Assim como
na plasticidade, tais consideragdes sdo parcialmente comprovadas experimentalmente.
O presente trabalho serd restrito ao caso da fluéncia estacionaria isotropica. Nessa

condic¢do, deverdo ser validas as seguintes observagoes:

a- A formulag¢do multiaxial deve ser reduzida a uma correta formulagao uniaxial
quando for requerido;

b- O modelo deve expressar a constincia de volume que foi observado
experimentalmente durante o processo de fluéncia, ou seja, o traco do tensor
taxa de deformagdes deve ser nulo. Tal restricdo € associada muitas vezes a
uma condi¢do de incompressibilidade considerando pequenas deformacdes;

c- As equagdes constitutivas devem refletir a perda de influéncia das tensdes
hidrostaticas que foi observado experimentalmente para fluéncia;

d- Para materiais isotropicos, as dire¢des principais de tensdes e deformagdes

devem coincidir.

Observando-se a Figura 3 nota-se que um nivel de deformagdo pode ser
alcangado mais ou menos rapidamente por uma Unica tensdo constante, ou por um
programa de variacdo de tensdes. Isto significa que as deformagdes por fluéncia

dependem do histoérico de tensdes. Nessas condi¢des as deformacgdes de creep sdo
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expressas em termos de taxas. As deformacgdes decorrentes do creep, assim como na
plasticidade, ndo sdo afetadas pelas pressdes hidrostaticas sendo possivel avalia-las
somente em termos do tensor desviador de tensdes, conforme mostra a equagdo a
seguir:

- C _ [

gij - CSI_] L)= 13253 (64)

sendo € ¢ um fator de proporcionalidade e Sj; é o tensor desviador de tensdes. Este

tensor pode ser determinado conforme a equagdo (65)

1
Sjj =Gij—§0kk51j (65)

onde o ¢ o delta de Kronecker, sendo 6;;= 1 se i=j € 8;;= 0 se i#j .

o ; € o tensor de tensdes de Cauchy, dado por:

611 S12 ©13
C;=|021 O 023 (66)
G3] O32 ©O33

A equacdo (64) satisfaz ao terceiro requisito (c), devido ao uso do tensor
desviador de tensdes que expressa a independéncia das tensdes hidrostaticas, mas
também ao quarto requisito, ja que as componentes de tensdo e de deformacgdo sdo
colineares. Esta equagdo ¢ denominada de “regra de fluxo” em analogia ao caso de
plasticidade e foi proposta por Prandtl e Reuss [KRAUS, 1980].

Na seqiiéncia, determina-se o fator de proporcionalidade A apresentado na

equagdo (64). Primeiramente, define-se a tensdo equivalente de von Mises:

. =3/, (67)
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sendo que J, ¢ o segundo invariante do tensor desviador de tensdes, que vale:

S..S..
o=t (68)

Da mesma forma, pode-se definir a taxa de deformagao efetiva de creep:
, |4
£g = 512 (69)

I, = 0 (70)

onde I, ¢ o segundo invariante do tensor taxa de deformacao.

Segundo KRAUS (1980) o, e &; também podem ser escritos como:

| ]
G = (EJ[(GM —Op )2 +(033 -0, )2 +(o1 -0 )2 + 6(6122 +053+07 )]/2 71

Substituindo-se a lei de creep apresentada na equacdo (64) em (72) para uma
taxa de deformacdo efetiva de creep e observando a equagdo (67) para uma tensao

efetiva encontra-se:
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e 3 G

= 73
20, dt (73)

Esta quantidade ¢ obtida experimentalmente a partir de um ensaio de tensdo
uniaxial. Para satisfazer o primeiro requisito (a) para os casos multiaxiais observa-se o
uso de quantidades efetivas, ou seja, a formulacdo multiaxial pode ser reduzida a uma
formulagdo uniaxial. Considerando um caso uniaxial onde o,, # 0 as demais tensdes
sejam iguais a zero, a equacdo (67) reduz-se a 6, = oy; . Além disso, em um caso
uniaxial &, #0, &5, =¢&5;, € considerando a constancia de volume, quesito (b) no

problema de creep, entdo: (condicdo de incompressibilidade)

e e 1.,
€y =E&33 2_5811 (75)

Substituindo-se a equagdo (75) em (72) chega-se:

£0=¢1 (76)

Considerando-se a equagao (64) e substituindo-se em (74) os termos acima,

obtém-se:

E[1 + &5 +E53 = C(S“ +S,, +S33): 0 (77)

Tomando-se a lei de Bailey-Norton, equagdo (58), e estendendo-a para um caso

multiaxial obtém-se:
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£S = A" (78)

(79)

Pode-se, desta forma, expressar a Teoria de Endurecimento por Tempo

Transcorrido como:

éf-:%S--AHGm_lt”_l (80)

1 m -1
. 3 — (**j = j
SC*-=?SI]-AUI]66 a (sg n (81)
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4 — IMPLEMENTACAO NUMERICA PARA SOLUCAO DO FENOMENO DE
CREEP

4.1 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) consiste em uma técnica para solugdo
aproximada de sistemas continuos, onde o corpo em andlise ¢ discretizado num
numero finito de partes, denominados de elementos, que sdo conectados entre si
através de pontos ou nds. A formulacdo do comportamento do elemento ¢ feita com
base em principios energéticos da Mecanica do Continuo, que resultam em relagdes
entre forcas e deslocamentos para cada elemento.

O MEF tem sua formulacdo baseada nos métodos de Rayleigh-Ritz e de
Galerkin. O método de Ritz ¢ um dos mais conhecidos dentre os métodos variacionais
para obtencdo de solugdes aproximadas. Nesse método as fungdes que fornecem a
solucdo do problema sdo substituidas por fun¢des aproximadoras. Procura-se uma
funcdo, dentre todas as fungdes admissiveis, que minimize um determinado funcional.
A escolha adequada para estas funcdes ¢ importante para se obter uma boa
aproximacao para solug¢do do problema.

Dentre os métodos de residuos ponderados, o método de Galerkin ¢ o mais
conhecido. Nesse método os fatores de ponderacao utilizados sdo as proprias fungdes
empregadas para definir as fun¢des de aproximagao.

Ambos os métodos utilizam fun¢des aproximadoras, que devem satisfazer as
condig¢des de contorno, para resolver o sistema de equagdes diferenciais.

Particularizando o MEF para problemas que sdo baseados em deslocamentos,
essas fungdes aproximadoras s3o escritas em funcdo das componentes de
deslocamentos nodais do elemento finito.

A seguir serd descrita, de forma sucinta, a formulacdo do elemento
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isoparamétrico quadrilateral para solucdo de problemas bidimensionais. As
consideragdes sdo baseadas em literaturas sobre o MEF, como por exemplo: BATHE

(1996), ZIENKIEWICZ (1980), COOK (1988), GRANDIN (1986) ¢ outros.

4.2 - FORMULACAO DO ELEMENTO BIDIMENSIONAL

Para avaliar o campo de deslocamento num problema plano, ¢ proposta a

seguinte interpolagao:

u = NU (82)

u sdo os deslocamentos num ponto genérico, U sdo as componentes de deslocamento

nodais, N a matriz de fun¢des de interpolagdo.

As componentes de deformagao sdo dadas por:

e=Au (83)
2
ox
onde A ¢ o operador diferencial aplicado, A=| 0 Gay .
9 9
Oy O]

Entdo para o caso de pequenas deformacgdes, pode-se escrever as componentes do

tensor de deformacgdo correspondente ao problema plano como sendo:

0 0
g, = Ou , &y = Ty , By = Ou, s (84)
ox oy oy ox
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ou ainda, em termos dos deslocamentos nodais,

e = BU (85)
sendo B a matriz dos operadores diferenciais indicados na equagdo (83), mas aplicado
sobre os deslocamentos nodais.

A relagdo constitutiva entre tensdo e deformagao ¢ dada por:
€ (86)
onde D, ¢ a matriz que contém os parametros elasticos do material. Essa matriz ¢
determinada conforme o problema proposto e, no caso bidimensional, pode estar

relacionada ao estado plano de tensdo, estado plano de deformagdo ou estado

axissimétrico de tensdes, que sdo descritas a seguir.

Para problema de estado plano de tensdo, tal matriz fica:

(87)

o = <
[S—
l o ©

l\) ‘
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Para problema de estado plano de deformacao:

E
D=, 1- 0 88
© (1+v)i-2v) (V) Yoy 0

Para problema de axissimétrico de tensao:

1 Y 0 v
1-v 1-v
v Y
A | 0 -
E(l-v) |1-v l-v
D =——\ " 89
¢ (1+V)(1—2V) 0 0 1-2v 0 ( )
2(1-v)
v v 0 1
L1-v 1-v i

Pelo principio dos Trabalhos Virtuais, que pode ser enunciado como: Se um
corpo estd em equilibrio, entdo, o trabalho virtual das forgas externas tem que ser igual

ao trabalho virtual das forcas internas. Tem-se entdo:

SWe—dWi=0 (90)

para todo deslocamento virtual du.

[(D.Au)-AdudV + [T SudS+ [b SudV =0 1)
\% S \%

A partir da primeira integral da equacdo (91) obtém-se a matriz de rigidez do
elemento, denominada [K.], a segunda integral estd associado ao vetor forcas de
superficie e a tltima integral estd associada ao vetor for¢a de corpo.

Reescrevendo o primeiro termo em termos de deslocamentos nodais:
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[(D.Au)-ASudV = (8U)Tr[BTD BdxdyU = (SU)TK U (92)
A\Y S

onde,

K. =r/BTD.Bdxdy (93)
S

onde V ¢ o volume do corpo, S o contorno, r a espessura.
No caso de um elemento isoparamétrico, deve-se relacionar as coordenadas de

um ponto genérico do elemento com as coordenadas nodais do elemento padrio. Isto

se da pelo uso do Jacobiano.

Seja J a matriz jacobiana, tal que:

ox

_|og o8

J= x oy (94)
on on

O Jacobiano ¢ o determinante da matriz J, jac = detl.

Entdo a matriz de rigidez para o elemento isoparamétrico proposto,é:

K, =r[BTD,Bdxdy=r[BTD,BdetJd&dn (95)
S

Designando por K a matriz de rigidez global e F, o vetor de forgas externas

global, tem-se:

R o (96)
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A resolugdo deste sistema fornece os deslocamentos nodais que, através da

equagdo constitutiva, permite determinar as tensdes em cada né do elemento.

4.3- PRINCIPIOS VARIACIONAIS DE CREEP ESTACIONARIO

Para o problema de creep em regime transiente de carregamento, a taxa de
deformacdo total ¢ dada pela soma da taxa de deformacdo elastica mais a taxa de

deformacdo de creep. Para o problema de creep em regime permanente de

carregamento, considera-se a taxa de deformagdo elastica £; nula.

Assim para o regime permanente de carregamento o tensor a taxa de

deformagdo £; pode ser escrito somente em fungdo da taxa de deformagdo de creep,

com os indices i e j variando de 1 a 3.

SfJ =0 97)
Logo
&. =& +E5 =& (98)

Considerando a taxa efetiva de deformacdo ¢, e a tensdo equivalente de von

Mises o, , a relagdo uniaxial constitutiva para o creep estacionario pode ser escrita
como

€. =f(oe) 99)
ou

oo =f'(&) (100)
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Os valores de o, e ¢, s3o obtidos conforme as equacdes (67) e (69)
anteriormente apresentadas no capitulo 3.

Algumas sugestdes para as funcdes de tensdo sdo apresentadas nas equagdes
(45) a (48).

Sob um estado multiaxial de tensdes, as leis constitutivas tornam-se:

g.. =§ﬂci)s.. (101)

1 2 e I\

ou

£
g -2 ) . (102)

. - 1 o~ ~ .. . ~
Assumindo-se que as fungdes f e f = sdo funcgdes potenciais, existem entdo

funcdes Q(c.)>0 e W(€,.)>0 tais que:

f(ce):d—Q (103)
do,

()= (104)
de

(S

De maneira analoga ao teorema de minima energia potencial em elasticidade,
existe um teorema de minima energia potencial de dissipacdo para o problema de
creep estacionario [BOYLE (1983) e KRAUS (1980)]. Dentre todas as solucdes
cinematicamente admissiveis uiL e SL‘ que sdo compativeis com a taxa de

deslocamento uiL num instante L, e que se igualam as taxas de deslocamentos
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prescritas no contorno S, deve-se encontrar uma taxa de deslocamento atual u. e uma

taxa de deformacdo € jj que minimizem o funcional:

1 (ak,ek )= fwlek hv - [byakdv - [Talds (105)
v v S

sujeito a condi¢do de incompressibilidade uifi = SlLl =0 onde b ¢ o vetor de forcas de

corpo, T o vetor de forgas prescritas no contorno .S.

De modo similar a este, tem-se o teorema de minima energia complementar de
dissipagdo. Esse, procura encontrar dentre todas as solucdes estaticamente admissiveis

ol (tensdo atual) e Tt (forca de superficie), aquela que minimiza o funcional:

i, (6", )= jale" kv - [Tl ds (106)
\Y% S

Nos problemas planos, ha que se considerar a incompressibilidade do material.
Tomando-se a equacdo (105), esta condigdo pode ser introduzida no funcional por
meio de uma fung¢do de penalidade, valida para o caso de problemas de estado plano de
deformacao ou solidos axissimétricos. Entretanto isso ndo ¢ necessario para o caso de
estado plano de tensdo, conforme se discutird mais adiante.

O fator de penalidade A ¢ introduzido no funcional para manter volume do
solido inalterado, quando este for submetido a uma variacao de tensdo. Observa-se que
o fator de penalidade multiplica o traco do tensor de deformacdo. Esse fator ¢ um
escalar que impoe a incompressibilidade. Para o fendmeno de creep ¢ adotado A da
ordem de 10* - 10° vezes maior que o valor médio dos elementos da matriz de rigidez,

conforme [XUE e WANG (1995)]. Assim, o funcional (105) pode ser reescrito como:
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il el )=m (ak.eb ) \j/%(sL)de (107)

Fazendo uma variagdo no funcional tem-se:

SH’;(uiL,ég): snp(u},é§)+ 8]72‘(éi%)2 dv (108)
A\
ST (ul 2% )= [owlek v - [bjsaldv - [Toulds+ [ackouldv (109)
A\Y A\Y S A\Y

Aplicando o teorema da divergéncia e suprimindo os indices superescritos Z,

resulta:

SIT) (0, ¢, )= 11855+ 0, o AV +[Syn, — Ty +égn o ds =0 (110

Considerando a expressdo anterior para qualquer variagdo o, , tem-se:

- equagdo de governo:

S.:+b; + (A&;),i =0 (i= £,2.3)no dominio; (111)

ij,]
- condi¢do de contorno natural:

Sin; + A& n; = T, (= 1.2,3)no contorno; (112)

Por outro lado, da teoria de elasticidade, sabe-se que:
- equacgdo de equilibrio:
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Gjij+b; =0 (7= 1,2,3)no dominio; (113)

- condicdo de carga no contorno:

Gjin; = T. (7= 1,2,3)n0 contorno; (114)

1

1 . :
Sabendo que Sj; =oj; -0, , Oy = ESijGij onde S; € o tensor desviador de

tensoes, € O;; delta de Kronecker , apds a decomposi¢do do tensor ojj em (113) e em

(114), tem-se:

Sij,j +O0m,i +Bi = 0 no dominio (115)

Sijn; +Gun; =T, no contorno S. (116)

Comparando-se as equagdes (112) com (116) obtém-se:

O =M = 3hén, (117)

A energia potencial de dissipacdo por unidade de volume ¢ dada por, [XUE e

WANG (1995, a)]:

W ()= W(éij)+;xé§j (118)

Pode-se escrever a equacao (109) como:



65
1T, ,éij): jSW*(éij)dV— [b;du, dV — [ Téu, ds (119)
\Y% \% S
Das equacoes (103) e (105) tem-se:

oW . .
SW(‘c’ij )Z ai Ssij = SijSSij (120)

J

~ . ~ *(.
Pode-se entdo escrever a variagdo em W (sij) como:

Considerando a equacdo (102) e reescrevendo como:

£\
p=il e (123)
3 ¢

(S

O coeficiente p ¢ obtido conforme as diversas leis da viscoelasticidade,

conforme segue:

-Para a lei de Norton

w=_ (124)

-Para a lei de Prandtl
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arcsin —
C
(125)

e

H:

-Para a lei de Dorn

fi

= (126)
3Pee
-Para a lei de Garofalo
1
arcsin
A
b= | (127)
3¢,

Substituindo a equacgdo (122) em (121) tem-se:

Reescrevendo o tensor €, na forma vetorial, de modo que &,, =¢, , €, =€, ,

€3, =€, etc. e colocando a expressdo anterior na forma matricial, pode-se escrever

W*(éij) como:

sW " (¢ )= 5:"Dé (129)

onde: é={éx,éy,éza?xy37yz,?g}e sabendo-se que Yy, =28y, 7,=2¢,, €

Y, = 2€ ., tem-se:
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2u+h A A0 0 0
A 2u+k A 0 0 O
ool P A 2u+k 0 0 O 130
1o 0 0 p 0 0 (130)
0 0 0 pn 0
0 0 0 0 uj
Entdo equacdo (119) pode ser rescrita da seguinte forma:
I, (u,¢)= [8¢"DedV - [b sudV — [T ' 8udS (131)
Y% % S
Minimizar o funcional (131) resulta em anular a variagdo do mesmo:
SIT,(u,¢)= [8¢"DédV — [b'sudV — [T ' 8udS =0 (132)
\Y \Y S
ou
[66TDédV = [bT8udv + [T '8udsS (133)
v v S

Esta equacdo representa o principio das poténcias virtuais, mostrando o
equilibrio entre as poténcias virtuais internas e externas. Sendo assim, pode-se resolver
esta equacdo utilizando o MEF, onde cada lado da equacgdo (133) equivale as equacdes

de equilibrio do elemento.
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4.4- METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADOS AO CREEP
ESTACIONARIO

Considerando a fase em que o material estd sujeito a deformagdes de creep, e
seguindo a formulagdo de elementos finitos, onde u € o vetor taxa de deslocamentos
nodais, N ¢ a matriz de funcdes de forma e B a matriz taxa de deformagdo
correspondente a N. Propde-se a seguinte interpolacdo para o campo taxa de

deslocamentos:
u=NU (134)
que resulta em:
¢=BU (135)

onde, N ¢ a matriz de funcdes de forma e B a matriz taxa de deformagao

correspondente a N.

A variacdo das incognitas nodais ¢ dada por:

du = NdsU (136)

8¢ = BSU (137)

Substituindo as equagdes (135) e (137) em (133) e considerando a taxa de

deslocamento virtual du, tem-se:

[BTodv — [NTbdv - [NTTds =0 (138)
\' \' S

Sabendo-se que no problema de creep estaciondrio
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G =Dé (139)

A relagdo (139) ¢ tipicamente ndo linear e, para tanto, pode ser resolvida por um
método apropriado, por exemplo, o Método de Newton Raphson. Assim a matriz de

rigidez tangente inerente ao processo nado linear pode ser escrita como:

Ky = [BT999 4y _ (BTD,BdV (140)
\V4 dS da \V4
onde:
Dy =d—“’ (141)
d¢

Tomando-se a equacdo (122) e derivando, tem-se:

Py
dSe 881{1
oodp 2, . A
dSlJ :28ijazgkld8kl +2Md8ij (143)
Designando, » como:
o= dn 2 (144)
dée, 3¢,
entdo a equacdo (143) fica:

O coeficiente ® ¢ dado pela a lei da viscoelasticidade, como segue:
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Para a lei de Norton

e (146)

Para a lei de Prandtl

arcsinh 8%
2 1 ( CJ
0= - (147)

.2 ] .
90 | \C? 442 €e

Para de Dorm

®= (148)

Para a lei de Garofalo

. /Va
o= 2 ! ) —n-arcsinh (g%j (149)

~ oyné3 \/(8 %j(% N

Sabendo-se pela equagdo (117) que o, =Aé, =30é, e derivando equagdo,

tem-se
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do,, =Adé, (150)
Desse modo:

dGij = dSU + SijdGm (151)
doyj = (2183 ) + 208 i1 + A4y din 85 ey (152)

Escrevendo os incrementos de tensdo e taxas de deformagdo em forma

matricial:

do = Dpdé (153)
onde

do =|do,,do,do,,dtyy.dry,,de | (154)

dé =[dé,, dé. &, Ay Y gy ly || (155)
onde

2208 A206d,  AA20EE,  Obdy  Ohdy b
M2UH2mE]  AH208E, @, by, 0T

M20+208, 0,7y @Yy, 08V,

1 . 1 . . 1 . .
DT: PH'*(’)Y)Z(y *(’)ny'sz *wny'sz (156)
2 2 2
1 » 1 . .
1 .,
HA Oy 2
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Observa-se que a matriz Drna equagdo (156) € simétrica. Esta matriz representa
a propriedade do material no incremento & e representa a inclinacdo da curvacxg,
sendo variavel a cada passo. Deve ser atualizada a cada passo de iteracdo até que se
verifique o equilibrio segundo o Método de Newton Raphson (MNR).

Uma vez conhecida a matriz de rigidez tangente K7, a solu¢do pode ser obtida

através do sistema;:

K ;AU = AF (157)

As formulagdes descritas até aqui servem para um estado multiaxial de tensao,
onde foram obtidas as matrizes de propriedades ineldsticas de creep para problemas
3D. A seguir serdo apresentadas as matrizes de propriedades inelasticas de creep
particularizadas para os problemas bidimensionais, que sdo: estado plano de tensdo,

estado plano de deformacao e estado axissimétrico de tensao.

4.5 ESTADO PLANO DE TENSAO

Para o estado plano de tensdo considera-se:

c,=0 (158)
Om =-S5, =-2ue (159)
Por causa da incompressibilidade, tem-se entdo:

g, =—e, +¢,) (160)

Substituindo-se a equagdo (160) em (159)
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om =20, +2,) (161)

Considerando-se

Vs =Ty =0 (162)
a equagdo (121), pode ser escrita como:

SW™ =8,88, +S,88y — T8¢,y +S,5¢,

SW ™ = 218, 86 + 208 B8y + Wiy Oy + 201(6 +8, BEy +8y ) (163)
SW =6:TDé
onde:
€= SX’SX’YXy ( )
4u 2p 0
D=({2p 4p O (165)
0 0 pn

Considerando as equacdes (122) e (161), pode-se escrever as componentes de

tensao como:
Gy =Sy +0py =218, +2ule, +£, )= 4pe, +2pe, (166)

G, =S, +0y, =2pé, +2ule, +&,)=2pe, +4ué, (167)



Txy = MYXy

Colocando-se na forma matricial

A deformacgdo efetiva sera dada por:

. 2. . 2( .2 .. 2 1.a
€e :Egijgij :3[28)( +28X8y +28X +2’nyj

N

A derivada a equagdo (170) é:

g.dé, :i[(%x +éy)déx +(2éX +éy)déy +;yxydyxy}

Pode-se entdo escrever a variagdo em [, COmo:

du= P ae = 2
de, 3¢.d

(S

: [(2(6,)( rigley + (28, +8, M8, +;yxydyxy}

du = w[(&ex + sy)dex + (28y +&, )dsy +2yxydyxy}
Diferenciando-se a equagdo (166)

do, = l4u+203(2éx +éy)2 Jde +
+[2M+203(2éx +éyxéx +2éy)]déy *
o2ty +ey i Ky
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(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)
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Diferenciando-se a equagdo (167)

do, =[2p+20(28, +&, f&, +2¢, e, +
+ [4u+20)(2éx +éy)2]déy + (175)
wooley +26, Fruy ey

Diferenciando-se finalmente a equagao (168)

do,, =|ol2e, +&, Jiy Je, +
+loley + 28, iy bty (176)

1 . )
+ [M + EO)'ny :|dYXy

Escrevendo-se em notagcdo matricial

do =Dydé (177)
onde
4u+ 2“’(%x +éy)2 2“+2‘”(‘é’x +28y Xz‘é’x +éy) “’ny(zéx +‘é’y)
Dy =| 20+ 20k, +2éyX2éX +éy) 4u+2w(2éx +éy)2 coyy(s +2éy) (178)
ny(z‘é'x +‘é’y) Cl)}‘/X}’(‘é’x +2‘é’Y) }H-;O)}"iy

Deve-se ressaltar que para o problema de estado plano de tensdo a
incompressibilidade ¢ introduzida em funcdo da equagdo (160) ndo em funcdo da
penalidade. J4 para o problema de estado plano de deformacdo e para o caso
axissimétrico a incompressibilidade ¢ introduzida via fator de penalidade, como sera

descrito a seguir.
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4.6 ESTADO PLANO DE DEFORMACAO

Para o estado plano de deformacgao, considera-se que

£,=0 (179)

Desse modo,

S, =2ué, =0 (180)
€

s, :cm:;(cxmy) (181)

considerando ainda que

Vxz =Ty =0 (182)
entio

SW" =S, 86, +S,08, +Tyydbyy +9,08, +Aley +&, ley +2y) (183)

SW' =6:TDg (184)
onde:

¢ € o vetor taxa de deformagao e,

E= [ttt ! (185)
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D ¢ a matriz de relagdes constitutivas ineldsticas para o problema de creep no

estado plano de deformacao.

2u+A A 0
D=| A 2u+Aa 0
0 0 1)

As componentes de tensao sao:

_ T
G—[GX,Gy,TXy]

tal que:

o, Z;(Gx +Gy)

(186)

(187)

(188)

A matriz Dypara o estado plano de deformacdo pode assim ser expressa por:

Dt =| A+2me,¢ 2M+7\,+20)8§,

X7y

2“-{-7\,-{-20)8)2( A+2me, €

WY xy€x WY xy€y

wy xygx

y Xygy

1
+ o
H2Y

4.6 ESTADO AXISSIMETRICO DE TENSAO

2
Xy

(189)

Para o problema axissimétrico pode-se escrever a equagdo (128) como segue:

SW" =218 86, + 21E,88, + WY 1,07 1, + 21EedEg + M(E, +8, +E¢ 0(, +&, +£¢)(190)
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onde €,,£q,€, sdo taxa de deformagdo em relagdo ao raio r, ao angulo 6 e ao eixo z,

. . 1.
respectivamente. vy, = Esrz

A equacdo (190) pode ser escrita na forma matricial como:

SW =8:TDé (191)
onde
2u+A A 0 A
A 2u+Ah 0 A
D= (192)
0 0 n 0
A A0 2u+A

D ¢ a matriz de relagdes constitutivas ineldsticas para o problema de creep no
estado axissimétrico de tensao.

As componentes de tensdo sdo obtidas fazendo-se:

o=Dg (193)

onde

B L (194)

A matriz Dt para o problema axissimétrico ¢ dada por:

2

Dpth+2082  A+208E, 080,  A+208E
A+206,6,  2U+A+2080 08,7,  A+208,E
DT - .. .. 1...2 .. (195)
OY rz&r OY 7€, M‘"j(’)er WY rzE0
| A+ 208gE,  A+208gE,  OfgY, 20+ A+208) |
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4.7 - PROCESSO DE SOLUCAO NAO LINEAR

Como o problema de creep apresenta um comportamento ndo linear, para
resolucdo do sistema apresentado na equagdo (157) sera utilizando o método de
Newton Raphson. Este método consiste num processo iterativo, onde, a cada passo de
iteragdo as propriedades reoldgicas sdo atualizadas em fun¢do da taxa de deformagao
sofrida pelo material, conforme as leis propostas pelas equacdes (45) a (48).

A resolucdo do fendmeno de creep estaciondario através do MEF ¢ dividida em
duas fases. Primeiramente se faz a analise elastica linear, onde sdo determinadas as
deformacdes e tensdes em cada nd dos elementos. Apds isso, determinam-se as tensoes

equivalentes conforme a equacdo (67), de acordo com XUE e WANG (1995). Em

. 2 . . ~ ~
seguida, adota-se G, = EG emax PAra a primeira aproximagdo. Esse valor de tensdo

¢ utilizado para calcular a deformagao efetiva, conforme as leis sugeridas nas equacdes
(45) a (48), montar a matriz Dy e calcular a matriz de rigidez K7 , e a partir desse
instante a andlise passa a ser de forma iterativa.

Neste processo o que se faz ¢ uma sucessao de aproximacgdes lineares até que as
leis constitutivas e as condigdes de equilibrio e compatibilidade sejam satisfeitas com
um erro dentro de um limite aceitavel. A técnica consiste em determinar um vetor de
forcas nodais equivalentes ao nivel de tensdes totais, denominado F; e comparar esse
vetor com o vetor de cargas externas F.. A diferenca entre os dois resultados ¢ um
vetor de forgas residuais nao balanceadas denominado AF, resultado de uma falta de
equilibrio de forcas internas e externas, ndo satisfazendo, por isso o PTV. Esse vetor
de forcas AF ¢ aplicado novamente a estrutura e o processo ¢ repetido até que AF seja
suficientemente pequeno, satisfazendo assim as condi¢des de equilibrio numa
condicao aceitavel.

O equilibrio requer que:

AF=F,-F, =0 (196)
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onde o vetor de forcas externas é:

F, = [NTbdv + [NTTds (197)
A% S

e o vetor de forgas internas equivalente é:

F. = [BToldv (198)
\

c' pode ser considerado como sendo as tensdes correspondentes ao nivel de taxa
de deformagdo atingidas na i-ésima iteragdo &', AF o vetor de for¢a residual no

i-€simo passo.

A lei constitutiva que permite avaliar a tensdo a partir da taxa deformacao ¢

dada por:
c=Dré¢ (199)

onde Dt ¢ a matriz de propriedade do material em funcdo do creep.

As forgas internas podem ser avaliadas por

E = KLAU! (200)
€
Kt = [BTD{BdV (201)
\'%

No processo classico de Newton Raphson (NR) uma nova matriz de rigidez ¢
calculada a cada iteracdo, levando-se em consideracdo as novas caracteristicas do

material. Isso implica num maior esforco computacional necessario para a montagem
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da matriz de rigidez elementar, em func¢do da matriz tangente Dy que depende das
deformacdes efetivas em cada né do elemento, para a partir deste momento formar a

matriz global. Isto pode ser visualizado melhor na Figura 15, a seguir.

FIGURA 16- CONVERGENCIA PELO METODO DE NEWTON RAPHSON

Forga 4

»
»

Taxa de Deslocamento

O M¢étodo da Rigidez Constante, ou mais conhecido como, Método de Newton
Modificado (mNR) , apresenta uma vantagem em relagdo ao método anterior, pois o
custo computacional passa a ser reduzido, uma vez que neste método a matriz de
rigidez tangente ¢ calculada apenas na primeira iteracdo e mantida constante durante o
processo, até que se atinja o equilibrio. Porém deve-se ressaltar que existe uma
desvantagem entre o mNR em relagdo ao NR pois apresenta uma convergéncia mais
lenta, necessitando de mais iteracdes para convergir. Em determinados casos onde se
tem uma nao linearidade muito acentuada, ¢ utilizada uma combinagao dos dois

métodos. Neste caso a matriz de rigidez ¢ atualizada apenas na primeira iteragdo de
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cada incremento de tempo. Neste trabalho foram utilizados apenas NR e mNR. A

Figura 17, a seguir descreve a convergéncia do mNR.

FIGURA 17 - CONVERGENCIA PELO METODO DE NEWTON RAPHSON MODIFICADO

»

Taxa de Deslocamento

A forma de obtencdo da solugdo ndo linear para o problema de creep

estaciondrio sera descrita no algoritmo a seguir:

o ~ 2 -
a- Para a primeira iteragdo deve-se adotar o valor de o, = gcs emax MAXIMO

para montar a matriz Dt. Esta matriz serd a mesma utilizada para montar a matriz de

rigidez de todos os elementos;

b- Resolve-se 0 novo sistema

KiAU = AF =F, - F (202)



83

e determinam-se as taxas de deformagdo associadas a esta nova condi¢do do material;

c- Utilizando as equagdes (45) a (48), avalia-se a matriz Dt em cada ponto de
integragdo do elemento, considerando as deformacgdes efetivas calculadas segundo a
equagdo (69), forma-se a matriz de rigidez elementar e armazenando na matriz de

rigidez global;

d- Com esta nova matriz de rigidez e com a taxa de deslocamento da iteracao

anterior (Ul_1 ), avalia-se o vetor de forgas internas associado, verificando-se o
equilibrio de forgas internas e externas e, se for desbalanceada, avalia-se a nova taxa

de deslocamento
Ut =U' + AU (203)

d) Com esta nova taxa de deslocamento, calculam-se a taxa de deformacao
associada, as deformagdes efetivas e a matriz Dyretomando-se ao procedimento b até

convergir o processo. A convergéncia ¢ obtida quando:

HAUi (204)

< tOll HUI

HAFi

< toly |F| (205)
onde fol/, e tol, sdo limites de tolerdncias preestabelecidos para convergéncia do
processo de iteracao.

¢) Avalia-se o valor das tensdes nodais. Deve-se ter o cuidado de montar a

matriz D7 considerando a taxa de deformacao da iteracdo anterior.

No proximo capitulo serdo apresentadas algumas aplicagcdes numéricas que

procuram mostrar a validade da metodologia proposta.
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5 - VERIFICACOES NUMERICAS
Para as verificagdes numéricas foram utilizados os parametros da Tabela 1 a
seguir, considerando as propriedades do aco inoxidavel tipo 304SS (Heat 9T4296)

593°C. Os parametros sdo apresentados segundo as leis de Norton, Prandtl, Dorn e

Garofalo.

TABELA 1 - PARAMETROS PARA O ACO 304SS (HEAT 9T4296) 593°C [XUE E WANG (1995)]

Tensdo (Pa), tempo (s) Constante Valor
Norton: b 8,164.10™
f(c,)=bog n 4.6875
Prandtl: C 6,7117.10"
f(c,) = Csinh(ac,) A 4,3076.10°
Dorn: d 3,3208.10"
f(o,)=dexp(Bo, ) B 4,3163.10°
Garofalo: A 6,6742.10"
f(0,) = Alinh{yo, " Y 1,2256.10°
nn 3,0295

As verificagdes foram feitas considerando o estado plano de tensdes e o estado

axissimétrico de tensao.

5.1 - VIGA SOB FLEXAO PURA

Para solu¢do deste problema foi considerada uma viga com base b=10 cm, altura
h =10 cme comprimento /= 7,0 m, sujeita a a¢gdo de um momento fletor M = /0KNm
aplicado em sua extremidade livre, conforme a Figura 18.

A solugdo via MEF foi feita considerando-se uma malha 6 x 6 de elementos
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isoparamétricos de oito nos sob estado plano de tensdo. Os resultados sdo mostrados a

seguir.
Para este problema a solugdo analitica ¢ dada por BOYLE (1983),considerando a

lei de Norton para um problema de viga sob flexdo como sendo:
G, = (206)

2+1/n
I 26(h/2)

207
“ 2+1/n (207)

FIGURA 18 — VIGA SOB FLEXAO PURA

A

<

v

SN

\
J x

A Tabela 2, apresenta os resultados das tensdes obtidos apds o equilibrio pelo
mNR para as diversas leis de creep. Apresentam-se também os resultados das tensdes
obtidas pela solugdo analitica equacdo (206). Estes resultados sdo apresentados

graficamente facilitando a visualizagdo através do Grafico 1.
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TABELA 2 — RESULTADOS OBTIDOS PARA O PROBLEMA DE FLEXAO PURA

Tensdo de Creep - 6x
Coord. Y Modelo Implementado Solugéo Xue e Wang
Nos Ext. | Leide | Leide | Leide Leide Analitica (1995)
Livre Norton | Prandtl | Dorn | Garofallo | Boyle (1983)| Lei de Norton
(m) (MPa) | (MPa) | (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
0,05 44,51 44,37 39,66 44,87 4427 44,08
0,042 42,90 43,34 39,18 43,24 42,59 42,43
0,033 40,33 41,16 37,79 40,52 40,59 40,74
0,025 37,32 37,96 35,12 37,23 38,28 38,21
0,017 33,76 32,32 32,18 33,09 35,03 36,12
0,008 29,20 22,28 32,92 27,59 30,18 29,38
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

GRAFICO 1 — COMPARAGAO ENTRE AS TENSOES ELASTICAS E A TENSAO DE CREEP PARA A LEI DE
NORTON

70,00

Tensdo Elastica Analitica

60,00
\ — = = Tensdo Elastica M odelo

\ Imp lementado
50,00

Tensdo de Creep M odelo
Impl. Norton

40,00 \

30,00 1 \

20,00 \
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GRAFICO 2 — COMPARAGCAO ENTRE AS TENSOES OBTIDAS PELAS DIVERSAS LEIS DE CREEP E A
SOLUCAO ANALITICA
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O Grafico 1 mostra a distribuicdo das tensdes ao longo da secdo da viga.
Observa-se que nos pontos proximos a linha neutra onde as tensdes elésticas sdo
originalmente baixas, apds a redistribuicdo de tensdo pelo fendomeno de creep as
tensdes aumentam consideravelmente. Entdo deve verificar se as secdes que
originalmente estavam bem condicionadas aos valores de tensdo elastica, nao
passaram a sofrer tensdes acima do estipulado em projeto.

No Gréfico 2 pode-se observar, de modo geral, o bom comportamento das
respostas obtidas pelo modelo implementado através do MEF, para as diversas leis da
viscoelasticidade, quando comparadas com a soluc¢do analitica.

A seguir serdo apresentados graficos onde se comparam os resultados

obtidos pelo modelo implementado com os resultados de XUE e WANG (1995, b), e
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os obtidos através da solugao analitica.

GRAFICO 3 - COMPARAGCAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI NORTON, A SOLUGAO ANALITICAE O
RESULTADO DE XUE E WANG
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GRAFICO 4 — COMPARACAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA DE LEI PRANDTL, A SOLUCAO ANALITICA
E O RESULTADO DE XUE E WANG
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GRAFICO 5 - COMPARAGAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI DE DORN, A SOLUGCAO ANALITICA E O
RESULTADO DE XUE E WANG

60

50

“ \>.<\

Dorn \
20 Analitica

Xue & Wang

Tensdo Efetiva em MPa

0.05 0.042 0.033 0.025 0.017 0.008

Coord. dos Nos na Segdo (m)

GRAFICO 6 — COMPARAGAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI DE GAROFALO, A SOLUGAO
ANALITICA E O RESULTADO DE XUE E WANG
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Nos Graficos 3 e 6, pode-se observar que a solu¢do implementada através da
lei de Norton e lei de Garofalo, apresentam o mesmo comportamento. Quando
comparadas com a solu¢do de XUE e WANG (1995) e a solucdo analitica, observa-se
que ndo ocorrem grandes desvios. As curvas obtidas pelo MEF acompanham a solugao

analitica, e as solugdes obtidas pelos modelos implementados apresentam uma boa
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aproximacao validando o método.

No Grafico 4 observa-se que o modelo implementado através da lei de
Prandtl apresenta melhores resultados que o modelo de XUE e WANG (1995), quando
comparado com a solu¢do analitica. Na regido de maior tensdo o valor inicial
44,7 MPa ¢ praticamente igual ao valor da solu¢do analitica. Na regido de menor
tensdo a curva obtida pelo MEF implementado acompanha a solucdo analitica.

Para a lei de Dorn, pode-se observar no Grafico 5 que o modelo
implementado apresenta um melhor comportamento do que o modelo de XUE e
WANG (1995). Observa-se que na regido de maior tensdo o valor inicial de 40MPa
aproximadamente ¢ bem proximo da solucdo analitica, seguindo-se uma curva suave
que acompanha a solucdo analitica. Na regido de menor tensdo a solucdo aproximada
praticamente coincide com a solucdo analitica. Isto reflete a boa aproximacdo do
método validando a formulagdo. Observa-se que o modelo de XUE e WANG (1995)
nao apresenta um bom comportamento, quando comparado com a solugdo analitica.

As solucdes obtidas nos modelos implementados através do MEF nas
diferentes leis da viscoelasticidade, mostram em geral uma boa aproximagdo. Isto
reflete a importdncia do MEF aplicado a solugdo destes problemas, e validam o

modelo apresentado por XUE e WANG (1995).

5.2 - VIGA SOB FLEXAO COMPOSTA

Neste exemplo, foram consideradas as mesmas dimensdes do caso anterior,
porém a viga fica sujeita a acdo de um momento M = 10 kNm e uma carga axial
concentrada de P = 300 kN na extremidade livre da viga engastada conforme a
Figura 19. Foi utilizada uma malha de 10 elementos na horizontal e 5 elementos na
vertical, sendo estes elementos isoparamétricos de oito nds. Para se encontrar a tensao
de referéncia foram adotados dois métodos diferentes conforme apresentado por XUE

e WANG (1995). Esta tensdo permite calcular os valores limites de carregamento que
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podem ser aplicados a estrutura a fim de verificar a integridade da mesma, ¢ um tipo

de tensdo admissivel em analogia a fase elastica. O primeiro método consiste em se

determinar as tensdes para as leis de Norton, Prandtl, Dorn e Garofalo, sendo a tensdo

de referéncia dada pelo ponto de intersecdo entre as diferentes curvas de tensdes,

KRAUS (1980) e BOYLE (1983) também abordam uma técnica para determinar a

tensdo de referéncia. Os resultados apresentados correspondem aos nds da extremidade

livre da viga e sdo indicados no Grafico 7.

FIGURA 19 — VIGA SOB FLEXAO COMPOSTA
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Sao apresentados, a seguir, graficos onde as tensdes equivalentes para as

diversas leis de creep sdo sobrepostas, e conforme o método descrito pode-se obter a

tensdo equivalente.

GRAFICO 7 — COMPARACAO ENTRE AS TENSOES OBTIDAS PELAS LEIS CREEP, OBTENGAO DA
TENSAO EFETIVA
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O segundo método sugerido por XUE e WANG (1995), considera somente a lei
de Norton fazendo-se uma variacdo na constante n da férmula proposta na equagdo
(47). Para este caso, foram analisados resultados paran=1,n=2, n=4en==6. A
tensdo de referéncia ¢ o ponto da intersecdo entre as curvas das tensdes considerando
os diferentes valores de n. Os resultados obtidos sdo apresentados no Gréfico 8, a

seguir.

GRAFICO 8 — COMPARAGAO ENTRE AS TENSOES OBTIDAS PELAS LEI DE NORTON, PARA DIVERSOS
VALORES DE nOBTENGCAO DA TENSAO EFETIVA

90

80
Tensdo de
70 Referéncia \
™ -
/
% 60 =]
N
< /
> 4
E 50 /
&
=40 A
18 n=1
v
é 30 \ / n=2"
20 n=4|__
n=6

0 0.01 0.02 0.025 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Coord. dos Nés na Se¢do (m)

O Grafico 9, a seguir mostra a sobreposi¢do dos métodos anteriormente
descritos. A tensdo de referéncia como se pode observar no Grafico 9 ¢ cerca de
59 MPa, e esta proxima do valor apresentado por XUE e WANG (1995), que ¢ de

aproximadamente 57 MPa.
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GRAFICO 9 — SOBREPOSICAO DOS RESULTADOS

90

80

Tensdo de
70 Referéncia

60 -

50 -

40 N s !

N A/
30 ) — T e BETLTPLY n=4
20 s — oo X - Norton

. ’." Prandtl

10 Dorm
N\ Garofalo
0 ; ; :

0 0.01 0.02 0.025 0.03 0.04 0.05 006 0.07 008 0.09 0.1

Tensdo Efetiva em MPa

Coord. dos Nos na Segdo (m)

Pode-se observar, no Grafico 9 onde se tem a superposi¢do dos métodos, que
ambos os métodos descritos para obtencdo da tensdo de referéncia conduzem ao
mesmo valor de tensdo. As solu¢des plotadas obtidas no modelo implementado pelas
diversas leis de viscoelaticidade através do MEF, resultam na tensdo de referéncia

préximo ao valor obtido por XUE e WANG (1995) .

5.3 — PROBLEMA AXISSIMETRICO

Para este exemplo foi considerado um tubo espesso de raio interno r; e raio
esterno r. € comprimento / Os pardmetros geométricos para o tubo sdo: r; = 10 cm,
r.=20 cm, /=50 cm, conforme a Figura 20 (i).

Neste exemplo, o tubo foi submetido a uma pressdo interna de 2= 100MPa.

A anélise foi feita considerando elementos isoparamétrico de 8 nos, distribuidos numa
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malha de 6 elementos no sentido radial por 1 elemento no sentido longitudinal

conforme mostra a Figura 20 (ii).

FIGURA 20 - GEOMETRIA E MALHA DO TUBO ESPESSO - PROBLEMA AXISSIMETRICO

ZA

peeddbbaaddbbbeley

(1) (ii)

Conforme XUE e WANG (1995) a incompressibilidade ¢ introduzida por
intermédio do fator de penalidade A. Em problemas que envolvem
incompressibilidade, a integra¢do reduzida torna-se uma ferramenta que tem sido
utilizada. Neste sentido a matriz de rigidez pode ser decomposta em duas partes: a
primeira denotada por K; , que ndo leva em consideracdo o fator de penalidade, e
segunda denotada por K, que considera o fator de penalidade.

Para se obter uma correta solugdo € necessario garantir a ndo singularidade
de K, e a singularidade de K, [ZIENKIEWICZ (1980)]. Neste caso a sub-integra¢ao

foi feito considerando dois pontos de Gauss.
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O valor de A também ¢ um fator que interfere bastante no resultado. Segundo
XUE ¢ WANG (1995) este valor dever ser da ordem de 10* a 10* vezes maior que o
maior valor dos elementos da matriz de rigidez.

O valor de A adotado para este exemplo é da ordem de 10° vezes maior que o
maior valor da matriz de rigidez.

As tensdes radiais podem ser obtidas de forma analitica através da equagao

(208), segundo BOYLE (1983).
2/n
) -
r
o (r)=—P 24— (208)

onde o, ¢ o valor de tensdo radial no ponto de coordenada r, P valor da pressdo
interna, r, e r;sdo os valores do raio externo e interno respectivamente, z constante do
material Tabela (1).

Os resultados obtidos para este exemplo sdo apresentados na tabela (3), a
seguir, e sdo comparados com a solucdo analitica e com a solugdo apresentada por

XUE e WANG (1995).



TABELA 3 — RESULTADOS OBTIDOS PARA O PROBLEMA AXISSIMETRICO

Tensdo de
Creep — o;
Coord.
Do raio Modelo Implementado Solugdo Xue e Wang
(r)
Nos Ext. | Leide Leide Lei de Leide Analitica (1995)
Boyle
Livre Norton | Prandtl Dorn Garofallo (1983) Lei de Norton
(m) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
0,200 | -0,0023 | -0,00235 | -0,00236 | -0,00236 0,00 -0,112
0,183 -9,29 -9,66 -9,76 -9,59 -11,23 -10,86
0,167 -21,18 -21,97 -22,20 -21,67 -23,24 -23,35
0,150 -36,23 -37,43 -37,84 -37,56 -37,95 -37,74
0,133 -54,95 -56,34 -56,95 -56,12 -55,25 -54,61
0,117 -74,06 -74,60 -75,39 -74,53 -74,69 -74,75
0,100 -93,25 -92.45 -92,45 -93,15 -100,00 -99,51
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A seguir serdo plotados os graficos comparando a solucdo analitica, a

solucdo pelo MEF do modelo implementado e a solu¢do publicada por XUE e WANG

(1995), para cada lei de creep.

GRAFICO 10 — COMPARACAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI NORTON, A SOLUGAO ANALITICAE O
RESULTADO DE XUE E WANG
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GRAFICO 11 — COMPARACAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI PRANDTL, A SOLUGCAO ANALITICA E
O RESULTADO DE XUE E WANG
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GRAFICO 12 — COMPARAGAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI DORN, A SOLUCAO ANALITICA E O
RESULTADO DE XUE E WANG
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GRAFICO 13 — COMPARAGAO ENTRE A TENSAO OBTIDA PELA LEI GAROFALO, A SOLUGCAO ANALITICA
E O RESULTADO DE XUE E WANG
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Os Gréficos (10) — (13) mostram um bom comportamento para as solucdes
aproximadas em relagdo a solugdo analitica em todos os casos. Observa-se que ndo ha
praticamente diferengas entre os modelos implementados, todos os resultados dos
modelos implementados apresentam-se proximos aos da solucdo de XUE e WANG
(1995), que por sua vez ¢ praticamente coincidente com a solu¢do analitica.

Nota-se que para todos os modelos implementados hd um pequeno desvio na
tensdo para o raio interno. Acredita-se que este valor seja fungdo do modelo de solugdo
numérica implementado, porém por estar proxima da solugdo analitica, ndo

compromete a validade do mesmo.
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6- CONCLUSOES E SUGESTOES DE CONTINUIDADE

No desenvolvimento deste trabalho foram apresentados diversos conceitos
sobre o fendmeno de creep. Procurou-se trazer definigdes basicas da viscoelasticidade,
apresentando-se os modelos reoldgicos para o creep (Kelvin, Maxwell e modelos
generalizados), como as teorias de endurencimento por tempo transcorrido e por
deformacdo (“Time Hardening” e “Strain Hardening Theory”) e formulagdes para
creep uniaxial e multiaxial. Estes conceitos foram de fundamental importancia para
entendimento do fendmeno de creep do ponto de vista da formulagdo matematica.

Diversos conceitos da Mecanica do Continuo foram abordados, todos eles sdo
importantes para implementagdo numérica via MEF para solucdo do fendmeno de
creep.

O M¢étodo dos Elementos Finitos aplicado ao problema de creep mostra-se
bastante eficiente, e pode ser facilmente implementado, uma vez observadas as
formulacdes mostradas e seguindo as condi¢des de equilibrio necessarias para o
problema.

Os exemplos numéricos apresentados sdo relativamente simples, e serviram
para testar o modelo de solu¢do via MEF e constatar a eficacia do método. O elemento
isoparamétrico de 8 nos adotado na implementa¢do do programa via MEF, apresenta
uma boa resposta para as deformacdes e tensdes. Estes valores sdo bastante
importantes na fase inicial eléstica, pois sdo eles que fornecem os dados iniciais para o
processo iterativo da fase ndo linear.

A comparagdo da solugdo analitica com a solug¢do aproximada pelo MEF, vista
no exemplo 1, reflete a boa aproximacao do MEF. Pode-se notar que dentre as diversas
abordagens, na solucdo pela Lei de Dorn ha um desvio relativamente alto, se
comparado com as demais leis. Conforme o modo de obteng¢do da tensdo de referéncia,

para o exemplo 2, observa-se que as duas formas apresentadas refletem a mesma
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tensao, demonstrando a consisténcia dos resultados obtidos.

Outro fator a considerar ¢ o primeiro valor para tensdo equivalente. Segundo
XUE e WANG (1995), deve-se considerar a tensdo inicial proxima a 2/3 da tensdo
equivalente para o primeiro incremento. Em implementos numéricos, constata-se que
para valores nesta ordem de grandeza a convergéncia torna-se mais rapida,
comprovando ser este um bom valor para o inicio do processo ndo linear.

O terceiro exemplo apresenta a implementagcdo utilizando a penalidade A.
Foram testados alguns valores diferentes dos pardmetros sugeridos por XUE e WANG
(1995). Observou-se que para valores acima de 10° vezes maior que o valor médio da
matriz de rigidez, o processo ndo converge para os resultados esperados. Para valores
inferiores a 10* os resultados para as tensdes radiais sio menores que os resultados
obtidos pela solugdo analitica, isto porque a incompressibilidade ndo ¢ implementada
de forma correta.

Verificou-se também a validade do processo de integragdo reduzida, forma
apresentada para impor a condi¢do de incompressibilidade, o parametro adotado para A
foi da ordem de 10° vezes maior que o valor moderado da matriz de rigidez.

Observa-se nos trés exemplos apresentados o bom comportamento das solugdes
aproximadas quando comparadas as solugdes analiticas, e também o comportamento
entre as diversas leis das viscoelasticidade apresentadas, o que valida a formulagdo via
M¢étodo dos Elementos Finitos implementada.

O processo de solucdo ndo linear deve ser analisado com atencdo, pois em
funcdo da formulacdo das matrizes de propriedades do material Dz o custo
computacional pode ser alto quando adotado o NR convencional, uma vez que neste
método a matriz de rigidez deve ser atualizada a cada passo de iteracdo. Entretanto
este custo torna-se mais baixo quando utilizado o mNR pois a matriz de rigidez K ¢
mantida constante durante o processo de iteragdo, embora seja necessario um numero

maior de iteragdes.
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Como sugestdo para trabalhos futuros fica:

- Implementagdo de uma anélise de creep na fase primaria;

- Formulacdo de modelos que envolvem a plasticidade junto a fenomeno de
creep;

- Formulacdo de modelos para analise de creep em estruturas de concreto;

- Implementagdo de modelos que envolvem variacao de temperatura.

- Implementacao utilizando elementos lagrangeanos de 9 ndés ou com outros nos

internos de forma a incorporar a condi¢do de incompressibilidae nesses nos internos.
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