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RESUMO

Neste estudo abordamos aspectos filoséfico-epistemolégicos e matematicos
subjacentes a uma interpretacdo do processo de modelagem matematica na
educacdo matematica. Para o seu desenvolvimento pomos em relevo o carater
interdisciplinar da educacdo matematica e destacamos a modelagem matematica
como uma atividade que pressupde interdisciplinaridade. Destacamos o componente
realidade em descricbes do processo de modelagem matematica e fazemos uma
analise epistemoldgica desse componente, o que resulta numa releitura do referido
processo. Propomos uma fundamentacao filoséfico-epistemologica dessa releitura
valendo-nos de concepcdes filoséficas da ciéncia como realismo, estruturalismo e
empirismo. Isso nos conduz a uma visdo da matematica de carater pluralista no
processo de modelagem matematica, isto €, uma concep¢do na qual a concepgéo
de matematica é relativisada. Propomos uma adaptacéo por analogia do processo
de modelagem matematica a situagdes nas quais a realidade que se pretende
modelar € a propria matematica. Por meio deste estudo visamos obter uma melhor
compreensdo do processo de modelagem matematica, da matematica envolvida
nesse processo, bem como do papel da modelagem no ensino e na aprendizagem
de matematica.

Palavras-Chave: Educacdo Matematica, Modelagem Matematica, Epistemologia,
Realidade.
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ABSTRACT

In this study we approach underlying philosophic-epistemological and mathematical
aspects of an interpretation of mathematical modelling process in mathematics
education. For its development we put in high relief the interdisciplinary character of
mathematics education and we emphasize mathematical modelling as an activity that
presupposes interdisciplinarity. We point out the component reality in descriptions of
mathematical modelling process and make an epistemological analysis of this
component, which results in a rereading of the related process. We propose a
philosophic-epistemological foundation of this rereading, considering philosophical
conceptions of science as realism, structuralism and empiricism. This leads us to a
vision of mathematics of pluralist character in mathematical modelling process. That
is, a conception in which the conception of mathematics is relativised. We propose an
adaptation, by the analogy of mathematical modelling process, to situations in which
the reality that is intended to be modelled is the mathematics itself. By means of this
study we aim to get a better understanding of mathematical modelling process, of the
involved mathematics in this process, as well as of the role of modelling in the
instruction and the learning of mathematics.

Keywords: Mathematics Education, Mathematical Modelling, Epistemology, Reality.



RESUME

Dans cette étude nous abordons des aspects philosophiques-épistémologiques et
mathématiques sous-jacents a une interprétation du processus de modélisation
mathématique dans ['éducation mathématique. Pour son développement nous
mettons en relief le caractére interdisciplinaire de I'éducation mathématique et nous
soulignons la modélisation mathématique comme une activité qui présuppose
I'interdisciplinarité. Nous soulignons le composant réalité dans des descriptions du
processus de modélisation mathématique et nous faisons une analyse
épistémologique de ce composant, ce qui résulte dans une relecture du processus
mentionné. Nous proposons des fondaments philosophiques épistémologiques pour
cette relecture en nous servant de conceptions philosophiques de la science telles
que le réalisme, le structuralisme et 'empirisme. Cela nous conduit a une vision de la
mathématique a caractere pluraliste dans le processus de modélisation
mathématique, c'est-a-dire une conception dans laquelle la conception de
mathématique est relativisée. Nous proposons une adaptation par analogie du
processus de modélisation mathematique a des situations ou la réalité qu'on prétend
modéliser est la mathématique elle-méme. Au moyen de cette étude, on envisage a
obtenir une meilleure compréhension du processus de modélisation mathématique,
de la mathématique impliquée dans ce processus, aussi bien que du role de la
modélisation dans I'enseignement et dans I'apprentissage de la mathématique.

Mots-clés: Education mathématique, Modélisation mathématique, Epistémologie,
Réalité.
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APRESENTAGAO

Desenvolvemos este estudo como trabalho de concluséo do Curso de
Doutorado em Educagéo, da Universidade Federal do Parana (UFPR), na linha de
pesquisa Educacdo Matematica. Nele abordamos aspectos filosoficos,
especialmente epistemologicos, e matematicos subjacentes a uma interpretacédo do
processo de modelagem matematica na educacdo matematica motivada por uma
analise do componente ‘realidade’ nesse processo. Entendemos que uma discusséo
desses aspectos, principalmente referente ao componente destacado, pode trazer
uma melhor compreensédo do processo de modelagem matematica, processo que
visa a aquisicdo do conhecimento matematico, da matematica envolvida nesse
processo, bem como do papel da modelagem no ensino e na aprendizagem de
matematica.

Quando falamos em ensino e aprendizagem sabemos que em cada nivel, no
ensino fundamental, no ensino médio, na formacdo de professores, nos cursos de
formacdo continuada, pode haver uma forma distinta, mais adequada, para abordar
a modelagem matematica. Portanto, € legitimo falarmos em concepgbes de
matematica, pressupostos filosoficos e analises epistemoldgicas apoiadas nas
diversas formas de se fazer modelagem matematica nos referidos niveis. Em funcéo
disso, elaboramos este texto pensando que sua leitura sera util principalmente a
estudantes de cursos de graduacdo que visam a formacdo de professores de
matematica para atuarem em qualquer nivel, da educacéao infantil a pés-graduacéo,
professores desses cursos € demais interessados em matematica e em educacédo
matematica e, de modo especial, aos interessados numa discussdo dos
fundamentos epistemolégicos e matematicos da modelagem matematica.

Entendemos por fundamentos as razbes e as teorias por meio das quais
podemos explicar e justificar concepgdes, procedimentos e atitudes adotados. Essa
visdo remete a doutrina aristotélica segundo a qual os fundamentos estéo
associados as causas, entendidas como a razdo de ser das coisas. Essa “causa-
razdo [...] expressa a necessidade do ser enquanto substancia’, conforme
(ABBAGNANO, 2003, p. 475). Entendemos por epistemologia a teoria da ciéncia

moderna, ou, mais especificamente, a teoria do conhecimento cientifico; ciéncia



essa que se baseia na contraposicdo entre anadlise e sintese, caracterizando o
método cientifico nos moldes de Newton.

A seguir expomos a forma como este texto esta organizado.

No primeiro capitulo apresentamos nosso objeto de estudo e o ponto de vista
do qual abordamos as questées norteadoras que utilizamos para investiga-lo. Para
tanto, pomos em relevo o carater interdisciplinar da educacdo matematica e a
relevancia de se conhecer formas de manifestacdo desse carater em propostas
pedagdgicas que visem o ensino e a aprendizagem de matematica em qualquer
nivel. Destacamos a modelagem matematica como um possivel elemento
constituinte de tais propostas. Na sequéncia, apresentamos as referidas questdes
norteadoras e os objetivos especificos tracados a partir delas, finalizando com uma
justificativa pessoal para a realizacao deste estudo.

No segundo capitulo apresentamos descricdes do processo de modelagem
matematica, inspiradas pela forma como ele é concebido pela matematica aplicada,
ou seja, como método cientifico de pesquisa. Destacamos dessas descricdes um
componente que normalmente figura em justificativas para o emprego de
modelagem matematica na educagdo matematica: a realidade a ser modelada.
Apresentamos alguns estudos sobre modelagem na educacdo matematica que
contemplaram a questdo da realidade em suas analises, terminando com uma
abordagem epistemolégica do componente realidade no processo de modelagem
matematica, na qual explicitamos uma maneira de conceber esse componente,
como constituido notoriamente de uma realidade inicial e uma realidade
intermediaria, o0 que nos levou a uma releitura do referido processo. Com essa
releitura revelamos importantes facetas do componente realidade, ndo exploradas
em leituras usuais do processo de modelagem matematica, e que podem ser
essenciais quando se toma o ensino e a aprendizagem de matematica como objetivo
da modelagem matematica.

No terceiro capitulo propomos uma fundamentacéo filoséfica da releitura que
fizemos no capitulo anterior, destacando seus aspectos epistemoldgicos e
ontolégicos. Para tanto, valemo-nos de concepcgdes filosoficas da teoria da ciéncia
como realismo, estruturalismo e empirismo, que adaptamos a diversas etapas do
processo de modelagem matematica e que nos conduzem a uma visdo da
matematica de carater pluralista, isto é, na qual a concepcdo de matematica &

relativisada, no processo de modelagem matematica.



O quarto capitulo traz nossa principal contribuicdo: considerando a releitura
do processo de modelagem matematica tradicional, do matematico aplicado, que
parte de situacbées ndo matematicas para serem modeladas, propomos uma
adaptacado por analogia a situagdes nas quais a realidade que se pretende modelar,
a realidade inicial, seja a propria matematica, permitindo uma abordagem empirica
dessa ciéncia. Por meio de exemplos discutimos como pode se dar a constituicdo da
realidade intermediaria, entendendo que esta é uma tarefa caracteristica do
processo de modelagem matematica. Nesse contexto vemos que a nog¢do de
‘experiéncia matematica’ adquire significado pleno.

No quinto e ultimo capitulo, como consideragdes finais, apresentamos uma
reflexdo sobre a trajetéria percorrida no desenvolvimento deste estudo juntamente

com algumas questdes suscitadas por ele e que podem demandar novas pesquisas.



Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1. A Educagao Matematica e seu Carater Interdisciplinar

A Educacdo Matematica tem se revelado um campo de didlogo, parceria e
interacdo entre diferentes areas do conhecimento como a filosofia, a linglistica, a
epistemologia, a psicologia, a sociologia, a pedagogia, a histéria, a antropologia,
dentre outras, todas contribuindo na busca de um tratamento cada vez mais
adequado da matematica no campo educacional.

Naturalmente, entre os objetivos e resultados que se espera de uma
educacdo (em) matematica, em seus diversos niveis, esta a sua contribuicdo para a
formacdo do cidaddo no que concerne a aspectos relativos as areas do
conhecimento referidas acima. Mas, como um dos objetivos especificos da
educacdo (em) matematica, que nao pode ser delegado a nenhuma dessas outras
areas, esta uma adequada formac&o matematica do individuo.

Diante da variedade de eixos tematicos e de pesquisas alocadas nesses
eixos produzidas no Brasil e que contemplam questdes relativas ao ensino e a
aprendizagem de matematica, notamos que o espaco promovido pela Educacdo
Matematica para o didlogo com outras areas do conhecimento também tem
contribuido para que a matematica ndo seja considerada (ou reconhecida) como um
objeto central, como elemento diferenciador dessa grande area. Em geral, a
matematica considerada em muitas dessas pesquisas € aquela proposta ou
estabelecida nos curriculos, programas de disciplinas, livros didaticos, dando a
impressao de que a matematica € sempre dada, ndo cabendo uma discussao sobre
a sua natureza, sobre seus meétodos e conceitos, sobre a possibilidade de
concepcdes alternativas dela.

Nao se trata de negar a contribuicdo e o enriquecimento que as outras areas
trazem para a educagdo matematica. Quando mencionamos a variedade de eixos

tematicos ndo vemos nisso um fator negativo. Mesmo porque, na atualidade, como



veremos a seguir, ndo podemos tratar a matematica deslocada de ou superior a
outros campos do conhecimento. Mas também temos que ter o cuidado de n&o
deixa-la tdo diluida em estudos que se enquadrem no ambito da Educacéo
Matematica, a ponto de sua identificacdo se tornar dificil ou imperceptivel, porque
sua propria consideragao consciente apresenta-se duvidosa. Sob o guarda-chuva da
Educacdo Matematica muitos podem se abrigar, desde que a prépria matematica
nao fique de fora, quando na realidade caberia a ela a funcdo de sustentacao.

Diante desse contexto, uma forma propicia de interagao de diversas areas na
Educacdo Matematica, visando a construcdo do conhecimento matematico, entre
outros tipos de conhecimento de igual relevancia, é a interdisciplinaridade, que tem
se revelado como elemento central dos processos de ensino e aprendizagem,
principalmente na sociedade atual, na qual a complexidade é relevante. Logo, a
Educacdo Matematica tem, entre suas tarefas, contribuir para a promocéo, o
conhecimento, a valorizagdo da natureza interdisciplinar das areas que a integram,
incluindo a prépria matematica.

A partir de um estudo sobre o conceito de interdisciplinaridade, Leis (2005)
ressalta que o ensino e a pesquisa na sociedade contemporanea precisam ter como
condicdo fundamental a interdisciplinaridade, que “tem a ver com a procura de um
equilibrio entre a analise fragmentada e a sintese simplificadora, assim como entre
as visbes marcadas pela logica racional, instrumental e subjetiva.” (p.1). De fato,
interdisciplinaridade envolve sinteses e ndo apenas superposicées. Tomada no
campo da Educacdo Matematica precisa ser mais do que “associacdes entre
conteudos matematicos e diversos outros, como biolégicos, quimicos, fisicos,
sociais” (MALHEIROS, 2004, p. 23). Como bem colocou Fazenda (2001), a
interdisciplinaridade envolve a interpenetracdo de uma area na outra.

A interdisciplinaridade envolve uma forma diferenciada de pensar acerca das
questdes que se apresentam. Nela elementos tradicionalmente reconhecidos como
pertencentes a uma determinada area animam atitudes que conferem significados
que nao seriam possiveis por outra via. A possibilidade de pensar historicamente ou
filosoficamente sobre a matematica, ou de pensar matematicamente sobre questbes
fisicas, artisticas ou historicas, € uma forma de manifestacdo do carater
interdisciplinar imanente a prépria construcdo do conhecimento pela humanidade.

Em Cifuentes, Negrelli e Estephan (2001) podemos ver como o pensar



historicamente a matematica revelou-nos alguns de seus componentes estéticos’.
De fato, a interdisciplinaridade € uma forma de pensar sobre, € uma atitude diante
de, o conhecimento.

Para néds, a qualificacdo de uma area do conhecimento como interdisciplinar
implica a existéncia de uma dupla aplicacdo, de uma espécie de fusdo, no sentido
de que uma area traz condi¢cdes para uma re-significacido de elementos da outra
area e vice-versa, ndo havendo subordinagdes. Sob essa vis&o, por exemplo, a
Educacdo Matematica ndo pode ser vista como uma subarea, seja da Matematica,
da Educacado ou de outra qualquer, mas como o resultado de um esforco e de um
empreendimento interdisciplinar.

A partir desse ponto de vista, ressaltamos que, diferentemente de procurar
autonomia, a Educacdo Matematica precisa se empenhar por fundamentar sua
interdisciplinaridade, o que n&o se dara somente pelas aplicacées da matematica
que sao feitas em outros campos do conhecimento, mas envolve também a
aplicacdo de outros campos na matematica, promovendo um modo de pensar e agir
que a interdisciplinaridade incita. Principalmente porque, como bem coloca Ruiz
(2006, p. 5), “o conhecimento e suas crescentes aplicagdes a sociedade e 0 mundo
transformam seus dominios e fazem dissipar as fronteiras classicas das disciplinas
intelectuais”.

Naturalmente, essa visdo de interdisciplinaridade prescinde de, ou antecede
a, uma disciplinarizacdo da Educacdo Matematica, disciplinarizacdo que Ihe atribuiria
o carater de “um campo autébnomo de investigacdo e de formacdo profissional,
institucionalmente legitimado, topologicamente diferenciado no interior do espaco
académico e juridicamente estabelecido”. (MIGUEL et al., 2004, p. 82), embora uma
tal disciplinarizacdo traga elementos positivos e necessarios do ponto de vista
politico, econémico, social e burocratico, entre outros.

Podemos também encontrar um carater interdisciplinar ao interior da prdpria
Matematica ao longo de sua histéria. O advento da geometria analitica, no século
XVIII, pode ser visto como resultado de uma acdo interdisciplinar, pois envolve as
antigas areas algebra e geometria, gerando uma nova. Nao se trata de somente

juntar conceitos das duas areas. A interdisciplinaridade envolve um modo

' Nesse artigo sdo destacadas diferencas essenciais entre as formas axiomaticas de apresentacdo da
geometria dadas por Euclides (séc. lll a.C.) e Hilbert (séc. XIX). Uma delas é a importancia tedrica
dos aspectos visuais da axiomatica de Euclides que sdo desconsiderados na axiomatica de Hilbert.



diferenciado de abordar uma area do conhecimento utilizando elementos tipicos de
outra.

Descartes e Fermat, por exemplo, aplicaram a algebra na geometria
propiciando uma abordagem algébrica para problemas geométricos e aplicaram
geometria na algebra, o que resultou num olhar geométrico sobre problemas
algébricos. Essa pratica envolveu o modo de pensar interdisciplinar colocado
anteriormente.

Um exemplo de como esse modo interdisciplinar de pensar pode se
manifestar na matematica € a questdo de se provar que o seguinte sistema de

equacdes tem solucgao:

x2-y*=a, a+0
2xy=b,b #0

O sistema acima pode ser obtido, por exemplo, a partir do interesse em se
encontrar a raiz quadrada de um numero complexo ¢ =a+i.b, onde a € b séo
ndmeros reais e i# = -1.

A solucgé&o procurada sera um outro numero complexo na forma c = x +i.y de

modo que +a+ib =x+iy. Com isso temos um problema de natureza algébrica,

cuja solugao nos conduz ao sistema acima mencionado:

Ja+ib =x +iy
a+ib=(x+iyf
a+ib= x2+2x.y.i+i2_y2
a+ib=(x*-y)+2xy.i

ouseja, a=x2-y* e b=2xy.

No entanto, partindo desse sistema de equacdes, que representa o problema
proposto podemos, a partir de uma re-significacdo de seus elementos, buscar uma
solucdo geométrica. Ou seja, temos um problema algébrico que também pode ser
interpretado geometricamente para o que ha a necessidade de uma re-significacdo

dos elementos envolvidos. Representando graficamente essas equacdes e



identificando seus pontos de intersecdo, pares ordenados de numeros reais, temos
que os mesmos representam as solugcdes procuradas para o problema colocado,

conforme sugere a figura a seguir.

REPRESENTACAO GRAFICA DAS HIPERBOLES

‘27*x"y=5
xhE2-yhZ=g

O que temos entdo s&o duas equacbes cujas representacdes geométricas
resultam em duas hipérboles que se interceptam em quadrantes opostos. Tais
pontos de intersecdo, devidamente interpretados através de suas coordenadas
numeéricas, representam as solugdes procuradas. Mais 0 que isso, a representacéo
geométrica de um problema algébrico mostra-nos, por meio de uma visualizacao,
processo proprio da geometria, que um sistema sempre tera duas solugdes, isto €,
um numero complexo tera sempre duas raizes quadradas.

Um outro exemplo interessante seria o de ‘achar’ a tangente a um circulo por
um ponto dado. Uma solugdo geométrica pode ser obtida com o auxilio de uma
régua e um compasso, ou um software apropriado, e tragcando uma perpendicular ao
raio no ponto dado. Algebricamente também podemos encontrar a equacgao da reta
tangente ao circulo naquele ponto.

Reparemos que o conceito de geométrico de reta é re-significado na algebra,
como equacado do primeiro grau em duas variaveis, e vice-versa. A re-significacéo

dos conceitos envolvidos nesses dois exemplos pressupde a conceitualizacdo dos



mesmos em diferentes areas do conhecimento, nesse caso, diferentes areas da
prépria matematica. Essa conceitualizagcdo noutra area implica na formulagdo do
conceito utilizando a linguagem convencionada nessa area. Nos dois casos
apresentados, a linguagem algébrica e a geométrica. A transicdo, e mesmo a
interacdo entre linguagens, envolve habilidades que s&o tipicas da atitude
interdisciplinar mencionada antes.

Notemos que para que a interdisciplinaridade ocorra é preciso um refinamento
da linguagem para que diferentes areas se comuniquem. Para o caso da geometria
analitica necessitou-se de uma linguagem algébrica adequada, para o que contribuiu
Viete em finais do século XVI. Sem essa linguagem n&o seria possivel o
desenvolvimento dessa area da matematica.

Por outro lado, uma das manifestacdes da interdisciplinaridade € a introducéo
de conceitos novos que ndo seriam possiveis sem essa fusdo. No caso da geometria
analitica, por exemplo, falar de uma figura geométrica orientada ndo seria possivel
sem fundir geometria e algebra.

Para realizar as ampliagdes de linguagem necessarias de modo a promover a
interdisciplinaridade no ensino e na aprendizagem de matematica ndo ha como nao
ressaltar o papel fundamental da boa formacdo matematica e geral do professor de
matematica. Embora discutir a formacédo de professores n&do seja objetivo deste
estudo faremos algumas colocagdes a esse respeito uma vez que esperamos que
este texto possa ser do interesse daqueles professores que objetivem seu
aperfeicoamento.

Na Educacdo Matematica também podemos encontrar essa atitude
interdisciplinar. Subareas atuais da Educacédo Matematica que vém se constituindo
como disciplinas, como psicologia da educacdo matematica, filosofia da educacéo
matematica, etnomatematica, tiveram sua origem por um processo interdisciplinar,
re-significando fendbmenos que n&o seriam compreendidos de tal forma.

Discutindo o papel da educacdo matematica, Ruiz (2006) relembra-nos que
atualmente a amplitude e a complexidade dos conhecimentos obrigam um repensar
de curriculos, recursos didaticos e humanos e, sobretudo, do papel dos professores.
De modo especial, os cursos de formacao de professores, precisam se adaptar a

uma nova perspectiva que
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aponta a uma reforma profunda das estruturas universitarias, e dos
departamentos rigidos e estancos, para uma visido que enfatiza a
multidisciplina, a interdisciplina e a transdisciplina. [...] mais que
sobredimensionar as fronteiras teéricas ou praticas nas novas profissdes
ou disciplinas, trata-se de buscar conscientemente um concurso
transdisciplinario. Isto se aplica de maneira particular & Educacéo
Matematica. (RUIZ, 2006, p.5-6, traducdo nossa).

Diante desse tipo de demanda acerca da formacdo atual de professores,
podemos nos perguntar: Que formacdo de matematica se espera de um professor
de matematica? Mais ainda, que visdo de matematica se espera de um professor de
matematica e (porque n&o acrescentar) de um matematico profissional?

Para uma discussao sobre o tipo de formacdo de professores que se espera
que a legislacdo para os cursos de licenciatura defenda, Miguel et al. (2004, p.92,)

sugere como ponto de apoio

o estabelecimento da concepcédo de que a matematica ndo € um conjunto
de objetos que suportam tratamentos distintos, mas um conjunto de
praticas sociais determinadas exatamente por esses tratamentos dos
supostos ‘objetos matematicos’. E esse principio que, ao menos
aparentemente, em nossa comunidade, tem permitido o surgimento de
expressfes como ‘a matematica dos matematicos’ ou ‘a matematica do
professor de matematica’.

A partir das consideracées que fizemos acerca da Educacdo Matematica
como area interdisciplinar e da formacdo matematica de professores como um ponto
de convergéncia dessa interdisciplinaridade, destacamos a necessidade de se
buscar conhecer propostas pedagdgicas que favorecam a pratica dessa
interdisciplinaridade. Acreditamos que a modelagem matematica € uma delas. Por
isso faremos a seguir algumas consideracdes acerca da modelagem matematica na

educacido matematica.

1.2. Uma Visado da Modelagem Matematica na Educagdo Matematica

Muitas pesquisas realizadas no Brasil € em outros paises sobre modelagem
matematica na Educacdo Matematica estdo voltadas para questdes ligadas a sala
de aula. Nao sao raros os estudos de campo que envolvem planejamento, execucao

e/ou analise de praticas que tomam como referéncia uma descricdo da modelagem
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composta por etapas e que, dependendo do objetivo almejado, recebe
encaminhamentos variados. Por exemplo, pode partir de questdes colocadas pelo
professor, indicadas pelos alunos ou de questbes suscitadas por algum
acontecimento marcante para a nacdo;, pode ainda ser orientada por temas
extraidos da lista de conteudos a serem trabalhados na propria disciplina de
matematica. O foco dessas pesquisas ora esta na agdo do professor, ora na agéo do
aluno, na interagcdo entre alunos, na interacdo entre aluno e professor, na
conveniéncia ou n&o do uso de certos recursos tecnoldgicos, etc.

A partir dos anais das Conferéncias Nacionais sobre Modelagem e Educacgéo
Matematica (CNMEM), realizadas a cada dois anos desde 1999, percebemos que o
foco de muitas pesquisas feitas no Brasil tem permanecido mais na aplicacao e
utilizacdo da metodologia da modelagem matematica do que no estudo do préprio
processo. S3o varias as pesquisas de modelagem e aplicagdes centradas na pratica,
ou seja, em questbes didatico-pedagdgicas, de carater externo ao processo de
modelagem matematica, no sentido de que nao tratam de sua constituicdo, de sua
fundamentacdo, mas de seu uso e suas relagdes com outros componentes do
ambiente escolar. A énfase na denominacdo ‘modelagem e aplicacbes’ remete ao
estudo 14 da Comisséo Internacional de Educacdo Matematica (ICMI), que trata de
Aplicacdes e Modelagem na Educacdo Matematica e que concentra pesquisas
internacionais nessa area (DISCUSSON DOCUMENT - ICMI, 2002).

Silveira (2007) fez um mapeamento e analise acerca do que foi produzido no
Brasil até 2005 referente a modelagem matematica na Educacdo Matematica e, a
partir desse mapeamento, coloca-nos que grande parte dessas pesquisas relatam
atividades nas quais alunos de diversos niveis de escolaridade participaram e que
foram, de certa forma, coordenadas ou acompanhadas pelos autores dessas
pesquisas. Isso nos mostra que o foco das atividades de pesquisa ainda esta
centrado na pratica. Ressaltamos que esse foco na pratica € compreensivel e
necessario, pois o professor e seus alunos precisam de seguranga, precisam
reconhecer um tipo de trabalho diferenciado que rompe com uma pratica usual da
sala de aula, precisam vivencia-lo.

Ja estudos sobre conceitos envolvidos no processo de modelar, sobre a
natureza de seus elementos e procedimentos, os quais estariam relacionados a um
carater interno do processo de modelagem, sdo menos comuns. Conforme o

documento de discussao da ICMI sobre aplicagbes € modelagem ja mencionado, ha
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uma demanda por pesquisas nessa area. S&o relativamente recentes as propostas
de discussdo em relagdo as concepgdes de ensino, de aprendizagem, de educacéo
matematica, de matematica que estdo subjacentes as varias formas de conceber a
modelagem matematica e uma epistemologia que a sustente. Alguns exemplos de
tais tipos de pesquisas s&o expostos em Bean (2001) e Anastacio (2007).

Segundo Bean (2001, p. 55)

a esséncia de modelagem matematica, definida como um processo de criar
um modelo matematico baseado em hipéteses e aproximacdes
simplificadoras (...) focaliza o processo matematico enquanto, as propostas
para o ensino tratam questdes metodoldgicas para conectar a Matematica
aos interesses dos alunos. Embora distintos, os dois enfoques sao
importantes para o ensino e aprendizagem da matematica.

Logo, questdes que dizem respeito a filosofia, as estruturas, comecam a ser

pensadas, discutidas, pesquisadas, refletidas. Segundo Anastacio (2007, p.30)

O processo de fazer modelagem se constitui a partir de uma seqiiéncia de
passos que devem ser seguidos. Durante o processo propde-se construir
modelos que representem algum problema da realidade, buscando, através
de um processo de abstracéo, chegar a formula-los matematicamente.

No entanto,

néo é suficiente conhecer os passos na construcio, andlise e interpretacio
de um modelo matematico e suas diferentes aplicacdes. Faz-se necessario
desenvolver nos alunos a capacidade de avaliar o processo de construcido
de modelo e os diferentes contextos de aplicagdo dos mesmos.
(ANASTACIO, 1990, p.97).

Isso reforca a necessidade de abordagens como a que propomos. Ha uma
demanda sobre e necessidade de estudos tedricos, internos no sentido que
colocamos, sobre os fundamentos do processo de modelagem matematica.
Buscando referéncias a esse respeito na literatura encontramos alguns pontos de
apoio. Um deles, ja colocado em Blum e Niss (1989) e destacado por Bassanezi
(2002), situa, dentre os argumentos para a inclusdo de aspectos referentes a
modelagem no ensino-aprendizagem de matematica, um argumento denominado
intrinseco, segundo o qual se considera que “a inclusdo de modelagem, resolucdo
de problemas e aplicacbes fornecem ao estudante um rico arsenal para entender e

interpretar a propria matematica em todas suas facetas” (BASSANEZI, 2002, p.37).
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Em Blum e Niss (1991) também s&o apresentados argumentos favoraveis a
modelagem matematica na educacdo matematica de modo que as experiéncias com
modelagem possam auxiliar no desenvolvimento de uma visdo multifacetada da
matematica, na qual ela é vista como atividade cultural, social, como ciéncia,
salientando, assim, o carater interdisciplinar da modelagem matematica. Além disso,
a modelagem também pode motivar o estudo da prépria matematica e auxiliar a
aquisicdo de conhecimentos acerca de seus conceitos e métodos.

Outra referéncia que encontramos a necessidade de pesquisas que
contemplem aspectos teoéricos da modelagem matematica foi o documento de
discusséo do grupo de estudos da Comissao Internacional de Educagdo Matematica
(ICMI) sobre Aplicacbes e Modelagem na Educacdo Matematica (DISCUSSON
DOCUMENT - ICMI 2002) que traz o levantamento de questbes importantes
relacionadas a teoria e a pratica do ensino e aprendizagem da modelagem
matematica. Esse documento afirma a existéncia de uma demanda por pesquisas
que visem obter uma estrutura conceitual para a modelagem, na qual termos
comumente utilizados como, por exemplo, ‘problema’ e ‘realidade’, tenham a devida
fundamentacao?.

Um exemplo das referidas questdes, relacionado ao nosso assunto de estudo,
€ o pressuposto comumente adotado de que atividades de modelagem matematica
implicam em tratar de relagdes entre matematica e mundo real. Postula-se a
existéncia de tais relagdes sem, no entanto, explicitar que relagdes ha entre o que se
denomina mundo real e matematica. Geralmente, a atividade de modelagem atribui-
se um movimento que parte do mundo real, focando uma situacdo especifica desse
mundo e traduzindo-a em um modelo, que apds sofrer um processo de
matematizacdo, sera deslocado para um ambiente externo a esse mundo, a
matematica. Podemos nos perguntar. qual a concepgdo de matematica implicita
aqui? Nessa concepgéo, a matematica ndo faz parte da realidade? Se a matematica
€ concebida como externa ao mundo real, como ela pode traduzir adequadamente,
ou ser fonte de conhecimento sobre, esse mundo ou parte dele?

A modelagem matematica pode ser tomada, por um lado, como um método

cientifico de pesquisa que “alia teoria e pratica, motiva seu usuario na procura do

2 Sobre esse documento levantamos uma série de questdes apresentadas e discutidas na IV
Conferéncia Nacional sobre Modelagem e Educacdo Matematica, como se pode ver em (NEGRELLI,
2005).



14

entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e
transforma-la” (BASSANEZI, 2002, p.17). Essa € a visdo proveniente da matematica
aplicada.

Na educacdo matematica essa visdo de modelagem se mantém em sua
esséncia, passando por adaptacées em funcdo do nivel de ensino em que é
abordada. Para os propésitos de diversos estudos que tratam de modelagem na
educacido matematica, a modelagem matematica é considerada como, por exemplo,
ambiente de aprendizagem, estratégia, metodologia ou processo de ensino, entre
outras. N&o é nosso interesse explorar particularidades dos diferentes enfoques que
essas denominacbes trazem. Isso porque percebemos que muitas dessas
caracterizagbdes sdo criadas para dar condicbes metodologicas de trabalho para
estudiosos que realizam estudos de campo a luz de alguma interpretacédo (op¢ao)
tedrica especifica. O nosso interesse e foco inicial para esta pesquisa é direcionado
por um elemento caracteristico que essas denominagdes, de uma maneira ou de
outra, possuem: a “realidade” como ponto de partida do processo de modelagem. Na
nossa visao de modelagem matematica pretendemos isolar o processo envolvido de
outras praticas de carater social, institucional, politico, pedagdégico. Para tanto
recorremos ao modo Como esse processo € visto na matematica aplicada.

No contexto da l6égica matematica, o termo ‘modelo’, importante para as duas
interpretacbes de modelagem expostas acima, a da matematica aplicada e a da
educagao matematica, € tomado em outro sentido. O “modelo” usado no sentido da
l6gica matematica ndo € outra coisa sendo a “realidade” ou interpretacdo que uma
certa teoria matematica, usualmente dada em forma axiomatica, pretende expressar
ou descrever. Quando usada no sentido da matematica aplicada, o modelo é aquela
teoria muitas vezes expressa através de equacdes.

Em qualquer um desses contextos, em que figura o termo ‘modelo’, ha uma
certa “realidade” com a qual esta relacionada uma teoria matematica. Mas, em que
consiste essa realidade? Qual é sua ontologia?

Bassanezi (2002), apoiado em sua experiéncia de cerca de duas décadas
com modelagem matematica, coloca-nos esta como uma “arte de transformar
problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas
solucdes na linguagem do mundo real.” (p.16)

Essa caracterizacdo de modelagem matematica, apesar de sintética, encerra

um grande potencial de contribuicdo para a nossa discussao. Primeiramente por se
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referir a modelagem como uma arte, o que envolve a consideracdo de elementos
como imaginacgao, criatividade, intuicdo, sensibilidade, habilidades técnicas. De
acordo com Bassanezi (2002, p.85), “a formulacdo de um modelo matematico é
geralmente a parte mais dificil de todo processo de modelagem. Mais dificil por ser
uma atividade essencialmente criativa e que depende de conhecimentos adquiridos
previamente”.

Em seguida, a expressdo ‘problemas da realidade’ permite-nos incitar uma
reflexdo e discussdo acerca do que se entende por realidade e em que medida
existem problemas nela. A formulacdo e resolucdo de problemas matematicos &
parte essencial do processo de modelagem e nesse processo a linguagem
matematica representa um papel fundamental.

A modelagem matematica pode ser entendida como um recurso
epistemoldgico se assumirmos a maxima de que so € possivel conhecer através de
uma representacdo. A representacido pressupde uma idéia, uma imagem do objeto
que deve conter uma semelhanga com o mesmo. Representar significa, do ponto de
vista epistemoldgico, ser aquilo por meio do que se conhece alguma coisa. Mais
adiante, distinguiremos, no processo de modelagem matematica, dois tipos de
realidade: a realidade inicial e a realidade intermediaria, € veremos que 0 que nos €
dado a conhecer € a realidade intermediaria, ou seja, uma representacdo da
realidade inicial que se constitui no proprio objeto do conhecimento.

Para se falar de um retorno a realidade por meio da interpretacdo das
solucdes de problemas elaborados a partir de modelos, € preciso considerar que se
trabalha com aproximacgdes. De fato, “a modelagem é eficiente a partir do momento
que nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com aproximacgdes da
realidade, ou seja, que estamos elaborando sobre representacées de um sistema ou
parte dele”. (BASSANEZI, 2002, p. 24)

Tais aproximagdes estdo condicionadas a linguagem, aos suportes tedricos,
as concepgdes de matematica, de ciéncia e a prdpria intuicdo que se tem. Mas elas
ainda estdo no campo das representagcdes. Isso nos remete a uma caracteristica
valiosa do processo de modelagem: um modelo esta sempre aberto a
aperfeicoamentos que se dardo tanto por uma intuicdo mais apurada obtida no
decorrer do proprio processo, como por uma busca de ferramentas mais adequadas,
que promovam uma melhor aproximagao segundo os interesses que se tém. Tais

elementos estdo condicionados a experiéncia.
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Anastacio e Doval (2005, p.8), em referéncia a mesma citacdo de Bassanezi

(2002, p. 16) que colocamos acima, afirmam que:

A transformacdo de problemas do mundo real em problemas matematicos
nos desafia, pois, por mais que desenvolvamos um estudo da realidade
vivenciada por nés, os modelos que a descrevem exigem um processo de
abstracdo que implica, certamente, em uma selecéo prévia de variaveis a
serem consideradas. Assim, ao procurar modelos que descrevam a
realidade, o que costumeiramente fazemos é limitar nosso sistema,
deixando de lado alguns fatores que ndo sdo interessantes para o estudo
em questio.

Posteriormente podemos fazer analise desses fatores que nado foram
analisados anteriormente, procurando chegar a um modelo mais completo.

Geralmente s&o colocadas como razbes para o desenvolvimento de
atividades de modelagem a funcéo politica, de alfabetizacdo matematica do cidadao,
bem como o estudo da realidade na qual esse cidadao esta inserido. No entanto,
perguntamo-nos se somente motivacbes externas ao processo de modelagem
matematica justificariam sua abordagem no ambito da Educacdo Matematica. Nao
haveria motivos ligados a natureza desse processo para que a modelagem
matematica seja abordada visando o ensino e a aprendizagem de matematica?

Pressupomos e mostraremos que sim. Araujo (2002, p. 20) bem nos coloca que

a Modelagem Matematica, independente do contexto em que esta
presente, tem como um de seus objetivos a resolugdo de algum problema
da realidade, por meio do uso de teorias e conceitos matematicos. As
diferencas se apresentam a medida que se define qual é o objetivo de se
resolver tal problema, qual é a realidade na qual estd inserido, como a
matemética é concebida e se relaciona com essa realidade etc.. Uma
hipétese que pode ser levantada entdo é a de que é na caracterizacao do,
ou no entendimento que se d4d ao ‘problema da realidade’ que vao se
estabelecendo as diferentes perspectivas de Modelagem Matematica.
(grifos da autora).

De fato, a resolucdo de problemas “reais”, a conscientizacdo politica, a
formacao do cidadao para que consiga entender e agir sobre a realidade, além da
pratica de um ensino mais dindmico s&o razdes legitimas para que se desenvolvam
pesquisas visando, entre outras coisas, justificar e incentivar o emprego da
modelagem matematica na educacdo matematica. No entanto, na busca por
justificar o emprego da modelagem matematica no ensino-aprendizagem de
matematica também precisam ser tomados como objetos de estudo conceitos e

métodos que compdem esse processo, além de possiveis filosofias para aborda-los.
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O que faremos nesta tese € apresentar o processo de modelagem
matematica através de diversos componentes que uma discussao sobre a realidade,
que é nosso ponto de partida, vai sugerir. Esses componentes serdo notoriamente
trés: a realidade inicial, a realidade intermediaria e o modelo. Analises desses
componentes nos permitirdo fazer re-interpretacées da prépria matematica do ponto
de vista da modelagem matematica, o que trara novos elementos que poderéo
contribuir com propostas para o ensino-aprendizagem dessa ciéncia, alternativas
para a formacdo matematica do professor e do préprio matematico..

Para sintetizar, lembrando que a modelagem matematica € defendida na
Educacdo Matematica por ser util no estudo e compreensdo da realidade, nds
mostraremos como a modelagem matematica pode ser util também no estudo e
compreensdo de alguns aspectos da propria matematica, que, em certo sentido,
também pode ser tomada como uma realidade a ser modelada para ser

compreendida.

1.3. Questdes Norteadoras e Objetivos

Com o exposto anteriormente buscamos mostrar nosso assunto de

investigacdo. A seguir enunciamos as questdes centrais que nortearam este estudo:

1) De que realidade trata a modelagem matematica na educacdo matematica,
isto é, qual é a sua ontologia?

2) Como uma caracterizacdo dessa realidade permite uma releitura do
processo de modelagem matematica de modo a considerar a propria matematica

como uma realidade a ser modelada?

Essas questbes incitaram a producdo de textos anteriores a esta tese
publicados em diferentes espacos, como se pode ver em Negrelli (2004, 2006, 2007)
e Cifuentes e Negrelli (2006, 2007).

A partir das questbes enunciadas visualizamos o0s seguintes objetivos, os

quais buscamos atingir:
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1 - Situar o componente ‘realidade’ numa descricdo do processo de modelagem
matematica como ele comumente é visto na educacdo matematica por alguns
autores.
2 — Caracterizar o componente realidade no processo de modelagem matematica a
partir de uma analise epistemolégica do mesmo.
3 - Fazer uma releitura do processo de modelagem matematica a luz da analise
epistemoldgica realizada.
4 - Propor uma adaptacdo por analogia do processo de modelagem matematica para
0 caso em que a realidade a ser modelada € um recorte da propria matematica.
Diante da natureza das questbes norteadoras e dos objetivos tracados
optamos por um estudo de carater teérico. Essa opgcao deveu-se também ao fato de
que, apesar de um estudo de campo poder trazer contribui¢cdes significativas para a
discussado do tema, os indicios de respostas que fomos encontrando em incursdes
tedricas apontavam que esta, a abordagem tedrica, seria a melhor op¢éo. Inclusive
para 0 nosso intuito de reunir mais elementos para uma formulacido tedrica que

permita outros estudos de campo.

1.4. Uma Justificativa Pessoal

Nosso interesse por questbes relacionadas a aspectos filoséficos e
matematicos de propostas pedagdgicas para o ensino-aprendizagem de matematica
ja foi foco de nossa pesquisa de mestrado, (NEGRELLI, 2000), na qual abordamos
questdes relativas aos fundamentos da matematica, ao desenvolvimento histérico de
seus conceitos e a legitimacdo de seus métodos, focando no papel de
procedimentos indutivos e dedutivos na aprendizagem de matematica, destacando a
necessidade da sua consideragcao na formac&o de professores.

Nosso interesse por questdes relacionadas a modelagem matematica para
produzir esta tese provém de nossa experiéncia como professora de matematica no
ensino médio e no ensino superior. No Ensino Médio atuamos em uma instituicdo
cuja proposta de desenvolvimento curricular baseava-se na resolucdo de problemas
por meio de projetos. O termo projeto € empregado aqui como uma atividade na qual

a resolucdo de problemas ocorre em trés etapas, com caracteristicas e



19

especificidades proprias, mas que constituem uma unidade. Na primeira etapa,
denominada diagndstico, é delineado um problema a ser investigado e solucionado.
A etapa seguinte é o equacionamento, no qual estdo incluidos o planejamento e a
escolha dos procedimentos e recursos a serem utilizados no tratamento que sera
dado ao problema delineado. A terceira etapa, a agcdo, constitui-se na resolug&o
propriamente dita do problema, na avaliagdo do processo, na validagdo dos
resultados e no uso destes em alguma acdo transformadora perante a sociedade.
Essa proposta previa o desenvolvimento gradual de projetos envolvendo uma, duas
e varias disciplinas, o que de certa forma ocorreu (BREUCKMAN; NEGRELLI, 2000).

Na disciplina de matematica, o desenvolvimento desses projetos envolvia, na
maioria das vezes, coletas de dados, construcédo de tabelas, graficos que auxiliavam
na busca de relacbes entre variaveis observadas em situagdes-problema
(preferencialmente propostas pelos alunos) e que eram apresentadas por equacgdes,
dentre outras possiveis formas de representacdo, que permitissem estuda-las do
ponto de vista matematico. Ou seja, o desenvolvimento de um projeto, demandava
uma atividade muito préxima ou mesmo equivalente a modelagem matematica,
considerando o modo como € caracterizada por varios autores, como Bassanezi
(2002) e Biembengut e Hein (2003), entre outros.

Tanto naquela época como em nossa atividade docente atual, no Ensino
Superior, como professora das disciplinas de matematica e estatistica em cursos de
graduacdo na area de Ciéncias Sociais Aplicadas, tornaram-se evidentes alguns
obstaculos que surgem da necessidade do que podemos chamar de ‘transicdo’ da
linguagem natural para a linguagem matematica, quando se visa a representacdo
matematica de relacbées que serdo empregadas para a construgcdo de modelos. Tais
obstaculos acabavam dificultando o avango do estudo dos conceitos e técnicas
matematicos previstos no curriculo dos cursos, bem como dos proprios fenémenos a
serem estudados (modelados). A percepcdo da existéncia desses obstaculos
motivou-nos a buscar diferentes formas de propor as atividades que demandassem
esse tipo de transicdo, tais como a resolugcdo de problemas e propostas de
modelagem matematica. Para a proposicdo dessas atividades necessitamos
mobilizar conhecimentos sobre a natureza da matematica, de seus conceitos e
métodos e sobre a limitacdo dos mesmos. Ou seja, tivemos reafirmada a pertinéncia
daqueles conhecimentos sobre fundamentos da matematica adquiridos em etapas

anteriores de estudo, de modo especial no Curso de Mestrado, e também a
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necessidade de emprega-los em busca de justificativas para um trabalho com
modelagem matematica que objetivasse, além da resolucéo de problemas motivados
pelos ambientes nos quais convivem alunos e professores, propiciasse uma
compreensdo da matematica que pode estar envolvida nesse processo. Nao a
matematica dos conteudos nos programas das disciplinas dos curriculos, mas
aquela matematica que caracteriza uma forma diferenciada de pensar, conforme
colocamos inicialmente, referindo-nos a interdisciplinaridade.

De posse dessas inquietacbes candidatamo-nos ao curso de Doutorado em
Educacdo da UFPR, com um anteprojeto que previa a investigacdo de questbes
relacionadas a elaboracdo e uso de modelos matematicos para a educacéo
matematica.

Apéds termos ingressado no referido Curso de Doutorado e cursado algumas
disciplinas ofertadas pelo Programa de Pés Graduagcédo em Educacdo da UFPR,
percebemos que antes da transicdo de linguagens que nos chamava a atencéo ha
uma etapa anterior. A transicdo de um local a outro pressupde saber de onde se
parte e aonde se quer chegar. Assim, vendo que grande parte das pesquisas sobre
modelagem matematica que consultamos colocam a realidade como ponto de
partida, naturalmente nossas atencdes se voltaram para esse componente. Afinal, o
que é a realidade em modelagem matematica? A partir de varias leituras e
discussbes que ocorriam nas sessbes de estudo e orientacdo, fomos nos
aproximando daquilo que se tornou nossas questbes norteadoras. Mas essa
aproximagcédo ndo se deu de forma linear. Sobre esse ponto falaremos nas
consideracdes finais.

A partir de respostas parciais as questdes colocadas optamos por apresentar
uma caracterizacdo do componente realidade no processo de modelagem
matematica, o que nos levou a uma releitura desse processo que, por sua vez
resultou em uma proposta de fundamentacao filosofico-epistemologica e matematica
dessa releitura. Como consequéncia disso apresentamos uma nova forma de ver a
matematica do ponto de vista da modelagem matematica, o que nos remete aos
nossos interesses iniciais referentes a aspectos filoséficos e matematicos de

propostas pedagogicas para o ensino-aprendizagem de matematica.
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Capitulo 2

A REALIDADE NO PROCESSO DE MODELAGEM MATEMATICA

O verdadeiro espirito da Matematica é a capacidade de modelar situacfes
reais, codificad-las adequadamente, de maneira a permitir a utilizacdo das
técnicas e resultados conhecidos em um outro contexto, novo.
(D’AMBROSIO, 1986, p. 44)

Neste capitulo situamos o componente ‘realidade’ em descricées do processo
de modelagem matematica como ele comumente € empregado na educacéo
matematica. Fazemos uma analise desse mesmo a fim de esclarecer em quais
etapas do referido processo ele intervém e qual o seu papel epistemoldgico.

Para tanto, comecamos apresentando etapas do processo de modelagem
matematica encontradas em alguns autores que tratam desse assunto. Ressaltamos
que ndo enfatizaremos concepgbes de modelagem matematica, mas descri¢cdes
desse processo, embora a partir dessas descricbes se possa inferir possiveis
concepcdes que as sustentam. Nosso interesse nessas descricbes, ainda que
incompletas, € visualizar o componente realidade em algum momento.

Em seguida apresentamos alguns estudos sobre modelagem na educacao
matematica que contemplaram a questdo da realidade de alguma forma, terminando
com uma releitura do processo de modelagem matematica motivada pela referida

analise epistemoldgica.

2.1. Algumas Etapas do Processo de Modelagem Matematica

Desde o inicio deste nosso estudo, e mesmo antes disso, temos atentado
para caracterizacbes do processo de modelagem matematica presentes em
publicacbées no ambito da Educagdo Matematica. Os autores dessas publicagdes,
principalmente aqueles que desenvolveram algum tipo de pesquisa de campo,

apoiaram-se em uma dessas caracterizacdes, algumas vezes tomando-a de autores
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e textos ja conhecidos, outras vezes criando adaptacdes de alguma delas, conforme
seus interesses de pesquisa.

Silva (2007), por exemplo, apresenta cerca de uma dezena dessas
caracterizacdes, as quais foram denominadas definicdes, com o intuito de propor em
seguida uma discussdo sobre acdes de modelagem para a formacédo de professores.
Ja Araujo (2002) decidiu ndo utilizar o termo ‘definicdo” mas sim ‘perspectiva’, por
julgar que o primeiro possui um carater de universalidade, incompativel com o fato
de existirem varias definicdes para modelagem matematica. Essa autora apresenta
algumas perspectivas de modelagem matematica relembrando-nos que nelas “a
énfase esta na utilizacdo da matematica para o tratamento de situacées reais nao-
matematicas” (ARAUJO, 2002, p.16).

A um estudo de campo, por questdes praticas, metodolégicas e até de
referencial tedérico pode ser conveniente adotar uma dessas caracterizagdes,
definicdes ou perspectivas. Como bem colocou Araujo (2002), ha uma multiplicidade
de perspectivas de modelagem matematica e estas sofrem transformacdées quando
utilizadas como um enfoque pedagogico. Para os nossos propositos ndo se revelou
essencial a ado¢do de nenhuma delas, embora isso ndo nos isente de colocar nossa
visdo acerca da modelagem matematica, o que fizemos no capitulo 1, uma vez que
nosso interesse reside em um elemento caracteristico presente em qualquer
perspectiva de modelagem: a referéncia a uma realidade a ser modelada.

Optamos por olhar descricdes do processo de modelagem matematica, em
sua maioria inspiradas na visdo tradicional sugerida pela Matematica Aplicada, o que
serviu de base para nosso interesse em situar o componente realidade no referido
processo. Essa escolha, como ja vimos, permite-nos isolar o processo de
modelagem matematica de outras praticas, como as sociais e politicas, pondo em
relevo suas potencialidades epistemolégicas.

Chamamos de ‘tradicional’ aquele processo advindo da Matematica Aplicada
na qual a modelagem é tida como a metodologia tipica de trabalho. Segundo
Bassanezi (2002, p.32), “a Matematica Aplicada moderna pode ser considerada
como a arte de aplicar matematica a situacbes problematicas, usando como
processo comum a modelagem matematica.” Esta ultima é caracterizada, pelo

[

mesmo autor, na referida obra, como “um processo dinamico utilizado para a

obtencdo e validagcdo de modelos matematicos.” (p. 24). Por modelo matematico
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entende o autor “um conjunto de simbolos e relagbes matematicas que representam
de alguma forma o objeto estudado” (p. 20).

E comum encontrarmos na literatura acerca da modelagem na Educacdo
Matematica uma descricdo desse processo em etapas sendo estas caracterizadas
por elementos que incluem técnicas e procedimentos que encerram em si conceitos,
a nosso ver, fundamentais para o0 aprendizado de matematica e, mais
especificamente, para o pensar matematicamente. Alguns desses conceitos sdo o
de realidade, representacédo, linguagem, problema, modelo, formalizacao, validacao.

Uma sequéncia de etapas a serem seguidas no processo de modelar uma
situacdo ou problema real exposta em (BASSANEZI, 2002) é a seguinte.

A primeira etapa € a experimentagdo na qual dados referentes a uma situagao
de Iinteresse sdo coletados para posteriormente receberem um tratamento
matematico. Notemos que, nesse primeiro momento, a observagado e a experiéncia,
desempenham um papel fundamental e vao direcionar as etapas posteriores. Aqui ja
se manifesta o carater empirista da modelagem matematica.

A segunda etapa é a abstracdo e seu objetivo € obter modelos matematicos
para a situacdo ou problema explorados na etapa anterior. Para isso o
reconhecimento de variaveis e possiveis relagdes entre elas, o levantamento de
hipdteses € 0 emprego adequado de algum tipo de linguagem € que permitirdo a
elaboracéo, primeiro de um recorte daquela situacdo focada inicialmente e depois a
elaboracdo sobre esse recorte de modelos matematicos propriamente ditos.
Notemos que nesta etapa ha construgcdo de um recorte, promovido por meio da
elaboracéo de hipdteses que realizam simplificagdo na situagao inicial. Sobre esse
recorte € que sera elaborado o modelo matematico, o que sugere que ele, esse
recorte, também possui um status de realidade, o que veremos em nossa discussao
posterior.

A terceira etapa da descricdo do processo de modelar exposta em Bassanezi,
(2002) é a resolugédo, que envolve a manipulagdo do modelo matematico, uma vez
que representa um problema levantado, demanda a busca por alguma solucgéo.
Podemos dizer que esta etapa solicita conhecimentos acerca de conceitos e
métodos matematicos bem como wuma habilidade relativa ao pensar
matematicamente.

Na quarta etapa, denominada validagdo os modelos sdo testados de modo a

verificar se os mesmos d&o conta dos fendbmenos observados na primeira etapa, se
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as hipoteses empregadas para a produgdo de um recorte da situacdo focada
inicialmente se revelaram adequadas, nao produzindo simplificagcdes excessivas, por
exemplo.

A quinta e ultima etapa € a modificagdo na qual é feito um retorno a situagao
inicial de modo a confronta-la com os resultados obtidos por meio da exploragdo do
modelo matematico. Aqui poderédo ser avaliadas e modificadas, se necessario, as
hipdteses que geraram a representacdo sobre a qual o modelo foi construido.
Vemos que s6 nesta etapa se consolida a elaboracdo do modelo procurado.

Relacionamos com essa descricdo do processo de modelar proposta por
Bassanezi a colocacdo de Bean que aponta para a idéia de producdo de um recorte,
elaborado a partir de hipéteses e aproximacgdes simplificadoras. A producdo desse
recorte € atividade essencial no processo de modelagem, servindo inclusive para
diferencia-lo de outros processos como a resolugdo de problemas. Segundo Bean
(2001, p.53),

0s aspectos que distinguem a modelagem matematica de outras aplicacfes
de matematica sdo as exigéncias das hipdteses e das aproximacdes
simplificadoras como requisitos na criacdo de modelos. As demais etapas -
o problema, a resolucdo e a verificacdo da matematica, a validacdo da
solucdo e a decisdo — valem para qualquer tipo de solucido de problema
envolvendo matematica.

Concordamos com Bean no que diz respeito as exigéncias postas por ele.
Mais ainda, vemos na percepcao e na exploracdo dessa etapa no processo de
modelagem uma importante oportunidade para explorar a natureza interdisciplinar
desse processo.

Bean (2003) apresenta uma caracterizagcdo da modelagem matematica e de
cinco seus componentes, apontando alguns dos tipos de pensamento que cada um
exige. Para esse autor, “as descricbes de modelagem enfatizam aspectos como a
motivacdo e a utilidade da matematica para analisar e descrever situacbes e
problemas da vida sécio-cultural do aluno.” (p.1).

O primeiro componente da caracterizagdo da modelagem matematica
apresentada por Bean (2003) € a problematizagdo, por meio da qual o modelador
reconhece um problema, apropria-se dele formulando uma questdo diretriz e
objetivos para investiga-lo. A investigagdo sera, entdo, o segundo componente. Ao

realiza-la o modelador seleciona caracteristicas do fenébmeno que |Ihe interessam e
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se mostram pertinentes na construgdo do modelo matematico. O que o modelador
faz de fato é formular hipéteses e aproximacdes simplificadoras que delimitam e
operacionalizam a investigacdo. Feito isso se procede com a formulagdo do modelo,
no que consiste o terceiro componente dessa descricdo do processo de modelagem.
Estabelecidos os parametros, as caracteristicas e as relagcbes entre as
caracteristicas do fenébmeno, esses sdo relacionados aos conceitos, propriedades e
técnicas matematicas, o que resultara na elaboracdo de um modelo. O quarto
componente € a verificagdo que envolve critérios objetivos, relativos a validagdo dos
procedimentos matematicos empregados, e critérios subjetivos, que atuam na
decis&o sobre a adequacgdo ou ndo do modelo ao problema considerado. O quinto e
ultimo componente dessa descricdo € o fechamento que ocorre por meio de uma
acao, em resposta ao problema investigado.

Bean salienta que esses componentes sao ‘“interdependentes e
interpenetram-se. No pensamento do modelador, um componente sempre pede um
outro, de acordo com a dindmica da construcdo do modelo”. (BEAN, 2003, p. 10)
Notemos que Bean apresenta a modelagem matematica como uma atividade,
reforcando essa visdo dindmica e interdisciplinar que apontamos no capitulo 1.

Anastacio (1990) também chegou a uma configuragdo de modelagem apos
um estudo por meio do qual buscou saber o que € modelagem matematica.

Segundo essa autora, a modelagem se configura como

um processo através do qual, a partir de problemas e de aspectos da
realidade vivida pelos participantes do processo de ensino e aprendizagem
da matematica, chega-se a construgcdo de um modelo matematico. A
aplicacédo de técnicas e teorias matematicas leva a solugcdes que podem,
ou nao, ter correlatos na realidade vivida.

A questdo de se trabalhar a realidade vivida parece, entdo como um
aspecto fundamental que é necessario enfocar. [...]

A realidade é o mundo, entendido como horizonte de relagdes no qual
o ser humano vive e se situa. (ANASTACIO, 1990, p.94)

Notemos que tanto para Anastacio como para Bassanezi, e também para
outros autores que citaremos em seguida, o componente realidade no processo de

modelagem aparece como decisivo. Para Bassanezi (2002, p. 19)

quando se procura refletir sobre uma porcéo da realidade, na tentativa de
explicar, de entender ou de agir sobre ela — o processo usual é selecionar,
no sistema, argumentos ou pardmetros considerados essenciais e
formaliza-los através de um sistema artificial: o modelo.
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Ja Anastacio (1990, p.96) coloca-nos que

ao considerar a compreensdo da realidade desde sua percepcdo mais
particular e individual até aquela mais geral e abstrata, o trabalho de
modelagem nessa realidade assim percebida sera concebido num
esquema em espiral. Na medida em que se avanca, seguindo a trajetéria
desta curva, ao mesmo tempo se avanca em extensdo e em profundidade
no trabalho que se faz.

Para Biembengut e Hein (2003) a modelagem € um meio de interagdo entre
matematica e realidade que permite “representar uma situacdo ‘real’ com
‘ferramental’ matematico (modelo matematico) [e] envolve uma série de
procedimentos”. (p. 13). Entre as etapas que permitem descrever esses
procedimentos estdo a interagdo, na qual é feito o delineamento de uma situacéo
que se pretende estudar, e a matematizagdo, onde a partir da classificacdo de
informacdes, da selecdo de variaveis € simbolos apropriados para descreverem
relagcdes entre elas em termos matematicos, € formulado um problema referente
aquela situagao focada inicialmente. A etapa seguinte é a elaboragdo de um modelo
matematico para a situagao-problema representada.

Ubiratan D’Ambrosio, um dos precursores no debate acerca da modelagem
na educacdo matematica brasileira, coloca-nos, em D’Ambrosio (1986), que o
processo de modelagem serve de base para estratégias que visem a capacitacéo do
individuo para analisar globalmente a realidade na qual ele ocupa uma posicdo e
age. Por meio da modelagem definem-se estratégias de ac&o sobre essa realidade.

Numa esquematizacdo da estratégia que é considerada a base para o
processo de modelagem, apresentada por esse autor, a matematica € inserida como
linguagem. Essa estratégia “da ao homem a condicdo de exercer seu poder de
anadlise da realidade, como primeiro passo para influr nessa realidade’.
(D’AMBROSIO, 1986, p. 64). Nessa esquematizacdo parte-se da realidade que,
tomada como objeto de estudo pelo sujeito, apresenta situacbes que permitem a
formulacdo de um problema real em linguagem natural. Esse problema é entado
reformulado em linguagem matematica para depois ser submetido a uma analise
que viabilize sua solugdo. Uma vez encontrada a solucéo, esta, e a prépria analise

efetuada sdo formuladas na linguagem natural para que, num retorno a realidade da
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qual se partiu, possa-se optar pela adocdo da solugdo encontrada, pelo seu
aprimoramento ou descarte, refazendo todo o0 processo se necessario.

Vemos também nessa descricdo do processo de modelagem a realidade
como elemento fundamental. Quando D’Ambrosio (1986, p. 65) afirma que “o inicio
do processo [de modelagem] é traduzir a situagado real num problema formulado em
linguagem convencionada — no caso, linguagem matematica”’, ele ainda n&o esta
considerando que o préprio estabelecimento da realidade, o que fornece situagdes
que servirao de impulso para a necessidade de modelar, ainda ndo ocorreu; isso ele
faz em seguida. Ou seja, o inicio do processo de modelagem ocorre antes do que
D’Ambrosio sugeriu acima.

Antes da traducdo da situacdo real para um problema formulado em
linguagem matematica devemos “eliminar algumas dificuldades oferecidas pela
situacdo real, deixando bem claro para o aluno o carater ‘aproximativo’ que a
formulacdo em linguagem convencionada apresenta com relacdo a situacao real.”
(D’AMBROSIO, 1986, p. 65). O que se obtera entdo sera uma espécie de simulacéo
que contém uma simplificacdo da realidade considerada que “permite formular
detalhes que seriam dificeis, quase impossiveis de serem destacados numa
linguagem natural” (D’AMBROSIO, 1986, p. 65). Em funcdo dessa simplificagéo,
revela-se também a presenca de elementos matematicos no processo de
modelagem, anteriores a traducdo da situagdo ou problema em linguagem
matematica, como relagdes, estruturas, regularidades.

Assim como ocorre na segunda etapa da descricdo proposta por Bassanezi
(2002) temos aqui que a simplificacdo da situacdo da realidade tomada inicialmente
como foco de estudo resulta numa espécie de recorte, traduzido em termos de uma
estrutura que contém relacdes consideradas relevantes.

O que D’Ambrosio sugere entdo como inicio do processo de modelagem € a
elaboracdo de uma representacdo (em termos de linguagem matematica), de um
recorte da realidade considerada inicialmente. Para a producdo desse recorte
utilizamos hipdteses e aproximagdes simplificadoras, adotamos fundamentos
tedricos, agimos segundo nossas concepgdes, segundo as teorias que sustentam
nossa visdo de mundo, ou seja, construimos um “exemplo que representa o papel de
realidade” (BACHELARD, 2000, p. 12). Isso nos sugere, seguindo Bachelard, que &

possivel visualizar no componente realidade no processo de modelagem algo
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construido e sobre o que se formulara um problema que sera abordado e resolvido
matematicamente.

As descricbes apresentadas trazem componentes basicos que podemos
encontrar em varias outras descricdes elaboradas e adaptadas. Podemos dizer
que essas descricbes também trazem momentos que podemos citar como
caracteristicos do processo de modelagem e, como ja mencionamos, a construcao(!)
de uma realidade a ser modelada é um desses momentos.

Em geral, do ponto de vista metodoldgico, descricdes do processo de
modelagem matematica empregadas em estudos no ambito da Educacdo
Matematica trazem a realidade como ponto de partida e motivacdo, a matematica
como ferramenta para o seu estudo e a obtencdo de modelos como um dos
objetivos a serem atingidos, visando o conhecimento dessa realidade.

O processo de modelagem é muito rico de modo que, quando tomado na
educacdo matematica, etapas anteriores a elaboracdo do modelo tém muito a
contribuir para a formacédo matematica. Quando abordamos a questdo da realidade,
por exemplo, ressaltando aspectos matematicos e epistemologicos, a discusséo
sobre essa questao pode receber outros contornos e interpretacdes. Esse modo de
cerca-la contribui para uma vivéncia da interdisciplinaridade, revelando outros
potenciais além daquele que permite explorar e compreender o ambiente em que se
vive. A compreensdo da matematica envolvida no processo de modelagem € um
outro potencial que precisa ser explorado.

Situada a questdo da realidade, tendo como base os autores citados, no
processo de modelagem matematica apresentado por meio de etapas que o
compdem, passemos a discussdo de alguns trabalhos que contemplaram essa

questao de alguma forma.

2.2. A Realidade em Estudos sobre Modelagem Matematica na Educacao

Matematica

Como ja indicamos, algumas das pesquisas desenvolvidas sobre modelagem
na Educacdo Matematica sugerem a necessidade de uma discussdo mais

aprofundada e fundamentada sobre a questdo da realidade. Na maioria dessas
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pesquisas € mencionada essa questdo, sua concepcgao e relagdo com a matematica.
A seqguir trazemos aspectos dessa questdo abordando alguns trabalhos que
consideramos relevantes ao nosso propésito.

Um desses trabalhos é o de Anastacio (1990) que procurou revelar como a
matematica € concebida e como ela se desenvolve em situagdes de ensino e de
aprendizagem quando se trabalha com modelagem matematica, focando na busca
de respostas para as seguintes questées: O que € a modelagem matematica? Em
que medida ela desenvolve o conhecimento da matematica enraizado no mundo-
vida do aluno?

Para tanto, Anastacio apoiou-se, em um primeiro momento, em autores
estrangeiros que escreviam sobre modelagem matematica e em autores brasileiros,
embora a producao destes ultimos ainda fosse pequena. Em um segundo momento,
examinou o que dela falavam os que a praticavam e que naquela época néo
escreviam tanto sobre modelagem, embora debatessem acerca do tema, uma vez
que a modelagem matematica fazia parte de suas praticas e interesses. Em um
terceiro momento observou a pratica de professores que utilizaram modelagem
matematica durante e apds participarem de um curso de treinamento, oferecido por
ela, para professores, sobre meios de se trabalhar com modelagem matematica.

Devemos alertar que o pano de fundo filoséfico de Anastacio (1990) é a
fenomenologia, no qual termos como “mundo-vida” e “realidade vivida’ tem um
significado especifico e remetem a uma realidade consciente.

Desses trés momentos, denominados momentos de aproximacdo a
modelagem, a autora, revelando sua perspectiva fenomenologica, obteve elementos
para elaborar suas consideracdes referentes as questdes postas. Essas elaboracdes
foram apresentadas por meio de mais de uma dezena de unidades significativas,
dentre as quais destacamos: modelagem matematica, concepgcdo de matematica,
modelos, concepcao de realidade, concepcdo de acdo e realidade, concepgao de
educacéo e concepcao de educagado matematica.

As concepcbes de modelagem matematica identificadas nos trés momentos

convergiram para a seguinte, segundo a autora,

a MM é um processo que se produz através de varios passos. Ao abstrair
0s tragos percebidos na realidade vivida, esse processo leva a construcao
de um modelo matematico. Em cada um dos passos da Modelagem é
necessario ficar atento para o fato de que os resultados obtidos tém
correlatos na realidade vivida. (ANASTACIO, 1990, p.88, grifos da autora).
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Notemos que essa concepcéo ja aponta a modelagem matematica como um
processo no qual se parte da “percepcao” de uma realidade (vivida), abstraindo-a
visando a constru¢cdo de um modelo.

Também convergiram nos trés momentos as concep¢des de matematica que a

colocam como

estratégia de acédo e instrumento que o homem possui para lidar com o
mundo. A matematica é apresentada como modelo de situacbes vividas
[...], vista como corpo de conhecimentos que se caracteriza por sua
formalizacdo, [..] concebida como algo presente na realidade.
(ANASTACIO, 1990, p.88, grifos da autora)

Aqui, sem a devida distincdo a matematica é colocada como instrumento e
como corpo de conhecimentos. Ou seja, como método e como objeto.

Ja as concepgdes de modelo nem sempre convergem, mas nelas prevalece a
“‘idéia de modelo entendido como transcricdo em entidades matematicas de um
determinado fenémeno ou situacao real vivida.” (ANASTACIO, 1990, p.88-9).

Quanto as concepcgdes de realidade e de acéo e realidade, capturadas, estas
nao apresentaram convergéncia. Umas ndo tomam a matematica como parte da
realidade, apenas véem-na como instrumento para agir sobre ela. Outras
concepcgdes tém a matematica inserida na realidade, considerando matematica e
realidade inseparaveis. Assim, sobre a concep¢cao de matematica em relagcdo com a
de realidade, que permeiam atividades de modelagem matematica no ensino,

Anastacio (1990, p.99), coloca-nos que

ha os que véem a matematica presente na realidade, servindo de
instrumento de analise dessa realidade, ainda que ndo neguem o0s
aspectos de sua formalizacdo. Nesse caso, a modelagem serve para a
construcdo do conhecimento matematico ao mesmo tempo que possibilita
o desenvolvimento da compreensdo da realidade vivida e de sua
interpretacdo. [...] A matematica aparece como uma ciéncia que se constitui
como corpo axiomatico e esta no mundo-vida, explicando aspectos desse
mundo que podem ser vistos sob uma o6tica matematica e possibilitando
deslindar a relacdo desses aspectos com outros de outras naturezas aos
quais véem emaranhados.

E quanto as concepcgbes de educacido e de educacdo matematica, embora
também nao convirjam, segundo a autora, nelas prevalece a idéia de que a

modelagem matematica valoriza o saber fazer do aluno e propicia um movimento
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dialético ao supor uma “constante analise das questbes que o fazer pedagdgico
propde.” (ANASTACIO, 1990, p.91).

O estudo de Anastacio (1990) nos mostra que quando a realidade é tomada no
processo de modelagem matematica ela aparece associada a uma concepg¢ao de
matematica em relacdo a essa realidade, ou seja, matematica e realidade n&o s&o
pensadas separadamente. De fato, para conceber a realidade fazemos uso de
elementos como individuos, variaveis, relagcbes, estruturas, regularidades, enfim,
mobilizamos nosso pensamento matematico sem que isso nos tenha sido imposto.
Talvez, por essa razao, as concepgdes de realidade e de matematica ndo tenham se
revelado independentes uma da outra. Notemos que “conceber a realidade” implica
numa teorizacdo dela, o que pode ser identificado com a construcdo do que, mais
adiante, denominaremos realidade intermediaria.

Em outro momento Anastacio retoma a questdo da realidade e sua
problematizacdo no ambito da modelagem matematica, considerando-a um tema
bastante denso, podendo instigar a producdo de muitas pesquisas. Anastacio e
Doval (2005) colocam n&o s6 a concepcéao de realidade, mas também a de tempo e
a de matematica como pano de fundo da modelagem matematica, vista por esses
autores como uma possibilidade para trabalhar problemas que estejam vinculados a
realidade.

Numa discussdo acerca de “problemas da vida real” no ensino fundamental
esses autores chamam a atencdo para um conflito entre as concepgbes de
matematica que podem nortear os encaminhamentos desse tipo de problemas: a
concepgao tradicional de matematica, cujo foco esta nos calculos e analise de
resultados, e as concepcbes atuais de matematica, influenciadas pela
etnomatematica e pela modelagem matematica, que contemplam fatores como os
culturais, sociais e econémicos que fazem parte da vida das pessoas.

Anastacio e Doval (2005) buscam no campo da sociologia e da antropologia
elementos para conceber a realidade no processo de modelagem, apoiados em
Berger (1985), que apresenta a realidade como o entorno social-antropoldgico € que
considera a concepcgéo de multiplas realidades, impregnadas de simbolos e signos
que o sujeito compreende na medida em que vai sendo inserido nelas. As disciplinas
escolares, por exemplo, podem ser vistas como configuragdes de realidades

diferentes, pelas quais o aluno transita utilizando para isso linguagens adequadas.
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Relacionando concepcdes de realidade e conhecimento, esses autores,
apoiados em outros, apresentam-nos quatro formas de se conceber a realidade. S&o
elas: a realidade objetiva, que existe independente do conhecimento que dela se
tem, podendo apenas ser conhecida parcialmente, nunca na sua totalidade; a
realidade percebida, restrita aquilo que cada observador capta de uma realidade
também tida como existente, sendo portanto, limitadora; a realidade construida,
resultante da elaboracdo mental de cada pessoa, ndo admitindo portanto a
existéncia de uma realidade unica; e a realidade criada, que se apdia numa
realidade provavel, que ndo tem sua existéncia garantida, de modo que sua negacéo
leva a criacdo de uma nova realidade possivel.

Os direcionamentos que s&o dados para as situacdes que sdo estudadas por
meio da modelagem matematica indicardo a consideragcdo de uma ou mais dessas
concepgdes de realidade. Por exemplo, segundo Anastacio e Doval, em um estudo
acerca de fatores genéticos associados a presenca do virus HIV, causador da
Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS), que causam mais mortes,
poderiamos desprezar a associacdo desse virus com outras doengas de natureza
nao genética, adotando assim as concepgdes de realidade diferentes da objetiva,
afastando-nos da idéia de que os modelos descrevem uma realidade determinada.

Novamente Anastacio, agora com o objetivo de discutir aspectos
epistemolégicos da modelagem matematica, (ANASTACIO, 2007), retoma questdes
acerca de concepc¢des de realidade e de matematica, apontadas em Anastacio
(1990) e a partir das unidades significativas resultantes da analise realizada ha
quase duas décadas e do objetivo posto identifica duas categorias que auxiliam no
estudo da modelagem matematica quando tomada no ambito da educacéo
matematica, a saber. modelagem matematica e seus procedimentos e concepc¢des
de realidade e de matematica. Essas questdes, segundo a autora, contribuem para o
esclarecimento do que vem a ser a propria modelagem matematica, com o que
concordamos, uma vez que recaimos na questdo da realidade em virtude de um
interesse de investigar o préprio processo de modelagem.

Focando suas reflexdes na categoria referente as concepgdes de realidade e

de matematica, Anastacio (2007, p.26-7) coloca-nos que

ainda que se fale em etnomatematica e modelagem ou em modelagem e
matematica académica, ndo sdo muitos os autores que se dedicam a
refletir de modo sistematico sobre estas questdes, buscando seus aspectos
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mais constituintes. Utiliza-se a Modelagem Matematica tanto com o
proposito de pesquisar uma determinada etnomatematica, como com a
intencdo de aplicar conhecimentos de Matematica instituida, sem que seja
muito comum que se perguntem, entretanto, pelas concepgdes que estdo
presentes nestes processos.

Se considerarmos a origem da modelagem nos procedimentos € métodos
associados a Galileu e Descartes, cuja concepgdo de realidade como algo em si,
que apesar de sua complexidade, pode ser traduzida na linguagem matematica,

entdo uma abordagem da modelagem da educacdo matematica pode

implicar na constituicdo de uma idéia de matematica como algo presente
na realidade. Quando se pergunta pela matematica que se pode ter ao
observar um determinado fato, ressalta-se esse carater de imanéncia da
matematica na realidade. Reforca-se a concepcdo pitagérica [que atribui
aos numeros o fundamento do qual todo o universo é composto] e pode-se
chegar a defender que a matematica esta em tudo e sem ela vive-se o
caos e o vazio. (ANASTACIO, 2007, p.31).

Anastacio complementa sua afirmagdo exemplificando um caso de
manifestacdo dessa concepcédo de matematica referindo-se a pratica de justificar a
escolha de um tema para o trabalho com modelagem pelo fato dele possibilitar o
desenvolvimento de conteudos matematicos ou ainda possibilitar uma aproximagao
entre realidade e matematica. Isso reflete uma visdo da matematica diluida na
realidade. Mas essa é uma visdo. Uma outra seria aquela em que “matematica e
realidade s&o dois conjuntos disjuntos € a modelagem matematica € um meio de
fazé-los interagir” (BIEMBENGUT; HEIN, 2003, p. 13.). Assim,

compreender que a realidade ndo é matematica significa também
compreender que descrevé-la matematicamente constitui uma das
inimeras possibilidades de conhecé-la e, assim sendo, partir de um
problema real para construir modelos que representem aquela situacao
constitui uma atividade importante e rica. Entretanto, nos abre a vislumbrar
outros modos de expressar e descrever a realidade que vivemos.
(ANASTACIO, 2007, p.33).

Questdes como essas desembocam numa discuss&o acerca da concepgao de
realidade no ambito da modelagem. No nosso caso, nas varias definicbes de
modelagem levantadas por Anastacio (1990) os temas realidade e problema do
mundo real estdo presentes, todas elas se referindo a possibilidade de tratamento

dessa realidade ou de resolugdo desse problema por meio de modelos matematicos.
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Notemos que nessa discussdo acerca de concepc¢des ndo se faz necessario,
nem conveniente, adotarmos um unico posicionamento, mas promovermos o dialogo
entre diferentes filosofias que sustentam as diversas concepgdes. N&o € produtivo
adotar a posicao de que a matematica € construida, ou ao contrario, descoberta; que
a realidade é dada, ou ao contrario, elaborada. Na abordagem do processo de
modelagem que faremos esses posicionamentos convivem e n&do se excluem se
adotamos uma atitude critica e reflexiva em busca de fundamentos para nossas
atitudes. Nessa abordagem ndo € nosso intuito discutir a relagdo realidade e
matematica no sentido de a matematica ser parte ou ndo da realidade, sendo

considerar a matematica como ela prépria sendo uma realidade a ser modelada.

2.3. Uma Caracterizagcdo do Componente Realidade no Processo de

Modelagem Matematica

Vimos que uma atitude caracteristica de abordagens do processo de
modelagem matematica na educacdo matematica € tomar a realidade como ponto
de partida. Mas em que consiste essa realidade? Ou ainda, de que realidade trata a
modelagem matematica?

Em um primeiro momento, podemos entender que ela trata da realidade
composta por elementos de natureza econémica, fisica, social, politica, psicoldgica,
etc.,cuja existéncia podemos supor, de um ponto de vista realista®. A modelagem
matematica interessa transpor um problema dessa realidade para a matematica com
a finalidade de compreendé-la através da resolucdo desse problema, como ja
colocou Bassanezi (2002).

Porém, onde reside o ‘problema’ que sera transposto para a matematica: na
realidade? Acreditamos que ndo. Ha um momento intermediario entre a realidade e
0 modelo, no processo de modelagem matematica, que consiste numa
problematizacdo que implica em uma outra realidade que denominaremos realidade

intermedidria, que ainda ndo & o modelo. E um recorte de uma situacdo daquela

* Realismo, para nd, € o que, na sua versdo mais simples, Kant chama de realismo empirico: o
reconhecimento da existéncia das coisas independentemente do conhecimento que temos delas.
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realidade inicial, propiciado pela elaboragdo de hipdteses e aproximacdes
simplificadoras, a partir do qual se formulara o problema.

Para que a problematizacdo ocorra s&o necessarias abstragdes, situando o
problema em um outro plano que ja ndo é o da realidade da qual se tratou
inicialmente. A problematizacdo pressupbe uma selecdo de elementos daquela
realidade inicial, composta por elementos existentes fora da mente do individuo,
numa visao platonista, e que s&o passiveis de serem captados por ele de alguma
forma, com o auxilio dos sentidos.

Essa percepcéo da realidade, seguindo Poincaré (1946), vem acompanhada
de certos parametros de selecdo como homogeneidade, simplicidade, regularidade,
dentre outros, que, no fundo, tém um carater de estrutura matematica, que sera
parte da ontologia dessa realidade intermediaria.

Essa selecdo também pode ser guiada por uma preferéncia aos elementos
mais rapidamente percebidos, que se revelam mais frequentes e, devido a isso,
pareceriam mais simples pelo fato de estarmos acostumados a eles. Esses
elementos destacar-se-iam a um primeiro olhar sugerindo homogeneidade em um
ambiente naturalmente complexo e poderiam entdo revelar regularidades que
permitirdo fazer previsées. A intuicdo matematica tera um papel fundamental nesse
momento de selecdo, o que revela o papel decisivo do ‘sujeito epistémico’ no
processo de modelagem.

Essa escolha de elementos seria o passo inicial na elaboracdo da realidade
intermediaria, o que implica numa simplificacdo da realidade enfocada inicialmente,
destacando elementos essenciais e descartando os periféricos, para que se possa,
posteriormente, compor uma representacdo da mesma utilizando diversas
linguagens, desde a natural, a natural enriquecida com elementos graficos, a
matematica. Ha aqui um carater aproximativo devido a limitacbes impostas pela
linguagem.

A linguagem, dependendo de sua complexidade, € a que vai nos dar as
limitacbes das possibilidades de conhecimento dessa realidade intermediaria, uma
vez que a inicial ndo nos € possivel conhecer, se admitirmos que ndo podemos
conhecer nada além do que podemos expressar por meio de uma linguagem,
parafraseando Wittgenstein.

Por exemplo, a linguagem natural, a linguagem natural enriquecida com

figuras e esquemas, a linguagem algébrica, trazem diferentes niveis de
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complexidade que permitirdo aproximagdes em maior ou menor grau com a
realidade inicial. Em sistemas axiomaticos formais podemos falar em linguagens de
primeira ordem, ou de ordem superior que revelam niveis de complexidade ainda

mais altos.

Na verdade, a linguagem convencionada permite uma simulacdo da
realidade, contendo implicitamente uma simplificacdo da realidade. [...] Por
outro lado, a formulacdo simplificada do contexto real global permite
formular detalhes que seriam dificeis, quase impossiveis de serem
destacados numa linguagem natural. O jogo de dois aspectos
aparentemente contraditérios na reformulacdo do problema [...] estd na
esséncia do método cientifico e [..] deve ser um dos principais
componentes do processo educacional. (O’AMBROSIO, 1986, p.65).

Dale Bean em um artigo no qual busca esclarecer quais sdo as caracteristicas
que distinguem modelagem matematica de outras aplicagdes no ambiente de ensino

de matematica coloca-nos que

a esséncia da modelagem matematica consiste em um processo no qual as
caracteristicas pertinentes de um objeto ou sistema sdo extraidas com a
ajuda de hipéteses e aproximacdes simplificadoras, e representadas em
termos matematicos (0 modelo). As hipéteses e as aproximacdes
significam que o0 modelo criado por esse processo € sempre aberto a critica
e ao aperfeicoamento. (BEAN, 2001, p.53).

Pela citacdo anterior vemos que Bean (2001) pode ter a idéia de uma realidade
intermediaria, no sentido que a colocamos, embora n&o a explicite. No entanto, para
ele essa realidade € o modelo. Para nds ainda ndo. No processo de modelagem
matematica temos uma realidade inicial (dada), uma realidade intermediaria
(construida, e que sera modelada) e o modelo. A realidade intermediaria tem mais
status de realidade do que de modelo.

As aproximacbes simplificadoras podem ser entendidas como situacdes
limites, que consideramos parte da realidade intermediaria, mas que n&o acontecem
necessariamente na realidade inicial. A simplificacdo ndo significa fazer um recorte
elementar da realidade, mas trazé-lo devidamente modificado da realidade, obtendo
situacdes limites. Por exemplo, ao utilizarmos uma representacdo para a érbita dos
planetas do sistema solar podemos adotar uma 6érbita circular, o que nos permite

estudar o movimento desses astros em um determinado contorno. No entanto, a
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simplificacdo da érbita de modo a considera-la circular é algo externo ao que de fato
ocorre, mas nos permite estudar os fenbmenos com certa aproximagao.

O processo de simplificacdo tanto pode entdo, desse ponto de vista realista,
significar uma eliminacdo de alguns elementos, como uma permanéncia de outros
que vao permitir, de um ponto de vista realista, o trabalho com a esséncia. De outro
ponto de vista, o positivista, por exemplo, no qual ndo se considera a existéncia de
uma esséncia na realidade inicial que independe de nossa observacdo, esses
elementos serdo o resultado da soma de nossas percepgdes, o que permitira uma
descricao dos fendmenos observados.

Para os nossos propdsitos € conveniente ressaltar que esse processo de
simplificacdo pode ainda implicar na explicitacao de estruturas dadas pelas relacbes
envolvidas nos fendmenos em estudo. Essa visdo estruturalista nos conduzird ao
estabelecimento de uma ontologia da realidade intermediaria. Partindo de uma
realidade inicial, considerada como dada, chegamos a uma realidade intermediaria,
que € construida, e sobre a qual se elaborara um modelo.

Notemos que, em funcdo dessa referéncia filoséfico-epistemoldgica, a
modelagem matematica pode ser vista como uma atividade criadora: construir as
situacdes limites adequadas por meio das hipéteses e aproximacdes simplificadoras.
Podemos entdo dizer que a realidade intermediaria esta constituida de estruturas.

Seguindo o processo de simplificacdo, uma representacdo do que se captou
daquela realidade inicial é elaborada usando linguagem natural enriquecida com a
linguagem matematica e outros tipos de linguagens como a grafica, por exemplo. A
partir dessa representacdo daquilo que se elaborou por meio das hipoteses
simplificadoras, uma nova representacdo sera procurada ao se ‘substituir a
linguagem natural por uma linguagem matematica mais adequada rumo a

elaboracdo do que chamaremos de modelo.

A obtencido do modelo matematico pressupde, por assim dizer, a existéncia
de um dicionario que interpreta, sem ambigiiidades, os simbolos e as
operacdes de uma teoria matematica em termos da linguagem utilizada na
descricdo do problema estudado, e vice-versa. Com isto, transpde-se o
problema de alguma realidade para a Matematica onde sera tratado
através de teorias e técnicas proprias desta Ciéncia; pela mesma via de
interpretacdo, no sentido contrario, obtém-se o resultado dos estudos na
linguagem original do problema. (BASSANEZI, 2002, p.25).
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A questdo de se substituir a linguagem natural por uma linguagem
matematica, o que poderiamos denominar transicées de linguagem na modelagem
matematica, ndo é algo trivial e neste momento n&o aprofundaremos nisso.

Notemos que o que sera modelado matematicamente ndo € aquela realidade
inicial, mas uma representacdo da mesma, construida, ndo dada. Essa
representacdo constitui uma nova realidade, a realidade intermediaria, como ja
introduzida, sobre a qual informagdes serdo explicitadas, problemas serdo
formulados e resolvidos. A resolugdo de um problema nessa realidade intermediaria
pode ndo ter um correspondente naquela realidade inicial, afinal, “os problemas
como sao tratados normalmente, sdo proposicoes sobre representacdes e nao sobre
o fato real”, conforme ja nos colocou D’Ambrosio (1999).

Os modelos podem ser considerados teorias sobre a realidade intermediaria
em estudo e eles usualmente se apresentam através de conjuntos de equacdes que
descrevem essa realidade e, enquanto teorias, reforcamos que eles requerem de
uma linguagem adequada para sua formulacao.

Uma vez elaborado um modelo matematico, nele sdo exploradas relagdes
matematicas conhecidas de situagbes anteriormente vivenciadas, sdo desveladas
relacbes ainda encobertas e outras, que se mostrarem pertinentes, podem ser
estabelecidas. Obtém-se assim elementos de uma teoria matematica que pode
auxiliar no estudo daquela realidade inicial. Elementos dessa teoria podem ter sido
motivados por essa realidade. Outros, porém podem ter sua origem em conjecturas
resultantes da manipulacdo da linguagem utilizada na elaboracdo das préprias
hipéteses simplificadoras, por exemplo. Essas conjecturas podem ser verdadeiras no
ambito da realidade intermediaria na qual elas foram criadas, e ndo o serem na
realidade inicial na qual elas serdo interpretadas, o que nos traz a tona a questao da
relacdo entre modelo e verdade, entre verdade e realidade, que abordaremos no
capitulo 3.

Isso significa que a manipulagdo do modelo, que é uma das atividades que
compdem a modelagem matematica, e de especial interesse para o ensino, pode ser
desvinculada, em parte, da realidade tomada inicialmente como objeto de estudo.
Embora seja enfatizado que a modelagem €& um processo que “culmina com a
solucdo efetiva do problema real e ndo com a simples resolugcdo formal de um

problema artificial” (D’AMBROSIO, 1986, p. 11), ela também precisa valorizar o
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tratamento de questdes puramente matematicas, que podem néo ter relacdo com a
realidade inicial.

O acesso ao conhecimento matematico € uma das funcbes da modelagem
matematica na educacdo matematica, que ndo pode apenas se preocupar em ajudar
a resolver problemas ‘reais’, como ja colocamos. Por meio da modelagem
matematica pode-se aprender matematica, aprender a pensar matematicamente, a
identificar bases filoséficas e epistemoldgicas de determinadas abordagens, além de
conhecer a fecundidade e as limitacbes de conceitos e métodos matematicos. De
modo especial, como propomos neste estudo, pode-se aprender sobre a
aplicabilidade da matematica ndo somente a outras areas do conhecimento, mas
também na prépria matematica.

Para finalizar citemos Bean (2007, p. 42-3) que nos coloca que a modelagem

reconceitualiza e muda a compreensido de fenémenos, ou transforma o
enfoque desse entendimento, fundamentando-se em novas hipoéteses,
premissas ou recortes e transformando o modo como compreendemos e
interagimos com o mundo, ou seja, fransforma a realidade.

2.4 Releitura do Processo de Modelagem Matematica

A partir da identificacdo e da caracterizagdo do componente realidade no
processo de modelagem que o apresentou como passivel de ser decomposto em
dois, a realidade inicial e a realidade intermediaria, propomos uma releitura do
processo de modelagem na qual destacamos as trés primeiras etapas: a
consideracdo de uma realidade inicial, a construgcdo de uma realidade intermediaria
e a elaboracédo de modelos para situacdées-problema identificadas nesta ultima.

Naturalmente essas trés etapas ndo dao conta de todo o processo de
modelagem matematica que envolve também a solucdo de problemas, a validacéo
do modelo, ou seja, o confronto dessa solugdo com a realidade na qual o problema
foi levantado, o aperfeicoamento do modelo conforme ele se mostre limitado ou
surjam outras possibilidades de abordagem do mesmo. Enfim, se tomarmos como

referéncia a descricdo do processo de modelar apresentada por Bassanezi (2002) e
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explorada no item 2.1, vemos que existem outras etapas. Mas estas n&o serao
exploradas neste estudo.

Temos entdo que no processo de modelagem matematica podemos assumir a
existéncia a priori de uma realidade inicial, mas cuja verdade nos é possivel alcangar
apenas através de representacdes parciais dadas pelos recortes que constituem o
que chamamos de realidade intermediaria.

Podemos entender por realidade inicial 0 mundo exterior enquanto ser e nao
enquanto aparecer. Podemos entender por realidade intermediaria o que Dewey nos
coloca como realidade. “Na sua férmula mais breve, a realidade [intermediaria]
torna-se existéncia, qual gostariamos que fosse depois que analisamos seus
defeitos e decidimos quais devem ser eliminados”.(DEWEY apud ABBAGNANO,
2003, p. 833) Dewey ainda chama de ‘realidade plena’ o que nds entendemos por
realidade inicial.

As hipéteses e aproximacdes simplificadoras € que permitirdo o surgimento
de um recorte da realidade inicial, a realidade intermediaria, que € a que sera
modelada. Ou seja, a realidade intermediaria € uma representacdo recortada da
realidade inicial que serd modelada matematicamente. E formulada através de
hipdteses e aproximacgdes simplificadoras dadas por situagcbes limites, que s&o
obtidas geralmente por intuicdo sobre a realidade inicial, pois supdéem uma escolha.
E uma abstracdo da realidade inicial que supde a identificacdo de uma situacéo bem
estruturada desta. Salientamos que o que tem ‘estrutura’, pensada até como um
conceito matematico, é a realidade intermediaria e ndo a realidade inicial.

O modelo matematico € uma teoria que, como em muitos casos de realidades
nao matematicas, pode estar dada por uma colecdo de equacdes de diversos tipos,
algébricas ou diferenciais, dependendo da complexidade do recorte a ser modelado.
Ela estara formulada numa determinada linguagem e tera uma loégica subjacente,
que poderia estar constituida pelas regras e procedimentos que nos conduzem a
resolucdo dessas equacgdes.

O modelo é entdo uma forma de “ver’ a realidade inicial (através do recorte
dela) e € um recurso epistemologico para a sua compreensado. Essa compreenséo
nao significa, em principio, atingir a verdade a respeito da realidade inicial, que
talvez seja inacessivel a teoria, mas, dado o carater aproximativo do recorte (ou

representacao), revelar uma ‘adequacao empirica’ com os fendbmenos estudados.
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Sobre esses dois conceitos, o de verdade e de adequacdo empirica falaremos no
capitulo seguinte.

A seguir apresentaremos alguns exemplos dessas trés etapas do processo de
modelagem matematica a luz da interpretacdo desse processo que fizemos acima.

Como primeiro exemplo temos o estudo da trajetéria de um projétil para o
qual a realidade inicial € o ambiente terrestre onde ocorre o langamento do projétil.
Como hipoteses ou aproximacgdes simplificadoras podemos ter:

a) o pressuposto de que a superficie terrestre € plana (uma situagéo limite, e

n&o um caso particular), e

b) o pressuposto de que a trajetdria do projétil ndo sofre alteracdo devido ao

atrito com a atmosfera (outra situagédo limite), dentre outros.

Um modelo a elaborar neste caso estara dado por meio de um conjunto de
equacdes que descrevam a trajetéria do projétil.

Essas equacdes, que constituem uma teoria para a trajetoéria do projétil, pelo
menos nessa versao simplificada, devem ter suficiente generalidade para envolver
muitos casos possiveis. Isso se consegue supondo que informagdes relevantes
como, por exemplo, a velocidade inicial e 0 angulo de langcamento, s&o parametros
que podem assumir valores relativamente arbitrarios.

Para o estudo da trajetéria de um satélite artificial, por exemplo, podemos
partir dessa mesma realidade inicial, porém utilizando outras hipoteses
simplificadoras. Assumindo que o ambiente terrestre é esférico, um outro modelo,
dado também por equacgdes, pode ser construido. Em qualquer um desses dois
casos, do langamento de um projétil ou do langamento de um satélite artificial, o
modelo ou teoria sé o € do recorte produzido pelas hipoteses simplificadoras, ou
seja, da realidade intermediaria, € ndo da realidade inicial.

Também como exemplo podemos citar a cubagem da madeira apresentada
em Biembengut e Hein (2003). Do interesse em se calcular a metragem cubica de
madeira que se obtera de um tronco de arvore apdés o corte da mesma,
simplificacbes s&o feitas de modo a converter o tronco (realidade inicial) em um
objeto tratavel matematicamente (a realidade intermediaria) e sobre o qual um
modelo matematico € elaborado.

Segundo esses autores, no processo de modelagem que leva ao calculo do
volume de madeira, o madeireiro “‘aproxima’ primeiro o tronco (de cone) a um
cilindro”. (BIEMBENGUT; HEIN, 2003, p.110). Notemos que ao supor que o tronco
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da arvore possui a forma de um tronco de cone, ja se adotou uma hipdtese
simplificadora, embora isso n&o seja apontado pelos autores. A partir do
comprimento desse tronco de cone (realidade intermediaria) € da média dos raios
das bases representadas por circulos, faz-se uma nova aproximag¢do, agora a um
um prisma reto de base quadrada cuja formula para calculo do volume (que € mais
simples que a formula para o calculo do volume de cilindro) pode constituir um
primeiro modelo matematico que auxiliara na obtencdo do volume de madeira
procurado. Uma melhor aproximacdo pode ser obtida considerando-se um prisma
reto de base hexagonal para se obter o modelo matematico procurado ou, ainda,
considerando-se o tronco como um cilindro. Cada um dos modelos apresenta
diferentes tipos de simplificacdes e pode, de acordo com as atividades do madeireiro

ser util para diversos fins, como sugerem Biembengut e Hein.

Observamos que o madeireiro ‘paga’ pelo tronco, como se fosse um prisma
de base quadrangular, corta-o como um prisma de base hexagonal e
‘ganha’ efetuando seus calculos a partir do cilindro, pois o tronco é

transformado em madeira e lenha. (BIEMBENGUT; HEIN, 2003, p.111-2).

Diante dos exemplos que expomos, € importante percebermos que quando se
apreende parte da realidade visando a elaboracdo de um modelo matematico o que
se passa a ter € uma nova realidade intermediaria, que possui alguma
correspondéncia com a realidade da qual se partiu, porém funciona segundo regras
que nela podem ser validas ou ndo. Também no inicio o que se tem é a realidade
que se conseguiu captar, e ndo a totalidade da realidade existente. Ou seja, uma
realidade ndo dada, mas de alguma forma construida. Conforme expés D’Ambrosio
(1999), as representacdes ja sdo o resultado de uma acio subjetiva, de quem
primeiro recebeu ou captou a informacdo da realidade. O estudante, por exemplo,
capta ou concebe a realidade e representa-a a partir do que ele entende e consegue
exprimir. Nesse sentido, a atividade de modelagem n&o comecaria na realidade em
si, mas no sujeito que a percebe. Essa percepcdo, conforme Bachelard, pode ser
dada pelas concepgdes e teorias nas quais o individuo se apdia. Para que exista
uma realidade a ser representada, modelada, seria preciso a agdo racional no
individuo que a concebe. “A ciéncia suscita um mundo, n&do mais por uma impulsao

magica imanente a realidade, e sim por uma impuls&o racional, imanente ao
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espirito.” (BACHELARD, 1988, p.8). Aqui, novamente, o sujeito epistémico tem seu
papel destacado.

Para Bachelard, a atividade cientifica € uma sintese entre realismo e
racionalismo. Ele, ao se referir a atividade cientifica diz: “se ela experimenta, €
preciso raciocinar; se ela raciocina, € preciso experimentar” (BACHELARD, 2000, p.
13). Porém, para ele “o sentido do vetor epistemoldgico ... vai seguramente do
racional ao real e de nenhum modo, ao contrario” (BACHELARD, 2000, p. 13). No
processo de modelagem matematica acredita-se ir do real ao racional. Bachelard
enfatiza o que denomina “a realizagdo do racional’, o real construido pela teoria. “A
experiéncia cientifica € assim uma razdo confirmada’ e “a hipotese € sintese”
(BACHELARD, 2000, p. 14). Assim, a natureza da realidade intermediaria no
processo de modelagem matematica tem o carater de um real construido como
aponta Bachelard.

Para Bachelard, a observagao cientifica reconstréi o real. Por exemplo, do
ponto de vista Bachelardiano, a linha geodésica, em geometria, tem mais realidade
do que a linha reta (BACHELARD, 2000, p. 25). “A multiplicidade das geometrias
contribui de alguma maneira para desconcretizar cada uma delas. O realismo passa
de uma ao conjunto” (p. 31). No mesmo espirito do formalismo de Hilbert ou do
estruturalismo de Bourbaki, Bachelard diz: “Enquanto relagdes é que as diversas
geometrias sdo equivalentes. E enquanto relagées que elas tem uma realidade e
nao por referéncia a um objeto, a uma experiéncia, a uma imagem da intuicado” (p.

31). E o carater estrutural da realidade intermediaria expresso por Bachelard.
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Capitulo 3

UMA FUNDAMENTAGAO FILOSOFICA PARA A RELEITURA
DO PROCESSO DE MODELAGEM MATEMATICA

As teorias cientificas sdo representacbes esquematicas de coisas
mais do que sistemas abstratos ou retratos fidedignos. Em qualquer caso,
uma vez que o conceito de representacdo € uma nocdo semantica, e como
a semantica € um capitulo da filosofia contemporanea, vemos que ha um
bocado de filosofia sob toda teoria cientifica.

Realmente ha mais do que um bocadinho de filosofia na base das
teorias cientificas: na andlise pode-se descobrir grande numero de
pressuposicdes filoséficas. Talvez as mais importantes sejam que existe
um mundo externo, que este mundo é regido por leis e que 0 homem pode
conhecer estas leis. (BUNGE, 1974, p.58).

Neste capitulo apresentamos uma fundamentacao filoséfica da releitura do
processo de modelagem matematica realizada no capitulo anterior. Essa releitura
tomou como ponto de partida uma analise epistemoldgica do componente realidade
no referido processo.

No capitulo anterior, ao situarmos e analisarmos o componente realidade no
processo de modelagem matematica vimos que ele pode ser decomposto em dois: a
realidade inicial e a realidade intermediaria. Esta ultima € o resultado de atitudes
simplificadoras que buscam estruturar e tornar manipulavel intelectualmente a
realidade inicial.

No caso do componente realidade no processo de modelagem matematica,
uma fundamentacao filoséfica do mesmo visara identificar qual a sua ontologia, isto
€, de que coisas ela trata e qual o status de sua existéncia. Como o componente

realidade divide-se em dois, cada um deles exigira uma fundamentacao diferente.

3.1. Pressuposic¢des Filoséficas

Ubiratan D’Ambrosio no prefacio da obra de Bassanezi intitulada Ensino-

aprendizagem com Modelagem Matematica coloca-nos que
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a modelagem matematica é matematica por exceléncia. As origens das
idéias centrais da matematica sdo o resultado de um processo que procura
entender e explicar fatos e fenémenos observados na realidade. O
desenvolvimento dessas idéias e sua organizacido intelectual dao-se a
partir de elaboracdes sobre representacdes do real. (BASSANEZI, 2002,

p.13).

Para ndés a modelagem matematica, além de ser matematica é, também,
epistemologia, uma vez que os modelos matematicos “visam entender e explicar
fatos e fenbmenos observados na realidade”, conforme citacdo acima, isto €, o
conhecimento dessa realidade.

A parte, salientamos que uma das discussdes centrais na modelagem
matematica como processo € entender como a matematica intervém nele, tanto no
caso da modelagem de realidades n&do matematicas, onde a matematica € um
instrumento, como de realidades matematicas, isto €, onde a matematica & também
uma realidade a ser modelada matematicamente. Notemos a dualidade subjacente a
essa situacao. Este ultimo caso sera analisado no capitulo 4.

Nossa intencdo é analisar de um ponto de vista filosofico e epistemoldgico o
préprio processo de modelagem matematica, inicialmente de situagdes né&o
matematicas, que sdo as tipicas, e nessa analise identificar as etapas nas quais a
matematica intervém e qual sua relagdo com a linguagem matematica. A matematica
nado intervém apenas no modelo matematico elaborado sendo também na
construcdo da realidade intermediaria, pois essa realidade, como veremos, estara
constituida por estruturas, sendo elas objetos matematicos, afinal lidam com
relacdes, regularidades, simetrias, etc.

No caso da modelagem matematica como ferramenta para o ensino de
matematica a questdo pode ser mais complexa uma vez que, na busca de
abordagens mais adequadas a cada nivel de ensino, as situagdes estudadas
podem ser bastante artificiais. Mesmo sendo artificiais essas realidades trazem um
potencial para o estudo da matematica envolvida no processo de modelagem
matematica, seja ela na forma de conteudos escolares, seja em termos de
pensamento matematico que pode ser adquirido ou aperfeicoado.

A seguir mostramos: 1) como podemos considerar a realidade inicial como
dada, apoiando-nos no realismo; 2) de que maneira atribuimos um carater estrutural

a um recorte dessa realidade, a realidade intermediaria, apoiando-nos no
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estruturalismo; e 3) como podemos situar a experiéncia nesse percurso, apoiando-
nos no empirismo. Para tanto, focaremos nosso estudo nos processos de
modelagem matematica de uma realidade ndo matematica, especialmente uma
realidade fisica. No caso de uma realidade inicial matematica a corrente filoséfica
que mais se adaptaria a ela € a chamada de platonismo que, no fundo, € um tipo de
realismo. Esse caso sera analisado, como ja mencionamos, no capitulo 4.

No quadro a seguir destacamos os trés componentes do processo de
modelagem identificados no capitulo 2, relacionando-os as correntes filoséficas que

os fundamentaréao.

1) Realidade Realismo
Processo de Inicial (Existéncia de esséncias)
modelagem 2) Realidade Estruturalismo
matematica Intermediaria (Existéncia de relagbes)
3) Modelo Empirismo
(Relac&o com a realidade)

3.2. Realismo e Verdade

As condicbes para aceitacao de teorias (modelos) estdo atreladas a crencgas,
pressupostos ou posi¢cdes filosoficas que sustentam tais condigbes. Para uma
discussao acerca de alguns desses pressupostos relembraremos aspectos principais
de dois posicionamentos filoséficos que nos permitem visualizar sob que bases
poderiamos propor uma discussdo acerca das condicbes para a aceitacdo de
modelos matematicos obtidos por meio do processo de modelagem descrito
anteriormente, no qual a elaboracdo de uma realidade intermediaria a ser modelada
constitui etapa importante e decisiva. As posicdes que trataremos sao a dos realistas
e a dos nao realistas, nas versdes préprias da teoria da ciéncia do século XX.
Nessas versGes a denominagdo realismo cientifico para os realistas € a mais
adequada.

Para um realista (cientifico) uma teoria cientifica, um modelo no nosso caso, é

um relato verdadeiro, ou aproximadamente verdadeiro, de como 0 mundo €. Uma
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teoria € aproximadamente verdadeira, segundo Dutra (2003), quando nao se
acredita que o conhecimento avancou suficientemente para atingir a verdade.

Os realistas assumem uma concepg¢éo de verdade como correspondéncia,
entre a teoria ou modelo e a realidade inicial que supostamente descreve, e
sustentam a existéncia das entidades postuladas por suas teorias, mesmo que elas
sejam inobservaveis. Por exemplo, uma teoria da microfisica que trata de “elétrons,
prétons e néutrons, etc.; se ela é aproximadamente verdadeira, entdo, segundo o
realista cientifico, tais entidades realmente existem e sdo da maneira como a teoria
as descreve.” (DUTRA, 2003, p. 16).

No nosso caso, os objetos construidos na teoria cuja existéncia real é
afirmada pelos realistas s&o objetos da realidade intermediaria, uma vez que s&o os
constructos tedricos. Se eles existem ou n&o na realidade inicial dependera de sua
observabilidade que, por sua vez, depende da teoria que a sustenta.

Em oposicdo aos realistas estdo os nao realistas, ou anti-realistas, para os
quais uma teoria cientifica €, no maximo, um bom instrumento de predi¢ao, que pode
funcionar bem empiricamente, mesmo n&do se aproximando da verdade. Para os
anti-realistas a aceitacdo de uma teoria pressupde que ela dé conta dos fendmenos,
ou seja, dos observaveis. Desse modo uma condi¢do do anti-realista para que uma
teoria seja aceita € que ela seja adequada empiricamente. O conceito de
‘adequacdo empirica’ desempenha para os anti-realistas 0 mesmo papel que
desempenha o conceito de ‘verdade’ ou ‘verdade aproximada’ para os realistas.

Para os realistas a verdade € uma forma de acesso a realidade. A concepg¢ao
de verdade subjacente a essa corrente filoséfica € a correspondencial. Para essa
concepgcao uma afirmacdo numa teoria seria verdadeira se ela expressa um
fendbmeno que ocorre na realidade. Na relagdo do modelo com a realidade
intermediaria ha um certo realismo: acredita-se que as entidades que sio descritas
na teoria ‘realmente” existem na realidade intermediaria. No processo de
modelagem matematica, os modelos s&o teorias que refletem a realidade
intermediaria. Logo, a verdade deles s6 pode estar em relacdo com essa realidade e
ndo com a realidade inicial. Mesmo nao havendo uma relagcdo de verdade entre o
modelo e a realidade inicial a percepg¢ao dessa limitacdo pode ser util do ponto de

vista da construcdo do conhecimento. Por exemplo,
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se atentarmos para as ciéncias empiricas, logo constataremos o fato de
que elas lancam mao de teorias que s3o falsas do prisma
correspondencial. [...] [Elas] utilizam-se de leis, hipéteses e teorias que
sabidamente ndo reproduzem a realidade. H4 teorias, até, que mesmo
apo6s terem sido abandonadas, como falsas, ainda hoje podem ser usadas
para captar o real de maneira aproximada; € o que se da, por exemplo,
com o sistema de Ptolomeu: suas predi¢cdes, dentro de limites que lhe sdo
préprios, permanecem sendo aceitaveis. (DA COSTA, 1997, p. 128).

Quando tratamos da aceitacdo de teorias cientificas podemos nos perguntar
sob que condicdes tais teorias devem ser aceitas. Além disso, o que significa aceitar
uma tal teoria? Em modelagem matematica poderiamos nos perguntar. em que
condi¢cdes devemos aceitar um modelo, que é uma teoria?

Na visao tradicional e vulgar da aceitacdo de teorias cientificas as mesmas
sdo aceitas ou ndo devido a sua capacidade de dizer a verdade, como
mencionamos antes.

Mas de acordo com Dutra (2003, p. 29) “muito mais esta envolvido na
aceitacao de teorias cientificas que meramente a capacidade que elas talvez tenham
de se aproximar da verdade, ou de produzir um relato fidedigno do mundo. "Ha
fatores epistémicos, referentes por exemplo a capacidade explicativa da teoria, a sua
plausibilidade em relacdo a outras teorias ja aceitas, além de fatores sociais,
psicologicos, etc..

Se a verdade é um critério para a aceitacdo de uma teoria, no nosso caso, de
um modelo, entdo podemos nos perguntar, como se estabelece a verdade?

Retomando elementos do desenvolvimento histérico da matematica, podemos
destacar uma fase de desvinculagdo entre uma realidade a ser estudada
matematicamente e a matematica utilizada para descrevé-la.

Se tomarmos os trabalhos dos matematicos gregos, em especial os
Elementos de Euclides, vemos que havia uma crenga na isomorfia entre a realidade
observavel e a matematica que a descrevia. Foi com a criacdo das geometrias nao-
euclidianas, no séc. XIX, que a matematica despontou “ndo como algo
necessariamente ditado a nés pelo mundo em que vivemos” (EVES, 2004, p. 545),
mas também como uma criagdo do espirito humano. Hoje podemos dizer que o que
se consegue ter sdo aproximacdes, ao invés de um isomorfismo entre a matematica
e a realidade.

Com o descobrimento das geometrias n&o-euclidianas muitos

questionamentos surgiram acerca da possibilidade das estruturas matematicas que
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se conhecia representarem adequadamente o real, pois um fato, comumente aceito
desde a época dos gregos, € que a geometria de Euclides refletia, de certo modo, o
espaco real.

A partir desses questionamentos a matematica que se conhecia até entdo
passara por uma profunda analise critica que provocou a busca de novas
fundamentacgbes para ela, para o modo como se construiam ou como surgiam o0s
entes matematicos, como se estruturavam as teorias e como se validavam suas
proposicdes. Um dos resultados desses esforgcos foi uma espécie de separacéo dos
aspectos formais da matematica daqueles que podemos chamar de intuitivos,
porque estdo relacionados a nossa capacidade de percebé-los no mundo em que
vivemos, ou a nossa capacidade de imaginacéo e interpretacdo. Surge entdo uma
nova forma de conceber a relagcido entre realidade e matematica.

Em sua obra intitulada Fundamentos da Geometria, publicada em 1899, David
Hilbert apresenta a geometria euclidiana sem conex&o com a realidade espacial. O
que se obtinha € que as relagdes apresentadas e demonstradas eram coerentes. A
nocdo de verdadeiro ou falso s6 teria sentido quando tais relagdes fossem
interpretadas em algum contexto. Para saber se uma dada afirmacdo de uma teoria
€ verdadeira recorremos a uma interpretacdo dessa teoria. Essa interpretacéo pode
ser feita, por exemplo, na nossa realidade observavel. Mas também pode ser feita
em um outro campo da prépria matematica. A verdade € entdo relativisada, de modo
que algo que se apresente verdadeiro em um contexto pode n&o sé-lo em outro.

Nao € dificil encontrar, em textos que tratam de modelagem matematica na
educacdo matematica, referéncias a questdo da verdade. Uma delas é a de
Biembengut e Hein (2007, p. 46): “Quando se modela uma situacdo, busca-se a
verdade naquele instante, naquela realidade.”

No entanto, se atentarmos para o significado de verdade segundo os padrdes
cientificos, por exemplo, a concepgcdo de verdade como correspondéncia, nem
sempre € acerca dela que se esta falando no caso mencionado acima.

Essa diferenciacdo pode parecer desnecessaria nos niveis de ensino
fundamental e médio, mas é relevante quando se busca uma melhor compreensao
dos métodos utilizados na estruturacdo de teorias matematicas e cientificas em
geral. E essa compreensao, no caso do processo de modelagem matematica, pode

ser importante também para a formacéo de um professor de matematica.
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Da Costa (1997) discute outras duas abordagens para a nogdo de verdade

em ciéncia além da correspondencial: a pragmatica e a coerencial. No sentido

pragmatico a verdade também é denominada quase-verdade por esse autor.

Informalmente, define-se a verdade correspondencial como o acordo entre
pensamento e objeto, entre sentencas e fatos. [...] Ha, por outro lado, um
conceito de verdade, de indole pragmatista, de conformidade com o qual a
sentenca S é pragmaticamente verdadeira, em um dominio do saber D, se,
dentro de certos limites, S salva as aparéncias em D ou, em D, tudo se
passa como se ela fosse verdadeira segundo a teoria da correspondéncia.
Em determinadas circunstancias, S é quase-verdadeira simplesmente
porque S é verdadeira correspondencialmente falando; isto se passa, v.g.
quando S é sentenca observacional. (DA COSTA, 1997, p. 128-9).

Para a nocdo de verdade coerencial, verdade € uma relacdo de coeréncia

entre um enunciado e dado sistema de enunciados ou crengas. Sobre essa nogéo

complementa:

As diversas concepcgdes coerenciais tém poucos tragos em comum,
geralmente se apoiando em pressupostos metafisicos. Talvez a
caracteristica mais marcante seja a seguinte: verdade é uma relacdo de
coeréncia entre um enunciado e dado sistema de enunciados ou crencas; o
enunciado S é verdadeiro em relacdo ao sistema proposicional K, se S for
coerente com K, o que implica ser S consistente com K e, se ndo pertence
a K, deve ampliar este ultimo de modo coerente. [...] Em caso contrario, S é
falso com referéncia a K. (DA COSTA, 1997, p. 141).

A partir do exposto nesta secdo vemos que a verdade das teorias, isto €, dos

modelos, dizem respeito a realidade intermediaria. Poderiamos entdo nos perguntar

como se relacionam essas teorias (modelos) com a realidade inicial. Uma hipotese

que temos é a de que entre os modelos e a realidade inicial caberia a relacdo de

adequacéo empirica. Sobre isso falaremos na secéo 3.4.

3.3. Estruturalismo e Realidade Intermediaria

Na visdo de Granger estrutura € “um conjunto de elementos quaisquer,

portanto abstratos, entre os quais (ou entre alguns de seus subconjuntos) tiverem
sido definidas relagbes igualmente abstratas.”(ABBAGNANO, 2003, p.376). Na visé&o

de Levi-Strauss é

“algo que constitui a ordem ou a substancia da realidade em
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exame e, portanto, determina necessariamente todas as suas determinacgdes, de tal
forma que as torna infalivelmente previsiveis.” (p.377) Com base nessas duas visdes
o estruturalismo pode ser tido como “todo método ou processo de pesquisa que, em
qualquer campo, faga uso do conceito de estrutura.” (p. 377-8).

A abordagem estruturalista traz elementos importantes a nossa discussao e,
segundo Lacerda Araujo (2003), tem sua origem na Francga, na linguistica e em
Saussure, em torno de 1950. Uma das contribui¢ées de Saussure foi pressupor no
elemento (a parte) o sistema ou estrutura (o todo), mostrando que o estruturalismo

nao se trata de um atomismo.

Cada elemento do sistema, além de revela-lo, s6 adquire sentido no interior
do sistema e por referéncia a outros elementos. Nada tem significacdo em
si e por si s6, mas sim por ndo ser outro. O principio de diferenciacio esta
na base deste tipo de pensamento. A coisa néo vale pelo que ela é, mas
por sua relacdo opositiva com os outros elementos. [...] Trata-se de uma
identidade puramente relacional... (LACERDA ARAUJO, 2003, p.123).

Ainda nessa direcdo a autora complementa:

Os elementos da estrutura dependem das regras que regem a totalidade,
portanto, seu modo de relacionar-se, seus processos de composicao,
conferem a totalidade seu carater de, ela prépria, estar sempre se
configurando, se transformando. Ela ndo subjaz aos elementos nem é
resultado de uma soma das partes. (LACERDA ARAUJO, 2003, p.126).

Para Barthes, conforme Lacerda Araujo (2003, p. 120)

...0 estruturalismo n&o é uma escola, mas uma atividade de decomposicao
e composicdo do real, para fazer aparecer no objeto decomposto o
inteligivel. Este inteligivel é o intelecto humano acrescentado ao objeto,
portanto, a histéria, a cultura, o valor humano. Inquirir o psiquismo, a
sociedade primitiva, a arte, a literatura, [isto é, uma realidade inicial] para
neles descobrir invariantes universais responsaveis pelo sentido e pela
forma, esta é a finalidade do método estruturalista.

Lacerda Araujo (2003, p.133) justifica o uso do estruturalismo em ciéncia da

seguinte maneira:

A possibilidade de se fazer ciéncia, de se formalizar, ou seja, de encontrar
as estruturas universais, inconscientes e variantes, caracteriza o método
estruturalista. A estrutura ndo é pura forma ja que resulta de uma
investigacdo objetiva; cumpre assim, uma finalidade analitica. [...] ao
permitir a compreensao da totalidade [...] fornece, além de uma explicacio
analitica, uma visdo critica da realidade.
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No desenvolvimento da matematica podemos visualizar uma antecipacao do
estruturalismo representada pelas contribuicdes de Hilbert nos finais do séc XIX,
enfatizando a matematica, em particular a geometria, como o estudo das relacdes e
ndo das coisas.

Em seguida, com o grupo Bourbaki, o carater estruturalista da matematica é
acentuado com a concepc¢édo de matematica como a teoria das estruturas, que tem
se revelado promissora na reconstrugcdo da matematica do séc. XX.

Para nos, a palavra chave da abordagem estruturalista da matematica é
‘isomorfismo’, ressaltando que o que importa ndo € o conteudo, mas a forma.
Portanto, um axioma epistemolégico do estruturalismo pode ser colocado por meio
da seguinte afirmacdo: ndo podemos conhecer além da estrutura, ou seja, ndo é
possivel conhecer as esséncias, sé as estruturas. Se duas estruturas sao isomorfas
elas sdo consideradas a mesma, independentemente de suas naturezas
particulares. Esse axioma permite-nos justificar a introducdo da realidade
intermediaria no processo de modelagem matematica como etapa essencial para
atingir o conhecimento do real.

Lacerda Araujo (2003) apresenta-nos uma forma de entender o que estamos
denominando realidade intermediaria, salientando seu carater estrutural, embora a

chame de modelo. Ela firma que

A forma representa, para o estruturalismo, uma etapa no estudo do préprio
objeto para captar, através de redes de relacdes, seus tracos imanentes. O
fim da pesquisa, no entanto, é atingir o concreto. A forma, o modelo, sdo
seu meio necessario. A propria estrutura faz parte do real, do real pensado
[no sentido de Bachelard]. Ndo se restringe a pura realidade empirica [ou
inicial]. Esta é apresentada como um conjunto caético, desordenado, que a
analise ordena e estrutura. Sendo a estrutura a sintaxe das transformacdes
possiveis, conhecé-la representa um formidavel esforco na direcdo do
aprofundamento nas determinacgdes do concreto ja-pensado.

Conhecer a combinatéria dos elementos resulta na forma. Obter a
forma é descortinar o sentido pelo qual se interpretara a realidade. Esta
nunca contém por inteiro o seu proprio sentido. Ai reside a contribuicdo
principal do estruturalismo a filosofia, [...] e também sua vocacao critica;
formalizar é interpretar. (LACERDA ARAUJO, 2003, p.134).

Para nés, como veremos, modelo é diferente de estrutura. Modelo € uma
teoria que visa a descricdo das estruturas, descricdo que pode ser dada por

equacdes ou axiomas. A teoria por sua vez envolve conceitualizagdes.
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A relacdo entre estrutura e realidade pode ser compreendida de formas
diferentes pela via estruturalista. A primeira delas “ressalta o dinamismo das
estruturas, concluindo que sua realidade consiste em estruturacoes,
desestruturacdes, reestruturagcdes, ndo correspondendo ponto a ponto com a
realidade [inicial]; a estrutura apenas apresenta fatos de uma realidade que subjaz a
ela.” (LACERDA ARAUJO, 2003, p.127). Essa posicdo é denominada, pela autora,
de estruturalismo genético. Na segunda, nas palavras de Levi-Strauss, “a estrutura
nunca existe na realidade concreta, mas € ela que define o sistema de relacbes e
transformacdes possiveis dessa realidade.” (LEVI-STRAUSS apud LACERDA
ARAUJO, 2003, p.127). Ou seja, o dado imediato n&o fala por si, & construido pela
linguagem cientifica que procura dar conta do real. Essa posicdo é denominada,
pela autora, de estruturalismo de modelo. Ambas posi¢cdes apontam para o fato de
que a estrutura ndo faz parte da realidade inicial, afinal a “estrutura n&o designa o
resultado de uma pesquisa empirica sobre a realidade concreta, mas a regra ou
regras que regem as modificacbes e as configuracdes dos elementos de um
sistema.” (LACERDA ARAUJO, 2003, p.128)

Segundo Lévi-Strauss, a nocdo de estrutura ndo se refere a realidade
empirica, mas aos modelos (no nosso caso, a realidade intermediaria) construidos
em conformidade com esta. Assim sendo, ele coloca algumas condi¢cdes para que 0s
modelos sejam concebidos como estruturas, dentre elas a de que uma modificacao
qualquer em um elemento do sistema acarreta uma modificacdo de todos os outros.
Essa condicao reflete o carater relacional das estruturas. Outra condicdo é a de que
se pode prever de que modo reagira o modelo em caso de modificacdo de um de
seus elementos. Além disso, o0 modelo deve ser construido de tal modo que seu
funcionamento possa explicar todos os fatos observados. A funcio explicativa revela
o carater aproximativo do modelo (LEVI-STRAUSS apud LACERDA ARAUJO, 2003,
p.129).

A construcdo da realidade intermediaria no processo de modelagem
matematica €, de fato, uma atividade estruturalista no sentido que a coloca Lacerda
Araujo (2003, p. 127-8):

a finalidade da atividade estruturalista seria a reconstru¢do do objeto para
nele descobrir funcgdes; imitar, fazer um modelo, um simulacro desse objeto
numa decomposicdo, para em seguida, de posse de um modelo,
reconstrui-lo [...] O simulacro confere ao objeto o estatuto de objeto
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construido pelo intelecto. Ndo se trata de puro empirismo mas de uma
fabricacao, fruto da criacao e da reflexio.

Silva (2007) traz-nos uma visao do estruturalismo, que n&o aprofundaremos
neste momento, mas que nos incita a novos estudos nessa diregdo. Segundo esse
autor, o estruturalismo € uma versdo recente do platonismo, “n&o por propor a
existéncia de objetos matematicos (numeros, conjuntos e outros), mas de estruturas
matematicas, esquemas relacionais vazios que podem ser ‘preenchidos’ por
quaisquer objetos que existem efetivamente, como querem os realistas.” (SILVA,
2007, p. 71)

3.4. Os Modelos e a Adequagdo Empirica

O seguinte exemplo do processo de modelagem apresentado em Bassanezi
(2002) permite-nos visualizar a constru¢cdo da realidade intermediaria, o papel das
hipéteses simplificadoras, sua linguagem e a linguagem matematica dos modelos,
que € mais formal. O processo de modelagem nesse caso € motivado pelo interesse
em se calcular o volume de uma maca (problema proposto).

Temos entdo uma realidade inicial de natureza n&do matematica a partir da
qual podemos construir diferentes realidades intermediarias sobre as quais modelos
matematicos serdo elaborados. Para cada uma dessas realidades, e seus
respectivos modelos, ha um nivel de complexidade maior no que diz respeito a
linguagem matematica utilizada no modelo e a linguagem utilizada para a construgéo
da propria realidade intermediaria correspondente.

Uma primeira realidade intermediaria pode ser construida a partir da hipétese
de que a maga possui uma forma esférica podendo, portanto, o modelo procurado
ser dado pela seguinte formula do volume de uma esfera na qual r representa o raio

da mesma:

4
Volume da esfera = —~
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Uma segunda realidade intermediaria pode ser construida considerando a
macad como um sélido de revolucdo, cujo modelo matematico que dara o volume

desse solido sera dado pelo teorema de Pappus que afirma o seguinte:

Seja 22 uma regido plana situada no mesmo plano de uma reta r e totalmente
contida em um dos lados determinados por r. Seja h a distadncia entre o
centroide de Qe aretar, e A a area de 2 Entdo, o volume V do sdlido de
revolugcdo, gerado pelo rotacdo de 2 ao redor do eixo r, € dado por
0Q=2rxhA.

A obtencdo do volume da magé com base no teorema de Pappus envolvera o
uso de técnicas de integracdo, revelando um modelo cuja linguagem empregada na
construcdo do mesmo € mais complexa que a linguagem do modelo anterior.

Qual dos dois modelos é verdadeiro? Obviamente esses modelos sé&o
verdadeiros em relacdo as realidades intermediarias correspondentes. Quanto a
verdade em relacao a realidade inicial, em vez de dizermos que o segundo modelo é
mais verdadeiro em relacdo a macga, podemos dizer que o segundo modelo € mais
adequado empiricamente, uma vez que a adequacao empirica implica em verificar
em que medida o modelo obtido modela a realidade inicial, € ndo se é verdadeiro em
relacdo a ela. Nao é nossa intencdo aqui explicar como estabelecer esse tipo de
adequacéo.

Uma teoria cientifica € aceita, em geral, porque se acredita que “ela é
eficiente para prever com determinada precisdo fenédmenos ainda nao observados.”
(DUTRA, 2003, p. 16). Além disso,

A teoria prevé que certos fenbmenos deverdo ocorrer de determinada
maneira, e isto € aproximadamente o que se pode constatar.

Quando este é o caso, costuma-se dizer que a teoria é empiricamente
adequada, ou que ela salva os fendmenos, que ela da conta dos
fenémenos observados. (DUTRA, 2003, p. 16).

A realidade intermediaria € composta por estruturas atribuidas aos fenbmenos
observados. Tanto os observados como 0s nao observados podem estar
relacionados a adequacéo empirica. A generalidade do modelo permite que ele sirva
tanto para os casos observados como para outros parecidos. No caso do segundo

modelo que expusemos, referente a consideracdo da magd como um solido de
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revolucdo, o que inclui o primeiro caso no qual uma aproximagao da maca € dada
por uma esfera, ele seria mais aceito em relacdo ao primeiro, pois permite prever
melhor as coisas ndo observadas, por exemplo calcular o volume de macgas ou
outras frutas de formatos diferentes do dado.

Para Bas van Fraassen uma teoria € empiricamente adequada se ela é
verdadeira em relacdo as coisas observaveis. Como a observacdo € o primeiro
passo para a construcdo da realidade intermediaria, entdo no nosso caso, como ja
vimos, se ela é verdadeira ela s6 0 € em relagcado a realidade intermediaria. Porém é
empiricamente adequada em relac&o a realidade inicial.

Van Fraassen nos coloca ainda que, se uma teoria emprega termos, como
‘elétron’, por exemplo, embora denotem objetos determinados, ndo sdo reais, mas
apenas ficcbes. Podemos entender a nossa realidade intermediaria com esse
carater ficcional onde os personagens ndo necessariamente existem na realidade
inicial. Obviamente uma teoria cientifica possui um compromisso maior com a
realidade, diferente do que ocorre com um romance. De uma teoria cientifica s&o
exigidas qualidades que em geral n&o sdo exigidas de uma obra literaria. Dentre tais
qualidades “ndo esta a verdade das teorias cientificas, e sim apenas sua adequacéao
empirica.” (DUTRA, 2000, p. 35)

‘Empiricamente adequado” pode ser entendido como a possibilidade de
verificar as manifestagées ou consequéncias experimentais das hipéteses, embora
nao possamos garantir que as entidades nas quais essas hipdteses se baseiam
existam na realidade. Essas entidades podem ser inobservaveis. Duas teorias
diferentes, isto é, baseadas em diferentes entidades, poderiam ter as mesmas
consequéncias experimentais: os sistemas de Ptolomeu e Copérnico, por exemplo.

A distincdo entre ‘verdade’ e ‘adequacado empirica’ baseia-se no conceito de
‘Observavel. Uma teoria cientifica € empiricamente adequada, segundo van
Fraassen, se ela salva os fenbmenos, isto é, se ela da conta dos observaveis. Numa
forma simples, podemos entender ‘observavel como aquilo que € acessivel ao
sujeito epistémico (o ser humano), ja seja através de instrumentos (que ampliam a
nossa percepg¢ao) ou de teorias.

Para Bachelard (2000, p. 18-19)

a observacio tem necessidade de um corpo de precaucdes que levam a
refletir antes de olhar [...] A observacdo cientifica é sempre uma
observacédo polémica; ela confirma ou infirma uma tese anterior, [...] ela
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mostra demonstrando; [...] ela reconstroi o real apds ter reconstruido seus
esquemas. Naturalmente, desde que se passe da observacdo a
experimentacdo, o carater polémico do conhecimento torna-se mais claro
ainda. Entdo, é preciso que o fendmeno seja escolhido, filtrado, depurado,
vazado no molde dos instrumentos, produzido no plano dos instrumentos.
Ora, os instrumentos ndo sdo sendo teorias materializadas. Deles saem
fendmenos que trazem por todos os lados a marca teérica.

Podemos dizer que a adequacéo empirica sugere uma referéncia ao conceito
de verdade pragmatica como apresentado por Da Costa (1997), o qual
mencionamos anteriormente.

O pensamento matematico envolve tanto a intuicdo quanto a ldgica, a
primeira mais ligada aos processos de descoberta matematica, os quais requerem o
desenvolvimento da capacidade de imaginacdo, € a segunda mais do lado do
discurso e da sistematizacdo. No processo de construgao da realidade intermediaria,
enquanto ela € constituida de situagbes limite, requer-nos fortemente das
capacidades imaginativas da nossa intuicdo. Porém, na elaboracdo do modelo que
descrevera essa realidade intermediaria precisamos de nossas capacidades de
organizagao e sistematizacdo, nas quais a légica tera um papel fundamental. Essa
etapa, portanto, requer de uma certa precisao da linguagem a ser utilizada.

Na sequéncia daremos um exemplo de como, mesmo em situagdes iniciais
ndo matematicas, € possivel elaborar um modelo de carater axiomatico. Esse
exemplo também é uma resposta ao conhecido sexto problema de Hilbert.

Em 1900, no Il Congresso Internacional de Matematicos que foi realizado em
Paris, David Hilbert exp6s em uma comunicacdo uma lista de 23 problemas
matematicos relevantes a serem investigados no decorrer do séc. XX. Tal lista
influenciou profundamente o desenvolvimento da matematica a partir de entdo. O
sexto desses problemas previa a possibilidade de axiomatizagdo da fisica classica.
Mas conforme Ferreira J. (2003, p. 63), “[a énfase deste problema] esta muito mais
em estabelecer uma filosofia cientifica do que enunciar uma tarefa técnica, e tem
muito mais a caracteristica de um desafio programatico do que uma questdo com
resposta especifica.”

Um exemplo de empenho nessa direcédo € dado pela forma axiomatica de
tratar a mecanica classica de particulas proposta por Suppes, McKinsey e Sugar em
1953 e apresentada em Krause (2002, p. 44). Essa versdo axiomatica é dada pelo

que Newton da Costa chama de Predicado de Suppes, 0 que na nossa discusséo
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refere-se a um modelo de carater axiomatico para uma realidade intermediaria dada

por uma estrutura que descreve a mecanica newtoniana de particulas.

Um predicado de Suppes € a forma linguistica numa determinada linguagem

formal, por exemplo, a conjuntista, da descricdo da estrutura.

A seguinte estrutura I refere-se a um sistema de mecanica de particulas:
N=(P.7,s.mfg)

Nela, P € um conjunto ndo vazio cujos elementos s&o particulas e T € um

conjunto de numeros reais que denota um intervalo de tempo. Além disso, temos as

seguintes funcdes: s(p, t), (ou sp(f)) que fornece a posicdo de uma particula p € P

num instante t € T, a fungdo m(p) que representa a massa da particula p € P, a

funcéo f(p, q, t) que representa a forga interna ao sistema que a particula g exerce

sobre a particula p no tempo t; e a fungdo g(p, t) que representa a forga resultante

externa agindo sobre a particula p no instante t. Uma interpretacdo dessa estrutura

nas palavras do proprio Suppes é:

Considere duas particulas consistindo dos planetas Terra e Vénus. Entdo a
forca interna sobre a Terra é a atracido gravitacional de Vénus, e a forca
resultante externa sobre a Terra é o vetor soma das forcas atrativas
gravitacionais de todos os outros corpos do sistema solar (e do resto do
universo para este caso). (SUPPES apud KRAUSE, 2002, p. 44).

Os axiomas que descrevem o que ocorre na realidade intermediaria dada por

essa estrutura sao:

A1:
A2:
A3:
A4
AS:
AG:
A7:

O conjunto P é finito e n&o vazio.

T é um intervalo de numeros reais.

Para cada p € P, a fung&o s, é duas vezes diferenciavel emrelagédoa T
Para cada p € P, m(p) € um numero real positivo.

Paracadap, qe Pecadate T, f(p, q, t)=-1fq,p, ).

Paracadap, ge Pecadate T,s(p, t).f(p,q,t)=-5(q, ). f(qg, p,b).
Paracadap e Pecadate T, m(p). D? Sp(t) = 2ger f(p, g, 1) + g(p, 1).
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O axioma A4 coloca-nos que a massa de uma particula € um numero real
positivo. Os axiomas A5 e A6 expressam versdes da terceira lei do movimento de
Newton, segundo a qual a toda acdo corresponde uma reacdo de mesma
intensidade, porém em sentido contrario. Os axiomas A3 e A7 expressam a segunda
lei do movimento de Newton segundo a qual a soma das for¢cas que atuam sobre o
sistema é dada pelo produto da massa pela aceleracéo.

O predicado de Suppes € de tal generalidade que admite outras
interpretacées além da estrutura dada. Isso € proprio do carater axiomatico do

modelo elaborado.

3.56. Uma Visao Empirista do Processo de Modelagem Matematica

O empirismo é uma exigéncia metodolégica que assume uma feicdo
nova no contexto teérico do estruturalismo, confirma-se. [...]

A partir de dados concretos imediatos, construimos um modelo e, de
posse deste modelo, voltamos ao concreto, para nele descobrir novas
relacbes. S6 assim a investigacdo tera valor heuristico. (LACERDA
ARAUJO, 2003 p.132).

O empirismo € uma corrente filoséfica para a qual “a experiéncia € critério ou
norma de verdade” (ABBAGNANO, 2003, p. 326). Na nossa releitura do processo
de modelagem matematica podemos considerar a realidade inicial como realidade
empirica, entendendo empirico como algo relativo a experiéncia, suscetivel de
observacao, em qualquer contexto.

A experiéncia, conforme Abbagnano (2003), pode ser tomada como intuicdo
ou como método. “A teoria da experiéncia como intuicdo considera a experiéncia
como o relacionar-se imediato com o objeto individual, usando como modelo da
experiéncia o sentido da visdo. Desse ponto de vista um objeto ‘conhecido por
experiéncia’ € um objeto presente em pessoa e na sua individualidade.” (p.408). Ja
‘a teoria da experiéncia como método considera-a operagdo (mais ou menos
complexa, nunca elementarmente simples) capaz de por a prova um conhecimento e
capaz de orientar sua retificacdo.” (p.411) E nesse segundo sentido que utilizaremos

o termo experiéncia. Notemos que intimamente ligado ao conceito de ‘experiéncia’
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esta o de ‘observacédo’. Mas, experiéncia ndo é s6 observacéo, implica também em
producéo.

A observacdo € o primeiro passo na construcdo da realidade intermediaria.
Observar é estruturar a realidade intermediaria. Como bem coloca Fourez (1995), a
observacdo ndo é passiva, ela envolve uma organizagdo da visdo e, conforme ja

colocamos, implica em selec¢des.

Em suma, para observar, é preciso sempre relacionar aquilo que se vé com
nocdes que ja se possuia anteriormente. Uma observacdo € uma
interpretagdo: é integrar uma certa visdo na representacio teérica que
fazemos da realidade. (FOUREZ, 1995, p.40).

Ou seja, had um aspecto tedrico cultural implicito que nos permite interpretar o
que observamos, “observar & fornecer-se um modelo tedrico daquilo que se vé.’
(p.42).

Podemos dizer que ha um certo ponto de vista construtivista na constituicao
da realidade intermediaria uma vez que “a significacdo de um acontecimento ou a
configuracdo das entradas dos dados é construida pelo individuo.” (ARNKOFF apud
FOUREZ, 1995, p.41)

No processo de construgcdo da realidade intermediaria, as aproximacdes
simplificadoras, como ja vimos, conduzem a situacdes limites. Elas, portanto, n&o
sdo diretamente obtidas por observacdo, pois possivelmente ndo acontecem na
realidade inicial, mas requerem de imaginagao para sua formulacdo, sao resultado
de uma producdo. A habilidade de formular hip6teses e aproximacdes
simplificadoras lida com a intuicdo matematica ou fisica do sujeito e requer a
utilizacdo do pensamento interpretativo e criativo para formula-las.

A modelagem matematica, mais do que uma metodologia € uma atividade,
uma praxis dindmica dentro do fazer matematico. Conforme a proposta de Bean
(2001), a modelagem matematica esta mais perto de uma ciéncia experimental,
desde que se utiliza de nogdes como ‘sistema’, ‘hipdtese’, ‘aproximacao’, etc.

Isso permite apoiarmo-nos numa visdo empirista da ciéncia a fim de
fundamentarmos a releitura do processo de modelagem matematica que fizemos.
Todos os elementos do empirismo discutidos aqui serdo traduzidos por analogia, no

seguinte capitulo, ao caso da matematica tomada como realidade inicial.
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Nas ciéncias empiricas o cientista “... formula hipoteses ou sistemas de
teorias, e submete-os a teste, confrontando-os com a experiéncia, através de
recursos de observacgéo e experimentacéo.” (POPPER, 1972, p.27)

Como parte do processo de modelagem matematica, visto de uma forma
empirica, esta a elaboracdo de conjecturas. Elas podem ser confundidas com as
hipéteses, mas na verdade elas sdo parte do modelo. As hipéteses sdo assumidas e
as conjecturas devem ser testadas, por isso ainda ndo possuem o valor de verdade.
Num modelo de carater axiomatico as conjecturas sdo os axiomas desse modelo.
Num modelo de carater equacional as conjecturas s&o as equagdes iniciais do

modelo.

3.6. Sobre a Relagado entre Verdade e Linguagem

Segundo Henkin (1975), a verdade € uma propriedade que pode ser atribuida
a sentencas que transmitem informagdes sobre algum assunto, seja ele empirico ou
abstrato. A questdo de se saber o que se pretende dizer ao afirmar que uma
sentenca é verdadeira pode ser encontrada em varios trabalhos filoséficos. No
ambito da matematica, Alfred Tarski elaborou uma teoria da verdade formal, isto é,
da verdade de sentencas de uma linguagem formalizada.

Na concepcao de Tarski, uma nocdo de verdade a ser aplicada a sentencas
de uma linguagem natural, por exemplo, pode ser expressa em termos de uma
relacdo entre as sentengas e o0 assunto a que elas se referem. Sentengas sao certas
expressdes simbdlicas elaboradas em alguma linguagem. Para que essa relacéo
seja adequada € necessario que ela especifique para cada sentenca as condi¢des
que a tornam verdadeira em certo dominio. Por exemplo, a sentenga “Curitiba é a
capital do Parand” sera verdadeira se, de fato, a cidade Curitiba for a capital do
Parana, que sera a condicdo que, caso seja satisfeita, dara a sentenca o carater de
verdadeiro. Se admitirmos que o conjunto de todas as sentencas é finito, entéo
especificar uma nocdo de verdade se reduz a elaborar uma longa lista com as
condi¢cdes de verdade para cada uma delas. Mas, embora possamos pensar em um
conjunto finito de sentencas elaboradas até hoje, nosso conhecimento acerca da

linguagem que utilizamos para formula-las mostra ser possivel elaborar um numero
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ilimitado de sentencas. Diante disso, a no¢&o de verdade acima considerada n&o se
mostra satisfatoria. Nesse caso, para tratar de uma infinidade potencial de sentencas
necessitamos de uma outra formulacdo para a nogcao de verdade, coloca-nos
Henkin.

Sabendo que cada sentenga é construida a partir de um conjunto finito de
simbolos e segundo certas normas gramaticais, podemos especificar as condi¢cdes
de verdade apenas para aquelas sentencas consideradas elementares, ou “mais
curtas”, a partir das quais seriam construidas as sentencas mais complexas. Para
decidir sobre a verdade destas ultimas, poder-se-ia recorrer ao que 0s matematicos
chamam de ‘definicdo recursiva’, ou seja, baseada em uma analise estrutural das
sentencas. A definicdo entdo “indicaria de que modo as condi¢cbes de verdade
poderiam ser consideradas no caso de qualquer sentenca complexa S, através das
condicbes de verdade aplicaveis as componentes elementares em que S se
desdobra” (HENKIN, 1975, p. 57).

Mas essa idéia também apresenta alguns obstaculos. Um deles seria
caracterizar o significado de ‘sentenca’ em linguagens que possuem regras
gramaticais complicadas e até mesmo imprecisas, o que pode ocorrer em
modelagem matematica. Por exemplo, no caso de modelos dados por equacgdes
diferenciais. Um outro obstaculo seria a presenca de paradoxos que podem surgir
quando se procura determinar se uma sentenca que faz alguma afirmacéo sobre ela
mesma é verdadeira ou falsa. Por exemplo, a sentenca “Esta afirmacao é falsa” &€
verdadeira se aquilo que ela afirma é verdadeiro. Mas se aquilo que ela afirma é
verdadeiro entdo a sentenga € falsa. Ou seja, admitindo que a sentenca é
verdadeira, concluimos que ela € falsa e vice-versa. Isso leva-nos a considerar que a
sentenca é verdadeira e falsa simultaneamente, o que contradiz a idéia que
comumente se tem sobre a distingdo entre sentenca falsa e sentenca verdadeira.

Os dois obstaculos apresentados manifestam a impossibilidade de
“apresentar uma definicdo satisfatoria de ‘sentenca verdadeira’ capaz de abranger a
totalidade das sentencas de uma linguagem natural.”(HENKIN, 1975, p. 58), no
nosso caso, de uma linguagem adequada aos modelos que se pretende construir.

Foi a partir da atencdo que Alfred Tarski deu a esse fato, que ele formulou
uma definicdo de ‘sentenca verdadeira’, matematicamente precisa, restringindo-se a
certas linguagens artificiais ou formais. Tais linguagens, proprias, por exemplo, de

113

teorias axiomaticas formais, sdo apoiadas em um formalismo composto por “uma
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lista explicita de simbolos, distribuidos em varias classes, e uma lista de regras
formais que ditavam quais os modos por que os simbolos se combinariam para
construir as sentencas.” (HENKIN, 1975, p. 62). No entanto, uma linguagem desse
tipo pode exprimir somente uma porgcdo das idéias que comumente sdo formuladas
em linguagens naturais, como o portugués, por exemplo.

Adicionando a uma linguagem os axiomas de alguma teoria e as regras de
inferéncia fornecidas por uma ldgica subjacente a essa teoria, torna-se possivel
elaborar demonstracdes formais nessa teoria e, a partir disso, decidir se uma dada
sentenca é também valida (demonstravel) ou nio.

No caso da modelagem matematica, por exemplo, na elaboracdo de um
modelo (teoria) de um fendmeno fisico, usualmente sdo formuladas equacbes de
diversas complexidades para a descricdo desse fendmeno. Essas equacgcdes podem
ser consideradas sentencas formuladas na linguagem da teoria em questao e, para
elas, também faz sentido perguntar sobre sua verdade e até sobre alguma “légica”
subjacente (num sentido mais amplo que aquele das linguagens formais).

O modelo pode ser meio para atingir a verdade acerca da realidade
intermediaria, n&o da realidade inicial. Como no caso da modelagem matematica os
modelos sdo teorias, ndo necessariamente formalizadas no sentido de Tarski, as
suas sentencas requerem um conceito analogo ao de verdade, porém, somente em
relacdo a realidade intermediaria que modela e ndo necessariamente em relacdo a
realidade inicial.

A definicdo de verdade elaborada por Tarski, embora forneca condi¢cdes para
saber se cada sentenca é verdadeira, ela ndo fornece informacgdes se, de fato, ela o
€. “Para saber se a sentenca é, de fato, verdadeira, sera preciso combinar a
definicdo e a investigacdo empirica.”(HENKIN, 1975, p. 60). Para essa investigacao
empirica, pode-se fazer uso da verificagdo direta da sentenca e de procedimentos
indutivos e dedutivos, dentre outros. Euclides demonstrava suas proposicdes e a
verdade daquilo que ele demonstrava era dada pela relagdo de correspondéncia ou
concordancia entre tais proposicées e a realidade espacial. Até que surgiram as
geometrias ndo-euclidianas, colocando em discussao a validade dessa relac&o ou o
critério de verdade adotado. Ja Hilbert ndo levou em conta o carater de verdadeiro
ou ndo daquilo que ele demonstrava, restringiu-se ao aspecto formal das

proposicoes.
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Em diversos sistemas formais, como mostrara Gddel, nem toda sentenca
verdadeira € demonstravel. Existem teorias axiomaticas nas quais ha sentencas que
podem ser identificadas como verdadeiras e, no entanto, ndo s&o demonstraveis.
Isso diz respeito ao problema da completude das teorias quando apresentadas num
formato axiomatico dedutivo. Empregando uma linguagem adequada para descrever
0s objetos de certos dominios que se pretende explorar € impossivel demonstrar
todas as sentencas que sado verdadeiras nesse dominio. “Dai segue que a nocao de
sentenca demonstravel, seja qual for a teoria dedutiva formal selecionada para a
linguagem, difere da no¢do de sentenca verdadeira — pois a primeira nogao pode ser
expressa na propria linguagem e a segunda ndo.” (HENKIN, 1975, p. 64).

No caso de uma teoria dada por equacdes também podemos formular o
problema da completude, porém, adaptando para esse caso 0 que se entende por
‘sentenca demonstravel’ do caso das teorias axiomaticas. Talvez uma sentenca
demonstravel nesse caso seja uma sentenca (ou equacado) que se obtenha das
primeiras por aplicagdo de diversos métodos de resolucdo. Tais métodos poderiam
ser considerados como a légica subjacente a essas equacdes. Nesse contexto, &
possivel que haja também um correspondente teorema da incompletude de Gédel:
existem ‘equacdes verdadeiras’ acerca do fendmeno em estudo que ndo podem ser
derivadas das equacdes originais da teoria.

Como podemos perceber, a questdo da verdade é uma importante fonte de
indagacéo filoséfica acerca da ciéncia e da atividade cientifica, e ndo esta livre de
questionamentos. Quando se trata de atividades de modelagem matematica ela é
tomada no sentido da chamada teoria correspondencial da verdade, segundo a qual,
como ja vimos, a verdade de uma sentenca estda em sua adequacdo com a
realidade. Nas atividades de modelagem matematica na educacdo matematica, a
menos que se esteja tratando de um estudo sobre filosofia ou fundamentos da

ciéncia, trabalha-se com uma idéia intuitiva do conceito de verdade.
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Capitulo 4

MODELAGEM MATEMATICA NO INTERIOR DA PROPRIA MATEMATICA

Partindo do pressuposto de que todas as ciéncias sdo ao mesmo tempo
empiricas e tedricas, saberes em que a busca da verdade deve ser
impulsionada por indicagcbes empiricas aliadas a atividade criadora a
procura de leis [...] para as quais a utilizacdo da légica e das ferramentas
matematicas é fundamental, é facil percebermos o potencial da aplicacio
da modelagem nos campos cientificos com métodos e finalidades comuns.
(BASSANEZI, 2002, p.16)

Apds entender o processo da modelagem tradicional do matematico aplicado,
que parte de situagcdes ndo matematicas, fizemos uma releitura desse processo e a
fundamentamos a luz de pressupostos filosofico-epistemoldgicos. Neste capitulo
propomos uma adaptacao, por analogia, dessa releitura do processo de modelagem
matematica a situacdes nas quais a realidade inicial a ser modelada € um campo da
prépria matematica.

Nesse processo de adaptacdo por analogia o status da matematica enquanto
realidade inicial pode ser fundamentado, veremos, no platonismo como uma forma
de realismo. Quanto a matematica envolvida na construgdo da realidade
intermediaria, que conduzira posteriormente a um modelo para essa realidade, ela
pode ter um carater estruturalista. A atitude caracteristica nesse processo todo € de
natureza empirista. Notemos que a matematica colocada dessa forma sugere-nos
uma concepc¢ao pluralista da mesma: 1) como realidade inicial a matematica pode
ser considerada objeto (platonismo); 2) como realidade intermediaria ela pode ser
apresentada por meio de estruturas, por exemplo, no sentido apontado por Bourbaki
(estruturalismo); 3) como modelo ela tem um papel instrumental, no qual ha uma
forte intervencdo da linguagem matematica e da logica subjacente; 4) no
pensamento e atitudes matematicos envolvidos no processo de modelagem
matematica pode comportar diversos elementos préprios de uma concepg¢éo
empirista, no sentido que ja expomos, onde, neste caso, a experiéncia matematica

adquire um significado pleno.
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Esses quatro momentos sugerem a referida visao pluralista de matematica, o
que podera promover um novo olhar sobre essa ciéncia a luz do processo de

modelagem matematica, podendo sugerir propostas pedagdgicas para o seu ensino.

41. A Matematica como Realidade Inicial no Processo de Modelagem

Matematica

Podemos considerar que no processo de modelagem matematica, tanto de
realidades ndo matematicas como de realidades matematicas, existe um mundo
“‘real” exterior que se quer modelar através de um modelo matematico. Como ja
vimos, esse modelo pode ser dado por meio de uma teoria matematica que descreva
elou explique os fenbmenos desse mundo em estudo, teoria que pode estar dada
por equacdes, como em muitos casos da modelagem de fendmenos fisicos, ou por
um sistema axiomatico, como faremos neste capitulo para o caso de “fendbmenos”
matematicos.

Sob uma visdo platonista, a matematica existe fora de nés, o que podemos
fazer & descobri-la, ndo inventa-la. As formas matematicas tém uma existéncia
independente da mente que as estuda. Porém, o conhecimento que podemos ter é
apenas parcial. O proprio Platéo é claro a respeito desse ponto no conhecido Mito
da Caverna. Nesse mito sugere-nos que ha uma realidade exterior “fora da caverna”
mas que 0 acesso que o ser humano tem a ela é apenas através das sombras desse
mundo que s&o projetadas nas paredes ao fundo da caverna. Isto €, o conhecimento
que podemos ter desse mundo exterior s6 pode ser atingido por meio de
representacdes, aqui constituidas pelas sombras.

Essa interpretacdo do Mito da Caverna de Platdo pode fundamentar a
adaptacdo que propomos do processo de modelagem matematica para o caso em
que a realidade inicial seja a propria matematica nos seguintes termos: ha uma
realidade inicial matematica a ser compreendida e ela podera sé-lo por meio da
identificacdo de uma certa realidade intermediaria (as sombras, as estruturas) que €

aquela que sera modelada posteriormente.
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4.2. O Método Axiomatico e as Estruturas

Vimos, no capitulo 3, como certos modelos (teorias) de situagdes nao
matematicas podem ser formulados axiomaticamente como no caso da mecanica de
Newton, cuja forma axiomatica pode ser dada por um predicado de Suppes. Vimos
também que o que esta sendo axiomatizado sdo as hipéteses levantadas sobre as
estruturas que constituiam uma realidade intermediaria para esse caso.

Nos exemplos que apresentaremos neste capitulo o sistema de axiomas
desempenhara o papel das equagdes que constituiam os modelos das situagdes
ndo matematicas. A seguir faremos algumas consideracbes sobre o método
axiomatico para falarmos do carater instrumental da matematica quando tomada no
processo de modelagem matematica.

Angel Ruiz (2006, p.11) coloca-nos que

em boa parte do ensino de matematica, a axiomatica e os métodos
dedutivos abstratos seguem sendo uma face persistente. Todavia ndo nos
temos livrado daquela énfase na unidade da matematica pela via das
estruturas e das reducbes axiomaticas. E, sobretudo, transmite-se aos
estudantes o respeito e 0 medo a um edificio inexpugnavel, absoluto e
verdadeiro, impossivel de questionar.

Para ele, o método axiomatico esta intimamente ligado aos processos rigidos
dos métodos dedutivos préprios da logica atual, e as estruturas sdo parte desse
universo loégico. Diferentemente do que Ruiz sugere na citacdo acima nds re-
interpretamos as estruturas, num sentido amplo, para compor a realidade
intermediaria.

O método axiomatico pretende, por meio de uma linguagem adequada, fazer
a descricdo das estruturas que compdem a realidade intermediaria. Essa descricéo
estara constituida por afirmacdes, nessa linguagem, que comporao o sistema de
axiomas que resultara num modelo procurado. Mesmo no caso de algumas
situagcdes ndo matematicas nas quais a descricdo € feita mediante equacdes, elas
também poderdo ser interpretadas como os axiomas que, numa linguagem
adequada, descrevem essas situagdes.

Todo sistema axiomatico, inclusive nessa versdao ampliada, colocada acima

constitui uma espécie de formalizacdo. Portanto, seria licito adotar uma viséo
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formalista sobre a constituicdo propriamente dos modelos (ou teorias) no processo
de modelagem. Porém, uma visdo empirista parece-nos mais adequada nessa
etapa, pois os axiomas que descrevem a realidade intermediaria podem ser
interpretados como conjecturas sobre o que acontece nessa realidade. Assim, o
método axiomatico usualmente associado ao formal, ao racional, pode também ser
associado ao empirico.

No séc. Illl a.C., na obra Elementos, Euclides reuniu e expds o0s
conhecimentos de geometria plana e espacial, teoria de numeros e algebra
geométrica grega que se tinha até entdo fazendo uso do método axiomatico, o que
consistiu em definir conceitos elementares como ponto, reta e plano, para o caso da
geometria, enunciar um pequeno numero de afirmagdes ndo demonstradas, os
axiomas e postulados, e, a partir deles, derivar os resultados (teoremas) da teoria
em questao por meio de procedimentos dedutivos.

Euclides enunciou postulados e uma série de axiomas que foram tidos como
verdades evidentes que podiam ser captadas por algum tipo de intuicdo. A diferenca
entre postulados e axiomas, naquela época, estava no fato de que aqueles diziam
respeito a alguma area especifica do conhecimento, nesse caso a geometria, e
estes ndo se restringiam a uma area somente. Exemplos daqueles axiomas sao: “o0
todo € maior do que as partes” e “se quantias iguais forem subtraidas das mesmas
quantias, os restos serdo iguais” (BARKER, 1976, p.33). E exemplos daqueles
postulados sao: “uma linha reta pode ser tragcada de um para outro ponto qualquer’ e
‘qualquer segmento finito de reta pode ser prolongado indefinidamente para
constituir uma reta” (BARKER, 1976, p.30).

‘Uma teoria axiomatica, segundo entendiam Aristételes e Euclides, € um
conjunto organizado de verdades a respeito de um determinado ambito da
realidade.” (MOSTERIN, 1987, p. 115).

“Nos tempos antigos, na Idade Média, no periodo moderno, até o séc. XIX, os
Elementos de Euclides foram ndo apenas o livro texto da Geometria, mas o modelo
daquilo que o pensamento cientifico devia ser” (BARKER, 1976, p.28).

Desde sua utilizagdo por Euclides nos Elementos, o método axiomatico foi
utilizado praticamente até o final do século XIX “sem sofrer alteragbes, nem em seus
principios basicos (os quais, diga-se de passagem, ndo foram nem mesmo
explicitamente formulados por um longo tempo), nem na abordagem geral com
respeito ao assunto.” (TARSKI, 1991, p. 113).
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O prestigio do qual o método axiomatico goza na tradicdo cientifica do
ocidente vem “desde a época em que Aristételes identificou ciéncia perfeita com
teoria axiomatica.” (MOSTERIN, 1987, p. 112).

Newton formulou, no séc. XVII, a sua mecanica nos moldes do método
axiomatico euclidiano, definindo seus conceitos elementares como ‘ponto material’,
‘forca’, etc e tomando como axiomas as hoje conhecidas como Leis de Newton.

No séc. XIX o matematico Pasch por meio de um estudo acerca do método
axiomatico publicou a “primeira axiomatizacao logicamente satisfatéria da geometria
euclidiana.” (MOSTERIN, 1989, p.112). Segundo ele,

para que a geometria se torne verdadeiramente numa ciéncia dedutiva, é
necessario que a maneira como se extraem as conseqiiéncias seja sempre
independente do sentido dos conceitos geométricos, como o deve ser
também das figuras; sé se deve tomar em consideracdo as relagdes entre
0s conceitos geométricos formuladas pelas proposicdes (que servem de
definicbes). Pode ser util e conveniente pensar, durante a deducdo, na
significacdo dos conceitos geométricos utilizados, mas tal ndo é de modo
algum necessario; de tal modo que é precisamente quando isso se torna
necessario que se manifesta uma lacuna na deducido e (quando se nao
pode suprimir essa lacuna modificando o raciocinio) a insuficiéncia das
proposi¢des invocadas como meio de prova. (PASCH apud BLANCHE,
1987, p. 34-5)

O préprio processo de dedugdo requer, para sua legitimidade, da identificacéo
das relagdes entre os conceitos e ndo do sentido destes, do seu significado na
realidade inicial.

Peano fez uso pela primeira vez do método axiomatico na aritmética
identificando como conceitos elementares os de ‘numero natural’ e ‘sucessor de um
numero’ e formulando o que hoje € conhecido como Axiomas de Peano. O sistema
axiomatico de Peano sera re-interpretado na secdo seguinte como um exemplo de
modelo obtido no processo de modelagem no interior da prépria matematica.

Mesmo tendo sido utilizado por Arquimedes e Newton, pode-se dizer que o
método axiomatico sé atingiu uma certa maturidade a partir dos trabalhos de Hilbert,
em finais do séc. XIX, e outros como Peano (na aritmética), Russell (na loégica) e
Pasch (na geometria).

Algumas caracteristicas do periodo de transformacao pelo qual passou o
método axiomatico, desde a época de Euclides até chegar aos moldes que se
conhece hoje, contribuem para a compreensdo da abordagem desse método

proposta neste trabalho.
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Com o descobrimento das geometrias nao-euclidianas no século XIX, que
tinham entre seus axiomas formas de derrogar o quinto postulado de Euclides,
muitos questionamentos surgiram acerca da veracidade ou ndo do que se podia
afirmar, baseando-se na negacado daquilo que se tinha como certo até entdo. E
como coloca Mosterin (1987, p.116), “na segunda metade do século XIX havia
diversos axiomas sobre as paralelas (correspondentes a teorias geométricas
distintas) incompativeis entre si. Todos estes axiomas n&o podiam ser verdadeiros
ao mesmo tempo.” Diante disso, para muitos matematicos na época, ndo pareciam
razoaveis os motivos pelos quais se deveria considerar um axioma como verdadeiro
e outro ndo. Justamente, esse aparecimento das geometrias n&o euclidianas gerou
uma crise no pensamento geomeétrico tradicional, pois elas ndo seriam, em principio
a descricao de alguma realidade espacial.

O légico Gottlob Frege foi um dos que n&o concordavam com o fato de
existirem geometrias distintas da que se conhecia. Referindo-se ao fato comumente
aceito de que a geometria de Euclides refletia, de certo modo, a realidade espacial,
sendo, portanto “verdadeira’, Frege afirmou: “Nada pode servir a dois senhores. Nao
€ possivel servir a verdade e a falsidade. Se a geometria euclidiana € verdadeira,
entdo a geometria nao-euclidiana é falsa; e se a geometria ndo-euclidiana é
verdadeira entdo a geometria euclidiana é falsa.” (FREGE apud MOSTERIN, 1987,
p. 117).

Analisado ao longo do tempo, o0 método axiomatico apresenta uma natureza
mutavel. Teve conotacdes diferentes em periodos diferentes de seu
desenvolvimento.

Como consequéncia de um periodo de revisdo nos fundamentos da
matematica, a geometria euclidiana também comecou a ser revista quanto ao rigor
de apresentacdo e quanto ao seu significado epistemolégico. Entre os reformadores
esteve Hilbert que apresentou uma reformulagcdo da geometria euclidiana com base
em uma nova visdo de método axiomatico no qual os axiomas sdo concebidos n&o
como verdades de uma certa realidade espacial, sendo como meros esquemas
abstratos, que em si mesmos ndo sao nem verdadeiros nem falsos, apenas pontos
de partida.

A partir dos trabalhos de Hilbert, originou-se o que se conhece por método
axiomatico formal que, ao contrario do método axiomatico material utilizado por

Euclides, ndo descreve propriedades fundamentais de algum dominio da realidade.
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Em sua obra, intitulada Fundamentos da Geometria, publicada em 1899,
Hilbert apresenta inicialmente cinco categorias de axiomas que dizem respeito a
certos elementos nao definidos, como ponto, reta e plano, e ndo faz uso da
evidéncia intuitiva. O que se poderia saber a respeito deles era aquilo que poderia
ser constatado por meio dos axiomas. Os teoremas deduzidos a partir deles também
nao expressavam ideias falsas nem verdadeiras. A noc¢ado de verdadeiro ou falso sé
teria sentido quando tais axiomas fossem interpretados em algum ambito da
‘realidade”. A geometria, entdo, nas maos de Hilbert, ndo trata de objetos
geométricos e sim das relagdes entre eles. Conforme teria dito Hilbert, as relacdes
entre esses elementos ndo definidos, ditos entes primitivos, continuardo validas
independentemente de se tratar de pontos, retas e planos, ou mesas, cadeiras e
copos de cerveja.

A idéia de Hilbert de priorizar as relacdes, e ndo os objetos, na geometria esta
na base, como mencionamos, do enfoque estruturalista na matematica, que foi
desenvolvido posteriormente em forma mais abrangente pelo grupo Bourbaki.

Hilbert também promoveu com a sua referida obra uma separacao entre os
aspectos sintaticos de uma teoria axiomatica e aqueles de natureza semantica. O
aspecto sintatico diz respeito aos simbolos adotados para designar os entes
primitivos, as regras de inferéncia, as sentengas que serdo consideradas coerentes,
etc., em outras palavras, a uma certa linguagem e a légica subjacente. Também
fazem parte desse contexto os axiomas e a nogédo de prova que sera adotada. Ja o
aspecto semantico diz respeito as possiveis interpretacées desses elementos
puramente simbdlicos. Ou seja, a semantica é a parte relativa ao conteudo de algum
dominio de interpretacdo, € o momento em que uma estrutura formal e abstrata
ganha sentido, sendo interpretada a partir de sua relagdo com um certo ambito da
‘realidade”. A nocdo de ‘sentenca verdadeira’ sera entdo um conceito semantico, ao
passo que a nocdo de ‘sentenca demonstravel’ sera um conceito sintatico. Para
saber se uma dada afirmacdo de uma teoria é verdadeira contrastamo-la com uma
interpretacdo dessa teoria. E na multiplicidade de interpretagdes ou modelos
possiveis que Hilbert vé a principal vantagem do novo método axiomatico, salienta
Mosterin (1987, p.121).

No nosso caso, essa diferenca apontada por Hilbert entre o aspecto
semantico e sintatico de uma teoria reflete, de certa forma, a diferenca que nos

propomos entre realidade intermediaria € modelo. A realidade intermediaria estaria
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mais do lado semantico da teoria, enquanto que o modelo matematico estaria mais
do lado sintatico.

A seguir apresentamos um exemplo que, incluindo a figura, foi extraido de
Nagel e Newman (1973, p.23-4), e pode ajudar na compreensdo desses dois
aspectos.

Sejam K e L duas classes de objetos submetidos aos cinco axiomas a seguir.

A1 — Quaisquer dois objetos de K estdo contidos em apenas um objeto de L.
A2 — Nenhum objeto de K esta contido em mais do que dois objetos de L.
A3 — Os objetos de K ndo estéo todos contidos em um unico objeto de L.

A4 — Quaisquer dois objetos de L contém apenas um objeto de K.

A5 — Nenhum objeto de L contém mais do que dois objetos de K.

O que temos até aqui sdo informacdes a respeito de entes dos quais n&o
sabemos o significado. A partir delas podemos obter uma série de afirmagdes sobre
0os objetos de ambas as classes utilizando as regras da logica classica. E todas
essas afirmacdes serdo tidas como demonstraveis. Por exemplo, podemos provar
que a classe K contém apenas trés objetos. No entanto, até esse momento, esse
sistema nao diz respeito a qualquer dominio da realidade que conhecemos.

Agora, se considerarmos a classe K como sendo a colecdo dos veértices de
um tridngulo e a classe L como sendo a colegdo dos segmentos de reta que sdo os
lados desse tridngulo, podemos interpretar cada um dos axiomas dados inicialmente,
conferindo-lhes significado semantico.

Assim, teriamos a seguinte interpretacdo desses axiomas.

A1 — Quaisquer dois vértices K estdo contidos em apenas um lado L.
A2 — Nenhum vértice K esta contido em mais do que dois lados L.
A3 — Os vértices K n&o estdo todos contidos em um unico lado L.

A4 — Quaisquer dois lados contém apenas um vértice K.

A5 — Nenhum lado L contém mais do que dois vértices K.
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INTERPRETACAO NA QUAL OS AXIOMAS 1 A 5 SAO VERDADEIROS.

A afirmacdo feita sobre a classe K (que tal classe possui apenas trés
elementos) pode ser reconhecida como verdadeira nessa interpretacdo (ou modelo
no sentido da ldégica matematica), pois a colecdo formada pelos vértices de um
triangulo possui, de fato, somente trés elementos, o que esta relacionado com o
significado que atribuimos ao conceito de triangulo. E uma vez que ela pode ser
deduzida dos axiomas, podemos garantir que sera verdadeira em qualquer outra
interpretacéo.

Frege, entdo, apds analisar os Fundamentos da Geometria, escreveu a
Hilbert, tecendo severas criticas a seu trabalho e argumentando que ele expressava-
se com excessiva falta de precisdo. Ele obteve resposta as suas primeiras
observacdes sobre o método hilbertiano, mas apds outras tentativas infrutiferas de
discussao, Frege publica em 1903 um artigo no qual agrupou e ampliou suas criticas
a referida obra de Hilbert.

Segundo Mosterin (1987), Hilbert, ao reformular a geometria euclidiana,
conservou as mesmas palavras para designar idéias novas, o0 que, provavelmente,
contribuiu para uma ndo compreensado imediata do novo método axiomatico. Por
exemplo, o que Frege entendia por axioma (um enunciado verdadeiro em relacdo a
uma certa realidade, e que, portanto, ndo necessitava de demonstracido) era algo
diferente do significado que Hilbert dava a esse mesmo termo.

Frege havia analisado o método axiomatico tradicional (pelo qual se entendia
que aplicar o método a um determinado ambito da realidade consistia em organizar
nosso saber acerca desse ambito em forma de teoria axiomatica) e chegou a
concluir que, para se alcancar um nivel de maior rigor nas demonstragcdes, mais do

que explicitar axiomas, como se havia feito até entdo, era necessario explicitar as
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formas admissiveis de demonstragcdo, as regras de inferéncia, ou seja, em ultima
instancia, explicitar a légica subjacente. No entanto, para ele, segundo Mosterin
(1987), a formalizacdo envolvia somente uma precisao sintatica e ndo uma mudanca
semantica. Ou seja, 0s enunciados feitos em linguagem natural eram substituidos
por férmulas de uma linguagem formal, mas estas continuavam expressando idéias
que podiam ser caracterizadas como verdadeiras, ou seja, “carregadas de conteudo
significativo.” (MOSTERIN, 1987, p. 116).

Para nos, o método axiomatico envolvido no processo de elaboracdo de um
modelo ou teoria na modelagem matematica esta mais do lado da concepcéo de
Frege desse método no seguinte sentido: os axiomas do modelo, enquanto
descricdes da realidade intermediaria que esta sendo modelada, s&o verdades

acerca dessa realidade.

4.3. Exemplos de Modelagem Matematica no Interior da Matematica

A fim de realizarmos a adaptacdo do processo de modelagem matematica
para situacées nas quais a realidade inicial € a prépria matematica comegaremos
por re-interpretar os conceitos fundamentais que nortearam nossa interpretacao
desse processo para, em seguida, apresentarmos alguns exemplos.

Para todos os exemplos deste capitulo tomaremos a matematica como uma
realidade inicial, no sentido platonista, onde seus fendmenos e fatos matematicos
sao considerados existentes, independentemente do conhecimento do sujeito.

Ou seja, mostraremos que € possivel, por um procedimento de analogia,
traduzir o processo de modelagem matematica descrito acima para uma situagao
puramente matematica, isto é, onde a realidade inicial € um campo da propria
matematica, por exemplo, a aritmética, considerada esta como o universo dos
numeros naturais com todas suas operacdes, relacdes e propriedades “inatas’.

Para traduzir a metodologia usada pela Matematica Aplicada na obtencéo de
modelos de realidades ndo matematicas para uma realidade matematica tomada
como inicial, podemos supor que, nas novas situagdes, existe a priori um mundo
‘real” matematico que se pretende modelar através de um ‘modelo matematico’ dado

por meio de uma teoria que descreva e/ou explique os “fendbmenos” desse mundo
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em estudo, em concordancia com a visdo platonista apontada anteriormente. Por
outro lado, diferentemente das colecdes de equacdes das situagcdes nao
matematicas, essa teoria, neste caso, geralmente sera dada por um sistema
axiomatico, no qual os axiomas poderdo ser considerados como conjecturas acerca
da realidade intermediaria correspondente. A idé€ia de ‘realidade intermediaria’ nesse
processo sera, como no caso anterior, o recorte a ser modelado matematicamente.
Esse recorte sera constituido por estruturas.

Como um exemplo consideremos a axiomatica de Peano da Aritmética, que
re-interpretaremos a luz do processo de modelagem matematica. A realidade inicial
nesse caso € o universo dos numeros naturais com todas suas propriedades,
operagcdes e relacbes. Como realidade intermediaria desse mundo inicial
consideremos o conjunto dos numeros naturais e a operacdo de sucessor. Essa
escolha da origem a seguinte estrutura matematica que € chamada de estrutura de

Peano:

P=(N, s 0

Na qual N denota o conjunto dos numeros naturais N={0, 1,2, 3, ...}, sé a
funcdo que a cada numero natural n € N associa o sucessorse n, s(n)=n+1e0é
0 numero natural zero que tera papel essencial na formulacdo da axiomatica de
Peano.

Na seqléncia é construido o modelo ou teoria dessa realidade intermediaria
constituido por uma colecdo de sentencgas, expressas numa linguagem adequada,
os chamados axiomas de Peano. Esses axiomas podem ser pensados como obtidos
por observacdo de certos fenbmenos que acontecem na realidade inicial tendo,
portanto, um carater conjectural. Os axiomas tais como formulados por Peano s&o
0S seguintes:

A1:  Zero é um numero natural, ou seja, 0 € N.

Az.  Se n é um numero natural entdo s(n) também o &, ou seja, se n € N

entdo s(n) e N.

As.  Se dois numeros naturais t€m o mesmo sucessor entdo esses numeros

sdo iguais, ou seja, sendon e Nem e N, se s(n) = s(m) entdo n=m.

Ay Nao existe um numero natural tal que zero seja 0 seu sucessor, ou

seja, n&o existe m € N tal que s(m) = 0.
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As.  Se Ac N talquei) 0e 4 eii) (Vnned—>s(n)e ) entdo A= N.

O axioma As € chamado de axioma da indugdo e sua formulagédo tal como
dada por Peano esta expressa no que hoje se chama linguagem de segunda ordem.
Isso € devido ao fato de o subconjunto A de N pode ser qualquer subconjunto. A
partir da década de 1920, e decorrente das contribuicdes de Hilbert e Ackermann, ja
a linguagem de uma teoria matematica como a de Peano poderia ser restrita ao que
se chama linguagem de primeira ordem. No caso desse axioma, basta restringir os
subconjuntos A de N aos subconjuntos chamados definiveis, isto €, que podem ser
definidos por uma expressdo da mesma linguagem.

Os modelos axiomaticos de realidades matematicas, assim como os modelos
equacionais de realidades ndo matematicas, devem ter suficiente generalidade de
modo a descrever outras realidades n&o consideradas inicialmente. A seguinte
citacdo de Henri Cartan, um dos fundadores do grupo Bourbaki, tomada de
MASHAAL (2007) coloca-nos muito bem esse carater de generalidade do modelo e
do método axiomatico, embora trate da elaboracéo de demonstra¢des, palavra que

substituimos por modelo, na transcricdo da citagcado que segue:

Um matematico que decide construir [um modelo] tem em mente certos
objetos matematicos bem definidos, que ele esta estudando. Quando
acredita ter obtido [0 modelo] e comeca a testar cuidadosamente todas as
conclusbes, percebe que apenas um numero muito reduzido de
propriedades especificas dos objetos considerados desempenharam algum
papel [nesse modelo]. Ele descobre assim que pode utilizar [0 mesmo
modelo] para outros objetos, desde que estes possuam aquelas mesmas
propriedades que ele empregou em sua [construcdo]. Aqui nés podemos
ver a idéia simples subjacente ao método axiomatico: em vez de declarar
quais objetos devem ser examinados, basta estabelecer uma lista de
propriedades (...) que serdo utilizadas na investigacdo. Essas propriedades
sédo entdo colocadas em destaque, condensadas nos axiomas; a partir dai,
deixa de ser importante explicar quais os objetos estudados. Em vez disso,
podem-se construir [os modelos] de maneira que permanegcam validos para
quaisquer objetos que satisfacam os axiomas. E bastante notavel que a
aplicacédo sistematica de uma idéia assim tdo simples tenha abalado tio
completamente a matematica. (CARTAN apud MASHAAL, 2007, p. 92).

No caso do sistema de axiomas de Peano pode-se encontrar facilmente

outras realidades aritméticas que ele igualmente descreve. Um outro exemplo de
estrutura de Peano pode ser dado pela estrutura P’ = <M, f, 1> na qual M é o

conjunto dos numeros naturais impares, e f € uma fungao definida por f(n) = n + 2.
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4.4. A Matematica como Ciéncia Empirica a Luz do Processo de Modelagem

Matematica

As perspectivas mais freqlentes de modelagem matematica, que visam sua
implementacdo no processo de ensino-aprendizagem da matematica, estdo
fortemente motivadas pela matematica aplicada e sua metodologia, como ja vimos
no capitulo 2. Porém, elas ndo explicitam a concepgado de matematica que subjaz a
matematica aplicada, menos ainda como essa concepcao influencia a modelagem
matematica nos processos de ensino-aprendizagem de matematica.

Podemos identificar alguns vestigios de concepcbes reveladas pelas
discussdes realizadas em estudos de modelagem na Educacdo Matematica tais
como a matematica sendo tomada como existente independente de nosso
conhecimento acerca dela (platonismo) e a matematica como construgéo racional a
partir do empirico, que tem sua origem em Aristoteles.

Sobre a concepgdo de matematica no processo de modelagem, Anastacio
(2007, p. 28) questiona como a matematica € vista nesse processo. “Como um
instrumento que possibilita descrever a realidade ou, ao contrario, como algo que
pertence a realidade e que deve ser descoberto?” Notemos que no primeiro caso a
matematica é pensada como uma linguagem justamente para descrever a realidade,
enquanto que no segundo ha a pressuposicdo de que a matematica ndo seria
apenas uma linguagem e sim algo mais estrutural da prépria realidade.

A nossa abordagem da modelagem matematica ndo se revelou pertinente
apoiar uma concepgado de matematica em apenas um pressuposto filoséfico,
pensando a matematica de forma unica em todas as etapas do processo de
modelagem matematica.

Ao procurarmos uma fundamentacdo para o processo de modelagem
matematica percebemos que seria necessaria uma visao pluralista da matematica
para que, em diferentes etapas desse processo, as praticas se justificassem. Essa
visdo € essencial neste estudo.

Na modelagem matematica temos a matematica como ferramenta, como
linguagem, como pratica social. Nés a vemos como ciéncia, melhor ainda, como uma

ciéncia experimental, uma ciéncia empirical Uma ciéncia pressupde, além da
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delimitacdo de seus objetos de estudo, de um método adequado a abordagem
desses objetos, que inclua formas de validacdo dos conhecimentos construidos
acerca dos mesmos.

Tomamos como exemplos de ciéncia as ciéncias naturais, fortemente
fundamentadas no empirico. Nessa direcdo colocamos nossa proposta, conforme ja
mencionamos, de uma visdo empirista da matematica, motivada pela possibilidade
de se tomar a propria matematica como uma realidade a ser modelada, na qual
acdes como observagdo e experiéncia sao reinterpretadas de modo a vislumbrar
outras vertentes do trabalho com modelagem na educagdo matematica, né&o
necessariamente atreladas a resolugéo de problemas “reais”. Neste contexto, entéo,
a experiéncia matematica ganha significado. Para uma qualificacdo dos termos
‘Observacao’ e ‘experiéncia’ buscamos subsidios em Bachelard, conforme ja
colocamos, e também em Polya, dentre outros.

Para Polya, “a Matematica tem duas faces; € a ciéncia rigorosa de Euclides,
mas € também algo mais... A Matematica em construgdo aparece como uma ciéncia
experimental, indutiva” (POLYA, 1966, p. vii, grifo nosso).

Segundo Bruter, e em concordancia com Polya, “A matematica € uma ciéncia
de representacdo e de observacdo, uma ciéncia de manipulacdo, uma ciéncia
hipotético-dedutiva, uma ciéncia de provas” (BRUTER, 1998, p. 31). E acrescenta:
“A ciéncia entra na sua fase experimental quando comeca a agir sobre os seus
objetos de estudo. Esta fase € de natureza dindmica. Ela diz respeito a dois
aspectos essenciais da ciéncia: a descoberta de fatos e a sua explicacdo” (BRUTER,
1998, p. 35). Inclusive o método axiomatico ja é visto sob uma ética empirista por

Blanché como mostra a citagdo seguinte:

S6 nos livros é que uma axiomatica comeca pelos axiomas: no espirito do
axiomatico, os axiomas sédo o seu termo. Pressupde a deducdo material a
que da forma, e esta exigiu por seu turno um longo trabalho indutivo prévio,
para coligir os materiais que organiza. O verdadeiro trabalho do axiomatico
consiste em descobrir 0s axiomas, partindo dessas bases: ndo em deduzir
as conseqiiéncias de principios dados, mas antes, em encontrar, a partir de
um dado conjunto de proposi¢des, um sistema minimal de principios dos
quais possam ser deduzidas. A andlise indutiva, que vai dos factos as leis,
sucede a analise axiomatica que, continuando a obra de sistematizacéo
dedutiva, vai das leis aos axiomas. Uma vez traduzidos estes em simbolos,
com suas regras de funcionamento, o formalista poderd esquecer as
significacfes intuitivas. Porém, estas ndo terdo deixado de determinar o
esquema da sua construcédo e sé elas o tornam compreensivel, garantindo
a sua unidade: unidade organica, e ndo simples justaposicdo de axiomas.
(BLANCHE, 1987, p. 103-4).
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Entdo, o qué observa o matematico e com qué “instrumentos”? Para Bruter,
“A observacdo incide em primeiro lugar em objetos particulares, denominados
‘exemplos” (BRUTER, 1998, p. 33). Quando sao dificeis as questbes, os
matematicos usualmente procuram exemplos para obter as experiéncias
matematicas adequadas. E Polya acrescenta: “Primeiro observamos alguma
semelhan¢a”, no processo de observagdo procura-se alguma analogia (POLYA,
1966, p. 27).

Nesse carater dinamico de ciéncia experimental, observam-se, também, a
forma, a organizacao, a configuracao ou estrutura, a estabilidade, a regularidade, a
simetria (situagdes limites), de fato, a observacéo ja € um recorte da realidade.

Segundo Euler, o conhecimento que se apdia na observagcéo € obtido por
inducéo, isto é, um raciocinio que vai do particular ao geral (POLYA, 1966, p. 25).

A experiéncia matematica visa desvelar, através da manipulagcdo de suas
representacdes, a estrutura intima do objeto e seu modo de geracgao, e lida com a
descoberta. A traducdo de um contexto a outro numa situacdo de analogia, pode ser
considerada como uma manipulagdo dos objetos envolvidos para |hes atribuir
propriedades e verifica-las experimentalmente, experimento que pode ser mental. De
fato, a analogia tem um papel importante na formulacdo de hipoteses ou
conjecturas.

A conjectura € um “conhecimento” encontrado por inducgdo, isto €, sugerido
pela observacao (POLYA, 1966, p. 27). Portanto, uma conjectura € sujeito de crenca
e ndo de saber, isto €, uma conjectura € uma opinido(!), embora bem estruturada, e
nao ainda uma verdade. O processo de transformar uma crenga num saber depende
do paradigma de rigor e legitimidade. Na elaboracdo de uma conjectura podem
haver rupturas doxasticas, assim como rupturas epistemoldgicas aparecem nas
mudancgas conceituais.

Depois da observacdo de varios exemplos com a identificacdo de suas
analogias, € como um segundo passo, vem a generalizacdo, processo que sO €
possivel a partir do particular, mesmo sendo abstrato. Uma conjectura ja € a
expressao de uma generalizagao.

Uma vez feita a generalizac&o e elaborada uma conjectura, € preciso testa-la
com outros casos, com outros ‘exemplos’, os “quase-experimentos” na denominagao

de Euler (POLYA, 1966, p. 27). Os diversos quase-experimentos, dando certo,
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apoiam a conjectura e sugerem procurar um padrao, ou norma (POLYA, 1966, p.
29). Esse padrao ¢€ parte essencial do modelo a ser construido, o qual € sempre uma
aproximacdo, mesmo no caso de modelar um fendmeno matematico.

A validacdo do modelo matematico de uma situacdo fisica se da com o
experimento: s6 € aceito como valido aquilo que o experimento corrobora; no caso
de uma situagdo matematica, com a coeréncia logica: sé € aceito como valido aquilo
que pode ser demonstrado.

Dentro dessa visdo empirista de matematica, com sua face experimental, na
qual a intuicdo matematica € alimentada, e sua face légica, na qual o conhecimento
matematico é consolidado, colocamos a modelagem matematica.

A seguir analisamos um exemplo, que ja foi exposto em (CIFUENTES e
NEGRELLI, 2006; CIFUENTES e NEGRELLI, 2007), e que ilustra todos os pontos
discutidos anteriormente. Este exemplo, que € uma elaboragcdo nova, idealizada e
desenvolvida par esta pesquisa, pretende rediscutir o Teorema Fundamental da
Aritmética (TFA), pondo em relevo seu carater multiplicativo e estabelecendo
relagdes, por analogia, com a parte aditiva da aritmética.

Como realidade inicial temos o universo dos numeros naturais com todas
suas propriedades, operacgdes e relagdes, como no caso da aritmética de Peano.

O problema que propomos € o estudo e aprofundamento da situagdo de
analogia dada pelas operacbes de adicdo e multiplicacdo no campo dos numeros
naturais, especialmente em relacdo ao TFA e conceitos relacionados. Essa situacao
de analogia fornece dois casos particulares de uma situagcdo mais geral, cuja
esséncia pretende-se descobrir (CIFUENTES, 2005). Do ponto de vista do método
cientifico, esse estudo mostrara que toda analise por analogia conduz naturalmente
a um processo de generalizagdo no qual o método axiomatico tera o papel de
elaborar o modelo tedrico que explique as semelhancas e diferencas dos diversos
casos particulares.

O processo seguido € uma das formas do método, enfatizado por Lakatos
(1987), de analise-sintese em acdo. Esse processo mostra também que toda
generalizacdo € precedida por uma situacdo de analogia. Alias, para a Educacéo
Matematica, n&o interessa tanto o resultado generalizado quanto o processo de
generalizacao.

Como primeiro passo para a problematizacdo temos a observacdo da

realidade inicial o que nos conduzira a construgcdo de uma realidade intermediaria.
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Para a definicdo dessa realidade intermediaria (ou recorte desse mundo inicial
aritmético), consideramos dois fragmentos: o fragmento aditivo e o fragmento
multiplicativo. Para o fragmento aditivo consideraremos como universo do discurso o
conjunto dos numeros naturais N, que suporemos comecar em 0, munido da
operacao de adicao, e para o fragmento multiplicativo o conjunto N* = {1, 2, 3, ... }
munido da operacdo de multiplicacdo. Em ambos os conjuntos distinguiremos seu
elemento inicial para estabelecer, em forma mais precisa, as analogias entre esses
dois fragmentos.

Podemos definir, entdo, as duas seguintes estruturas que constituirdo a nossa

realidade intermediaria:

(N,+,0)0 e (N* o, 1)

Essas estruturas mostrar-nos-ao, por observagdo, uma série de “fenébmenos’
sobre seu comportamento na realidade inicial. O nosso papel sera deslindar quais
sdo relevantes para estabelecer as analogias que nos permitam fazer uma
generalizacdo adequada. Elas também apresentam, desde sua formulagao inicial,
uma certa semelhanca, uma certa analogia como nos mostram os seguintes “fatos”:

a) A adicao e a multiplicacdo sdo ambas associativas e comutativas.

b) Ambas as operac¢des tem um elemento neutro: no caso da adigdo é o
‘zero’ O, satisfazendo n + 0 = n para todo n; € no caso da multiplicacéo é a ‘unidade’
1, satisfazendo n.1 = n para todo n.

c¢) Ambas as operacgdes satisfazem a seguinte Lei de Cancelamento:

nt+k=m+k=>n=m
e
Nek=mek=n=m.

Essa ultima explica o porque da escolha de N* para o universo do discurso do
fragmento multiplicativo: para ndo impor a exigéncia de ser k = 0, 0 que quebraria a
analogia.

d) Ambas as operagbes satisfazem, também, a seguinte lei que
denominaremos de Lei da Trivialidade:

n+m=0=>n=m=0

e
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nem=1= n=m=1.

e) As correspondentes operacdes inversas, isto €, a subtracdo e a diviséo,
nem sempre estdo definidas para dois numeros naturais quaisquer.

f) Uma outra analogia mais profunda e menos evidente é a seguinte. H4 uma
relagdo intima entre a relacdo de ordem usual < de N e a adicdo, a saber,

n <m se e somente se existe k c Ntalque n+ k=m.
Em forma analoga, entre a relacdo de divisibilidade | e a multiplicacao:
n|m se e somente se existe k € N* tal que n+ k = m.

Ambas sao relacbes de ordem, a primeira total e a segunda parcial. Repare-
se (observe-se), também, que o elemento O, neutro para a adicdo, € o menor
numero natural na relacdo < em N, enquanto que o elemento 1, neutro para a
multiplicacdo, é o menor na relacdo | em N'; mais uma analogia.

Alguns passos mais adiante, ainda, podem ser dados nessa analogia com o
intuito de obtermos uma melhor compreensdo, e até uma re-significacdo, dos
fenébmenos aritméticos. Por exemplo, o conceito de ndmero primo na relagéo |, (isto

€, no fragmento multiplicativo), formulado da seguinte maneira:

um numero natural a = 1 (lembre que 1 é o “menor” na ordem | ), é primo

(multiplicativo) se ndo existe b com1|bebla, sendob =1eb =a,

tem um correspondente na relagao <, (isto €, no fragmento aditivo):

um numero natural a = 0 (observe que O é o menor na ordem < ) & ‘primo

aditivo’ se ndo existe bcomQO<beb<a, sendob =0 e b za.

Nesse caso, necessariamente a = 1, isto €, 0 Unico numero “primo” a respeito
da adicdo € a unidade 1. Mais ainda, observamos com surpresa que € possivel
formular (embora a demonstracdo possa n&o ser trivial) o correspondente feorema

fundamental da aritmética para a adigdo da seguinte maneira:

todo numero n € N — {0} pode ser expresso de forma unica como

“soma de primos aditivos”, istoé,n=1+ 1+ ... + 1 (n vezes),
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em completa analogia com o conhecido teorema fundamental da aritmética (para a

multiplicacéo), TFA:

todo numero natural n € N* — {1} pode ser expresso de forma unica

como produto de primos (multiplicativos).

A analogia mostra, mesmo mediante situagbes triviais, a profunda
semelhanga que existe entre as operacbes consideradas (alias, os fragmentos
considerados, o aditivo e o multiplicativo). Mais ainda, o exemplo apresentado pde
em evidéncia a profundidade da simplicidade, quando situacées aparentemente
triviais ganham uma re-significagdo n&o trivial, como o caso de um numero natural
nao nulo ser soma finita de 1°s, fato que é verdadeiro na estrutura aditiva.

Como sugerimos anteriormente, a prova dessas situagbes “reais”
aparentemente triviais poderia ser ndo trivial. Por exemplo, sabe-se que o TFA pode
ser demonstrado usando toda a estrutura de anel dos numeros inteiros, o qual
escapa ao contexto puramente multiplicativo no qual é formulado.

O processo de modelagem, no exemplo em discussdo, tem seu apice na
elaboracdo de uma teoria axiomatica para sistemas (estruturas) da forma (A , ., e),
que reuna todas as informagdes das estruturas (N, +, 0) e (N*, . , 1). Usaremos a
notacdo multiplicativa e, na falta de um nome melhor, as denominaremos por

estruturas aritméticas.

Uma estrutura aritmética €, entdo, uma terna (A, . , €), onde A é um conjunto
nao-vazio, *’ € uma operagao binaria definida em A e ‘e’ € um elemento distinguido

de A satisfazendo os seguintes axiomas:

a) ‘. é associativa e comutativa;
b) ‘e’ é elemento neutro para a operagéo ‘v’;
c) Leido Cancelamento: paratodox,y,z € A,

XeZ=YeZ = X=VY,

d) Leida Trivialidade: paratodox,y € A,

Xey=e=>X=y=e.

Numa estrutura aritmética define-se, em forma natural, uma relacdo de ordem

parcial da seguinte maneira:
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x<y<<existeze Atalquex.z=Yy.

Como no caso das estruturas (N, + , 0) e (N*, . , 1), prova-se que € € o

elemento minimo para a ordem <.

A seguir, num exercicio de método axiomatico, introduziremos alguns
conceitos e enunciaremos algumas propriedades desses conceitos que, no modelo

axiomatico descrito acima, poderao ser demonstradas.

a) Um elemento a € A é dito um atomo de A se a# e e cadavez que e < X <
atemosx=eoux=a.

b) Um elemento a € A é dito um elemento irredutivel de A se a # e e cada
vezquea =X.ytemosa=xoua=y.

O conceito de ‘atomo’ corresponde ao de ‘primo’, aditivo ou multiplicativo, nas
estruturas iniciais. Portanto, na estrutura (N* , . , 1), os atomos sdo exatamente os
numeros primos, e em (N, + , 0) o unico atomo € a = 1, fatos que verificamos como
verdadeiros nessas estruturas. Por outro lado, prova-se faciimente, no modelo
axiomatico dado, que a € um elemento irredutivel de A se e somente se a € um

atomo de A.

Visualizando outras realizagdes do modelo axiomatico temos que o modelo
axiomatico procurado visa demonstrar, para qualquer estrutura aritmética, a seguinte

versdo do TFA:

fodo elemento m € A — {e} pode ser expresso em forma unica como

produto de irredutiveis.

Uma forma de mostrar que os axiomas listados acima ainda sdo insuficientes
para esse propdsito € encontrar outras interpretacdes ou realizacdes, isto €, outras
estruturas aritméticas, com as quais possamos experimentar € nas quais o TFA n&o
seja valido. Elas terdo a virtude de permitir visualizar as limitagdes do modelo
(axiomatico) introduzido, mais ainda, mostrardo como um certo enunciado pode ser
verdadeiro na realidade intermediaria e n&o “atingivel” pelo modelo axiomatico, como

é o caso do TFA.

Sao exemplos de destaque as seguintes estruturas: para a € N, com a > 2,
definimos N, = {n € N | n> a} u {0}, entédo, a estrutura ( N, , +, 0), onde + é a

operacgao de adi¢cdo usual de N, € uma estrutura aritmética. Porém, nessa estrutura,
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a ordem induzida pela operacdo ndo € a usual de N (por exemplo, n&o é verdade
que a<a+1,pois1 ¢ N,), 0 que acarreta o fato dessa ordem néo ser total. Verifica-
se facilmente que nessas estruturas sdo atomos, ou seja, elementos irredutiveis, os

elementosa,a+1,...,a+(a-1).

Essa situacdo experimental reflete-se na nossa analise do TFA, pois podemos
mostrar que em N, embora possamos decompor todo m = O como soma de

irredutiveis, tal decomposi¢ao n&o € unica, como mostra o seguinte “exemplo”:
al@a+1)=a+..+a(at1vezes)=(a+1)+..+(a+1)(avezes),

sendo a e a + 1 irredutiveis como mencionado acima.
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CAPITULO 5

CONSIDERAGOES FINAIS

Buscamos neste estudo, por meio de uma abordagem interna do processo de
modelagem matematica, ou seja, de uma abordagem de sua natureza, seus
procedimentos, pressupostos e fundamentos, uma caracterizacdo do componente
realidade presente nesse processo. Na busca dessa caracterizacdo realizamos uma
reconstrucdo epistemologica do processo de modelagem que nos levou a uma nova
forma de ver a prépria matematica envolvida nesse processo.

Ao situarmos o componente realidade numa descricdo do processo de
modelagem matematica como ele comumente € visto na educagdo matematica
pudemos, explorando a natureza interdisciplinar desse processo e da propria
educacado matematica, perceber seu potencial para o estudo de questdes referentes
as diferentes formas de concepcao da prépria matematica encontradas em diversas
etapas de seu desenvolvimento histérico.

Ao caracterizarmos esse componente realidade no processo de modelagem
matematica a partir de uma analise epistemolégica do mesmo mostramos que sua
construcao é feita com base em pressupostos geralmente ndo explicitados mas que
estdo intimamente ligados ao aspecto estrutural que a prépria matematica possui em
seu estado atual de desenvolvimento. Esse aspecto revela-se nas atitudes
simplificadoras e generalizantes tipicas do modelador e leva-nos a ressaltar a forma
de pensar matematicamente acerca das situagcdes que buscamos estudar, acerca
das realidades que pretendemos modelar. Essa forma esta na base de uma atitude
interdisciplinar, importante para a pratica cientifica e para o ensino e a aprendizagem
de matematica, de modo especial.

Ao fazermos uma releitura do processo de modelagem matematica a luz da
analise epistemoldgica realizada mostramos que esse processo pode ser
decomposto em etapas de modo que a construcdo de uma realidade intermediaria,
situada entre a realidade focada inicialmente e o0 modelo matematico que se busca

elaborar, € uma etapa fundamental. No entanto, além dessas trés etapas
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destacadas, a realidade inicial, a realidade intermediaria e 0 modelo matematico, ha
outras que nao foram exploradas neste estudo, mas que figuram entre nossos
interesses para estudos futuros. Entre elas a elaboracdo propriamente dita do
modelo matematico, na qual ha a forte intervencdo da linguagem utilizada. A
avaliacdo do modelo e sua confrontacdo com a realidade inicial e com a
intermediaria. Abordamos algo acerca dessa confrontacdo neste estudo, mas esse
ponto demanda uma pesquisa mais aprofundada.

Ao propormos uma adaptacdo por analogia do processo de modelagem
matematica para o caso em que a realidade a ser modelada é um recorte da propria
matematica apresentamos a modelagem matematica como uma forma de estudar a
prépria matematica e isso constitui uma contribuicdo original deste estudo. Essa
nova forma de ver a matematica, podendo ser submetida a um processo de
modelagem no sentido que propomos, traz, por exemplo, outras possibilidades de
abordar o préprio processo de modelagem matematica em cursos que visem a
formacao de professores de matematica, além daquela que coloca esse processo, e
a prépria matematica envolvida nele, como uma ferramenta para o estudo de
situacdes e resolugcado de problemas ndo matematicos.

A questdo de se substituir a linguagem natural por uma linguagem
matematica visando a elaboracdo de um modelo, o que poderiamos denominar
transicbes de linguagem na modelagem matematica, ndo € algo trivial e constitui
outra questao aberta ressaltada por este estudo.

Na modelagem matematica, por exemplo, no caso da elaboragdo de um
modelo (teoria) de um fendmeno fisico, usualmente sdo formuladas equacbes de
diversas complexidades para a descricao desse fendmeno. Essas equacdes podem
ser consideradas sentencas formuladas na linguagem da teoria em questao e, para
elas, também faz sentido perguntar sobre sua verdade e até sobre alguma “légica”
subjacente (num sentido mais amplo que aquele das linguagens formais).

No caso de uma teoria dada por equacdes também podemos formular o
problema da completude, porém, adaptando para esse caso 0 que se entende por
‘sentenca demonstravel’ do caso das teorias axiomaticas. Talvez uma sentenca
demonstravel nesse caso seja uma sentenca (ou equacado) que se obtenha das
primeiras por aplicagdo de diversos métodos de resolucdo. Tais métodos poderiam
ser considerados como a légica subjacente a essas equacdes. Nesse contexto, &

possivel que haja também um correspondente teorema da incompletude de Gédel:
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existem ‘equacdes verdadeiras’ acerca do fendmeno em estudo que ndo podem ser
derivadas das equacdes originais da teoria. Outra questao aberta para investigacéo.

Se atentarmos para o significado de verdade segundo os padrdes cientificos,
por exemplo, a concepc¢éo de verdade como correspondéncia, nem sempre € acerca
dela que se esta falando nos casos mencionados. Essa diferenciacado pode parecer
desnecessaria nos niveis de ensino fundamental e médio, mas é relevante quando
se busca uma melhor compreensdo dos métodos utilizados na estruturacdo de
teorias matematicas e cientificas em geral. E essa compreensdo, no caso do
processo de modelagem matematica, pode ser importante também para a formagao
de um professor de matematica.

A Educacéo Matematica como area interdisciplinar estara promovendo aquela
fusdo de areas do conhecimento que ressaltamos no capitulo 1 ao abrir-se para a
contemplagdo de novas formas de abordagem para propostas pedagdgicas
relativamente conhecidas e adotadas como € a modelagem matematica. De modo
especial, a visdo pluralista de matematica que propomos podera promover um novo
olhar sobre essa ciéncia a luz do processo de modelagem matematica, podendo
sugerir propostas pedagogicas para o seu ensino.

Enfim, esse estudo pode ser considerado uma espécie de filosofia da pratica
matematica inerente ao processo de modelagem matematica, na medida em que
buscamos estabelecer alguns elementos tedricos que possibilitem uma interpretacéo
da modelagem matematica como atividade condutora a aquisicdo daquele

pensamento matematico, propicio a uma atitude interdisciplinar.
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