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APLICAÇ ÕES DO MÉTODO DE CONTORNO DE
PAREDES A ALGUNS PROBLEMAS DE

ESPALHAMENTO QU ÂNTICO
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Resumo

A finalidade geral da presente contribuiçãoé aplicar o ḿetodo de contorno de paredes

(LUZ et al., 1997) a v́arios problemas que admitem tratamento por técnicas de espalhamento. O

método foi desenvolvido originalmente para o cálculo de espalhamento de elétrons por paredes

de formatos e condiç̃oes de contorno variadas, porém, pode ser aplicado a qualquer problema

que possa ser resolvido pela equação de Helmholtz, obedecendo a condições de contorno con-

dizentes. Neste sentido, será explorada aqui a conexão entre alguns problemas de espalhamento

de eĺetrons e seu paralelo na fotônica, aĺem da utilizaç̃ao do ḿetodo no estudo de bilhares

quânticos abertos e fechados.

Através de uma ampla discussão do ḿetodo, seu objeto principal, a matrizT, seŕa

analisada em detalhe. Várias caracterı́sticas deT ser̃ao obtidas e utilizadas para discutir carac-

teŕısticas gerais de bilhares, tais como, sua relação com o prinćıpio da dualidade dentro-fora, da

transpar̂encia e com o formalismo da matrizS.

Al ém disso, será apresentada uma versão nuḿerica simples e eficiente do método de

contorno de paredes, que será aplicada na simulação e discuss̃ao dos seguintes problemas bidi-

mensionais: i) cristais fotônicos: seŕa focada a transmissão e criaç̃ao de modos em vários tipos

de redes semelhantesàquelas das quais são formados os cristais fotônicos; ii) dispositivo cole-

tor de f́otons: é analisada a cavidade de um dispositivo fotodetetor. O propósito é otimizar o

aprisionamento de luz, melhorando então sua eficîencia; iii) bilhar qûantico aberto formado por

três discos: serão analisadas a formação ressonante dos quase-estados de longa vida e as pro-

priedades de espalhamento do sistema de espalhadores formado por paredes rı́gidas, testando

tamb́em a estabilidade das soluções para discos com condição de contorno permeável; iv) bi-

lhares acoplados: serão discutidos os autoestados e as propriedades de transmissão em bilhares

quânticos acoplados, abertos e fechados, em função de diferentes geometrias da guia de onda

de acoplamento.



Abstract

The general goal of the present contribution is to apply the boundary wall method (LUZ

et al., 1997) to a great variety of problems, which admit a treatment by scattering approaches.

The method was originally developed for the calculation of electronic scattering by walls of

various shapes and boundary conditions, however, it can be used to any problem which can

be solved by the Helmholtz equation, obeying the suitable boundary conditions. In this way,

here it is explored the connection between some electron scattering problems and the the field

of photonics, as well as it is addressed the application of the method in the study of open and

closed quantum billiards.

Throughout a comprehensive discussion of the method, its main tool, namely theT-

matrix will be analyzed in detail. Several characteristicsof T will be presented and used to

discuss general properties of billiards, like the inside-outside duality, the transparency principle

and theS-matrix formalism.

Moreover, it will be considered a simple and efficient numerical version of the boun-

dary wall method, which will be applied in the simulations and discussions of the following

bi-dimensional problems: i) photonic crystal-like structures: focusing the transmission and

mode creation in several kinds of “lattices” that resemblesphotonic crystals; ii) light harvesting

device: analyzing the geometry of the organic photovoltaicdevices cavity. The purpose is to

optimize the trapping of the incident light, so to improve systems efficiency; iii) open quantum

billiard formed by three scattering discs: analyzing the resonant formation of long life quasi-

states and scattering properties of systems with hard walls. Also testing the stability of the

solutions for the discs with penetrable boundary conditions; iv) coupled billiards: discussing

the eigenstates and transmission properties in coupled quantum billiards, open and closed, as

function of the different geometries of the coupling waveguides.



The most merciful thing in the world, I think, is the inability

of the human mind to correlate all its contents. We live on a

placid island of ignorance in the midst of black seas of in-

finity, and it was not meant that we should voyage far. The

sciences, each straining in its own direction, have hitherto

harmed us little; but some day the piecing together of dis-

sociated knowledge will open up such terrifying vistas of

reality, and of our frightful position therein, that we shall

either go mad from the revelation or flee from the deadly

light into the peace and safety of a new dark age.

H.P. Lovecraft, ”The Call of Cthulhu”
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5.2.1 Soluç̃ao de espalhamento e quase-estados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . p. 60

5.2.2 MatrizT e estabilidade da região de espalhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 65
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Referências Bibliográficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . p. 133



1

1 Introduç ão

Problemas de valor de fronteira sempre foram de grande importância em praticamente

todos os campos da ciência, poŕem eram de difı́cil realizaç̃ao experimental para vários proble-

mas qûanticos. No entanto, naśultimas d́ecadas este cenário tem-se modificado. A crescente

evoluç̃ao tecnoĺogica que a ind́ustria tem experimentado estendeu-seà engenharia qûantica, im-

pulsionando o interesse e investimentos na fabricação de estruturas micro e mesoscópicas, onde

a funç̃ao de onda do problema precisa se anular em suas paredes. Exemplos de suas aplicações

são as realizaç̃oes cada vez mais freqüentes de pontos quânticos (KIM et al., 2001), currais

quânticos (FRANCS et al., 2000; MILNER et al., 2001; CHICANNE et al., 2002), cavidades de

microonda (ST̈oCKMANN, 1999), filmes finos (ROMANOV; TORRES, 2004; BERGMANN,

2005), etc. Estes sistemas nada mais são do que a aplicação direta de problemas de fronteira no

âmbito da meĉanica qûantica experimental.

Juntoà import̂ancia experimental, cresceu a necessidade de obtenção de maneiras efi-

cientes de resolução téorica desta classe de sistemas. Dentre os vários ḿetodos pelos quais pode

ser tratado o problema de fronteira, destaca-se a utilização de t́ecnicas de ćalculo de espalha-

mento, atrav́es de potenciais efetivos. Esse tipo de abordagem procura a solução do problema

de uma partı́cula interagindo com um potencial que satisfaz as condições de contorno requeri-

das atrav́es da comparação entre as duas dinâmicas envolvidas no problema: da partı́cula livre,

que se move pelo espaço sem interação, e do comportamento da partı́cula quandóe afetada por

um potencial espalhador (REED; SIMON, 1979).

1.1 Bilhares

Estruturas que admitem o modelamento por meio de problemas de fronteira podem ser

tratadas teoricamente através do formalismo parabilhares. Bilhares s̃ao estruturas, tradicional-

mente formadas por curvas fechadas, nas quais a partı́cula pode ser aprisionada na região interna

ou espalhada pela região externa (BERRY, 1994; STöCKMANN, 1999). A soluç̃ao qûantica

deste problema pode obtida resolvendo-se a equação de Helmholtz, a qual fornece o espectro
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de energias e seus autoestados associados para o problema interno, assim como os estados de

espalhamento para a parte externa.

Al ém da grande utilização de bilhares na modelagem teórica de v́arios sistemas quânti-

cos experimentais, como os citados anteriormente, eles representam uma ferramenta de extrema

import̂ancia no estudo de caos quântico (ST̈oCKMANN, 1999) e sua conexão com a din̂amica

clássica subjacente (HELLER, 1984).

Faceà vasta gama de interesses que os bilhares têm despertado, vários ḿetodos tem

sido desenvolvidos para a sua solução por t́ecnicas de espalhamento. Alguns dos mais impor-

tantes, s̃ao:

• teoria de perturbação: o problema de espalhamentoé resolvido considerando o potencial

de interaç̃ao como uma perturbação ao problema da partı́cula livre, sendo resolvido pelo

formalismo da matrizS (HACKENBROICH et al., 1998). Este foi o ḿetodo utilizado

por Max Born no primeiro estudo formal de espalhamento quântico, em 1926 (BORN,

1926);

• boundary integral method(BIM): método mais utilizado na resolução desse tipo de pro-

blemas, onde a função de ondáe expressa em termos de uma integral de linha e sua

derivada normal sobre a fronteira. O espectro de autovalores é obtido atrav́es das ráızes

de um determinante de Fredholm (GIPSON, 1987; LI; ROBNIK, 1995; GOLOSKIE et

al., 1996; HARTMANN, 1997; KOSZTIN; SCHULTEN, 1997);

• decomposiç̃ao por ondas planas: utiliza uma superposição de ondas planas como “ansatz”

para a soluç̃ao da equaç̃ao de Helmholtz (HELLER, 1990; LI et al., 1998);

• boundary element method: Método semelhante ao BIM, onde o determinante de Fredholm

é resolvido a partir da discretização da equaç̃ao integral envolvida (TASAKI et al., 1997);

• scaling method: método utilizado para curvas fechadas que calcula diretamente os auto-

valores e autofunç̃oes do bilhar resolvendo uma equação de autovalores generalizada em

termos das quantidades relacionadasà barreira (VERGINI; SARACENO, 1998).́E muito

eficiente na busca de autoestados de energias mais elevadas do sistema.

1.2 Método de Contorno de Paredes

Na d́ecada de 90 foi desenvolvido um novo método para a solução de problemas de

espalhamento quântico de uma partı́cula por barreiras arbitrárias, ométodo de contorno de
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paredes(MCP)1 (LUZ et al., 1997). Podem ser resolvidos pelo método sistemas nos quais as

barreiras espalhadoras são abertas ou fechadas, conexas ou desconexas (ver figura 1.1), com

vários tipos de condiç̃oes de contorno, tais como Neumann, Dirichlet, mista, permeável, etc.

a) b)

c) d)

Figura 1.1: Exemplos de possı́veis formatos da barreira espalhadora: a) curva aberta; b)curva
fechada (bilhar); c) curva desconexa; e d) ressonador aberto.

O MCP vem sendo aplicado com bons resultados na resolução de v́arios problemas

quânticos bidimensionais que admitem abordagem por técnicas de espalhamento. Os temas são

de enfoque variado, tais como o modelamento de ressonadoresabertos (KATINE et al., 1997)

e a simulaç̃ao de ondas de matéria para fios qûanticos e redes atômicas (VAISHNAV et al.,

2006, 2007).

O objeto mateḿatico principal do ḿetodoé a chamada matrizT. Sua caracterı́stica

mais importante reside no fato de que ela carrega informações acerca da energia considerada e

da geometria do problema. Além da obtenç̃ao da soluç̃ao correta de espalhamento para a parte

externa ao bilhar, a matrizT tem a capacidade de atuar como um “filtro” e, nos casos em que

a energia (e simetria) da onda incidente coincide com um autovalor do bilhar fechado, fornece

os autoestados do problema interno. Estas caracterı́sticas, aliadas̀a sua f́acil implementaç̃ao

numérica, s̃ao grandes vantagens do MCP sobre outros métodos de espalhamento mais tradici-

onais.
1Durante o transcorrer da tese, por simplicidade, o método de contorno de paredes será referido apenas por

MCP.
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1.3 Problemas abordados e divisão da tese

Neste trabalho, o ḿetodo do contorno de paredes será aplicado na resolução de al-

guns problemas quânticos bidimensionais que admitem solução por t́ecnicas de espalhamento.

Os temas s̃ao de enfoque variado, como a resolução de estados de espalhamento em redes

periódicas, espalhamento por estruturas desconexas, solução de autoestados em curvas fecha-

das, etc. Em alguns destes casos a abordagem de espalhamentonão é usual, poŕem, como

veremos, a resolução atrav́es do MCP mostra-se uma boa alternativa, apresentando vantagens

sobre alguns dos ḿetodos de resolução mais tradicionais.

No segundo capı́tulo seŕa mostrado o desenvolvimento analı́tico do MCP, assim como

sua avaliaç̃ao na resoluç̃ao do espalhamento por um bilhar circular, onde são analisadas várias

propriedades da matrizT. Ainda sob os aspectos teóricos do ḿetodo, ser̃ao abordados resulta-

dos relativos̀a sua aplicaç̃ao a bilhares fechados, tais como a dualidade dentro-fora, aaç̃ao da

matrizT como um filtro para autoestados do problema, sua utilização como instrumento para

a obtenç̃ao do espectro de ressonância dos bilhares, a relação que pode ser obtida entreT e o

formalismo da matrizS, etc.

Nos caṕıtulos seguintes, a versão nuḿerica do ḿetodo seŕa utilizada para investigação

de diferentes problemas de espalhamento. Primeiramente, seŕa feita uma extensão da utilizaç̃ao

do MCP, inicialmente desenvolvido para o tratamento de partı́culas, em aplicaç̃oes no campo da

fotônica. Esta possibilidade de aplicação deve-sèa similaridade que a forma das equações de

Maxwell (para uma freqûenciaω fixa) e a equaç̃ao de Schr̈odinger possuem em duas dimensões.

Neste contexto s̃ao tratados os seguintes problemas:

• Cristal fotônico.

São arranjos periódicos de espalhadores dielétricos (em uma, duas ou três dimens̃oes),

com separaç̃ao da ordem do comprimento de ondaλ da luz incidente. Possuem uma

banda proibida de energias, porém a inserç̃ao de defeitos propositais na sua estrutura

pode criar condiç̃oes para existência de modos propagantes em seu interior (JOHNSON;

JOANNOPOULOS, 2003). Será abordada, na primeira parte do capı́tulo 3, a transmiss̃ao

atrav́es de sistemas espalhadores que simulam a ação de cristais fot̂onicos possuindo uma

guia de onda com uma curva de 90° (a qual nos referiremos comocurvaπ/2), caso bas-

tante conhecido da literatura, e uma nova estrutura, queé formada por uma rede na qual

são produzidas guias de onda acopladas formando uma espécie de interfer̂ometro. Ser̃ao

simuladas primeiramente redes com espalhadores rı́gidos e depois com certa permea-

bilidade finita, onde a permeabilidade será associadàa constante dielétrica dos cristais.
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Ainda sob o contexto de espalhadores permeáveis, ser̃ao abordados dois casos de redes

que possuem cavidades geradas por defeitos e seus modos ressonantes.

• Otimização da cavidade de dispositivo coletores de luz.

Em 2000, foi mostrado que uma alternativa para a melhoria da eficiência da absorção em

dispositivos fotodetetoreśe depositar a camada fotoativa entre duas placas condutoras,

sendo que uma delas possui furos por onde a luz incidente podeentrar e ser aprisionada

(PEUMANS et al., 2000). Isto faz com que a luz sofra várias reflex̃oes entre as placas,

aumentando a possibilidade de os fótons serem absorvidos. No capı́tulo 4, seŕa feita uma

ańalise qualitativa de qual a geometria ou, mais precisamente, qual tamanho e distancia-

mento entre os furos otimiza a ação da cavidade do dispositivo. Os resultados são usados

na fabricaç̃ao e teste experimental do dispositivo, e serão comparados com os obtidos

atrav́es do MCP.

Seguindo por uma linha diferente da inicial, na qual os problemas abordados são rela-

cionados̀a fotônica, os caṕıtulos 5 e 6 mostrarão duas aplicaç̃oes do MCP no estudo de bilhares

quânticos:

• Bilhar aberto formado por três discos.

O bilhar aberto formado por três discośe um dos sistemas fı́sicos mais simples que exibe

caos classicamente (GASPARD, 1998). Seu estudo vem sendo aplicado, por exemplo,

na ańalise de reaç̃oes nucleares e moleculares e da validade de expansões semi-cĺassicas.

No caṕıtulo 5 seŕa feita uma avaliaç̃ao detalhado da solução deste sistema pelo MCP.

Veremos como as análises da estrutura da matrizT e da parte espalhada deψ(~r) podem

trazer resultados interessantes acerca dos quase-estadosde longa vida da estrutura, do

comportamento das soluções quando a permeabilidade e o raio dos discos varia, etc.

• Bilhares acoplados por guias de onda.

Estruturas compostas por mais de uma unidade primária, tais como bilhares acoplados,

têm adquirido cada vez mais importância téorica e experimental, na medida que a enge-

nharia de sistemas microscópicos avança. No capı́tulo 6, ser̃ao consideradas três situaç̃oes

de bilhares acoplados, nos quais o enfoque da análise fixa-se sobre o comportamento das

soluç̃oes quando a geometria das guias de onda de acoplamentoé variada. Nos casos de

dois quadrados acoplados e um quadrado acoplado a um quarto de ćırculo, seŕa estudado

o comportamento dos autoestados do sistema. Oúltimo casoé de um bilhar aberto aco-

plado ao contı́nuo (parte externa) por guias de onda, onde será analisada a variação da

transmiss̃ao de uma onda incidente.
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A variedade de temas abordados e maneiras de se obterem resultados de cada diferente

ańalise mostrar̃ao a grande versatilidade e aplicabilidade do MCP, principalmente a problemas

que envolvam variaç̃ao das caracterı́sticas do espalhador. Devido a esta diversidade de assuntos

abordados, os capı́tulos de investigaç̃ao nuḿerica do ḿetodo s̃ao de certa forma independentes

entre si, podendo cada um ser visto como um trabalhoà parte dentro da teḿatica geral da tese.

Por esse motivo, em cada capı́tulo seŕa feita uma pequena introdução e revis̃ao pertinente ao

seu entendimento, assim como uma conclusão parcial relativa aos resultados obtidos.

Por último, é feita uma conclus̃ao geral, recapitulando os pontos mais importantes

vistos durante o trabalho. São tamb́em expostos possı́veis caminhos para a continuação das

aplicaç̃oes do MCP aqui iniciadas.



7

2 Desenvolvimento téorico do método de contorno de
paredes

Existem v́arias maneiras de serem resolvidos problemas de espalhamento, tanto para

curvas abertas como fechadas. Fisicamente estas curvas podem ser vistas como barreiras de

energia potencial que apresentam regiões onde uma partı́culaé espalhada, como em uma curva

aberta (ver figura 1.1.a e 1.1.c), ou uma barreira, onde, além da soluç̃ao de espalhamento, existe

a possibilidade de ela ser aprisionada, como em curvas fechadas (ver figuras 1.1.b e 1.1.d).

Em curvas fechadas, conhecidas comobilhares, o espaço pode ser dividido em duas

regiões: interna, quée a parte interior̀a curva, onde a partı́cula/onda pode ser presa, e externa,

onde apenas a solução de espalhamentóe observada, como exemplificado na figura 2.1. Nos

métodos de tratamento mais utilizados para este tipo de sistema, a soluç̃ao encontrada vale ape-

nas para uma das regiões. Isto faz com que seja necessário resolver o problema para cada região

separadamente quandoé preciso obter a solução completa (para todo o espaço). Certos traba-

lhos exploram conex̃oes existentes entre a solução da parte externa (espalhamento) e interna

(autoestados) dos bilhares (DIETZ; SMILANSKY, 1993; ECKMANN; PILLET, 1995).

C

Regiao Interna~

Regiao Externa~

Figura 2.1: Regĩoes interna e externa de um bilhar fechado de contornoC. As linhas pontilhadas
referem-sèa din̂amica de uma partı́cula sendo espalhada em cada região.
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Em meados da d́ecada de 90, foi desenvolvido um novo método para tratamento do es-

palhamento de uma partı́cula por barreiras arbitrárias, ométodo do contorno de paredes(MCP)

(LUZ et al., 1997). Podem ser resolvidos pelo método sistemas nos quais as barreiras espa-

lhadoras s̃ao abertas ou fechadas, conexas ou desconexas (ver figura 1.1), apresentando tipos

variados de condiç̃oes de contorno. Como será visto neste capı́tulo, o MCPé simples, tanto

conceitual quanto numericamente, fornecendo uma abordagem interessante e acessı́vel não śo

para problemas de espalhamento, mas para a solução de v́arios tipos problemas de fronteiras.

2.1 Escolha do potencial do espalhador

Teorias de espalhamento independentes do tempo (t→∞) assumem que o comporta-

mento assint́otico (r→∞) est́a incorporado na função de Green livre, enquanto o espalhamento

em si ocorre pela ação de um potencial.

No espalhamento por paredesé necesśario que a funç̃ao de onda da partı́cula interaja

com o potencial somente sobre os pontos que pertencem ao contornoC da barreira espalha-

dora, comportando-se no resto do espaço como uma partı́cula livre. Criando um potencial que

simule este comportamento e, em um limite apropriado, leve afunção de onda a satisfazer a

condiç̃ao de contorno desejada, o problema de valor de fronteira pode ser resolvido através de

uma abordagem de espalhamento.

Para tanto, usaremos um potencial do tipo “parede-δ”

V(~r) =
∫

C
dsγ(s)δ(~r −~r(s)){α(s)+ [1−α(s)]∂~n(s)}, (2.1)

no qual a integraĺe feita sobre a superfı́cie C e γ(s) e α(s) são termos independentes, que

controlam a permeabilidade e a condição de contorno do espalhador, respectivamente.

A ação da funç̃ao delta no potencial proposto garante que a partı́cula śo sofreŕa a aç̃ao

do potencial sobreC. As condiç̃oes de contorno do problema são definidas a partir da escolha

correta dos parâmetros do potencial. Para valores deγ(s) finitos, o espalhador terá o efeito de

uma parede permeável. Comγ(s) infinito, o efeito seŕa de uma parede rı́gida (ou impenetŕavel),

o que pode ser observado tomando o limiteγ(s)→∞ na aç̃ao de (2.1) sobre a função de onda

ψ(~r) em um pontos deC

α(s)ψ(~r(s))|C+ [1−α(s)]∂~n(s)ψ(~r(s))|C = 0, (2.2)
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de onde, quando tomadoα(s) = 1, obtemos a condição de contorno de Dirichlet

ψ(~r(s))|C = 0.

Um potencial com estas caracterı́sticas satisfaz as exigências, acima citadas, para a

utilização da abordagem de espalhamento na resolução do problema de condição de fronteira.

2.2 Desenvolvimento analı́tico

Considere a equação de Schr̈odinger para um sistemad-dimensional independente do

tempo,

H(~r)ψ(~r) = Eψ(~r), (2.3)

com H(~r) = H0(~r)+V(~r), ondeH0(~r) é o Hamiltoniano da partı́cula livre. Fazendo em (2.3)

E = h̄2k2

2m , V(~r) = h̄2

2mU(~r) e isolandoU(~r), obtem-se

(∇2+k2)ψ(~r) = U(~r)ψ(~r), (2.4)

queé a equaç̃ao diferencial de espalhamento para um potencial arbitrário U(~r). Para resolver a

equaç̃ao acima seŕa utilizado o ḿetodo da funç̃ao de Green. O ḿetodo consiste em transformar

a equaç̃ao diferencial em questão em uma equação integral da seguinte maneira: assume-se que

existe para (2.4) uma funçãoG0(~r) tal que

(∇2+k2)G0(~r;k) = δ(~r). (2.5)

Qualquer funç̃aoψ(~r) que satisfaça

ψ(~r) = ϕ(~r)+
∫

d~rG0(~r ,~r ′;k)U(~r ′)ψ(~r ′), (2.6)

com (∇2+k2)ϕ(~r) = 0 (ouH0(~r)ϕ(~r) = Eϕ(~r)) eG0 sendo a funç̃ao de Green da partı́cula livre,

obedece a (2.4). A equação (2.6)é a conhecida equação de Lipmann-Schwinger (SAKURAI,

1994).

Para simular a ação de uma parede sobre a partı́cula, seŕa utilizado o potencial (2.1)

comα(s) = 1, o que garante que a partı́cula obedecerá à condiç̃ao de fronteira de Dirichlet,

V(~r) =
∫

C
dsγ(s)δ(~r −~r(s)), (2.7)

com a integral sendo feita sobre a superfı́cie C, podendo ela ser conexa ou desconexa,~r(s) é
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o vetor posiç̃ao do pontos sobreC e γ(s) é a intensidade com a qual o potencial age em cada

pontos da barreira. Claramente,V(~r) = 0 para qualquer~r que ñao pertença aC.

Fazendōh= 2m= 1 e inserindo o potencial (2.7) em (2.6) teremos

ψ(~r) = ϕ(~r)+
∫

d~r ′G0(~r ,~r ′;k)

[∫

C
dsγ(s)δ(~r ′−~r(s))

]

ψ(~r ′).

Resolvendo a integral de volume sobre~r ′ temos

ψ(~r) = ϕ(~r)+
∫

C
ds′γ(s′)G0(~r ,~r(s′);k)ψ(~r(s′)). (2.8)

Esta equaç̃ao pode ser interpretada como a equação integral de espalhamento para a

barreira perméavel de formaC, caracterizada porγ(s). Qualquer onda plana de número de onda

k que incida perpendicularmenteà C no pontos tem probabilidadeT = 4k2/(4k2+ γ(s)2) de

ser transmitida através deC, e probabilidadeR = γ(s)2/(4k2+γ(s)2) de ser refletida. Para uma

discuss̃ao da obtenç̃ao dos coeficientesT eR, ver ap̂endice A da refer̂encia (LUZ et al., 1997).

No limite γ→∞, verifica-se que a probabilidade de transmissãoT tende a zero, o que levaψ(~r)

a anular-se sobre a barreira, satisfazendo assim (2.7).

Observando (2.8) sobre um pontosb pertencente aC e fazendoγ(s) constante sobre

todo o contorno da barreira (o caso em queγ varia sobres pode ser tratado da mesma maneira

que o caso constante, porém apresenta complicações adicionais que podem ser evitadas sem

prejúızos ao entendimento do método),ϕ(~r) pode ser escrito como

ϕ(~r(sb)) =
∫

C
dsaT−1

γ (sb, sa)ψ(~r(sa)), (2.9)

na qual, por definiç̃aoT−1
γ (sb, sa) ≡ δ(sb− sa)−γG0(~r(sb),~r(sa);k) para satisfazer (2.8). Substi-

tuindoT−1
γ (sb, sa) em (2.9) teremos

ψ(~r(sb)) = ϕ(~r(sb))+γ
∫

C
dsaG0(~r(sb),~r(sa);k)ψ(~r(sa)), (2.10)

que é o valor deψ(~r(sb)) sobre o pontosb da barreira. Pela definição deT−1
γ (sb, sa) pode

constatar-se que estaé siḿetrica perante a trocasa↔ sb, visto queG0(~r(sb),~r(sa))=G0(~r(sa),~r(sb)),

para qualquer tipo de condição de contorno (BUTKOV, 1988).

A funçãoTγ(sb, sa) ainda pode ser expressa pelas seguintes relações

δ(sb− sa) =
∫

C
dscTγ(sb, sc)T−1

γ (sc, sa)

=

∫

C
dscT−1

γ (sb, sc)Tγ(sc, sa). (2.11)
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Na verdadeTγ(sb, sa) pode ser definida por apenas uma das relações acima, a outra

adv́em do fato deTγ ter de ser siḿetrica, assim comoT−1
γ . A partir das relaç̃oes encontradas

acima pode ser desenvolvida uma forma deψ(~r) em funç̃ao deTγ(sb, sa) sobre a barreira. Para

tanto, aplica-seTγ(sc, sb) na equaç̃ao (2.9)

Tγ(sc, sb)ϕ(~r(sb)) =
∫

C
dsaTγ(sc, sb)T−1

γ (sb, sa)ψ(~r(sa)), (2.12)

integrando emdsb sobreC dos dois lados da igualdade e utilizando a relação (2.11)
∫

C
dsbTγ(sc, sb)ϕ(~r(sb)) =

∫

C
dsaδ(sc− sa)ψ(~r(sa)), (2.13)

efetuando a integração do lado direito da igualdade, pela ação daδ, teremos

ψ(~r(sc)) =
∫

C
dsbTγ(sc, sb)ϕ(~r(sb)). (2.14)

Usando esta equação no integrando de (2.10)

ψ(~r) = ϕ(~r)+
∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r ,~r(sb);k)γTγ(sb, sa)ϕ(~r(sa)). (2.15)

Esta equaç̃ao representa um resultado importante, uma vez que sua resolução fornece

a funç̃ao de ondaψ(~r) de uma partı́cula interagindo com a barreira de permeabilidadeγ e forma

C para todos os pontos do espaço. Estaé uma grande vantagem que o método de contorno de

paredes possui sobre outros métodos para ćalculo de espalhamento. Por exemplo, na resolução

de problemas onde o espalhadoré fechado, com apenas um cálculoé obtida a soluç̃ao dos auto-

estados da região interna e os estados de espalhamento da parte externa. Em outros ḿetodos as

duas soluç̃oes precisam ser obtidas separadamente para cada região analisada. Outra vantagem

é que a equação (2.15) depende apenas de quantidades conhecidas comoG0, ϕ e γ, o que a

torna, at́e certo ponto, de fácil avaliaç̃ao.

Para uma completa solução deψ(~r), falta-nos ent̃ao apenas encontrar uma forma prática

de resoluç̃ao deTγ. Inserindo a definiç̃ao deT−1
γ (sb, sa) em uma das identidades (2.11), a

primeira por exemplo,

δ(sb− sa) =
∫

C
dscTγ(sb, sc)

[

δ(sc− sa)−γG0(~r(sc),~r(sa);k)
]

=

∫

C
dscTγ(sb, sc)δ(sc− sa)−

∫

C
dscTγ(sb, sc)γG0(~r(sc),~r(sa);k)
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= Tγ(sb, sa)−
∫

C
dscTγ(sb, sc)γG0(~r(sc),~r(sa);k).

IsolandoTγ(sb, sa)

Tγ(sb, sa) = δ(sb− sa)+
∫

C
dscTγ(sb, sc)γG0(~r(sc),~r(sa);k). (2.16)

Resolvendo recursivamente a equação integral pelo ḿetodo deSéries de Neumann

(ARFKEN, 1970), a forma final deTγ(sb, sa) é expressa em função de uma śerie de integrais de

G0,

Tγ(sb, sa) = δ(sb− sa)+
∞
∑

j=1

T( j)
γ (sb, sa), (2.17)

na qual

T( j)
γ (sb, sa) = γ j

∫

ds1 . . . dsj−1G0(~r(sb),~r(sj−1);k)G0(~r(sj−1),~r(sj−2);k) . . . (2.18)

× . . .G0(~r(s2),~r(s1);k)G0(~r(s1),~r(sa);k).

Até agora foi discutido o caso paraγ constante e finito. Pode ainda ser feita mais

uma particularizaç̃ao de ondée obtida a forma de (2.15) paraγ → ∞. Para tanto, deve-se

primeiramente encontrar a forma da identidade (2.11) referente a tal limite. Usando a primeira

igualdade de (2.11) e a definição deT−1
γ (sb, sa)

δ(sb− sa) =
∫

C
dscTγ(sb, sc)

[

δ(sc− sa)−γG0(~r(sc),~r(sa);k)
]

.

Integrando o primeiro termo

δ(sb− sa) = Tγ(sb, sa) −
∫

C
dscγTγ(sb, sc)G0(~r(sc),~r(sa);k) (2.19)

= −1
γ

[

−γTγ(sb, sa)
]

+

∫

C
dsc

[

−γTγ(sb, sc)
]

G0(~r(sc),~r(sa);k)

tomando o limiteγ→∞ na equaç̃ao acima

δ(sb− sa) = lim
γ→∞

{

−1
γ

[

−γTγ(sb, sa)
]

}

+

∫

C
dsc lim

γ→∞

[

−γTγ(sb, sc)
]

G0(~r(sc),~r(sa);k).

Mas agora notemos o seguinte, exceto para o casosb = sa, no limite deγ→∞ a quantidade

γTγ(sb, sa) (sb , sa) não pode divergir pois, multiplicando a equação (2.14) porγ temos

γψ(~r(sb)) =
∫

C
dsa

[

γTγ(sb, sc)
]

ϕ(~r(sa);k), (2.20)

no limite deγ → ∞ o primeiro termo da equação acima deve ser finito para que a equação
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(2.8) possua solução, logo, o termoγTγ(sb, sc) deve, necessariamente, também ser finito em tal

limite.

Ent̃ao, definindoT(sb, sa) ≡ − limγ→∞γTγ(sb, sa) , teremos

δ(sb− sa) =
∫

C
dscT(sb, sc)G0(~r(sc),~r(sa);k).

O calculoé semelhante para a segunda igualdade em (2.11), logo

δ(sb− sa) =
∫

C
dscT(sb, sc)G0(~r(sc),~r(sa))

=

∫

C
dscG0(~r(sb),~r(sc);k)T(sc, sa), (2.21)

por quest̃ao de simetria deG0. Utilizando (2.15) para encontrar a forma deψ(~r) quandoγ→∞

ψ(~r) = ϕ(~r)+ lim
γ→∞

∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r ,~r(sb);k)γTγ(sb, sa)ϕ(~r(sa))

= ϕ(~r)+
∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r ,~r(sb);k) lim

γ→∞

[

γTγ(sb, sa)
]

ϕ(~r(sa)),

poisG0(~r ,~r(sb);k) eϕ(~r(sa)) não dependem deγ. Utilizando a definiç̃ao deT(sb, sa) na equaç̃ao

acima

ψ(~r) = ϕ(~r)−ϕT(~r)

ϕT(~r) =
∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r ,~r(sb);k)T(sb, sa)ϕ(~r(sa)). (2.22)

Estaé a equaç̃ao para o ćalculo da funç̃ao de ondaψ(~r) em todo o espaço após o

espalhamento por uma barreira impenetrável de formaC.

Pode ser verificado facilmente que (2.22) satisfaz a condição de fronteira necessária.

Fazendo~r = ~r(s) em (2.22)

ψ(~r(s)) = ϕ(~r(s))−
∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r(s),~r(sb);k)T(sb, sa)ϕ(~r(sa)). (2.23)

Utilizando (2.21) podemos escrever

ψ(~r(s)) = ϕ(~r(s))−
∫

C
dsaδ(s− sa)ϕ(~r(sa)).

= ϕ(~r(s))−ϕ(~r(s))

= 0,
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que satisfaz a condição de fronteira de Dirichlet emC, como mencionado anteriormente.

Dos resultados obtidos pode-se perceber que o ponto chave doMCPé a introduç̃ao da

matrizT, uma vez que sabendo sua forma, as equações (2.15) e (2.22) são de simples resolução.

Para a condiç̃ao de contorno de Dirichlet,T pode ser obtida através da equaç̃ao integral (2.21),

que revela um aspecto interessante do método. Note que, formalmente, (2.21) pode ser escrita

como

IC = TG0 = G0T

na qual,IC eG0 são restriç̃oes dos operadores de identidade e da função de Green livre na fron-

teiraC. Conseq̈uentemente,T = (G0)−1 é o operador associadoà matrizT (como considerado

usualmente em teorias de espalhamento (GOLDBERG; WATSON, 1964; LESSIE; SPADARO,

1986)), definido emC. Podemos, então, interpretar a solução de (2.22) atrav́es de um prinćıpio

semelhante ao de Huygens.ϕT(~r), em qualquer ponto~r do espaçóe constrúıda a partir das

contribuiç̃oes de “fontes pontuais” ao logo da “frente de onda”C. Uma fonte pontual inicial-

mente emsb sofre propagaç̃ao livre, mediada porG0, at́e o ponto final de observação~r. Assim,

ϕ(T)(~r) é resultado da soma de todas as contribuições deste tipo. Por sua vez, cada fonte pontual

sb adv́em de uma onda incidenteϕ, que foi espalhada por toda a fronteira. Para um certosa,

a matrizT propagaϕ(~r(sa)) ao pontosb. Assim, a soma sobre todos ossa’s leva à construç̃ao

da fonte pontualsb. Na figura 2.2́e mostrado esquematicamente um dos passos deste processo,

parasa e sb fixos.

G0

G0 (b)

TT

(a)

ra

br
r

r
rb

ra

G0
rb

ra

r

r

rb

ra

G0

T
T

a) b)

Figura 2.2: Representação esqueḿatica de um dos passos do processo de espalha-
mento (sa e sb fixos) na regĩao a) interna e b) externa ao bilhar. A soma de to-
das as contribuiç̃oes deste tipo levam̀a onda espalhada observada no ponto~r, ϕ(T)(~r) =
∫

C

∫

CdsbdsaG0(~r ,~r(sb);k)T(sb, sa;k)ϕ(~r(sa);k).

O último aspecto mateḿatico do MCP a ser comentado nesta seção é a singularidade

deT(sb, sa;k) na sua “diagonal principal”sa = sb. Este fato decorre diretamente da definição da
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matrizT, dada em (2.21) e que pode ser reescrita mais convenientemente como

∫

C
dsG0(~r(sb),~r(s))T(s, sa) = δ(sb, sa).

Primeiramente, note-se que a integral diverge apenas parasa = sb. Além disso, estáe a

única situaç̃ao em queT eG0 podem ser zero simultaneamente, quando a variável de integraç̃ao

s corre sobreC. Em segundo lugar, como será discutido na pŕoxima seç̃ao,G0(~r(sb),~r(s)) di-

verge logaritimicamente para|~r(sb)−~r(s)| → 0. Ent̃ao,G0 sozinháe integŕavel, istoé, sua inte-

gral sobreC é finita. A partir destas observações, conclui-se queT deve possuir uma singulari-

dade. Aĺem disso, eláe localizada emsa = sb, uma vez quée a combinaç̃ao das singularidades

deT eG0 que fazem com que a integral divirja. Para uma análise rigorosa sobre os operadores

integrais de Helmholtz e suas singularidades, pode-se consultar a refer̂encia (AMINI; KIRKUP,

1995).

Em geral, pode ser difı́cil calcularT analiticamente. No entanto, será mostrado na

seç̃ao 2.6 que o ḿetodo possui uma versão nuḿerica eficiente e de simples implementação para

qualquer tipo de fronteiraC.

2.3 Alguns resultados analı́ticos para bilhares

Um bilhar qûantico com condiç̃ao de contorno de Dirichlet́e caracterizado por uma

curva fechadaC, onde a funç̃ao de onda se anula. A solução completa deste problema deve en-

globar tanto os estados de espalhamento externos, quanto osautoestados da parte interna. Nesta

seç̃ao, seŕa discutido como o MCP funciona para bilhares, mostrando comosua formulaç̃ao

mateḿatica o distingue de ḿetodos como oboundary integral method(BIM) (GIPSON, 1987;

LI; ROBNIK, 1995; GOLOSKIE et al., 1996; KOSZTIN; SCHULTEN, 1997; HARTMANN,

1997), teoria de perturbação (HACKENBROICH et al., 1998), decomposição por ondas planas

(HELLER, 1990; LI et al., 1998),boundary element method(TASAKI et al., 1997) escaling

method(VERGINI; SARACENO, 1998). Por exemplo, no MCP, diferentementede ḿetodos

como o BIM, para o qual diferentes expressões devem ser derivadas para obterψ(~r) dentro e

fora da fronteira do espalhador, umaúnica f́ormula fornece a funç̃ao de onda em todo o espaço.

Na verdade, para qualquer energia, a equação (2.22) nos leva, na parte externa, aos autoestados

corretos de espalhamento. Na região interna, (2.22) fornece os autoestados exatos sempre que

a onda incidenteϕ possui a autoenergia do problema e que sejam satisfeitas algumas condiç̃oes

de simetria, de outra maneira a soluçãoψ resultantée nula.
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sθ

sθ(   )
C
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θsr (   )

Figura 2.3: Curva convexa fechada formando um bilhar. Cada ponto deC é parametrizado por
um únicoθs.

Consideremos um sistema de coordenadas polares, com a origemsempre dentro do

bilhar. Sendo assim, cada ponto sobreC pode ser parametrizado por um par (~r(θs), θs), no qual

0≤ θs< 2π, como representado na figura 2.3. Nossas analises serão restritas a bilhares de forma

convexa, para garantir que tenhamos uma correspondência uńıvoca entres e θs.

A seguir s̃ao listadas algumas relações que serão utilizadas nas análises a serem efetu-

adas:

(i) No caso bidimensional, a função de Green livre pode ser escrita como (ARFKEN, 1970)

G0(~r ,~r0;k) = (4i)−1H(+)
0 (k|~r −~r0|),

na qualH(±)
n (z) = Jn(z)± iNn(z), com Jn e Nn sendo as funç̃oes de Bessel and Neumann

de ordemn. Vale ressaltar queNn(z) possui diverĝencia logaŕıtmica paraz→ 0.

(ii) Se |~r0| < |~r |, nós temos (GRADSTHEYN; RYZHIK, 1994)

H(+)
0 (k|~r −~r0|) =

n=+∞
∑

n=−∞
φn(~r0;k) ,h(+)

n (~r;k)

na qualφn(~r0;k) = Jn(kr0)exp[−inθ0] e h(±)
n (~r;k) = H(±)

n (kr)exp[inθ].

(iii) Considere~rb(θb) o vetor posiç̃ao de um certosb emC. Sesb não for uma aresta (ponto com

derivada divergente), existe sempre um sistema de coordenadas no qual, para qualquer

~rc(θc) sobreC, rb(θb) ≤ rc(θc). De fato, precisamos apenas tomar a normalà superf́ıcie
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do bilhar atrav́es do pontosb como sendo um dos eixos de coordenadas e então colocar

a origem sobre algum ponto de seu prolongamento. Sesb for uma aresta do bilhar, esco-

lhendo sistemas de coordenadas dos quais as origens (localizada ao longo da mediatriz da

aresta) s̃ao cada vez mais próximas desb, a relaç̃ao acima pode ser violada, pois existem

sempre pontossc mais pŕoximos da origem do quesb. Ent̃ao, para a segunda relação em

(2.21), podemos assumir querb(θb) ≤ rc(θc). SubstituindoH(+)
0 por sua representação em

série mostrada em (ii), multiplicando em ambos os lados porφl(~ra) (paral arbitŕario) e

finalmente integrando sobreθa, encontramos

φl(~rb;k) =
∑

n

(

1
4i

∫

C

∫

C
dθadθch

(+)
n (~rc;k)T(θc, θa)φl(~ra;k)

)

φn(~rb;k). (2.24)

Como (2.24)́e válida para todol, esta relaç̃ao implica que

1
4i

∫

C

∫

C
dθadθch(+)

n (~rc;k)T(θc, θa)φl(~ra;k) = δnl. (2.25)

(iv) Qualquer funç̃ao bem comportada definida em todo o espaçoR2 pode ser expandida em ter-

mos do conjunto{φn(k)} definido em (ii) (por conveniência, usaremos como base{φn(k)}
ao inv́es da forma mais convencional{φ∗n(k)}). Comoϕ obedecèa equaç̃ao de Schr̈odin-

ger para a partı́cula livre no plano, podemos escreverϕ(~r;k) =
∑

ncnφn(~r;k). Dividiremos,

agoraϕ em duas partes

ϕ(~r;k) =
∑

n={p}
cnφn(~r;k)+

∑

n={q}
cnφn(~r;k).

O primeiro termo representa o número ḿaximo dos termos da série original que, quando

somados, anulam-se identicamente sobre todos os pontos deC. Conseq̈uentemente, o

segundo termo ñao pode ser zero sobre toda a fronteira, pois, neste caso obtemos a soluç̃ao

trivial ϕ(~r;k) = 0 . Obviamente, se não existir nenhuma subsérie que anule-se emC, ent̃ao

o conjunto{p} é vazio.

2.3.1 Soluç̃ao interna e mecanismo de filtro

Para o caso interno, nós procuramosψ(~r) para cada~r = (r, θ), pertencentèa parte interna

do bilhar. Ent̃ao, para um dado~r, consideremos um sistema de coordenadas tal quer ≤ rb(θb)

para qualquer pontosb emC. Usando (i)-(ii), de onde

G(+)
0 (~r ,~rb;k) = (4i)−1

n=+∞
∑

n=−∞
φn(~r;k)h(+)

n (~rb;k),
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e (iv) na equaç̃ao 2.22, temos

ψ(~r) =
∑

l

clφl(~r;k)−
∑

n

φn(~r;k)
1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb;k)T(θb, θa;k)

×



















∑

l={p}
clφl(~ra;k)+

∑

l={q}
clφl(~ra;k)



















. (2.26)

Agora, suponhamos queE = k2 não é nenhuma das autoenergias do bilhar. Então, o

conjunto{p} deve ser nulo, do contrário,
∑

l={p} clφl(~r;k) resolve a equação de Schr̈odinger e

satisfaz a condiç̃ao de contorno correta, implicando queE é um autovalor, em contradição com

a suposiç̃ao inicial.

Fazendo a soma do conjunto{p} igual a zero em (2.26) teremos

ψ(~r) =
∑

l

clφl(~r)−
+∞
∑

n=−∞
φn(~r)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb)T(θb, θa)



















∑

l={q}
clφl(~ra)



















=
∑

l

clφl(~r)−
∑

l={q}

+∞
∑

n=−∞
clφn(~r)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb)T(θb, θa)φl(~ra)

usando 2.25

ψ(~r) =
∑

l

clφl(~r)−
∑

l={q}

+∞
∑

n=−∞
clφn(~r)δnl

=
∑

l

clφl(~r)−
∑

l={q}
clφl(~r).

Como {p} = 0, o conjunto{q} abrange toda a expansão deϕ(~r), logo, ψ(~r) = 0 para

qualquer ponto da região interna do bilhar. Ou seja, não h́a autoestados internos quandoE é

diferente das autoenergias do bilhar.

SeE é um autovalor do bilhar,ϕ pode, ou ñao, ser separado como mencionado acima,

dependendo de certas condições. Se ñao puder ser feita a separação, mais uma vez{p} é vazio

e ent̃aoψ(~r) = 0. Poŕem, se ela for possı́vel, a equaç̃ao (2.26) nos leva a

ψ(~r) = ϕ(~r)−
+∞
∑

n=−∞
φn(~r)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb)T(θb, θa)
∑

l={p}
clφl(~ra)−

+∞
∑

n=−∞
φn(~r)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb)T(θb, θa)
∑

l={q}
clφl(~ra).
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Pela nossa partição, a primeira integral deve anular-se sobre a barreira, umavez que a

integraç̃ao ocorre sobre esta, então

ψ(~r) = ϕ(~r)−
+∞
∑

n=−∞
φn(~r)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(+)

n (~rb)T(θb, θa)
∑

l={q}
clφl(~ra)

Utilizando (2.25), como no caso anterior, temos

ψ(~r) = ϕ(~r)−
∑

l={q}
clφl(~r) =

∑

l={p}
clφl(~r),

a qualé uma soluç̃ao do problema interno.

Resumindo, o MCP apresenta um mecanismo matemático muito interessante para

resoluç̃ao do problema interno de bilhares. A integral paraϕT(~r) na equaç̃ao (2.22) age como

uma esṕecie de “filtro”, agindo no sentido de extrair qualquer parteda onda incidente que

anule-se na fronteiraC, deixando “intocada” a parte restante. Então, escolhendo de maneira

apropriada a forma da onda incidenteϕ(~r;k) (relacionada com a simetria do bilhar) e sua ener-

gia, podemos encontrar os autoestados corretos do sistema.

2.3.2 Soluç̃ao externa e a matrizS

A situaç̃ao descrita na subseção anterior ñao se aplica ao caso de espalhamento, pelo

seguinte: consideremos~r = (r, θ) numa posiç̃ao fora do bilhar. Lembrando que a origem do

sistema de coordenadas localiza-se no interior do bilhar,é fácil perceber que ñao existe sistema

de coordenadas no qualr ≤ rb(θb) para todos os pontossb emC. Logo, ñao podemos usar na

equaç̃ao (2.22) a mesma expansão paraG0.

Uma situaç̃ao interessante surge no limite oposto, ou seja, quandor é grande o sufi-

ciente de modo que, para qualquer~rb emC, temosr ≥ rb(θb). Com a ajuda da expansão de

G(+)
0 (~r ,~rb;k) = (4i)−1∑n=+∞

n=−∞φn(~rb;k)h(+)
n (~r;k) mostrada em (ii), a equação (2.22) torna-se

ψ(~r) = ϕ(~r;k)−
∑

n

h(+)
n (~r;k)

1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθaφn(~rb;k)T(θb, θa;k)ϕ(~ra;k). (2.27)

No formalismo usual de espalhamento da matrizS, a funç̃ao de ondáe escrita assinto-

ticamente como
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ψl(~r;k) = h(−)
l (~r;k)+

∑

n

Sln(k)h(+)
n (~r;k). (2.28)

Fazendoϕ(~r) = h(−)
l (~r;k) na equaç̃ao (2.27) e relembrando queT(θa, θb) = T(θb, θa),

uma comparaç̃ao com (2.28) fornece

Sln(k) = − 1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(−)

l (~rb;k)T(θb, θa;k)φn(~ra;k). (2.29)

A formula acimaé exata e estabelece uma conexão direta entre a abordagem do MCP

e o formalismo da matrizS. Como, para qualquer forma deC, a matrizT pode ser calculada

numericamente com boa precisão (LUZ et al., 1997), a equação (2.29)é um meio muitóutil

para se obter a matrizS para bilhares convexos.

2.4 Dualidade dentro-fora

Um aspecto muito interessante do problema de bilharesé a chamadadualidade dentro-

fora (DORON; SMILANSKY, 1992; ECKMANN; PILLET, 1995; DIETZ et al., 1995), do qual

a vers̃ao fraca pode ser expressa da seguinte maneira (ECKMANN; PILLET, 1995). Suponha

um bilhar, cuja fronteiraC é duplamente diferenciável por partes. Como a matriz do problema

de espalhamento exterioré unit́aria, podemos sempre escrever os autovalores deS(k) como

exp[−iλ j(k)], comλ j(k) ∈ [0,2π). Se, exatamente,m fases de espalhamentoλ j convergem para

π por baixo parak→ k j tamb́em por baixo, então o bilhar possuim estados degenerados da

energiak2
j . A proposiç̃ao inversa tamb́em é verdadeira. Um ponto importante na formulação

acimaé que, apesar de as autofases aproximarem de 2π quandok→ k j, 1 ñaoé necessariamente

um autovalor deS(k j). Quando 1́e um autovalor da matrizS, ou seja, exp[−iλ j(k)] = 1, temos

a vers̃ao forte da dualidade.

Nesta seç̃ao analisaremos a dualidade dentro-fora, a partir do ponto de vista do MCP.

Tal ańalise justifica-se na medida que ela pode trazer uma nova luz ao problema, dando a ele

uma perspectiva diferente, construtiva e, talvez, mais intuitiva do que os tratamento mais ma-

temáticos e abstratos pelos quais foi analisado até agora (ECKMANN; PILLET, 1995).

2.4.1 Autovalores da matrizS e os autoestados da solução interna

Os elementos de matriz do operador de espalhamento são dados pela equação (2.29).

Para essa representação e tomando umk arbitŕario, façamos{c jl (k)} o conjunto de coeficientes
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do j-ésimoautovetor deS(k). Temos, ent̃ao,

∑

n

Sln(k)c jn = exp[−iλ j(k)]c jl . (2.30)

ComoS é unit́aria, segue-se que

∑

n

c∗jnSnl(k) = exp[−iλ j(k)]c∗jl , (2.31)

na qualc∗ = c∗(k). Substituindo (2.29) na equação acima

∑

l

c∗jl Sln(k) =
∑

l

c∗jl

[

− 1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθah(−)

l (~rb;k)T(θb, θa)φn(~ra;k)

]

= − 1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθa

∑

l

c∗jl h
(−)
l (~rb;k)T(θb, θa)φn(~ra;k)

= exp[−iλ j(k)]c∗jn. (2.32)

Multiplicando (2.25) porc∗jl , rearranjando ośındices e somando eml temos

∑

l

c∗jlδln =
1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθa

∑

l

c∗jl h
(+)
l (~rb;k)T(θb, θa)φn(~ra;k). (2.33)

As equaç̃oes acima s̃ao v́alidas para qualquern. Ent̃ao, necessariamente,

∑

l

c∗jl
[

exp[−iλ j(k)]h(+)
l (~rb;k)+h(−)

l (~rb;k)
]

= 0. (2.34)

Suponhamos agora que, parak→ k j , exatamentem fases de espalhamentoλg
j (k) (com

g= 1, . . . ,m) convergem para 2π. A raz̃ao pela qual eles tendem a 2π, e ñao a 0,é relacionada

a como os autovalores de uma matrizS geral acumulam em 1. Istóe explicado, por exemplo,

na refer̂encia (ECKMANN; PILLET, 1995). Utilizandoh(±)
l (~rb) = φ∗(~rb)± iNl(krb)exp[ilθb] e

o fato de que para cadaλg
j existe um conjunto correspondentecg

jl , consideramos o limitek→ k j

em (2.34), ou

lim
k→k j

∑

l

cg
jl

{

(

exp[iλg
j (k)] +1

)

− i
(

exp[iλg
j (k)] −1

)Nl(~rb;k)
Jl(~rb;k)

}

φl(~rb;k) = 0. (2.35)

Na express̃ao acima, para cadal o coeficientecg
jl vezes o termo entre{} tende a algum

valor dg
jl , o qual,no limite, independe do pontosb da borda do bilhar. Ńos, ent̃ao, definimos

para a regĩao interna
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Φ
g
j (~r) =

∑

l

dg
jl φl(~r;k j). (2.36)

Notemos que, como a expressão acima ñao envolve nenhuma função de Neumann,

ela geralmente ñao pode representar uma solução de espalhamento da parte externa do bilhar.

A equaç̃ao (2.36) satisfaz a equação de Helmholtz dentro do bilhar e anula-se identicamente

em todos os pontos deC. Logo, Φg
j (~r) é o problema dog-ésimoautoestado degenerado da

autoenergiaE j = k2
j .

Podemos mostrar também que a rećıprocaé verdadeira. Para tanto, suponhamos um

autoestado do bilhar dado porΦ j(~r) =
∑

l d jlφ
∗
l (~r), com autovalork= k j. Nós temos que

δln−Sln(k) =
1
4i

∫

C

∫

C
dθbdθa

[

h(+)
l (~rb)+h(−)

l (~rb)
]

T(θb, θa)φn(~ra)

=
1
2i

∫

C

∫

C
dθbdθaφ

∗
l (~rb)T(θb, θa)φn(~ra), (2.37)

onde utilizamos (2.25) e (2.29). Consideremos então

∑

l

d jl [δln−Sln(k)] = d jn−
∑

l

d jl Sln(k)

=
1
2i

∫

C

∫

C
dθbdθa

[
∑

l

d jlφ
∗
l (~rb;k)

]

T(θb, θa)φn(~ra;k),

comk< k j . Esteé um ponto importante, visto que, se fizermosk= k j,
∑

l d
g
jl φl(~rb;k= k j) = 0, e

ent̃ao ñao poderemos inverter a ordem do somatório e da integral na equação acima, pois, ñao

podeŕıamos mais afirmar que esta converge uniformemente.

Tomando o limite da equação quandok→ k j , temos

lim
k→k j

















d jn−
∑

l

d jl Sln(k)

















= lim
k→k j

1
2i

∫

C

∫

C
dθbdθa

[
∑

l

d jlφ
∗
l (~rb;k)

]

T(θb, θa)φn(~ra;k) = 0,

pois
∑

l d jlφ
∗
l (~rb;k→ k j) = 0, de 2.34. Ent̃ao

lim
k→k j

∑

l

d jl Sln(k→ k j)→ d jn, (2.38)

ou seja,no limite a equaç̃ao (2.38) tende a um autosistema de autovalor 1. Porém, os auto-

valores deS possuem a forma exp[−iλ(k)], o que implica queλg(k→ k j)→ 2π. Observemos,

no entanto, que o conjuntodg
jl não é necessariamente um autovetor deS, uma vez que ñao é

assumida a igualdade.



23

2.4.2 Vers̃ao forte da dualidade dentro-fora e o prinćıpio da transparência

Fazendok = k j na equaç̃ao (2.28) e considerando a somaΨ∗j (~r) =
∑

l c
∗
jl ψl(~r;k j), com

{c jl (k j)} um autovetor deS(k j). Ent̃ao

∑

l

c∗jlψl(~r) =
∑

l

c∗jl h
(−)
l (~r)+

∑

n

∑

l

c∗jl Sln(k)h(+)
n (~r), (2.39)

e ainda, utilizando a relação (2.31) na equação acima teremos

Ψ j(~r) =
∑

l

c∗jl h
(−)
l (~r)+exp[−iλ j ]

∑

l

c∗jl h(+)
l (~r). (2.40)

Agora, se o autovalor exp[−iλ j(k j)] é exatamente 1, todos os termos dependentes da

função de Neumann na equação (2.40) cancelam-se. Conseqüentemente, na região externa a

soluç̃ao toma a formaΨ j(~r) =
∑

l c jl φl(~r;k j). Além disso, da equação (2.35),d jl = c jl e da

equaç̃ao (2.36),Φ j(~r) =
∑

l c jl φl(~r;k j) é uma soluç̃ao para a região interna do bilhar. Então,

para ambos os casos foi encontrada a mesma expansão em śerie, o que significa que a solução

interna do bilhar pode ser expandida para a parte externa deC como um estado de espalhamento.

Concluindo, ńos obtivemos umáunica soluç̃ao para equação de Helmholtz, quée válida em todo

o plano e satisfaz as condições de contorno de Dirichlet emC. Estaé a vers̃ao forte do prinćıpio

da dualidade dentro fora para bilhares planos.

O resultado obtido acimáe relacionado ao princı́pio da transparência discutido em

(ECKMANN; PILLET, 1995; DIETZ et al., 1995). Sempre que um autovalor deS(k = k j) é

igual a 1, existem ondas incidentesϕ (comE = k2
j ), para a qual o obstáculo - o bilhar - torna-se

“transparente”. Da mesma maneira, os autoestados de energia k2
j “penetram” o bilhar. Poŕem,

se os autovalores deS(k = k j) acumulam em 1 mas não s̃ao exatamente a unidade, qualquer

estado incidentek = k j é necessariamente espalhado, enquanto os autoestados correspondentes

“permanecem presos” pelo bilhar.

À primeira vista, toda a discussão anterior pode parecer contradizer a equação geral

(2.22). De fato, para umϕ arbitŕario que anula-se na fronteira do bilhar, (2.22) forneceψ(~r) =

ϕ(~r) para qualquer~r, independente do autovalor deS. O ponto aquíe que, no desenvolvimento

do MCP, ńos assumimosϕ como sendo uma função limitada bem definida em todo o espaço.

Na vers̃ao fraca da dualidade dentro-fora os autoestados do bilhar não podem ser expandidos

noR2 ( por eles ñao possúırem valorúnico (ECKMANN; PILLET, 1995; DIETZ et al., 1995)

ou ñao-limitados (BERRY, 1994) no exterior do bilhar), por essa razão, autoestados que se

estendem por todo o espaço não s̃ao uma escolha aceitável paraϕ(r).
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Para exemplificar o comentado acima, suponhamos o autoestado de um bilhar escrito

com a śerie infinita

Φ(~r) =
∑

l

al φl(~r;k0),

na qualk0 é o autovalor correspondente. A seguir, emprestamos uma idéia da refer̂encia ((DI-

ETZ et al., 1995)) e definimos

ΦL(~r) =
l=+L
∑

l=−L

al φl(~r;k0), (2.41)

que resolve exatamente o problema interno quandoL→∞. Poŕem, na vers̃ao fraca da dualidade

a equaç̃ao (2.41) ñao leva a uma solução correta dos estados de espalhamento na região externa.

Este fato pode ser exemplificado pelocake billiardC = {(r, θ) : r = R, |θ| < α/2;0≤ r ≤ R, θ =

α/2;0≤ r ≤ R, θ = −α/2}. Seus autoestados são dados por

ψnl(~r) = sin[πl(θ/α+1/2)]Jπl/α(knlr),

na qualJπl/α(knlR) = 0 (DIETZ et al., 1995). Seπl
α não for um inteiro,ψnl(~r) não possui valor

único no plano. Por esta razão, uma representação por śeries para tal autoestado da parte interna

nãoé bem definida fora deC, no sentido de que uma série truncada como a da equação (2.41)

não converge, quandoL→∞, para uma funç̃ao bem comportada na região externa. De fato,

como mostrado em (DIETZ et al., 1995) através de ćalculos nuḿericos,à medida queL cresce,

a śerie apresenta oscilações cada vez maiores na parte externa, enquanto converge relativamente

rápido para a solução interna. Usando o formalismo do MCP , este comportamento pode ser

entendido qualitativamente da seguinte maneira: paraL finito, a equaç̃ao (2.41)́e bem definida

em todo oR2. Ent̃ao, se fizermosϕ(~r) = ΦL(~r), a equaç̃ao (2.22) nos fornece

ψ(~r) =
l=+L
∑

l=−L

al φl(~r;k0)−
∫

C

∫

C
dsbdsaG0(~r ,~rb;k0)T(sb, sa;k0)

×
l=+L
∑

l=−L

al φl(~ra;k0). (2.42)

QuandoL cresce,ΦL(~r(s)) tende a zero (pois deve resolver corretamente a solução

interna, satisfazendo suas condições de fronteira) e, como conseqüência, a integral na expressão

acima tende a zero também. Ent̃ao,ψ(~r) demonstra a mesma estabilidade (instabilidade) que

a representação por śeries da parte interna (externa) quandoL → ∞, como foi comprovado

numericamente em (DIETZ et al., 1995).
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2.5 Soluç̃ao anaĺıtica deT para o bilhar circular

Tomando por base as discussões anteriores, percebe-se que soluções analı́ticas exatas

para a matrizT não s̃ao de f́acil obtenç̃ao, poŕem, para alguns casos mais simples, podemos

chegar a resultados fechados. Apesar de o método possuir uma forma numérica simples e efici-

ente, soluç̃oes analı́ticas podem auxiliar num melhor compreendimento de seu funcionamento

e revelar algumas de suas propriedades gerais.

Nesta seç̃ao, seŕa calculada a matrizT para o bilhar circular, obtida com uma expansão

envolvendo funç̃oes de Bessel. De posse das séries, seremos capazes de realizar análises quan-

titativas e qualitativas, que nos permitem inferir caracterı́sticas importantes da matrizT.

Considere um bilhar de raioR, possuindo seu centro localizado na origem de um sis-

tema de coordenadas polares. Devidoà simetria do problema, a equação (2.25) pode ser escrita

da seguinte maneira

δln =
1
4i

H(+)
l (kR) Jn(kR)

∫ 2π

0

∫ 2π

0
dθbdθaT(θb, θa;k) exp[ilθb]exp[−inθa]. (2.43)

De uma inspeç̃ao direta, encontramos que a solução de (2.43), satisfazendo aT(θb, θa;k)=

T(θa, θb;k), é

T(θb, θa;k) =
i

π2

m=+∞
∑

m=−∞

exp[im(θb− θa)]

Jm(kR)H(+)
m (kR)

. (2.44)

Inserindo a equação acima em (2.29),́e fácil obter a matrizS exata para o ćırculo

Sln = −H(−)
l (kR)/H(+)

l (kR)δln (DIETZ; SMILANSKY, 1993).

Para escrever a equação (2.44) numa forma mais apropriada, notemos queJmH(+)
m =

J|m|H
(+)
|m| , ent̃ao (θ = θb− θa)

T(θb, θa;k) =
i

π2

1

J0(kR)H(+)
0 (kR)

+
2i

π2

m=+∞
∑

m=1

cos[mθ]

Jm(kR)H(+)
m (kR)

. (2.45)

T é siḿetrica paraθ = π e diverge sempre quekR= znm é an-ésima raiz deJm, o que corresponde

ao autovalor (znm/R)2 do bilhar circular. Aĺem disso, encontramos da equação (2.45) e do

comportamento assintótico da funç̃ao de Bessel param grande (ver abaixo) que|T | tende ao

infinito quandoθ = 0.

Até onde sabemos, a equação (2.45) ñao pode ser somada exatamente. Porém, existe

um meio numericamente acurado de aproximá-la de uma soma finita. Para tanto, separamos
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T(θ;k) como

T(θ;k) =
i

π2

1

J0(kR)H(+)
0 (kR)

+
2i

π2

m=M−1
∑

m=1

cos[mθ]

Jm(kR)H(+)
m (kR)

+TM(θ;k), (2.46)

na qual

TM(θ;k) =
2i

π2

m=+∞
∑

m=M

cos[mθ]

Jm(kR)H(+)
m (kR)

. (2.47)

Agora, param≫ 1, m/z≫ 1 ez não sendo uma raiz da função de Bessel de ordemm,

nós temos (GRADSTHEYN; RYZHIK, 1994)

Jm(z) ≈ 1
√

2πm

( ez
2m

)+m
, Nm(z) ≈ − 2

√
2πm

( ez
2m

)−m
. (2.48)

Destas relaç̃oes 1/[Jm(z)H(+)
m (z)] ≈ iπm. Para um dadoz= kR, suponhamos na equação

(2.46)M grande o bastante tal que as expansões assint́oticas (2.48) valem para qualquerm≥M,

ent̃ao

TM(θ) ≈ −2
π

m=∞
∑

m=M

mcos[mθ] =
i
π

∂

∂θ

m=∞
∑

m=M

(

exp[imθ] −exp[−imθ]
)

. (2.49)

O último termo da equação acima pode ser calculado exatamente, logo

TM(θ) ≈ 1

2πsin2[θ/2]

(

M cos[(M−1)θ] − (M−1)cos[Mθ]
)

. (2.50)

Notemos que na equação (2.50)TM não depende dekRe diverge paraθ = 0 (ou seja,

θb = θa).

A equaç̃ao (2.46), comTM dada por (2.50), conduz a resultados numéricos muito bons

para os elementos da matrizT desde que, para cadaz= kR, nós escolhamos propriamente o

par̂ametro de truncamentoM. Por exemplo, paraz≤ 8 e m≥ M = 500, temos sempre|1−
iπmJm(z)H(+)

m (z)| ≤ 10−4. Esta diferença torna-se cada vez menorà medida quem aumenta.

Como exemplo, consideremos o intervalo 7≤ kR≤ 7,6, no qual existem apenas duas raı́zes da

função de Bessel,z21 = 7,015(. . .) e z14 = 7,588342(. . .). Na figura 2.4́e mostrado|T(θ;k)| × θ
parakR= 7,3 ekR= 7,5883. ComoT diverge na origem, o gráfico inicia-se emθ = π

1000. O

primeirokRé localizado no centro do intervalo entre as duas raı́zesz21 ez14, por isso, longe de

alguma resson̂ancia deT. Por outro lado, o segundokR é muito pŕoximo dez14. Nos gŕaficos

de 2.4 foi utilizadoM = 500 e rotinas nuḿericas padr̃ao para o ćalculo das funç̃oes de Bessel.

Tais resultados foram também testados cuidadosamente para resultados de convergência. De

fato, usando diferentes valores deM > 500, maior que 1000, não foi praticamente encontrada
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diferença entre as curvas quando superpostas.

π/1000 π/32 π/16
0

22000

44000

66000

π/1000 π/8 π/4 3π/8 π/2

33000

66000

99000

θ

|T
|

64584

θ

|T
|

π/1000 π/16 π/8

33000

66000

99000
121506

(a)

(b)

a)

b)

T
T

Figura 2.4: Matriz|T(θ)| (curva cont́ınua) para a)kR= 7,3 e b)kR= 7,5883. Em b) a curva
tracejada refere-se ao termo (2/π2) |cos[4θ]/[J4(7,5883)H(+)

4 (7,5883)]|. O detalhe mostra uma
magnificaç̃ao da curva na região π

1000≤ θ ≤
π
8,

Caso instrutivóe a comparaç̃ao das duas situações da figura 2.4. Consideremos pri-

meiramente 2.4.b) a qual, como mencionado, localiza-se nasproximidades da ressonânciaz14.

Da equaç̃ao (2.46) encontramos que, quandoz ≈ znm e θ não est́a pŕoximo de 0, o termo

cos[mθ]/[Jm(kR)H(+)
m (kR)] é o de maior contribuiç̃ao emT. Isto é ilustrado na figura 2.4.b)

quando plotamos (2/π2) |cos[4θ]/[J4(7,5883)H(+)
4 (7,5883)]|. As duas curvas praticamente não

podem ser diferenciadas, a menos das proximidades da origem, ondeθ→ 0. Ent̃ao, quandokR

aproxima-se de uma ressonância, os elementos da matrizT não se concentram mais em algum

intervalo particular deθ. Ao invés disto, eles desenvolvem uma estrutura periódica, determinada

pela simetria da ressonância em questão. A forma da matrizT define como a fronteira do bilhar

irá espalhar a onda incidenteϕ, comoé observado na equação (2.22). Considerando o princı́pio

de Huygens discutido anteriormente, podemos entender estepadr̃ao constrúıdo porT ao longo
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deC como necesśario para formar as interferências construtivas que originarão os autoestados

corretos da soluç̃ao interna do bilhar.

Para o caso longe da ressonância a situaç̃ao é muito diferente. ParakR= 7,3, figura

2.4.a),T(θ) é muito grande paraθ pequeno e decai muito rapidamente paraθ afastando-se

da origem. Ent̃ao, os elementos significantes na matrizT est̃ao altamente concentrados em

volta da diagonal principal, formando uma estrutura de banda nas proximidades de|θb−θa| ≈ 0.

Deste modo, dentro do bilhar o processo de espalhamento do estado inicialϕ é dado apenas

por uma reflex̃ao especular. Na verdade, a forma exata da fronteiraC não é evidenciada por

T(θ = θb−θa;k), uma vez que esta assemelha-se a função delta. Usando este argumento (T→ δ),

podemos escrever (2.22), paraT longe da resson̂ancia, como

ϕ(T)(~r) =
∫

C
dsbG0(~r ,~rb;k)ϕ(~rb;k).

Uma vez que, para~r , ~rb, G0 satisfaz a equação de Helmholtz, podemos aplicar (∇2+ k2) em

ambos os lados da relação anterior e obter (∇2+ k2)ϕ(T)(~r;k) = 0, o que tamb́em é satisfeito

pela onda incidenteϕ. Além disso,ϕ(T)(~r;k) = ϕ(~r;k) para qualquer pontos emC (lembrando

queψ(~r) = 0). Ent̃ao, ϕ(T)(~r) = ϕ(~r) para qualquer~r na regĩao interna do bilhar. Fazendo

Φ(~r;k)= ϕ(~r;k)−ϕ(T)(~r;k), por construç̃ao, esta soluç̃ao satisfaz a equação de Helmholtz dentro

do bilhar e anula-se sobre sua borda. Porém,k nãoé um autovalor do problema, logo, aúnica

possibilidade paraΦ é ser identicamente nulo, o que leva aϕ(T)(~r;k) = ϕ(~r;k). Deste modo,

obtemos a interferência destrutivaψ(~r) = ϕ(T)(~r;k)− ϕ(~r;k) = 0. Este mesmo argumento não

funciona para a parte externa, uma vez que, neste caso,Φ nãoé necessariamente nulo.

O comportamento geral da matrizT, apesar de obtido para um caso particular,é obser-

vado para qualquer tipo de bilhar. Uma matrizT(sb, sa;k), singular na diagonal principalsb= sa,

apresenta um decaimento rápido quando|sb− sa| aumenta, resultando em reflexões especulares

na regĩao interna o que leva aψ = 0. Quandok aproxima-se de uma ressonância,é necesśaria a

formaç̃ao de um padrão na estrutura dos elementos da matriz para a construção dos autoestados

corretos. Estas caracterı́sticas valem tanto para bilhares convexos, quando para côncavos. Tais

resultados podem ser encontrados para vários tipos de geometrias nas referências (ZANETTI,

2004) e (ZANETTI et al., fevereiro/2007).

2.6 Tratamento nuḿerico

Como enfatizado nas seções anteriores, a idéia por tŕas do MCPé calcularT sobre

a barreira espalhadoraC e inseŕı-la em (2.15), obtendo assim a função de onda espalhada em
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todo o espaço. Apesar da formulação do ḿetodo ñao ser complicada, são poucos os casos que

apresentam solução anaĺıtica. Para estas situaçõesé posśıvel derivar uma abordagem numérica

do método.

j=...

j=N−1

j=N

j=1

j=2

j=3

j=...c

Figura 2.5: Discretizaç̃ao da curvaC.

Na equaç̃ao (2.8),C é dividido emN partes,{C j} j=1,2,...,N (ver figura 2.5), onde agora

a integral de volumée feita sobre cada elementoj

ψ(~r) = ϕ(~r)+
N

∑

j=1

∫

C j

dsγG0(~r ,~r(s))ψ(~r(s);k). (2.51)

Por uma questão de simplicidade,γ é feito constante sobre o contornoC. Fazendo

~r(s) = ~r(sj) = ~r j e~r = ~r i

ψ(~r i) = ϕ(~r i)+
N

∑

j=1

∫

C j

dsγG0(~r i ,~r j)ψ(~r j)

= ϕ(~r i)+
N

∑

j=1

γMi jψ(~r j), (2.52)

com

Mi j =

∫

C j

dsG0(~r i ,~r j). (2.53)

SeΨ = (ψ(~r1), ...,ψ(~rN)) eΦ = (ϕ(~r1), ...,ϕ(~rN)), a equaç̃ao (2.52) toma a forma matri-

cial

Ψ = Φ+γMΨ.

IsolandoΨ na equaç̃ao anterior
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Ψ = Φ
[

I−γM]−1 ,

multiplicando ambos os lados porγ

γΨ = TΦ, (2.54)

ondeT = γ
[

I−γM]−1, queé a forma discretizada da matrizT. O mesmo resultado pode ser

obtido a partir da equação (2.9).

Tomando oi-ésimo elemento da matriz colunaΨ em (2.54)

γΨi = (TΦ)i = γ

N
∑

j=1

[

(I−γM)−1
]

i j
Φ j , (2.55)

na qualΨi = ψ(~r i) eΦ j = φ(~r j). Ent̃ao,γψ(~r(sj)) = γψ(~r j) = γΨ j . SubstituindoγΨ j = (TΦ) j em

(2.52)

ψ(~r) = ϕ(~r)+
N

∑

j=1

∫

C j

dsG0(~r ,~r j)(TΦ) j . (2.56)

Aproximando o resultado da integral na equação acima por seu valor no ponto médio

do segmentoC j e definindo∆ j como seu volume,́e obtida a forma discretizada da equação

(2.15)

ψ(~r) ≈ ϕ(~r)+
N

∑

j=1

G0(~r ,~r j)∆ j(TΦ) j . (2.57)

Estaé a aproximaç̃ao nuḿerica da funç̃ao de onda espalhadaψ(~r) em todo o espaço.

A matrizM (2.53) pode ser resolvida da mesma maneira feita logo acima paraψ, logo

Mi j ≈ G0(~r i ,~r j)∆ j . (2.58)

No problema de espalhamento em duas dimensões, esta aproximação traŕa problemas

quandoi = j, pois a funç̃ao de Green da partı́cula livre é proporcional a funç̃ao de Neumann

N(kr) (ARFKEN, 1970; BYRONA et al., 1992), que no caso der = 0 (r = |~r i −~r j |), nãoé defi-

nida. Por este motivo,́e necesśario calcular explicitamente a integral (2.53) para os elementos

da diagonal deM.

Para o caso da barreira infinita (γ→∞) descrito pela equação (2.22),T→−M−1 (ver
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forma deT), ent̃ao de (2.57)

ψ(~r) ≈ ϕ(~r)−
N

∑

j=1

G0(~r ,~r j)∆ j(M
−1Φ) j , (2.59)

que é a equaç̃ao para a autofunção ψ(~r) de uma partı́cula espalhada por uma barreira impe-

netŕavelC.

Na refer̂encia (LUZ et al., 1997) s̃ao feitas ańalises para a performance do método

utilizando as duas formas de obter-seM, resolvendo explicitamente a integral de (2.53) e por

uma aproximaç̃ao de valor ḿedio (2.58). Nesta análise conclui-se que a aproximação nuḿerica

garante bons resultados, além de deixar o ḿetodo mais f́acil e ŕapido na sua execução compu-

tacional.

Em prinćıpio, (2.59) aproxima-se da solução exata deψ(~r) à medida queN → ∞,

ou seja, quando a discretização da barreira espalhadora aproxima-se cada vez mais da forma

exata. Poŕem, quanto maiorN, maiores s̃ao as matrizes envolvidas nos cálculos nuḿericos. É

necesśario ent̃ao saber dividirC de modo queN seja grande o suficiente para satisfazer o limite

para a validade do resultado deψ e, ainda assim, ñao t̃ao grande a ponto de comprometer o uso

computacional do ḿetodo. O modo mais fácil de avaliar o ńumero de divis̃oes da barreira que

otimiza tanto o resultado nuḿerico, quanto a performance computacional,é observando que o

método traz bons resultados para (ZANETTI et al., fevereiro/2007)

ds
λ
< 10−1,

ondeds= l
N (peŕımetro l deC dividido pelo ńumero de discretizaçõesN) e λ = 2π

k é o com-

primento de onda da onda incidente. Ou seja,λ deve ser maior que os elementosds da

discretizaç̃ao para a onda considerar o espalhador como uma parede, e não haver “vazamento”

da funç̃ao de onda através da fronteira.

2.7 Conclus̃oes Parciais

Este caṕıtulo foi dedicado a uma minuciosa apresentação anaĺıtica do ḿetodo de con-

torno de paredes. Inicialmente foi mostrado seu equacionamento b́asico e, como a partir de uma

única equaç̃ao ((2.15) para paredes permeáveis e (2.22) ŕıgidas), pode-se encontrar a solução de

espalhamento para qualquer ponto do espaço. No caso de paredes fechadas, o ḿetodo fornece

a soluç̃ao de espalhamento para a parte externa e os autoestados corretos para a parte interna.

O elemento mais importante do método foi mostrado ser a matrizT. A partir de
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ańalises de sua ação em bilhares fechados convexos foi possı́vel obter, atrav́es de uma formulação

mais f́ısica e intuitiva do que a comumente encontrada na literatura, interpretaç̃oes para proble-

mas como a dualidade dentro-fora e princı́pio da transparência, aĺem de sua relação com o for-

malismo de espalhamento da matrizS. Através da resoluç̃ao anaĺıtica do bilhar circular, foram

avaliadas caracterı́sticas da matrizT, como seu comportamento na vizinhança de ressonâncias

do problema interno, que pode ser muitoútil na determinaç̃ao do espectro de autoenergias da

geometria estudada.

Por fim, foi obtida uma forma nuḿerica eficiente e de simples implementação, a qual

seŕa utilizada durante todo o trabalho.
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3 Cristais Fotônicos

Propostos na d́ecada de 80 (JOHN, 1987; YABLONOVITCH, 1987), baseando-se no

paralelismo entre os fenômenos que se dão para eĺetrons em meios semi-condutores, ospho-

tonic band gap materials, mais conhecidos como cristais fotônicos, consistem de um arranjo

periódico de espalhadores dielétricos, organizados em matrizes dielétricas homoĝeneas, com

par̂ametro de rede de ordem comparável ao comprimento de onda da luz incidente (JOANNO-

POULOS et al., 1997b).

Para certas faixas de frequências dos f́otons incidentes, a estrutura dielétrica períodica

não permite modos propagantes em seu interior, formando bandas de energia proibidas no cristal

fotônico. Esta região do espectróe chamada banda proibida (photonic band gap). Quando ñao

é permitida a propagação de f́otons incidentes de qualquer direção, a bandáe dita completa, e

neste caso o fluxo de energia incidenteé quase totalmente refletido (YABLONOVITCH, 1987).

O ponto mais promissor na utilização dos cristais fotônicosé a inserç̃ao de impurezas

ou defeitos intencionais na periodicidade das redes. Fazendo essas modificações no arranjo

podem ser introduzidos certos modos propagantes (estados localizados) na banda proibida. A

natureza dos modos varia com o tipo de defeito/impureza inserido na rede, que pode agir como

uma micro-cavidade ressonante, uma guia de onda ou um espelho (JOANNOPOULOS et al.,

1997b; JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003). Tais estruturas possibilitam a construç̃ao de

dispositivos extremamente eficientes na manipulação e controle de fótons, fato que vem sendo

utilizado na construç̃ao de dispositivos tais como as fibras de cristais fotônicos (photonic crystal

fibers) (KNIGHT et al., 2002; ARRIAGA et al., 2004), guias de onda (VOLKOV; BOZHE-

VOLNYI, 2005), etc.

O método mais comumente empregado na resolução téorica dos cristais fotônicosé

utilizar a analogia existente entre ondas eletromagnéticas e eĺetrons propagando-se em meios

periódicos. Para tanto, as Equações de Maxwell que resolvem essas estruturas, para uma

freqûencia fixaω, devem ser obtidas em forma de equações de autovalores de um operador her-

mitiano (JOANNOPOULOS et al., 1997b; JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003). Obtendo
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as equaç̃oes desse modo teremos ao fim que resolver uma equação muito similar̀a Equaç̃ao de

Schr̈odinger.

No caso de cristais fotônicos bidimensionais formados por cilindros, ver figura 3.1, a

equaç̃ao de autovalores se reduz a equação de Helmholtz (MIROSHNICHENKO; KIVSHAR,

2005), comk2 = ǫω2/c2, sendoǫ a constante dielétrica do cristal (material ñao-magńetico,

µ = 1). Este resultadóe válido tanto para o campo~E(~r), quanto para~H(~r) (JOANNOPOULOS

et al., 1997a; JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003; ROUNDRY; JOANNOPOULOS, 2003).

Tratamentos através de t́ecnicas de espalhamento vêm se tornando alternativas co-

muns na resoluç̃ao de cristais fot̂onicos (MELLO; TOMSOVIC, 1992-II; LI; ZHANG, 1998-I;

KWAN et al., 2003; BOTTEN et al., 2004a, 2004b). Este fato, juntamente com a análise acerca

das similaridades dos problemas de espalhamento de elétrons e f́otons em redes bidimensio-

nais, s̃ao grandes incentivos na utilização do MCP na soluç̃ao de estruturas que assemelhem-se

a cristais fot̂onicos.

No trabalho desenvolvido, será utilizado primeiramente o tratamento para o espalha-

mento por barreiras impermeáveisγ→∞. Esta escolha justifica-sèa medida que, para evitar

perdas no substrato ou para obter bandas proibidas maiores no cristal, a diferença entre as

constantes dielétricas do meio condutor e da estrutura do espalhador deve ser a maior posśıvel

(JOANNOPOULOS et al., 1997b), com o caso ideal sendo aquele em que a diferença tende

a infinito. Para efeito de comparação dos nossos resultados com abordagens através de outros

métodos encontrados na literatura, serão tamb́em simuladas estruturas onde a permeabilidade

das componentes da redeé finita.

A onda incidente utilizada em todas as simulações tem a formaϕ(~r;k) = exp[−i k x].

Todos os gŕaficos mostrados são normalizados por seu respectivo máximo e as matrizesM(i, j),

Ψ( ~r i, j) têm tamanho 2500× 2500.

3.1 Cristais fot̂onicos ordenados impermeáveis (γ→∞)

3.1.1 Rede com guia de onda tipoπ/2

Primeiramente será discutido um cristal fotônico, de extens̃ao finita, com uma curva de

defeitos de formaπ/2 do tipo-ar, isto é, alguns dos cilindros são retirados formando uma guia

de onda atrav́es da estrutura, ver figura 3.1. Esteé um sistema que já vem sendo estudado há

muito tempo, tanto téorica (MINGALEEV; KIVSHAR, 2002; JOHNSON; JOANNOPOULOS,

2003; MIROSHNICHENKO; KIVSHAR, 2005) como experimentalmente (LIN et al., 1998).
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Figura 3.1: Esquema do cristal fotônico bidimensional com uma guia de onda formada por li-
nhas de defeitos tipo-ar. A estruturaé constitúıda por cilindros de raior = 0,01 e par̂ametro de
rede 5r. As dist̂ancias caracterı́sticas mostradas sãoa= 0,25 eb= 0,45. S̃ao mostrados ainda os
comprimentos de ondaλ e ńumeros de ondak utilizados nas simulaç̃oes. A parede vertical aco-
plada ao fim da rede no eixo-y, serve apenas para evitar que a onda espalhada externa interfira
com a transmitida pela guia de onda. Todas as medidas são dadas em unidades arbitrárias.

Como a onda incide na parte esquerda da rede (propaga-se na direç̃ao positiva do

eixo−x), foi adicionada uma parede impermeável na sua parte superior esquerda. Essa parede

auxilia no sentido de bloquear a onda espalhada pela parte externa, impedindo que ela interfira

com o fluxo na sáıda da guia de onda, e garantindo que apenas contribuições da transmissão

estejam sendo analisadas na solução.

Foram feitas simulaç̃oes nuḿericas para um grande conjunto de energias (represen-

tadas pelo ńumero de ondak = 2π/λ), poŕem, aqui ser̃ao mostrados apenas dois casos repre-

sentativos:k = 30 (λ = 0,209), onde ñao existe transmissão atrav́es da guia de onda;k = 60

(λ = 0,104), valor para o qual foi obtida a melhor transmissão.

Na figura 3.2é mostrado o gŕafico de densidade de|ψ(~r)|2 em duas dimens̃oes para o

caso da onda incidente comk = 30, ondeλ é aproximadamente duas vezes a largura da guia

de onda. Pode-se observar que o campoé nulo dentro de toda a estrutura, inclusive na região

da guia de onda, comóe mostrado nos “cortes” unidimensionais feitos ao longo do seu com-

primento. Fora do cristal a solução é a de espalhamento estacionário, como esperado para o
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problema independente do tempo.
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Figura 3.2: Gŕafico 2D de densidade de|ψ(~r)|2 para onda incidente comk= 30. Regĩoes claras
correspondem aos ḿaximos normalizados. São mostrados ainda “cortes” de|ψ(~r)|2 paray =
a= 0,25 ex= b= 0,45, centro do primeiro e segundo corredor, respectivamente. Os pontosc
marcam o final da estrutura.

A figura 3.3 mostra a mesma situação que a anterior para uma onda incidente com

k= 60. Neste caso,λ é aproximadamente igual a largura da guia, o que favorece a transmiss̃ao.

A intensidade da transmissão diminui quando passa do primeiro para o segundo segmento da

linha de defeitos, sendo que o maior pico do primeiroé aproximadamente quatro vezes maior

que o pico mais pronunciado do segundo. Este resultado pode ser melhor visualizado no gráfico

em tr̂es dimens̃oes mostrado na figura 3.3; essa figura mostra também que a intensidade do

campo|ψ(~r)|2 no resto do cristaĺe praticamente nula. Observa-se na saı́da da guia de onda

vertical que a onda transmitida sofre um ligeiro aumento de intensidade, um tipo de “efeito de

chama de vela” (candle flame effect). Este comportamentóe devido ao fato de que, chegando no

fim da estrutura, o ńumero de espalhadoresà frente da onda transmitida diminui até anular-se,

diminuindo assim o espalhamento no sentido contrário à sua propagação (back scattering) e,

conseq̈uentemente, aumentando a amplitude na saı́da da guia.

À medida que a energia da onda incidente aumenta, seu comprimento de ondaλ dimi-

nui e vai equiparando-sèas escalas da estrutura. A partir de certo ponto, a onda não “enxerga”

mais a borda da guia como uma estrutura contı́nua (como no caso mostrado em 3.3), o que acar-

reta a possibilidade de a onda não ser mais aprisionada totalmente na guia, ou seja, ela adquire

a possibilidade de penetrar pelo resto da rede, causando a diminuição da amplitude de trans-
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Figura 3.3: Mesmo que para a figura 3.2 comk = 60. Aqui é mostrado tamb́em o gŕafico
tridimensional de|ψ(~r)|2.

miss̃ao e o aumento do espalhamento na região internàa guia, o que faz crescer a possibilidade

de espalhamento contrário, causando efeitos de interferência destrutiva. Este comportamento

começa ser observado parak≈ 90,0, quando o valor do comprimento de ondaλ aproxima-se da

medida da separação entre os ćırculos, como será observado a seguir.

3.1.2 Rede com guia de onda tipoInterferômetro

Nessa seç̃aoé proposto e analisado um cristal fotônico cuja estrutura possui a disposição

das linhas de defeitos, tal que a guia de onda funcione como uminterferômetro, ver figura 3.4.

A estruturaé constrúıda da seguinte maneira: duas guias de onda horizontais de comprimento



38

a

c

b

x

y

λ=0,089 λ=0,069λ=0,079

d

λ = 0,089
k = 70,0

λ = 0,079
k = 80,0

λ = 0,069
k = 90,0

x

y
d

b

c

a

Figura 3.4: Esquema do cristal fotônico com uma guia de onda do tipo interferômetro formada
por linhas de defeitos. Novamente são utilizados raior = 0,01 e par̂ametro de rede 5r. As
dist̂ancias caracterı́sticas mostradas sãoa= 0,15 eb= 0,4, c= 0,75 ed = 0,5. S̃ao mostrados
os comprimentos de onda correspondentes ak= 70,k= 80 ek= 90.

d, começando emx= 0, s̃ao ligados por uma linha de defeitos vertical, de onde sai outra guia

horizontal na posiç̃aoy= b, indo at́e o final da estrutura.

Primeiro, seŕa analisada a ação da variaç̃ao da energia da onda incidente (variação do

valor dek) na transmiss̃ao do modo ressonante através da guia de onda. Para tanto, foram esco-

lhidos tr̂es valores de energia próximos (pode-se ver na figura 3.4 a pouca diferença no tamanho

dos comprimentos de onda das três energias), mas que ainda assim mostram comportamentos

diferenciados.

Na figura 3.5é mostrado|ψ(~r)|2 parak = 70, k = 80 ek = 90, respectivamente. Para

uma melhor percepção do padr̃ao de intensidades que o campo assume na guia de onda são

mostrados dois “cortes” unidimensionais: na guia de entrada, localizaday = a; e na guia de

sáıda, localizada emy = b. Não é mostrado corte para a segunda guia de entraday = c, pois,

por quest̃ao de simetria o perfil da onda deve ser igualà primeira, o que foi verificado nas
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Figura 3.5: Gŕafico 2D de densidade de|ψ(~r)|2 para ondas incidentes com: a)k = 70,0; b)
k = 80,0; e c)k = 90,0. S̃ao mostrados “cortes” de|Ψ(~r)|2 paray = a = 0,15 ey = b = 0,40,
centro da primeira guia de entrada e da guia de saı́da, respectivamente.
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simulaç̃oes.

Na figura 3.5.a), parak = 70, o campo tem seu ḿaximo de intensidade no inı́cio da

guia de entrada, diminuindo para aproximadamente 17% no seufinal (x= d). Na guia vertical

e na de sáıda, |ψ(~r)|2 é muito pequeno, mas não nulo, assumindo um valor de 4% na saı́da da

estrutura.

Para o caso da onda incidente comk= 80, figura 3.5.b), o padrão do campóe parecido

com o caso anterior. Porém, a variaç̃ao emλ faz com que neste caso haja um interferência

construtiva na guia vertical, possibilitando a transmissão at́e a sáıda, onde|ψ(~r)|2 chega a apro-

ximadamente 15% do valor ḿaximo posśıvel observado ao longo da transmissão.

Para oúltimo caso, com a onda incidente possuindok= 90, figura 3.5.c), a intensidade

de |ψ(~r)|2 é alta na guia de entrada (caindo aproximadamente 50% do seu ińıcio at́e fim), cai

para aproximadamente 10% no centro da guia vertical (x= b) e, mesmo apresentando um modo

alinhadoà entrada da guia de saı́da, a onda ñao se propaga para esta.

Comparando os três casos, pode-se perceber que a transmissão mais ordenada na guia

vertical ñao favorece a transmissão nesta estrutura, como se esperaria.É interessante notar que

a funç̃ao de onda na guia vertical de 3.5.c) apresenta um estrutura de interfer̂encia construtiva

muito simples. Neste caso, a razão (c−a)
λ vale aproximadamente 9, ou seja, cabem exatamente

9 modos na guia. Nas figuras (3.5.a)) e (3.5.b)), as razões de(c−a)
λ tem valores fraciońarios,

os quais ñao conseguem acomodar um número inteiro de modos (6,7 e 7,6, respectivamente),

ent̃ao, as ondas que entram pelas duas guias, ao encontrarem-se no centro da parte vertical, não

possuem uma condição de casamento como no caso anterior e acabam por “espremer-se” e sair

pela guia horizontal.

Por fim,é analisado como modifica-se o perfil do campo propagante quando é variado

o caminhoóptico da guia de onda no cristal. Na figura 3.6, para um mesmo valor de ńumero de

ondak= 80, o comprimento da parte inferior da guia verticalé modificado da seguinte maneira:

a) a parte de baixo tem um defeito a mais que a parte de cima (c−a= 0,75);b) a parte de baixo

tem um defeito a menos que a parte de cima (c−a= 0,55); ec) a parte de baixo tem dois defeitos

a menos que a parte de cima (c−a= 0,45). Percebe-se novamente o comportamento enfatizado

no paŕagrafo anterior, onde a configuração de maior ordem desfavorece a transmissão para a

guia de sáıda.
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a) b) c)

Figura 3.6: Gŕaficos 2D de|ψ(~r)|2 para tr̂es configuraç̃oes diferentes da guia de onda, mostradas
em cada respectiva inserção.

3.2 Cristais fot̂onicos com permeabilidadeγ finita

Na seç̃ao anterior, foram tratadas apenas redes formadas por espalhadores ŕıgidos

(γ → ∞), ou seja, onde a diferença entre as constantes dielétricas do meio de propagação e

dos constituintes da redée muito grande. Este seria o caso ideal, onde a banda proibidade

energiáe máxima e as perdas são ḿınimas. Uma situaç̃ao como estáe especialmente requerida

quando a freqûencia da onda a qual deseja-se manipular através do cristaĺe alta (̈OZBAYA et

al., 1996). Neste caso, para manter o parâmetro de rede do cristal em uma escala comparável

ao comprimento de onda da luz incidente, e assim manter a banda proibida de transmissão,

é necesśario que a estrutura da rede seja cada vez menor. Tal realizac¸ão pode ser dificultada

no caso de cristais produzidos a partir de materiais dielétricos por v́arios fatores, tais como

disponibilidade de material, técnicas de produção, etc.

Na pŕatica, dependendo do sistema a ser tratado, nem sempreé necesśario que o con-

traste entre os materiais do cristal fotônico seja t̃ao extremo, como por exemplo no caso de

baixas freqûencias da onda incidente. Para ondas comλ da ordem de micr̂ometros, os dispo-

sitivos com melhor desempenho são constrúıdos a partir de matrizes de Alumina (Óxido de

Alumı́nio Al2O3, ǫ = 8,9) (JOANNOPOULOS et al., 1997b; LIN et al., 1998) e Arseneto de

Gálio (GaAs,ǫ = 11,56) (MEKIS et al., 1996, 1998; JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003),

tendo o ar como meio de propagação.

Nesta seç̃ao ser̃ao simulados, através da formulaç̃ao do MCP para fronteiras permeáveis

(γ finito), alguns exemplos de redes construı́das a partir de materiais dielétricos com baixo con-

traste entre as constantes dielétricas do meio propagante e dos espalhadores. Serão abordados

os casos j́a analisados anteriormente noâmbito do espalhamento por redes impermeáveis, bem
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como outras estruturas conhecidas da literatura que envolvem, aĺem da transmissão por guias, a

criaç̃ao de modos ressonantes em cavidades, também formadas por defeitos inseridos na estru-

tura cristalina.

Primeiramente, deve ser estabelecida uma conexão entre o parâmetroγ que controla

a permeabilidade no MCP e a constante dielétricaǫ dos materiais dielétricos. A transmiss̃ao

do campo eĺetricoψ(~r) incidindo normalmente, em um material não-condutor, ñao-magńetico,

pode ser escrita como (ROJANSKI, 1979; LORRAIN et al., 2000)

T = |ψ2(~r)|2

|ψ1(~r)|2
=

2n1

n1+n2
(3.1)

com,n1 =
√
ǫ1 en2 =

√
ǫ2, sendo ośındices de refraç̃ao dos meios de propagação e dos espalha-

dores, respectivamente.ǫ1 e ǫ2 são as constantes dielétricas adimensionais relativas ao vácuo,

ǫr =
ǫ
ǫ0

, onde o sub-́ındicer foi omitido por simplicidade. Tomando a fórmula acima em funç̃ao

das constantes dielétricas, temos

T =
2
√
ǫ1√

ǫ1+
√
ǫ2
. (3.2)

Como o meio de propagação que estamos utilizandoé o ar,ǫ1 = 1,0, logo

T = 2
1+
√
ǫ2
. (3.3)

A partir das relaç̃oes mostradas no capı́tulo 2 a permeabilidadeγ é definida, em funç̃ao da

transmiss̃aoT , como

γ = 2k

√

1
T −1

. (3.4)

Substituindo (3.3) em (3.4),é obtido o par̂ametroγ que controla a permeabilidade dos

espalhadores, em função da constante dielétricaǫ

γ = 2k
√√

ǫ2−1. (3.5)

Nas simulaç̃oes efetuadas nesta seção seŕa utilizada a constante dielétricaǫ = 11,56

do GaAs, por ser esta a mais comumente encontrada na literatura e assim termos mais possi-

bilidades de comparação de nossos resultados. Para este valor deǫ, a transmiss̃aoT em cada

espalhador vale, aproximadamente, 40%.
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3.2.1 Redes com guias de onda tipoπ/2 e interferômetro

Primeiramente, vamos analisar o comportamento das duas redes j́a estudadas para es-

palhadores impenetráveis.

Na figura 3.7,é mostrada transmissão atrav́es da rede que possui guia de onda com

curvaπ/2. Os par̂ametros utilizados são os mesmos da referência (MEKIS et al., 1996) e apare-

cem na legenda da figura. Percebe-se do gráfico de densidade que apesar da permeabilidade dos

espalhadores, existe pouca penetração da onda na estrutura da rede, istoé, as caracterı́sticas da

banda proibida de condução s̃ao mantidas. A transmissão ressonante apresenta-se com grande

intensidade em ambas as guias de onda. Como pode ser visto através dos cortes unidimensio-

nais em|ψ(~r)|2, a amplitude permanece praticamente estável durante todo o caminhóotico. O

pequeno crescimento doúltimo pico na guia de saı́da deve-se a um tipo de efeito de “chama de

vela”, simular ao visto anteriormente para as redes impenetráveis.
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Figura 3.7: Gŕafico de densidade de|ψ(~r)|2 para onda incidente comk = 44,36 em uma rede
com guia de onda tipoπ/2, formada por espalhadores comr = 0,009, par̂ametro de rede 5r e
constante dielétricaǫ = 11,56. Regĩoes claras correspondem aos máximos normalizados. São
mostrados “cortes” em|ψ(~r)|2 paray = a = 0,225 ex = b = 0,405, centro da guia horizontal e
vertical, respectivamente. Os pontosc marcam o final da estrutura.

A figura 3.8 mostra o mesmo comportamento descrito no parágrafo anterior, para o

caso da rede em forma de interferômetro.
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Figura 3.8: Gŕafico de densidade de|ψ(~r)|2 para onda incidente comk = 45,67 em uma rede
com guia de onda tipo interferômetro, com os mesmo parâmetros da figura 3.7. São mostrados
“cortes” em |ψ(~r)|2 paray = a = 0,135 ey = d = 0,360, centro da guia de entrada e saı́da,
respectivamente. Os pontosc marcam o final da estrutura.

3.2.2 Redes com cavidades ressonantes

Como último teste da utilizaç̃ao do MCP no tratamento de estruturas que simulam

cristais fot̂onicos, ser̃ao simuladas redes que possuem cavidades ressonantes.

Introduzindo determinados tipos de defeitos em cristais fotônicos, pode-se criar um

autoestado a ele associado, na região de energias pertencentes ao intervalo doband gap, em

analogia com impurezas em semicondutores. Assim como no caso da guia de onda, pela ca-

racteŕıstica de supressão da transmissão atrav́es da estrutura, o resto da rede funciona como

uma parede refletora para o modo, formando uma cavidade ressonante, na qual elée aprisio-

nado (JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003). O defeito que cria taismodos ressonantesé do

tipo-ponto, que consiste na variação dos par̂ametros, como raio ou constante dielétrica, de um

elemento da rede. A energia e a simetria do modo criado são dependentes dos parâmetros do

defeito, por exemplo: diminuindo o raio, ou removendo-o porcompleto (r → 0), é criado um

único modo ressonante na cavidade; aumentandor são criados estados do tipo dipolo, e modos

de ordem maior conformer cresce (VILLENEUVE et al., 1996).

Para este tipo de rede, serão abordadas duas estruturas: rede com uma cavidade resso-

nante (detalhe da figura 3.9); e rede com uma guia de onda reta atravessando-a de ponta a ponta,

com uma cavidade no centro (detalhe da figura 3.10).



45

A figura 3.9 mostra os resultados da simulação para uma rede com uma cavidade pro-

duzida atrav́es da retirada do espalhador central, ou no limite de seu raior tendendo a zero,

comoé mostrado em seu detalhe. Parak = 42,95 (λ2 aproximadamente igual ao comprimento

diagonal da cavidade), esta estrutura possui um modo ressonante pronunciado, cuja amplitude

é compaŕavelà da onda incidente espalhada na parte externa. Resultado similar pode ser obser-

vado na refer̂encia (VILLENEUVE et al., 1996).
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Figura 3.9: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2; corte unidimensional emy = a = 0,15 ; e tridi-
mensional, para onda incidente comk = 42,95 em uma rede formada por espalhadores com
r = 0,01, par̂ametro de rede 5r e constante dielétricaǫ = 11,56. A estrutura da redée mostrada
no detalhe.

A última estrutura a ser analisada trata-se de uma rede com umaguia de onda que a

cruza do ińıcio ao fim. A guiaé interrompida por uma cavidade formada por dois espalhadores

separados por um espaço vazio (defeito tipo-ar) formando uma cavidade ressonante. A geo-

metria pode ser melhor visualizada na figura 3.10. Como no casoanterior, a cavidade possuirá

um modo ressonante para a energia cujo meio comprimento de onda λ
2 seja compatı́vel com sua

extens̃ao diagonal, o que pode ser visto nos gráficos tridimensionais deψ(r). Em a)é mostrada

a variaç̃ao da transmissão atrav́es da guiaTwg (definido pela raz̃ao das amplitudes|ψ(r)|2 da

transmiss̃ao ressonante na saı́da e na entrada da estrutura) com a energia da onda incidente.

Percebe-se que a transmissão da primeira para a segunda guiaé máxima no valor exato da ener-

gia do modo da cavidade ressonante, ondeTwg= 1,0. Em b) e d) temos valores parak, respec-

tivamente, anterior e posterior ao pico do gráfico a). Vemos que o modoé excitado na cavidade,

poŕem, ñao est́a pŕoximo o suficiente do seu valor exato para conseguir mediar a transmiss̃ao
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entre as duas guias. Em b) a energiaé muito pŕoxima do valor do modo ressonante na cavidade

(pico emT ), que aparece com grande amplitude (aproximadamente 25 vezes a amplitude da

onda externa e 15 vezes o valor da transmissão na guia) e mediando a transmissão ḿaxima entre

as duas guias. Tal comportamentoé conhecido da literatura e pode ser encontrado por exemplo

em (JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003) e (RAHACHOU; ZOZOULENKO, 2005).

-0,3

0,35

1, -0,3

0,15

0,6-0,3

0,35

1,

-0,3

0,35

1, -0,3

0,15

0,6-0,3

0,35

1,

-0,3

0,35

1, -0,3

0,15

0,6-0,3

0,35

1,

b)

x y x y

d)c)

38 40 42 44 46 48

k
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

T

x

a)

w
g

y

Figura 3.10: a) gŕafico da transmissão T × k atrav́es da guia de onda da rede mostrada no
detalhe. Gŕaficos tridimensionais de|ψ(~r)|2 para onda incidente com b)k = 42,0, c) k = 42,88
e d)k = 44,0. A estruturáe constitúıda por espalhadores comr = 0,01, par̂ametro de rede 5r
constante dielétricaǫ = 11,56.

3.3 Conclus̃oes parciais

O MCP foi aplicado a v́arios tipos estruturas que mimetizam aquelas a partir das quais

são fabricados os cristais fotônicos. Com uma abordagem numérica simples e que não despende

muito esforço computacional, foram obtidos, com bons resultados, os estados de espalhamento

e transmiss̃ao ressonante através das redes.

Foram estudados primeiramente redes formadas por espalhadores ŕıgidos, possuindo
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dois tipos de guia de onda formadas por defeitos: curvaπ/2 e interfer̂ometro. Em ambos os

casos o ḿetodo mostrou grandêexito na obtenç̃ao dos estados de transmissão ressonante.

Em seguida foram modeladas redes com permeabilidade finita,relacionadas com o

caso de cristais fotônicos com baixo contraste entre as permeabilidades dielétricas do meio de

propagaç̃ao e dos espalhadores. Neste caso foram estudadas as estruturas com os mesmos tipos

de guias de onda das utilizadas no caso infinito, as quais demonstraram grande fidelidade na

reproduç̃ao qualitativa de resultados conhecidos da literatura paracristais fot̂onicos fabricados

a partir de materiais dielétricos (VILLENEUVE et al., 1996; MEKIS et al., 1996). Também

foi tratado o problema de cavidades formadas por defeitos narede, onde obtiveram-se os pri-

meiros modos ressonantes e o problema de uma guia de onda interrompida por uma cavidade,

onde foi mostrada a transmissão em funç̃ao da energia da onda incidente e determinada qual

a condiç̃ao em que a onda pode passar da guia de entrada para a de saı́da, tamb́em com boa

concord̂ancia com os resultados conhecidos (JOHNSON; JOANNOPOULOS, 2003; RAHA-

CHOU; ZOZOULENKO, 2005).

A aplicaç̃ao do MCP no estudo de cristais fotônicosé motivado por dois fatores: i) para

geometrias conhecidas, permite facilmente testar modificações de par̂ametros, condiç̃oes de

contorno, buscar estados ressonantes, etc, como mostrado nas redes com guias de onda curvas

e com cavidades ressonantes; ii) na proposição de novas estruturas, como no caso calculado da

guia de onda do tipo interferômetro.

Os resultados deste capı́tulo foram submetidos para a publicação na revistaJournal of

Physics B, em colaboraç̃ao com os professores Marcelo Leite Lyra e Francisco Anacleto Barros

Fidelis de Moura, do Departamento de Fı́sica da Universidade Federal de Alagoas.
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4 Otimização de cavidades para dispositivo coletor de
fótons

A pesquisa em optoeletrônica tem se consolidado como umaárea importante em vários

campos da tecnologia. Exemplo distoé sua crescente utilização na construç̃ao de dispositivos

como detectores, LED’s (diodos emissores de luz), células solares, etc (ROMAN, 2000). Por

serem mais leves e terem menor custo, tanto em termos de matéria-prima utilizada quanto de

produç̃ao, a ind́ustria de fotodetetores e células fotovoltaicas orĝanicas tem destaque neste cres-

cimento, sendo que um dos temas mais importantes na pesquisadestes dispositivośe o de como

otimizar sua eficîencia (TANG, 1985; PETTERSSON et al., 1999).

Na natureza, sistemas sofisticados para coleta de luz são encontrados em importantes

mecanismos fisiológicos. Exemplos disto são as proteinas coletoras de luz (light-harvesting

proteins), presentes nośorgão sensoriais da visão em animais e produção de energia em plantas

(ETCHEGOIN; MAHER, 2003). Ent̃ao, estudar a coleta de fótons em materiais orgânicos pode

auxiliar ñao śo a melhorar a obtenção dos dispositivos artificiais para aplicações na ind́ustria,

mas tamb́em ajudar a compreender o funcionamento de fenômenos importantes da natureza.

4.1 Dispositivo para aprisionamento de fótons

Em 2000 foi demonstrado que adicionar um tipo de “grade” (máscara refletiva com

pequenas aberturas periódicas) sobre a camada orgânica fotoativa (depositada sobre uma placa

refletiva), pode aumentar a eficiência qûantica internaη do dispositivo fotodetetor em aproxi-

madamente 30%, na região do espectro solar (PEUMANS et al., 2000). Esta eficiênciaη é

definida pela relaç̃ao entre a intensidade da luz incidente no dispositivoI0 e a densidade de

corrente de curto circuito por ela produzidaJsc (PHOTONICS. . . , 2007). A id́eia por tŕas dessa

proposiç̃ao é a de que, no dispositivo sem a grade, a luz incide uma vez na placa refletiva e,

se ñao absorvido, o f́oton se perde. Quandóe acrescentada a gradeà estrutura, os fótons que

adentram o dispositivo são aprisionados, criando-se então a possibilidade de ḿultiplas reflex̃oes

entre as placas, o que aumenta as chances de eles serem absorvidos pelo material orĝanico, uma
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vez que passarão mais vezes através desta camada.

São muitas as variáveis envolvidas para o bom desempenho de qualquer tipo de dis-

positivo. Um problema que merece atenção especial antes da fabricação destas estruturasé o

cálculo de suas dimensões otimizadas. Trabalhando neste sentido, esta seção dedica-sèa mo-

delagem téorica do arranjo experimental mostrado na figura 4.1 através do MCP.́E importante

observar que os resultados teóricos obtidos foram efetivamente utilizados para se fabricar dis-

positivos fotodetetores, em colaboração com o grupo da professora Lucimara Stolz Roman.

l

placa refletiva

luz incidente

regiao da camada ativa~
´mascara refletiva

Figura 4.1: Esquema do dispositivo coletor de fótons a ser modelado.

Experimentalmente, a estruturaé formada por duas ḿascaras refletoras de alumı́nio,

das quais: a primeira apresenta a matriz periódica de buracos, obtidos através de nanoidentação

(LEPIENSKI; FOERSTER, 2004), depositados sobre substrato deFTO/vidro (ver figura 4.1),

por onde a luz monocroḿatica incide; e a segundaé uma placa refletora simples que funciona

como ćatodo. O espaço interior do dispositivoé preenchido com a camada orgânica ativa (mis-

tura do poĺımero semicondutor poli(3-hexiltiofeno)(P3HT)(5mg/ml) e FulerenoC60 5mg/ml

dissolvido em soluç̃ao de diclorobenzeno). A separação entre as placas utilizadaé igual ao

comprimento de ondaλ da luz no qual a camada ativa possui a melhor absorção. Em nossas

ańalises vamos estudar apenas a cavidade do dispositivo.

Utilizando uma onda incidente da formaϕ(~r) = exp[−i~k ·~r], a equaç̃ao da onda do

campo eĺetrico, para uma frequênciaω fixa (luz monocroḿatica), toma a forma (ROJANSKI,

1979; LORRAIN et al., 2000):

∇2~E(~r)+ ǫµω2~E(~r) = 0 (4.1)

com ~E(~r(s)) = 0 na superf́ıcie das placas, como requerido para um metal condutor perfeito. A

equaç̃ao (4.1) apresenta a forma de uma equação de Helmholtz com condição de contorno de

Dirichlet, o que valida a aplicação do MCP no tratamento do problema. Como vamos considerar
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apenas o caso bidimensional, podemos resolver o caso escalar da equaç̃ao Helmholtz, aborda-

gem similar a empregada no caso do estudo de cristais fotônicos bidimensionais no capı́tulo

anterior.

As simulaç̃oes efetuadas têm por finalidade analisar o comportamento da distribuição

das amplitudes do campo|E(~r)|2 no interior do dispositivo, quandóe variado o espaçamentol

entre duas fendas consecutivas e sua abertura. Foi escolhido manter fixas a distância entre as

placas refletoras.

4.2 Dispositivo utilizado nas simulações

A estrutura simulada (figura 4.2)é a representação esqueḿatica do dispositivo for-

mado apenas pelas placas refletoras, sem o preenchimento, ouseja,é a cavidade do dispositivo.

Nesta situaç̃ao, o campo propaga-se pelo meio livre internoà estrutura. O FTO/vidro, subs-

trato que sustenta o filme de Al com fendas, possui transmitância de aproximadamente 90% na

regĩao do espectro visı́vel (RAKHSHANI et al., 1998), e ñao ocasiona grandes perdas de inten-

sidade da luz antes desta atingir a máscara de Al e a camada ativa. A camada orgânica utilizada

tem absorb̂ancia ḿaxima (A = ln I0
I relaç̃ao entre fluxo de energia incidente e absorvido pelo

material (PHOTONICS. . . , 2007)) de aproximadamente 0,3 na regĩao do espectro visı́vel (CA-

NESTRARO et al., 2006), ou seja, a maior parte da onda incidente no materiaĺe transmitida.

Ent̃ao,em primeira aproximação, desprezamos os meios materiais na análise da distribuiç̃ao

do campo no volume interno ao dispositivo.

z x

y
l A

Figura 4.2: Estrutura utilizada nas simulações. Nesta geometria a separação entre as placas e
abertura das fendas medemλ (= 2π

k ) e largural = 15λ. A áreaA é a regĩao mostrada nos gráficos
de densidade.

O esquema mostrado em 4.2 corresponde a um corte bidimensional no plano-xy ao

longo de uma linha de fendas (com o dispositivo colocado no plano-xz). As medidas do dispo-

sitivo foram parametrizadas em relação ao comprimento de onda (λ = 2π
k ). A distância entre as

placas e a largura das fendas fixas medemλ e a separaç̃ao l entre cada fenda consecutiva varia

como ḿultiplos inteiros deλ. Foi feita esta escolha de parâmetros pois:
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Figura 4.3: Gŕafico de densidade de|E(~r)|2 para dispositivos com umáunica fenda, com abertura
medindo: a) 1,01λ; b) 1,0λ; e c) 0,99λ.

• para a separação das placas com valores iguais a múltiplos semi-inteiros deλ, a onda que

penetra no dispositivo possui condição de interfer̂encia construtiva no eixoy;

• este valor para a abertura das fendas proporciona o mı́nimo de difraç̃ao nas bordas. Isto

pode ser visto na figura 4.3, onde uma variação de apenas 1% na largura da fendaé

suficiente para causar efeitos que mudam completamente o perfil da onda no interior do

dispositivo.

4.3 Resultados das simulações

Foram feitas simulaç̃oes para um grande conjunto de separaçõesl, poŕem, aqui ser̃ao

mostrados apenas alguns resultados representativos. As matrizes referentes aE(~r i j ) utilizadas

têm todas tamanho 2000× 2000. A onda incidente possui direção coincidente com o eixo-y

negativo e ńumero de ondak= 1,0, em medidas arbitrárias.

Na figura 4.4 s̃ao mostrados os gráficos de densidade de|E(~r)|2 para um dispositivo

com separaç̃ao de fendasl = 15λ e geometria id̂enticaàquela da figura 4.2. Em a)é exibida

a soluç̃ao para todo o dispositivo simulado, observa-se que, apesarde a intensidade do campo

decair para regiões mais afastadas da entrada da fenda, ela persiste por todasua extens̃ao. A

escala emy foi aumentada 10 vezes, em comparação comx, para uma melhor visualização dos

resultados no interior das placas. O gráfico b) mostra a magnificação de a) na região da segunda

fenda, correspondente aárea delimitada porA em 4.2. Percebe-se que neste intervalo o campo

possui uma distribuiç̃ao praticamente homogênea em todáarea do dispositivo.

Efeitos de interfer̂encia destrutiva fazem com que distâncias entre as fendas menores

l = 10λ gerem distribuiç̃oes da onda inconstantes no interior das placas, onde pequenas variaç̃oes



52
����
����
����

����
����
����

0 0

c)
y

a a

y

xx

a

b

0

a

y
a)    b)

0

x x

y

Figura 4.4: Gŕafico de densidade para|E(~r)|2 para um dispositivo com separação entre fendas
l = 15λ e separaç̃ao entre placasa = λ = 2π

k , idêntico ao da figura 4.2. a) mostra o resultado
para toda a estrutura (a escala foi aumentada aproximadamente 10 vezes no eixoy para uma
melhor visualizaç̃ao dos resultados) e b) mostra o detalhe de a) na região delimitada peláarea
A da figura 4.2.

del geram comportamentos distintos para|E(~r)|2. Este caso ñaoé interessante do ponto de vista

da fabricaç̃ao dos dispositivos, visto que qualquer desvio da posição pretendida para a fenda

pode trazer consequências indesejadas para o perfil do campo interno.

A figura 4.5 apresenta|E(~r)|2 para geometrias que possuem separação entre fendasl de:

20λ em a); 30λ em b); 40λ em c); e 50λ em d). Todos os casos indicam um comportamento geral

comum: na regĩao imediatamente próximaà fenda, o campo possui amplitude aproximadamente

igual àquela da onda externa, porém,à medida que nos afastamos da região de entrada da luz,

este decai rapidamente e anula-se quando nos distanciamos da áreaA mostrada nos gráficos.

Este comportamento intensifica-se quando a separação entre as fendas aumenta, como pode ser

observado em d), onde a onda possui valor significativo somente na pequena região pŕoximaà

entrada.

Dos resultados obtidos acima conclui-se que, para separaçõesl entre fendas menores,

deve-se obter melhor desempenho do dispositivo, uma vez quea distribuiç̃ao mais homoĝenea

do campoE(~r) favorece o aproveitamento de maiorárea na absorção dos f́otons pela camada

fotoativa. Poŕem, existe um certo limite inferior paral, a partir do qual os efeitos de interferência

da onda podem vir a atrapalhar nos resultados para o campo resultante desejado no interior da

cavidade. Levando em conta estes dois fatores, os valores del em torno de 15λ apresentam-se

como os mais satisfatórios.
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Figura 4.5: Gŕaficos de densidade para|E(~r)|2 da regĩao A da figura 4.2. A separação l entre
fendas de vale: a) 20λ; b) 30λ; c) 40λ; e d) 50λ. Ainda, a dist̂ancia entre as placasa = λ e b
marca o centro da fenda.

4.4 Resultados experimentais

Os resultados nuḿericos obtidos na seção anterior foram utilizados pelo grupo da Profª

Lucimara Stoltz Roman do laboratório DINE (Grupo de Dispositivos Nanoestruturados) na

construç̃ao de fotodetetores orgânicos como os descritos na seção 4.1.

As máscaras de aluḿınio com as fendas foram produzidas por nanoidentação em

colaboraç̃ao com oLabNANO (Laborat́orio de Propriedades Nanométricas). Foram produ-

zidas amostras com vários valores de aberturas das fendas e os melhores resultados foram ob-

servados em torno de 550nm, valor pŕoximo ao comprimento de ondaλ da luz incidente, como

antecipado nas simulações nuḿericas apresentadas no gráfico 4.3. A ḿascara com uma matriz

de fendas 20× 8 e separaç̃ao del = 15λ, pode ser observada na figura de microscopia de força

atômica 4.6.

Para caracterização da eficîencia do fotodetetor, foram feitas medidas da densidade de
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polymer/Al/FTO/glass

polymer/glass

Figura 4.6: Imagem de AFM (microscopia de força atômica) da matriz de fendas 20× 8 produ-
zida em uma placa de alumı́nio de 320nmde espessura. A separação entre as fendaśe de 15λ,
onde oλ = 560nm. Gráfico presente na referência (GERNISKI et al., 2007).

fotocorrente de curto circuitoJsc em funç̃ao do comprimento de onda monocromáticaλ inci-

dente. Jsc é definida como a medida da corrente produzida pelo dispositivo sob iluminaç̃ao

monocroḿatica em v́arios comprimentos de onda, sem tensão aplicada (ROMAN, 2000). Fo-

ram utilizados dispositivos com ḿascaras apresentando vários valores de espaçamentol entre

as fendas e um deles sem máscara, para efeito de comparação. Os resultados obtidos para

dispositivos que possuem separações l = 15λ e 40λ são comparados com aqueles fornecidos

por um dispositivo tradicional (sem máscara), cujo funcionamentoé extensamente conhecido

na literatura (ROMAN, 2000). Estes resultados são mostrados no gráfico 4.7, onde percebe-se

claramente a melhor performance da geometria com a máscara fabricada com os espaçamentos

menores (15λ) entre as fendas.

Ainda é interessante notar dos que gráficos que, como a abertura das fendas utilizadas

na fabricaç̃ao da ḿascara possui tamanho igual ao valor do comprimento de onda de melhor

absorç̃ao da camada ativa,é exatamente nesta região do espectro que a medida de fotocorrente

é máxima.

4.5 Conclus̃oes parciais

O MCP foi utilizado no modelamento teórico da cavidade de um dispositivo fotodetetor

formado por duas placas paralelas, sendo que uma delas possui buracos por onde a luz pode

passar, com o espaço interno preenchido por material orgânico (poĺımero/C60) que constitui a
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camada foto-ativa.

O intuito das simulaç̃oes foi encontrar os parâmetros apropriados para o dispositivo,

mas desconsiderando-se os efeitosóticos do material dentro da cavidade. Pela natureza bi-

dimensional do problema, a luz incidente foi tratada como umcampo escalar, não sendo ne-

cesśario dar um tratamento vetorial ao campo. Como resultado, obtivemos valoreśotimos para

a dist̂ancia entre as fendas e seu tamanho.

Os par̂ametros obtidos através do modelo foram utilizados para a fabricação de dispo-

sitivos fotodetetores como descrito o acima. Através de medidas das correntes produzidas por

eles, pode-se constatar seu melhor desempenho exatamente nas condiç̃oes previstas numerica-

mente pelo MCP.

Este procedimento, onde a fabricaçãoé precedida pelo cálculo nuḿerico dos par̂ametros

a serem utilizados, mostrou grande benefı́cio principalmente na minimização do tempo de

construç̃ao dos dispositivos. Por este ser um tipo de dispositivo relativamente novo, foi impor-

tante obter uma geometria inicial, mesmo que simplificada, na qual foi baseada sua fabricação.
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Estes resultados mostram mais uma vez a grande aplicabilidade do MCP, que mesmo

atrav́es de um sistema extremamente simplificado, pode auxiliar noestudo e caracterização de

estruturas realı́sticas, auxiliando na sua posterior fabricação.
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5 Bilhar quântico aberto formado por tr ês discos

Uma das mais importantes utilizações de t́ecnicas de espalhamentoé no estudo da

estrutura da matéria. Nestes tipo de estudo, feixes de partı́culas (como f́otons, pŕotons, eĺetrons,

etc) s̃ao incididos em um sistema de interesse e informações a respeito do alvo são obtidas

atrav́es da observação dos resultados do espalhamento (REED; SIMON, 1979).

Os resultados de maior interesse são aqueles obtidos através de:

• medida da seç̃ao de choque: fornecéarea real de interação que o sistema apresenta no

experimento. Aĺem disso, muitas vezes a seção de choque revela um espectro de res-

son̂ancias, associado a estados metaestáveis, para o qual a partı́cula incidentée aprisi-

onada pelo sistema por certo tempo (SAKURAI, 1994). Este espectro pode ser utili-

zado para caracterizar a dinâmica interna do sistema espalhador (BARRAS; GASPARD,

1999);

• medida de taxa de reação: fornece informaç̃oes acerca da dinâmica de interaç̃ao e reaç̃ao

do feixe incidente com o sistema, tais como, do tempo de reação, tempo de vida dos

estados metaestáveis criados na interação, etc (GASPARD, 1998).

Alguns exemplos dentre o vasto campo abertoàs aplicaç̃oes desse tipo de abordagem

de espalhamento são os estudos de reações unimoleculares (GASPARD; RICE, 1989b), circui-

tos eletr̂onicos (JALABERT et al., 1990), caracterização de materiais (ASHCROFT; MERMIN,

1981; CHRISTMAN, 1988), etc.

5.1 Espalhamento caótico

Aspectos qûanticos s̃ao fundamentais em espalhamento microscópico. Neste caso as

partes ñao podem ser tratadas classicamente. Dentre a vasta gama de possibilidades existen-

tes, em v́arias situaç̃oes o espalhamento apresenta comportamento de caologia quântica (GAS-

PARD, 1998).
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De forma geral, tal comportamento caótico aparece nos processos de espalhamento em

sistemas com muitos graus de liberdade ou quando o alvoé composto de v́arios espalhadores,

como em moĺeculas e śolidos, quando o comprimento de onda da partı́cula incidentée com-

paŕavel às escalas de seu estrutura (GASPARD, 1998). As principais implicaç̃oes da presença

de caos no espalhamento são:

• seç̃oes de choque que apresentam crescente complexidade (LU et al., 2000);

• taxas de reaç̃oes, que agora podem apresentar estados metaestáveis com tempo de vida

tendendo ao infinito devido ao possı́vel aprisionamento das partı́culas incidentes na região

de espalhamento (GASPARD; RICE, 1989b; ROWE; SIEMENS, 2005).

5.1.1 Espalhador formado por discos

O espalhamento envolvendo um alvo formado porn-discosé um dos modelos mais

simples conhecidos para estudo de dinâmica cáotica em sistemas quânticos abertos. O efeito

desfocalizador que as fronteiras circulares geram nas colisões induzem instabilidade em toda

órbita períodica aprisionada no sistema clássico equivalente (KORSCH; JODL, 1998; WIRZBA,

1999).

As caracteŕısticas das soluç̃oes destes sistemas variam com o número de discos com-

pondo o espalhador global. Quando o sistemaé formado por apenas um disco, temos uma

soluç̃ao relativamente simples, já largamente abordado na literatura por sua importância na teo-

ria semicĺassica de difraç̃ao (VATTAY et al., 1994; GASPARD, 1998).

No sistema formado por dois discos, além da soluç̃ao de espalhamento, existe a pos-

sibilidade de aprisionamento por umaórbita períodica inst́avel, tipobouncing ball(HELLER,

1984; ST̈oCKMANN, 1999), constitúıda pela linha que une os centros dos espalhadores (GAS-

PARD, 1998). Quando o alvo espalhadoré formado por mais de dois discos, infinitasórbitas

inst́aveis podem existir no sistema (WIRZBA, 1999). Estasórbitas s̃ao relacionadas aos esta-

dos qûanticos metaestáveis, ou quase-estados (GASPARD; RICE, 1989a). O caso den grande

é amplamente estudado sob a abordagem dos sistemas estendidos espacialmente (BARRAS;

GASPARD, 1999).

O sistema den-discos espalhadores que apresenta maior interesse do ponto de vista

de espalhamento caótico, por ser o mais simples de ser tratado,é o caso den = 3 (KORSCH;

JODL, 1998). Seu primeiro estudo sistemático data do fim da d́ecada de 80 e foi apresentado

por Gaspard e Rice numa série de tr̂es artigos, tendo como finalidade modelar fragmentação

unimolecular (GASPARD; RICE, 1989a, 1989b, 1989c).
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Al ém do interesse teórico, v́arias implementaç̃oes experimentais do sistema den-

discos foram produzidas. Na sua maior parte são experimentos por cavidades ressonantes de

microondas, de onde podem ser obtidos o espectro de frequências e as larguras das ressonâncias

quânticas do sistema (LU et al., 1999, 2000, 2001).

5.1.2 Abordagens semiclássica e qûantica

Um tema recorrente no estudo de sistemas espalhadores caóticosé a relaç̃ao entre suas

soluç̃oes cĺassicas e qûanticas (GASPARD, 1998; WIRZBA, 1999; MAIN et al., 2004), ou

seja, de como as caracterı́sticas cĺassicas, como aśorbitas inst́aveis das partı́culas aprisionadas,

aparecem na versão qûantica da soluç̃ao do problema. A importância desta relação torna-se

evidente na medida que grande parte das soluções qûanticas destes tipos de sistemas são obti-

das atrav́es de expans̃oes semicĺassicas (CVITANOVÍc; ECKHARDT, 1989; WIRZBA, 1999;

MAIN et al., 2004).

Dos ḿetodos de soluç̃ao encontrados na literatura podem ser ressaltados:

• Abordagens semiclássicas: soluç̃ao atrav́es dafunção-zetaζ de Ruelle(GASPARD; RA-

MIREZ, 1992; SRIDHAR; LU, 2002) efunção-zetaζ de Gutzwiller-Voros(GASPARD,

1998; WIRZBA, 1999). Ambos valem-se de expansões ćıclicas sobre o conjunto de

órbitas períodicas cĺassicas curtas do sistema. As ressonâncias e suas respectivas larguras

são obtidas atrav́es dos zeros de cada funçãoζ;

• Abordagem qûantica sem aproximações atrav́es do formalismo da matrizS independente

do tempo. Introduzido inicialmente por Berry (BERRY, 1981) e posteriormente melho-

rado Gaspard e Rice, baseando-se no método de Berry (GASPARD; RICE, 1989a). As

resson̂ancias e suas larguras são obtidas atrav́es dos zeros do determinante da matriz de

espalhamento. Outro ḿetodo baseia-se no formalismo da função de Green particularizada

para bilhares (ROSENQVISTY et al., 1996).

Em nosso trabalho, usamos pela primeira vez o MCP para discutir o espalhador bidi-

mensional formado por três discos, de raior, com seus centros localizados sobre os vértices de

um triângulo equiĺatero de ladoR, comoé mostrado na figura 5.1. A onda incidenteé uma onda

planaϕ(~r) = exp[i~k ·~r], com direç̃ao de incid̂encia ao longo do eixoy positivo. Em todas as

simulaç̃oes o valor do raio de cada um dos cı́rculosé r = 1,0 e a matrizT tem tamanhoN = 900.

Foram feitas simulaç̃oes para v́arios conjuntos de parâmetros, poŕem, aqui ser̃ao mostrado ape-

nas alguns dos casos, os quais englobam uma visão geral dos resultados.
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Figura 5.1: Estrutura simulada consistindo de três discos espalhadores.

5.2 Espalhador formado por discos rı́gidos

Nesta seç̃ao, ser̃ao obtidas as soluções para um espalhador formado por discos rı́gidos,

ou seja, comγ→∞. Esteé o caso usualmente estudado na literatura.

5.2.1 Soluç̃ao de espalhamento e quase-estados

A figura 5.2 mostra o primeiro estado quase-ressonante do bilhar de tr̂es discos ŕıgidos

com separaç̃aoR= 2,89, a onda incidente possui número de ondak= 2,848. O modo ressonante

criado na parte interna do espalhadoré o estado qûantico associadòa primeiraórbita do sistema

clássico ańalogo (GASPARD et al., 1994; WIRZBA, 1999), mostrada na figura 5.3 como o

triângulo interno I.

O comprimento de ondaλ do modo interno aos três discośe, aproximadamente, duas

vezes o comprimentoR−2r do lado do trîangulo I (ver figura 5.3). Foi verificado que estaé

uma regra geral de razões de tamanhos para o primeiro modo quase-ressonante, sejaqual for

conjunto de par̂ametros (R, r), desde que o triângulo I tamb́em seja equiĺatero, caso em que os
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Figura 5.2: a) Gŕafico de densidade, b) corte emx= 0,0 e c) gŕafico 3D para|ψ(~r)|2. Par̂ametros
R= 2,89 ek= 2,848.

raios dos discos são iguais.

Uma maneira muito interessante de se determinarem os estados quase-ressonantes de

um espalhador aberto como o bilhar de três discośe analisar a variação da integral da parte

espalhada da função de onda|ψesp(~r)|2, istoé, desconsiderando a onda incidente (ψesp= ψ−ϕ),

sobre um semi-ćırculo de raioRa e centro no meio do ladoab do triângulo E. Sendosa pontos

sobre este semi-cı́rculoSa definimos

F(k) =
∫

Sa

|ψesp(~ra)|2dsa, (5.1)

que adquire a forma discretizada

F(k) =
L

∑

i=1

|ψesp
i (~r i)|2dsi , (5.2)

na qualL é o ńumero de divis̃oes na discretização deSa e ~r i é um vetor posicionado sobre o

centro de cada elementodsa deSa.

Usamos apenas a parte espalhada|ψesp(~ra)|2 da funç̃ao de onda nas integrais (5.1) e
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Figura 5.3: Trajet́oria da 1ªórbita quase-estável I , do bilhar de tr̂es discos cĺassico, associada
ao primeiro modo ressonante eáreas de estabilidadeθi do sistema.

(5.2), para garantir que apenas a parte que realmente interage com os tr̂es discos esteja sendo

considerada, e que assim possamos observar mais claramenteos resultados, sem a interferência

deψespcom a onda incidente. Escolha análogaé feita em tratamentos que visam medir a seção

de choque de espalhadores (SAKURAI, 1994; GASPARD, 1998; ROWE;SIEMENS, 2005).

Fazendo o gŕafico deF(k)×k, temos que para os números de ondak dos estados quase-

ressonantes devemos observar picos na curvaF(k). O aprisionamento da partı́cula incidente

na regĩao de espalhamento causa alteração no fluxo da sua função de onda|ψesp(~r i)|2 sobre al-

guma regĩao do espaço longe da fronteira do espalhador (GASPARD; RICE, 1989a; SAKURAI,

1994).

Na figura 5.4,́e mostrado o gŕafico deF(k) × k para discos com separação deR= 2,89.

O primeiro pico indicadóe referente ao primeiro estado quase-ressonante já mostrado em 5.2. O

segundóe relacionados com a segunda solução quase-estável desta estrutura, queé umaórbita

debouncing ballentre os ćırculosCa eCb, uma reminisĉencia da soluç̃ao do problema de dois

discos (GASPARD et al., 1994).

Estes dois estados quase-ressonantes são os de vida mais longa no sistema. Estados

de vida mais curta ñao s̃ao detectados pelo MCP, pois, sendo ele um método de espalhamento
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Figura 5.4:F(k)×k para o sistema de três discos com separação deR= 2,89. As setas indicam
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detalhe. As descontinuidades na curva são associadas a ressonâncias internas dos cı́rculos. Note
que o segundo estado corresponde a umbouncing ball

estaciońario, leva em conta a solução comt→∞ (GASPARD; RICE, 1989a).É importante

salientar quer este resultadoé uma caracterı́stica de qualquer ḿetodo estaciońario.

Como o pico do primeiro modóe mais agudo, um pequeno acréscimodk ao ńumero

de onda quase-ressonante faz com que saiamos do seu máximo e percamos a ressonância. O

segundo modo possui um pico mais alargado, o que confere maior estabilidadèa resson̂ancia

quandok é sujeito a variaç̃oes em torno do valor exato.

Os resultados obtidos nesta análise s̃ao semelhantes aos já bem estabelecidos na litera-

tura, que levam em consideração o estudo da variação abrupta da seção de choque de espalha-

mento nas proximidades de ressonâncias (ver, por exemplo, a referência (SAKURAI, 1994)).

Tal técnicaé tamb́em explorada no caso dos três discos por Gaspard e Rice em (GASPARD;

RICE, 1989a).

Ainda na figura 5.4, os v́arios picos mais agudos que aparecem estão relacionados̀as
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resson̂ancias internas dos cı́rculos.A priori, a soluç̃ao de espalhamento não deveria apresentar

traços das soluç̃oes internas, porém estas śo podem ser evitadas totalmente na medida que a

soluç̃ao nuḿerica tende ao resultado analı́tico, ou seja,N→∞.

Uma maneira “pŕatica” de evitarmos as soluções internas dos discosé aumentar o

intervalodk para o quaĺe calculado oF(k) na regĩao da resson̂ancia interna. Tal fato pode ser

observado na figura 5.5, ondeé mostrada em detalhe a região do espectro próxima ao primeiro

modo. No gŕafico observa-se que, com maiordk, os picos referentes̀as resson̂ancias internas

dos discos diminuem. Outra opção (mais custosa computacionalmente)é aumentarN. Poŕem,

tais procedimentos nem sempre são relevantes̀a ańalise pois, das figuras 5.4 e 5.5 percebe-se

que a forma aguda das ressonâncias internas dos discos são totalmente diferenciadas daquelas

referentes aos estados quase-ressonantes. Isto faz com quea identificaç̃ao das ressonâncias

pertencentes aos diferentes casos seja imediata.
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Figura 5.5: Detalhe deF(k)× k, comR= 2,89, na regĩao do primeiro modo quase-ressonante
para valores diferentes de discretização emk.
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Figura 5.6: a) Gŕafico de densidade matriz|T(i, j)|2 paraR= 2,89 e k = 2,848, energia do
primeiro modo ressonante do sistema de 3 discos. b) corte na matriz em j = 150. c) gŕafico 3D
e d) corte (j = 150) em|T(i, j)|2 na regĩao de interaç̃ao dos discosCa eCb.

5.2.2 Matriz T e estabilidade da regĩao de espalhamento

Nos caṕıtulos anteriores, a análise da matrizT provou-se proveitosa no tratamento de

estados ressonantes de bilhares fechados, fato que, em grande parte, deve-sèa sua compatibili-

dade com o prinćıpio da dualidade dentro-fora. Sistemas abertos, comoé o caso do espalhador

formado de tr̂es discos, ñao possuem mais tal caracterı́stica, poŕem veremos queT ainda guarda

informaç̃oes interessantes acerca dos seus quase-estados.

Na figura 5.6́e mostrada a matrizT para o espalhamento de uma onda comk= 2,848

por tr̂es discos com separação R= 2,89. Estaé a matriz correspondente ao primeiro estado

quase-ressonante explorado na seção anterior.

Para um melhor entendimento da análise da matrizT, é preciso entender sua estrutura,

queé diretamente ligadàa maneira comóe discretizada e construı́da a fronteira espalhadora.

O arranjo da matrizTi j obedecèa seguinte disposição: tomemos óındice i, que começa no
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pontoa (ver figura 5.3), sobre o discoCa. Assim sendo este ponto corresponde ai = 1, que

corre todo o ćırculo ca, gerandoN
3 elementos. A seguir passa-se para o discoCb no pontob,

elementoi = N
3 +1 e assim por diante. Sendo o tamanhoN da matriz igual a 900 e ainda cada

disco tendo sido discretizado igualmente, as regiões da matriz correspondentes a cada disco são

ent̃ao {1,300},{301,600} e {601,900}, respectivamente.T é divida em 9 blocos distintos, cada

um associado a um dos três ćırculos espalhadores, da seguinte forma esquemática
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Como a matriz ñao é dependente da direção de incid̂encia da onda, a interação dos

três discośe igual para todas as combinações. Logicamente, elementos associados ao mesmo

espalhador s̃ao os que determinam a dinâmica interna do disco, como visto analiticamente na

seç̃ao 2.5.

Nos gŕaficos c) e d) da figura 5.6,́e mostrada a região da matriz correspondenteà

interaç̃ao entre os discosCa e Cb (ver figura 5.1). Em d) percebe-se que|T(i, j)|2 possui uma

forma gaussiana. A curváe centrada exatamente no ponto oposto ab, sobre o v́ertice do

triângulo I da figura 5.3, estée o ponto de colis̃ao daórbita inst́avel de uma partı́cula vinda

deCa atingindoCb. Os pontos onde o triângulo externo E corta o disco são mostrados na figura

c) por flechas pontilhadas. Percebe-se que a maior parte daárea da gaussiana está localizada

na regĩao compreendida pelôanguloθb. Conclus̃oes semelhantes são obtidas para a interação

deCa comCc e Cb comCc, fornecendo resultados idênticos. As caudas da gaussiana corres-

pondemà parte do disco que não intersectam o triângulo E. Classicamente tal região ou ñao

pode ser atingida por uma partı́cula vindo da posiç̃ao j = 150 do discoCa (logo uma regĩao de

“sombra”), ou ent̃ao defocaliza a trajetória, istoé, leva a partı́cula a se afastar do sistema. Logo,

as trajet́orias incidentes sobre os arcos dos discos compreendidos entre osângulosθa, θb e θc

(ângulos internos do triângulo E) por uma ańalise cĺassica s̃ao os que podem contribuir mais

para estados aprisionados, dando origem ao estado quase-ressonante observado na figura 5.2.

Comparação entre a matrizT de espalhadores formados por tr̂es discos e por tr̂es refleto-
res

Para para uma análise comparativa dos resultados obtidos para a matrizT no sistema de

três discos, simulamos um sistema espalhador formado por três paredes refletoras, como mos-

trado na figura 5.7. Tal situação tem como objetivo caracterizar como um sistema semelhante
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ao caso de três discos, mas sem a curvatura, logo não tendo efeito desfocalizador, diferencia-se

do primeiro.

Refa

Refc

Refb

R r

C a

C b

C c

L r

Figura 5.7: Sistema espalhador formado por três refletores. A figura mostra comoé feita a
determinaç̃ao da composiç̃ao do sistema a partir da estrutura do espalhador formado portrês
discos. As partes pontilhadas da figura servem apenas como ilustraç̃ao e ñao fazem parte da
estrutura espalhadora.

Na figura 5.8é mostrada a matrizT para o sistema espalhador de três refletores com

Rr = 0,597,Lr = 1,15 e uma onda incidente com número de ondak = 3,01. Esteé o primeiro

modo quase-ressonante da estrutura, encontrado da mesma maneira j́a descrita anteriormente

para os tr̂es discos. Da figura nota-se que apesar das estruturas serem semelhantes (note que

a construç̃ao dos refletoreśe baseada na geometria dos triângulos I e E) e mesmo as energias

sendo pŕoximas com uma diferença de apenas 5,5%, a matrizT é totalmente distinta.

Nos gŕaficos b) e c), respectivamente, corte em|T(i, j)|2 e detalhe no seu segmento

correspondentèa interaç̃ao entre os refletoresRe fa e Re fb, as partes inicial e final do refletor

geram elementos de matriz com maior amplitude. Porém, isto deve-sèa difraç̃ao da onda nas

bordas dos refletores e não tem relaç̃ao com o modo quase-ressonante aprisionado na estrutura.

Afastando-se das bordas e analisando a parte mais interna dorefletor percebe-se que existe uma

variaç̃ao muito pequena na amplitude de|T(i, j)|2 (apenas 0,0001) que lembra uma curva pa-

rab́olica centrada no meio do refletor, porém muito achatada. Neste caso, os pontos de mı́nimo
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não tendem a zero como no caso dos discos, além de ñao serem siḿetricos,|T(i, j)|2min≈ 0,00075

e 0,00073. Pode-se concluir então que quase todo o comprimentoLr do refletor contribui para

o aprisionamento do modo interno e não existe umáarea de maior importância, como no caso

dos tr̂es discos.

5.3 Espalhador formado por discos permeáveis

Como visto nos capı́tulos anteriores, sistemas permeáveis s̃ao casos de grande im-

port̂ancia e amplamente explorados na fı́sica de espalhamento, seja teórica ou experimental.

Poŕem, a despeito de seu grande interesse, até o momento ñao s̃ao conhecidas por nós aplicaç̃oes

deste tipo de ańalise no caso dos bilhares caóticos abertos, do tipo den-discos. Assim, esta

subseç̃ao trataŕa o sistema de três discos submetido a permeabilidades finitas.
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5.3.1 Soluç̃ao de espalhamento e quase-estados para discos com permea-
bilidade γ finita

Aqui queremos comparar os resultados obtidos na subsessão 5.2.1 para a função de

onda|ψ(~r)|2 do primeiro modo quase-ressonante ondeγ→∞ com o comportamento da mesma

estrutura aṕos a inserç̃ao da permeabilidade finita.

Ao invés de trabalharmos diretamente a quantidadeγ para o sistema, iremos utilizar a

relaç̃ao

γ = 2k

√

1
T −1

para defini-la atrav́es da transmissãoT , um conceito mais intuitivo do ponto de vista fı́sico. O

número de ondak e os par̂ametrosR e r utilizados s̃ao os referentes ao primeiro estado quase

ressonante da subseção 5.2.1.
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Figura 5.9: a)-d) gŕaficos 3D de |ψ(~r)|2 para diferentes valores de transmissãoT . e) Cortes na
função de onda emx= 0,0 para cada caso. Para efeito de comparaçãoé plotado tamb́em em e)
o corte paraT → 0,0 (linha cheia mais grossa). Em todos os gráficosTa = Tb = Tc = T

Na figura 5.9 de a)-d) são mostrados gráficos 3D da funç̃ao de onda para valores dife-

rentes de transmissão. Em cada gráfico todos os discos têm o mesmoT . Percebe-se que com a

transmiss̃aoT = 0,1, o quase-estado já é quase totalmente perdido. Em e)é mostrado o gŕafico

com cortes emx = 0,0, para|ψ(~r)|2 de cada caso. Note que, para o valor muito pequeno de

T = 0,0001, o sistema apresenta comportamento de fronteira rı́gida. Neste caso, o modo aprisi-

onado no interior da estruturaé mais de 25 vezes maior que a parte externa da função de onda.

Na curva seguinte (curva contı́nua mais fina), com transmissão de 1% o quase-estado ainda

se mant́em na parte interna mas, em comparação com a curva anterior, sofre uma diminuição
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significativa e agora sua amplitudeé quase a mesma da parte externa. Nas próximas curvas

(tracejada:T = 0,1, pontilhada:T = 0,3 e traço-ponto:T = 0,5), a medida que a transmissão

aumenta e o modo interno adquire a liberdade de penetrar no interior do disco, a possibilidade

deste ser aprisionado entre os três discos praticamente extingue-se. Isto pode ser visto pelos

gráficos 3D onde, a partir de 0,1, a porç̃ao da funç̃ao de onda internàa regĩao espalhadora tem

o comportamento apenas da uma onda espalhada. Analisando doponto de vista da din̂amica de

uma part́ıcula presa no interior da estrutura, o aumento da permeabilidade dos discos diminui

a barreira de potencial que aprisiona a partı́cula, conferindo a esta crescente possibilidade de

escapar de sua ação.

Nas figuras 5.10 e 5.11 , a transmissão é fixada emT = 0,0001 (comportamento de

disco ŕıgido) para dois dos discos, enquantoé variada no disco restante.

Em 5.10é mantida fixa a permeabilidade emCa e Cc e variada no discoCb. O com-

portamento geraĺe semelhante ao caso anterior, porém a amplitude do modo quase-ressonante

se mostra menos susceptı́vel ao aumento da transmissão, como pode ser constatado pelo gráfico

c) onde, paraT = 0,3, ainda existe uma pequena parte deψ(~r) aprisionada. Obviamente que

por simetria, os resultados são totalmente ańalogos se fixarmosCb eCc e variamosCa.
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Figura 5.10: a)-d) gŕaficos 3D de |ψ(~r)|2 para diferentes valores de transmissãoTb. e) Cortes
na funç̃ao de onda emx= 0,0 para cada caso. Para efeito de comparaçãoé plotado tamb́em em
e) o corte paraT → 0,0 (linha cheia mais grossa) em todos os discos. Em todos os gráficos
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Na figura 5.11 a transmissãoé variada apenas no discoCc. Neste caso, o modo quase-

ressonante se perde mais rápido que em 5.10. Para transmissãoT = 0,1, vemos de|ψ(~r)|2 que

existe um modo interno que já é muito menor do que a onda na parte externa da estrutura e para

T = 0,3 o bilhar ñao consegue mais aprisionar o modo, restando apenas um traço muito t̂enue
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da funç̃ao de onda no interior estrutura, associado apenas a solução de espalhamento.
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Na figura 5.12 foi feito o inverso do caso anterior, ou seja, a transmiss̃aoT foi mantida

constante (igual a 0,0001) emCc e variada nos outros dois discos. Este caso apresenta um

comportamento muito semelhante ao anterior, porém, o modo tem sensibilidade ainda maior

ao aumento da transmissão, como pode ser visto na figura paraT = 0,1, quando as estruturas
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internas paraψ são devidas apenas ao espalhamento porCc.

Variação dek quase-ressonante devidòa transmiss̃ao

Nas simulaç̃oes discutidas até agora, mostramos a perda sucessiva de um quase-estado

ao aumentarmos a permeabilidade de um ou mais discos da estrutura espalhadora. Para tanto,

foi fixada a energia da onda incidente. Em todos os casos notamos que o modo quase-ressonante

consegue manter-se até certo valor de permeabilidade para os discos.

Nesta seç̃ao abordaremos o mesmo problema pela visão inversa, ou seja, observaremos

como a energia do quase-estado muda em sistemas com permeabilidade fixa.

Na figura 5.13.a),́e feito o gŕafico deF(k) × k para valores diferentes de transmissão

nos discos, comTa = Tb = Tc = T em cada curva. A curva cheia mais grossaé a referente

ao modo quase-ressonante paraT → 0 (γ→ ∞), analisada anteriormente na figura 5.5. Nas

demais curvas observa-se uma “migração” do pico correspondente ao número de ondak quase-

ressonante para valores mais baixos. Este fenômeno deve-se a um certo “acomodamento” que

o quase-estado vai sofrendo no interior da estruturaà medida que a transmissão aumenta. Uma

vez que agoraψ possui a probabilidade de penetração no interior dos discos permeáveis, seu

mı́nimo, que antes era localizado exatamente sobre a parede (figura 5.14.a)),́e agora transla-

dado para o interior do espalhador, comoé mostrado esquematicamente na figura 5.14.b). Este

processo ocasiona um acréscimo no comprimento de ondaλ e, conseq̈uentemente, a diminuição
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Figura 5.14: Comportamento de uma onda incidente na parede dea) um disco ŕıgidoT = 0 e
b) um disco perméavelT , 0. Em a) s̃ao mostradas ainda duas posições diferentes da parede,
correspondendo a dois raios do disco, sendor2 < r1.

dek= 2π
λ . O mesmo fen̂omenoé observado para as ressonâncias dos discos, porém, neste caso

o relaxamento acontece de dentro para fora.

Observa-se ainda em 5.13.a) que até aproximadamenteT = 0,3, a largura e a altura

do pico referente ao quase-estado permanecem constantes, ou seja, sua estabilidade perante

variaç̃oes em torno do valor quase-ressonante só vem a ser significativa para valores altos de

transmiss̃ao. O mesmo ñao acontece com os autoestados individuais dos cı́rculos, um pequeno

aumento na transmissão j́a é suficiente para alargar consideravelmente e diminuir a amplitude

dos picos. Esta diferença de comportamento entre os dois casosé devidaàs diferentes estabili-

dades dos modos em bilhares abertos e fechados.

O gŕafico em 5.13.b) mostra os cortes na função de onda|ψ(~r)|2 (x= 0,0) do primeiro

quase-estado associado a cada curva apresentada em a). Percebe-se que a amplitude máxima

do modo aprisionado diminui com o aumento da transmissão, poŕem, mesmo comT = 0,5, a

estrutura ainda consegue mantê-lo com amplitude comparávelà da onda externa.
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Comparação entre a variaç̃ao da transmiss̃aoT e raio r dos discos

Comentamos anteriormente que a função de onda incidente, que deve-se anular nas

paredes dos discos quandoT = 0, pode penetrar paraT , 0. Devido a esta possibilidade de

penetraç̃ao, o ḿınimo deψ(~r) é transladado de um comprimentodlγ, para dentro do disco,

figura 5.14.b).

A circunst̂anciaóbvia em que o ḿınimo da funç̃ao de onda varia sua posiçãoé quando

o raio do disco tem seu comprimento alterado para o valordlr . No caso deT = 0, |ψ(~r)|2

ainda iŕa anular-se sobre a borda do disco, logo seu mı́nimo acompanhará qualquer mudança

na sua posiç̃ao, como pode ser observado na figura 5.14.a). Seria interessante, ent̃ao, fazer a

comparaç̃ao entre estas duas “ações” tanto sobre a função de onda|ψ(~r)|2, como sobre a funç̃ao

F(k), e verificar se existe algum tipo de equivalência qualitativa entre elas.

A figura 5.15 mostra a distribuição angular deψ no caso de uma onda incidente de

energiak= 2,848 pertencente ao quase-estado estudado anteriormente , espalhada por estruturas

nas quais s̃ao variados da seguinte maneira os raiosr dos discos: em a) de todos os discos, em c)

apenasrb e e) apenasrc; e a transmiss̃aoT : b) em todos os discos, d) apenas emCb e f) apenas

emCc. Quando os raios são variados, a transmissãoé fixa e igual aT = 0,0001 (disco ŕıgido),

quando a transmissão é varíavel, todos os raios valemr = 1,0. Em todos os gráficos a curva

cheia representa o caso regular já estudado anteriormente de discos rı́gidos com raior = 1,0.

Dos resultados obtidos em 5.15, temos que as figuras a) e b), quando mudamosr ou

T em todos os discos, são relativamente parecidas com as figuras e) e f) quandor ou T são

variados apenas para o discoCc. Isto se d́a justamente pela simetria queCc apresenta levando-

se em conta ôangulo da onda incidente. Note que nestes quatro exemplos a maior alteraç̃ao

paraψ é justamente na amplitude e posição de seus picos. Quando variamos os parâmetros

apenas do ćırculoCb tais mudanças também s̃ao observadas, mas então pelo caŕater assiḿetrico

que o sistema apresenta, são mais acentuadas em um dos lados do gráfico.

Comparando aos pares os gráficos de 5.15 (variação der comT , rb comTb e rc com

Tc) percebe-se que, com exceção de pequenas diferenças de amplitude, os comportamentos

gerais s̃ao muito semelhantes, indicando que existe certa equivalência entre a diminuiç̃ao do raio

e o aumento da transmissão dos discos no caso da onda incidente com energia igualà do modo

quase-ressonante. Observando valores dek fora da quase-ressonância do sistema os resultados

são parecidos, porém, mais acentuados, tanto na variação da amplitude quanto no deslocamento

da posiç̃ao dos picos. Isto deve-se ao fato de que não existe mais modo aprisionado na estrutura

espalhadora, fazendo com que toda onda incidente seja espalhada e cheguèa superf́ıcie Sa,
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do bilhar.
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ondeé calculadoF.

A equival̂encia entre variaç̃ao deT e r pode ser melhor observada quandoé analisado

o comportamento deF(k). Para efeito de discussão vamos considerar (1− r) ao inv́es der.

Na figura 5.16.a), comparando as curvasF(k)× (1 − rb) e F(k)×Tb, percebe-se que

ambas apresentam comportamento qualitativo muito parecido. Em 5.16.b) as variações s̃ao fei-

tas no discoCc. Neste caso, também existe a semelhança qualitativa entre as curvas, porém bem

mais acentuada para valores pequenos (< 0,2) ou grandes (> 0,8) deβ. Na regĩao intermedíaria,

as duas curvas apresentam tendências diferentes: o gráfico para (1− rc) cresce linearmente du-

rante boa parte do intervalo, ao passo que o gráfico paraT apresenta um ḿınimo local.
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Figura 5.16: Os dois gráficos mostram a comparação do comportamento deF(k) com a variaç̃ao
da transmiss̃aoT (curva cheia) e do raior. Em a) a variaç̃ao feita no discoCb e em b) no disco
Cc. O onda incidente temk= 2,848, valor do modo quase-ressonante.

O pico observado no inı́cio de todas as curvasé associado ao estado quase-ressonante

do sistema. Sua sobrevivência at́e aproximadamenteT = 0,1 é mais uma confirmação de que

a estrutura global dos discos pode sustentar o quase-estadopara perturbaç̃oes ñao geoḿetricas

relativamente intensas. Seu deslocamento da origemé relacionadòa já comentada “relaxação”

no seu comprimento de onda.

É interessante notar ainda como o comportamento da quase-resson̂ancia se sobrepõe

ao do simples espalhamento emF(k) visto pelos picos em 5.16.a) e b), que são semelhantes.

Entretanto, as formas globais das duas figuras são bastante distintas quandoβ→ 1. Tomando

5.16.a),F → 0 comβ→ 1, neste limite estamos tendendo ao problema de dois discos,e de-

vido aoângulo da onda incidente, o espalhador age mais como uma barreira do que como um

ressonador. No gráfico 5.16.b)F sai de um ḿınimo muito pŕoximo da origem, cresce abrupta-

mente at́e um ḿaximo relacionadòa quase-ressonância, cai novamente até um ḿınimo e ent̃ao
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cresce at́e o final do intervalo. Este ḿınimo est́a relacionado ao limite até o qual o modo quase-

ressonante pode ser mantido pelo bilhar. Enquanto a quase-resson̂ancia consegue ser excitada,

mesmo que fracamente, a onda incidente consegue penetrar naregĩao interna da estrutura, pas-

sando pelos dois discosCa eCb, e como áarea de espalhamento do discoCc diminui, a integral

de espalhamentoF tamb́em decresce. Quando não existe mais a possibilidade da existência

da quase-ressonância a onda incidente não consegue mais passar porCa e Cb ocasionando o

aumento do espalhamento na região anterior aos dois discos (o que pode ser constatado, por

exemplo, na figura 5.11) gerando o aumento deF na segunda metade do gráfico 5.16.b).

5.4 Conclus̃oes parciais

Neste caṕıtulo o método de contorno de paredes foi aplicado no estudo do problema de

um bilhar qûantico aberto formado por três discos. Corroboramos tanto resultados qualitativos

já discutidos na literatura, como propusemos novas análises do sistema, além de estudar uma

nova situaç̃ao, discos permeáveis e suas propriedades de espalhamento.

Foi estudado inicialmente o caso do espalhador formado por discos ŕıgidos, um pro-

blema extensamente abordado na literatura, para o qual obtivemos os estados quase-ressonantes

de vida longa, atrav́es da ańalise deF, integral da funç̃ao de onda espalhada (GASPARD; RICE,

1989a, 1989b, 1989c; SAKURAI, 1994). Por meio de análises da matrizT, tamb́em foi posśıvel

observar como funciona a “construção” do primeiro quase-estado.

Na segunda parte da análise estudamos a mesma geometria espalhadora, mas agora

formada por discos permeáveis, um tema ainda não explorado até o presente momento. O

cálculo da funç̃ao de ondaψ(~r) e deF, possibilitou estudar a dinâmica do primeiro estado quase-

ressonante como função da transmissão do bilhar. Dentre os resultados observados destacam-se

a “migraç̃ao” do valor dek quase-ressonante e a existência de uma equivalência qualitativa entre

a variaç̃ao da permeabilidade e a variação do raio dos discos.

A grande quantidade de resultados obtidos neste capı́tulo, advinda da liberdade da

variaç̃ao dos par̂ametros espalhador e a fácil e ŕapida implementaç̃ao nuḿerica do MCP, fazem

dele uma interessante abordagem alternativa para o espalhamento qûantico de bilhares abertos

formado por discos. Outra vantagem que o método apresentáe ñao existirem expansões e

truncamentos como em análises semicĺassicas, ou ainda abordar o difı́cil problema de incluir

modos evanescentes (ORTIZ; ALMEIDA, 1997), além de ser um modo mais “visual” e fı́sico

de se tratar o problema.
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6 Bilhares acoplados por guias de onda

O crescimento que a engenharia quântica de sistemas micro e mesoscópicos tem ex-

perimentado naśultimas d́ecadas tem ocasionado um aumento na importância do estudo de

fenômenos envolvendo estruturas compostas. Estes arranjos são formados pela composição de

elementos mais b́asicos, tais como cavidades e guias de onda, dando origem a novos sistemas,

que devem exibir comportamento diferenciado de seus componentes iniciais.

Alguns exemplos da vasta gama de aplicações deste tipo de sistema noâmbito experi-

mental s̃ao: fabricaç̃ao de moĺeculas artificiais atrav́es de pontos qûanticos (SADREEV et al.,

2005; BRUNNER et al., 2007); construção de ḿaquinas microsćopicas (LINKE et al., 2001),

etc. Na f́ısica téorica sua maior importância reside no estudo qualitativo de caos quântico e sua

influência nos fen̂omenos de transporte (ISHIO et al., 2001).

Estruturas compostas, assim como já visto para suas unidades mais primárias, nada

mais s̃ao do que problemas de fronteira, os quais podem ser modelados atrav́es de formalismos

desenvolvidos para solução de bilhares. V́arios trabalhos têm sido feitos no sentido de propor e

resolver geometrias compostas partindo desta motivação. Alguns exemplos, são:

• bilhares acoplados por guias de onda (FRAHM; PICHARD, 1995; SADREEV et al.,

2005), onde o objetivo principalé estudar a distribuição da funç̃ao de onda na geometria

modificada;

• bilhares regulares (SADREEV, 2004; SADREEV et al., 2006) e caóticos (ALT et al.,

1998; AKIS et al., 2002; SAICHEV et al., 2002) abertos por meioguias de onda, também

chamados de “acoplados ao contı́nuo”. Neste tipo de sistemáe analisada essencialmente

a transmiss̃ao atrav́es do bilhar e o comportamento dos estados ressonantes (soluções

associadas̀aquelas do bilhar original) na nova estrutura.

Neste caṕıtulo, o MCP seŕa aplicado ao estudo de bilhares acoplados através de guias

de onda. Devidòa grande liberdade que o método conferèa escolha èa variaç̃ao da fronteira

espalhadora, sua aplicação mais natural na abordagem deste tipo de estruturaé a ańalise da
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transmiss̃ao e comportamento dos autoestados do bilhar, quando sua geometriaé modificada.

Três casos serão estudados: dois quadrados acoplados (figura 6.1); um quadrado e

um quarto de disco acoplados (figura 6.16) e um quadrado acoplado ao contı́nuo (aberto) por

guias de onda (figura 6.25). O estudo enfocará o comportamento das soluçõesà medida que

os par̂ametros associadosà guia de onda, tais como largura, comprimento e posição de acopla-

mento ao bilhar, s̃ao mudados.

É importante salientar que tal tipo de análise (proposta acima) nãoé feita na literatura,

sendo, portanto, uma contribuição nova no entendimento destes sistemas. A maioria dos tra-

balhos opta por manter o foco na forma dos bilhares em si, mantendo em segundo plano o seu

meio de ligaç̃ao. Poŕem, a despeito de sua simplicidade, a variação da guia de ligaç̃ao pode

levar a resultados que afetam toda a dinâmica do sistema.

Dentre os temas a serem abordados neste capı́tulo, podem ser citados o limite até o

qual os bilhares conservam suas soluções individuais, os novos autoestados criados na estrutura

composta, o limite que as dimensões da guia imp̃oem ao acoplamento entre as soluções, a

influência da posiç̃ao de ligaç̃ao da guia de onda na criação e transmiss̃ao dos modos através da

estrutura, etc.

Nas simulaç̃oes que serão mostradas neste capı́tulo, o tamanhoN × N da matrizMi j

nãoé fixo. É necesśario queN se ajuste em cada diferente estrutura, a fim de manter constante

o valor de cada elemento infinitesimalds(= perı́metro/N) na discretizaç̃ao do bilhar. Fazerds

constante garante queé mantida precis̃ao nos ćalculos para todos os casos. Em todo o capı́tulo

seŕa utilizadods= 0,01. A matriz referentèa funç̃ao de ondaΨ(~r i, j) é mantida fixa.

6.1 Dois quadrados acoplados por uma guia de onda

O primeiro caso estudado neste capı́tulo seŕa o acoplamento de dois quadrados,Q1 e

Q2, atrav́es de uma guia de onda de comprimentow e largurah (ver figura 6.1). Estáe uma boa

escolha como ponto de partida de um estudo pois a solução do bilhar quadradóe amplamente

conhecida na literatura de mecânica qûantica (ver, por exemplo, (COHEN-TANNOUDJI et al.,

1977)) e j́a foi explorada atrav́es do MCP (LUZ et al., 1997; ZANETTI et al., fevereiro/2007).

Em todas as simulações, a menos que mencionado o contrário, os lados dos quadrados

e a largura da guia de onda são mantido fixos, sendold1 = ld2 = 1,0 ew= 0,5.
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Figura 6.1: Dois quadradosQ1 e Q2, com ladosld1 e ld2, respectivamente, acoplados por uma
guia de onda de largurah e comprimentow. θ indica oângulo da onda incidente.

6.1.1 Autoestado par do quadrado

O primeiro autoestado a ser analisado na seção correspondèa resson̂ancia de simetria

6× 6 do quadrado, sua energiaé caracterizada pelo número de ondak6,6 = 26,675, que pode ser

obtido pela relaç̃aokm,n = π
√

m2+n2 comm= n= 6. Como pode ser visto nos gráficos a)-c) da

figura 6.2, o aumento deh ocasiona a diminuiç̃ao da intensidade de|ψ(~r)|2, mas sem deformação

de sua aparência. Outra caracterı́stica desta configuração é a relaç̃ao do comprimento da guia

de onda e do ladold = ld1 = ld2 dos quadrados.

Como este modo possui número de ḿaximos verticaisn par, nos referimos ao autoes-

tado como sendo par; da mesma forma, o autoestado que será estudado na seção seguinte que

possuin ı́mpar seŕa chamado de autoestadoı́mpar. Utilizamos esta nomenclatura pelo fato de

que nas ańalises da interaç̃ao do modo do bilhar com a guia de ondaé o ńumero de modos

verticais que nos causa mais interesse, uma vez que são estes os que estão em “contato direto”

com a abertura da guia de onda de acoplamento.

Comow= ld
2 , cabem na guia de onda metade dos modos do quadrado e quandoh= ld

3 =

1
3 cabem exatamente dois modos transversais na guia. Então, como pode ser visto em 6.2.d),

além dos modos emQ1 e Q2 é excitado um modo na guia de onda, que acopla as soluções

dos dois bilhares. Pelos gráficos subseq̈uentes observamos o mesmo comportamento para as

largurash= 2
3 eh= 3

3 = 1.

A soluç̃ao apresentada em 6.2.i)é a soluç̃ao correta do retângulo de lados 1,0 e 2,5,

com ńumero de ondak15,6=22,223, o qual pode ser obtido pela relaçãokm,n= π
√

( m
ldg

)2+ ( n
ldp

)2,

na qual ldg e ldp referem-se aos lados maior e menor, respectivamente. A condição para
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Figura 6.2: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento por dois quadrados. Para todos
os casosk = 26,657 eângulo de incid̂enciaθ = 45°em relaç̃ao ao eixox positivo. A largurah
da guia de onda vale 0,001 em a), 0,1 em b), 0,2 em c), 0,333 em d), 0,5 em e), 0,666 em f),
0,9 em g), 0,99 em h) e 1,0 em i). As diferenças de amplitude da onda espalhada de um gráfico
para outro, devem-se a normalização, que teve por objetivo realçar a solução externa.

ocorr̂encia de tal fen̂omenoé que a largura da guia de onda seja um múltiplo inteiro do ladold

dividido pela metade dos modos verticais, ou seja,h= 2ld
n . O fator 2 deve-se ao fato de a guia

estar colocada no centro dos quadrados. Assim, devemos acomodar dois modos transversais

(imediatamente acima e abaixo dey = 0). Esta mesma condição deve ser v́alida para autoes-

tados nas guias para ressonânciaśımpares, com a diferença de que neste caso não é preciso o

fator 2 multiplicandoh, visto que haveŕa sempre um modo alinhadoà guia de onda.

A depend̂encia do autoestado na guia de onda com o comprimentow seŕa analisada

mais adiante.
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6.1.2 Autoestadóımpar do quadrado

O segundo caso abordadoé do autoestado degeneradok7,1 = k1,7 = k5,5 = 22,223 (λ =

0,283) do quadrado. A diferença básica deste caso para o anterior (autoestado par)é que,

neste, o modo possui um máximo alinhado nas proximidades da abertura da guia de onda.

Dependendo da direção de incid̂encia da onda uma das três degenerescênciasé excitada. A

seguir seŕa mostrado como a variação da largurah afeta cada um dos autoestados.

Na figura 6.3.a)́e mostrada solução para a largura da guia de ondah= 0,001 eângulo

de incid̂enciaθ = 45°. Nesta situaç̃ao praticamente ñao existe ligaç̃ao entre os bilhares e a

soluç̃ao obtidaé idênticaà soluç̃ao exata 5× 5 (m= n = 5) do quadrado. A funç̃ao de onda

|ψ(~r)|2 é mais intensa emQ1 por este sofrer a incid̂encia direta da onda, ao passo que emQ2

estaé bloqueada parcialmente porQ1. Foi verificado que, invertendo o lado do bilhar pelo

qual incide o vetor de onda~k, o resultado tamb́em inverte-se. Os gráficos seguintes mostram

o comportamento do autoestadoà medida queh aumenta. Para b) e c) (h = 0,1 e h = 0,2,

respectivamente), a função de onda mantém sua intensidade, porém, percebe-se uma mudança

radical na sua forma.
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Figura 6.3: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento por dois quadrados. Para
todos os casosk = 22,223 eângulo de incid̂enciaθ = 45°. A largurah da guia de onda vale
0,001 em a), 0,1 em b), 0,2 em c), 0,3 em d), 0,5 em e) e 1,0 em f).

Na figura 6.3.d) (h = 0,3), a variaç̃ao deh favorece a excitaç̃ao da simetria 1× 7 da



83

y y

x x

a) b)

Figura 6.4: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 da soluç̃ao de um quadrado de ladold = 1,0, obtido
atrav́es da superposição dos estados degenerados da energiak= 22,223. Em a)ψ = ψ7,1−ψ5,5;
e b)ψ = ψ7,1−ψ5,5+ψ1,7.

energia degenerada. Este resultado indica que os dois casosanteriores, gŕaficos b) e c), estão as-

sociados com a transição entre a excitação de duas degenerescências, onde a forma diferenciada

deψ é devidàa interfer̂encia de ambas as soluções, cujas ressonâncias s̃ao diferentes destes para

o quadrado isolado. Istóe visto na figura 6.4, que representa diferentes combinações lineares

dos estadosψ1,7, ψ7,1 eψ5,5 e que resultam justamente nas figuras 6.3.b) e 6.3.c).À medida que

h aumenta, a funç̃ao de onda diminui até perder-se completamente, comoé mostrado na figura

f) para o limite extremo deh= 1,0, ondeQ1 eQ2 ligam-se para formar o retângulo de lados 1,0

e 2,5.

A figura 6.5 mostra as soluções parak= 22,223 comângulo de incid̂enciaθ= 0°. Neste

caso, o autoestado excitadoé o 7× 1. Isto pode ser verificado no gráfico 6.5.a), ondeh= 0,001

e a soluç̃ao é semelhantèaquela do bilhar original. Como a direção de incid̂encia coincide

com o eixox positivo, quase toda a ondaé espalhada porQ1, e assim, nenhuma solução é
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Figura 6.5: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento por dois quadrados. Para
todos os casosk= 22,223 eângulo de incid̂enciaθ = 0°. A largurah da guia de onda vale 0,001
em a), 0,2 em b), 0,3 em c).
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Figura 6.6: Gŕafico de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento de um quadrado de ladold =
1,0 bloqueado por uma parede de comprimento 1,0 com a onda incidente dek= 22,223. Note-
se que, apesar dek ser o valor correto da ressonância 5× 5 do quadrado o autoestado não pode
ser excitado devido ao bloqueio.

observada emQ2, comoé exemplificado na figura 6.6 para um quadrado bloqueado por uma

parede. No gŕafico b), para a largurah= 0,2, nota-se a semelhança com o 6.3.c) (mesma largura

masângulo de incid̂encia diferente). Este resultadoé mais um ind́ıcio de que a variaç̃ao deh

ocasiona a seleção de diferentes combinações dos autoestados degenerados do bilhar, que no

caso intermediário interferem, formando uma nova solução atrav́es de sua superposição. Estée

um resultado conhecido da literatura no estudo de transmissão ressonante em bilhares abertos

(AKIS et al., 2002; SADREEV, 2004; SADREEV et al., 2005).

A última degenerescência do autoestadok= 22,223 a ser estudadáe referentèa sime-

tria 1× 7, queé excitada com a onda plana incidindo por umângulo deθ = 90°, figura 6.7.

Como nos dois casos anteriores, a) mostra o espalhamento paraa estrutura com guia de onda

de largurah = 0,001, resultando no estado não-perturbado 1× 7. Nos gŕaficos seguintes, de

b) a f), ñao percebe-se variação significativa na forma da função de onda, com exceção de c),

poŕem mesmo este mantém a caracterı́stica geral de um padrão horizontal. Esta “rigidez” na

distribuiç̃ao dos modos indica uma menor susceptibilidade da função de ondàa variaç̃ao deh.

Este fatóe corroborado pela observação de que apenas para larguras acima de 0,6 (figura 6.7.e))

|ψ(~r)|2 apresenta um decaimento significativo.

É interessante notar que, para esta determinada geometria da guia de onda (w = 0,5 e

0,0 < h < 1,0), e energia da onda incidente, não s̃ao excitados modos na região da guia. Isto

deve-se ao fato de o comprimento fracionário da guia (w= 1,77λ) não permitir a acomodação

de modos em seu interior. Mais adiante será analisada a dependência das autoenergias excitadas

com o comprimento da guia.
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Figura 6.7: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento por dois quadrados. Para
todos os casosk = 22,223 eângulo de incid̂enciaθ = 90°. A largurah da guia de onda vale
0,001 em a), 0,1 em b), 0,2 em c), 0,4 em d), 0,6 em e) e 1,0 em f).

QuadradosQ1 e Q2 com medidas diferentes

Até agora, as simulações focaram o caso em queQ1 e Q2 possuem as mesmas di-

mens̃oes, logo, os mesmos autoestados individuais são excitados.́E interessante então modificar

o comprimentold de um deles e verificar o comportamento da solução.

Fazemos assim simulações para dois quadrados acoplados, ondeQ2 tem o compri-

mentold2 =
√
π/2 com o comprimento da guia de onda sendow = ld1− ld2. Estas novas me-

didas do quadradoQ2 e da guia garantem que não exista nenhum autoestado comum entre os

dois quadrados, a não ser no caso extremo em queh→ 1,0. Nesta situaç̃ao a soluç̃aok2m,n é a

de um ret̂angulo de lado maior 2,0 e menor 1,0, queé coincidente com as autoenergias deQ1.

A figura 6.8 mostra as simulações para a geometria descrita acima. A onda incidente

tem o mesmo valork que nos casos anteriores, eângulo de incid̂enciaθ = 45°. Como esperado,

apenas emQ1 é excitado o autoestado, que decai e anula-se a medida queh aumenta. Isto pode

ser visto em a) e b). O gráfico c), parah = 0,299, mostra o resultado interessante, no qual a

soluç̃ao da simetria 6× 6 emQ1 acopla-se a uma solução deQ2, criando um estado estendido

de toda a estrutura. Nos gráficos seguintes, a medida queh→ 1,0, temos o resultado esperado

do autoestadok12,6 do ret̂angulo sendo excitado.
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Figura 6.8: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o espalhamento por dois quadrados. Para todos
os casosk= 26,657 eângulo de incid̂enciaθ = 45°. Nesta estruturald2 =

√
π/2 ew= ld1− ld2.

A largurah da guia de onda vale 0,001 em a), 0,2 em b), 0,299 em c), 0,4 em d), 0,99 em e)
e 1,0 em f). As diferenças de amplitude da onda espalhada devem-seà normalizaç̃ao, que teve
por objetivo realçar a solução externa.

6.1.3 Autoestados da estrutura acoplada

Nas duas seç̃oes anteriores, foram estudados os efeitos da variação da geometria da

guia de onda sobre os autoestados individuais dos quadradosQ1 e Q2. Poŕem, é de se es-

perar que a junç̃ao dos dois bilhares gere autoestados ressonantes próprios da estrutura aco-

plada, dependentes da forma da guia de onda. Isto pode ser visto na figura 6.8.c), onde um

autoestado ñao-pertencente ao quadradoé excitado emQ2 e acopla-sèa soluç̃ao do quadrado

não-perturbado deQ1.

Como mostrado no capı́tulo 2, nas proximidades das energias ressonantes de um bilhar,

os elementos da matrizT possuem comportamento muito diferenciado daquele apresentado em

energias longe de qualquer autovalor do sistema. Tal caracteŕıstica deT pode ser utilizada

na determinaç̃ao do espectro dos bilhares. Devemos então ser capazes de determinar as res-

son̂ancias pela da análise da modificaç̃ao de um dos elementos deT, quandoé variado algum

dos par̂ametros do sistema, por exemplo, energia da onda incidente ou geometria do bilhar

(ZANETTI, 2004; ZANETTI et al., fevereiro/2007).
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Variação da largura h para energia fixa

Primeiramente, faremos a análise da variaç̃ao de um elemento deT quandoé fixada a

energia e variada a largurah da guia de onda. Este procedimento nos fornece os autoestados

da estrutura associados a uma determinada energia e diferentes configuraç̃oes geoḿetricas do

sistema.

O gŕafico 6.9 mostrah × |T(i, j)|2 para o ńumero de onda fixok = 11,1437 quando a

largurah varia de 0,0 (bilhares desacoplados) a 1,0 (ret̂angulo) comw = 0,5. O elemento de

matriz escolhido possuii = j = 150, o que o localiza no lado vertical esquerdo deQ1. Como a

matriz ñao depende da direção de incid̂encia da onda, ñao importa se o elementóe escolhido

no quadradoQ1 ou no quadradoQ2, pois, seus valores são iguais. O motivo de escolhermos

um valor pequeno dek (λ grande)é termos um espectro menos “povoado”, e assim facilitar

a observaç̃ao dos resultados. Quanto maior a energia da onda incidente (λ pequeno), maior o
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Figura 6.9: Gŕafico deh× |T |2, ondek= 11,1437,w= 0,5 e o elementóe da matrizi = j = 150,
localizado no primeiro bilhar. Os gráficos inseridos s̃ao as funç̃oes de onda para as estruturas
com as guias de onda de largurah indicada pelas letras.
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número de diferentes possibilidades de rearranjos dos modosdentro da estrutura e, conseqüen-

temente, mais denso seu espectro de autovalores.k = 11,1437 ñao corresponde a nenhuma

soluç̃ao do bilhar quadrado, porém est́a pŕoximo da resson̂anciak2,3 = 11,327, logo, os novos

autoestados do bilhar acoplado devem ser formados por perturbaç̃oes deste caso.

A figura 6.9 mostra que, para a energia escolhida, a variação da largurah da guia

fornece quatro autoestados diferentes para o problema, todos relacionados̀a simetria 2× 3,

como comentado acima. O primeiro autoestado (primeiro pico, indicado pela letraa) recai

sobre o valorh= 0,282≈ λ
2. Sua forma mostra que os picos dos modos não perturbados 2× 3 do

quadrado pŕoximos das aberturas da guia se “unem”, formando umúnico modo que atravessa

a guia. O segundo autoestado (picob com h = 0,317≈ 3λ
5 ) tem valor deh próximo ao caso

ressonantea, tendo portanto, uma função de onda similar. Porém,b apresenta um ḿınimo no

centro da guia de onda dividindo o modo comum. O terceiro (pico c com h = 0,712≈ 5λ
4 )

e quarto (picod com h = 0,761≈ 27λ
20 ) autoestados possuem comportamento parecido com o

primeiro par, mas nestes casos, há uma menor distorção dos estados 2× 3 não perturbados de

cada quadrado.

Variação da largura h e da energia

O próximo passo nas simulaçõesé variar o ńumero de ondak da onda incidente, além

da largurah. Istoé mostrado nos gráficos da figura 6.10 para dois elementos diferentes da matriz

T(i, j). Considerar elementos diferentes significa estarmos observando posiç̃oes diferentes na

matriz e, conseq̈uentemente, posições diferentes no bilhar. No primeiro gráfico i = j = 150 é

localizado no meio de um dos lados deQ1, ou seja, estamos observando a probabilidade de,

com a variaç̃ao deh ek, criarmos um autoestado no primeiro quadrado. Pela simetria deT(i, j)

a ańalise para outro elemento emQ2 é idêntica. No caso b) temosi = 150 (pertencente aQ1) e

j = 450 (pertencente aQ2), o que significa que estamos observado a probabilidade de ser criado

um autoestado acoplado entreQ1 e Q2. Os pontos mais claros representam a região onde existe

um autoestado do bilhar, enquanto que nasáreas mais escuras não existem autoestados. Então,

seguindo algum dos “caminhos” apresentados nos gráficos, estamos acompanhando a variação

de um autoestadòa medida que a forma do bilhar muda.

Analisemos separadamente as duas situações apresentadas em 6.10. Nos casos extre-

mos de a) obtemos os espectros corretos de autoenergias para: o quadrado de ladosld = 1,0

quandoh→ 0,0; e para o ret̂angulo de ladosldg = 2,5 e ldp = 1,0 quandoh→ 1,0. A me-

dida queh aumenta (partindo de 0,0) os autoestados se mantêm praticamente constantes em

sua autoenergia até h valer aproximadamenteλ4, a partir deste valor elas começam a “migrar”
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Figura 6.10:k × h × |T(i, j)|2 paraw= 0,5. a) elemento deT(i, j) com i = j = 150 (localizado
emQ1). b) elemento deT(i, j) com i = 150 (localizado emQ1) e j = 450 (localizado emQ2).

para valores menores dek. Assim, λ4 é o limite para a manutenção das ressonâncias originais

do quadrado, como vimos anteriormente nas subseções 6.1.2 e 6.1.1 através do comportamento

das funç̃oes de onda|ψ(~r)|2. O deslocamento dos autoestados para valores menores dek (λ

maior) é devido ao aumento dáarea do bilhar, acarretado pelo crescimento da largura da guia

de onda (AKIS et al., 2002). A criação de mais espaço ocasiona uma “relaxação” dos modos na

estrutura, fazendo com que o comprimento de onda sofra também um acŕescimo.

Quando caminhamos no sentido positivo do eixok, λ decresce e o limite para o qual a

soluç̃ao do bilhar isolado se mantém tamb́em diminui de forma linear. Tal regiãoé representada

pela linha com o tracejado menor. Subindo no eixo deh (vertical), quando a largura se aproxima

do valor λ2 (linha com tracejado mais largo) os autoestados apresentamdois comportamentos

distintos: alguns bifurcam-se, como o primeiro autoestado; e outros diminuem até sumirem,

como o que inicia-se próximo ak = 16,0. Além dessa bifurcação e extinç̃ao progressiva dos

autoestados, ainda existem autoestados que são criados nesta região, comoé o caso do que

inicia-se nas proximidades da bifurcação do primeiro autoestado.

A análise de 6.10.a) nos fornece informações gerais sobre os autoestados, porém, ñao

nos permite afirmar com exatidão se os modos criados são estados acoplados, ou seja, esta-
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dos da estrutura como um todo. Neste sentido, a investigação de b)é complementar̀a de a).

Do segundo gŕafico, deduz-se que todos os estados que sobrevivem, ou que são criados, nas

proximidades da região deλ2 são autoestados acoplados da estrutura composta. Esta afirmação

decorre do fato de que, acima deste limite todo autoestado dea) encontra um correspondente em

b). Abaixo deλ2 não existem autoestados visı́veis em b), logo, este deve ser o limite para o qual

as soluç̃oes desacopladas de cada um sejam mantidas. Além disso, lembramos que em 6.10.b)

olhamos um elemento da matrizT que ligaQ1 e Q2, logo, tais autoestados devem corresponder

a soluç̃oes estendidas.

À medida que a energia (número de ondak) cresce em 6.10, a estrutura vai ficando

cada vez mais complicada, com a densidade de caminhos aumentando e emaranhando-se. Isto

deve-se justamente ao aumento da energia (λ diminui), levando a rearranjos dos autoestados no

bilhar, ou seja, para pequenas variações de energia e largura, a forma do autoestado pode ter

grande variaç̃ao.

Mudança da forma do autoestado com a variaç̃ao da estrutura

A análise anterior teve como objetivo a observação do comportamento geral dos au-

toestados perante mudanças na geometria da estrutura acoplada, sem ater-sèa sua forma.É

interessante então, acompanhar um dos “caminhos” e observar como a função de onda|ψ(~r)|2

é alterada sobre ele. Para tanto, escolhemos o primeiro autoestado da figura 6.10, que inicia-se

emk= 11,332 eé mostrado em detalhe na figura 6.11.
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Figura 6.11: Detalhe da região inicial do gŕafico 6.10. A linha tracejada em a) correspondeà
variaç̃ao deh para energia fixa 11,1437 mostrada figura 6.9.
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Inicialmente, observaremos o caminho central (mais intenso) da figura 6.11, que começa

emk = 11,332 e termina emk = 10,535, sobrevivendòa variaç̃ao deh desde 0,0 at́e 1,0. Na

figura 6.12 s̃ao mostrados os gráficos de densidade da função de ondaψ(~r) para as posiç̃oes mar-

cadas por cruzes+ no gŕafico 6.11. Pode-se observar nos gráficos de a) a f) como o autoestado

inicial de 2× 3 evolui se redistribuindo espacialmente e tendo sua energia modificadàa medida

queh varia. Nas proximidades da região de bifurcaç̃ao, os modos deQ1 e Q2 acoplam-se e

evoluem conjuntamente até chegar no autoestadok8,1 do ret̂angulo.

O caminho inferior, formado pela bifurcação do autoestado inicial,é o correspondente

ao gŕafico de densidade mostrado na figura 6.9.a). Em comparação com os outros caminhos

evidentes na figura 6.11, a sensibilidade da sua autoenergiaa variaç̃oes deh é muito maior, ou

seja, variaç̃oes grandes deh destroem facilmente esta famı́lia de autoestados. O porquê deste

comportamento fica evidente quando observamos que o autoestado tem um modo que atravessa

toda a guia de onda. Note que não existe um ḿınimo no centro da guia, o queé o caso do braço

principal, como visto na figura 6.12. Como este autoestado não suporta grandes variações da

estrutura do bilhar, devido a esta particularidade seu formato sobre o caminho não iŕa diferir

substancialmente daquele mostrado em 6.9.a).
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Figura 6.12: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para os valores de energia e largura da guia de
onda marcados por+ no gŕafico 6.11.a) que são: a)k = 11,332 eh = 0,0; b) k = 11,332 e
h = 0,12; c) k = 11,232 eh = 0,25; d) k = 10,745 eh = 0,5; e) k = 10,578 eh = 0,75; f)
k= 10,535 eh= 1,0.
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O caminho superior, nascido perto das bifurcações mas ñao ligado a esta,́e um caso

diferente dos anteriores. Ao invés de evoluir de um estado do quadrado, ele forma-se nas

proximidades da região deλ
2 (regĩao de limite entre os autoestados acoplados/desacoplados).

Neste caso, ao invés de os autoestados deQ1 e Q2 serem acoplados pela interação de suas

próprias funç̃oes de onda ,́e criado um novo modo na guia de onda, como mostrado na figura

6.13.a). Por este motivo tal autoestadoé criado na região deh> λ
2, queé a largura necessária

para que um modo seja criado na guia. Os gráficos seguintes mostram como os modos vão

unindo-se at́e que, no limite deh→ 1,0, cheguem̀a soluç̃ao do ret̂angulo de simetria 1× 3.
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Figura 6.13: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para os valores de energia e largura da guia de
onda marcados por× no gŕafico 6.11.a) que são: a)k = 11,332 eh = 0,333; b)k = 11,144 e
h= 0,713; c)k= 10,679 eh= 0,880.

Variação do comprimentow para energia fixa

Nas ańalises efetuadas anteriormente, mais notadamente nas seções 6.1.1 e 6.1.2, foi

visto que a criaç̃ao/penetraç̃ao de modos no interior da guia de ondaé tamb́em extremamente

dependente do seu comprimentow.

Na figura 6.14 s̃ao mostradas as curvas de|T(150,450)|2 × w. As energias escolhidas

foram as j́a utilizadas na apresentação dos autoestados pares (k6,6 = 26,657) eı́mpares (k5,5 =

22,223) do quadrado. As largurash foram escolhidas para a primeira configuração de modos

transversais que, como visto, podem ser obtidas através da relaç̃aoh= 2ld
n = 0,333 para o caso

par eh= ld
n = 0,2 para o casóımpar, onde em ambos os casosn é ńumero de modos verticais.

Analisando-se primeiramente a curva contı́nua, do autoestadoı́mpar, fica evidente que

os picos possuem espaçamento constante, medindo∆w � 3λ
4 . Observamos na figura 6.15 a

forma da funç̃ao de onda correspondente a cada pico (gráficos a), b) e c)). O primeiroa est́a

associado a um autoestado praticamente nulo na guia de onda.O segundob possui um pico, e

o terceiro 2 picos na região da guia. Destes resultados pode-se deduzir que, para o modo ı́mpar,
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Figura 6.14: Gŕafico de|T(150,450)|2 × w. os par̂ametros utilizados são fornecidos na legenda.
As indicaç̃oes sobre os picos referem-se aos gráficos da figura 6.15.

a condiç̃ao para serem criados os modos na guia de ondaé quew− δ seja um ḿultiplo inteiro

de 3λ
4 , isto é, w= δ+ l 3λ

4 , com l = 0,1,2, ... sendol o número de modos pertencentesà guia de

onda eδ é primeiro valor dew para o qual aparece este tipo de modo.

A curva tracejada (para o autoestado par) revela duas seqüências de picos, que levam

a comportamentos distintos dos autoestados correspondentes. A primeira seq̈uênciaé formada

pelos picosd, ee f , que apresentam∆w= 3λ
4 de distanciamento entre si (na verdade a seqüência

inicia-se no pico localizado emw= 0,004, quando o autoestadoé praticamente nulo na guia).

Os autoestados correspondentes a cada pico mostrados em d),e) e f) da figura 6.15 s̃ao a soma

das soluç̃oes corretas deQ1 e Q2 sem perturbaç̃ao, mais a soluç̃ao correta para a guia de onda

retangular, resultado semelhante ao visto na subseção 6.1.1. Este casóe similar ao discutido no

paŕagrafo anterior, com a condição id̂entica de criaç̃ao dos modos na guia.

A segunda seq̈uência de picos da curva tracejadaé formada por g), h) e i), que possuem

espaçamento∆w= λ
2 entre si. Observando na figura 6.15 a forma da função de onda correspon-

dente a cada pico, vemos que este caso difere drasticamente do anterior. Nesta situação, o

autoestado perde o caráter “sepaŕavel” que apresentava, para adquirir uma forma mais com-

plexa com os modos da guia de onda e dos quadrados misturando-se e interagindo. A condição
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Figura 6.15: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 referentes̀as posiç̃oes indicadas na figura anterior
6.14. Os comprimentos da guia de ondaw para cada caso são: w = 0,0215 em a), 0,203 em b)
e 0,4032 em c);w = 0,173 em d), 0,339 em e) e 0,507 em f);w = 0,042 em g), 0,161 em h) e
0,290 em i).

de manutenç̃ao dos modos na guia de onda para este casoé dada porw= δ+ l λ2, comδ sendo o

valor do comprimento da guia de onda que permite a excitação de autoestado emQ1 e Q2, sem

criar nenhum modo na guia, el = 0,1,2,3, ....
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6.2 Quadrado acoplado a um quarto de cı́rculo por uma guia de
onda

A segunda geometria a ser tratada neste capı́tulo é formada por um quadradoQ de lado

ld acoplado a um quarto de cı́rculo QC de raior, isto é feito por uma guia de onda de largurah

e comprimentow, ver figura 6.16. Em todas as simulaçõesld = r = 1,0.

θ

h

Q

ld r

QC

w

x

y

0

Figura 6.16: QuadradoQ de ladold acoplado a um quarto de cı́rculo QC de raior, por uma
guia de onda de largurah e comprimentow. θ indica oângulo da onda incidente.

Assim como na seção anterior, quando a largura da guia de onda entre os bilhares

é muito pequena,h→ 0,0, os dois bilhares são desacoplados e possuem dinâmica individual

e regular. Quandoh começa a aumentar os comportamentos são tamb́em similares, ou seja,

podem persistir as dinâmicas individuais (h< λ
2) ou podem ser criados autoestados acoplados,

próprios da estrutura como um todo (h> λ
2). Poŕem, para o caso extremoh→ ld, o acoplamento

tende a soluç̃oes diferentes: para dois quadrados, a solução tende a din̂amica regular de um

ret̂angulo, como j́a visto. Para um quadrado acoplado a um quarto de cı́rculo, a soluç̃ao tende

à din̂amica irregular de um quarto de estádio, sistema de grande importância em caos quântico

(HELLER, 1984).

6.2.1 Autoestados do quadradoQ

Iniciaremos a ańalise do quarto de cı́rculo acoplado ao quadrado observando o com-

portamento de autoestados do quadradoQ quando a largurah da guia de onda de acoplamento

varia.
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Na figura 6.17 s̃ao mostrados os autoestados correspondentesàs duas degenerescências

dek3,6= k6,3= 21,085 paraw= 0,25 fixo. Em a), b) e c) s̃ao mostrados os gráficos de densidade

dos autoestados de simetria 6× 3, excitados com ôangulo de incid̂enciaθ = 18,4°(em relaç̃ao

ao eixox positivo). Percebe-se que estes são muito senśıveis à variaç̃ao deh, visto que para

h = 0,05 (≈ λ
6), gráfico 6.17.c),|ψ(~r)|2 já é praticamente nulo no interior de todo o bilhar. Os

três gŕaficos seguintes mostram que o autoestado de simetria 3× 6 possui menor sensibilidadeà

variaç̃ao da largura da guia de onda, com|ψ(~r)|2 anulando-se parah≈ 0,2 (≈ λ
2). Esta diferença

de comportamento para as duas degenerescências deve-se ao fato de que a primeira possui

número de modos verticaisn ı́mpar, enquanto que na segundan é par. Como visto na seção

anterior, os casos em que existe um máximo alinhado com a abertura da guia de onda (n ı́mpar)

são mais suscetı́veisàs variaç̃oes emh.

Apesar da existência de autoestados do quarto de cı́rculo nas vizinhanças da energia

utilizada nas simulaç̃oes (que serão analisados a seguir), a proximidade não é o bastante para

excitar o autoestado emQC. Isto pode ser percebido em 6.17.f), onde|ψ(~r)|2 é diferente de zero
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Figura 6.17: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o bilhar formado pelo quadradoQ acoplado
a um quarto de ćırculo QC por uma guia de onda de comprimentow = 0,25 e largurah. O
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no semidisco, mas muito pequeno, uma espécie de “semente” de estado, estando relacionado

com a precis̃ao nuḿerica utilizada. Por esse motivo não s̃ao observados modos na guia de

onda para estados desacoplados. Estes só surgem quando são excitados os autoestados nos dois

bilhares ao mesmo tempo, criando assim as condições de contorno necessárias para a existência

de modos na guia.

6.2.2 Autoestados do quarto de cı́rculo QC

Nesta subseção ser̃ao analisadas duas situações nas quais a onda incidente tem energia

coincidente com autoestados do quarto de cı́rculo QC.

Nos gŕaficos a), b) e c) da figura 6.18́e mostrado o autoestado de número de onda

k = 21,097 paraângulo de incid̂enciaθ = 71,6°, w = 0,25 e h variando de 0,01 a 0,3. A

presença de|ψ(~r)|2 pequeno, mas não-negligencíavel, em c), demonstra que este autoestado

tem grande resistênciaà variaç̃ao da largura da guia, pois não possui ḿaximos na sua região

de abertura. Estée o autoestado do quarto de cı́rculo mais pŕoximo ao de simetria 3× 6 do
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Figura 6.18: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o bilhar formado pelo quadradoQ acoplado
a um quarto de ćırculo QC por uma guia de onda de comprimentow = 0,25 e largurah. O
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quadrado (utilizado em 6.17), possuindo uma variação∆k de apenas+0,012 em seu ńumero de

onda e sendo excitado no mesmoângulo de incid̂encia. Poŕem, nem mesmo essa proximidade

é suficiente para excitar os dois estados ao mesmo tempo.

O segundo caso estudado, mostrado nos gráficos d), e) e f) da figura 6.18,é o da

resson̂anciak = 22,0595, a seguinte no espectro do quarto de cı́rculo. Para este caso, com

h= 0,025≈ λ
12 o autoestado anula-se, mostrando sua pouca tolerância a variaç̃ao da largura.

Assim como nas ressonâncias do bilhar quadrado analisadas na subseção 6.2.1, percebe-

se aqui a tend̂encia dos autoestados que possuem máximos nas proximidades da abertura da guia

(figura 6.18.a)) terem muito menos tolerânciaàs variaç̃oes deh, quando comparados com o caso

oposto (figura 6.18.d)).

6.2.3 Autoestados da estrutura acoplada

Nesta seç̃ao ser̃ao estudados três autoestados da estrutura acoplada. Em cada um dos

casos,ψ na regĩao da guia de onda apresenta caracterı́sticas diferentes. As ressonâncias foram

encontradas através da ańalise de|T |2 × k para os bilharesQ e QC acoplados por uma guia de

onda comw= h= 0,25.

No primeiro caso, mostrado na figura 6.19.a), o autoestado possui ńumero de onda

k = 9,655. Sua aparênciaé relacionadàa resson̂ancia do quadradok3,1 = 9,935, da qual está

próximo. As porç̃oes da funç̃ao de onda pertencentesàs regĩoes deQ e QC est̃ao ligadas por

um “braço” que une os picos mais próximos das entradas nas duas extremidades da guia de

onda, mostrado no gráfico a). Em 6.19.b), o comprimento da guia de ondaé diminúıdo para

w = 0,2 e o autoestadóe perdido completamente. No gráfico seguinte, nas proximidades de

w = 0,4, as autofunç̃oes desacoplam-se e, conseqüentemente, o modo pertencenteà guia de

onda se anula e, sem a condição para o acoplamento, apenas a parte pertencente aQ sobrevive

para variaç̃oes maiores dew, como mostra o gráfico d), formando uma espécie de garrafa de

Helmholtz (MENDEZ-BERMUDEZ et al., 2003; MOLONEY, 2004). Qualquer variaç̃ao na

largurah tamb́em destŕoi o modo de acoplamento.

Para o autoestado do bilhar acoplado de energiak = 12,369 (pŕoximo e semelhantèa

resson̂anciak4,1 = 12,953 do quadrado), a constituição do autoestadóe semelhante ao exemplo

anterior, poŕem, neste caso o modo que acopla as porções deψ(~r) pertencentes̀as regĩoes de cada

bilhar possui um ḿınimo pŕoximo à regĩao de acoplamento aQC, como pode ser observado na

figura 6.20.a). Nos gráficos seguintes b)-d), observa-se que as variações no comprimentow

afetam a funç̃ao de onda em toda a estrutura, sendo que o modo na região da guia de onda tem
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Figura 6.19: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o bilhar formado pelo quadradoQ acoplado
a um quarto de ćırculo QC por uma guia de onda de largurah= 0,25 e comprimentow. A onda
incidente tem ńumero de ondak= 9,655 eângulo de incid̂enciaθ = 0°. O valor do comprimento
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Figura 6.20: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o bilhar formado pelo quadradoQ acoplado a
um quarto de ćırculoQC por uma guia de onda de largurah e comprimentow. A onda incidente
tem ńumero de ondak = 12,369 eângulo de incid̂enciaθ = 0°. Os valores dew e h para cada
gráfico s̃ao: h= 0,25 ew= 0,25 em a),h= 0,25 ew= 0,23 em b),h= 025 ew= 0,26 em c),
h= 0,25 ew= 0,27 em d),h= 0,245 ew= 0,25 em e) eh= 0,255 ew= 0,25 em f).
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vida mais longa que as partes pertencentes aQ eQC. Em e) e f) nota-se que pequenas variações

emh destroem o autoestado rapidamente.

No terceiro eúltimo exemplo, a parte da função de onda na região da guia ñao est́a

unida nemà parte deψ(~r) pertencente ao quadrado, nem ao quarto de cı́rculo, ao inv́es disso,

possui ńos nas duas aberturas da guia. A figura 6.21.a) mostra esta situaç̃ao para o autoestado

k= 16,204, pŕoximo em valor e aparência da ressonânciak5,1 = 16,019 do quadrado. De b) a d)

observa-se que pequenas variações tanto no comprimentow, quanto na largurah, s̃ao suficiente

para destruir o autoestado do bilhar acoplado.
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Figura 6.21: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para o bilhar formado pelo quadradoQ acoplado
a um quarto de ćırculo QC por uma guia de onda de largurah= e comprimentow. A onda inci-
dente tem ńumero de ondak = 16,204 eângulo de incid̂enciaθ = 0°. O valor do comprimento
para cada gráficoé: h= 0,25 ew= 0,25 em a),h= 0,25 ew= 0,24 em b),h= 0,25 ew= 0,26
em c) eh= 0,24 ew= 0,25 em d).

Dos tr̂es exemplos analisados percebe-se a grande relação entre variaç̃ao da geometria

da guia de onda com a manutenção do autoestado da estrutura acoplada. Isto deve-seà ligaç̃ao

direta entre o autoestado acoplado e a existência de um modo de acoplamento na guia. A

variaç̃ao na largurah é o fator que afeta mais rapidamente a porção deψ(~r) pertencentèa guia

de onda.

Por quest̃ao de simplicidade e de uma melhor visualização, as ańalises acima foram

efetuadas para autoestados de energia relativamente baixas, que sustentam apenas um modo na
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guia de onda. Autoestados de maior energia, que apresentam uma estrutura mais intrincada de

modos, apresentam comportamentos semelhantes.

Variação da largura h e da energia

Como visto na seç̃ao 6.1 para dois quadrados acoplados e na subseção anterior para

o quadrado acoplado a um quarto de cı́rculo, os autoestados na estrutura acoplada têm grande

depend̂encia com a forma da guia de onda. Isto advém da necessidade de manutenção de modos

na regĩao da guia, que criam as condições de contorno essenciaisà coexist̂encia da autofunç̃ao

nas duas estruturas primárias do bilhar acoplado. Desta forma, a seguir faremos uma análise de

como os autoestados variam quando a geometria do sistemaé modificada, ou seja, de como um

autoestado modifica-se, acomodando-se na nova estrutura.

O estudoé ent̃ao similar ao efetuado na subseção 6.1.3, onde os autoestados são en-

contrados atrav́es da ańalise do comportamento de um elemento da matrizT(i, j) quando a

geometria do bilhar composto e a energia da onda incidente são variados.

Na figura 6.22 s̃ao mostrados gráficos da variaç̃ao do ḿodulo quadrado de um elemento

deT(i, j) com a largura da guia de ondah e o ńumero de ondak da onda incidente. Fixamos o

comprimento emw= 0,5. Os gŕaficos diferem na escolha do elemento da matrizT(i, j), sendo

que: em a),i = j é tomado no centro da parede vertical esquerda deQ; em b),i = j e tomado no

ponto ḿedio do arco do quarto de circunferência; e, em c),i é tomado no ponto de observação

utilizado em a) ej no utilizado em b). Os pontos localizados sobre um determinado elemento de

um mesmo bilhar (Q ou QC) fornecem mais informaç̃oes acerca dos autoestados deste bilhar,

ao passo que, quando são tomados pontos em bilhares diferentes, a informação é relacionada

apenas a um autoestado que conecta esses dois pontos, ou seja, um estado acoplado que se

estende por todo o bilhar composto.

O gŕafico 6.22.a) mostra comoT(i, j), fortemente relacionado ao quadradoQ, comporta-

se quandóe variada a largurah da guia de onda. Cada um dos “caminhos” mais clarosé re-

ferente a uma solução diferente e quandoh→ 0,0, os caminhos coincidem com o espectro do

quadrado sem acoplamento.À medida que a largurah aumenta, a energia deve diminuir (λ

aumentar) para acomodar o modo na nova estrutura, pois, essapossuiárea maior que a ante-

rior. A mesma ańaliseé válida para 6.22.b), que dá informaç̃oes acerca da parte da autofunção

correspondente aQC.

Em nenhum dos dois gráficos a) e b) pode-se definir com clareza uma região onde esse

fenômeno de migraç̃ao parak’s menores se inicia, como pode ser feito no acoplamento dos dois
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Figura 6.22:k× h× |T(i, j)|2 paraw= 0,5. a) elemento deT(i, j) comi = j localizado no centro
de um dos lados deQ. b) elemento deT(i, j) com i = j localizado no centro do arco do quarto
de ćırculo QC. c) elemento deT(i, j) com i localizadoQ e j emQC.

quadrados. Naquele caso, pelos dois bilhares serem iguais e, conseq̈uentemente, terem o mesmo

espectro, a condição de acoplamento para ambosé igual, o que confere a dependência linear da

regĩao deh at́e onde a autoenergia se mantém. No caso presente, os bilharesQ e QC possuem

espectros diferentes, então a condiç̃ao de casamento da função de onda dos dois deve adequar-se

à distribuiç̃ao dos autoestados, fazendo com que alguns modos sobrevivampara variaç̃ao maior

deh (como o primeiro autoestado do quadrado e do cı́rculo) e outros comecem a migrar para

k’s menores e parah’s pequenos (como o quinto autoestado do quadrado ou quarto do quarto de
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ćırculo).

Tanto para o quadrado quando para o quarto de cı́rculo existem tr̂es comportamen-

tos b́asicos dos autoestadosà medida queh aumenta, que são aqueles já observados para o

acoplamento de dois quadrados. Alguns autoestados sobrevivem por todo o intervalo, desde

0,0 < h < 1,0; alguns autoestados desaparecem; e alguns autoestados são criados. Estes com-

portamentos s̃ao observados nas proximidades da linha pontilhada nos gráficos, que decai de

forma obviamente ñao-linear.

Através da comparação de a) e b) percebe-se que todos os estados que sobrevivem ou

são criados acima da linha pontilhada são autoestados do bilhar acoplado. Istoé confirmado

pelo gŕafico c). Abaixo da linha pontilhada a densidadeé bem menor, sendo a região dominada

pelos autoestados das soluções ñao acopladas deQ e QC.

Variação da largura h e do comprimentow da guia de onda para energia fixa

O último caso a ser tratado nesta seçãoé o de como uma energia fixa pode gerar vários

autoestados diferentes dependendo da geometria do bilhar.Para tanto faremos uma análise

parecida com a anterior, porém agora fixaremos o número de ondak e variaremos a largurah e

o comprimentow da guia de onda.

A figura 6.23 mostra o comportamento de um elemento deT(i, j) quando s̃ao variados

h e w para duas energiask = 8,7 em a), b) e c) ek = 12,369 em d), e) e f). Os elementos de

T(i, j) utilizados s̃ao os mesmo da figura 6.22, com a) e d) fornecendo a variação da soluç̃ao em

Q, b) e e) emQC e c) e f) as soluç̃oes acopladas. Comparando os gráficos vemos que para um

acŕescimo de aproximadamente 40% na energia (∆k≈ 3,5), o ńumero de autoestados diferentes

que podem ser criados variando os parâmetros da guia de onda dobra. Em ambos os gráficos os

autoestados são criados para valores deh> λ
2 , ou seja, acima da linha tracejada da figura 6.22,

o que mostra que estes autoestados são essencialmente soluções da estrutura acoplada.

Para exemplificar como muda a distribuição espacial da autofunção quando fixa-se a

energia ée variada a geometria do bilhar, a figura 6.24 mostra os gráficos de densidade de|ψ(~r)|2

para os valores marcados no gráfico 6.23.a). Os diferentes sı́mbolos pertencem a diferentes

faḿılias de autoestados. A primeira famı́lia, marcado por ćırculos◦, possui um modo comum

entreQ e QC, o que faz com que tenha grande sensibilidadeà variaç̃ao deh. Note que, ao

longo da mesmah quase ñao muda. A segunda famı́lia, marcada por cruzes+, é associadàa

resson̂anciak2,2 = 8,886 do quadrado. Esta possui dependência mais forte com relação ah.

Logo, qualquer variaç̃ao na largura destrói o autoestado. Porém, eleé insenśıvel a variaç̃oes
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posiç̃ao referente ao gráfico 6.20.a).
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Figura 6.24: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para os valores deh= e comprimentow marcados
na figura 6.23.a). A onda incidente tem número de ondak= 8,7 eângulo de incid̂enciaθ = 45°.
Os valores do comprimento e largura da guia para cada gráfico s̃ao: h= 0,557,w= 0,05 em a)
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w= 0,83 em f), marcados com×.
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do comprimentow, como pode-se ver por c) e d). A terceira famı́lia, marcada por×, é uma

soluç̃ao deQ acoplado aQC por um modo na guia de onda, que evolui para a solução de um

bilhar quarto de estádio no limiteh→ 1,0, 6.24.e) e f). Note que ela surge apenas paraw’s altos.

Em 6.23.d), o ponto marcado por um quadrado� é referentèa posiç̃ao dos par̂ametros

na simulaç̃ao do autoestado mostrado na figura 6.20.a), na sua análise vimos que, o autoestado

é muito senśıvel a variaç̃oes deh e possui alguma durabilidade perante variações dew, o que

pode ser confirmado pela observação de 6.20.d).
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6.3 Transmiss̃ao atrav́es de um bilhar quadrado com guias de
onda acopladas

O terceiro eúltimo tipo de bilhar com estrutura composta a ser abordadoé o qua-

drado com guias de onda acopladas, mostrado na figura 6.25. Aocontŕario dos dois casos

estudados anteriormente, o bilhar abordado agoraé aberto ao meio externo, o que lhe confere

caracteŕısticas diferentes das vistas para os bilhares fechados, a começar pela abordagem do

estudo.

h1

w1 w2

h2

Q
A

ld

x

y

0

d

Figura 6.25: Quadrado abertoQ, de ladold, acopladòa guias de onda de largurash1 e h2 e
comprimentosw1 ew2. O centro de cada guiáe acoplado ao quadrado na posiçãod.

Bilhares abertos são de grande aplicação no estudo de transmissão e transporte em

estruturas, que na maioria das vezesé calculada atrav́es do formalismo de Landauer (ALT et al.,

1998; AKIS et al., 2002; SAICHEV et al., 2002; SADREEV, 2004; SADREEV et al., 2006).

Neste tipo de problema, além da ańalise de como se dá a construç̃ao da funç̃ao de onda

estaciońaria no bilhar quando são acopladas guias, pode-se também explorar como a trans-

miss̃ao atrav́es da estrutura pode ser favorecida ou não pela sua presença. Istoé feito pela

mediaç̃ao da amplitude da função de onda na guia de entrada acoplando-a com a amplitude na

guia de sáıda.

Usualmente, o estudo de transporte em bilharesé feito por tratamentos estatı́sticos que

levam em conta uma superposição rand̂omica de onda planas para bilhares caóticos (BERRY,

2002). Apesar de aparentemente mais simples, a transmissão em bilhares regulareśe mais

complexa do que em bilhares caóticos, pois nestes a função de onda ñao pode ser escrita como

composiç̃oes de exp[i~k ·~r] com ~k de direç̃ao aleat́oria, neste caso o ḿetodo mais comum de

soluç̃aoé utilizando t́ecnicas de espalhamento (SADREEV, 2004).
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Os bilhares abertos não possuem um espectro de ressonâncias como no caso fechado,

pois seu acoplamento ao meio externo contı́nuo inibe a formaç̃ao de autoestados com nı́veis

discretos de energia na sua região interior. Poŕem, quando a energia da onda transmitida pela

guia de entrada aproxima-se da energia correta de algum autoestado do bilhar, a forma da função

de onda na estruturaé muito similar̀aquela referente a ressonância do bilhar sem as guias. Estaé

a chamada transmissão ressonante (SADREEV, 2004), que será vista nas simulaç̃oes mostradas

a seguir.

Quando a energia na onda incidente não coincide com nenhum autoestado do bilhar,

comoé o caso da transmissão ñao-ressonante, vários estados contribuem para a formação da

função de onda e transmissão, sendo selecionados pelo casamento de simetria do acoplamento

do bilhar com as guias de onda.

Nesta seç̃ao seŕa estudado como variações nas guias de entrada e saı́da, acopladas ao

bilhar quadrado, afetam a transmissão da funç̃ao de onda. A abordagem tem por finalidade uma

demonstraç̃ao qualitativa de como o MCP pode serútil na obtenç̃ao das geometrias que mais

favorecem a transmissão. Para tanto serão variados a largura de ambas as guias (h1 e h2) e a

posiç̃ao de acoplamentod da guia de sáıda.

As implicaç̃oes da variaç̃ao da estrutura serão observados através da quantidadeF, que

é definida como a integral deψ(~r) sobre áareaA (ver figura 6.25)

F =
∫

A
|ψ(~r)|2dA. (6.1)

A vers̃ao discretizada deF, própria para a implementação nuḿerica,é

F =
Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

|ψ(~r i, j)|2dxi dyj , (6.2)

na qual~r i, j é o vetor posiç̃ao do centro do elemento deáreadAi j = dxi dyj. Os ı́ndicesi e j

variam de 1 aNx e 1 aNy, respectivamente, sendoNx e Ny o número de ćelulas∆x e∆y daárea

A.

São fixados nas simulações o tamanho do quadradoQ (ld = 1,0) e o comprimento das

guias (w1 = w2 = 1,0). A áreaA ondeé medido o fluxoF varia de acordo com o valor da

largurah2 da guia de sáıda, visando manter a proporção entre cada diferente medida. Seu valor

é A = (0,6)(0,6+ h2), onde a variaç̃ao ocorre apenas na componentey, pois, o comprimento

w2 é mantido fixo. Juntamente comy variamos tamb́em o Ny a fim de manter constante a

discretizaç̃ao em cada caso. Em todas as simulações∆x= ∆y= 0,01. A onda incide sempre no
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eixo x positivo, ou seja, a onda entra sempre pela guia da esquerda esai pela da direita.

As paredes verticais ligadas ao inı́cio da guia de entrada e fim da guia de saı́da s̃ao

destinadas apenas a barrar contribuições de espalhamentos externos do bilhar, garantindo que

apenas a contribuição referentèa transmiss̃ao est́a sendo integrada no fluxo.

As simulaç̃oes ser̃ao efetuadas para três valores de energia da onda incidente:k6,10 =

36,637, autoestado de simetria 6× 10 do bilhar quadrado;k4,11= 36,771, autoestado de simetria

4 × 11 do bilhar quadrado;k = 36,704, valor que reside no centro do intervalo entre os dois

autovalores do quadrado. Veremos que as diferentes simetrias no eixoy, para os tr̂es valores,

levam a resultados diferentes de transmissão.

6.3.1 Variaç̃ao da largura h1 da guia de onda de entrada

O primeiro caso a ser considerado nesta seçãoé o de como se comporta a transmissão

quandoé variada a largurah1 da guia de onda de entrada, sendo a largura da guia de saı́dah2 e

a energia da onda incidente fixos.

A largura da guia de entradah1 varia de 0 a, aproximadamente, 2λ . Na guia de sáıda

mantemosh2 ≈ λ
2 = 0,089.É escolhido este valor parah2 porque, quando fixamosh1 = h2 =

λ
2 e

k4,11 para a onda incidente, então encontramos uma condição de transmissão ressonante. Como

as energias escolhidas são todas muito pŕoximas, apresentando variação de menos de 0,5%, é

razóavel manter a largurah2 nas simulaç̃oes para os três valores dek.

A figura 6.26 mostra a curva deF × h1 para uma onda incidente dek = 36,637, que

corresponde ao autovalor da ressonância 6× 10 do quadrado. Comóe de se esperar, parah1 <
λ
2

o fluxo é nulo, pois a largura da guiáe muito pequena para permitir a penetração da onda.

Para larguras maiores do queλ2 sempre existe transmissão diferente de zero ao fim da guia

de sáıda. Logo aṕos o primeiro pico, emh1 ≈ 0,089, o fluxo oscila rapidamente, devido aos

efeitos de difraç̃ao na sáıda da guia. Aos poucos estabiliza-se e cresce continuamente, at́e o

valor deh1 ≈ 3
2λ ≈ 0,257, onde novamente começa a oscilar, com amplitude maior.λ

2 < h1 <
3
2λ

é o intervalo onde apenas um modo transversalé transmitido pela guia de entrada. Acima de
3
2λ, mais modos podem ser acomodados e interferir na guia de onda, como pode ser visto nos

gráficos para|ψ(~r)|2.

O acoplamento da guia de onda ao centro do quadrado faz com queo bilhar ñao possua

a forma correta para sustentar estados de transmissão similares aos autoestados com número de

picos verticais pares do bilhar isolado, pois, nenhum máximo localiza-se alinhadòa entrada

das guias. Logo, a função de onda espalhada criada no interior do bilhar não teŕa a apar̂encia
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Figura 6.26:À esquerdaF × h1 parah2 = 0,089 ek= 36,637. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh1 marcados na curva. Em a)h1 = 0,089, b)h1 = 0,091, c)h1 =

0,104, d)h1 = 0,223, e)h1 = 0,263 e f)h1 = 0,269.

semelhante ao autoestadok6,10, apresentando uma distribuição mais desordenada paraψ. Isto

pode ser visto nas figuras 6.26.a)-f), que são os gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 para os pontos

marcados por◦ na curva. Percebe-se que, com exceção de f), em nenhum dos gráficos a funç̃ao

de onda interna ao bilhar tem grande amplitude, porém todos possuem transmissão significativa

at́e o fim da segunda guia.
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A variaç̃ao deF × h1 parak = 36,704, mostrado na figura 6.27,é muito semelhante

ao caso analisado para a energia anterior. A diferença maisdestacadáe o fato de o primeiro

mı́nimo da segunda série de oscilaç̃oes (F = 0,0009) ser muito menor do que no caso anterior

(F = 0,004). Dos gŕaficos de|ψ(~r)|2 6.27.a)-b), observa-se que a função de onda interna ao

bilhar é muito mais intensa e começa a mostrar indı́cios do modos da ressonância 4× 10 do

quadrado, que será analisado a seguir.

0 0.1 0.2 0.3

h
1

0

0.004

0.008

0.012

F

k = 36.704

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

a

b
c

d

e

f

y

y

x x x

a) b) c)

f)e)d)

Figura 6.27:À esquerdaF × h1 parah2 = 0,089 ek= 36,704. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh1 marcados na curva. Em a)h1 = 0,089, b)h1 = 0,122, c)h1 =

0,171, d)h1 = 0,255, e)h1 = 0,259 e f)h1 = 0,275.
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A onda incidente com ńumero de ondak = 36,771 possui a simetria 4× 11 do bilhar

quadrado. As simetrias com um númeron ı́mpar de ḿaximos na vertical possuem sempre

um máximo alinhado com o centro da guia de onda, o que favorece a transmiss̃ao ressonante

(criaç̃ao de uma funç̃ao de onda espalhada no interior do bilhar com a forma muito semelhante a

da autofunç̃ao original). Istóe visto nos gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 da figura 6.28. A curva

de F × h1 apresenta o mesmo comportamento geral que os dois casos anteriores at́e h1 ≈ λ,
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Figura 6.28:À esquerdaF × h1 parah2 = 0,089 ek= 36,771. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh1 marcados na curva. Em a)h1 = 0,089, b)h1 = 0,116, c)h1 =

0,187, d)h1 = 0,223, e)h1 = 0,250 e f)h1 = 0,265.
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quando começa decrescer até chegar aF = 0,0 parah1 ≈ 4
3λ. O gŕafico 6.28.d) mostra que

apesar deste ḿınimo paraF, a funç̃ao de ondaψ na parte interna ao bilhar quadradoé muito

intensa, ou seja, a ondaé aprisionada no interior do bilhar aberto. Neste tipo de situaç̃ao diz-se

que o sistema possui um estado ligado ao contı́nuo (bound state in the continuum) (SADREEV

et al., 2006).

6.3.2 Variaç̃ao da largura h2 da guia de onda de sáıda

Nesta subseção seŕa feita uma ańalise ondée fixada a largurah1 da guia de onda de

entrada e o ńumero de onda incidentek, e observamos comoF se comportàa medida que a guia

de onda de saı́da varia. As energias utilizadas são as mesmas do caso anterior.

Observando as figuras 6.29, 6.30 e 6.31, que mostramF × h2 para as tr̂es diferentes

energias da onda incidente, percebe-se que sua estrutura geral se assemelhàaquelas obtidas para

a situaç̃ao ondeh1 varia. Em todos os gráficos a transmissão inicia-se parah2 ≈ λ
2, apresentando

o segundo ciclo de oscilações a partir deh2 ≈ 3
2λ. Poŕem, h́a uma diferença b́asica entre 6.29

e 6.30. Aṕos o primeiro ciclo de oscilações,F sofre um pequeno decréscimo at́e o ińıcio do

segundo ciclo. Isto decorre do fato de que quandoé variada a primeira guia, a partir deλ2 a

onda tem liberdade para penetrar na estrutura continuamente (uma vez que vem do contı́nuo) e,

ent̃ao, a transmiss̃ao aumenta. Para penetrar na guia de saı́da, a funç̃ao de onda deve ajustar-se

aos modos internos do bilhar, próximos da sua entrada. Isso faz com que a transmissão seja mais

senśıvel à variaç̃ao deh2, o que pode ser visto nos gráficos de densidade de|ψ(~r)|2 referentes

a estes pontos. Tais gráficos tamb́em mostram comportamentos parecidos ao visto na subseção

anterior.

Em 6.31 observa-se o mesmo fenômeno deF→ 0,0, que acarreta o aprisionamento da

função de onda no interior do bilhar, o queé mostrado no gráfico 6.31.d).



113

0 0.1 0.2 0.3

h
2

0

0.002

0.004

0.006
F

k
6,10

 = 36.637

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

-2.5 -1.25 0 1.25 2.5
-2.5

-1.25

0

1.25

2.5

a

b

c
d

e

f

y

y

x x x

a) b) c)

f)e)d)

Figura 6.29:À esquerdaF × h2 parah1 = 0,089 ek= 36,637. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh2 marcados na curva. Em a)h2 = 0,087, b)h2 = 0,089, c)h2 =

0,101, d)h2 = 0,171, e)h2 = 0,257 e f)h2 = 0,260.
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Figura 6.30:À esquerdaF × h2 parah1 = 0,089 ek= 36,704. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh2 marcados na curva. Em a)h2 = 0,089, b)h2 = 0,116, c)h2 =

0,171, d)h2 = 0,223, e)h2 = 0,258 e f)h2 = 0,259.
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Figura 6.31:À esquerdaF × h2 parah1 = 0,089 ek= 36,771. À direita, gŕaficos de densidade
de |ψ(~r)|2 para os valores deh2 marcados na curva. Em a)h2 = 0,087, b)h2 = 0,089, c)h2 =

0,171, d)h2 = 0,258, e)h2 = 0,260 e f)h2 = 0,267.
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6.3.3 Variaç̃ao da posiç̃ao d da guia de onda de sáıda

Foi visto nas simulaç̃oes mostradas até agora que a interação entre as simetrias da

função de onda no interior do bilhar quadradoQ com as da guias de onda tem grande influência

na transmiss̃ao. Suas caracterı́sticas dependem da paridade da função em relaç̃ao ao eixo-y, pas-

sando da transmissão “desordenada”, ou não-ressonante, para ondas com energias associadas

aos autoestados de número de ḿaximos verticaisn pares, para a transmissão ressonante quando

n é ı́mpar. Este comportamento foi observado até agora com as guias de onda alinhadas e fixas

ao centro dos lados verticais do quadrado. Seria interessante ent̃ao analisar como modifica-se a

transmiss̃ao quandóe quebrada esta simetria entre as posições de acoplamento das guias.

Nesta subseção seŕa considerada a variação deF com a posiç̃ao de acoplamentod da

guia de onda de saı́da, para a guia de entrada mantida fixa no centro deQ (y = 0,0). Como

veremos, os gráficos possuem simetria em relação ad = 0. Ent̃ao, os comentários ser̃ao feitos

apenas parad positivo, visto que parad< 0 as conclus̃oes s̃ao ańalogas. As largurash1 eh2 das

duas guias s̃ao mantidas constantes em cada simulação. Ser̃ao utilizadas as mesmas energias

que nas seç̃oes anteriores para a onda incidente.

Na figura 6.32é mostrado o gŕafico deF × d para uma onda incidente comk6,10 =

36,637 em bilhares com três valores das larguras das guias:h1 = h2 = 0,088 (linha cont́ınua);

h1 = h2 = 0,089 (linha tracejada);h1 = h2 = 0,090 (linha pontilhada). A simetria da curva

em relaç̃ao ad = 0 é evidente. Todas as curvas apresentam um pico pronunciado em d = 0,

indicando que apenas esta posição de acoplamento da guiaé favoŕavel à transmiss̃ao para a

energia escolhida. A curva tracejada ainda apresenta um pequeno pico nas proximidades de

d= 0,181≈ λ
2, poŕem muito pequeno em comparação com pico principal, aproximadamente 45

vezes menor.

Na parte de baixo da figura 6.32 aparecem os gráficos de|ψ(~r)|2 para o pico de cada

curva deF × d. Parah1= h2= 0,089 (gŕafico b)), apesar de a transmissão ocorrer de forma “nor-

mal” at́e o fim da guia de onda de saı́da, a funç̃ao de onda tem amplitude muito baixa no interior

deQ, como visto anteriormente. Porém, para os dois outros casos,h1 = h2 = 0,088 (gŕafico a))

e h1 = h2 = 0,090 (gŕafico c)), a amplitude da função de onda no quadradoé compaŕavel à das

guias.

Comparando as três funç̃oes de onda de 6.32, observa-se que a solução no interior do

quadradóe pequena quando a parte deψ(~r) transmitida pela guia de onda de entrada possui

um ponto de ḿınimo localizado pŕoximo a seu ponto de acoplamento emQ. Isto desfavorece

a formaç̃ao de amplitude alta emQ pois, para esta energia (6× 10), o autoestado do bilhar
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Figura 6.32: Variaç̃ao do FluxoF com a posiç̃ao de acoplamentod da guia de onda de saı́da
para ńumero de onda da onda incidentek6,10 = 36,637. Tr̂es valores de largura são utilizados,
h1 = h2 = 0,088 (linha cont́ınua),h1 = h2 = 0,089 (linha tracejada) eh1 = h2 = 0,090 (linha
pontilhada). Em a)-c), são mostrados os gráficos de densidade da função de onda|ψ(~(r))|2 para
as tr̂es curvas emd = 0,0.

quadrado ñao possuiψ intenso pŕoximo à entrada da guia. Nos outros dois casos a função de

onda transmitida possui óultimo máximo da guia de entrada penetrando emQ, logo,é mais f́acil

para esta configuração excitar um autoestado do bilhar correspondente a esta energia. Ainda

em 6.32.a)-c) observa-se o fenômeno de “canalização” channelingdeψ, onde, a seq̈uência de

modos da funç̃ao de onda emy = 0,0 forma um “canal” unindo as duas guias e facilitando o

transporte entre as mesmas (SADREEV, 2004).

Passando parak= 36,704, valor intermediário entrek6,10 ek4,11, a situaç̃ao muda dras-

ticamente, como pode ser visto na figura 6.33. Em contraste aocaso anterior, v́arios picos

pronunciados aparecem emF × d, indicando a existência de v́arias posiç̃oesd que favorecem

a transmiss̃ao. Para as largurash1 = h2 = 0,088 eh1 = h2 = 0,090, a posiç̃aod = 0 gera trans-
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miss̃ao consideŕavel, poŕem, ñaoé a melhor escolha, visto que em qualquer dos outros picosF

é maior.
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Figura 6.33: Variaç̃ao do FluxoF com a posiç̃ao de acoplamentod da guia de onda de saı́da
para ńumero de onda da onda incidentek = 36,704. Tr̂es valores de largura são utilizados,
h1 = h2 = 0,088 (linha cont́ınua),h1 = h2 = 0,089 (linha tracejada) eh1 = h2 = 0,090 (linha
pontilhada).

Os picos da curva contı́nua em 6.33 podem ser divididos em duas seqüências relacio-

nadas aos autoestados do quadrado com números de onda anterior e posterior ak= 36,704:

• a primeiraé formada pelo segundo e quarto picos (os de menor amplitude), localizados

emd = 4
3λ ed = 4

7λ, que podem ser encontrados pela forma geral

d =
(n−m)

l(n−m)−1
λ, (6.3)

comm= 6 en= 10.

• a segundáe formada pelo terceiro e quinto picos (os de maior amplitude) que localizam-se

emd = 7
8λ ed = 7

15λ, respectivamente, e possuem forma geral

d =
(n−m)

l(n−m)+1
λ, (6.4)

comm= 4 en= 11.
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As fórmulas (6.3) e (6.4) foram construı́das a partir da observação da posiç̃ao d dos

picos em comparação com o valor deλ.

Ent̃ao, a primeira seq̈uênciaé relacionada com a ressonância 6× 10 , a segunda com

4 × 11. Em ambas as fórmulasl é um inteiro positivo maior que zero. Esta análise mostra dois

resultados importantes. Primeiramente, comod depende demen, pode-se constatar que as duas

degeneresĉencias (m× n en×m) do autoestado do quadrado estão participando da transmissão.

Segundo, variandod pode-se ajustar o bilhar para a transmissão ser “mediada” pelo autoestado

de energia anterior ou posteriorà energia da onda incidente (correspondente a uma autoenergia

do bilhar).

A figura 6.34 mostra os gráficos de densidade de|ψ(~r)|2 para alguns pontos da curva

deh1 = h2 = 0,088: b)é referente ao primeiro pico localizado emd ≈ λ
7, que est́a relacionado

à resson̂anciaı́mpar; c)é referente a um ponto de mı́nimo; d) e f) possuem os valores corres-

pondentes aos dois picos da primeira seqüência; e e) ao primeiro pico da segunda. Pela forma

da funç̃ao de onda no interior deQ pode-se mais uma vez perceber a influência distinta dos

autoestados anterior (k6,10 = 36,637) e posterior (k4,11 = 36,771) na transmissão gerada pelas

diferentes seq̈uências de picos. Na primeira, que possuin par, a funç̃ao de onda|ψ(~r)|2 = 0,0

sobre a linhay= 0,0, ao contŕario da segunda, que possuin ı́mpar.
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Figura 6.34: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 comk= 36,704 parah1 = h2 = 0,088 e a)d= 0,0,
b) d = 0,025, c)d = 0,073, d)d = 0,122, e)d = 0,202 e f)d = 308, relativos̀a figura 6.33.
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A curva parah1 = h2 = 0,089 de 6.33 mostra um comportamento semelhanteà figura

6.32, com um pico mais alargado emd= 0 e um pico secund́ario emd= 7
8λ. Poŕem as amplitu-

des s̃ao diferentes. Na figura 6.35́e feito o gŕafico da funç̃ao de onda para os dois picos e para

um valor de ḿınimo deF entre eles.
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Figura 6.35: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 comk= 36,704 parah1 = h2 = 0,089 e a)d= 0,0,
b) d = 0,1 e c)d = 0,187,relativos̀a figura 6.33.

Ainda em 6.33 o caso deh1 = h2 = 0,090 mostra comportamento semelhante ao de

h1 = h2 = 0,088, a ñao ser pelos picos apresentarem menor amplitude. As funções de onda

referentes aos picos, mostradas em 6.36, também apresentam aparência semelhante aosψ’s

vistos em 6.34, com a diferença de que em 6.36 observamos mais picos ao longo da guia de

onda.

-2,5 -1,25 0 1,25 2,5
-2,5

-1,25

0

1,25

2,5

-2,5 -1,25 0 1,25 2,5
-2,5

-1,25

0

1,25

2,5

-2,5 -1,25 0 1,25 2,5
-2,5

-1,25

0

1,25

2,5

x

y

a)

x

y

b)

x

y

c)

Figura 6.36: gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 comk= 36,704 parah1 = h2 = 0,090 e a)d= 0,0,
b) d = 0,025 e c)d = 0,202, relativos̀a figura 6.33.

A última energia considerada para a onda incidente comk= 36,771, coincidente com

o autoestado 4× 11 do bilhar quadrado. Na figura 6.37 são mostradas as curvas deF × d para

os mesmos tr̂es valores de largura das guias que nos casos anteriores. Comono casok6,10 (fi-

gura 6.32) as curvas possuem formas parecidas, apenas apresentando pequenos deslocamentos

da posiç̃aod dos picos, cujas posições podem ser entendidas a partir de uma análise direta do
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Figura 6.37: Variaç̃ao do FluxoF com a posiç̃ao de acoplamentod da guia de onda de saı́da
para ńumero de onda da onda incidentek = 36,771. Tr̂es valores de largura são utilizados,
h1 = h2 = 0,088 (linha cont́ınua),h1 = h2 = 0,089 (linha tracejada) eh1 = h2 = 0,090 (linha
pontilhada).

gráfico de densidade da função de onda|ψ(~r)|2. Similar a outros casos já observados, nova-

mente temos que, parah1 = h2 = 0,089 ed = 0,0 (figura 6.38.a)), a transmissão neste bilhaŕe

ressonante para a energia incidente igual a do autoestado 4× 11. Poŕem, em 6.38.b) pode-se

observar que uma pequena variação na posiç̃ao de acoplamentod faz com que seja excitada a

segunda degenerescência do autoestado (11× 4), modificando drasticamente a forma deψ na

regĩao da guia de onda de saı́da (compare tal região em 6.38.a) e 6.38.b)). Efeito semelhante

é visto em 6.38.d) e 6.38.f). As posições do segundo e terceiro picos em 6.37 são obtidas pela

fórmulad = ld
n ∓ d1, constrúıda pela observação do gŕafico, onded1 é a posiç̃ao do primeiro

pico.

Da forma da funç̃ao de onda para os doisúltimos picos deh = 0,089, figuras 6.38.d)

e e), pode-se observar que as duas degenerescências participam da transmissão, interferindo e

formando um novo estado emQ.

Ainda de 6.37, percebe-se que a condição de transmissão ressonante nãoé a de melhor
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Figura 6.38: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 parah1 = h2 = 0,089 e a)d = 0,0, b)d = 0,0275,
c) d = 0,135, d)d = 0,224, e)d = 0,240 e f)d = 0,269, relativos̀a 6.37.

resultados nas simulações, pois, a amplitude emF(d = 0) é menor do que em qualquer dos

picos.

A figura 6.39 mostra os gráficos de densidade para|ψ(~r)|2 referentes̀a curva deh1 =

h2 = 0,088. Observa-se uma inversão no comportamento da função de onda emQ entre o

primeiro e terceiro pico, se comparado ao caso anterior. Aqui o primeiro (figura 6.39.b)) excita

um estado onde participam as duas degenerescências e óultimo (figura 6.39.f)) excita apenas a

simetria 11× 4.

O comportamento da função de onda no caso da curvah1 = h2 = 0,090é semelhante

ao do caso em queh1 = h2 = 0,088, por isso, ñaoé mostrada aqui.
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Figura 6.39: Gŕaficos de densidade de|ψ(~r)|2 parah1 = h2 = 0,088 e a)d = 0,0, b) d = 0,029,
c) d = 0,135, d)d = 0,215, e)d = 0,240 e f)d = 276, relativos̀a 6.37.

6.3.4 Variaç̃ao da energia da onda incidente para geometrias fixas

Nas simulaç̃oes apresentadas nas seções anteriores foram sempre utilizadas energias

fixas para a onda incidente. Da análise do comportamento da transmissão, percebe-se a grande

depend̂encia dos resultados com a relação entre a energia da onda incidente e geometria do

sistema.

Nesta seç̃ao, o mesmo problema será observado por uma abordagem inversa. Para isso,

seŕa fixada uma certa geometria para o bilhar e obtido o comportamento deF à medida que a

energia da onda incidenteé mudada.

Na figura 6.40é mostrado o gŕafico deF × k para o bilhar com as guias de onda

acopladas emy = 0 e largurah1 = h2 = 0,089. Comparando os picos deF com o espectro do

quadrado neste intervalo (linhas pontilhadas verticais),percebe-se que a transmissão ressonante

não é a condiç̃ao mais favoŕavel à transmiss̃ao para esta geometria, com a maior parte das

resson̂ancias aproximando-se mais dos pontos de mı́nimo do que dos pontos de máximo.

Para as duas energias degeneradask3,11= k7,9 = 35,837 ek1,12= k9,8 = 37,849,F × k

apresenta “descontinuidades” similaresàquelas que são encontradas para as ressonâncias nos

gráficos de|T(i, j)| × k (ZANETTI, 2004). Observando em 6.40.b) e e) a forma de|ψ(~r)|2
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Figura 6.40:À esquerda, variação do FluxoF com o ńumero de ondak para um bilhar com lar-
gurash1 = h2 = 0,089 das guias de entrada e saı́da. As linhas pontilhadas marcam posições das
resson̂ancias do quadrado contidas neste intervalo de energia.À direita, gŕaficos de densidade
da funç̃ao de onda|ψ(~r)| para os valores dek marcados com cı́rculos◦ na curva deF × k. Em
a)k= 35,626, b)k= 35,837, c)k= 36,513, d)k= 36,821, e)k= 37,849 e f)k= 38,193.

para estes valores dek, percebe-se que eles geram funções de onda que ficam aprisionadas no

interior do bilhar quadrado (bound states in the continuum). Estes dois casos de aprisionamento

da funç̃ao de onda ocorrem em estados degenerados de energia, que possuem a mesma paridade

no eixo-y de transmiss̃ao (3× 11 e 7× 9 para a primeira e 1× 12 e 9× 8 para a segunda), o que
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est́a de acordo com resultados já conhecidos da literatura (SADREEV et al., 2006).

Ainda em 6.40 s̃ao mostrados gráficos de densidade de|ψ(~r)|2 para alguns valores de

k correspondentes a máximos e ḿınimos locais deF. É interessante notar as formas distintas

das funç̃oes de onda nos diferentes exemplos de transmissão. Em a),|ψ(~r)|2 é pequeno na linha

y = 0,0, com os modos acomodando-se em uma forma aproximadamente “eĺıptica”. Em f),

|ψ(~r)|2 possui grande amplitude e uma seqüência de modos organizados na linha que une as

guias, indicando a presença do fenômeno de canalização.

Na figura 6.41́e mostrado o detalhe do gráfico 6.40 na região dos ńumeros de onda

utilizados no decorrer desta seção, os quais s̃ao marcados na curva pelos cı́rculos◦. Percebe-se

que a resson̂anciak6,10 recai sobre um ḿınimo local deF e existe um ḿaximo local entre as

duas resson̂ancias, onde os dois autoestados participam da transmissão. O valor dek= 36,704,

estudado anteriormente, encontra-se próximo a este ḿaximo local da figura 6.41.
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0,002
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0,004

F

Figura 6.41: Detalhe da figura 6.40. Os cı́rculos◦ marcam as posiç̃oes das energias utilizadas
nas simulaç̃oes das seç̃oes anteriores.
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6.4 Conclus̃oes parciais

O MCP foi utilizado na soluç̃ao nuḿerica de tr̂es tipos de estruturas compostas. Foram

estudados os bilhares fechados formados pelo acoplamento de dois quadrados, um quadrado e

um quarto de disco, e ainda o sistema aberto formado por um quadrado ligado ao meio externo

por interḿedio de duas guias de onda.

Foram verificados resultados já conhecidos da literatura, tais como: a transmissão res-

sonante (MEKIS et al., 1996; SADREEV, 2004), o aprisionamento da funç̃ao de onda num

bilhar aberto (SADREEV et al., 2006) e a fenômeno de “canalização” (channeling) (MEKIS et

al., 1996).

De modo geral, pode-se concluir com base nos resultados obtidos para os tr̂es bilhares,

que:

• a variaç̃ao da largura da guia de onda de acoplamento age no sentido de selecionar os

autoestados que participam da formação da funç̃ao de onda dos sistemas acoplados. Isto

é comumente observado na transmissão atrav́es de bilhares abertos (AKIS et al., 2002;

SADREEV, 2004; SADREEV et al., 2005), porém, at́e onde sabemos estaé a primeira

vez que este fen̂omenoé observado em bilhares fechados;

• foi obtido atrav́es da ańalise dos elementos da matrizT um método simples e eficiente

de acompanhar as mudanças nos autoestados e autoenergias de bilhares fechados quando

sua geometria varia;

• permite uma ańalise visual dos problemas, o que o não ocorre quando se usam outros

métodos, apresentando informações, tais como a exata forma como a função de onda se

redistribui espacialmente na sua interação com as guias de onda, tanto no caso dos dois

sistemas fechados, quando no aberto;

• foi analisada a dependência da transmissão em um bilhar aberto com função da posiç̃ao

de acoplamento da guia de onda. Além disso, foi visto como esta variação influencia no

processo de formação da funç̃ao de onda mediadora da transmissão.

Ainda é importante salientar que a intenção deste capı́tulo não foi fazer um estudo

exaustivo de cada um dos problemas abordados, mas sim mostrar a gama de possibilidades que

o MCP pode fornecer na análise de cada um deles. Neste espı́rito, foram apresentadas algumas

das aplicaç̃oes mais interessantes dentro de cada tema.
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7 Conclus̃ao

Neste trabalho, o ḿetodo de contorno de paredes foi utilizado na solução de v́arios

problemas de condição de contorno que admitem ser resolvidos por de técnicas de espalha-

mento qûantico bidimensional, com a finalidade geral de demonstrar seu grande potencial e

flexibilidade no que tange suas possı́veis formas de aplicação.

Inicialmente, o ḿetodo foi desenvolvido para o tratamento de espalhamento deelétrons

por barreiras de formato e condições de contorno gerais, porém, pela generalidade de sua

formulaç̃ao, pode ser utilizado de forma muito mais abrangente. Além dos problemas mais

tradicionalmente tratados por este tipo método, como sistemas de bilhares, o MCP foi aplicado

na investigaç̃ao de estruturas conhecidas da fotônica.

No decurso de uma formulação téorica detalhada, foi visto que umas das maiores van-

tagens do MCṔe que atrav́es de umáunica equaç̃ao o problema de espalhamentoé resolvido

para todo o espaço. Isto torna-se especialmente interessante no caso do espalhador ser formado

por curvas fechadas, onde a solução por outros ḿetodos tem de ser obtida através de mais de

um ćalculo.

A partir de aplicaç̃ao matrizT na soluç̃ao de curvas fechadas foram analisados em

detalhe v́arios de seus aspectos matemáticos, como por exemplo, o mecanismo de filtro, que

nos leva aos resultados corretos das soluções interna e externa. No caso da solução externa

foi mostrado como obter a matrizS usual, a partir deT, o que pode ser de grande auxı́lio em

problemas mais complexos. Foi investigado também de uma forma mais simples e intuitiva

do que geralmente encontrado na literatura, o importante problema da dualidade dentro-fora

para bilhares. A matrizT ainda foi resolvida analiticamente para o caso de um espalhador

circular que, apesar de simples, nos forneceu importantes informaç̃oes a respeito da relação de

T com a construç̃ao dos autoestados dos bilhares e, como ela pode ser um instrumentoútil na

determinaç̃ao dos espectros destas estruturas. Estes resultados foramrecentemente aceitos para

publicaç̃ao na revistaAnnals of Physics(ZANETTI et al., fevereiro/2007).

A vers̃ao nuḿerica do MCP, obtida de forma simples e que mostra grande eficiência, foi
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aplicada a quatro problemas que mostram seu potencial e versatilidade. Como no final de cada

caṕıtulo foi feita uma conclus̃ao parcial, ser̃ao apresentados aqui apenas alguns comentários

mais gerais sobre os pontos mais importantes observados em cada diferente abordagem.

Cristais fotônicos

Foram obtidos com̂exito os autoestados da transmissão ressonante em redes que pos-

suem guias de onda conhecidas e ainda proposta e analisada umnovo tipo de guia que tem a

aç̃ao de um interfer̂ometro. Em redes possuindo cavidades foram obtidos os modosressonantes

da estrutura. Foram estudadas redes formadas por espalhadores ŕıgidos e perméaveis, sendo que

para o segundo caso, mais comumente abordado, foi obtida boaconcord̂ancia entre resultados

obtidos com aqueles encontrados na literatura. Este trabalho foi submetido para publicação na

revistaJournal of Physics B(ZANETTI et al., 2007).

Otimização de cavidades de dispositivo coletor de fótons

Em conjunto com os grupos DINE e LabNANO, ambos também pertencentes ao De-

partamento de F́ısica da UFPR, foi estudado um dispositivo fotodetetor que, através da inserç̃ao

de um tipo de ḿascara de aluḿınio fino furado sobre a fotoativa, tem a ação de aprisionar

parte dos f́otons incidentes, aumentando assim sua absorção. Atrav́es do modelamento teórico

e simulaç̃oes da cavidade do dispositivo foram obtidos parâmetros otimizados para sua geo-

metria, que se confirmaram como a melhor escolha quando utilizados na sua fabricação. Estes

resultados foram submetidos para publicação na revistaJournal of Applied Physics(GERNISKI

et al., 2007).

Espalhador quântico aberto formado por tr ês discos

No problema de espalhamento pelo bilhar quântico aberto formado por três discos

rı́gidos foram obtidos os quase-estados de longa vida do sistema pela observação direta dos

autoestados ou através da ańalise da integral da parte espalhada deψ, método que assemelha-se

e reproduz qualitativamente resultados advindos de teorias estabelecidas como a da seção de

choque (GASPARD; RICE, 1989a). Através da ańalise da matrizT pode-se obter informações

sobre a formaç̃ao do estado quase-ressonante.

Foi abordado em seguida o sistema formado por discos permeáveis, problema dificil-

mente encontrado na literatura, e que através do MCṔe tratado de formal natural. Neste caso,

foi analisado o comportamento dos estados quase-ressonantes do bilhar quando a permeabi-



129

lidade dos espalhadoresé variada de diferentes formas, onde observou-se o um fenômeno de

“migração” do valor dosk’s quase-ressonantes a medida que a permeabilidade aumenta. Estes

resultados foram ainda comparados com aqueles obtidos devido à variaç̃ao do raio do espalha-

dores, onde certa relação qualitativa p̂ode ser inferida.

Bilhares acoplados por uma guia de onda

Foram estudados três casos de acoplamento de bilhares, onde o enfoque se deu sobre o

comportamento das soluções como funç̃ao da variaç̃ao dos par̂ametros associadosà guia de onda

de ligaç̃ao. Nos dois primeiros casos, onde foram tratados bilhares fechados (dois quadrados

acoplados e um quadrado acoplado a um quarto de disco), foi observado como a variação da

largura da guia tem a ação de selecionar as simetrias que irão formar a funç̃ao de onda acoplada,

ou desacoplada, do sistema. Através da ańalise da matrizT quando a energia e os parâmetros da

guia variam, foi obtida uma forma de acompanhar a mudança tanto dos autoestados dos bilhares

originais, quanto das soluções da estrutura acoplada.

Por último foi estudado um bilhar aberto com guias de onda que o acoplam ao meio

cont́ınuo. Neste caso, foi analisada a transmissão atrav́es da estrutura como função da largura e

posiç̃ao de acoplamento, das guias de entrada e saı́da. Foram observados fenômenos conhecidos

da literatura como a transmissão ressonante, o efeito de canalização (channeling) e estados

aprisionados no contı́nuo (bound states in the continuum), os quais puderam ser observados em

uma ańalise direta da integral da função de onda espalhada.

Como pode ser visto pelo breve panorama do trabalho que foi traçado acima, cada um

dos problemas analisados pôde ser abordado por um enfoque próprio, voltado para a obtenção

de resultados especı́ficos dentro de cada tema. Este fato, aliadoà variedade e qualidade dos

resultados, mostra uma grande caracterı́stica do MCP, a sua versatilidade, caracterı́stica esta que

permite sua aplicação abranger desde a obtenção de resultados analı́ticos rigorosos acerca de

problemas complexos através de uma vis̃ao mais f́ısica (como os referentesà dualidade dentro-

fora), at́e o auxilio na modelagem e aplicações experimentais (como no caso do fotodetetor).

7.1 Trabalhos futuros

7.1.1 Bilhares isoespectrais

A soluç̃ao interna para curvas fechadas noR2 é obtida atrav́es da resoluç̃ao equaç̃ao

de Helmholtz, (∇2+E)ψ(~r) = 0 submetida a condições de contorno de Dirichlet, ou seja, uma
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part́ıcula fechada dentro de uma barreira intransponı́vel, problema este que se assemelha ao de

uma membrana vibrante com as bordas presas.

É sabido que nesse tipo de problema a solução para as autoenergias tem grande de-

pend̂encia na forma da barreira (SRIDHAR; KUDROLLI, 1994). Neste contexto M. Kac fez a

seguinte pergunta em 1966:Podemos ouvir a forma de um tambor?(KAC, 1966). Pode-se in-

terpretar tal pergunta como: podemos distinguir a forma de uma membrana a partir do espectro

sonoro que ela emite, ou, na analogia dos bilhares, dois bilhares podem ser distinguidos pelo

seu espectro de energia?

Na d́ecada de 90 foi provado que, no caso de bilhares, a pergunta deKac tem res-

posta negativa. A primeira prova veio analiticamente (GORDON et al., 1992) em 1992 pela

construç̃ao de um contra-exemplo. A partir daı́ várias provas experimentais (STöCKMANN;

STEIN, 1990; DHAR et al., 2003) e nuḿericas (WU et al., 1995; DRISCOLL, 1997; DRIS-

COLL; GOTTLIEB, 2003) t̂em sido efetuadas para vários pares de bilhares. Destes estudos

surgiram as classes debilhares isoespectrais, ou seja, sistemas planares fechados de formas

diferentes, mas que possuem espectros de energia idênticos.

Para bilhares qûanticos, a densidade de nı́veis de energia depende diretamente daárea,

peŕımetro e outras caracterı́sticas geoḿetricas da barreira (OTT, 1993; STöCKMANN, 1999).

Como visto na equação (2.19) a matrizT depende apenas da função de Green da partı́cula livre

sobre a barreira espalhadora, istoé, depende da energia da onda incidente e da geometria do

espalhador. Uma análise mais detalhada do comportamento da matrizT na soluç̃ao de um par

de bilhares isoespectrais, pode trazer informações interessantes a respeito da forma como ocorre

a isoespectralidade no sistema.

Nas refer̂encias (DHAR et al., 2003) e (WU et al., 1995) são obtidas transformações

anaĺıticas que conectam as soluções dos dois bilhares. Um trabalho interessante que pode ser

desenvolvidóe verificar a aç̃ao destas transformações sobre a matrizT.

7.1.2 Cristais fot̂onicos com desordem estrutural

Cristais fot̂onicos bidimensionais formados por arranjos de cilindros como os discu-

tidos no caṕıtulo 3, s̃ao de relativamente fácil produç̃ao. S̃ao v́arias as t́ecnicas de fabricação

pelas quais podem ser obtidos, mesmo para escalas submicrométricas (KWAN et al., 2003).

Poŕem, mesmo com a facilidade de produção certas imperfeiç̃oes provenientes da fabricação

são inevit́aveis (HUGHES et al., 2005). Para estruturas como as das figuras (3.1) e (3.4) os

tipos de imperfeiç̃oes mais comuns são desvios na posição e/ou no valor do raio do cilindros
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(FREI; JOHNSON, 2004). Esse tipo de desordem, dependendo de sua magnitude, pode dimi-

nuir consideravelmente a banda de energia proibida do dispositivo (JOANNOPOULOS et al.,

1997b) e ainda em guias de onda pode causar atenuação do campo no seu interior, devido a

espalhamento na direção contŕaria a propagaç̃ao da onda (back scattering), que causam inter-

ferência destrutiva.

A maioria dos estudos anteriores sobre desordem em cristaisfotônicos tem como ob-

jetivo avaliar as mudanças nogapde energia em uma estrutura infinita submetida a ondas in-

cidindo de todas as direções (FREI; JOHNSON, 2004), porém, uma abordagem mais realista

do ponto de vista experimental seria observar a intensidadedo campo internòa guia de onda

devido a uma onda incidente possuindo vetor de onda~k e freqûenciaω fixos, em cristal fot̂onico

de estrutura finita.

Pelas facilidade de variação da forma e condiç̃oes de contorno do espalhador no MCP,

podem ser exploradas várias maneiras de inserir a desordem espacial e na constantedielétrica

das estruturas utilizando, por exemplo, diferentes geradores de varíaveis rand̂omicas (distribuiç̃ao

gaussiana, distribuição exponencial, etc. (PRESS et al., 1992)) na procura de maioradequaç̃ao

com os tipos de desvios encontrados na realidade da fabricac¸ão dos cristais fotônicos.

7.1.3 Localizaç̃ao em redes desordenadas

No fim da d́ecada de 50, P.W. Anderson (ANDERSON, 1958) estabeleceu teorica-

mente que o comportamento de uma onda eletrônica em um meio desordenadoé completamente

distinto daquele apresentado no ordenado. Nestes meios, osmodos de Bloch perdem coerência

ao serem espalhados pelas imperfeições. Aṕos uma determinada distância, a perda de coerência

causa o aparecimento de interferências destrutivas na onda, provocando ausência de difus̃ao.

As funç̃oes de onda eletrônicas, que antes se estendiam por toda a estrutura, agora desenvolvem

um envelope exponencial que caracteriza a natureza intrinsecamente localizada destes estados.

Este fen̂omenoé conhecido comolocalização de Anderson(CUSACK, 1990). Para uma deter-

minada rede com uma “quantidade” fixa de desordem, os autoestados podem ter uma natureza

propagante ou localizada dependendo de sua energia. A região do espectro onde ocorre esta

transiç̃ao metal/isolanteé conhecida comomobility edge, e pode variar muito dependendo do

tipo de imperfeiç̃ao que a rede apresenta (LEE; RAMAKRISHNAN, 1985).

Tendo como base que o fenômeno da localizaç̃aoé fundamentalmente gerado pelo es-

palhamento da onda propagante pelos defeitos de uma rede,é extremamente natural que ele

possa ser investigado através de t́ecnicas de espalhamento. Visto a facilidade de variação tanto

da forma das redes, quando das condições de contorno, tal problema pode ser modelado natu-
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ralmente pelo MCP, fato corroborado por sua aplicação no estudo redes de cristais fotônicos.
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